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RESUMO

Na presente dissertacao a estrutura de estrelas anas brancas sao investigadas resolvendo as
equacoes de equilibrio hidrostatico, ndo s6 newtonianas, mas também as de Tolman-Oppenheimer-
Volkoff (relativisticas). Comegamos com o modelo para a equagao de estado mais simples, isto
é, o modelo do gas ideal de férmions, para logo implementar um modelo mais avangado, levando
em conta a possibilidade de estruturas cristalinas descritas pela teoria de Wigner-Seitz. Neste
contexto, serdo investigadas as massas estelares para diferentes espécies nucleares. Considera-
mos também, a hipdtese da matéria estranha, proposta por Bodmer, Witten e Terazawa, na
qual se propde que o verdadeiro estado fundamental da matéria consiste em aquela feita de
trés sabores de quarks, a saber, up, down e strange e que pode existir em pequenas pegas ou
nuggets, conhecidos como strangelets. Em seguida, investigamos uma expressao para a férmula
de massa para espécies strangelets, a fim de explorar suas massas. Com isto, desenvolvemos
a ideia de substituir espécies nucleares ordinérias pelos strangelets na teoria de Wigner-Seitz,
com a finalidade de estudar a estrutura da estrela. Assim, a partir das equagoes de equilibrio
hidrostatico relativisticas, contrario ao que se esperariam espécies strangelets com massas meno-
res produzem estrelas mais massivas, em contraste com aqueles strangelets de massas maiores.
Particularmente, obtemos uma maxima massa de 2.39 massas solares, superando assim, o limite
de massa de Chandrasekhar para ands brancas. Portanto, com os nossos resultados de anas
brancas com massas superiores & massa de Chandrasekhar, estas sdo candidatas para explicar

fendmenos como as supernovas super luminosas tipo Ia.

PALAVRAS-CHAVE: Anas brancas, equagao de estado, rede de Wigner-Seitz, matéria es-

tranha, strangelets.
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ABSTRACT

In this dissertation, the structure of white dwarf stars is investigated by solving the hy-
drostatic equilibrium equations, not only Newtonian but also Tolman-Oppenheimer-Volkoff (re-
lativistic) equations. We start with the model for the simplest equation of state, that is, the
ideal fermion gas model, and then implement a more advanced model, taking into account the
possibility of crystalline structures described by Wigner-Seitz theory, in this context, stellar
masses will be investigated for different nuclear species. We also consider the hypothesis of
strange matter proposed by Bodmer, Witten and Terazawa, in which it is proposed that the
true ground state of matter consists of that made up of three quark flavors, namely, up, down
and strange and which can exist in small pieces or nuggets, known as strangelets. We then
investigated an expression for the mass formula for strangelet species in order to explore their
masses. With this, we developed the idea of replacing ordinary nuclear species by the strangelets
in the Wigner-Seitz theory, in order to study the structure of the star. Thus, from the relativistic
hydrostatic equilibrium equations, contrary to what one would expect, strangelet species with
smaller masses produce more massive stars, in contrast to those strangelets of larger masses.
Particularly, we obtain a maximum mass of 2.39 solar mass thus exceeding the mass limit of
Chandrasekhar for white dwarfs. Therefore, with our results of white dwarfs with masses higher
than the mass of Chandrasekhar, they are candidates to explain phenomena such as type la

supernova supernovae.

KEYWORDS: White dwarfs, state equation, Wigner-Seitz lattice, stranger matter, strange-
lets.
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Capitulo 1

Introducao

Nesta primeira parte, antes de tudo, definimos uma ana branca e apresentamos uma breve
histéria da descoberta delas. Isto nos permitird ter um panorama geral da origem, da evolucao
e do destino final destes objetos, como também, das suas principais caracteristicas. Finalmente,

expomos 0s 1nossos objetivos e motivacoes.

1.1 Contexto Historico

Uma ana branca (WD: White Dwarf) é um remanescente estelar. De fato, trata-se de uma
etapa da evolucao estelar que é gerada de estrelas da sequéncia principal com massas menores
que 10Mg, (apéndice e que esgotaram seu combustivel nuclear, o que significa dizer que cerca
de 98% de todas as estrelas evoluirdo até a fase de ana branca, entretanto, somente 6% dos
objetos nas vizinhangas do Sol sdo anas brancas [I]. Tradicionalmente, uma WD é composta
por nucleos completamente ionizados e, como nao hé nenhuma fonte de energia que equilibre
o colapso gravitacional, ela vai se comprimindo sobre si mesma devido ao seu proprio peso.
Como consequéncia, a distancia entre atomos diminui, de maneira que a densidade aumenta até

3. Nestas densidades, o principio de Heisenberg e de exclusao de Pauli

a ordem de ~ 10g/cm
tornam-se importantes. Os elétrons que adquirem alto momento geram a chamada pressao de
degenerescéncia eletronica que efetivamente contra-balanceia o colapso da estrela, mantendo
assim sua estabilidade. Anas brancas emitem somente energia térmica armazenada do processo
evolutivo, por isso elas tém luminosidade muito fraca [2]. 99% das WDs estdo constituidas
basicamente por carbono e oxigénio, que resultam da fusdo do hélio, no entanto, pode ser
0 caso que na superficie existe um envelope de hidrogénio e hélio parcialmente degenerados,
formando assim uma atmosfera. Sé umas poucas sdo formadas integramente de hélio [3], 4], ou
oxigénio, carbono, nednio e magnésio [5], produtos da fusdo nuclear. Quando recém formadas,
as WDs possuem temperaturas muito altas, mas, sem fonte de energia, elas vao se resfriando
gradualmente tornando-se anas negras [6]. De fato, as WDs mais frias observadas tém varios
milhares de Kelvin [2, [7]. O termo And Branca foi cunhado por Willem Luyten em 1922 [§],
embora o nome mais apropriado seja FEstrelas Degeneradas.

A primeira WD descoberta foi 40 Eridani B, na constelacdo de Eridanus, por William
Herschel em 1783 [9]. Esta mesma foi observada posteriormente por Friedrich Georg e Otto
Wilhelm em 1825 e 1851, respectivamente [10, I1]. Depois, em 1910, Henry N. Russell, Edward
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C. P. e, F. Williamina descobriram seu tipo espectral A, ou branca [§], que logo se confirmou em
1914 por Walter Adams [12]. A segunda WD descoberta foi Sirio B em 1844, conhecida como
'O cachorrinho”, com uma temperatura superficial de 25.000K [I3]. Posteriormente, em 1917
Adriaan Van Maanen descobriu a estrela Van Maanen que se tornou a terceira no seu tipo [14].
Estas trés primeiras foram chamadas de anas brancas cldssicas [15], descobertas na década de
1930. Desde entao, o Sloan Digital Sky Survey tem achado mais de 9.000 novas WDs[16].

As WDs provém de estrelas normais da sequéncia principal (do diagrama H-R , com
massas entre 0.07 e 10Mg [I7]. A composicdo das WDs difere da massa inicial da estrela
geradora: se esta ¢ de pouca massa (< 0.5Mg) teremos uma WD feita de hélio [4] [6], I8} [19].
Para estrelas de massa média (0.5Mgy < M < 8Mg), WDs de carbono e oxigénio, que sao as
mais comumente observadas no universo [20]. Por tltimo, as estrelas com massas entre média e
alta (9Ms < M < 10Mg) podem ter composigao final de elementos mais pesados como neénio,
magnésio ou inclusive até o ferro |21, 22].

A classificacao espectral das WDs, relacionadas a composicdo de suas camadas externas,
foi proposta em 1983 por Edward M. Sion junto com outros [23]. Tal sistema classifica o espectro
com uma D inicial (para Degenerado), seguido de uma das sequéncias das letras mostradas na
Tabela acompanhado de um indice de temperaturas que é calculada dividindo 54.000K pela
temperatura efetiva, desde que a temperatura superficial esta relacionada com o espectro. Por
exemplo, uma and branca com linhas de absorcdo de He I e temperatura efetiva de 15.000K,

terd a seguinte notacao D B3.

Tabela 1.1: Classificagdo espectral das anas brancas. (Extraido de [24]).

Classe Espectral Caracteristicas espectrais

Linhas de H. Nao tém linhas de metais ou de He I

Linhas de He I. Nao tém linhas de metais ou de H.
Espectro continuo. Nao hé linhas

Linhas de He II, acompanhadas com linhas de H ou de He I
Linhas de He II, acompanhadas com linhas de H ou de He I
Linhas de Carbono

Espectro nao classificavel

KONOQW»

A caracteristica principal das WDs é que elas possuem um limite superior de massa,
isto é, o limite de Chandrasekhar, que é de Mgy, ~ 1.44Mg [25]. Conhecem-se anas brancas
desde 0.17Mg até 1.33M, [26], embora a maioria delas estejam entre 0.5 e 0.7M, [27]. O raio
estimado situa-se entre 0.008 e 0.02Rs (onde Rg é o raio do Sol) [28]. Desta forma, elas tém
densidades médias da ordem de 10%g/em? e formam parte do grupo de estrelas compactas, pois
sdo uma das formas da matéria mais densas conhecidas, junto com as Estrelas de Néutron,
Buracos Negros e, hipoteticamente, as Estrelas de Quarks [29]. Vale a pena mencionar que a
luminosidade das anas brancas é muito fraca pelo que se situam na parte inferior esquerda do
diagrama Hertzsprung-Russell (H-R) como mostra a Figura

Portanto, uma WD é o residuo de uma estrela da sequéncia principal (diagrama H-R) que
completou o seu ciclo de vida normal e cessou sua fusdo nuclear. Cabe notar também que anas
brancas em sistemas bindrios, do tipo comum de carbono ou oxigénio, (em sistemas bindrios),

sdo capazes de futuras reacdes de fusdo que liberam uma grande quantidade de energia se sua
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Caracteristicas das estrelas
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Figura 1.1: Diagrama H-R, que apresenta a relacdo existente entre a luminosidade de uma
estrela e sua temperatura efetiva. As estrelas normais estdo na sequéncia principal (SP). As
anas brancas estdo no canto inferior esquerdo. Estas tém temperaturas que vao de 200.000K
até as mais frias de apenas 3.500K. (Fonte: http://astro.if.ufrgs.br/estrelas/node2.htm).

temperatura estiver alta o suficiente, resultando assim, em violentas explosoes chamadas de su-
pernova tipo Ia (SNe Ia) [30]. Fisicamente, as anas brancas de baixo indice de rotagao [31] sao
limitadas a massas de cerca de 1.38M¢ [25], abaixo do limite de Chandrasekhar (Mcyp,). Além
deste limite, a and branca entraria em colapso. Se uma WD forma parte de uma dupla dege-
nerada, (sistema composto de duas anas brancas), que por perda gradual de momento angular
do sistema em forma de radiacdo gravitacional, se aproximam em suas Orbitas e terminam por
sofrer uma fusdo, de maneira que a soma de suas massas seja maior ou igual que o limite de
Mep, entdao entram em colapso elevando, igualmente, sua temperatura até o ponto de ignigao
da fusdo nuclear. Logo, dentro de poucos segundos, apds o inicio da fusdo nuclear, uma fracao
substancial de matéria da ana branca sofre uma reacdo nuclear que libera energia suficiente, de
1 —2 x 10* Joules [32] para iniciar uma explosdo de supernova tipo Ia (SNe Ia)[33]. Esta cate-
goria de supernovas produz um consistente pico de luminosidade muito bem conhecido devido
a massa uniforme das anas brancas que as geram. A estabilidade desse valor permite que essas
explosoes sejam usadas como velas-padrao para medir a distdncia de suas galdxias hospedeiras,
j& que a magnitude aparente das supernovas depende, sobretudo, da distancia.

As supernovas tipo Ia (SNe Ia) formam uma classe de eventos relativamente homogéneos
em termos de seus espectros, luminosidades de pico e curvas de luz [34, 35, [36] [37]. Surpre-
endentemente, observacoes recentes evidenciam uma distribuicdo das propriedades SNe Ia mais
ampla do que o antecipado anteriormente [38], inclusive aquela de eventos altamente peculiares
conhecidos de SNe Ia super luminosas, tais como o SN 2007ax [39], SN 2005hk [40] e SN 2003fg
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[41]. O ultimo, em particular, foi interpretado em termos de uma explosao de uma ana branca de
rotagao rapida com uma massa super Chandrasekhar [42]. Assim, as ands brancas com massas
super Chandrasekhar entre 2.1 — 2.8 M, [43], [44], 45], naturalmente, podem explicar as propri-
edades observadas de algumas supernovas la super luminosas peculiares. As razoes podem ser
vistas em [46], [47].

Alguns trabalhos, por exemplo, foram feitos para explicar estes fenémenos [48] 49, [50].
Em outros, é dito que uma explosao de uma ana branca em rotacdo rapida com uma massa
super Chandrasekhar entre 1.5 — 1.8 M, é um progenitor desses eventos [51]. Por outro lado, é
sugerido na referéncia [52] que anas brancas com fortes campos magnéticos, da ordem de 10'8G,
alcancam massas maximas de My,q; = 2.58 Mg, valor que excede significativamente o limite de

Chandrasekhar, e também podem ser possiveis geradores de tais fendmenos.

1.2 Objetivo

Neste cenario, o presente trabalho tem como objetivo principal estudar a estrutura mecéanica
de uma ana branca isolada, com baixa rotacdo e sem campos magnéticos. Este estudo se dard
principalmente sob duas visdes fundamentadas na aproximacao da rede tipo Wigner-Seitz que
consiste em anas brancas cristalinas constituidas de uma tnica espécie nuclear. Por um lado,
modelamos anas brancas com espécies atOmicas ordinarias para obter a estrutura da estrela,
isto é, as massas e raios nos regimes newtoniano e relativistico. Sob outra perspectiva, baseados
na hipotese da matéria estranha, iremos substituir as espécies atomicas ordinarias por espécies

strangelets e, semelhantemente, calcular a estrutura da estrela.

1.3 Motivacgao

Nas ultimas décadas, os modelos estelares tém explicado a origem e a evolucdo das estrelas
em acordo com as observagbes. Um exemplo disso: as estrelas ands brancas, que sao objetos
exdticos e que dao origem a fendmenos como supernovas tipo Ia. No entanto, nos primérdios
das observacoes delas, o problema principal era revelar a natureza da matéria dentro delas,
sendo que altas densidades dominavam seus interiores. Dessa forma, modelos da matéria em
altas densidades surgiram para explicar a estrutura das WDs, desde os mais simples até modelos
considerando a hipdtese da matéria estranha. Neste quadro, a motivacdo do presente trabalho
pode ser resumida em trés pontos principais: (7) j& que ndo ha conformidade sobre a natureza
final da matéria em altas densidades dentro das anas brancas, é importante trabalhos que visem
entender e validar alguns dos protdtipos propostos, (7i) tendo em evidéncia estudos da matéria
em ambientes extremos, hd uma caréncia de pesquisas para modelos baseados especificamente na
hipdtese da matéria estranha, finalmente, (ii7) atendendo a recentes observagoes de supernovas
super luminosas tipo la, anas brancas compostas de espécies strangelets que resultam em massas
maiores do que o limite de My podem ser identificadas como possiveis progenitoras de tais

acontecimentos.
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1.4 Metodologia e Desenvolvimento do Trabalho

Comegamos calculando uma equacao de estado no modelo mais simples para a matéria em
densidades do dominio das anas brancas, isto é, um gés ideal de Fermi degenerado a temperatura
zero composto de fons e elétrons, que nos limites de altas e baixas densidades reduz-se a equacao
de estado politrépica. Em seguida, inserimos corregoes para a equacao de estado do gés ideal de
Fermi, ou seja, um modelo melhorado na aproximacao da rede tipo Wigner-Seitz, que consiste em
anas brancas cristalinas feitas de uma tinica espécie nuclear. Logo, usando o método de Runge-
Kutta de quarta ordem, procederemos resolvendo numericamente, na linguagem de programacao
de MATLAB, as equagoes de equilibrio hidrostatico, tanto newtonianas quanto relativisticas,
com as correspondentes equacoes de estado mencionadas, obtendo assim a estrutura da estrela, a
saber, a relacdo massa-raio. Para o modelo melhorado temos a estrela composta unicamente de
He, ou C ou O. Consideramos também, a hipétese da matéria estranha tal que pequenas por¢oes
ou nuggets, conhecidos como strangelets, compostas de quarks up, down e strange, podem ser
o verdadeiro e absoluto estado fundamental. Com isto, calcularse-4 uma férmula de massa
para strangelets, que designaremos de espécies strangelets e, semelhantemente, com o modelo da
aproximacao da rede, substituiremos as espécies nucleares ordinarias por espécies strangelets a
fim de obter a estrutura da estrela no contexto da relatividad geral. Neste ultimo, as estrelas
sdo compostas de uma Unica espécie strangelet e chamaremos de Ands Fstranhas Cristalinas.
Finalmente, interpretaremos nossos resultados comparando-os com o intervalo de massas super
Chandrasekhar.

1.5 Organizacao do Trabalho

Este trabalho estd organizado em seis capitulos. Os resultados originais da pesquisa e as con-
tribuigbes do autor a temética sdo incluidos no capitulo 5.

Neste capitulo, introduzimos algumas caracteristicas relevantes das anas brancas, assim
como a motivacao, objetivo principal e a metodologia.

No proéximo capitulo, abordaremos o modelo tradicional para WDs no cenario da teoria
newtoniana. Partimos da equacao de estado do gas ideal de Fermi estudando os limites de altas
e baixas densidades, em forma particular propomos as politrépicas. Em seguida, introduzimos
um melhoramento para essa equagdo usando a aproximacao da rede tipo Wigner-Seitz. Afinal,
apresentamos os resultados.

No capitulo 3, no contexto da teoria da relatividade geral de Einstein, estudaremos a
equacao de equilibrio hidrostatico para objetos compactos, aplicando-o para as anas brancas.

No capitulo 4, voltamos nossa atencao para o modelo padrao da fisica das particulas e
para a hipétese da matéria estranha. Com isto, estuda-se uma férmula de massa para espécies
strangelets tipo Bethe-Weizaecker.

No capitulo 5, determinaremos a estrutura das anas brancas na aproximacao da rede de
Wigner-Seitz no ambito da teoria da relatividade geral, usando espécies strangelets e, expoem-se
os resultados e discugdes.

Por dltimo, no capitulo 6, sdo feitas as conclusdes e considera¢des dos modelos vistos nos

capitulos anteriores, bem como algumas sugestoes para trabalhos futuros.
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Capitulo 2

Anas Brancas Newtonianas

Os objetos compactos como as anads brancas existem como resultado de um balango entre a
pressdao interna do gés degenerado de elétrons e a pressdo oriunda da gravitacdo. Nesta se-
¢do serao discutidas anas brancas no contexto da teoria newtoniana, assim como, a equacao
de equilibrio hidrostitico e a equagao de estado para o gas de elétrons livres. Desta tltima,
propomo-nos a equagao de estado politrépica. Além disso, adotaremos um melhoramento para
a equagao de estado do gas de elétrons (corregoes da rede), usando a aproximagao da rede de
Wigner-Seitz. Dessa forma, modelamos anas brancas cristalinas compostas de uma tnica espé-
cie nuclear ordinaria. Por fim, mostramos a relacdo massa-raio da estrela para cada equacao de

estado.

2.1 Visao Geral

Da teoria da evolucao estelar, se conhece trés estados finais para uma estrela dependendo da sua
massa incial, temos: Buracos Negros (BH: Black Hole), Estrela de Néutron (NS: Neutron Star)
e Ands Brancas (WD: White Dwarfs) [53]. A grande maioria de todas as estrelas (aproximada-
mente 90%), incluindo o nosso Sol, irdo se tornar anas brancas [54]. As WDs tém tamanho da

3. Por outro lado, a populacio

ordem da Terra, com densidades interiores tipicas de 10%g/cm
das WDs contém uma riqueza de informacGes sobre a evolugao das estrelas individuais desde o
nascimento até a morte, bem como a histéria da galdxia e a taxa da formacao de estrelas [86]. De
acordo com o nosso entendimento, o parametro principal que determina o estado final de uma
estrela é sua massa inicial. As estrelas normais, abaixo de 10Mg), irdo se tornar anads brancas
enquanto que estrelas mais massivas se convertirao em estrelas de néutron ou buracos negros.
Considerando que a méxima massa de uma ana branca é 1.44Mg, que é muito menor do que
o valor inicial da estrela progenitora, entdo uma grande fracdo da massa estelar original deve
ser perdida para o meio interestelar circundante. Essa perda de massa é realmente confirmada
por observagoes de estrelas nos estagios antecessores, embora ainda nfo exista uma derivacao

tedrica ou uma estimativa da perda total de massa durante a vida de uma estrela [56].
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Embora uma WD seja o estado final, no sentido que nenhuma geracao de energia nuclear
ocorre, estas ainda evoluem. Desde que elas nascem com altas luminosidades e se ndo estdo em
sistemas bindrios, gradualmente vao se esfriando tornando-se invisiveis em um tempo de 5 a 10
bilhoes de anos. Portanto, WDs pouco luminosas sdo muito antigas e contém informacgoes sobre
as fases primordiais da nossa galdxia [57].

Além daquelas implicagoes para a galaxia, no entanto, as anas brancas também sao objetos
bastante interessantes por si s6s. Com densidades extremamente altas, os elétrons se tornam
degenerados e sua natureza quantica (através do principio Pauli) determina a equagao de estado
(EoS) e, por conseguinte, a existéncia de uma massa limitante M¢y,. Essas densidades extremas
nao podem ser reproduzidas em laboratérios terrestres, logo, as propriedades da matéria sob
estas condicbes devem, portanto, ser calculadas teoricamente. Na medida em que as previsdes
podem ser confirmadas por observagoes, as WDs podem ser consideradas como um laboratério
de fisica para a matéria em densidades e pressoes extremas.

O espectro emitido pela atmosfera de uma ana branca mostra um padriao bastante vari-
ado ao contrario de outros grupos estelares. A maioria delas tém somente linhas de hidrogénio
extremamente ampliado pelos altos campos gravitacionais e consequentemente altas pressoes
nas atmosferas. Outros indicam apenas as linhas espectrais de hélio neutro. Contudo, exis-
tem algumas que manifestam presenga de calcio, magnésio e ferro, especialmente no espectro
ultravioleta. A andlise detalhada, entretanto, revela uma simplicidade subjacente: com poucas
excegoes, o principal constituinte da atmosfera é hidrogénio ou hélio que sdo os dois elementos
mais abundantes do universo, porém, tragos de outros elementos podem estar presentes [58].

O mecanismo bésico responsavel pela composicdo incomum delas foi proposta por Schatz-
man em 1958 [I5]. Devido a combinada influéncia dos campos gravitacional e elétrico nas
camadas interiores, elementos com diferentes pesos atomicos separam-se por difusdo: elemen-
tos pesados se movimentam para "baixo', enquanto que os mais leves (hidrogénio ou hélio) se
apresentam no topo da atmosfera. A escala de tempo para este processo de difusdo é sempre
pequena quando comparada & escala de tempo para a evolugdo da ana branca [59]. Podemos,
portanto, em muitos casos supor que o estado de equilibrio foi atingido nos objetos observados.
Este quadro simples, contudo, se complica pela agdo de processos tais como convecc¢do, vento
estelar e disco de acre¢do da massa por uma companheira binaria [58].

Vale a pena relembrar que restringimos o escopo deste trabalho a discussao de anas brancas
nao binarias, mesmo que se tenha observagées de WDs membros de sistemas binarios. Mas,
nesses casos, os bindrios sao sistemas mais complexos, o que significa que a estrutura e a evolucao
da WD sao significativamente influenciadas pela presenca de uma companheira. Nés desejamos
excluir, todavia, varidaveis cataclismicas que incluem supernovas, onde a interacao entre as duas
estrelas, normalmente pela transferéncia de matéria e a formacdo de um disco de acrecdo em
torno da ana branca, domina a evolugio e as caracteristicas observacionais. As avaliacoes deste
grande e interessante campo podem ser encontradas em Patterson (1984) [60], Bath (1985) [61]
e Mauche (1990)[62].
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2.2 Estrelas Newtonianas

A maioria das estrelas sdo adequadamente descritas pela fisica newtoniana, sem levar em conta
a Relatividade Geral. Porém, tais estrelas servem como casos limite de objetos mais simples que
sdo de interesse para a Relatividade Geral e, evidentemente, eles podem nos guiar no entendi-
mento das propriedades qualitativas desses objetos [63].

A razao da aproximag¢do newtoniana se pode derivar do seguinte argumento. Conhece-se
que no limite de altas velocidades é valida a mecéanica formulada por Einstein em sua Teoria
Especial da Relatividade. A lei da gravitacdo de Newton, em que a forca é inversamente pro-
porcional a distdncia, também falha em condigbes de gravidade muito intensas, assim a teoria
correta para descrever a gravidade em condig¢oes extremas seria a Teoria da Relatividade Geral,
também formulada por Einstein em 1915 [64]. O critério para decidir até que ponto pode-se
usar a gravitacdo de Newton, envolve a velocidade da luz. Analisemos dois corpos atraindo-se
gravitacionalmente, se a distancia entre eles for tal que a velocidade de escape de um deles em
relagdo ao outro seja muito menor que a velocidade da luz ¢, sua interacao é descrita pela teoria
de Newton. Caso contrario, temos que usar a teoria da gravitacao de Einstein.

Consideremos um corpo de massa M, para pontos a uma distdncia R desde seu centro, a

teoria de Newton pode ser usada se for atendida a seguinte condigao [65]:

2GM << = 2GM <<1
= c
R ’ Re? ’

sendo G a constante da gravitacdo de Newton. Para uma ana branca tipica observada temos

que o raio é da ordem de = 0.01 R com massa média de = 0.6My, o que indica uma densidade
média de cerca de 108g/cm? [66]. Assim, pode-se estimar a ordem na relagdo de validade da
teoria de Newton como sendo: 2GM/Rc? ~ 10~* << 1 (muito menor do que um). Portanto,
as WDs pertencem ao grupo de estrelas newtonianas no sentido que podem ser estudadas no

contexto da gravitacdo de Newton.

2.3 Equacoes de Estrutura Estelar

O estudo tedrico da estrutura estelar, juntamente com dados observacionais, mostra claramente
que as estrelas sdo objetos dindmicos, geralmente mudando a uma taxa imperceptivelmente lenta
para os padrdes humanos, embora, as vezes possam mudar de forma muito rapida e draméatica,
como durante uma explosdo de supernova. Que tais mudancas devem ocorrer, pode ser visto
simplesmente considerando a produgao de energia observada de uma estrela. Como as estrelas
nao possuem infinita fonte de energia, elas devem eventualmente usar suas reservas e "morrer".
A evolugao estelar é o resultado de uma luta constante contra a implacavel atracido da gravidade.

Para obter as equagoes de estrutura estelar, modelamos a estrela como um fluido esfe-
ricamente simétrico em equilibrio hidrostatico tal como mostra a Figura O diagrama de
forcas sobre um elemento de fluido dentro da estrela a uma distdncia r do centro da mesma, é
mostrado na Figura (a), sendo que a forga gravitacional é sempre atraente entdo uma forca

oposta deve existir para evitar o colapso, logo, aplicando as condic¢bes de equilibrio obtemos a

21



dA

I

(a) Elemento de massa de area dA e espessura dr a (b) Ilustracio da massa dM da casca esférica
uma distancia r desde o centro da estrela. achado entre os raios r e r + dr.

Figura 2.1: Representacao gréfica de uma estrela com simetria esférica (a) Diagrama de forgas
sobre o elemento de massa e, (b) Casca esférica (drea sombreada).[30]

variacdo da pressao com a profundidade [67],

dP M,
P

dr r2’

(2.1)

onde g = GM, /r? é a aceleracio da gravidade a uma distancia r desde seu centro, p a densidade
do gés e, M, é a massa contida numa esfera de raio r.

A equacgao acima é chamada equacao de Fquilibrio Hidrostdtico e representa a primeira das
equagoes fundamentais da estrutura estelar para uma simetria esférica. Esta equagao claramente
indica que, para a estrela ser estética, o gradiente de pressdo dP/dr deve existir para contra-
balangar a for¢a gravitacional. Nao é a pressdo que suporta uma estrela, mas a mudanca de
pressao com o raio. Além disso, o sinal negativo na frente significa que a pressao deve diminuir
com o aumento do raio. Assim, a pressao é maior no centro da estrela do que na superficie dela.

Uma segunda relagao envolvendo a massa M, o raio R e a densidade p também deve existir.
Novamente, para uma estrela simetricamente esférica, Figura (b), consideramos uma casca
de massa dM, e de espessura dr, localizada a uma distancia r desde o centro. Assumindo que a
casca é suficientemente fina (i.e., dr << r), o volume da casca é aproximadamente dV = 4rr2dr.
Se a densidade local do gés é p , a massa da casca é dada por [30]: dM, = p(4nr2dr),, que pode-se

escrever como

dM,
dr

= 4mrp. (2.2)

Esta equacgao é conhecida como equacdo da continuidade da massa e indica como a massa interior
de uma estrela deve mudar com a distdncia desde seu centro. A equagdo acima é a segunda
das equagoes fundamentais da estrutura estelar. As equacoes e permitem conhecer
as propriedades macroscépicas das estrelas. No entanto, para descrever estas manifestacoes, é
necessario uma equacao de estado que faz a ponte entre a estrutura macroscépica e o mundo

microscépico. Falaremos disto na préoxima segdo.
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2.4 Equacao de Estado do Gas de Fermi

Consideremos um gas contendo néutrons, prétons e elétrons que nao interagem entre si, com
proporcoes para cada densidade de ntimero de barions, tal que, o gas tenha sua energia mais
baixa possivel. Tal situagdo é chamada de equilibrio-3, ou simplesmente equilibrio (onde os
néutrons nao fazem decaimento beta nem tem-se captura de elétrons pelos prétons). Pode-se
demandar que a energia minima a ser encontrada estd sujeita a restricio da neutralidade de
carga.

A densidade baridnica é usualmente tratada como uma varidvel independente ao calcular
uma equacao de estado, j4 que o nimero de béarions é conservado. Assim, espécies de barions
podem ser transformadas de um a outro, de modo a minimizar a energia, mas a carga total de
béarions permanece inalteravel.

Sendo néutrons, prétons e elétrons férmions (particulas de spin meio), eles obedecem ao
principio de exclusdo de Pauli (ndo mais que um férmion pode ocupar um mesmo estado quén-
tico). Trabalha-se, entdo, com um gas ideal de Fermi degenerado (ideal porque a interagao é
ignorada, e degenerado porque todos os estados quanticos até uma determinada energia, cha-
mada de energia de Fermi, estdo ocupados).

Portanto, ao somar sobre todos os estados ocupados (que em auséncia de interacdo sio
os autoestados de momentos) ou, em relagdo ao niimero de particulas ou, também, as energias,
precisamos somar ou integrar sobre estados de momentos. Da mecéanica quantica lembramos a
normalizagao dos estados de momentos em uma caixa de dimensdo L, assim [6§]

1 d3k 1 ki
ﬁ; — /(277)3:2(%)2/0 k2dk, (2.3)

para um sistema degenerado, todos os estados de energia estdo preenchidos em ordem até um
maximo chamado energia de Fermi, ou no caso de autoestados de momento, até o momento de
Fermi (k). Lembrando a relagao entre o momento da particula p e o nimero de onda k: p=~hk,
usando as unidades naturais (apéndice onde h = ¢ = 1, refere-se a kK como momento com
unidade inversa do comprimento (em calculos numéricos usa-se hc = 197.33MeV. fm).

A condicdo de degenerescéncia tem validade para baixas temperaturas (muito menor do

que a energia de Fermi), logo

T << Ep = \/k% +m2. (2.4)

O limite mais baixo sobre a energia de Fermi pode ser achado ignorando o momento. Para o
elétron, a energia de Fermi é Er > m, = 0.511MeV « 6x10°K, que é grande quando comparada,
com a temperatura interna da maioria das WDs (T =~ 10°—107K) [53]. Deste modo, a energia de
Fermi dos elétrons (e também dos nicleons) facilmente satisfaz a condi¢ao de degenerescéncia, e
pode-se considerar as WDs como estrelas frias e completamente degeneradas no sentido acima.

Deseja-se calcular a equacao de estado, de maneira que a pressao P e a densidade de energia
e sejam funcao da densidade numérica p, ou a pressao em fungéo da densidade de energia P(e).
Para isto, a densidade numérica, p, é obviamente obtida somando em relagdo a todos os estados

ocupados em ([2.3)) e multiplicando pela degenerescéncia do estado do momento. A densidade de
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energia, €, é obtida somando sobre vk% + m?. Cada tipo de férmion (n, p™, e~) contribui para

a densidade de energia, pressdo e densidade numérica, entao temos

€ = — kzx/kZ—i—mdk

27‘(’

1 f ke 2 5
p = =L [T __E e

3272 Jo VK2 + m2 ’

L 2.5
p = 2WQ/O . (2.5)

Na equagao acima, f denota a degenerescéncia de cada estado de momento (f = 2 para cada tipo
de férmions que corresponde as duas projegoes do spin +1/2). O limite superior nas integrais é
o momento de Fermi, kr.

Escolher um valor para kp é equivalente escolher a densidade numérica de férmions que,
de acordo com as unidades de € e P, pode ser convenientemente escrito em unidades fm™* ou
convertidos para MeV.fm? multiplicando por hc.

As integrais podem ser obtidas [69]

r 1 1 \VEE+m?+ kp
kip(k‘% + m2)3/2 — imsz\/k‘% +m?2 — §m4 In < d ﬂ,

m

r VEE +m2 + kp

k%w/k%er?— ki J R+ m2 4 2 om ln( r )]
r VEE+m?+ kp
kpy/k%%-m?—len( r )

m

k
/Fk:Q\/k:2+m2dk: _
0

e

kF k4

—dk
o VEZ+m?2

=

Y

N

kp k;2
S
/0 Vk2 4+ m2

e como f = 2 para cada tipo de férmion, obtemos

_ b 212\ 1 4y /“FkFﬂ
6‘4#{“’”(“ 2m> "M (

m
1 5 3 +
P = —|ukp(p*-= 11
12w2[“ F(“ 2m>+ 2" n( m ﬂ
k3
- 2.6
p 3.2 (2.6)

com = \/k% + m? sendo o potencial quimico e kr é o momento de Fermi. Pode-se eliminar
kr em favor de p nas equagoes acima, produzindo entao €(p) e P(p).

Continuando com o calculo da equagao de estado, queremos minimizar a densidade de
energia total dos néutrons, prétons e elétrons €(py, pp, pe) = €(pn) + €(pp) + €(pe) para uma
densidade de barions fixa p = p,, + pp, sujeito a condigao de neutralidade de carga p, = p.. Isto
pode ser feito pelo método dos multiplicadores de Lagrange [70], construindo a funcdo que se

deseja extremizar. Portanto, pode-se obter uma expressao para o equilibrio quimico

fe + Hp = fin. (2.7)

Uma vez que p. € o potencial quimico do elétron, ele corresponde a uma unidade de carga

elétrica negativa, enquanto que u, corresponde a unidade sem carga elétrica, isto é, o néutron.
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Portanto, a expressao garante que os niveis de particulas sdo preenchidos a tal ponto que,
nenhuma energia pode ser extraida do gas por um néutron sofrendo um decaimento beta ou um
proton (decaimento beta inverso). Naturalmente todos os niveis sdo Fermi-bloqueados debaixo
das energias de Fermi.

Prosseguindo com a busca pelo minimo de energia total em densidade de barions fixa e
sujeita a neutralidade de carga, observamos que os momentos de Fermi dos nucleons, &, e k), e
a densidade de barions estao relacionados por

1

372 (kg+k3) =P (28)

a condicao de neutralidade de carga pode ser escrita como
ky = ke. (2.9)

As equagoes e junto com podem ser usadas para determinar k, k, e ke, tal
que a energia ¢ minimizada sujeita as condigoes declaradas. Fazendo uma andlise de k, e ky,
achamos que klz, = 1.40MeV? = 3.60 x 107°fm~2 é o minimo valor positivo de kp, para que
ky = 0 possa ser finita.

Assim, abaixo da densidade p = kg /372 = 7.29 x 1072 fm 3 ou da densidade de energia
€ ~ pmy = 3.47 X 1078 fm=* = 1.22 x 107g/cm?, um gas de Fermi com carga neutra é uma
mistura igual de prétons e elétrons sem néutrons. Portanto, abaixo deste limiar de néutrons
temos simplesmente &, = (3w2p)Y/3, k, = k, e k, = 0 e, consequentemente, podemos computar
a densidade de energia e a pressao a partir de ou na aproximacao de baixas densidades.

O modelo do gas de Fermi para uma equagéo de estado introduz alguns principios impor-
tantes para a matéria densa tais como: a composicao de equilibrio da matéria, neutralidade de

carga e o papel do principio de Pauli. As dire¢des em que o modelo pode ser melhorado incluem:
1. Introducao de espécies adicionais de barions, tais como hiperons.
2. Considerar interagao nuclear.

3. Uma propriedade da matéria nuclear, a saber, a preferéncia energética por um ntmero
igual de néutrons e prétons, efeitos do mdédulo da forga de Coulomb (preferéncia pela

simetria de isospin).
4. Transicoes de fase, tais como quarks desconfinados ou condensagao de kdons [71] [72].

5. A possibilidade de que os ntcleons se juntem formando nicleos numa rede cristalina onde

os elétrons estao nos intersticios. Este melhoramento veremos mais adiante.

Uma observacgao final em relacido a formulagdo para a densidade de energia e pressdao é que as
equacoes sdo expressoes exatas para a equacgao de estado dentro das limitagoes do modelo
do gas de Fermi, embora seja uma base pobre para a computagado numérica no caso em que o
momento da particula é muito pequeno em comparacao com sua massa. Nesta situacdo, devemos
derivar os limites nao relativisticos das expressoes exatas e usa-las para calcular as contribui¢Ges

para a densidade de energia e pressao.
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2.4.1 Limites de Altas e Baixas Densidades

Tanto pela razao numérica mencionada acima quanto para uma interessante discussido parci-
almente analitica de anas brancas como politrépicas, derivamos os limites de altas e baixas
densidades das expressoes do gas de Fermi exatas, equagoes e , respectivamente

O limite de altas densidades ou limite relativistico (k >> m) é quando m néo é ignorado,

e ultra relativistico se m é ignorado. Logo, os resultados sdo

1[4 1 4 (2/{)}
o~ R _ 1 —
€= 7 2[k‘ 5

= ol ()
P = 15,2 [k‘ +2m In — | (2.10)

Os termos logarftmicos sdo pequenos quando comparados com k% no limite ultra relativistico,

de modo que
1

e3P = 4—2(37r2p)4/3, (altas densidades, k >> m), (2.11)
0

onde p é a densidade do tipo de férmions considerados.
Para o limite de baizas densidades (k << m), expandindo em k/m, podemos achar dire-

tamente da expressao integral (2.5)) o seguinte
- ﬂl(k)ﬁl(k)il(k)ﬁ1(%)9}
T 23\m 10 \m 56 \m 144\m/) |’
w5 () +m ()]
P —l=l=) —=|=) +=1—=) |
3r2 [5\m 14 \m 24 \'m

Para densidades muito baixas, a aproximacao nao relativistica envolve somente os termos para

I

k5, assim, quando escrevemos em termos de p, eles aparecem como

~ 1 2 \5/3
€ = pmt - (3r0p),
1
P = (372p)%/3,  (baixas densidades, k << m). (2.12)
15m2m

Observa-se que o termo de € proporcional a p ndo contribui a pressao. Essas sdo as contribuigoes
de cada tipo de férmion para a equacao de estado. Naturalmente, densidades “baizas” e “altas”
tém significados diferentes para elétrons e nucleons. Por exemplo, no dominio m, < k. = k) <
mp, os elétrons sao relativisticos (ke > m.), mas os prétons nao sao relativisticos (k, < my).
Portanto, o modelo do gas de Fermi é pensado ser uma mistura igual de prétons e elétrons

abaixo do limiar de néutrons (e ~ 107g/em?).

2.4.2 Anas Brancas Newtonianas Politrépicas

Os resultados obtidos para uma equacao de gas ideal podem servir para um modelo simples da
estrutura das anas brancas. No entanto, o derivado na secdo precedente pode ser usado para
uma descricdo que reconheca que as WDs ndo consistam em um gas de nicleons e elétrons, mas

sim que os nucleons sdo agrupados em nicleos (ou fons) como hélio, carbono e oxigénio.
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Para neutralidade de carga, se requer: p, = p. ou, equivalentemente, k, = k.. Lembre-se
que a matéria de carga neutra, consiste apenas em prétons e elétrons abaixo de certa densidade
nuclear. O momento correspondente ao limiar de néutrons, com p = kg/?m'z =7.29x107?fm=3,

é
ky = ke = 0.00605fm ™",  (limiar de néutrons). (2.13)
Isto, se comparado com a massa dos elétrons e protons
me = 0.511MeV = 0.511/197fm ™" = 0.00259fm™", m, = 4.76fm ™, (2.14)

mostra que, muito abaixo do limiar de néutrons, os elétrons nao sdo relativisticos. Logo, abaixo
do limiar de néutrons (2.13) e (2.12]), temos que a pressdo do elétron é muito maior do que a

dos prétons

P, m
L =P (ke << my). (2.15)
P,  me
Por outro lado, os elétrons sao relativisticos acima do limiar de néutrons como visto: (ke > m.).
Acima do limiar até a condigdo onde as densidades de néutrons e prétons siao iguais (como nos

nicleos), os elétrons sdo relativisticos e os nicleons nao sdo relativisticos, ky, k, << m,. Para
elétrons relativisticos das relagoes (2.13]) e (2.11)) pode-se achar

P, 5m,
e 2 oo o << ke . 2.16
B, ik >>1, (Mme << ke << my) (2.16)

As duas equagbes acima mostram que no dominio das anas brancas definido por
k, e k, <<mp, (Dominio das Anas Brancas), (2.17)

os elétrons (sejam eles relativisticos ou ndo) contribuem praticamente para toda a pressdo,
enquanto que os nicleons contribuem para a densidade de energia. Este é um fato fundamental
da fisica das anas brancas, proposta por R. H. Fowler [73], quem reconheceu que elas sao apoiadas
contra o colapso gravitacional pela pressao de elétrons degenerados como se discutiu no dominio
das anas brancas até o ponto onde as densidades de néutrons e prétons sdo aproximadamente
iguais.

No entanto, energeticamente falando, devido a atracido de curto alcance entre os nicleons,
um gas diluido de nicleos é um estado de menor energia do que um gas diluido de néutrons,
protons e elétrons, ou seja, os nicleons sdo ligados em ntcleos por cerca de 8MeV por nicleon.
Como os ntcleons nao contribuem de forma apreciavel para a pressao, logo, podemos considerar
que eles estao ligados em nucleos. Expressamos a densidade de energia como um multipo da
massa nominal my de um nticleon ligado em um ntcleo vezes seu namero. Logo, o ntimero de
nicleons no nicleo é expressado como um multipo v = (p, + pn)/pe vezes a densidade eletronica
Pe. Assim, a densidade de energia é € = pomyv, com v um parametro usado para representar
a proporcao nucleon-elétron da espécie nuclear dominante, em particular, para anas brancas de
iHe, 2C ou 190, v = 2.
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Portanto, notamos que desde sua definicao podemos escrever: p, = p,(v — 1) para v > 1.
No dominio das anas brancas ([2.17)), pode-se confirmar que a pressao de elétrons é sempre menor

que a densidade de energia do elétron

Q

k 2
<e> << 1, (ke < me),

Mme

Q

P, 1
€e 5
P, 1
= = (ke > me). (2.18)
€e 3

A prépria densidade de energia dos elétrons é pequena no tocante a densidade de massa

em repouso dos nicleons, logo pode-se escrever

2M(r) -

P<<e AnrPP << M(r), <1, (2.19)

as quais asseguram que a aproximacao newtoniana é véalida. A ultima relacdo decorre do fato

de que nenhuma regiao da estrela pode estar dentro de seu raio de Schwarzschild [74].
Considerando que a pressao em r suporta todo o material acima de r, ela deve aumentar

monotonicamente da borda para o centro da estrela. No dmbito da aproximacdo newtoniana,

as equagoes (2.1) e (2.2) podem ser manipuladas convenientemente para obter-se

d (r*dP
g (Ted7"> = 4rr2e, (2.20)

que é a equacado que governa a estrutura de uma estrela newtoniana. Estas definem um para-
metro de familia de estrelas, as vezes referida como sequéncia para qualquer equagao de estado
especifica. A densidade de energia central €, = €(0) é um meio conveniente de parametrizar o
continuo de estrelas pertencentes a sequéncia. Neste instante, pode-se derivar uma sequéncia de

ands brancas. A equacgado de estado pode ser aproximada pela seguinte equacido no dominio das

anas brancas (2.17]).
P = Kt/ = K&, (2.21)

com n o indice pilitropico, v o expoente politrépico e K a constante politrépica. As estrelas com
tal equagao de estado sdo conhecidas como politropicas. O expoente gama 7y na equagao é
uma constante que tem dois valores limitantes dependendo se os elétrons sao relativisticos (altas
densidades) ou nao (baixas densidades). O caso em que eles sdo nao relativisticos temos o indice
adiabatico n = 3/2 (v = 5/3) e K, (constante politrépica nao relativistica), e o caso onde sao

ultra relativisticos, n = 3 (y = 4/3) e Ky, (constante politrépica ultra relativistica) [75]

Knr = 3125 x 102em?/erg?/?,
Ky = 4.889 x 10%erg?3.cm.s. (2.22)

As condigoes de contorno para ([2.20)) podem ser achadas tomando r — 0, e mostra que para
€(0) finito, poderemos obter P'(0) = dP/dr = 0. Para um politrépo, P’ = (€’ /e)P é claro que
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€(0) # 0 e, poderemos ter €’(0) = 0. Portanto, as condigdes sobre ([2.20)) sdo
€e0)=e e €(0)=0. (2.23)

E possivel também parametrizar a equacio para obter a equacao de Lane-Emden que
pode ser integrada numericamente para varios indices politrépicos e achar a estrutura da estrela
[56, 63].

Com o dominio das anas brancas, podem-se discutir duas regioes de acordo se k. é maior
ou menor do que a massa do elétron. Em ambos os casos, a densidade de energia é dominada
pela densidade de massa de repouso dos nticleons se eles estao livres ou ligados formando niicleos,
ademais, a pressao dos elétrons domina sobre a pressao dos protons inclusive na regido k, =
ke << me << m,. Por outro lado, os néutrons estdo completamente ausentes nesta regido (na
equagao de estado no modelo do gés de Fermi) porque, como foi mostrado, o valor de k. para o
limiar de néutrons é maior do que m..

Assim temos o valor de K, em (2.21)) para v = 5/3 (regiao de elétrons nao relativisticos)
e entendemos que estamos lidando com anés brancas mais leves. Um limite da densidade destas
estrelas pode ser estimado para o regime k. < m,, isto é (ver referéncia [63])

3

= mpg;‘rg = 9.8 x 105g/cm® ~ 1 x 10%g/cm3. (2.24)

Nesta faixa de anas brancas com v = 5/3, a massa é uma fungao crescente da densidade central,
e o raio é uma funcdo decrescente (para qualquer v < 2). Uma diminui¢do do raio com um
aumento de massa é uma propriedade geral das estrelas degeneradas, e a razao fisica é que a
atracdo gravitacional cresce a medida que a massa aumenta, causando uma maior compactacao
da estrela.

Na regido ultra relativistica (me — 0), se encontra o famoso valor limite de massa de
Chandrasekhar para anas brancas. Posto que a pressdo dos elétrons domina sobre as pressoes
nucleares, podemos dizer que os ntucleos fornecem para a massa, mas com pouca pressao em
comparacao aos elétrons que sao leves e rapidos. Dessa forma, temos o valor de K, para
v=4/3 em , que representa a equacao de estado no limite de elétrons ultra relativisticos
através da estrela. Neste limite, a massa é independente da densidade central e o raio tende

para zero quando 7 — 4/3 [65]. Assim, obtém-se a massa limite
M =5.87v"2M,, (2.25)

com v que representa a rela¢ao nicleon-elétron (A/Z) da espécie nuclear dominante. Para anas
brancas feitas de: He, C ou O, esse pardmetro é v = 2. Logo, a equagao para o limite de
massa de Chandrasekhar ¢ o valor numérico na regiao m, << k. = k, << m, que é bem acima
do limiar de néutrons. Portanto, poderemos ter ntimeros aproximadamente iguais de néutrons
e prétons para o caso de *He, 2C e 60. Assim, de encontramos que Mgy = 1.44M,
sendo uma estimativa simples da massa méxima para as anas brancas [76), [77].

Finalmente, uma sequéncia de anas brancas que vai desde baixas até altas densidades ou,

correspondentemente, de k << m, até k >> m,, tem uma equacao de estado em dois limites

29



politrépicos, e que o indice politropico cai desde v = 5/3 até v = 4/3 ao longo da sequéncia de
aumento na densidade central. Cabe resaltar que o indice politrépico alcanga o valor v = 4/3
s6 com todos os elétrons da estrela tornando-se ultra relativisticos. Neste limite, o raio é zero e
a densidade infinita. Ao longo da sequéncia de anas com densidades centrais crescentes, o raio
diminui a medida que a massa aumenta em direcdo ao valor limite Mgy, em . A condicao
para a validade do limite de Chandrasekhar é que todos os elétrons sejam ultra relativisticos.
Vale notar que o limite newtoniano obtido pelo Chandrasekhar é um limite assintotico, no
entanto, o limite de ands brancas reais é de natureza diferente [65]. A massa limitante para
WnDs reais é atingida ao longo da sequéncia de configuragoes de equilibrio, mas para densidades
finitas. Contudo, Chandrasekhar descobriu que uma configuracdo completamente degenerada
tem um limite de massa quando se leva em consideracao a relatividade especial para a equagao

de estado.

2.4.3 Resultados: Anas Brancas Newtonianas Politréopicas

Lembrando nosso objetivo, estamos interessados nas propriedades estaticas globais da estrela, a
saber, a relacoes massa-raio. Isto é possivel a partir das equagoes de estrutura newtonianas (2.1
e , juntamente com a equacdo de estado politropica , tanto para altas, quanto para
baixas densidades, dadas as constantes politrépicas . Este sistema de equagoes diferenciais
acopladas em P(r) e M(r) é integrado numericamente usando o método de Runge Kutta de
quarta ordem (apéndice . Com a densidade de energia central e(r = 0) = €., integramos de
r = 0 até r = R. Na superficie, a pressao é nula: P(r = R) = 0. Com isso, obtemos o raio R da
estrela e, posteriormente a sua massa gravitacional M. O cbédigo numérico foi feito em MATLAB.
Desta forma, a equacao de estado politropica para os dois limites é mostradas na Figura
Obervamos que a curva vermelha é mais suave. Por conseguinte, teremos estrelas mais leves
desde que pouco aumento na densidade central tem pouco aumento na pressio soportando assim,

menor massa.

xlO21

[
&
L

—— Politrépica nao relativistica
— Politrépica ultra relativistica

[
<
L

Presséo (dyn/crﬁ)
(o]

0 L L L | |
0 0.5 1 15 2 2.5

Densidade de energia (g/c?ﬁ x 10

Figura 2.2: Equagao de estado politropica para os limites de altas (curva azul) e baixas (curva
vermelha) densidades.
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A Figura mostra uma sequéncia de 100 estrelas anas brancas com equacao de estado
politrépica para altas e baixas densidades com €. entre 1 x 10° — 1 x 105g/em3 e 1 x 105 — 1 x
108g/cm? nessa ordem. Também, na Tabela apresentamos alguns valores das massas e raios
para estrelas em baixas densidades da Figura [2.3] Estes resultados mostram que para elétrons
ultra relativisticos, a massa independe da densidade central e temos um tnico valor para massa:
Mey. Em contrapartida, para elétrons nao relativisticos, enquanto aumenta a densidade central,

a massa aumenta mais o raio diminui, isto é uma caracteristica das estrelas degeneradas.

1.5
1, -
8
2
=
0.5+ il
— Nao relativistico
— Ultra relativistico
|

0 I I I I I I
0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
R/R
Sol

Figura 2.3: Relacdo massa-raio: sequéncia de 100 WDs newtonianas com equagdo de estado
politrépica em altas e baixas densidades com e.: 1x10° —1x10%g/cm? e 1 x 10° —1 x 108g/em3,
respectivamente.

Por outro lado, na Figura mostramos o perfil massa-raio para uma ana branca new-
toniana politrépica no limite de altas e baixas densidades. Elas atingem massas e raios dados
por: M = 1.436 M, R = 0.0022R, para e. = 1 x 107g/em3 e, M = 0.2671 M, R = 0.01958 R,
para ¢, = 3 X 10°g/cm3, nessa ordem. Além do mais, na Tabela temos que para qualquer
densidade central dentro do dominio das anas brancas, esperamos que elas sempre atinjam a
massa limite de Chandrasekhar tal como revela a curva azul na Figura [2.3] sendo que a massa

independe da densidade central.

Tabela 2.1: Valores das massas e raios para WDs em baixas densidades tomados da Figura 2.3

M/Ms R/Rs
0.2504  0.01999
0.3084  0.01866
0.3541  0.01781
0.3999  0.01710
0.4507  0.01643
0.4831  0.01606
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Figura 2.4: Perfil massa-raio para uma WD newtoniana com equacao de estado politrépica:
ultra relativistica com e, = 107g/em3 (curva azul) e, ndo relativistica com €, = 3 x 10°g/em3
(curva vermelha).

Tabela 2.2: Valores das massas e raios para WDs newtonianas politrépicas em altas densidades
centrais.

cc(g/cm®) M/Mo R/Ro

109 1.436  0.04784
107 1.436  0.02218
108 1.436  0.01028

2.5 Melhoramento em Modelos de Anas Brancas

Até agora, temos considerado a relagdo néutron-préoton fixa. No entanto um processo importante
foi negligenciado nessa aproximacio.A medida que a energia de Fermi do elétron aumenta, os
elétrons de alta energia sdo absorvidos pelos prétons no processo de decaimento beta inverso.
Este processo é referido também como neutronizacao e diminui a pressao dos elétrons de suporte
ao longo da sequéncia de estrelas pelo aumento da massa, levando a sequéncia de anas brancas

até um fim de densidades centrais da ordem de 10%g/cm?

. Portanto, o limite de massa para
anas brancas tem a ver com a sua composicao interna de mudanca [78], onde é questionada a
instabilidade ocasionada pela captura eletronica de elétrons energéticos. Assim, as densidades

centrais das anas brancas variam aproximadamente duas ordens de magnitude acima e abaixo
de 107g/cm3.

2.5.1 Natureza da Matéria nas Densidades das Estrelas Anas Brancas

Alguns dos principios envolvidos foram encontrados no modelo simples de um gés de Fermi
degenerado de néutrons, prétons e elétrons livres em equilibrio. No entanto, a principal objecao
que se pode levantar contra o modelo, no que diz respeito as anas brancas, é que em densidades

inferiores as dos niicleos normais, e de fato as densidades das WDs estdo muito abaixo, é ener-
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geticamente mais favoravel para os nicleons se juntarem em nucleos e explorar a forca nuclear
atraente a curto alcance do que estarem uniformemente dispersos a uma densidade mais baixa
[79, B0].

Uma WD tem uma enorme faixa de densidades desde seu centro até sua superficie. Por
exemplo Sirius B, com M = 1.053M¢ e R = 5400km, a sua densidade média é

€= M 3.17 x 10%g/cm® = 4.03 x 10°ep, = 1.26 x 10 2¢g,
(47 /3)R3
sendo €y = 2.51 x 10Mg / cm? a densidade de saturacao nuclear e ep, a densidade do ferro. Como
a densidade central é mais alta do que a média, o cardter da matéria varia apreciavelmente nesta
vasta faixa de densidades. Para WDs, a constituicdo da matéria é influenciada pelo progenitor
estelar e a extensdo da queima nuclear procedente da formagdo delas. A combustdo nuclear
para as WDs cessa nas estrelas de algumas massas solares em algum elemento intermedidrio
nos progenitores de baixa massa, de modo que as WDs sao compostas de *He, 12C ou 190, ou
alguma mistura deles. Embora tal composicao nao seja o estado de energia mais baixo possivel,
este estado nem sempre é alcancdvel em um tempo finito, mesmo astrondémico. Portanto, o
estado mais favorecido energeticamente nao é realmente alcancado em WD’s. Elas sdo muito
mais particulares (dependendo dos detalhes da evolugdo do progenitor em particular) do que
seria se a queima nuclear tivesse alcancado até o ferro como acontece nas estrelas mais massivas
[79,81]. A condigao de pressao zero na borda da estrela e densidade de energia baixa se mantém
qualquer que sejam os elementos presentes na superficie. Assim, WDs podem ser constituidas
de 4tomos que sdo possivelmente ionizados pelas altas temperaturas. Ao aumentar a densidade,
0s atomos se tornam progressivamente mais ionizados e os elétrons enchem os intersticios. Dessa
forma, um arranjo na rede de Coulomb dos ntcleos, no gas de elétrons, minimiza a energia. A
matéria perto da superficie das WDs é semelhante exceto que o elemento mais pesado é o He,

C, O ou Mg dependendo do grau da queima do progenitor.

2.5.2 Anas Brancas Cristalinas

Sabe-se que as anas brancas constituem a forma final para a qual as estrelas de massas < 10Mg
evoluem. Essa perda de massa ocorre durante sua evolucdo e devido a sua baixa massa, as
reacoes termonucleares ndo queimam até o ferro, mas terminam em nuicleos mais leves como:
hélio, carbono, oxigénio, magnésio ou mistura desses elementos. Aqui se faz um célculo simples
da equagao de estado para WDs compostas de uma tUnica espécie nuclear.

Exceto nas densidades mais baixas das anas, os dtomos sdo comprimidos até o ponto em
que os nucleos sao completamente ionizados. Portanto, para uma aproximacao de energia mais
baixa, consideramos uma tnica espécie nuclear completamente ionizada imersa em um fundo de
elétrons de densidade uniforme. Os nicleos carregados positivamente irdo se arranjar em uma
rede com estes em um sitio da rede de forma a minimizar a energia de Coulomb. Aproximamo-
nos desta situagdo de maneira sugerida por Wigner e Seitz [65] [53], ou seja, considerando uma
esfera envolvendo cada nitcleo e tocando as esferas vizinhas. Cada esfera contendo um nicleo
e elétrons, serd eletricamente neutra. Para uma boa aproximacao, ndo temos interacao entre

nucleos e elétrons de esferas diferentes como ilustrado na Figura (a).
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(a) Aproximacao da rede de Wigner e Seitz (b) Célula contendo o ntcleo e elétrons

Figura 2.5: (a) Representagiao da rede de Wigner e Seitz, (b) Célula de raio R, os pontos pretos
sao elétrons. (Recuperado de [82]).

Agora, considere-se uma esfera como da Figura (b). A maior parte da sua massa é
contribuida pelos niucleos, enquanto que a maior parte da pressao pelos elétrons. A energia
total em cada esfera é formada por: a massa nuclear, a massa do elétron e a energia cinética, a
energia de repulsdo de Coulomb entre os elétrons e a energia de Coulomb atrativa entre o mar
de elétrons e o nicleo.

Em primeiro lugar, calculamos a energia necessiria para manter os elétrons na “célula”
de raio R, que é um calculo familiar. Para isto, precisamos integrar a interacio entre a carga

dentro do raio 7 e a carga em uma casca esférica em r de espessura dr, assim

R 1 /473 3(Ze)?
Faap = [ (T ) tmrarpe) = 22, (2.26)

onde a densidade numérica de elétrons é dada por
AT 4

Em segundo lugar, como Z é o ntimero atémico dos nicleos e, portanto, o ntimero de elétrons

por “célula”; o gas de elétrons tera uma interacio atrativa com os niicleos no centro da célula

3 (Ze)’

1
Eint = —/;(Ze)(47rr2drepe) =57 g (2.28)
Finalmente, somando as equagoes (2.26) e ([2.28)), obtemos a energia da rede
9 (Ze)?
Bl = ————. 2.29
lat 10 R ( )

Eliminando R de (2.29)) em termos de V, obtemos a contribui¢ao da rede para a pressao

Py = — et 2 (22 Z“QM? 2.
=25 () g (230)
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Para calcular a equacgdo de estado na presente aproximacao para uma espécie nuclear pura,
poderemos escolher a densidade de barions p = A/V para o caso em que a célula de raio R é

dada pela solugao de

4
A="TRYp = R:(

AN/
: 5 ) (2.31)

dmp

com A o niimero atémico da espécie nuclear (ntimero total de nicleons) e Z o nimero de prétons.
Para tal densidade escolhida p, a densidade de elétrons é p. = (Z/A)p. Se consideramos os

elétrons livres, como um gas de Fermi degenerado com niimero de onda méximo

7 \1/3
ke = (3m2pe) Y/ = <37T2Ap) : (2.32)

tal que, a densidade de energia e a pressao sao denotadas por €.(ke) e P.(ke) respectivamente,
podemos calculd-las das relagoes , e .

As massas dos niicleos sao medidas experimentalmente. Essas massas sdo medidas tipica-
mente em massas atOmicas, assim, subtraimos as massas de repouso dos elétrons, mas ignoramos
as suas ligacoes atomicas.

A densidade de energia é: € = Epyq;/V com V = A/p o volume. Desse modo, a densidade

de energia e a pressao sao

9 (Ze)?
) = L(ma.2)-zm - S EE) ),
3 /4m\ /3
P) = Pk -5 ( ) 2P (2.33)

onde m(A, Z) é a massa atomica. Por exemplo, para o hélio, carbono e oxigénio tém-se respec-
tivamente: m(*He) = 4.00260326u, m(*2C) = 12u e m(*%0) = 15.99491502u, em unidades de
massa atomica (lu = 931.504MeV).

A equagao de estado (2.33)) ndo pode ser véilida acima da densidade na qual os elétrons de
alta energia sao capturados por prétons nos nicleos, pois provocaria uma diminuicao da pressao
de suporte dos elétrons. Para explicar este processo, deve-se avaliar a diferenca de energia em
entre um meio composto por qualquer das espécies nucleares (A, 7), (A —1,Z —1),...
(A,Z —1)... para descobrir a menor diferenca e em quais densidades.

Para estimar a menor faixa de densidades na qual a aproximacao dos nuicleos comple-
tamente ionizados é valida, podemos comparar o raio de Bohr da érbita interna das espécies
atomicas que temos em mente com o raio da “célula” que depende da densidade do nicleon,

WA

como na relacdo entre A e o volume da “célula”. Para simplificar, seja 2Z = A, que é exato no

caso de estrelas feitas de He, C' ou O, portanto, os dois raios sao

 Bohr D _(32)1/3

= = —_— 2.34
"z Z meZe2’ 27p (2:34)
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Assim, temos que rz > R para densidades de barions que satisfazem

3z 1
p>— , (2.35)
2 7,%ohr
ou densidades de energias
€ > pU =5.4Z%/em?. (2.36)

A gama calculada para o qual os nicleos completamente ionizados ocupam os locais da rede de
Coulomb ¢ valida para as anas brancas de He, C, O e Mg.

A seguir, a Figura mostra a relacdo massa-raio para anas brancas de carbono, com
uma equacgao de estado como calculada da maneira descrita nesta secao. Observam-se também,
os limites de massa para as equagoes de estado BPS (Bethe-Baym Pethick-Sutherland-Siemens)
[80), 83), [84] com uma descri¢do precisa de uma ana real sdo respectivamente ~ 1My e 1.4Mg
que ilustra a dependéncia das propriedades primitivas das WDs na sua composicao. Os dados
observados sobre massa-raio delas [85] situam-se principalmente & direita da regido onde se

encontram os dois tipos diferentes de sequéncias de anas. Os (e) mostram medidas de bindrios

0.02
|
0.011
@
@
"
o
0.008 e e
02 04 06 08 1 12 14 16
M/MQ

Figura 2.6: Raios das anas brancas em comparacao com a sequéncia de estrelas da equacao de
estado BPS (curva sdlida) que representa a matéria de equilibrio em cada densidade. Também
para anas brancas de Carbono curva tracejada. [para comparacgio usou-se Rg ~ 7 X 105km]
(Tomado de [65]).

(dando M), combinadas com medigoes de redshift (obtendo a relagdo M/R) que sdo bastante
precisas. Os (H), sdo provavelmente, muito menos incertas. Novamente, eles envolvem a medicao
do deslocamento para o vermelho (ou redshift), mas a outra determinacao independente, esta
vez o raio, é obtido através da cadeia menos certa envolvendo cor e fluxo, distdncias medidas

pelo paralaxe e modelos atmosféricos [85] [86].
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A curva BPS, corresponde a uma equacgao de estado constituida por uma rede de Coulomb
de varias espécies nucleares dependendo da densidade e, incorporado em um gas de elétrons.
Assim, as espécies nucleares arranjados em uma rede representam o estado de energia mais
baixo da matéria elétricamente neutra no dominio das anas brancas. Tal equacao de estado,
deve produzir um sequéncia de anas brancas mais compactas do que pode ser realizada na
natureza dada a evolugdo dos progenitores. A equacdo de estado para o carbono, representa
uma rede de nicleos de Carbono com elétrons livre. Isto é apropriado que uma ana branca seja
produzida antes que o ponto final da nucleossintese seja alcancado na evolugdo de seu progenitor.
Essencialmente, obtém-se os mesmos resultados para estrelas puras de He e O como C. A razao é
que o resultado pode ser racionalizado como um politrépico com uma fragdo de elétrons-nticleons
ZJ/A = 1/2 e, com indice politrépico mudando desde nao relativistico (5/3) para relativistico
(4/3) ou, de baixa para altas densidades. Portanto, as equagdes de estado diferem apenas na

pequena energia da rede e a pressao em ir do He para O.

2.5.3 Resultados: Anas Brancas Newtonianas Cristalinas

Agora, somos capazes de computar as equagoes de estado para cada uma das trés espécies
atémicas, a saber, *He, 2C e 0 como mostra a Figura Para isto, substituimos os valores

de cada massa das espécies atomicas na equagao (2.33)) e temos a figura abaixo.

x 167
T

6.1~

o
?

Presséo (dyn/crﬁ)
o
%®

5.7 *

5.6r *
—— Hélio

5.5 —— Carbono R
—— Oxigéneo

5.4 5

1 1 1
7.4 7.5 7.6 7.7 7.8 7.9 8 8.1 8.2 8.3

Densidade de energia (g/cﬁb X 106

Figura 2.7: Equagoes de estado para cada uma das trés espécies atOmicas consideradas.

Com as equagoes de estado acima, na Figura [2.8 mostramos sequéncias de 100 estrelas
para cada espécie, com densidades centrais entre 106 — 108g/cm?3. Além disso, na Tabela
mostramos valores das massas e raios de algumas estrelas feitas de Atomos de carbono tomadas

daquela figura. Observamos, mais uma vez, que um aumento na massa ocasiona raios menores.
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Figura 2.8: Relacdo massa-raio para as sequéncias de estrelas para as trés espécies com densi-
dades ¢, entre 10° — 108 g/cm?.

Tabela 2.3: Valores das massas e raios para WDs newtonianas de Carbono.

M/My  R/Rg

0.3773 0.01393
0.4913 0.01268
0.6169 0.01138
0.7222 0.01033
0.8227 0.009372
0.9814 0.007819

Podemos comparar o perfil massa-raio para cada uma das trés espécies atémicas, para isto
usamos as equagoes de estado para cada espécie. Deste modo, temos a Figura[2.9]com densidade
de energia central ¢, = 10”7g/cm? para cada estrela, assim, os valores das massas atingidas foram:
My = 0.8013Mg, Mc = 0.7890Mg e Mo = 0.7841 M.

Finalmente, poderemos obter as massas maximas aumentando a faixa nas densidades
centrais (até 5 x 10''g/cm?) para as familias de estrelas com composicdes diferentes, dessa
forma, obtemos a Figura[2.10]onde os pontos pretos salientam as massas maximas cujos valores

estao sintetizados na Tabela 241

Tabela 2.4: Valores das massas maximas para anas brancas newtonianas cristalinas compostas

de He, C e O.

Espécie nuclear Moz

Hélio 1.4211 Mg
Carbono 1.4062M
Oxigénio 1.4003M
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Figura 2.9: Perfil massa-raio das trés espécies nucleares para e. = 107g/cm3.
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Figura 2.10: Relacdo massa-raio para uma familia de estrelas com composi¢oes atémicas dife-
rentes, os pontos pretos sdo as massa maximas para cada espécie.
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Capitulo 3

Anas Brancas Relativisticas

Dando continuidade a nossa pesquisa, neste capitulo iremos deduzir as equagoes de equilibrio
de Tollman-Oppenheimer-Volkoff a partir das equagoes de Einstein, conhecidas como equacoes
TOV. As estrelas que seguem estas equagoes chamamos de estrelas relativisticas. Posteriormente,
com as equacoes de estado vistas no capitulo 2, a saber, politrépicas e equagao melhorada para

o gas de Fermi, calculamos as relagbes massa-raio.

3.1 Equacao de Equilibrio Hidrostatico TOV

No caso de uma estrela muito compacta, como as estrelas de néutrons e de quarks, a equacao
de equilibrio hidrostatico newtoniano é modificada por corregoes relativisticas que surgem
por mudancas da métrica do espaco-tempo devidas ao efeito das altas densidades. Propostas
por Tollman-Oppenheimer-Volkoff [87, 88], a solugdo dessas equagoes fornece a estrutura interna
de uma estrela relativistica, a saber, a massa M e o raio R. Tais estrelas sdo relativisticas, pois
seus potenciais gravitacionais envolvidos possuem tal intensidade que a formulacdo newtoniana
deixa de ter validade. Para verificarmos as equag¢des TOV, faremos algumas hipdteses no sentido
de simplificar a solucdo das equacoes de Einstein.

A primeira hipdtese sera que a matéria no interior da estrela se comporte como um fluido

perfeito. Desta forma o tensor energia-momento é dado por [89]:
TH = —pgh” + (p + e)utu”, (3.1)

onde g" é o tensor métrico, p é a pressdo, € é a densidade de energia e u* = dzt/dr é a
quadri-velocidade de um elemento do fluido.
A segunda hipdtese é que a estrela seja esférica e estaciondria. A métrica mais geral nesta

condicao é dada por:

dr* = g drtds” = e at? — M dr? — r2d0% — 12 sin® Odp?. (3.2)
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Com essa métrica podemos identificar os componentes do tensor métrico

goo = €2V(T),

g = —62A(r)7

922 = —7“2,

gs3 = -—r?sin?. (3.3)

Com estas relacbes em mente, apés alguma algebra, podemos obter todas as componentes nao

nulas do tensor covariante de Ricci, assim obtém-se

/
Ry = (_ NV — U2 21/)62(1/_)‘),
T
Ry = Ay U2 271/
r )
Ry = (1+rv— r)\)ez)‘ -1,
R33 = R22 sin2 0. (3.4)

Fora da estrela, que é o espago vazio, as equagoes de Einstein sao

1
R = Zg"R. (3.5)

O que conduz a defini¢do da curvatura escalar
R =g, R", (3.6)

a R=0eR" = 0. Aplicando estas rela¢oes na equacao (3.4]), encontramos a mesma solugao

obtida por Schwarzschild [90] para a regido exterior da estrela (r > R), ou seja:

goo(r) = <1—2M>,

gin = —(1—2M>_1- (3.7)

Agora para a regiao interna da estrela (r < R), devido & presencga de matéria, as equagoes de

Einstein precisam incluir o tensor energia momento (T#”) da forma
GM = —8xTH, (3.8)

onde G*¥ = RW — % g" R é o tensor de Einstein. Com isso a curvatura escalar ndo mais se anula

e precisamos calculd-la. A partir da definicdo da curvatura escalar equagao (3.6 encontramos

2 N ! 2
R— e—2>\( —o L oNY — 2% — S +4= - 4”) + =, (3.9)
T r r r

com isto, podemos obter as componentes de G*”, uma vez que ja temos os elementos de RM,

equagao (3.4)).

41



A ultima hipétese é de que a estrela seja estética, isto é
W=0, (m=1,2,3). (3.10)

Observando que u,u* =1 , temos que

1
u’ = : (3.11)
v/ 900

Substituindo esses resultados na equagao (3.1f), obtemos

0 = ¢

™ = —p. (3.12)

Combinando as equacoes (3.4)), (3.9) e (3.12) encontramos as componentes do tensor de Einstein

1 2\ 1
0_ —2X —
GO =€ (’,’2 — r) — ',"72 = 87T6(T). (313)
1 2\ 1
1_ -2\ _
Gl =€ (7“2 + T‘) - ﬁ = 87Tp(T) (314)
2 _ _—2x( n 12 NI V=N _
Gi=e ViU =AY+ " = 8mp(r). (3.15)
G3 = G3 = 8mp(r) (3.16)
Integrando a equacgao (3.13)), temos
8 T
e =1 — %r/ e(r)ridr. (3.17)
0

Definiremos a massa gravitacional da estrela contida num volume de raio r como
T
M(r) = 47r/ e(r)ridr. (3.18)
0

Agora, é necessdrio expressarmos X, v/ e v/ em funcao de grandezas fisicas como massa, raio,

densidade de energia e pressdo. Desta forma, isolando X da equagéao (3.13)), temos
2r\ = (1 — 8rrle)e? — 1. (3.19)

e V' da equagao ((3.14)

2rv' = (1 + 8nr?e)e®* — 1. (3.20)
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Tomando a derivada radial da equagao (3.20)), achamos

2r2" =14 (167r%p + 87r3p ) e — (1 — 8mr?e)er. (3.21)

Finalmente, substituindo (3.19)), (3.20) e (3.21]) na equagao (3.15) para obter

s () (B O [ () IR

As equagoes (3.18)) e (3.22)) sdo conhecidas como equagoes Tollman-Oppenheirmer-Volkoff, ou

TOV (veja nas referéncias [87, [88]), no qual trabalhamos com G = ¢ = 1 (unidades naturais).

Estas equagOes devem ser integradas desde a origem, onde M (0) = 0 e €(0) = €., até que se
atinja um raio R, em que a pressao é nula. Nao sendo possivel suportar mais massa, define-se
este raio como o raio da estrela e M(R) como a massa gravitacional medida nas observacoes.
Estas equacbes sao aplicaveis para uma distribuicdo de matéria relativistica, composta por um
fluido ideal, esfericamente simétrico e estatico.

Semelhantemente, como nas equacoes de estrutura newtonianas, para cada equacdo de
estado (EoS) que introduzimos nas equagoes TOV, obtemos uma relagdo tnica entre a massa
da estrela e sua densidade central. Os trés termos entre parénteses no lado direito da equacao
sdo os fatores de correcdo relativisticos a teoria newtoniana provenientes da Teoria da
Relatividade [91]. Todos esses termos sao positivos garantindo, assim, que o gradiente de pressao

seja sempre negativo, isto é, tanto maior quanto mais nos aproximamos do centro da estrela.

3.2 Aplicacao para Anas Brancas

Todas as estrelas devem respeitar leis de equilibrio para que elas possam manter sua estrutura.
Portanto, no interior das anas brancas devem ser estabelecidas relagdes de equilibrio de carga,
equilibrio quimico e equilibrio hidrostdtico. As duas primeiras relagoes de equilibrio sdo impostas
a partir da equagdo de estado dos modelos empregados ja estudadas no capitulo 2, inclusive o
equilibrio hidrostatico no contexto newtoniano. Resta-nos, portanto, estabelecer aqui a relagao
de equilibrio entre gravidade e pressao no interior da estrela. Como o campo gravitacional de
uma ana branca é intenso, o espago-tempo fica distorcido em seu interior e & sua volta. Assim, a
relagdo de equilibrio deve ser estabelecida no ambiente da relatividade geral na qual aplicaremos

a seguir.

3.2.1 Anas Brancas Relativisticas Politrépicas

Da mesma forma que tratamos as equacoes de estrutura para estrelas newtonianas, usamos neste
ponto, as equacgoes de equilibrio hidrostatico TOV para estrelas relativisticas, levando em conta
as condigbes de contorno para estas. Consideremos da secdo anterior, as equagoes TOV, ou
seja, e , junto com a equagao de estado politropica do capitulo 2. A seguir,
resolvemos numericamente estas equagoes para achar a estrutura de uma and branca, a saber,
as relagdes massa-raio. Aqui mostramos os resultados numéricos, tanto para politrépos com

elétrons nao relativisticos quanto politrépos com elétrons ultra relativisticos.
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Dese modo, na Figura 3.1 mostramos uma sequéncia de 100 estrelas politrépicas para altas
e baixas densidades, com valores das mesmas entre 1x 105 —1x10%g/em3 e 1x106—1x 108g/cm®
respectivamente. Também, na Tabela temos os valores das massas e raios para algumas
estrelas da Figura [3.I] Onde podemos apreciar a caracteristica das estrelas degeneradas, alfas,

a medida que aumenta a densidade central, a massa aumenta e o raio dimimui.

1.5
l,
5
(%]
=
=
0.5-
——Nao relativistico-TOV
— Ultra relativistico-TOV
|

0 | | | | | |
0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05

R/RSOI

Figura 3.1: Relacdo massa-raio para familia de estrelas com FoS politripoca em baixas densida-
des, com €, = 1 x 10° — 1 x 108g/cm3.

Tabela 3.1: Valores das massas-raios para anas brancas relativisticas com EoS Politrépicas em
baixas densidades.

M/Mg  R/Rg
0.2503 0.01999
0.3083 0.01866
0.3540 0.01781
0.3998 0.01710
0.4506 0.01643
0.4830 0.01606

Por outro lado, a Figura[3.2] exibe o perfil massa-raio de uma ana branca relativistica em
altas e baixas densidades com massas e raios como segue M = 1.435M, R = 0.02218 R para
€ =1x107g/em3 e, M = 0.267My, R = 0.01958 R, para €. = 3 x 10°g/cm?, nessa ordem. Ao
mesmo tempo, se observa na Tabela que, para qualquer densidade dentro do dominio das
anas brancas, elas atingem a massa limite de Chandrasekhar, onde todos os elétrons sao ultra

relativisticos dentro da estrela.
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Figura 3.2: Perfil massa-raio para uma WD das equagdes TOV com EoS Politrépica: altas
densidades com e. = 1 x 107g/cm? (curva azul) e, em baixas densidades com ¢, = 3 x 10°g/cm3
(curva vermelha).

Tabela 3.2: Valores das massas e raios para anas brancas Relativisticas Politrépicas (em altas
densidades), para diferentes densidades centrais.

ce(g/em®) M/Ms R/Ro

109 1.435  0.04784
107 1.435  0.02218
108 1.433  0.01028

3.2.2 Anas Brancas Relativisticas Cristalinas

Considerando-se as corregoes da rede tipo Wigner-Seitz para a equacao de estado ja obtida na
secao temos as solugdes das equacoes TOV para uma ana branca feita de uma tnica espé-
cie nuclear, para o hélio, carbono e oxigénio com suas respectivas massas atomicas: m(*He) =
4.00260326u, m(*2C) = 12u e m(*%0) = 15.99491502u, em unidades de massa atomica (lem-
brando que 1u = 931.504MeV’). Desta forma, temos uma sequéncia de 100 estrelas para as trés
espécies mostradas na Figura com densidades centrais entre 105 —10%g/em3. Além do mais,
na Tabela [3.3] temos alguns valores para as massas e raios para as estrelas feitas de carbono da
Figura (3.3

De maneira particular, na Figura [3.4] apresentamos o perfil massa-raio para estrelas cris-
talinas para as trés espécies. Com densidade central ¢, = 107g/cm?, as massas e raios foram:
Mpge = 0.8001Ms e Rye = 0.00976Rq; Mo = 0.7879Ms e Rc = 0.009688R; e em fim,
Mo =0.783M¢g e Ro = 0.009659R.
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Figura 3.3: Relagdo massa-raio para familia de estrelas cristalinas para cada espécie, com e,
entre 106 — 108 g/em3.

Tabela 3.3: Valores das massas e raios para ands brancas cristalinas de Carbono.

M/Ms  R/Rq

0.3770 0.01393
0.4908  0.01268
0.6162 0.01137
0.7213  0.01033
0.8215 0.009357
0.9742 0.007877

Da mesma forma, como no caso newtoniano, achamos as massas maximas para as trés
espécies atomicas das equagoes TOV aumentando a faixa nas densidades centrais (até 5 x
1011g/ cm3) para uma sequéncia de estrelas. Na Figura os pontos pretos representam os

méaximos nas massas cujos valores estao resumidos na Tabela

Tabela 3.4: Valores das massas maximas para anas brancas cristalinas.

Espécie Nuclear Mpae

Hélio 1.3996 M
Carbono 1.3849M
Oxigénio 1.3791 M
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Figura 3.4: Perfil massa-raio de uma ana branca cristalina para cada espécie com e, = 107g/cm?.
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de estrelas de composicoes atomicas dife-

rentes, os pontos pretos marcam as massas maximas.

Com o fim de observar as diferencas entre as equagoes de equilibrio hidrostatico, ou seja,

newtoniano e as TOV, na Figura
(a) temos o perfil massa-raio
em baixas densidades, para isto,

estrela, para o caso newtoniano é

3.6] comparamos ambos os casos. Como resultado, na Figura
de duas estrelas que seguem a equacao de estado politropica
tomamos €, = 5 X 105g/cm3. Temos assim, que a massa da

0.3448 M, e com as equagoes TOV 0.3447M.
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Em contrapartida, com o uso da equacao de estado melhorada, temos os seguintes valores
das massas para estrelas com densidade de energia central 1 x 107g/cm? da Figura (b):
0.7894 M., para newtoniano e 0.7883M; para a relatividade geral. De fato, notamos que a
diferenca é minima devido & que os fatores de correcao relativisticos das equagdes de equilibrio

hidrostético da relatividade geral sdo muito pequenas para estrelas newtonianas [91].
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(a) Newtoniano vs TOV para uma estrela politrépica. (b) Newtoniano vs TOV para uma estrela cristalina.

Figura 3.6: Perfil massa-raio para duas estrelas (a) politrépicas com €. = 5 x 10%g/em? e, (b)
de Carbono com e. = 1 x 107g/cm?.
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Capitulo 4

Matéria de Quarks

Neste capitulo, apresentaremos resumidamente a fisica nuclear e de particulas sob uma perspec-
tiva histérica, enfatizando alguns fatos importantes e descobertas que levaram a construcao do
modelo atualmente aceito para o nicleo atémico e para as particulas fundamentais. Em seguida
apresentaremos a hipotese da matéria estranha proposta por Bodmer, Witten e Terazawa e, com
isto, iremos estudar uma expressao da formula de massa para “pedacos” de matéria estranha
chamados de strangelets formados pelos quarks up, down e strange (andlogo a férmula semi-
empirica de massa para nicleos ordinarios). Com isso, obtemos as massas para strangelets dado

o nimero bariénico (A), a carga (7). Estes resultados serdo tteis no capitulo 5.

4.1 Introducao: Modelo Padrao da Fisica das Particulas

Em 1897, J. J. Thomson [92] descobriu o elétron, cujas cargas e massas foram posteriormente
determinadas. Ele observou a importancia que tais particulas deveriam ter na constituicdo do
4tomo, tidos na época como elementos bésicos formadores da matéria. Assim, ele imaginou
entdo que o atomo deveria ser formado por uma espécie de pudim com carga positiva e muito
mais pesada que os elétrons (carga negativa), este modelo foi chamado de Modelo de “Pudim de
Ameixas”. Poucos anos mais tarde, o dito modelo foi refutado pelo fisico neozelandés Rutherford
[93] em seu experimento com particulas alfa, cujos resultados foram apresentados & comunidade
em 1911. Este ultimo concluiu que o dtomo deve ser formado por uma distribuicdo de carga
positiva e de pequena dimensdo (quando comparada com as dimensdes totais do 4tomo). Este
fato importante serviu para a formulacdo do Modelo planetario do atomo, proposto mais tarde
por Niels Bohr [94][ver Figura [4.1]. Assim, com os experimentos de Rutherford, nasce a Fisica
nuclear e com ela o aparecimento de uma série de novas particulas, dando origem a um ramo da
fisica conhecida como Fisica das Particulas Elementares.

No inicio da década de 1930, sabia-se que o nicleo atomico era composto por duas parti-
culas diferentes: o préton (carga positiva) e o néutron (carga nula). De acordo com o modelo
de Bohr, os elétrons orbitavam em torno do nicleo gracas a acdo da forga eletromagnética, mas
a mesma forca que mantém os elétrons em volta do niicleo deve causar uma violenta repulsao
entre os protons dentro do nicleo, ja que esses ocupam um volume muito menor que o atomo
como um todo. A resposta para este problema foi que prétons e néutrons devem sentir dentro

do nucleo uma forga suficientemente forte para evitar a repulsio entre os protons e, a0 mesmo
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tempo, esta forca deve ser de curto alcance, ou seja, deve agir apenas para distancias da ordem

do tamanho do ntucleo.

“Markde” (Dalton - 1803)

"Pudding” (Thompson - 1904)

.-.'I'-\.. +
+ it \| "Nuclear” (Rutherferd - 1811)
T "
et _———__ "Planetary” (Bohr - 1913)
O \\ e ﬂm-h- Quantum Wave Function
‘\ L ‘ }'L‘*u. (Schrodinger - 1926)
&
i
—r
—
Figura 4.1: Desenvolvimento dos modelos atdémicos ao longo dos anos. (Fonte:

https://saintschemistry10.weebly.com/history-of-the-atom.html).

Nesta altura, ja se conhecia o papel do fé6ton ou quantum de energia eletromagnética. De
fato, de acordo com a concepcao moderna do conceito de forga, cada uma das interagoes basicas
da natureza se manifesta através da troca de particulas (ou campos), conhecida como bdsons de
gauge. No caso da forca eletromagnética, o féton é o “bdson de gauge” correspondente e pode
ser visto como uma espécie de mediador da forga eletromagnética (ou particula transportadora
de forga) sentida por duas particulas eletricamente carregadas. Assim, dois elétrons interagem
por que estdo constantemente trocando fétons entre si.

Em 1934, Yukawa [95, 96, O7], baseado nesta mesma ideia, propos a existéncia de uma
nova particula capaz de fazer esta mesma mediacdo para o caso da forca nuclear ou forca forte.
Ele chamou de méson e previu inclusive a massa dela, que, 10 anos mais tarde (em 1946), foi
detectada experimentalmente [98]. Surgia, assim, a primeira teoria para a forca forte. Atual-
mente, o méson de Yukawa é conhecido como méson II ou simplesmente pion. Posteriormente,
mais de algumas dezenas de tipos diferentes de mésons foram observados experimentalmente.

As particulas que interagem entre si através da chamada forga forte sdo genericamente co-
nhecidas como Hadrons. Os mésons se enquadram nesta classificacdo, assim como os chamados
barions. Exemplos de barions sdo o préton e o néutron. Os mésons e os barions se encaixam de
forma diferente em outra classificacdo das particulas. Segundo esta outra classificacdo, proveni-
ente de um principio fundamental da Mecénica Quéantica, conhecida como Principio de Exclusao
de Pauli [99] [100], onde as particulas podem ser bésons ou férmions. Assim, enquanto os mésons
se comportam como boésons, os barions tém todas as caracteristicas de férmions (por exemplo,
os elétrons). De acordo com o principio de Pauli, dois férmions ndo podem ocupar o mesmo
estado quantico em um sistema, enquanto que dois bdésons podem fazé-lo. Embora mésons e
barions se comportem de forma diversa, eles interagem através do mesmo tipo de forga.

Voltando & década de 1920, Paul Dirac [I0I] desenvolveu uma teoria para os elétrons,
incorporando a Mecanica quantica as ideias introduzidas por Einstein em sua teoria da Relati-

vidade Restrita. Como resultado, Dirac obteve que, mesmo para um elétron livre, sua energia
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poderia ser negativa. Dirac tentou encontrar uma interpretacao satisfatoria e, assim, suas ideias
levaram para o conceito de antiparticula. Colocando de forma simplificada, podemos dizer
que as solugbes de energia negativa, encontradas por Dirac, correspondem na verdade a solu-
¢Oes de energia positiva ndo para o elétron, mas para outra particula com exatamente a mesma
massa, porém, com carga positiva. Esta seria entdo o antielétron ou pésitron, que em 1933 [102]
foi descoberta. Mas, a teoria desenvolvida por Dirac pode ser aplicada a outras particulas do
tipo férmion, como préton ou o néutron. Desta forma, a toda particula do tipo férmion deve
corresponder sua antiparticula, fato que foi sendo comprovado com o passar do tempo.

Em 1960, o niimero de particulas e suas antiparticulas eram tdo grandes que os fisicos
comecaram a realizar uma classificagdo segundo suas propriedades conhecidas. As evidéncias
associadas a classificacdo citada levaram a hipdétese de que os hadrons fossem de fato compostos
por particulas ainda “mais elementares” e que receberam o nome de quarks [103] 104]. Uma
analise muito semelhante a realizada por Rutherford, mas, desta vez com feixes de elétrons,
concluiu que o préton é formado por particulas “pontuais” (sem estrutura interna), estas seriam
os quarks previstos anteriormente. A principio, para explicar a diversidade de mésons e barions
conhecidos, era necessario admitir a existéncia de trés tipos diferentes de quarks, mas logo este
numero aumentou para seis. Assim, podemos dizer que todos os hddrons sdo formados por
quarks, dos quais podem existir apenas seis tipos diferentes.

Vale a pena mencionar o fenémeno da Radioatividade, descoberto ao final do século XIX,
que se apresenta principalmente em trés formas: radioatividade alfa, gama e beta. Esta tltima
correspondia & emissdo de podsitrons a partir de algum tipo de processo ocorrido no nticleo. O
problema com este tipo de reagdo é que nem a energia e nem o momento total eram conservados
a partir da observacao das particulas envolvidas. A solucdo para este problema foi proposta
pelo alemdo Wolfgang Pauli [105], que sugeriu que deveria existir outra particula participante
no processo. Tal particula deveria ter carga nula e massa zero. Esta nova particula recebeu o
nome de neutrino (observado experimentalmente em 1956). Como consequéncia disso, Enrico
Fermi formulou uma teoria para o decaimento beta, na qual tal processo, embora ocorra dentro
do ntcleo, nao deve ter sua origem na forca forte, mas sim num outro tipo de interagdo que
ficou conhecida como forga nuclear fraca, ja que ela ndo precisa ocorrer necessariamente dentro
do niicleo. Sabe-se hoje que, os neutrinos, assim como a forga fraca, tém um papel importante
em varios processos da natureza, tanto do ponto de vista das particulas elementares, como em
varios fenémenos astrofisicos (por exemplo nas supernovas).

O conhecimento atual sobre as particulas elementares permite formular um modelo co-
nhecido como Modelo Padrao. Nele, todos os hadrons sdo formados por seis tipos diferentes
de quarks. Além disso, os elétrons e o neutrino formam parte de outra familia conhecida como
Léptons. Os fétons, por sua vez, pertencem a uma categoria de particulas chamadas bdsons de
calibre (gauge) ou particulas mediadoras [106]. Neste modelo, os hadrons podem interagir entre
si através das forcas eletromagnéticas forte e fraca, enquanto que os Léptons sé interagem via

forgas fraca e eletromagnética. O neutrino, ao mesmo tempo, sé interage via forga fraca.
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4.2 Modelo dos Quarks e suas Propriedades

A medida que as técnicas experimentais foram progredindo, em particular, com o advento dos
aceleradores de particulas, comegou a surgir um nimero imenso de particulas. Até 1932 apenas
eram conhecidas quatro particulas, consideradas elementares, a saber, o féton, o elétron, o
proton e o néutron. Todavia, a partir de pesquisas dos raios césmicos, em 1947 o ntimero de
particulas elementares havia saltado para 14, consistindo entdo do préton, néutron, elétrons,
neutrino, muon e suas respectivas antiparticulas além do fé6ton e dos mésons. Posteriormente,
no ano de 1947 [107] tragos estranhos apareceram nas fotografias dos raios césmicos e, em 1952,
com a operacao do acelerador cosmotron (no Laboratorio Nacional Brookhaven, EUA), ficou
clara a existéncia de outras particulas. Dessa forma, as particulas que iam surgindo podiam ser
divididas em dois grupos: particulas de spin zero (os Kaons), e particulas de spin semi-inteiro (os
hiperons), sendo que todas interagiam por meio da forga forte. Devido ao seu comportamento
inesperado, os Kaons e hiperons foram chamados de “estranhos”. Apds vérias tentativas, os
fisicos mostraram que a classificacado de todas as particulas podia ser feita com base em duas
propriedades, isto é: o spin e a susceptibilidade quanto a interacao forte. Logo, as particulas
foram entao classificadas em quatro familias: a) Barions: particulas que interagem pela forga
forte e que possuem spin semi-inteiro. b) Mésons: particulas que interagem pela forca forte
e que possuem spin inteiro. ¢) Léptons: particulas que ndo interagem por interagdo forte e
possuem spin semi-inteiro, e finalmente, d) Bésons intermedidrios: particulas que ndo interagem
por interacao forte e possuem spin inteiro.

Até o ano 1960, novas particulas foram descobertas e, no ano 1961, foi proposto por Murray
Gell-Mann [I15] e Yuval Ne’eman [I09] um modelo novo para classificd-las. Este era baseado na
ideia de que os hddrons se dividiam em familias ou super-multipletos, onde os virios membros
de uma mesma familia eram conectados por certas propriedades. Este modelo também preveu
a existéncia de outros hddrons que logo foram observados.

A existéncia de centenas de novas particulas reforcou a ideia de que essas particulas nao
poderiam ser elementares e, sim, deveriam ter uma subestrutura. A resposta para esta confusao
inicial foi o modelo padrao, desenvolvido nos anos 1970 e, hoje em dia, é a teoria oficial das
particulas elementares [110, I1T), 112} 113] 114]. Os seus ingredientes bésicos sdo: seis quarks,
seis léptons, as respectivas antiparticulas e os bésons de calibre (fétons e gluons), interagindo
através das forcas fraca e eletromagnética que, neste modelo, sdo descritas de forma unificada
através da teoria eletro-fraca e da forga forte. Os quarks, 1éptons e os bdsons de calibre sdo
imaginados como particulas fundamentais ou elementares.

A seguir, a Tabela apresenta as propriedades principais dos quarks. Os seis quarks fo-
ram batizados por letras associadas a palavras inglesas, u (up), d (down), ¢ (charm), s (strange),
t (top) e b (bottom), em que esses rétulos sao chamados de sabor. Como a carga do elétron foi
tomada como referéncia, as cargas dos quarks possuem valores fracionarios. Assim, carga fraci-
ondaria é uma caracteristica peculiar dessas novas particulas. Outra propriedade é que todos os
quarks possuem spin intrinseco %h. A todo quark, corresponde uma antiparticula com a mesma
massa e spin, mas, com carga elétrica oposta. Representamos o antiquark acrescentando uma
barra ao simbolo do quark correspondente. Por exemplo, @, é a antiparticula correspondente ao

quark u.
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STANDARD MODEL OF ELEMENTARY PARTICLES

upP CHARM Top GLUON HIGGS BOSON
mass 2,3 MeV/c 1,275 GeV/c 173,07 GeV/c 0 126 GeV/i
charge % 7 % % 0 0
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Figura  4.2: Modelo  Padrao das  Particulas  Elementares. (Fonte:

https://www.dreamstime.com /royalty-free-stock-photography-standard-model-elementary-
particles-diagram-particle-physics-fundamental-make-up-matter-fundamental-force-carriers-
image36590417).

Tabela 4.1: Propriedades dos Quarks.

Nome  Simbolo Energia de Repouso (MeV) Carga (Q)

Up u 5 +2/3e
Down d 8 —1/3e
Charm c 1500 +2/3e
Strange s 150 —1/3e
Top t 174000 +2/3e
Bottom b 4200 —1/3e

Na tabela acima mostramos ainda as energias de repouso dos quarks em vez das massas.
No modelo de quarks, os hadrons sdo subdivididos em duas familias: a) os barions, que sdo
formados por combinagoes de trés quarks (gqq ) e, b) os mésons, formados por um par quark-
antiquark (¢q).

De acordo com a regra de acoplamento de momento angular da mecénica quantica, discu-
tida em qualquer livro de estrutura da matéria, os hadrons vao se dividir em dois tipos distintos
de particulas, no que se refere a estatistica quéantica:

a) Bérions, formados por trés férmions, vao ter spin semi-inteiro e se comportar como

férmions. A carga elétrica, (), é uma grandeza aditiva e, portanto

Q(n) = Q(uv) + Q(d) + Q(d) = Oe,
= le.

b) Mésons, formados por dois férmions, vao ter spin inteiro e se comportar como bédsons.
Ademais, os quarks tém outras propriedades, a saber: Numero Barionico, Estranheza,

Hipercarga, Isospin e Cor. Esses niimeros quanticos sdo especialmente importantes para a clas-

sificacado das particulas elementares e serdao definidos a seguir. Numa colisdo entre dois prétons,

em um acelerador de particulas, pode ser produzida uma enorme variedade de particulas, no
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entanto, algumas reagoes jamais foram observadas. Esses fatos, sugerem a existéncia de uma lei
de conservacao. Portanto, com uma lei adequada, sera proibida a ocorréncia de certas reacoes
e, consequentemente, poderemos entender os resultados experimentais.

O ntmero bariénico (A): grandeza aditiva que associamos as particulas. A todo barion
(antibédrion) associamos o nimero bariénico A = 1 (A = —1), e a todo méson e demais particulas,
o numero baridnico é zero. Quando os kaons e os hiperons foram observados em 1950, foram
chamados de particulas estranhas, uma vez que essas particulas ndo se comportavam de maneira
esperada. Com o objetivo de compreender a criagao de kaons e hiperons, M. Gell-Mann nos EUA
e Nishijima no Japao, em 1952, associaram a estas particulas uma nova propriedade, que foi
batizada por Gell-Mann de estranheza, e que, mais uma vez, era uma grandeza conservada nas
reagoes envolvendo a forga forte. Segundo Gell-Mann e Nishijima [115] [IT6], os kaons possuiam
estranheza S = 1, os sigmas e o lambda S = —1, e os pions, protons e néutrons S = 0. Uma
grandeza que pode ser obtida a partir da estranheza e do niimero barioénico é a hipercarga, que
é definida como a soma do nimero baribénico e da estranheza: Y= A+ 5. O isospin, I, do ponto
de vista formal, é andlogo ao spin na mecanica quantica e, portanto, possui trés componentes
(I1,1,13). A carga elétrica da particula estd associada & componente do isospin na diregao 3
através da expressao: @ = I3+ %/ =13+ A—;FS.

Mas surpreendentemente, surgiu um problema. Sendo que os quarks sdo férmions, por-
tanto, eles tém que respeitar o Principio de Exclusao de Pauli (PEP), que afirma que dois
férmions idénticos ndo podem ocupar o mesmo estado quantico. Se considerarmos um béarion
formado pela combinacao de trés quarks iguais, este viola o PEP, entao se sugeriu uma proprie-
dade fisica adicional para distingui-los, o qual denominaram de “cor” ou carga de cor, associada
a interacao forte. Os quarks podem se apresentar na forma de trés cores diferentes, r (red),
b (blue) e g (green). Com isso, esta resolvido o problema da violagdo do PEP. Obviamente a
cor do quark nao tem nenhuma relacdo com o sentido visual a que estamos habituados. Essa
propriedade é apenas um novo grau de liberdade intrinseco, que foi postulado pela necessidade
e de forma completamente arbitraria. Dessa maneira, aos antiquarks associamos as anticores:
anti-red, anti-blue, e anti-green, e postulamos, com base nos dados experimentais, que os ha-
drons s6 existem em combinacdes de cores neutras. Isto implica, que os quarks de um barion tém
que ser de cores diferentes, de modo a formarem uma combinac¢do neutra de cor, ou chamada

também de cor "branca'.

4.3 Hipo6tese da Matéria Estranha

E usualmente suposto que o estado fundamental da matéria hadronica é o estado o qual os
quarks sdo confinados em hadrons individuais que ocupam o universo observavel. Mas existe
uma hipétese, entretanto, que supde que o estado confinado simplesmente pode ser um estado
de vida longa, mas ndao absolutamente estavel [117].

Vamos considerar a hipdtese da matéria estranha. De acordo com a hipotese, o verdadeiro
estado fundamental da matéria consiste de uma combinagao, aproximadamente, de igual nlimero
de quarks u, d e s, conhecido como matéria estranha e que a matéria nuclear observada pode, na
verdade, ser metaestavel. A matéria estranha, baixo hipotese, pode existir comoe pegas macros-

copicas, conhecidas como estrelas estranhas [11§], até pequenas porcoes (nuggets), conhecidos
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como strangelets. Aquela hipdtese foi proposta por Bodmer [119], Written [?] e Terazawa [121].
Assim matéria com quarks de trés sabores sempre tem energia mais baixa do que matéria com
quarks de dois sabores devido a niveis de Fermi extras, acessiveis aos quarks estranhos, conforme

ilustramos na figura abaixo.
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Figura 4.3: Hip6tese da matéria estranha: estado fundamental de interacao forte (adaptado de
[122]).

Argumentos tedricos indicam que a energia da matéria de quarks com trés sabores pode
até ser menor do que 930M eV e, neste caso, a matéria estranha seria mais estavel que a matéria
nuclear e os niicleos atémicos. Este aspecto particular faz da hipétese da matéria estranha uma
das especulagoes mais surpreendentes da fisica moderna e que, se for correta, teria implica¢oes
de importancia fundamental para nossa compreensiao do universo, dos objetos compactos astro-
fisicos e da fisica de laboratério [123] [124) 125]. Mencionamos apenas os resultados da possivel
estabilidade da matéria com quarks estranhos para um gas de quarks u, d e s sem massa, dentro
de uma sacola confinante a temperatura zero [126]. Obtém-se, entdo, para a energia por barion
|, = 934MeV x 3145, onde BJj2 = B1/4/145. Valores

da constante da sacola, BY/4, menores do que 145MeV sao excluidos. De outra maneira, a

da matéria com quarks de dois sabores, %

matéria de quarks com dois sabores teria uma energia mais baixa do que o Ferro—56, o qual
seria entao feito de quarks up e down, em contradi¢do com o que é observado. Se acrescentarmos
quarks estranhos sem massa ao sistema, para uma mesma constante da sacola, a energia por

barion é, portanto, dada por [127], |, = 829MeV x B%L{g. Segue-se assim que a energia por ba-

als =
rion de um géas com quarks de trés sabores, sem massa e sem interagdo, é da ordem de 100M eV
por barion mais baixa do que para a matéria com quarks de dois sabores. A diferenca tem a
sua origem no fato de que os barions podem ser compactados de forma mais densa na matéria
de quarks com trés sabores, devido ao poco de Fermi extra-acessivel aos quarks estranhos.
Resumindo, a questao da estabilidade depende se seria ou nao possivel diminuir a energia
de um sistema composto apenas de quarks up e down, convertendo aproximadamente um terco
de seus componentes, em quark strange e, como o momento de Fermi da matéria de quarks up
e down é da ordem de 300M eV na regido de coexisténcia com a matéria hadrénica em T = 0,

ou seja, maior massa estimada para o quark strange, entdo, seria energeticamente favoravel a
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conversao de uma parcela dos quarks nao strange, deste sistema, em quarks strange via interacoes

fracas devido & introdugéo deste terceiro mar de Fermi [12§].

4.4 Foérmula de Massa para Strangelets

De acordo com Berger e Jaffe [129], nos referimos a matéria de quarks contendo quarks strange
como “matéria estranha” e os pedacos de matéria estranha com ntimero de béarions A < 107
como "strangelets”. Se a matéria estranha estd, realmente, no limite do bulk, entdo strangelets
com niimero de barions entre 102> < A < 107 podem ser estdveis. A carga dos strangelets cresce
muito suavemente com o ntiimero de béarions Z ~ A'/3 [129], assim, strangelets se comportam
quimicamente como isétopos muito massivos de atomos nucleares ordinarios. Portanto, muitos
strangelets como isotopos estaveis, poderiam existir para cada valor de Z. A estranheza S
cresce linearmente com A, com uma constante de proporcionalidade fs = S/A, com valores
tipicos de 0.5 < fs < 1 [130, 131, 132], dependendo da massa do quark strange. Dessa forma,
esperamos alguns strangelets estdveis para uma dada estranheza. Para um dado A, processos
fracos conduzem em direcdo ao equilibrio de sabor, onde a energia do strangelet é minimizada.
Aqui apresentamos a férmula de massa semi-quantitativa para strangelets. A massa de um
strangelet é representada em termos do ntimero de bérions (A), a hipercarga (Y') e a carga (Z).
Incluiremos efeitos de tensao superficial e energia de Coulomb, mas negligenciando as correc¢oes
radiativas da QCD (Cromodindmica quéntica). A tensdo superficial surge dinamicamente em
strangelets finitos, e podem ser calculados da modificagdo superficial da densidade de estados
dos férmions. A densidade de estados, dN/dk[k = (¢2 —m?)'/?], de um gés de Fermi degenerado,
obedecendo as condic¢des de borda, confinados em um volume V' e com &area superficial S pode

ser expressa [129]

aN _ {"?2‘/ _ kS<1 _ 2mn—1k>}
dk =9 o2 167 T m)|’

em que m é a massa do quark strange e g a degenerescéncia (g = 6 para cada sabor). Os quarks
u,d, sdo extremamente relativisiticos, m << k, assim, suas densidades nao estdo modificadas
significativamente pela superficie. A contribui¢do unicamente apreciavel para as correcoes re-
lativisticas surge do quark strange. Logo, efeitos de superficie sdo altamente dependentes do
sabor. A seguir apresentamos de maneira qualitativa a formula de massa para strangelets (veja

o apéndice @ para cada termo).
1 1
E(AY, Z) ~ egA+ oy (Y — Yonin)? + 502(Z - Zmin)? + 4no R?, (4.1)

e é valido para strangelets com composicao perto do equilibrio de sabor, Y = Y,,in € Z = Zin
(veja apéndice @[) O ¢y é a energia por barion no bulk (A — o), o é a tensao superficial do
strangelet, e os deltas dy e dz s@o as curvaturas para um minimo em Y e Z. R é o raio do
strangelet que é proporcional a AY3 e, R = rgA/3 para grandes A.

A equagao é uma expansao assintética para A. E contém todas as corre¢oes O(AQ/ 3).
Também aparecem os primeiros termos nao triviais na expansao (em ambos Z e Y'), perto do

minimo de energia para um A fixo. Para A suficientemente grandes, a energia superficial, 4wo R?
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é pequena (~ A%/ 3) comparada a energia de volume ey A. A energia de Coulomb é mais pequena
ainda (~ AY?) e pode ser omitida na férmula de massa. Fica claro que efeitos de Coulomb
sdo essenciais para determinar a depéndencia Z,,;, sobre A. Nesta ordem, os coeficientes na
equagao , a saber, dy, 0z, €y, 0 e rg, podem ser calculados no limite do bulk.

Dessa forma, escolhemos descrever as propriedades no bulk da matéria estranha em termos
dos parametros: €y e mg, a fim de, minimizar as corre¢cbes da QCD. Onde ¢y é a energia por
béarion no bulk, e define a escala global de decaimento de emissao de barions de strangelet,
também, determina o valor de A abaixo do qual strangelets sdo instdveis, por outro lado, mg, a
massa do quark strange, determina a fracao deste, fs, no bulk, ademais, a carga do strangelet
para um A finito. Para stranglets estdveis no equilibrio de sabor, escolhemos mgs = 150MeV e
€0 = 930MeV.

O funcional da energia para a matéria estranha, inclui as primeiras corre¢des ndo triviais
para o limite do Bulk (termos na energia que cresce com A%/ 3) e os primeiros termos ndo triviais
na expangao acima . Assim nés ndo consideramos strangelets longe da energia minima. A
tensao superficial, efeitos de Coulomb e energia de simetria sdo as fontes dessas correcoes.

Portanto, consideremos strangelets com carga suficientemente pequena tais que, os elétrons
associados estao fora do nucleo do strangelet. Dessa forma, os elétrons formam uma nuvem
similar aos atomos ordinarios. O relevante limite no bulk para esse sistema é um gas de Fermi
degenerado composto de quarks up, down e strange sem elétrons e confinados num volume, onde a
carga do sistema bulk deve ser zero para um minimo de energia (como em [126]). Strangelets nao
estao sujeitos a restricdo de carga zero para energia minima, de fato, esta é pequena e positiva.
A pequena carga dos strangelets finitos é uma consequéncia direta dos efeitos de Coulomb em
strangelets. Portanto, a energia de Coulomb nao pode ser omitida no célculo da composigao dos
strangelets a energia minima. Porém, para o minimo no bulk, a energia de Coulomb e pequena
e pode ser negligenciada.

Essa formula de massa do tipo Bethe—Weizsécker para strangelets, foi desenvolvido na re-
feréncia [129]. Assim, a energia E(A,Y, Z) de um strangelet de ntimero de barions A, hipercarga

Y = A+ S com (S estranheza) e, carga elétrica Z, assume a forma final

Loy
2 A

1
2

0z 6
oz  6_o

E(A)Y,Z) = ¢A+ 47rargA2/3 + T ten
0

(Y - szn)2 +

} (Z = Zmin)?,  (4.2)

onde a = e /he = 1/137, é a constante de estrutura fina [133], os dois pardmetros da teoria sdo
a energia por barion €y na matéria no bulk e a massa do quark strange: mg. Os strangelets mais
estaveis tem (Y, Z) perto de (Yinin, Zmin), € 0 minimo strangelet acontece quando Y = Y, €
Z = Zmin. A tensdo superficial para stranglets, o, pardmetro de raio rg, como os pardmetros
0y, Ymin, 07, Zmin da expansdo de Taylor acima, pode ser expressada em termos de ms e um

angulo 8 definido por

o Ll Larws] ). (4.3

ms  sinf 2
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Tabela 4.2: Massas para 15 strangelets, r = Z/A é a razao carga/bérion.

Niamero | A | Z | YV S | E/JA(MeV) | m (MeV) |r=2Z/A
1 100 | 8 | 19 | 81 862.6826 1.1287 x10* | 0.0800
2 150 | 11 | 29 | 121 871.1935 1.7279x10% 0.0733
3 200 | 14 | 38 | 162 876.5694 2.3423x10* 0.0700
4 250 | 17 | 48 | 202 880.4002 2.9420x10* 0.0680
) 300 | 20 | &7 | 243 883.3248 3.5567x10% 0.0667
6 350 | 22 | 67 | 283 885.6623 4.1567x10* 0.0629
7 400 [ 25 | 76 | 324 | 887.5928 | 4.7712x10% | 0.0625
8 450 | 27 | 86 | 364 | 889.2254 | 5.3711x10* | 0.0600
9 500 | 29 | 95 | 405 | 890.6322 5.9859x10% | 0.0580
10 550 | 31 | 105 | 445 891.8634 6.5858 x10% 0.0564
11 600 | 33 | 114 | 486 892.9534 7.2007x10% 0.0550
12 650 | 35 | 124 | 526 893.9290 7.8006x 10% 0.0538
13 700 | 37 | 133 | 567 894.8090 8.4155x10% 0.0529
14 750 | 39 | 142 | 608 895.6091 9.0304x10* 0.0520
15 800 | 40 | 152 | 648 896.3408 9.6304x10% 0.0500

em particular

o Ymin _ 1— cos® 0
Ymin = THT 77 + cos3 8’
1 sin 0
ro = — )
My [3%(1 + cos3 9)]1/3

Tipicamente, a densidade dos strangelets, p = %T”rg (com rg: raio da célula), é da ordem de duas

vezes superior a matéria nuclear ndo estranha. As caracteristicas qualitativas dos strangelets,
como uma funcdo de y = Y/A e A, para eg = 930M eV, ms = 150MeV/c? e Z = Zyn fixos, sdo
mostrados na referéncia [129], (ver apéndice [D] para os demais termos da férmula de massa).

A féormula de massa , em analogia a formula semi empirica de massa para niucleos or-
dindarios, representa a energia de ligacao dos quarks em funcao do ntimero de bérions, hipercarga

e carga. A validade desta formula é
Y — Yiun| << A, |Z — Zpin| << A. (4.4)

Com niimero de barions entre 10> < A < 10”. Por conseguinte, a “energia por niicleon” para
strangelets é F(A,Y, Z)/A. Logo, pode-se computar a massa para um particular espécie stran-

gelet como segue

E(AY, Z)

m(A,Z) =msS — 1

. (4.5)

Onde temos ignorado as massas dos quarks up e down, e S =Y — A, representa o nimero de

quarks strange em virtude da referéncia [129].
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A partir da equacao (4.2)), obtemos na Tabela a energia por barion de 15 strangelets
para diferentes A, Z e Y e, simultaneamente, as massas deles com (4.5) e ms = 150MeV. Note-
se que E/A|

matéria estranha. Uma das diferencas entre strangelets e nicleos ordinarios é a impressionante

strangelets < 930M eV, inclusive para A grandes, reforcando assim a hipétese da
assinatura experimental, isto é, a relacdo carga/barion é muito pequena (ver Tabela quando
comparada aos nuicleos ordindrios usados nos capitulos anteriores, ou normalmente |Z| << A.
Isto é uma caracteristica genérica, valida para todos os valores de nossos parametros, inclusive
para grandes massas do quark strange [134], 135].

Vale comentar que por matéria de quarks no bulk, entende-se a matéria de quarks em
agregados grandes o suficiente para que os efeitos de superficie possam ser ignorados e numerosos
para serem tratados como um gas de Fermi degenerado. As condigbes para que a matéria
estranha no bulk, a temperatura e pressao zero, seja o verdadeiro estado fundamental da interacao
forte requerem, por certo, que a energia por barion /A da matéria estranha seja menor do que
do nicleon, isto é, % < 939MeV como pode-se observar na Tabela (ver referéncia [126]).

Agregamos também, que o modelo do gés de Fermi que descreve a matéria estranha estavel
no bulk contém suficientemente quarks para que a aproximagao seja valida, porém, pequena o
suficiente para que os efeitos de tensao superficial nado sejam negligenciados no strangelet [126].
Desse modo, limitamos nossa atengao para strangelets esféricos com ntimero de barions entre
102 < A < 107, que tipicamente terao raios entre 5 e 20 fm [126], que é menor que o comprimento
de onda Compton dos elétrons, assim, assumimos que nao ha elétrons dentro do strangelets, logo,
eles tem carga e, efeitos de Coulomb podem ser considerados. Por ultimo, matéria estranha com
baixo A (< 100), ndo é adequadamente descrito por um modelo simples do gas de Fermi, em
vez disso, substitui-se o gds de Fermi pelo modelo da sacola esférica hadronica, no entanto, esta

abordagem fuge do escopo do trabalho [126].
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Capitulo 5

Anas Estranhas Cristalinas

Finalmente, neste capitulo descrevemos nosso modelo, com o propésito de achar a estrutura das
anas brancas composto de uma particular espécie strangelet na aproximacado da rede de Wigner
e Seitz, razao pela qual chamamos de Ands Estranhas Cristalinas. Expomos também nossos

resultados e discussoes relevantes.

5.1 Descricao do Modelo e do Método

Antes de tudo, é necessario diferenciar o modelo proposto neste trabalho em relagao com outros ja
feitos. Nos ultimos anos, na literatura hé varios trabalhos propondo matéria de quarks no centro
de objetos compactos, como, por exemplo, estrelas de quarks ou estrelas hibridas [136] [137],
estrelas ands estranhas (ou auto-ligadas) com crosta nuclear [I38] [139], entre outros [140} 141,
142 143| [144]. Uma caracteristica genérica de todos aqueles modelos é que, as anas brancas sao
estruturadas por um ntcleo denso de matéria de quarks estranha, sem crosta ou envolvidos por
camadas de matéria hadronica ordinaria ligados gravitacionalmente. Estes modelos, apresentam
diferentes equacoes de estado para cada tipo de matéria, considerando os fatores envolvidos.
Também se sabe que, as estrelas compactas feitas de matéria estranha absolutamente estaveis,
se distinguem das estrelas compactas confinadas gravitacionalmente por meio da relacio massa-
raio M o< R, a qual é geral para matéria auto-confinada [124] [145]. Ademais, descartamos
possiveis transicoes de matéria para a fase de quarks ou, transigoes de estrelas estranhas para
anas brancas estranhas com niicleo de matéria estranha [146] j4 proposto por Glendenning [147].

Uma outra possibilidade nao considerada aqui, com a hipétese da matéria de quarks, é
que ela pode estar em um estado de supercondutor de cor [148] 149, 150, [151], neste caso, é
de esperar que pares de quarks formem os pares de Cooper. Assim, o condensado resultante
formard o que é chamado de supercondutor de cor [I52, [153] (se ms — 0, é a fase CFL: Color-
Flavor-Locked, de cor e sabor interconectados), e isto, devido as diferengas de cores, massas e
sabores dos quarks.

Em contrapartida a aqueles esquemas, no entanto, nosso modelo é descrito na aproximagao
de Wigner e Seitz, lembrando do capitulo 2, a rede imaginada é construida por "células” esféricas
de carga elétrica neutra. Cada esfera contém um niicleo ordinario de uma tnica espécie e, em
torno dele Z elétrons. Como as células sdo neutras, a interagdo entre elétrons e ntcleos de

diferentes células sdo ignorados. Agora, nossa proposta é a seguinte: substituimos os nicleos
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ordinarios por espécies strangelets. Desse modo, temos uma rede composta de uma tinica espécie
de strangelet, centrada nas esferas e mantendo os Z elétrons em torno deles. De modo que o
novo sistema considerado (Esfera = elétrons + strangelet) é eletricamente neutro. Portanto,
temos uma estrela and branca cristalina, composta de uma tnica espécie de strangelet.

Neste quadro, o proximo passo €é achar a estrutura da estrela. Para isto, escolhemos um
particular strangelet da Tabela , e subtituimos sua massa, m(A, Z), na equagao de estado
melhorada obtendo-se, assim, o perfil de pressdo-densidade de energia. Este tltimo, nos
serve para calcular a relacdo massa-raio da estrela a partir das equacdes de estrutura TOV.
Finalmente, os resultados das massas nos permitiram fazer a comparagao com a faixa de valores
de massas super Chandrasekhar, a saber, entre 2.1 — 2.8 M, [43], 44 [45, [46], 47]).

5.2 Resultados e Discussoes

5.2.1 Equacoes de Estado

Agora somos capazes de obter as equacoes de estado para uma espécie strangelet. Em particu-
lar, da Tabela escolhemos trés espécies strangelets que etiquetados com ntimeros, a saber,
o strangelety, strangelets e strangeletis, com as suas respectivas massas, m(strangelet;) =
1.1287 x 10*MeV, m(strangelety) = 5.3711 x 10*MeV e m(strangeletis) = 9.6304 x 10*MeV .

A figura abaixo mostra as equacoes de estado para cada uma das trés espécies strangelets.

16- _— Strangelet1 i
—_— Strangele%

R Strangelet15

Pressao (Dyn/crﬁ)

0 ! ! ! ! !
0 0.5 1 15 2 25 3

Densidade de energia (g/cr?h X 1015

Figura 5.1: Equactes de estado para trés espécies strangelets.

Na Figura [5.1 mostramos as equagoes de estado para as trés espécies strangelets conside-
rados a partir das equagoes . Pode-se observar que, quanto menor é a massa do strangelet,
a curva da equacao de estado se torna mais dura, ou seja, para poucos incrementos na densidade
de energia, a pressdo aumenta muito. Uma andlise da pressao e a densidade de energia, em
termos de A para os strangelets, poe em evidencia isto. Fixando a densidade p = 1 x 1034 em =3,

observamos na Figura [5.2] que conforme aumenta A, a densidade de energia aumenta, posto
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que a massa da espécie contribui para a densidade de energia, em contrapartida, lembrando a
relagdo p. = (Z/A)p, a medida que aumenta A, diminui o nimero de elétrons que aportam para

a pressao logo, temos reducdo na pressao.
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Figura 5.2: Relacdo da pressido e densidade de energia frente a A.

Ademais, em contraste com as EoS das espécies nucleares ordinarias, a diferenca em relagao
aos strangelets é mostrada na Figura[5.3] Assim, comparando as equagoes de estado das espécies
nucleares ordindrias com os strangelets, vemos naquela figura que elas se ajustam para equagoes
de estado com massas de strangelets intermédiarias. No entanto, quando comparadas com massas

baixas de strangelets, elas sdo levemente duras.
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Figura 5.3: Comparacao das equacoes de estado para espécies ordindrias e strangelets.
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5.2.2 Relacao Massa-Raio

Basicamente, a pressdo e densidade de energia servem como inputs para resolver um conjunto
de equagoes acopladas. Para computar o perfil massa-raio para as trés espécies strangelets,
com suas respectivas equagoes de estado mostradas na Figura [5.1] resolvemos as equagoes TOV
, , obtendo assim, as propriedades da estrela na Figura A seguir, mostraremos
as curvas que resultaram da TOV. Os valores alcangados para as massas e raios estdo na Tabela

e foram achados para uma densidade de energia central ¢, = 1 x 107g/em?®.

15 \

m(r) /MSol

0.5r

| | | | | |
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014

r/RSol

Figura 5.4: Perfil massa-raio para as trés espécies strangelets, com e, = 107g/cm?.

Tabela 5.1: Valores das massas e raios para anas brancas Cristalinas com strangelets da Figura
com €. = 1 x 107g/cm3.

Nome do strangelet M/Ms  R/Rg

Strangelety 1.4529  0.01238
Strangeletg 0.6424 0.009113
Strangeletys 0.4058 0.007661

Tal como mostra a Figura pode-se afirmar que as equacoes de estado "moles”, cor-
respondem a estrelas de baixas massas, enquanto que as mais "duras” resultam em estrelas
massivas. Em particular, estamos interessados nestas iltimas para explicar estrelas anas bran-
cas com massas que ultrapassam a massa de Chandrasekhar.

Além disto temos na Figura [5.5| uma sequéncia de 200 estrelas para densidade de energia
centrais entre 106 — 108g/cm?. Assim, vemos que para o strangelets e strangelet;s resultam
em estrelas com massas esperadas para anas brancas, salvo para o strangelet; que acabam em
estrelas massivas. Conjuntamente, podemos achar a massa maxima, para cada composicao,
aumentando o hiato nas densidades centrais (até 5 x 10 g/cm?), assim obtemos a Figura

Estes valores sdo resumidas na Tabela
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Figura 5.5: Relacdo massa-raio para familias de estrelas para cada espécie strangelet considerado.
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Figura 5.6: Relacdo massa-raio para as trés espécies strangelets, os pontos pretos representam
as massas maximas.

Tabela 5.2: Valores das massas maximas para anas brancas cristalinas com as espécies strangelets
consideradas.

Espécie strangelet Mpax

Strangelety 2.3900M ¢,
Strangeletg 1.1686 M
Strangeletys 0.7851 M




Posto que para baixas massas de strangelets temos EoS relativamente mais duras, o que
implica estrelas massivas, focamos nossa atencdo em achar a relacdo massa-raio das mesmas.
Para este fim, escolhemos de forma particular o strangelet;. Com isto encontramos a relagao
massa-raio para uma sequéncia de estrelas com densidade centrais entre €. = 10 — 10%g/em3 e

selecionamos as mais massivas.

—_— Strangeletl
2.4+ =

2.2~ 3

MM
N
T
|
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Figura 5.7: Relagdo massa-raio para sequéncia de estrelas compostas do strangelet; com €. =
10% —10%g/em3.

As possiveis candidatas para estrelas com massas super Chandrasekhar sdo mostradas na

Tabela Lembrando que a massa maxima que estas estrelas podem atingir é My,q, = 2.39M.

Tabela 5.3: Valores das anas brancas com possiveis massas super Chandrasekhar.

€central (g/cmS) M/M® R/R®
1.5 x 108 2.1218  0.006856
2.8 x 108 2.2040  0.005908
4.4 x 108 2.2502  0.005275
7.8 x 108 2.3002  0.004557
1.0 x 10° 2.3175  0.004557

Finalmente, como ja apontado na motivacao, a evidéncia das supernovas tipo Ia super
luminosas é um fendmeno que até agora nao se tem uma explicagdo concreta. Acredita-se que
elas surgam de explosoes de anas brancas progenitoras com massas super Chandrasekar entre
2.1 —2.8My. Em vista dos nossos resultados, uma conclusao relevante em nosso trabalho é que
ands brancas massivas feitas de strangelet; possivelmente seriam os progenitores vidveis para

explicar aqueles fenémenos, supondo que a hipétese da matéria estranha fosse correta.
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Capitulo 6

Conclusoes finais

Esta dissertagdo teve como finalidade principal estudar as relagdes massa-raio a partir de duas
equacoes de estado, a saber, politropicas e o melhoramento do gés de Fermi degenerado na
aproximacao tipo Wigner-Seitz para matéria estelar densa, nesta tltima, ndo sé para nicleos
ordinarios, mas também, para espécies strangelets. Isto foi feito, através do uso das equacoes de
equilibrio hidrostatico newtoniano e das equagées TOV. Deste trabalho conluimos que:

Como foi mostrado no capitulo 2, a equagao de estado para um gés ideal de Fermi a T = 0,
constituido de néutrons, protons e elétrons em equilibrio-5 e sujeito a restricdo da neutralidade
de carga, é bem entendida tal que quando aplicada para as anas brancas, devido a interacao
nuclear, os nicleons se juntam em ions e a pressao dos elétrons degenerados domina sobre as
pressoes dos fons. A equagdo de estado do gas de Fermi tem dois limites (dentro do dominio das
anas brancas): em baixas densidades, onde os elétrons sdo nao relativisticos, que decorrem em
anas brancas leves. Por outro lado, para o limite de altas densidades (acima de ~ 107g Jem?),
os elétrons se tornam relativisticos, obtendo assim o limite de massa de Chandrasekhar (Mcy,).

A massa de Chandrasekhar é entendida como a massa méxima que a pressao dos elétrons
degenerados pode sustentar, a condigao para isto é que os elétrons se tornem ultra relativisticos
(me — 0). Dessa forma, Map, = 1.44M¢ pode ser interpretado como um limite assintético,
onde a densidade central tende ao infinito e o raio da estrela vai para zero. No entanto, a massa
limitante para anas brancas reais é atingida para densidades finitas. Contudo, Chandrasekhar
descobriu que uma configuracéo eletronica completamente degenerada, tem um limite de massa
quando se leva em conta a relatividade especial para a equacao de estado.

Tendo em vista que as densidades das anés brancas estdo muito abaixo das densidades dos
nucleos normais, o modelo do gas de Fermi degenerado pode ser modificado: é energeticamente
mais favoravel que os ntcleons se juntem em ntcleos do que ser uniformemente dispersos em
densidades baixas. No entanto, ao aumentar a densidade, os 4&tomos se tornam progressivamente
mais ionizados e os elétrons enchem os insterticios, dessa maneira, um arranjo na rede minimiza
a energia de Coulomb. Aproximamo-nos a uma rede tipo Wigner-Seitz na qual fornece um
melhoramento para a EoS do gés idela de Fermi, vélida abaixo das densidades na qual os
elétrons de alta energia sdo capturados pelos protons nos niicleos. Como resultado, temos anas
brancas compostas de uma tinica espécie nuclear, por exemplo *He, 12C ou 60. Neste contexto,
obtemos configuracoes estdaveis com valores maximos das massas de estrelas compostas de uma

das espécies nucleares, ndo obstante, menores do que M¢y,.
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As equagoes de equilibrio hidrostdtico newtoniana se ajusta muito bem para as anas
brancas, de forma que elas sdo consideradas como estrelas newtonianas. Em contraste com
as equagoes TOV, mostradas no capitulo 3, os fatores de correcoes para a equagao de equilibrio
hidrostatico newtoniano sdo muito pequenos para estrelas newtonianas. Portanto, a diferenca
dos resultados de ambos tratamentos é pequena.

No capitulo 4 exploramos a hipdtese da matéria estranha proposta por Bodmer, Witten e
Terazawa que sugere que o verdadeiro estado fundamental absoluto da matéria consiste em uma
combinacao, aproximadamente, de igual nimero de quarks u, d e s conhecidos como matéria
estranha e que a matéria nuclear observada pode, na verdade, ser metaestavel. Matéria estranha
pode existir em pequenas por¢des chamados de strangelets. De acordo com Berger e Jaffe pode-se
estudar uma férmula de massa tipo Bethe-Weizaecker, para espécies strangelets que sao estaveis
no bulk, assim, calculamos as massas para um particular strangelet dado um A e Z.

Conforme apresentado no capitulo 5, em nosso modelo, as equagoes de estado no con-
texto da aproximacdo da rede, para o strangelet;s, ¢ a mais mole em relacdo para os outros
strangelets como também para os nicleos ordinarios (Figura . Este fato, fazendo uso das
equacoes TOV, resulta em uma sequéncia de anas cristalinas com massas menores que o limite
de Chandrasekhar. Ja para strangelets de massa intermédia, como o strangelets 8, obtemos
valores dentro das massas observadas que batem com estrelas ands compostas de espécies ordi-
narias. Em alternativa, anas cristalinas feitas do strangelet;, para densidades das anas brancas,
decorrem em estrelas massivas, com massa maxima de 2.39M. Por certo, este valor estd na
faixa de valores de massas super Chandrasekhar, a saber, entre 2.1 —2.8 M. Portanto, é possivel
que essas estrelas sejam potenciais progenitoras das SNe Ia super luminosas.

Finalmente, com esta nova proposta para anas cristalinas feitas de um particular strange-
lets, abordagens futuras a partir dos resultados desta dissertacdo podem ser feitos. Por exemplo,
achar um equivalente & massa de Chandrasekhar para tais estrelas (como no caso das estrelas de
quarks em [I59]), estudar a estabilidade destas estrelas. Além disso, pode-se analizar proprieda-
des térmicas, anas estranhas em rotacdo com campos magnéticos, anas estranhas tipos pulsares,
ands com composicoes diferentes de espécies strangelets, entre outros. Além disto, poderemos

teorizar a possivel origem e formacao destas estrelas.
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Apéndice A

Constantes Fisicas e Astronomicas

Velocidade da luz no vacuo
Constante Gravitacional
Constante de Planck
Constante de Boltzmann
Raio de Bohr

Carga do elétron

Unidade de massa atomica
Massa do elétron

Massa do préton

Massa do néutron
Estrutura fina

> Qo

T Bohr

2.99793458 x 101%¢m/s
6.6720 x 10~8cm3/g/s?
6.6260755 x 10~ 2"erg.s
1.380658 x 10~ 1%erg/K
5.291771 x 10~ %em
—1.602189 x 10~ ¢
931.504MeV/c?
0.511MeV/c?
938.3MeV/c?
939.6MeV/c?

1/137

Massa Solar

Raio Solar
Luminosidade Solar
Massa da Terra
Raio da Terra

1.9891 x 1033¢
6.95508 x 10%m
3.8458 x 10%3erg/s
5.9742 x 10%7¢g
6.378136 x 10%cm
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Apéndice B
Convencao de Unidades

Unidades gravitacionais, fazendo G = ¢ = k = 1 (onde k é a consntane de Boltzmann), sdo
frequentemente muito 1teis, ndo somente porque elas facilitam os calculos mas também, as
nossas equagoes nao sobrecarregam as combinagoes ou poténcias das mesmas. As unidades

gravitacionais (ou geométricas) sdo definidas como

1 = ¢=29979 x 10%m/s,
1 = G=6.6720x 10 %cm3g 1572,
1 = k=1.3807x 10" %erg/K, (B.1)

onde K denota Kelvin. Estas defini¢goes podem ser tratadas como equagoes assim, por exemplo,

temos

Is = 2.9979 x 10%m,
lg = 7.4237 x 10" ?cm,
1K = 1.3807 x 10~ %eryg,

1572 = 1.4988 x 107g/cm?, (B.2)
lerg = 1gem?s—2 =8.2601 x 10~ ¢m,
ldyne/em? = 8.2601 x 10~ 4km =2,

lg/em® = 7.4237 x 107 Ykm =2,

As duas ultimas sao usadas regularmente em astrofisica como unidades de pressao e densidade de
energia, respectivamente. A massa pode ser expressa em umidades de kilometros, por exemplo,
a massa do Sol é ~ 1.5km.

Em fisica nuclear e de particulas uma unidade conveniente de energia (ou massa, Mc?) é
MeV. Asvezes, também é usado GeV desde que isto é perto da massa do niicleon de ~ 939MeV .

Os valores em ergs e outras unidades sao

MeV

1.6022 x 107 %erg = 1.3234 x 10~ ¢m,
= 1.7827 x 107%g = 1.1604 x 10'°K. (B.3)
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O alcance da forca nuclear é ~ 10~ 3¢em que é definido como um fermi e denotado por fm,
assim, 1fm = 10~ 3cm. Duas constantes importantes sdo a constante de Plank h = 27h e a
carga elementar e, hc = 197.33MeV fm, e e? = 1.44MeV fm = (1.3805 x 10~3*cm)2. Note
que a constante de estrutura fina é e2/hc. No presente trabalho, também temos manipulado as
expressoes assumindo a convengdo do sistema natural de unidades SN. Este sistema é bastante
utilizado em astrofisica, inclusive em teoria de campos, assim

c=h=1. (B.4)
Lembrando que no S.I. (Sistema Internacional), ¢ = 2.99792458 x 10%®m /s ¢é a velocidade da luz

no vacuo e a constante de Planck reduzida, i = 1.05457266km.m?/s. Abaixo, segue uma tabela

de conversdo de unidades para SI e SN.

Quantidade Fisica SI SN Fator SI— SN
distancia m m 1
tempo S m c
massa kg m~! c/h
velocidade m/s adimensional 1/c
momento linear kg.m/s m~! 1/h
momento angular kg.m?/s | adimensional 1/h
energia kg.m?/s* m~! 1/he
agao kg.m?/s | adimensional 1/h
pressao kg/(m.s?) m~* 1/he
densidade de energia | kg/(m.s?) m~4 1/he

onde o fator de conversao é

hic = 3.1615 x 10726 J.m. (B.5)

Em fisica nuclear, porém, a escala de comprimento mais apropriada é o Fermi, também chamado
de fentémetro (fm), sendo que 1fm = 10~'®m, e a energia e massas sdo comumente expressas
em MeV, usando E = mc?. As massas atomicas medidas em u (unidade de massas atomica).
Logo, temos o fator

lu = 931.504 MeV.

(B.6)
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Apéndice C

Método de Runge-Kutta de ordem 4

Nos estudos dos métodos numéricos, sabe-se que o método de Euler é chamado de método de
um passo, ou seja, precisa somente do conhecimento de um ponto para calcular o préximo. J&
no método de Milne é chamado de muitos passos, pois exige conhecer varios pontos anteriores.
Num sentido, os métodos de Runge-Kutta sdo uma combinacao dos dois, e adotam os melhores
aspectos de cada um. A vantagem sobre os métodos de Euler é uma exatiddo maior para o
mesmo numero de calculos e, em relacdo ao método de Milne é, por um lado, sua estabilidade, e
por outro, podem ser inicializados sem ajuda de outros métodos para achar os primeiros pontos
[154]. Em alternativa, uma anélise de erros nos métodos de Runge-Kutta é menos 6bvio do que
outros métodos, ou seja, apresentam a desvantagem de ndo ter uma estimativa simples para o
erro, o que inclusive poderia ajudar na escolha do passo [I55]. O método de Runge-Kutta de
ordem 4 é o mais conhecido, e a ideia deste é aproveitar as qualidades dos métodos de série de
Taylor e eliminar seu maior defeito que ¢ o célculo das derivadas da funcdo [156].

Mostramos a seguir as férmulas do método de Runge Kutta de ordem 4 para um sistema
de equacoes diferenciais ordinarias com condic¢oes iniciais.

Seja o sistema de equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem e acopladas, na qual

definimos como novas fungées, f(t,z,y) e g(t,z,y)

= ftr),
Z—ZZ = g(t,z,y), (C.1)
sujeita as condigoes iniciais
z(0) =z, y(0)=yo e ¢0)=0. (C.2)
Assim, temos para a funcao f
Jirn=fi+ é(k‘u + 2k2q + 2k3z + kaz), (C.3)
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onde os k's estao definidos

klx

er

k?){l‘
k4x

hf(ti, @i, yi),

h 1 1
hf(ti + 5 i + §l1yayi + 2k11>7
( h
_.|_

1 1
hflti 5 Ti + §l2yayi + 2k‘21>,

hf(ti + h,x; + I3y, yi + k3z).

Do mesmo modo, para a fungéo g, temos

1
giv1 = gi + *(l1y + 2l2y + 2l3y + l4y),

sendo os I’s definimos

k4r

6

hg(tu Ty yz):

h 1 1
hg(tz + 57%’ + illyayi + 2k1x>7
(t —|—h —|—1l —i—lk )

. — oz - . _
% 9’ % 22y7yz 2 2z |

hg(ti + h, x; + I3y, yi + k3z).

hg

(C.4)

(C.5)

(C.6)

O valor do passo é h e t;11 = t; + h. As vantagens deste método é ser auto-iniciantes porque

tem um passo, e é adaptavel no sentido de que o passo h pode ser modulado razoavelmente em

qualquer instante em acordo com estimativas do erro local, mas nao é simples tal estimativa

[157, 158]. Nao exigem o célculo de qualquer derivada das fungoes f ou g, em contraste, calcula

f ou g em varios pontos.
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Apéndice D

Formula de Massa

Da referéncia [129], tem-se calculadas as propriedades no bulk da matéria estranha e as corregdes

deste limite em termos dos pardmetros do bulk. A férmula de massa é
Ey = €A+ 47T0’7°8A2/3 + Ay(Y - Ymm>2 + Az(Z — Zmin)2 (Dl)

junto com a perturbacao da superficie dado por

2

3 ( M )3{00520 sin? f(1 — sin 6)

~ 87 \sind 6 3
1 [m . .3 1+ cosd
%{2 — 6 — sin 260 + sin Hln(sme)]} (D.2)

onde Ay e Ay sdo as curvaturas definidas pelas equacoes

_ Opy _ Ouz

6 «
Ay = = - : D.3
Y= oy 0 Z= 57 o BpAl3 (D.3)
Para fazer a logica da nossa aproximagdo mais transparente, definimos
8/~LY a,uz
oy =A-|, dz=A—7 D.4
YU v | P Taz |y (D.4)
que sdo independentes de A e dependem s6 da escolha de €y e m, através das equagoes
1 4 —Lfcosf
Opy | ms(1+ cos® 0)3 [4(1+cos? 6)]2/3 D5)
oy |, 64 sin 0 cos6t9—|—cos€+cosﬁ[%(1 + cos? 0)]4/3’ ‘
Opz Ms 5173 2 4 2/3 2
o7 |, Asinéﬁ cos” flcos™ (1 + B7°) + (1 + B)7]
(D.6)

x {[2c082 0 + 3/3][cos* O(1 + B%3) + (1 + 8)?]
— [cos® 0+ B3 (1+ B)][(28%% — 1) cos® 6+ (1 + B)]} 7,
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onde 8 = %(1 + cos® ). Logo, a férmula de massa é

E(AY,Z) = eA+ 47TUT8A2/3 + %‘%Y(Y — Yoin)?

% + v (Z - Zmin)27 (D7)

1
+§ 5pA1/3

onde € é definido pela equacao (4.3, (2550 pela equagdo (D.2), e pg definido como

— 1 sin 6
o m () cos? OIS

(D.8)
dy pelas equagoes (D.4) e (D.5) e, finalmente, 6z pelas equagoes (D.4]) e . O minimo
strangelet acontece para valores de Y,,in € Zpin no bulk dados respectivamente por

1—cos®0 7o HZo
1+ cos? 6’ e Ouz/0Z|o + 6a/5pAL/3’

Yiin = Ayp = (D.9)
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