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dos requisitos necessários para obtenção do t́ıtulo

de Doutor em F́ısica.

Orientador: Prof. Dr. Marcelo Silva Sarandy

Co-orientadora: Prof. Dra. Andreia Mendonça Saguia

Niterói - RJ
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Resumo

Correlações na transição de fase de localização

de muitos corpos em cadeias de spins

Jaime Luis Cardoso da Cruz Filho

Orientador: Prof. Dr. Marcelo Silva Sarandy

Co-orientadora: Prof. Dra. Andreia Mendonça Saguia

A transição entre as fases térmica e localizada de muitos corpos, transição térmico-

MBL, tem sido bastante estudada, nos últimos anos, através de várias abordagens e

em vários sistemas. A fase localizada possui a caracteŕıstica de não ser descrita pela

mecânica estat́ıstica de equiĺıbrio, isto é, quando um sistema encontra-se na fase localizada

ele não termaliza. Nesse trabalho usamos alguns conceitos de informação quântica para

analisar a transição térmico-MBL em sistemas de spin-1/2. Propomos o uso de funções

de correlação de um e dois pontos para encontrar o ponto cŕıtico de tal transição na

cadeia de Heisenberg de spin-1/2. Mostramos que tal abordagem fornece resultados muito

satisfatórios. Analisamos a influência das fases na dinâmica de tais correlações, e, por

último, utilizamos a entropia de emaranhamento para analisar a transição térmico-MBL

na cadeia de Ising organizada segundo grafos chimera. Esses últimos resultados são então

formulados em termos de uma proposta experimental para o annealer quântico da D-

Wave.

Palavras-chave: Transições de fase. Termalização. Localização de muitos corpos. Cor-

relações em informação quântica. Cadeias de spin-1/2.
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Abstract

Correlations in many-body localization

phase transition in spin chains

Jaime Luis Cardoso da Cruz Filho

Orientador: Prof. Dr. Marcelo Silva Sarandy

Co-orientadora: Prof. Dra. Andreia Mendonça Saguia

The phase transition between thermal phase and many-body localized phase - MBL

transition, has became too studied in last years, through many approachs and in several

models. Many-body localized phase is not described by statistical mechanics of equili-

brium, i.e., if a system is in localized phase, it does not reach thermal equilibrium. In this

thesis we have used some concepts of quantum information to analyse the many-body

localization transition in 1/2-spin systems. We applied one and two-points correlation

functions to find the critical point of such transition in 1/2-spin Heisenberg model. With

this, we got really good results. We analysed the influence of thermal and many-body loca-

lized phases in dynamics of these correlations. We also studied the many-body localization

transition in Ising model organized in a chimera graph, using entropy of entanglement to

specify the critical point. Results concerned to chimera graphs were formulated in an

experimental proposal to the quantum annealer of D-Wave.

Key-words: Phase transition. Thermalization. Many-body localization. Correlations in

quantum information. 1/2-Spin chains.
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3.3 Gráfico principal: finite-size scaling dos dados mostrados na Fig. 3.2, com a = 0, 5

e hc = 3, 8± 0, 2. No inset temos a lei de decaimento tipo potência de GE na fase

localizada. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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toniano é dado pela Eq. (4.2), considerando um estado inicial produto |ψ(0)〉 =

|01 . . . 01〉, na fase MBL, h = 6, 0, para N = 4, 6 e 8 spins na cadeia. Inset:

Influência da anisotropia ∆ na dinâmica da discórdia quântica geométrica, tais
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Introdução

O termo localização, como o analisaremos aqui, foi introduzido em sistemas de matéria con-

densada por Anderson [1] em 1958. Ele analisou o movimento de part́ıculas quânticas em siste-

mas com desordem, via potencial aleatório em uma rede, e sem interação entre as part́ıculas. Foi

mostrado que, para desordens suficientemente fortes, os auto-estados do hamiltoniano tornavam-

se exponencialmente localizados em torno de uma posição fixa, dáı a origem do termo estado

localizado. Como consequência, em tal situação não existe difusão de part́ıculas e nem de ener-

gia, e assim, o sistema é um isolante.

Após o trabalho de Anderson, uma questão permaneceu aberta, a qual se referia ao papel da

interação entre os constituintes do sistema no fenômeno da localização. Mais especificamente, a

questão era: o fenômeno da localização pode existir em sistemas interagentes? O que ocorre em

um sistema quântico fechado quando existem interações e desordem?

Nas Refs. [2–8], tais questões foram abordadas, e várias contribuições importantes foram

dadas. Em 2006, Basko [9] mostrou que o fenômeno da localização é estável para sistemas

com interações de curto alcance e suficientemente pequenas. Tal localização, uma generalização

da localização de Anderson, ficou conhecida como localização de muitos corpos, Many-Body

Localization - MBL.

A localização de muitos corpos é uma fase da matéria [10], pois, como mostrou Basko, é

robusta à perturbações suficientemente fracas porém genéricas. Tal fase será referida nesse

trabalho como fase MBL. Uma das caracteŕısticas mais importantes da fase MBL é a ausência

de termalização, ou seja, sistemas que estão nessa fase não entram em equiĺıbrio térmico [11].

Assim, podemos identificar duas fases distintas em sistemas nos quais estão presentes tanto

a interação quanto a desordem. Uma delas é a fase térmica, encontrada em regimes de baixa

13



Introdução 14

intensidade de desordem; a outra é a fase MBL, encontrada para altas intensidades de desordem.

Dessa forma, existe um valor de intensidade de desordem em que o sistema sofre a transição

de fase. Essa transição de fase vem sendo bastante explorada nos últimos anos, cobrindo di-

ferentes áreas da f́ısica, tais como: caos quântico [12, 13], matéria condensada [14], informação

quântica [15], mecânica estat́ıstica fora do equiĺıbrio [16], átomos ultrafrios [17] e outras.

Tanto a termalização quanto a localização são resultados da dinâmica de sistemas fecha-

dos [10]. Isso é entendido da seguinte forma: imagine um estado inicial |ψ0〉 que descreve um

sistema quântico fechado, tal estado evolui sob uma dinâmica unitária e, após um tempo t de

relaxação, atinge um estado de equiĺıbrio descrito por |ψ(t)〉 = U(t, t0)|ψ0〉. Dependendo da fase

que o estado inicial pertencia, os valores esperados de observáveis em |ψ(t)〉 concordam com um

estado térmico, ou com um estado localizado.

Um conclusão direta do fato de não haver termalização na fase MBL é que um estado loca-

lizado não é descrito pela mecânica estat́ıstica de equiĺıbrio [11]. Um sistema isolado termaliza

quando ele consegue atuar como um banho térmico para seus subsistemas [18]. Para que isso

ocorra, diferentes partes do sistema devem trocar energia eficientemente. Assim, o transporte

de energia é necessário, o que não existe em um sistema na fase MBL, o que reforça a ideia de

que um estado localizado não é térmico.

Desde meados da última década, a pesquisa em localização de muitos corpos vem em cres-

cente desenvolvimento. Parte significativa dessa pesquisa está fundamentada em simulações

numéricas [12, 19–56], com o uso de conceitos de informação quântica, tais como entropia de

emaranhamento [20, 28, 29, 31, 34, 37, 38, 43, 46, 49, 52], entropia de Rényi [20, 23, 33, 55, 56], cor-

relações totais [41,48], e concorrência [12,44,45]. O que nos mostra que tais conceitos são bastante

utilizados para analisar as caracteŕısticas da fase MBL, bem como a transição térmico-MBL e

seu ponto cŕıtico.

Além dos conceitos ligados à informação quântica, também é muito comum, na análise da

transição de fase térmico-MBL, o uso da distribuição estat́ıstica dos ńıveis de energia adjacentes

do hamiltoniano de muitos corpos [19, 27], e o uso de medidas de localização, como o inverse

participation ratio - IPR [12,23,56], o qual é definido por (IPR)n = |〈a|n〉|4, e mede a localização

de um auto-estado |n〉 do hamiltoniano em uma base especifica {|a〉}.

14
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A verificação experimental da fase MBL é particularmente problemática, pois as carac-

teŕısticas da fase MBL, no geral, são obtidas para sistemas quânticos fechados e isolados, e num

experimento o acoplamento com o meio ambiente é inevitável. Esse cenário começou a mudar

com experimentos com átomos frios.

A Ref. [17] reportou o primeiro experimento que evidenciou caracteŕısticas da fase MBL. Tal

experimento foi realizado em um gás fermiônico ultra-frio em uma rede 1-dimensional com um

potencial quasi-periódico. Eles mediram o imbalance, I(t) =
Ni−Np
Ni+Np

, a qual é a diferença nor-

malizada entre o número de part́ıculas nos śıtios ı́mpares, Ni e pares, Np [57]. Resumidamente,

eles prepararam um estado inicial em que havia uma alternância entre śıtio ocupado e vazio.

Utilizando uma dinâmica pós-quench, ou seja, uma dinâmica após uma mudança brusca no ha-

miltoniano, puderam medir I(t). Foi verificado que, na ausência do potencial quasi-aleatório a

quantidade decáıa rapidamente para zero, porém na fase MBL, o sistema equilibrou num valor

não-nulo do imbalance, mostrando que o sistema, mesmo para tempos longos, mantinha memória

do estado inicial.

Na Ref. [58], estados MBL foram gerados em uma sistema modelado pelo hamiltoniano de

Ising com interações de longo alcance, e desordem aleatória programada, para 10 spins inicial-

mente fora do equiĺıbrio. A transição entre as fases térmica e MBL foi observada para bósons

numa rede óptica 2-dimensional desordenada [59]. Vários outros experimentos também verifica-

ram traços da fase MBL em sistemas diferentes [60–64].

O propósito dessa tese é aplicar o conceito de correlação, proveniente da informação quântica,

para analisar a transição térmico-MBL em alguns modelos 1-dimensionais de spins-1/2 . Utili-

zamos funções de correlações de um e dois pontos para determinar o ponto cŕıtico da transição

de fase mencionada. Esses resultados foram publicados na Ref. [51]. Para tal usamos diago-

nalização exata do hamiltoniano [65] de um sistema com N śıtios, e calculamos, para vários

auto-estados do sistema, as funções de correlação. Ressalta-se que as funções de correlação que

introduzimos nessa tese são muito mais simples de se calcular do que as correlações utilizadas

anteriormente na literatura. Analisamos também a influência das fases térmica e localizada na

dinâmica dessas funções de correlação. Com esses resultados, propomos uma nova realização

experimental da fase MBL em annealers quânticos, os quais são aparatos que realizam processos

15
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de optimização através do tunelamento quântico.

A presente tese está organizada da seguinte forma. No Caṕıtulo 1 discutiremos mais de-

talhadamente o conceito de termalização de sistemas quânticos fechados, nos voltando mais

especificamente para a hipótese da termalização dos auto-estados, Eigenstate Thermalization

Hypothesis - ETH, mostrando as caracteŕısticas de estados térmicos e fazendo um contraponto

com os estados localizados. No Caṕıtulo 2, exporemos todo o arcabouço de informação quântica

que utilizamos para estudar a localização de muitos corpos. No Caṕıtulo 3, detalharemos a

aplicação das correlações para analisar a transição térmico-MBL para o modelo de Heisenberg

1-dimensional sob um campo externo aleatório. O Caṕıtulo 4 tratará da dinâmica das cor-

relações nas fases térmica e localizada ainda no modelo citado anteriormente. No Caṕıtulo 5

iremos analisar a transição térmico-MBL no modelo de Ising de spins-1/2 organizado num grafo

chimera, com o intuito de fornecer as bases teóricas para realização de um experimento no

annealer quântico da D-Wave. Para encerrar, as conclusões e as perspectivas para próximos

trabalhos.

16



Caṕıtulo 1

Termalização em sistemas quânticos

fechados

Através da experiência diária, sabemos que um copo de água gelada, entra em equiĺıbrio

térmico, caso nada seja feito para impedir isso, com o ambiente. A descrição padrão para esse

processo assume um banho térmico, muito maior do que o sistema, no caso, o copo de água.

Então, o sistema e o banho térmico trocam energia para atingirem o equiĺıbrio térmico.

Certamente a explicação acima não se aplica a um sistema isolado. Quando um sistema

isolado entra em equiĺıbrio térmico, significa que cada subsistema pertencente ao próprio sistema

entra em equiĺıbrio térmico com o restante do sistema, ou seja, o resto do sistema serve de banho

térmico para cada subsistema [11]. Temos um problema quando tentamos entender como isso

ocorre em sistemas quânticos fechados.

Tal problema foi percebido por von Neumann [66] já no ińıcio da própria mecânica quântica.

Diferentemente da termalização em sistemas clássicos, a hipótese ergódica não pode ser aplicada

a sistemas quânticos, pois a dinâmica caótica, elemento necessário para ocorrência da ergodi-

cidade, não está presente na dinâmica da sistemas quânticos fechados, dada pela equação de

Schrödinger [67]. Nesse caṕıtulo iremos formalizar esse problema, e detalhar uma proposta de

solução do mesmo, denominada hipótese da termalização dos auto-estados, Eigenstate Therma-

lization Hypothesis - ETH [68–70].

17



1.1 Idéias gerais e a formalização do problema 18

1.1 Idéias gerais e a formalização do problema

Agora iremos definir o conceito de termalização. Adotaremos aqui a abordagem proposta

por von Neumann [66], a qual é amplamente utilizada na literatura. Tal abordagem baseia o

conceito de termalização a um observável espećıfico do sistema, e não ao estado do sistema em si.

Isso é justificado da seguinte forma, vamos supor que inicialmente o sistema quântico é descrito

por um estado puro ρpuro. O estado térmico é um estado misto, ρter. A dinâmica de um sistema

quântico fechado é unitária U(t), assim, não temos como explicar a termalização pois, sob essa

dinâmica, ρpuro(t) = U(t)ρpuroU
†(t) 6= ρter, mesmo no limite de tempos longos. Uma sáıda para

esse problema é a abordagem dada por von Neumann.

Definição 1 Termalização de um observável: afirmaremos que um observável A terma-

liza, se as seguintes condições são satisfeitas: (i) o valor esperado do observável 〈A〉, após um

dado tempo de relaxação, iguala-se ao seu valor esperado previsto pelos ensemble microcanônico

〈A〉mc, e (ii) as flutuações em relação a esse valor esperado são pequenas na grande maioria dos

instantes após o tempo de relaxação.

Agora vamos verificar, de maneira geral, quando um observável termaliza, ou seja, que

condições devem ser satisfeitas para que a termalização, como dada acima, ocorra. Seja |ψ(t)〉 =∑N
n=1 cn exp(−iEnt)|n〉 (assumiremos ~ = 1 em toda essa tese) um estado puro num instante t

que pertence ao espaço de Hilbert H de um dado sistema quântico fechado, cujo hamiltoniano

é H, e H|n〉 = En|n〉. Assim, o valor esperado do observável A no estado |ψ(t)〉 é dado por

〈A〉t =

N∑
n,m=1

c∗mcne
i(Em−En)tAmn , (1.1)

em que Amn = 〈m|A|n〉.

Inicialmente temos que verificar se tal valor esperado coincide com o valor esperado de A no

ensemble microcanônico 〈A〉mc. Para isso, vamos calcular a média para tempos longos do valor

esperado dado por (1.1). Para uma função f(t) qualquer, a média de tempos longos é definida

por

f(t) = lim
τ→∞

1

τ

∫ τ

0
dtf(t) . (1.2)
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1.2 Hipótese da termalização dos auto-estados - ETH 19

Assim, utilizando essa definição para o nosso caso, ficamos com

A ≡ lim
τ→∞

1

τ

∫ τ

0
dt〈A〉t

= lim
τ→∞

1

τ

∫ τ

0
dt
∑
n,m

c∗mcne
i(Em−En)tAmn

=
∑
n

|cn|2Ann +
∑
m6=n

c∗mcnAmn lim
τ→∞

1

τ

ei(Em−En)τ − 1

i(Em − En)
,

desconsiderando degenerescências, o último termo é nulo, e ficamos apenas com

A ≡ 〈A〉dia =
∑
n

|cn|2Ann . (1.3)

O resultado acima é conhecido como a média do observável A no ensemble diagonal.

Claramente o resultado acima não coincide com o resultado previsto pela mecânica estat́ıstica

usual, ou seja, 〈A〉dia 6= 〈A〉mc. Nota-se que o valor esperado de A como dado em (1.3) depende

das condições iniciais do estado |ψ(t = 0)〉 =
∑

n cn|n〉. Tal fato vai de encontro à ideia de

equiĺıbrio térmico, pois em tal situação, o valor esperado de A será o mesmo, independentemente

do estado inicial do sistema.

Outro problema relacionado a essa abordagem está na demonstração de (1.3), pois, em

sistemas de muitos corpos, os auto-valores são exponencialmente próximos uns dos outros, e

assim, o tempo necessário para que o termo em que n 6= m seja nulo pode ser muito maior do

que a idade do universo [67]. Fato que não ocorre experimentalmente, uma vez que se observa

a termalização de tais sistemas.

1.2 Hipótese da termalização dos auto-estados - ETH

Deutsch [68] e Srednicki [69] propuseram uma solução para tais problemas, tal solução é

conhecida como Eigenstate Thermalization Hypothesis - ETH. A seguir temos as hipóteses do

ETH para que um observável termalize no sentido definido anteriormente.

Teorema 1 Hipótese da termalização dos auto-estados: ao escrevermos um observável

A na base de auto-estados da energia do sistema {|n〉}, se as seguintes condições são satisfeitas:

19



1.2 Hipótese da termalização dos auto-estados - ETH 20

(i) os elementos da diagonal Ann são dados por Ann = A(En), em que A(En) é uma função suave

dos auto-valores En, e (ii) os elementos fora da diagonal Anm são exponencialmente pequenos

em N , então o observável A termalizará após um certo tempo finito de relaxação.

Assim, o ETH nos afirma que o valor esperado de um observável em um auto-estado da

energia é igual ao valor térmico desse observável. Ressalta-se que tais hipóteses se aplicam

no limite termodinâmico. A seguir vamos explicitar porque o ETH explica a termalização de

sistemas quânticos.

Utilizando a primeira condição em (1.3), ficamos com

A = 〈A〉dia =
∑
n

|cn|2Ann =
∑
n

|cn|2α = α
∑
n

|cn|2 = α , (1.4)

em que usamos o fato dos estados serem normalizados. Agora vamos calcular o valor esperado

desse mesmo observável no ensemble microcanônico

〈A〉mc = tr (ρmcA) =
1

D

∑
n

〈n|A|n〉 =
1

D

D∑
n=1

Ann = α , (1.5)

em que D é a dimensão do espaço de Hilbert. Assim, utilizando a primeira hipótese, conseguimos

mostrar que 〈A〉dia = 〈A〉mc, obedecendo ao primeiro critério da definição de termalização.

Porém, apenas isso não basta, temos que mostrar que as flutuações em torno desse valor

esperado são pequenas para a maioria dos instantes. Assim, calcularemos a média de tempos

longos das flutuações de A

(δA)2 = lim
τ→∞

1

τ

∫ τ

0
dt
(
〈A〉t −A

)2
= lim

τ→∞

1

τ

∫ τ

0
dt [〈A〉t]2 −A

2
,

usando (1.1) podemos escrever

(δA)2 = lim
τ→∞

1

τ

∫ τ

0
dt
(∑

n,m
cnc
∗
me
−i(En−Em)tAmn

)(∑
p,q
cpc
∗
qe
−i(Ep−Eq)tAqp

)
−A2

= lim
τ→∞

1

τ

∫ τ

0
dt
∑

n,m,p,q
cnc
∗
mcpc

∗
qe
−i(En−Em+Ep−Eq)tAmnAqp −A

2
,

abrindo esses somatórios nos seguintes termos: (i) n = m = p = q, (ii) n = m e p = q (n 6= p),

(iii) m = q e n = p (n 6= m), e (iv) n 6= m 6= p 6= q, obtemos

(δA)2 =
∑

n
|cn|4A2

nn +
∑

n,p 6=n
|cn|2|cp|2AnnApp +

∑
n,p 6=n

|cn|2|cp|2AnpApn −A
2

+
∑

n 6=m 6=p 6=q
cnc
∗
mcpc

∗
qAmnAqp lim

τ→∞

1

τ

∫ τ

0
dt e−i(En−Em+Ep−Eq)t ,
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como, mais uma vez desconsiderando as degenerescências, o último termo vai a zero no processo

de limite, ficamos com

(δA)2 =
∑

n
|cn|4A2

nn +
∑

n,p 6=n
|cn|2|cp|2AnnApp +

∑
n,p 6=n

|cm|2|cp|2|Anp|2

−
(∑

n
|cn|2Ann

)2
,

e podemos ver que os dois primeiros termos cancelam o último, assim

(δA)2 =
∑

n,p 6=n
|cn|2|cp|2|Anp|2 ≤ max |Anp|2

∑
n,p
|cn|2|cp|2 = max |Anp|2 . (1.6)

Assumindo que a segunda hipótese do ETH é verdadeira, perceberemos que as flutuações em

torno do valor esperado são muito pequenas (decaem exponencialmente com o tamanho N do

sistema), e assim, para quase todos os instantes, o valor esperado de A será muito próximo do

valor esperado dado pelo ensemble microcanônico.

O ETH conduz a um fato muito interessante, a saber, a grande diferença que existe entre a

termalização de sistemas clássicos e de sistemas quânticos [70]. Em sistemas clássicos a dinâmica

caótica possibilita a ocorrência da ergodicidade, ou seja, a aplicação da hipótese ergódica. Assim,

nessa situação, a dinâmica possui um papel crucial na termalização. Para sistemas quânticos,

segundo o ETH, a termalização é um processo bastante diferente. Nesse caso, cada auto-estado

do hamiltoniano é capaz de produzir valores esperados concordantes com o estado térmico,

sendo que inicialmente a coerência entre os auto-estados diferentes esconde tal estado. O que a

dinâmica faz é, através do dephasing, atenuação da contribuição dos elementos de matriz fora

da diagonal, apenas revelar tal estado. Ou seja, nesse cenário, a dinâmica possui um papel

secundário para a termalização.

Apesar de não haver, até o presente momento, nenhum argumento mais geral para justificar

o ETH, existem vários trabalhos numéricos que comprovam sua aplicabilidade em sistemas não-

integráveis [71–81].

1.3 ETH e integrabilidade

Vamos agora mostrar a aplicação do ETH em uma cadeia de spins-1/2. Vamos analisar o

modelo de Heisenberg anisotrópico, com interação de segundos vizinhos e com N spins, cujo
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hamiltoniano é dado por

H = J

N∑
j=1

(
σxj σ

x
j+1 + σyj σ

y
j+1 + ∆σzjσ

z
j+1 + ξσzjσ

z
j+2

)
, (1.7)

em que σx,y,zj são os operadores de Pauli no śıtio j e ∆ é a anisotropia. Esse modelo é integrável

apenas para o caso em que ξ = 0. Em tal limite, o hamiltoniano pode ser diagonalizado através

do ansatz de Bethe [82,83].

-2 -1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2

E
i
 / N

-0,2

-0,1

0

0,1

0,2

0,3

0,4

<σ
x

1
>

i
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Figura 1.1: Valor esperado da magnetização na direção x de um spin da cadeia, 〈σx1 〉i,

nos auto-estados do hamiltoniano |Ei〉, quando o sistema é integrável ξ = 0, 0, e quando

o sistema é não-integrável ξ = 0, 5. Resultados encontrados para N = 12 spins do modelo

dado pela Eq. (1.7), com J = 1, 0 e ∆ = 0, 5.

Para testar o ETH temos que calcular o valor esperado de um observável em relação aos

auto-estados do hamiltoniano, no presente caso, escolhemos o operador magnetização na direção

x de um único spin, 〈σx1 〉i. A Fig. 1.1 nos mostra os resultados para o spin no śıtio 1, porém,

como usamos condições de contorno periódicas, tal resultado independe do śıtio escolhido.
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Podemos perceber claramente através da Fig 1.1 que os valores esperados calculados nos

auto-estados do sistema integrável estão dispersos em torno de 0, enquanto que no caso não-

integrável em que ξ = 0, 5, os valores estão concentrados em torno de 0. Temos que o valor

térmico para esse operador é

〈σx1 〉 = tr(ρmcσ
x
1 ) = tr

[
I
d

(σx1 ⊗ · · · ⊗ IN )

]
= 0 .

com isso, conclúımos que o ETH é válido apenas no caso não-integrável, onde se espera que

o sistema, de fato, termalize [70, 80], pois no caso integrável, a termalização não pode ocorrer

devido a igualdade entre o número de integrais de movimento e o número de graus de liberdade

do sistema.
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Caṕıtulo 2

Correlações em sistemas de muitos

corpos

No ińıcio dos anos 2000, a informação quântica mostrou que poderia ajudar no desenvol-

vimento de outras áreas da f́ısica, como a matéria condensada [84, 85]. Métodos e conceitos

daquela área mostraram-se úteis na análise de estados de sistemas de muitos corpos. As cor-

relações provenientes da informação quântica ganharam notável aplicação em tais sistemas. De

maneira geral, diz-se que um estado quântico possui algum tipo de correlação se conseguimos

obter informação sobre o estado de uma parte do sistema através da observação de outra parte

do mesmo sistema.

Dentre os tipos de correlação, o conceito de entropia de emaranhamento ganhou bastante

destaque em modelos quânticos cŕıticos [86–88]. Outras medidas de correlação provenientes da

informação quântica, tais como concorrência [86,89] e discórdia quântica [90,91], também foram

utilizadas com sucesso na detecção das transições de fase quânticas.

Algumas das correlações mencionadas acima, como mencionado na Introdução, também

foram utilizadas com sucesso na descrição da transição térmico-MBL. Nossa abordagem, para

determinar o ponto cŕıtico em tal transição, baseia-se no conceito de emaranhamento global GE

e nas correlações geométricas, a saber, discórdia quântica geométrica QG, correlação clássica

geométrica CG e correlação total geométrica TG.
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2.1 Entropia de emaranhamento 25

Nesse caṕıtulo, iniciaremos abordando a entropia de emaranhamento, a qual será útil nos

próximos caṕıtulos. Depois definiremos as medidas de correlações mencionadas acima, bem

como discutiremos suas interpretações f́ısicas.

2.1 Entropia de emaranhamento

O emaranhamento é uma correlação presente apenas em sistemas quânticos [92], e é identi-

ficado como o recurso responsável pela vantagem de diversos protocolos para tarefas quânticas

em comparação com seus análogos clássicos [93]. Além de aplicações diretas em informação

quântica, o emaranhamento também é utilizado para o entendimento de propriedades de siste-

mas de matéria condensada [85,86,94].

Um estado puro de um sistema bipartido H = H1 ⊗ H2 é emaranhado se ele não pode

ser escrito como um produto tensorial de estados que pertencem aos subsistemas individuais

|ψ〉 6= |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉. Isso implica que mesmo que o estado |ψ〉 seja conhecido (estado puro), os

estados dos subsistemas são desconhecidos.

Bennett [95] mostrou que para um estado puro de um sistema bipartido, o emaranhamento

é consistentemente medido pela entropia de von Neumann. Assim temos que a quantidade de

emaranhamento presente no estado puro |ψ〉 ∈ H = H1 ⊗ H2 é dada pela entropia de von

Neumann dos subsistemas

S(ρ1) = S(ρ2) = −tr [ρ1logρ1] = −
∑
j

λj log2 λj , (2.1)

em que ρ1(2) = tr2(1)ρ é o operador densidade reduzido, e ρ1|λj〉 = λj |λj〉.

Através da Eq. (2.1), vemos que o emaranhamento é a falta de informação relacionada aos

estados reduzidos dos subsistemas, quanto mais emaranhado for o estado global |ψ〉, menos

informação sobre os estados dos subsistemas.

Para estados mistos a definição de separabilidade é diferente. Um estado ρ ∈ H1⊗H2 é dito

separável, ou não-emaranhado, se existem operadores densidade reduzidos ρj1 ∈ H1 e ρj2 ∈ H2, e

pj > 0, com
∑

j pj = 1, tal que

ρ =
∑
j

pjρ
j
1 ⊗ ρ

j
2 . (2.2)
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Assim, a definição acima nos fornece o estado separável mais geral posśıvel. Tais estados são

gerados por operações locais e comunicação clássica. Então qualquer estado misto que não puder

ser escrito na forma (2.2) será um estado emaranhado.

Como veremos nos próximos caṕıtulos, a entropia de emaranhamento possui comportamento

bastante diferente nas fases térmica e MBL, o que a torna uma medida muito aplicada no estudo

da transição térmico-MBL para vários tipos de sistema.

2.2 Emaranhamento global

Aqui usaremos outra medida de emaranhamento, introduzida por Meyer e Wallach [96],

denominada emaranhamento global, a qual é uma correlação para estados puros de N q-bits

definida por

GE(|ψ〉) =
4

N

N∑
k=1

D(|ũk〉, |ṽk〉) , (2.3)

em que |ũk〉 e |ṽk〉 são vetores complexos, não-normalizados, de dimensão 2N − 2, obtidos por

projeções locais do estado |ψ〉 no k-ésimo bit

|ψ〉 = |0〉k ⊗ |ũk〉+ |1〉k ⊗ |ṽk〉 . (2.4)

A função D(|ũk〉, |ṽk〉) mede a “distância” entre os vetores |ũk〉 e |ṽk〉, e pode ser obtida através

da generalização do produto vetorial

D(|ũk〉, |ṽk〉) =
∑
i<j

|ũki ṽkj − ṽkj ũki |2 . (2.5)

Como feito em Ref. [97], também podemos escrever |ψ〉 numa decomposição de Schmidt em uma

bipartição do q-bit k e o resto dos q-bits

|ψ〉 = |0〉k ⊗ |x̃k〉+ |1〉k ⊗ |ỹk〉 , (2.6)

em que 〈x̃k|ỹk〉 = 0, e {|0〉k, |1〉k} são relacionados com {|0〉k, |1〉k} através de um operador

unitário local Uk. Pela invariância do produto vetorial generalizado sob unitárias locais, temos

que D(|ũk〉, |ṽk〉) = D(|x̃k〉, |ỹk〉). Brennen [97] mostrou que a Eq. (2.5) pode ser escrita por.

D(|ũk〉, |ṽk〉) = D(|x̃k〉, |ỹk〉) = 〈x̃k|x̃k〉〈ỹk|ỹk〉 .
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O operador densidade do q-bit k é dado por ρk = trR (|ψ〉〈ψ|), em que o traço é tomado sobre

o resto da cadeia. Usando a Eq. (2.6) podemos escrever que

ρk = |0〉kk〈0|〈x̃k|x̃k〉+ |1〉kk〈1|〈ỹk|ỹk〉 .

Com isso, temos que trρ2k = 〈x̃k|x̃k〉2 + 〈ỹk|ỹk〉2. Porém, usando Eq. (2.6) em 〈ψ|ψ〉 = 1, ficamos

com

〈x̃k|x̃k〉+ 〈ỹk|ỹk〉 = 1 ,

e assim podemos escrever

〈x̃k|x̃k〉〈ỹk|ỹk〉 =
1

2

(
1− 〈x̃k|x̃k〉2 + 〈ỹk|ỹk〉2

)
=

1

2

(
1− trρ2k

)
,

assim D(|ũk〉, |ṽk〉) = 1
2

(
1− trρ2k

)
. Substituindo esse resultado na Eq. (2.3) obtemos que

GE(|ψ〉) = 2

(
1− 1

N

N∑
k=1

tr[ρ2k]

)
, (2.7)

Então, podemos ver que o emaranhamento global é uma média da medida de emaranhamento de

pares entre um śıtio e o resto do sistema. O emaranhamento global está linearmente relacionado

com a pureza média de cada q-bit, e as seguintes propriedades são satisfeitas: (i) 0 ≤ GE(|ψ〉) ≤

1. GE(|ψ〉) = 0 ⇔ |ψ〉 é um estado produto e GE(|ψ〉) = 1 para, como por exemplo, estados

com emaranhamento multipartite GHZ [96], (ii) GE(|ψ〉) é invariante sob unitárias locais Uj .

Como esperado, o emaranhamento global não consegue distinguir entre todas as classes

distintas de emaranhamento [97]. Assim, os seguintes estados

|φ〉 =
1√
2

(|00〉1,2 + |11〉1,2)⊗
1√
2

(|00〉3,4 + |11〉3,4) e

|ψ〉 =
1√
2

(|0000〉1,2,3,4 + |1111〉1,2,3,4) ,

possuem GE = 1. Porém, tais estados com mesmo valor de GE podem ser distinguidos através

dos números de Schmidt [93] relativos a várias bipartições.

Se o sistema apresenta invariância translacional, o emaranhamento global toma uma forma

ainda mais simples, a saber

GE(|ψ〉) = 2
(
1− tr[ρ21]

)
. (2.8)
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No próximo caṕıtulo usaremos essa medida de emaranhamento no estudo da transição térmico-

MBL, aplicando-a na determinação do ponto cŕıtico de tal transição.

2.3 Correlações geométricas para sistemas bipartidos

Em relação à correlações quânticas, algumas questões são naturais, tais como: o emara-

nhamento é o único tipo de correlação quântica? Estados separáveis são estados classicamente

correlacionados? Para responder tais questionamentos, Ollivier e Zurek [99] propuseram o con-

ceito da classicalidade, o qual será definido mais abaixo. Nessa seção, introduziremos as versões

geométricas das correlações propostas por Ollivier e Zurek1. Usaremos tais correlações para

analisar a transição térmico-MBL em cadeias de spin-1/2.

Seja um espaço de Hilbert bipartido H = H1⊗H2, no qual os estados quânticos são descritos

por operadores densidade ρ ∈ B(H), em que B(H) é um conjunto fechado e positivo semi-definido

de operadores, com traço unitário, que atuam em H.

Para esse espaço de Hilbert definido acima, vamos denotar um conjunto de medidas de von

Neumman locais por {Πj
1⊗I2}, em que Πj

1 é o conjunto de projetores ortogonais sobre o primeiro

subsistema da bipartição. Após uma medida não-seletiva M , o operador densidade ρ torna-se

M(ρ) =
∑
j

[
Πj

1 ⊗ I2
]
ρ
[
Πj

1 ⊗ I2
]
, (2.9)

assim, nossa definição de classicalidade é dada por:

Definição 2 Classicalidade:Se existe uma medida M tal que M(ρ) = ρ, então ρ é um estado

clássico-quântico, ou seja, clássico com respeito à H1.

Note que classicalidade é um conceito definido com relação a um subsistema espećıfico.

Em [98] são dadas extensões dessa definição para medidas sobre todos os subsistemas e para

estados multipartite.

Nesse ponto é importante deixarmos claro o que é uma medida não-seletiva. Na prática, tal

medida ocorre quando o processo de medida é realizado sobre o sistema, porém, o resultado não

1Originalmente tais correlações são definidas em termos de quantidades baseadas na entropia de von

Neumann, assim as versões originais são ditas entrópicas.
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é observado. Assim, o estado ρ, inicialmente quântico, transforma-se no estado medido M(ρ),

um estado clássico, representado por uma mistura estat́ıstica.

A definição acima possui uma consequência interessante. Originalmente, a separabilidade

de um estado foi tratada como um sinônimo de classicalidade. Porém, segundo a Def. 2, a

separabilidade de um estado não está relacionada com sua classicalidade, visto que estados mistos

separáveis podem apresentar correlações quânticas, e estados não-clássicos não necessariamente

são emaranhados.

Como já mencionado, as correlações de pares que usaremos nesse trabalho são: discórdia

quântica, correlação clássica e correlação total. Não usaremos aqui as definições originais de

tais correlações, propostas em [99], mas sim versões geométricas das mesmas, tal abordagem

foi introduzida em [100–102]. Em tal abordagem, as correlações mencionadas, para um sistema

bipartite em um estado ρ são respectivamente dadas por

QG(ρ) = K [ρ,M(ρ)] (2.10)

CG(ρ) = K
[
M(ρ),M(πρ)

]
(2.11)

TG(ρ) = K [ρ, πρ] , (2.12)

em que K[ρ, τ ] denota uma função positiva e real que é nula para ρ = τ , M(ρ) é um estado

clássico obtido a partir da medida não-seletiva que minimiza QG, M(ρ) é um estado clássico

obtido através da medida não-seletiva que maximiza CG, e πρ = ρ1 ⊗ ρ2 é o estado totalmente

descorrelacionado. Nota-se que as medidas M e M representam conjuntos independentes de

medidas, isso é feito para evitar ambiguidades nas definições [102].

Vamos considerar correlações em que K é definida em termos da norma do traço (Schatten

1-norm), dada, para um operador A, por ‖A‖1 = tr|A| = tr
√
A†A, e de medidas projetivas

atuando sobre H1.

Assim, a discórdia quântica geométrica, a qual mede a quantidade de correlação quântica

entre partes de um estado, é definida por

QG(ρ) = min
{M}

tr|ρ−M(ρ)| . (2.13)

A minimização é tomada sobre todas as medidas locais M como definida na Eq. (2.9). Assim,

QG(ρ) é a distância entre ρ e o estado clássico-quântico mais próximo obtido pela medida M .
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A quantidade de correlação clássica entre as duas partes do sistema descrito por ρ é obtida

através de

CG(ρ) = max
{M}

tr|M(ρ)−M(πρ)| , (2.14)

em que a maximização é feito sob todas as medidas locais M que atuam sobre H1. A correlação

clássica CG(ρ) nos fornece a máxima informação sobre o estado que pode ser extráıda localmente

através de medidas em ρ. Tal medida é nula se, e somente se, ρ = πρ = ρ1 ⊗ ρ2, ou seja, se ρ é

um estado completamente descorrelacionado.

Por fim, a correlação total é dada pela distância entre ρ e πρ,

TG(ρ) = tr|ρ− πρ| . (2.15)

Tal correlação consegue detectar qualquer tipo de correlação presente em ρ, uma vez que mede

a distância entre ρ e o estado totalmente descorrelacionado πρ.

Para tornar mais claro os significados de tais definições, vamos analisar três casos simples.

Considere um sistema quântico formado por 2 spins, cujo operador densidade é escrito na base

de auto-estados do operador σzi , denotada por {|00〉, |01〉, |10〉, |11〉}. Tal base é denominada

base computacional.

No primeiro caso, vamos supor que o estado do sistema de 2 spins é dado por ρ = |00〉〈00|.

Nesse caso, para qualquer medida realizada no primeiro spin, o segundo estará no estado |0〉,

então não existe nenhum tipo de correlação entre os spins, no sentido de que não ganhamos

informação sobre um spin ao realizarmos uma medida sobre o segundo spin. O estado composto

é simplesmente o produto tensorial de suas partes.

Agora vamos considerar que o operador densidade é dado por ρ = 1/2 (|00〉〈00|+ |11〉〈11|).

Se fizermos uma medida seletiva no primeiro, ajustando o aparato de medida na base computa-

cional, poderemos prever o valor do segundo spin com total certeza. Assim, nesse caso, temos

um estado completamente correlacionado classicamente.

Por último, o caso em que ρ = 1/2 (|00〉〈00|+ | − 1〉〈−1|), em que |−〉 = 1/
√

2 (|0〉 − |1〉).

Nesse caso não há uma medida local sobre o primeiro spin que revele o valor do segundo spin

com 100% de certeza na média. Se, após a medida , o primeiro spin está no estado |0〉, o segundo

será uma mistura estat́ıstica de |0〉 e |1〉. De uma outra forma, não existe medida não-seletiva
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na forma (2.9) que não provoca uma perturbação no estado. Assim, além de correlação clássica,

esse estado também possui discórdia quântica.

2.3.1 Para estados de 2 spins vizinhos em uma cadeia

Vamos agora nos restringir ao caso em que ρ é o operador densidade de 2 spins vizinhos que

pertencem a uma cadeia quântica 1-dimensional de N spins. Assim, ρ é um operador densidade

reduzido, obtido tomando-se o traço parcial de todos os spins da cadeia com exceção dos 2 spins

que queremos analisar. O sistema que iremos analisar possui um hamiltoniano que obedece à

[H,P] = 0, em que P = ⊗Nj=1S
z
j é o operador paridade, e para tais casos, o operador densidade

reduzido escrito na base computacional possui a seguinte forma

ρ =


ρ11 0 0 ρ∗41

0 ρ22 ρ∗32 0

0 ρ32 ρ33 0

ρ41 0 0 ρ44

 , (2.16)

em que os seguintes v́ınculos são obedecidos:
∑4

i=1 ρii = 1 (condição de normalização), ρ11ρ44 ≥

|ρ41|2, e ρ22ρ33 ≥ |ρ32|2 (positivo semi-definido).

Os elementos não-nulos ρij aparecem somente na diagonal e na anti-diagonal da matriz redu-

zida, por isso tal estado é chamado “estado-X”. Decompondo tal estado na base dos operadores

de Pauli, ficamos com

ρ =
1

4

I⊗ I +
3∑
j=1

cjσj ⊗ σj + c4I⊗ σ3 + c5σ3 ⊗ I

 , (2.17)

e os parâmetros auxiliares são dados em termos dos elementos do operador densidade redu-

zido (2.16)

c1 = 2(ρ32 + ρ41),

c2 = 2(ρ32 − ρ41),

c3 = 1− 2(ρ22 + ρ33),

c4 = 2(ρ11 + ρ33)− 1,
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c5 = 2(ρ11 + ρ22)− 1.

Para esse tipo de estado de 2 spins, existem expressões anaĺıticas fechadas para se calcular

as correlações geométricas [103,104]. A discórdia quântica geométrica é dada por [103]

QG(ρ) =

√
ac− bd

a− b+ c− d
, (2.18)

em que a = max(c23, d+ c25), b = min(c, c23), c = max(c21, c
2
2) e d = min(c21, c

2
2).

As correlações clássica e total são respectivamente escritas por [104]

CG(ρ) = cmax, (2.19)

TG(ρ) =
1

2
[cmax + max(cmax, cint + cmin)] , (2.20)

em que

cmax = max (|c1|, |c2|, |c3 − c4c5|) ,

cmin = min (|c1|, |c2|, |c3 − c4c5|) ,

cint = int (|c1|, |c2|, |c3 − c4c5|) ,

em que esse último corresponde ao valor intermediário dos parâmetros.

Nos próximos caṕıtulos usaremos tais expressões para analisar a transição térmico-MBL para

sistemas de spin, e mostraremos que tais correlações são senśıveis às diferentes fases.
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Caṕıtulo 3

Transição de localização na cadeia de

Heisenberg

Nesse caṕıtulo, e nos próximos, vamos aplicar as correlações definidas no Cap. 2 para deter-

minar o ponto cŕıtico da transição térmico-MBL em modelos espećıficos. Agora trataremos do

modelo de Heisenberg 1-dimensional imerso num campo aleatório. Veremos que as quantidades

discutidas no Cap. 2 são bastante diferentes na fase térmica e na fase localizada, o que possibilita

determinar o ponto em que ocorre a transição.

O modelo que iremos tratar agora é tido como o modelo padrão para se discutir a transição

térmico-MBL em modelos de spins [20, 22, 24, 29, 37, 41], assim, existem vários trabalhos na

literatura que exploram várias caracteŕısticas da transição térmico-MBL nesse modelo. Porém,

nesse caṕıtulo vamos propor duas formas inéditas de se determinar o ponto cŕıtico da transição,

os quais não acessam grandes porções do sistema. Como veremos, tais abordagens mostrar-se-ão

bastante promissoras [51].

Iniciaremos o caṕıtulo definindo a transição de fase térmico-MBL a partir de sua conexão

com o ETH, depois detalharemos como a entropia de emaranhamento se comporta nas fases

térmica e MBL. Após isso, mostremos os resultados que obtivemos com a nossa abordagem, e

por fim, discutiremos os mesmos.
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3.1 Tópicos importantes e definição

Nessa seção vamos discutir alguns pontos importantes sobre a fase MBL. Mesmo que tais

tópicos não sejam o foco de tal trabalho, a explanação dos mesmos é importante para completeza

dessa tese. Iniciaremos abordando a localização de muitos corpos como uma generalização da

localização de Anderson. Em seguida vamos definir a fase MBL como a analisaremos aqui.

Depois veremos como o conceito de caos está relacionado com as fases térmica e localizada.

3.1.1 Generalização da localização de Anderson

A partir do trabalho de Anderson [1], o fenômeno da localização em sistemas de matéria con-

densada ganhou importância, e um significado bastante espećıfico. Anderson, analisou sistemas

de elétrons não-interagentes submetidos a potenciais estáticos, porém aleatórios em cada śıtio.

Esse é um análogo quântico de um random walk em um meio aleatório. Anderson analisou um

hamiltoniano da seguinte forma

H = −g
∑
<i,j>

(
c†icj + cic

†
j

)
+
∑
i

uic
†
ici , (3.1)

em que g é a constante de hopping, < i, j > é o par de śıtios vizinhos, c†i e ci são, respectivamente,

operadores fermiônicos de criação e aniquilação no śıtio i, e ui é o potencial aleatório no śıtio i, o

qual é um número aleatório e independente sorteado de uma distribuição uniforme no intervalo

[−W/2,W/2], com W denotando a intensidade da desordem.

Ele mostrou que sistemas representados pela Eq. (3.1) podem apresentar condutividade nula

para intensidades de desordem suficientemente altas, isso é, o sistema torna-se um isolante.

Mais precisamente, dependendo da energia e da intensidade da desordem W , todos os estados

quânticos são estendidos, ou exponencialmente localizados |ψ(r)|2 ∝ exp (−|r− r0|/ξ), em que ξ

é o comprimento de localização [105]. Como foi previsto pela scaling theory of localization [106],

todos os estados são localizados em sistemas 1- e 2-dimensionais para qualquer intensidade de

desordem.

Tal localização deve-se à interferência quântica induzida pelos espalhamentos elásticos pro-

vocados pelas aleatoriedades, e assim, a desordem pode localizar uma part́ıcula quântica, apesar

34
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do tunelamento quântico, e mesmo em situações em que a part́ıcula não é localizada classica-

mente [107].

Devido à essa natureza, sistemas descritos pela Eq. (3.1) possuem uma transição metal-

isolante, em que as funções de onda estendidas descrevem situações em que existe uma con-

dutividade não-nula, enquanto que os auto-estados localizados descrevem situações em que a

condutividade é nula. A fase localizada para tais sistemas é chamada fase de Anderson, bem

como a transição de fase associada é chamada de transição de Anderson.

Experimentos verificaram a existência da localização de Anderson em ondas de luz [108–

112], em microondas [113, 114] , no condensado de Bose-Einstein [115, 116], e em ondas de

matéria [117].

A fase localizada em sistemas de muitos corpos interagentes, a qual denominaremos fase

MBL, pode ser considerada uma generalização da fase de Anderson. Mesmo sendo abordada já

no artigo em que o Anderson discutiu a localização em sistemas não-interagentes, a fase MBL

foi deixada de lado por algumas décadas, e foi Basko [9] que, de fato, forneceu argumentos

teóricos convincentes em relação à estabilidade da fase MBL, mesmo em auto-estados de muitos

corpos mais excitados [17]. Nas Refs. [2–8,48,118–120] também são dadas contribuições teóricas

relevantes no mesmo sentido dado por Basko, as quais são corroboradas por vários trabalhos

numéricos [19,21,22,28,30,33,36].

Assim, Basko apresentou argumentos detalhados de que sistemas com elétrons interagentes

submetidos a potenciais aleatórios estáticos podem apresentar uma transição de fase metal-

isolante, de forma análoga ao caso não interagente.

Enquanto a localização de Anderson é bem entendida, a ação combinada da desordem e das

interações entre os constituintes do sistema produz novos efeitos, o que faz desse um campo de

pesquisa atual.

A localização de Anderson é uma localização no espaço real, porém a localização de muitos

corpos, como argumentada por Basko, é uma localização de Anderson no espaço de Fock [4,8,9,

19,121]. O termo MBL também é associado à localização no espaço de Hilbert [20,24,26,27,29],

no espaço das configurações [21,26], e no espaço de quasi-part́ıculas [25].

A fase MBL foi observada experimentalmente em um gás de férmions interagentes em uma
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cadeia ótica quasi-aleatória 1-dimensional [17], na cadeia de Ising com interações de longo al-

cance e desordens aleatórias programáveis [58], para bósons em uma rede óptica 2-dimensional

desordenada [59], e em outros experimentos [60–64].

3.1.2 Definição da fase MBL

Como vimos, o termo localização de muitos corpos possui vários significados. A seguir,

vamos dar a definição que iremos usar em toda essa tese.

Definição 3 Localização de muitos corpos - MBL: é a fase na qual os auto-estados de sis-

temas quânticos interagentes e fechados estão localizados no espaço de Hilbert, devido a presença

de desordem estática.

Para entendermos melhor esse fenômeno, vamos definir algumas quantidades. Vamos es-

crever um auto-estado particular de H na base computacional {|a〉}, assim ficamos com |n〉 =∑
a c

(n)
a |a〉. Podemos definir o conjunto C = {c(n)1 , c

(n)
2 , . . . , c

(n)
L } de todas as amplitudes de pro-

babilidade de |n〉 na base computacional. O número de elementos não-nulos que pertencem ao

conjunto C será denotado por ξC . Com os rótulos que usamos para os elementos de C, temos que

o número total de elementos desse conjunto é L.

Com as definições dadas acima, podemos afirmar que se o auto-estado |n〉 está na fase

térmica, então, de maneira geral, ξC ≈ L, ou seja, o auto-estado é estendido em toda base

computacional, apresentando uma probabilidade não-nula de estar em qualquer uma das confi-

gurações posśıveis. Já na fase fase MBL temos que ξC � L, e assim o auto-estado é localizado em

poucos vetores da base computacional, e portanto, de todas as configurações posśıveis, apenas

poucas, de fato, possuem probabilidade não-nula de ocorrer. Essa é a natureza da localização

definida acima.

Como argumentado nas Refs. [11, 18, 19, 24], os estados que pertencem a essa fase MBL

não termalizam. Na fase MBL, o sistema como um todo não serve de banho térmico para

qualquer um de seus subsistemas. Podemos entender isso separando o sistema fechado em dois

subsistemas S1 e S2, independentemente do tamanhos de tais subsistemas, na fase localizada,

S1 não se comporta como banho térmico para S2, e vice-versa. Com tudo isso, fica claro que a
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fase MBL, bem como a transição térmico-MBL, não pode ser descrita pela mecânica estat́ıstica

quântica de equiĺıbrio.

Vamos agora comparar a transição térmico-MBL com a transição de fase quântica padrão.

Similarmente ao que ocorre numa transição de fase quântica padrão [122], a transição térmico-

MBL é uma mudança nas propriedades dos auto-estados do hamiltoniano. Mas diferentemente

daquela, a transição térmico-MBL ocorre mesmo a temperaturas não-nulas (mesmo infinita),

e pode ser entendida com uma transição dinâmica, inviśıvel para a mecânica estat́ıstica de

equiĺıbrio [19,20,24,26].

Nesse ponto, valem a pena dois esclarecimentos sobre os significados de transição à tempera-

tura infinita e transição dinâmica. O primeiro termo refere-se ao fato de, por simplicidade [24],

vários autores calcularem médias de grandezas sobre todos os auto-estados com igual probabi-

lidade, algo similar ao que temos no ensemble canônico a temperaturas muito elevadas, porém

aqui o sistema é fechado, não existe banho térmico. Em relação à transição dinâmica, tal termo

refere-se ao fato da transição ser em todos auto-estados dos hamiltoniano, e assim, influenciar

diretamente a dinâmica de um estado qualquer pertencente a esse espaço de Hilbert [34].

Por fim, temos que ressaltar que existem trabalhos que discutem a localização de muitos

corpos num sentido mais geral de que definimos e analisaremos. Em várias trabalhos analisa-se

a fase MBL para sistemas abertos [42, 123–127]. Existem também trabalhos que reportam a

localização de muitos corpos em modelos sem desordem [33,39,128].

3.1.3 Caos nas fases térmica e MBL

Os conceitos de termalização, localização, integrabilidade e caos estão fortemente correlaci-

onados [12, 13, 23]. Assim, vamos discutir os dois últimos conceitos, relacionando-os entre si e

com a transição térmico-MBL.

Classicamente, diz-se que um sistema apresenta dinâmica caótica se sua dinâmica no espaço

de fase é fortemente (exponencialmente) senśıvel a pequenas perturbações ou as suas condições

iniciais. De maneira geral, a dinâmica caótica ocorre em sistemas cujo número de integrais do

movimento nim é menor do que o número de graus de liberdade ngl do mesmo [129]. Exis-

tem sistemas que não apresentam esse tipo de dinâmica, esses são chamados de sistemas in-
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tegráveis [130]. Nesse caso nim = ngl = n, e a trajetória no espaço de fase é restrita a um torus

n-dimensional, e assim não existe dinâmica caótica.

As versões quânticas de tais conceitos não são imediatas. O principal motivo para isso é que a

equação de Schrödinger é linear, e portanto não fornece soluções dinâmicas caóticas como ocorre

na mecânica clássica. Além disso, na mecânica quântica, não existe o conceito de trajetória, já

que, pelo prinćıpio de incerteza de Heisenberg, não podemos determinar, simultaneamente, a

posição e o momento do sistema quântico com precisão absoluta. Tais caracteŕısticas inviabilizam

a generalização quântica imediata do caos e da integrabilidade.

Existem várias maneiras de se definir integrabilidade para sistemas quânticos [131, 132].

Nesse trabalho, o termo integrabilidade será usado para sistemas que são resolvidos ou usando-

se transformação de Jordan-Wigner, ou através do ansatz de Bethe.

Já a versão quântica do caos é dada através de propriedades dos auto-valores e auto-vetores

do sistema quântico, e indicam se o sistema, no limite clássico, é caótico. Assim, a versão

quântica de caos está baseada em propriedades que sistemas clássicos caóticos apresentam.

Assumindo isso, as versões quânticas da integrabilidade e de caos são claramente distinguidas

através da estat́ıstica dos ńıveis de energia quânticos [133, 134]. Nessa análise, a distribuição

dos espaçamentos dos ńıveis de energia é particularmente interessante. Sistemas integráveis

tipicamente exibem uma distribuição tipo Poisson [12,13,23].

P (s) = e−s
2
, (3.2)

em que s é o espaçamento entre os ńıveis vizinhos. Enquanto que sistemas caóticos que exibem

invariância por reversão temporal, possuem distribuição de espaçamento de ńıveis de energia

dada pela distribuição de Wigner-Dyson

P (s) =
πs

2
e−

πs2

4 . (3.3)

Devemos ressaltar que existe uma forte conexão entre o caos e o ETH, na realidade o caos

quântico é a justificativa f́ısica do ETH, pois no caos os auto-estados do hamiltoniano possuem

amplitudes aleatórias. Assim, os valores esperados de um observável serão os mesmos para

qualquer auto-estado considerado [67].
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Vamos agora relacionar tais conceitos com as fases térmica e MBL. Como dado em Def. 3,

a transição de fase térmico-MBL ocorre pela variação da intensidade da desordem em um dado

sistema. Assumindo que na ausência de desordem um dado sistema é integrável, tal sistema

possuirá uma distribuição de ńıveis de energia do tipo Poisson, Eq. (3.2). Quando “ligamos”a

desordem e aumentamos sua intensidade, o sistema sofre uma transição integrável-caótico, e

sua distribuição de ńıveis de energia passa a ser tipo Wigner-Dyson, dado pela Eq. (3.3).

Aumentando-se ainda mais a intensidade da desordem, ocorre a transição térmico-MBL, e o

sistema torna-se integrável novamente. Tal fato será mais explorado na Sec. 3.4.2.

3.2 Emaranhamento nas fases térmica e MBL

Uma das abordagens mais utilizadas para se analisar as fases térmica e MBL é baseada no

comportamento da entropia de emaranhamento bipartite, dado pela Eq. (2.1), de estados puros

que pertencem a essas fases [28,29,31,33,34,46,135,136].

Isso deve-se ao fato dessa medida de emaranhamento possuir comportamentos bastante dife-

rentes nessas duas fases. Na fase térmica, o emaranhamento obedece a uma lei de volume, sendo

extensivo, SE ∝ Nd, em que N é o número de constituintes do subsistema e d é a dimensão do

mesmo. Isso nos informa que, nessa fase, existe emaranhamento entre várias partes do sistema.

Assim, a entropia de emaranhamento entre um subsistema finito e o resto do sistema é, para

N →∞, a entropia de equiĺıbrio térmico do subsistema. Enquanto que na fase MBL tal medida

obedece a uma lei de área SE ∝ Nd−1, não sendo extensivo [11]. Nessa fase o emaranhamento

está localizado a partes pequenas e vizinhas do sistema.

A dinâmica da entropia de emaranhamento também também é influenciada pelas fases

térmica e localizada. Para um estado inicialmente não-emaranhado, temos que na fase térmica

o emaranhamento bipartite aumenta como uma lei de potência, e na fase MBL, tal quantidade

aumenta logaritmicamente para cadeias de spin-1/2. Discutiremos mais sobre a influência da

fase MBL na dinâmica de correlações no Cap. 4.
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3.3 Modelo e abordagem

Analisamos a cadeia isotrópica de Heisenberg de spin-1/2, fechada, com N śıtios em um

campo magnético externo, aleatório e estático na direção z. O hamiltoniano de tal cadeia é

escrito como

H =
N∑
j=1

[
J
(
Sxj S

x
j+1 + Syj S

y
j+1 + SzjS

z
j+1

)
+ hjS

z
j

]
, (3.4)

em que ~ = 1 e Sx,y,zj = σx,y,zj /2, com σx,y,zj denotando as matrizes de Pauli no śıtio j. Os

termos hj são números aleatórios sorteados de uma distribuição uniforme no intervalo [−h, h] e

J é a interação de troca. Fixaremos J = 1 daqui pra frente.

Esse modelo conserva a magnetização total na direção z, Sz =
∑

j Szj , ou seja, [H,Sz] = 0.

Assim, podemos separar o hamiltoniano em setores de magnetização, e analisá-los separada-

mente. Escolhemos analisar o maior sub-espaço de todos, Sztot = 0, no qual a localização é mais

dif́ıcil de ocorrer.

O hamiltoniano (3.4) possui dois limites integráveis, um ocorre quando h = 0, e o outro

quando h > hc , em que hc é o ponto cŕıtico da transição térmico-MBL. Estima-se que tal ponto

é hc ≈ 3, 8 [11, 37, 41]. No intervalo 0 < h < hc , o sistema apresenta repulsão de ńıveis e uma

distribuição de espaçamento de ńıveis que varia de uma distribuição de Wigner-Dison, t́ıpica de

sistemas caóticos, para uma distribuição de Poisson, a qual é usual em modelos integráveis [12].

A seguir, explicitamos o passo-a-passo que usamos para determinar o ponto cŕıtico da

transição nesse modelo:

(i) Fixamos um valor de h e realizamos várias configurações de desordem;

(ii) Para cada configuração de desordem, diagonalizamos exatamente o sub-espaço Sztot = 0

do hamiltoniano, e obtemos todos os auto-estados {|n〉}, com isso, constrúımos o seguinte

estado puro de todo sistema ρn = |n〉〈n|;

(iii) Para calcularmos o emaranhamento global tomamos o traço de todos os spins da cadeia,

com exceção de um, ρR1,n. Para as correlações geométricas deixamos dois spins vizinhos

após tomarmos o traço parcial ρR2,n, matematicamente

ρR2,n = trN−2(ρn) ρR1,n = trN−1(ρn) ; (3.5)
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(iv) Usamos as equações (2.8) e (2.13) - (2.15), respectivamente, para calcular o emaranha-

mento global e as correlações geométricas para um dado auto-estado de uma realização

espećıfica de desordem;

(v) Depois, fazemos a média dessas quantidades em 10% dos auto-estados pertencentes ao

meio do espectro;

(vi) Para garantir que nossos resultados não dependem de uma realização espećıfica de de-

sordem, fizemos médias para várias configurações de desordem, dependendo do tamanho

da cadeia, para N = 10, 12 e 14 tomamos médias em 104, e para N = 16 usamos 103

configurações.

(vii) Variando-se h, obtemos os valores médios das correlações como função de h.

No procedimento acima usamos o termo configuração de desordem para nos referir a um

conjunto particular dos números aleatórios. Nesse caso, uma configuração de desordem é o

conjunto dos valores dos campos magnéticos externos em cada śıtio. Nossa abordagem baseia-se

em várias configurações de desordem, isso para garantir que o fenômeno da localização é algo

geral, ou seja, não depende de uma configuração espećıfica de desordem.

Além da média em várias configurações de desordem, na abordagem acima mencionamos

uma média sobre auto-estados, 10% dos auto-estados que pertencem ao meio do espectro do

sub-espaço Sztot = 0. Tal média é realizada para garantir que a localização ocorre em vários

auto-estados. Porém não é necessário realizar uma média sobre uma grande parte dos auto-

estados, pois, como mostrado na Ref. [37], os auto-estados pertencentes ao meio do espectro

possuem os maiores pontos cŕıticos. Assim, nosso resultado fornece o ponto cŕıtico em que todos

os auto-estados estão na fase localizada.
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3.4 Resultados

3.4.1 Entropia de emaranhamento

Na Fig. 3.1 podemos ver o gráfico do comportamento médio da entropia de emaranhamento

entre as duas metades da cadeia para vários tamanhos da cadeia. Como esse resultado já era

conhecido, tal gráfico é apenas uma exemplificação do comportamento da entropia nas fases

térmica e MBL, como discutido em Sec. 3.2. Assim, tal resultado foi obtido de maneira um

pouco mais simples do que os outros resultados. Não usamos simetria do hamiltoniano, e

fizemos apenas médias sobre 2× 103 realizações de desordem, fora tais pequenas simplificações,

a abordagem foi a mesma descrita na seção anterior.

Na fase térmica, h < 3, 8 , a entropia de emaranhamento é proporcional ao número de spins

do subsistema, obedecendo à lei de volume SE ∝ (N/2)1, e na fase MBL, h > 3, 8 , a entropia

de emaranhamento é constante, independentemente do tamanho da cadeia, como dado pela lei

de área SE ∝ (N/2)0 = cte.

No inset da Fig. 3.1 mostramos a média da variância da entropia de emaranhamento. Se-

gundo Ref. [34], no limite termodinâmico, essa quantidade vai a zero para regiões na fase térmica

e na fase MBL, porém diverge no ponto cŕıtico. Tal divergência pode ser entendida da seguinte

forma. Próximo do ponto cŕıtico hc, cada realização de desordem pode deixar o estado na fase

térmica ou na fase MBL, e assim, a entropia de emaranhamento assumirá valores bastante dife-

rentes, dependendo da configuração de desordem, o que causa um valor alto para variância de

tal grandeza. Assim, o ponto cŕıtico da transição é dado pelo ponto h em que a variância, no

limite termodinâmico, diverge [34].

Nossos resultados, mostrados no inset da Fig. 3.1, são para cadeias finitas, assim a divergência

mostra-se apenas como um valor máximo nas curvas nos pontos próximos ao ponto cŕıtico.

3.4.2 Emaranhamento global

Vamos agora usar o emaranhamento global, dado por (2.8), para determinar o ponto cŕıtico

da transição térmico-MBL no sistema (3.4), usando a abordagem descrita na Sec. 3.3. Uma vez

que estamos usando condições de contorno periódicas e várias realizações de desordem, todos os
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Figura 3.1: Gráfico principal: Média da entropia de emaranhamento SE sobre 10% dos

auto-estados do meio de espectro e sobre 2 × 103 realizações de desordem como uma

função da intensidade da desordem h. No inset temos a variância associada às realizações

de desordem de tal grandeza δ2SE também como função de h.

śıtios são equivalentes. Nossos resultados estão presentes na Fig.3.2.

Percebe-se que conforme h aumenta, e o sistema aproxima-se da fase MBL, o valor médio

do emaranhamento global diminui. Isso ocorre porque o emaranhamento torna-se localizado em

subsistemas menores, como em pares de spins, como mostrado em [44].

No inset da Fig. 3.2, evidenciamos o comportamento não-monotônico de GE para valores

pequenos de h. O valor máximo, GE = 1, ocorre no limite h = 0, como primeiramente mostrado

em [96]. Para valores pequenos de h, a partir de zero, GE forma um “poço”, antes de atingir

o regime caótico novamente. Tal comportamento é análogo ao que ocorre para quantidades

medidas na transição integrável-caos [56], esse “poço”é deslocado para valores menores de h

conforme o tamanho do sistema aumenta. Isso sugere que, além de identificar o ponto cŕıtico

na transição térmico-MBL, GE também pode detectar a transição integrável-caos.
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Figura 3.2: Gráfico principal: Média do emaranhamento global GE como uma função da

intensidade da desordem h. O inset evidencia o comportamento não-monotônico de GE

para valores pequenos de h.

O cruzamento das curvas no gráfico principal da Fig. 3.2 indica o valor aproximado do

ponto cŕıtico, o qual é obtido precisamente via finite-size scaling, como pode ser visto no gráfico

principal da Fig. 3.3. Isso é feito através da escolha de escala

GE = Φ [Na(h− hc)] , (3.6)

em que Φ é uma função não conhecida e, na prática, pode ser determinada pelo método da

minimização χ2. Encontramos que a = 0, 5 e hc = 3, 8 ± 0, 2. Esse valor de ponto cŕıtico está

em perfeito acordo com o que é encontrado na literatura [11, 37, 41]. É muito interessante que

uma quantidade tão simples, a qual corresponde a entropia de um único spin, pode determinar

tão bem o ponto cŕıtico.

No inset da Fig. 3.3 mostramos o comportamento da média de GE na fase localizada na

escala logaŕıtmica. Observe que existe um decaimento como lei de potência, GE ∝ h−α, em que

o expoente é dado aproximadamente por α ≈ 1. Tal comportamento está muito próximo do que
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o que ocorre com a informação mútua multipartite, como discutido em Ref. [41].
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Figura 3.3: Gráfico principal: finite-size scaling dos dados mostrados na Fig. 3.2, com

a = 0, 5 e hc = 3, 8± 0, 2. No inset temos a lei de decaimento tipo potência de GE na fase

localizada.

3.4.3 Correlações geométricas

A média da discórdia quântica geométrica QG entre dois spins vizinhos é mostrada no gráfico

principal da Fig. 3.4 como uma função de h para diferentes tamanhos de cadeias. As correlações

clássica e total geométricas, CG e TG, são mostradas nas Figs. 3.5 (a) e 3.5 (b). As curvas

para essas três correlações geométricas exibem um padrão similar. Elas são não-monotônicas

e generalizam o comportamento do emaranhamento de pares, como medido pela concorrência

[12,44]. Identificamos as seguintes três regiões que descreveremos a seguir.

Na fase ergódica, 0 < h < 1, as correlações estão espalhadas no sistema de uma forma

multipartite [13]. Como consequência, existe uma baixa concentração de correlação entre pares

individuais de spins vizinhos e explica os baixos valores de QG, CG, e TG.
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Figura 3.4: Gráfico principal: média da discórdia geométrica QG como função da intensi-

dades da desordem h na escala logaŕıtmica. Inset (a): primeiras derivadas Q′G da discórdia

geométrica em relação a h. Inset (b): o limite termodinâmico do máximo de Q′G, o que

nos fornece hc = 3, 34± 0, 03.

Conforme a intensidade da desordem aumenta além da região caótica, h > 1, percebemos

que QG, CG, e TG aumentam até um valor h que depende do comprimento da cadeia. Na

vizinhança da transição térmico-MBL, correlações são mais confinadas entre pares individuais

de spins vizinhos, fato que gera maiores valores para as correlações geométricas analisadas.

Depois da transição térmico-MBL, maiores aumentos da intensidade da desordem, dimi-

nuem assintoticamente as medidas de correlação devido à redução do papel efetivo da interação

de troca J . Como ocorre no emaranhamento global, as correlações QG, CG e TG exibem uma

lei de decaimento de potência ∝ h−β na fase localizada, com uma constante universal aproxima-

damente dada por β = 0, 7. Para um sistema finito, correlações de pares tendem a se anular no

limite de intensidade de desordem infinita.

O comportamento qualitativo das correlações geométricas discutidas acima já sugerem a
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Figura 3.5: Média das correlações geométricas clássica CG (a) e total TG (b) como funções

de h na escala logaŕıtmica, assim como suas derivadas, C ′G (c) e T ′G (d), em relação a h.

Os insets em (c) e (d) mostram o limite termodinâmico do valor máximo de C ′G e T ′G,

respectivamente, fornecendo hc = 3, 43± 0, 06 para CG e hc = 3, 45± 0, 06 para TG.

existência de uma fase localizada. A determinação do ponto cŕıtico pode ser feita analisando-se

a primeira derivada dessas correlações em relação à intensidade da desordem h. Essa abordagem

é inspirada no procedimento usado em análises de transições de fase quânticas ordinárias, seja

via emaranhamento de pares [86,89] ou via dicórdia quântica de pares [90,91].

Como ilustrado no inset (a) da Fig. 3.4 e nas Figs. 3.5 (c) e 3.5 (d), as três medidas

de correlação geométrica exibem um máximo em suas derivadas, o qual ocorre no valor de h

denotado por hmax. O máximo dos valores das derivadas das medidas de correlação obedece

um decaimento linear com 1/N , e assim, o ponto cŕıtico pode ser obtido pela extrapolação hmax
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para N →∞.

A análise de escala de hmax, mostrada no inset (b) da Fig. 3.4 e nos insets das Figs. 3.5 (c)

e 3.5 (d), nos permite concluir que hc ∈ [3, 4], o qual está dentro do intervalo de valores cŕıticos

encontrado na literatura.

A Tab. 3.1 fornece os valores dos pontos cŕıticos obtidos a partir de cada uma das medidas

de correlação geométricas e também a partir do emaranhamento global GE . Note que os valores

são compat́ıveis entre si, o que indica que a ideia de deslocalização das correlações na fase

térmica, em contraste com a ideia de concentração de correlações na vizinhança do ponto cŕıtico

da transição térmico-MBL são válidas para correlações quântica, clássica e total entre pares de

spins.

Medida de correlação hc

GE 3, 8± 0, 2

QG 3, 34± 0, 03

CG 3, 43± 0, 06

TG 3, 45± 0, 06

Tabela 3.1: Ponto cŕıtico obtido via emaranhamento global em comparação com cor-

relações geométricas quântica, clássica e total. As barras de erro levam em consideração

apenas flutuações com respeito ao número de realizações de desordem.

3.5 Discussão

Agora vamos discutir o que obtemos para o emaranhamento global e para as correlações

geométricas. Nós usamos essas medidas de correlação para descrever a transição térmico-MBL

e determinar seu ponto cŕıtico. Tais medidas são medidas de correlações de pares que envolvem

funções de correlação de um ou dois pontos. Os resultados convergem levando-se em consideração

apenas uma pequena fração dos auto-estados do hamiltoniano. Nossas principais colaborações

são descritas a seguir.
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(i) A análise via finite-size scaling do emaranhamento global nos forneceu o ponto cŕıtico hc =

3, 8± 0, 2 , o que coincide com os resultados encontrados na literatura. Esse quantidade,

como calculada aqui, é a entropia linear de um único spin da cadeia. É impressionante

que uma função de correlação de um único spin pode determinar tão efetivamente o ponto

cŕıtico da transição;

(ii) As correlações geométricas entre apenas dois spins vizinhos fornecem um ponto cŕıtico no

intervalo hc ∈ [3, 4], o que está dentro de valores aceitáveis. O procedimento usado, nesse

caso, assemelha-se ao adotado na análise de transições de fase quânticas ordinárias, em

que o ponto cŕıtico é revelado pela derivada das medidas de correlação. As derivadas das

correlações quântica, clássica e total seguem uma lei de escala linear universal, isto é, as

derivadas são funções lineares de 1/N . O ponto cŕıtico é obtido via extrapolação para o

limite termodinâmico.

Quando comparada com medidas de emaranhamento de pares, como concorrência, a discórdia

quântica oferece algumas vantagens. Suas propriedades robustas com relação à temperatura [137]

e à distância entre os spins tornam a discórdia quântica uma poderosa testemunha da criticali-

dade [138].
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Caṕıtulo 4

Dinâmica das correlações nas fases

térmica e MBL

Nesse caṕıtulo, iremos analisar como as fases térmica e MBL influenciam na dinâmica da en-

tropia de emaranhamento, Eq. (2.1), do emaranhamento global, Eq. (2.8), e da discórdia quântica

geométrica, Eq. (2.13). Já existem bastantes trabalhos na literatura sobre a dinâmica da entropia

de emaranhamento nas fases mencionadas, analogamente ao que mostraremos aqui [20,29,31,46].

Porém, a análise envolvendo as outras duas correlações ainda não foi abordada, até o presente

momento, na literatura, e assim existe a possibilidade de encontrarmos comportamentos diferen-

tes aos observados para o emaranhamento, principalmente em relação à dinâmica da discórdia

quântica geométrica, devido sua robustez, como mencionado anteriormente, em relação à tem-

peratura [137] e à distância [138].

Veremos que, de maneira geral, as diferentes fases afetam a dinâmica de tais correlações,

como ocorre com outras correlações [45,53], e outras quantidades também [35,36,40,48,54].

Iniciaremos discutindo aspectos gerais da dinâmica de correlações nas fases térmica e loca-

lizada. Depois explicitaremos o modelo e o método escolhidos, e, a t́ıtulo de esclarecimento,

discutiremos rapidamente a transformação de Jordan-Wigner no modelo analisado. Em seguida

detalharemos a dinâmica utilizada e, encerraremos com os resultados obtidos e a discussão.
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4.1 Dinâmica na fase localizada 51

4.1 Dinâmica na fase localizada

Como mencionado na Introdução dessa tese, tanto a termalização quanto a localização, são

resultados posśıveis da dinâmica de sistemas quânticos fechados [10]. Como já sabemos, tais

resultados são bastante distintos. Na termalização de um estado quântico a informação local de

qualquer parte do sistema, independentemente do estado inicial, é rapidamente espalhada para

o sistema como um todo. Na localização, a dinâmica consegue manter uma “memória”local do

estado inicial, mesmo no limite de tempos longos [17].

Na fase térmica, como dado pelo ETH, o valor esperado de qualquer observável local

〈ψ(t)|O|ψ(t)〉 equilibrará, no limite de tempos longos, no seu valor esperado dado pelo en-

semble microcanônico. Assim, a memória do estado inicial é perdida, a dinâmica apaga toda

informação inicial. Por exemplo, consideremos o estado inicial dado por |ψ(t = 0)〉 = | ↑↑ . . . ↑〉,

cuja magnetização em qualquer śıtio é mz
j = 0, 5. Com a evolução, para tempos longos, teremos

〈ψ(t→∞)|mz
j |ψ(t→∞)〉 = 0, o qual é o seu valor esperado termodinâmico [139].

Já na fase MBL, como mencionado, o estado evolúıdo consegue manter a memória do estado

inicial. No exemplo acima teŕıamos 〈ψ(t → ∞)|mz
j |ψ(t → ∞)〉 = m̃ > 0. Ou seja, de maneira

geral, os observáveis locais equilibram, para tempos longos, mas não em seu valor determinado

pelo ensemble microcanônico [139].

Na literatura, de maneira geral, os trabalhos sobre dinâmica nas fases localizadas assumem

que o hamiltoniano do sistema quântico fechado é independente do tempo. Assim, métodos

de diagonalização exata funcionam muito bem para a simulação da evolução de estados iniciais

|ψ(t)〉 = U(t)|ψ(0)〉 [29, 31, 35, 36, 47]. Porém, uma vez que o espaço de Hilbert cresce expo-

nencialmente com o tamanho do sistema, apenas tamanhos pequenos podem ser considerados,

usualmente em torno de N = 16 numa cadeia de spin-1/2 [40].

Na Ref. [20] mostrou-se que o método conhecido como time-dependent density-matrix re-

normalization group - tDMRG, é bastante eficiente na análise da dinâmica da entropia de ema-

ranhamento em sistemas tipo cadeia de Heisenberg, o que permitiu a análise de cadeias de

tamanho na ordem de centenas de śıtios, N = 500. Na Ref. [45], o método tDMRG foi usado

para se calcular a concorrência, entropia entre dois śıtios vizinhos, o que lhe permitiu simular

cadeias de tamanho N = 72 śıtios num modelo de Bose-Hubbard na presença de um potencial
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quasi-periódico. Esse método mostra-se eficiente na descrição de grandezas na fase MBL devido

ao fato de, nessa fase, a entropia de emaranhamento bipartite crescer logaritmicamente com o

tempo.

Uma abordagem muito utilizada na dinâmica em sistemas quânticos fechados é o quench [25,

35, 40, 43, 45, 46, 50, 52], o qual é uma mudança abrupta em um dado instante de um dos

parâmetros controlados do hamiltoniano. Tal situação é matematicamente dada por [25]

H(t) = H0[g(t)] +Hin , (4.1)

em que

g(t) =

 g0 para t ≤ 0

g para t > 0.

Podemos exemplificar isso considerando que H0[g(t ≤ 0)] = 0. Tal sistema é preparado, em

t = 0, em um estado puro |ψ(0)〉 que é auto-estado de Hin. Para t > 0 o sistema evolui unita-

riamente de acordo com a dinâmica dada pelo hamiltoniano H(t) 6= H0. Essa é a configuração

mais simples para se estudar a relaxação de um sistema de muitos corpos [140].

A dinâmica pós-quench, a partir de um estado produto, mostra que na fase térmica a in-

formação é transferida rapidamente entre as partes do sistema, o que possibilita a termalização

do sistema para longos tempos. Essa rápida transferência de informação quântica é demons-

trada pelo rápido crescimento da entropia de emaranhamento bipartite para o estado evolúıdo

ρ(t), tal difusão de informação é baĺıstica, SE(t) ∝ t [141]. Na fase MBL a transferência de

emaranhamento existe, porém a entropia de emaranhamento de uma metade da cadeia com a

outra cresce logaritmicamente com o tempo SE(t) ∝ log(t) [11].

4.2 Modelo e abordagem

O modelo que usaremos para estudar a influência das fases na dinâmica de correlações será

praticamente o mesmo do Cap. 3, porém, agora vamos inserir uma anisotropia ∆ na direção z,

assim, ficamos com

H =

N∑
j=1

[
J
(
Sxj S

x
j+1 + Syj S

y
j+1

)
+ ∆SzjS

z
j+1 + hjS

z
j

]
, (4.2)
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assim, temos a cadeia anisotrópica de Heisenberg de spin-1/2, fechada, com N śıtios e campo

magnético externo aleatório e estático na direção z. Esse modelo também conserva a magne-

tização total na direção z, [H,Sz] = 0, e assim, mais uma vez, escolhemos analisar o maior

sub-espaço de todos, Sz = 0.

Como a abordagem não é exatamente a mesma usada anteriormente, vamos explicitar o

passo-a-passo usado para se analisar a dinâmica das correlações:

(i) Para cada instante t realizamos várias configurações de desordem;

(ii) Para cada realização de desordem, constrúımos e diagonalizamos exatamente o sub-espaço

Sztot = 0 do hamiltoniano (4.2);

(iii) Encontramos o operador densidade evolúıdo ρ(t) a partir de um estado puro e produto

inicial |ψ(0)〉 = |01 . . . 01〉 da seguinte forma

ρ(t) = U(t)|ψ(0)〉〈ψ(0)|U †(t)

= e−iHt|ψ(0)〉〈ψ(0)|eiHt

=
∑
n,m

e−iHt|n〉〈n|ψ(0)〉〈ψ(0)|m〉〈m|eiHt

=
∑
n,m

e−i(En−Em)t〈n|ψ(0)〉〈ψ(0)|m〉|n〉〈m|

=
∑
n,m

∑
α,β

e−i(En−Em)t〈n|ψ(0)〉〈ψ(0)|m〉〈α|n〉〈m|β〉|α〉〈β| , (4.3)

em que H|n〉 = En|n〉, e |α〉, |β〉 são vetores da base computacional, assim como |ψ(0)〉. A

inserção da base computacional é necessária pois com a diagonalização numérica obtemos

os coeficientes 〈n|ψ(0)〉, 〈ψ(0)|m〉, 〈α|n〉, e 〈m|β〉.

(iv) A partir de ρ(t), calculamos o emaranhamento global, Eq. (2.8), e a discórdia geométrica

quântica, Eq. (2.13), para uma configuração espećıfica de desordem;

(v) Para garantir que nossos resultados não dependem de uma realização espećıfica de desor-

dem, fizemos médias para várias configurações de desordem, dependendo do tamanho da

cadeia, para N = 6, 8 tomamos médias em 2× 103 configurações;

(vi) Os passos anteriores serão realizados nas fases térmica e MBL.
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É importante ressaltar que na demonstração da Eq. (4.3) assumimos que o hamiltoniano

do modelo é independente do tempo, como é o caso de (4.2), fato que torna tudo muito mais

simples.

Não explicitamos nesse trabalho a dinâmica, na abordagem descrita acima, das correlações

geométricas clássica (2.14) e total (2.15), essa escolha foi feita porque o comportamento dessas

é muito similar ao da discórdia quântica geométrica.

4.2.1 Mapeamento em férmions sem spin

Para deixar claro qual o papel da anisotropia ∆ no modelo descrito pelo hamiltoniano dado

por (4.2), faremos o mapeamento desse modelo num modelo de férmions sem spin. Iniciaremos a

transformação do hamiltoniano reescrevendo-o em termos dos seguintes operadores levantamento

e abaixamento

b+j = Sxj + iSyj , b−j = Sxj − iS
y
j . (4.4)

Tais operadores satisfazem algumas relações que lembram operadores fermiônicos

{b+j , b
−
j } = 1 , (b−j )2 = (b+j )2 = 0 , (4.5)

porém, também satisfazem relações que lembram operadores bosônicos

[b+j , b
−
k ] = [b+j , b

+
k ] = [b−j , b

−
k ] = 0 , (j 6= k) . (4.6)

Em termos dos operadores levantamento e abaixamento, Eq. (4.4), os operadores de spin escrevem-

se da seguinte forma

Sxj =
b+j + b−j

2
, Syj =

b+j − b
−
j

2i
. (4.7)

Para obter como o operador Szj se escreve em termos dos mesmos operadores, basta substituirmos

essas últimas equações na seguinte relação de comutação [Sxj , S
y
j ] = iSzj . Fazendo isso,ficamos

com

Szj =
1

2

(
b+j b
−
j − b

−
j b

+
j

)
= b+j b

−
j −

1

2
. (4.8)

Substituindo as Eqs. (4.4) e (4.8) no hamiltoniano (4.2), ficamos com

H =

N∑
j=1

{
J

2

(
b+j b
−
j+1 + b−j b

+
j+1

)
+ ∆

(
b+j b
−
j −

1

2

)(
b+j+1b

−
j+1 −

1

2

)
+ hj

(
b+j b
−
j −

1

2

)}
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H =
N∑
j=1

[
J

2

(
b+j b
−
j+1 + b−j b

+
j+1

)
+ ∆b+j b

−
j b

+
j+1b

−
j+1 + hjb

+
j b
−
j

]
, (4.9)

em que os termos constantes, relacionados com as condições de contorno e independentes do

tamanhos da cadeia, podem ser desprezados para cadeias grandes1.

Agora vamos usar a transformada de Jordan-Wigner para expressar esse hamiltoniano em

termos de operadores de criação e aniquilação fermiônicos c†j e cj , dados por

cj = exp

(
−iπ

j−1∑
k=1

b+k b
−
k

)
b−j e c†j = b+j exp

(
iπ

j−1∑
k=1

b+k b
−
k

)
. (4.10)

Notando que c†jcj = b+j b
−
j , podemos inverter facilmente as transformações de Jordan-Wigner,

assim ficamos com

b−j = exp

(
iπ

j−1∑
k=1

Γk

)
cj e b+j = c†jexp

(
−iπ

j−1∑
k=1

Γk

)
. (4.11)

em que Γj = c†jcj é o operador número. Assim, o primeiro termo do hamiltoniano (4.9) torna-se

b+j b
−
j+1 = c†jexp

(
iπ

j−1∑
k=1

Γk

)
exp

(
−iπ

j∑
k=1

Γk

)
cj+1

= c†jexp (iπΓj) cj+1 ,

podemos mostrar que c†jexp (iπΓj) = c†j , assim podemos escrever

b+j b
−
j+1 = c†jcj+1 .

Fazendo cálculos semelhantes, encontramos que o segundo termo do mesmo hamiltoniano é dado

por b−j b
+
j+1 = c†j+1cj , e consequentemente a Eq. (4.9) fica, em termos de operadores fermiônicos,

escrita da seguinte forma

H =

N∑
j=1

[
J

2

(
c†jcj+1 + c†j+1cj

)
+ ∆ΓjΓj+1 + hjΓj

]
. (4.12)

Agora, com o hamiltoniano escrito dessa forma, fica claro que o parâmetro ∆ é a interação entre

os férmions em śıtios vizinhos. Na próxima seção vamos explorar um pouco esse limite. Mais

uma vez tomaremos J = 1.

1Tais termos podem ser negligenciados como mostrado em [142,143].
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4.3 Resultados

4.3.1 Entropia de emaranhamento

Nas Figs. 4.1 e 4.2 apresentamos os resultados para a dinâmica de entropia de emaranhamento

entre as metades da cadeia, respectivamente nas fase térmica e MBL, para o modelo dado

por (4.2). Como também foi feito no Cap. 3, não usamos simetria do hamiltoniano, e fizemos

apenas médias sobre 2 × 103 realizações de desordem, uma vez que tais resultados já eram

conhecidos.

Nas duas fases a correlação cresce rapidamente a partir do zero, uma vez que o estado inicial

é um estado produto, atinge um valor máximo no instante t̃, sofre uma diminuição, e atinge um

valor aproximadamente constante, o qual denominaremos valor de saturação SsatE .
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Figura 4.1: Dinâmica da entropia de emaranhamento entre as duas metades da cadeia do

modelo dado pela Eq. (4.2), considerando um estado inicial produto |ψ(0)〉 = |01 . . . 01〉,

na fase térmica, h = 1, 0, para N = 4 e 6 spins na cadeia.

Tal situação é bem conhecida na literatura. Sabe-se que para sistemas infinitos, na fase

56



4.3 Resultados 57

térmica o emaranhamento se propaga balisticamente SterE (t) ∝ t [141], e na fase MBL tal pro-

pagação é logaŕıtmica SMBL
E (t) ∝ t [29], sendo que esse crescimento ocorre indefinidamente.

Porém, como podemos ver nas Figs. 4.1 e 4.2, para sistemas finitos, a dinâmica de tal correlação

satura em um dado valor. Nota-se que tal valor é proporcional ao tamanho da cadeia em ambas

as fases SsatE ∝ N . Porém, os valores de saturação são bem diferentes, e (SterE )sat > (SMBL
E )sat,

independentemente do tamanho da cadeia. Para mais detalhes, ver Refs. [29, 31].
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Figura 4.2: Dinâmica da entropia de emaranhamento entre as duas metades da cadeia do

modelo dado pela Eq. (4.2), considerando um estado inicial produto |ψ(0)〉 = |01 . . . 01〉,

na fase MBL, h = 6, 0, para N = 4 e 6 spins na cadeia.

Comparando os resultados mostrados nas Figs. 4.1 e 4.2, podemos perceber que mesmo em

sistemas pequenos, já existe uma diferença entre a dinâmica da entropia nas fases térmica e

MBL.
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4.3.2 Emaranhamento global

Nas Figs. 4.3 e 4.4 temos a dinâmica da entropia de emaranhamento, respectivamente, nas

fases térmica e MBL, a partir de um estado produto |ψ(0)〉 = |01 . . . 01〉.

Da mesma forma que ocorre para a entropia de emaranhamento, inicialmente o valor do

emaranhamento global cresce rapidamente até instantes t ≈ 1, independentemente da fase e do

tamanho da cadeia.

Na fase térmica, após atingir seu valor máximo, GmaxE ≈ 1, 0, existe um intervalo em que

o valor da correlação oscila bastante. A partir de um certo instante ela satura em um valor

aproximadamente constante e proporcional ao tamanho da cadeia. Percebe-se que quanto maior

o tamanho da cadeia, o emaranhamento global torna-se mais próximo de seu valor máximo,

GE = 1, 0. Isso mostra que nessa fase o emaranhamento global espalha-se rapidamente, assim

como a entropia de emaranhamento, entre as partes do sistema.
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Figura 4.3: Dinâmica do emaranhamento global num sistema cujo hamiltoniano é dado

pela Eq. (4.2), considerando um estado inicial produto |ψ(0)〉 = |01 . . . 01〉, na fase

térmica, h = 1, 0, para N = 4, 6 e 8 spins na cadeia.
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Na fase MBL o comportamento qualitativo é bem semelhante ao encontrado na fase térmica,

mas com valores de saturação bem inferiores aos valores encontrados na fase térmica. E, pelo

menos até tamanhos analisados, parece não haver um crescimento logaŕıtmico para tamanhos

cada vez maiores, uma vez que (GMBL
E )satN − (GMBL

E )satN+1 → 0 para N → ∞. Claro que isso é

apenas uma conjectura, pois analisamos tamanhos bem reduzidos para as cadeias.

10
-1

10
0

10
1

10
2

10
3

t

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

G
E

N = 4
N = 6
N = 8

10
-1

10
0

10
1

10
2

10
3

t

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

G
E ∆ = 0,0

∆ = 2,0

∆ = 4,0

∆ = 6,0

Figura 4.4: Dinâmica do emaranhamento global num sistema cujo hamiltoniano é dado

pela Eq. (4.2), considerando um estado inicial produto |ψ(0)〉 = |01 . . . 01〉, na fase MBL,

h = 6, 0, para N = 4, 6 e 8 spins na cadeia. Inset: Influência da anisotropia ∆ na dinâmica

do emaranhamento global, tais resultados foram obtidos para N = 8 spins.

No inset da Fig. 4.4 vemos como a anisotropia ∆ influencia na dinâmica da correlação.

Podemos ver que quanto menor o valor de ∆, maior o valor máximo da correlação antes de

atingir o valor de saturação. Em relação ao valor de saturação, vamos que para o intervalo

∆ > 0, quanto maior o ∆, maior (GMBL
E )sat. O caso em que ∆ = 0 é o caso limite em que não

há anisotropia, e os śıtios vizinhos não interagem.

Mais uma vez percebemos, agora usando o emaranhamento global, que a dinâmica é influ-
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enciada pelas fases térmica e MBL mesmo em sistemas pequenos.

4.3.3 Discórdia quântica geométrica

As Figs. 4.5 e 4.6 mostram a evolução da discórdia geométrica entre spins vizinhos, conside-

rando um estado inicialmente produto, respectivamente nas fases térmica e MBL, para cadeias

de tamanhos diferentes.

Nas duas fases ocorre, nos instantes iniciais t & 0, mais uma vez, ocorre um aumento rápido

do valor da correlação. Atinge-se um valor máximo, depois um decĺınio, seguido de uma fase

transiente até uma saturação num valor praticamente constante.

Na fase térmica os valores máximos atingidos para t ≈ 1 são maiores do que na fase MBL.

Os valores de saturação nas duas fases são distintos para cadeias pequenas, porém, conforme o

tamanho da cadeia aumenta, tais valores de saturação tornam-se bem similares. Tal fato indica

que, talvez, a dinâmica da discórdia quântica geométrica, nesse cenário, não consiga diferenciar

as duas fases. Mas ressaltamos que isso ainda precisa ser analisado em cadeias maiores.

Nesse ponto é importante fazermos um paralelo com os resultados apresentados na Ref. [45].

Tal trabalho também analisar a influência das fases térmica e MBL na dinâmica de uma cor-

relação de pares, nesse caso, foi analisada a dinâmica da concorrência. Mesmo que o sistema

não seja o mesmo, e nem mesmo seja a mesma correlação, somos induzidos a esperar resultados

semelhantes, uma vez que temos a analise de correlações de pares nas fases térmicas e MBL.

Naquele trabalho, foi encontrado que, em ambas as fases, a concorrência vai a zero com o tempo

t, assim como a discórdia geométrica. Porém, na fase MBL o valor da concorrência vai a zero

numa lei de potência, e na fase térmica ela vai a zero abruptamente. Assim, achamos que nossos

resultados estão fisicamente condizentes.

O inset da Fig. 4.6 nos mostra como a anisotropia ∆ influencia a dinâmica da discórdia

geométrica entre os spins vizinhos. Mais uma vez vemos que a anisotropia influencia no valor

máximo que a correlação atinge para t ≈ 1. Sendo que o maior valor máximo é atingido

para ∆ = 0, assim, quanto maior o valor de ∆, menor o valor máximo atingido. O mesmo

comportamento é verificado para o valor de saturação da correlação para t� 0.
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Figura 4.5: Dinâmica da discórdia geométrica entre dois spins vizinhos da cadeia, cujo

hamiltoniano é dado pela Eq. (4.2), considerando um estado inicial produto |ψ(0)〉 =

|01 . . . 01〉, na fase térmica, h = 1, 0, para N = 4, 6 e 8 spins na cadeia.

4.4 Discussão

Vimos que todas as correlações apresentam um rápido crescimento em instantes iniciais

t & 0. Tal comportamento geral pode ser entendido de duas formas. Primeiro, a dinâmica,

nesse intervalo é fortemente influenciada pela anisotropia ∆ (ver insets das Figs 4.4 e 4.6),

apenas a partir de um certo instante os outros termos de hamiltoniano (4.2) passam a influenciar

a dinâmica [45]. Também podemos interpretar esse rápido crescimento inicial como a expansão

baĺıstica dos pacotes de onda até a ordem do comprimento de correlação [29].

Em relação ao emaranhamento global, percebemos que as diferentes fases afetam sua dinâmica.

De maneira geral, os resultados para tal correlação são similares aos resultados conhecidos para

a entropia de emaranhamento. Claro que, aparentemente, não encontramos o crescimento lo-

gaŕıtmico daquela, mas acreditamos que tal comportamento de ficar evidente para tamanhos

maiores da cadeia. Devemos ressaltar também que, enquanto o valor máximo a entropia de
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Figura 4.6: Dinâmica da discórdia geométrica entre dois spins vizinhos da cadeia, cujo

hamiltoniano é dado pela Eq. (4.2), considerando um estado inicial produto |ψ(0)〉 =

|01 . . . 01〉, na fase MBL, h = 6, 0, para N = 4, 6 e 8 spins na cadeia. Inset: Influência

da anisotropia ∆ na dinâmica da discórdia quântica geométrica, tais resultados foram

obtidos para N = 8 spins.

emaranhamento é proporcional ao tamanho da cadeia, o valor máximo do emaranhamento glo-

bal é GmaxE = 1, 0, independentemente do tamanho da cadeia.

Agora a análise dos resultados da discórdia geométrica. Como afirmamos anteriormente,

aparentemente, a dinâmica dessa correlação não é influenciada pelas fases térmica e MBL. Porém,

podemos justificar isso com base no comprimento de localização. Temos que, diferentemente das

outras duas correlações, a discórdia quântica é uma correlação entre partes muito pequenas e

vizinhas da cadeia. Assim, talvez, essa distância entre as partes seja menor do que o comprimento

de localização Lv < λ, e portanto a dinâmica não consiga enxergar a fase em que sistema se

encontra. Mais uma vez, isso é apenas uma conjectura, devendo ser comprovada, ou não, ao

analisarmos tamanhos maiores para cadeia.
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Caṕıtulo 5

Transição térmico-MBL e anneling

quântico

Nesse caṕıtulo iremos analisar a transição térmico-MBL em uma rede de spins-1/2 organizada

num grafo chimera. A Fig. 5.1 representa esse tipo de configuração. A motivação para analisar

tal configuração está na possibilidade de realizarmos um experimento no annealer quântico da

D-wave, o D-Wave 2000Q, uma vez que em tal aparato, as células do hardware contém 8 q-bits

supercondutores de fluxo, organizados segundo grafos chimera [144].

Inicialmente exporemos alguns conceitos relacionados a um annealer quântico, faremos

uma rápida introdução aos fundamentos do annealing quântico e a sua relação com o teo-

rema adiabático. Abordaremos a aplicação do annealing quântico em modelos de Ising num

campo transverso, uma vez que esse é o modelo usado nos sistemas da D-Wave. Por fim, nos

restringiremos às caracteŕısticas básicas do hardware do D-Wave 2000Q.

Na seção seguinte, iremos especificar qual modelo espećıfico analisamos, bem como o método

para a obtenção dos resultados relacionados à transição de fase térmico-MBL. Nessa parte iremos

também justificar como os nossos resultados teóricos podem estar de acordo com os resultados

experimentais. Por fim, iremos discutir os resultados obtidos.

Ressalta-se que, até o momento em que essa tese está sendo escrita, não existe nenhum

trabalho reportando tal análise em um annealer quântico.
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Figura 5.1: Representação do processador do annealer quântico da D-Wave com 512 q-

bits. Ćırculos representam os q-bits, e curvas as interações entre os mesmos. Ćırculos

vermelhos denotam “q-bits”não operantes. Adaptado da Ref. [159].
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5.1 Annealing quântico e teorema adiabático

Vários problemas em F́ısica, em Computação e em outras áreas da Ciência estão relacionados

a processos de optimização, ou seja, estão relacionados a encontrar um mı́nimo global de uma

dada função custo [145–147]. Como exemplos temos a obtenção do auto-estado de energia de

uma rede de Ising, com frustração, de N spins. Outro exemplo é a obtenção do comprimento

mı́nimo percorrido por um vendedor que visita N cidades, passando apenas uma única vez por

cada uma - Traveling salesman problem [93]. Em nossa análise queremos determinar o mı́nimo

da energia do sistema, assim, de agora em diante, usaremos energia do sistema ao invés de função

custo.

Kirkpatrick [148] demonstrou, num método que ficou conhecida como simulated annealing,

que uma excelente forma de se resolver processos de optimização é simular um processo de

resfriamento em modelos de spin de Ising numa simulação de Monte Carlo. Tais sistemas são

descritos pelo hamiltoniano

H0 = −
∑
i<j

Jijs
z
i s
z
j −

∑
i

his
z
i , (5.1)

em que o spin si pode assumir os valores ±1, Jij acopla os spins dos śıtios i e j, e hi são campos

locais.

O simulated annealing usa as flutuações térmicas para evitar que o sistema fique aprisionado

em um mı́nimo local da energia. A temperatura do sistema, real ou fict́ıcia, inicialmente é alta, e

o estado é aleatório. Então a mesma é diminúıda lentamente para que o processo de optimização

obtenha sucesso. Isso ocorre porque a altas temperaturas, o estado do sistema é uma mistura

estat́ıstica de todos os estados posśıveis com probabilidades muito próximas, porém, com a

diminuição da temperatura, privilegia-se o estado fundamental do sistema. Na Ref. [149] foi

mostrado que em problemas genéricos de optimização combinatorial, o mı́nimo global da função

custo é atingido assintoticamente se a temperatura obedecer a T (t) ≥ c
log t , em que c é uma

constante de depende do sistema.

A versão quântica do simulated annealing foi proposta por Kadowaki [150], em que o pro-

cesso de optimização baseia-se no tunelamento quântico ao invés do “pulo térmico”do simulated

annealing. Tal abordagem é conhecida como annealing quântico, a Fig. 5.2 ilustra a diferença
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Simulated
annealing

Quantum
annealing

Configurações

Energia
do sistema

Figura 5.2: Esquema diferenciando os dois processos de optimização, o simulated annealing

e o annealing quântico. O primeiro baseia-se em flutuações térmicas, enquanto que o

segundo baseia-se em flutuações quânticas. Adaptado da Ref. [153].

entre os dois protocolos.

Para se implementar o annealing quântico em modelos de spin de Ising, um termo deve ser

adicionado à Eq. 5.1, mais precisamente um campo transverso [150], assim o hamiltoniano que

descreve o sistema é dado por

H(t) = −
∑
i<j

Jijσ
z
i σ

z
j −

∑
i

hiσ
z
i − Γ(t)

∑
i

σxi (5.2)

= H0 − Γ(t)
∑
i

σxi , (5.3)

em que Jij é a interação de troca, σz,xi são matrizes de Pauli no śıtio i, e Γ(t) é o campo

transverso que controla a taxa de transição entre estados | ↑ 〉 e | ↓ 〉, ou seja, produz a transição

entre os estados clássicos (auto-estados de H0), e então possui o mesmo papel da temperatura

no simulated annealing. Inicialmente o valor de Γ(t) é alto o suficiente, Γ(0) � |Jij |, |hi|, para

para deixar todos os spins alinhados na direção x [151,152]. Dessa forma, através da diminuição

suficientemente lenta de Γ(t) até zero, o sistema é conduzido para o estado fundamental de H0,

e o processo de optimização é bem sucedido.
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Kadowaki mostrou que, para um mesmo protocolo de annealing, a versão quântica do pro-

cesso consegue uma convergência para o estado fundamental com maior probabilidade do que

a versão clássico-térmica. Em Ref. [153] tais versões de annealing foram comparadas expe-

rimentalmente em magnetos desordenados, e os resultados de Kadowaki foram comprovados,

confirmando o melhor desempenho na optimização para o annealing quântico.

A ideia do annealing quântico está inerentemente relacionada à adiabaticidade em mecânica

quântica, conceito expresso através do teorema adiabático [154–156]. Tal teorema nos garante

que, em uma evolução é adiabática, se um sistema é preparado no estado fundamental |E0(t = t0〉

de um hamiltoniano dependente do tempo H(t = t0), então, para qualquer instante posterior t,

o sistema estará no estado fundamental instantâneo de H(t), denotado por |E0(t)〉. Tal teorema

está demonstrado no Ap. A desta tese.

O mesmo teorema nos fornece a condição sobre o tempo de relaxação para que uma evolução

seja adiabática. Para um sistema quântico fechado, a evolução será adiabática se o tempo de

relaxação, annealing, for maior do que τ ∝ ∆−2min, em que ∆min = min0≤t<τ [E1(t)−E0(t)], com

E0,1(t) sendo, respectivamente, as auto-energias instantâneas do estado fundamental e do ńıvel

imediatamente acima.

O teorema adiabático permite a realização do processo de annealing quântico para um sis-

tema isolado do meio externo e a temperatura nula. Quando aplicada ao processamento de in-

formação quântica esse tipo de realização foi denominada computação quântica adiabática [157,

158]. Num processo real de annealing quântico, o sistema não está totalmente isolado e a tem-

paratura não é nula, mas se a evolução é suficientemente lenta, o sistema evolui numa mistura

estat́ıstica dos ńıveis de energia mais baixa.

5.2 Annealer quântico da D-Wave

Vamos discutir agora alguns detalhes dos processadores dos sistemas da D-Wave, pois em

nossa proposta as medidas serão realizadas em um desses processadores.

Em 2011, a D-Wave Systems lançou o primeiro annealer quântico comercial, o D-Wave One

- DW1, que possuia 128 q-bits. Em 2013 foi lançado o D-Wave 2 - DW2, com 512 q-bits, em
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2013 foi lançado o D-Wave 2X, com um processador de 1024 q-bits. A versão atual, o D-Wave

2000Q, possui um processador com até 2048 q-bits. Esses equipamentos funcionam através do

annealing quântico numa rede de Ising de q-bits de fluxo supercondutores [144], interconectados

através de um grafo chimera. A Fig. 5.1 ilustra tal grafo para um processador com 512 q-bits.

Diferentemente de outros annealers quânticos baseados em sistemas de matéria condensada [153],

nos sistemas da D-Wave, tanto os spins individuais como seus acoplamentos são programáveis.

O D-Wave 2000Q, é uma “caixa preta”com dimensões de aproximadamente 3, 0 m×2, 1 m×

3, 0 m (comprimento × largura × altura), cuja maior parte do volume é ocupado pelo sistema

de refrigeração, o qual funciona através de criogenia, que permite o processador operar a tem-

peraturas menores do que 15 mK. Todo o sistema está em um alto vácuo, e isolado de qualquer

campo magnético externo, vibração e qualquer rádio-frequência.

Simplificadamente, o q-bit de fluxo supercondutor é um anel supercondutor, contendo uma

junção de Josephson, submetido a dois fluxos externos de campo magnético φ1 e φ2. Tal confi-

guração pode ser modelada como uma duplo poço de potencial em relação à φ1, esquematica-

mente representado em Fig. 5.2. Os dois estados de menor energia correspondem a correntes que

circulam simultaneamente no sentido horário e anti-horário no anel, e representam os estados

| ↓ 〉 e | ↑ 〉. A altura da barreira δU é controlada por φ2, e a diferença entre as energias dos dois

mı́nimos, 2h, é controlada por φ1. No regime de baixas temperaturas, a dinâmica desse q-bit de

fluxo é idêntica a de spins de Ising [144].

O annealing quântico realizado no annealer da D-Wave é muito similar ao que já discutimos.

Inicialmente o sistema, a baixas temperaturas, é preparado no estado fundamental de Htrans,

ocorre a evolução lenta, e no final encontra-se o estado fundamental de HIsing. A evolução do

hamiltoniano é dada por

H(s) = A(s)Htrans +B(s)HIsing , (5.4)

em que Htrans = −
∑N

j=1 σ
x
j , HIsing = −

∑
i<j Jijσ

z
i σ

z
j −

∑
i hiσ

z
i , com s = t/T sendo o tempo

de evolução normalizado (T : tempo total da evolução). As funções A(s) e B(s) representam

o protocolo de annealing. Tais funções estão representadas qualitativamente na Fig 5.5(a), em

que elas satisfazem A(s = 0), B(s = 1) > 0 e A(s = 1), B(s = 0) = 0. Se a mudança é lenta e o

sistema não interage com o meio externo, o sistema irá evoluir em seu estado fundamental.
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δU

2h

| ↓ 〉 | ↑ 〉

φ1

U

Figura 5.3: Esquema representativo do q-bit supercondutor de fluxo. Adaptado da

Ref. [144].

5.3 Modelo e método

5.3.1 Obtenção do ponto cŕıtico

Iremos estudar a transição de fase térmico-MBL num grafo chimera com N spins-1/2 como

ilustrado em Fig. 5.4, cujo hamiltoniano será dado por

H = −
∑
i,j

Jijσ
z
i σ

z
j −

N∑
j=1

hjσ
z
j −∆

N∑
j=1

σxj (5.5)

em que σx,zj são as matrizes de Pauli no śıtio j, Jij são as interações de troca entre os spins i

e j, tais valores são sorteados aleatoriamente da distribuição uniforme [−δJ, δJ ], hj é o campo

aleatório no śıtio j, sorteado a partir de distribuição uniforme [−h, h], e ∆ é a intensidade do

campo transverso.

Nota-se que no hamiltoniano (5.5), considerando a geometria dos grafos chimera, leva em

consideração interações mais distantes do que a interação de primeiros vizinhos. Por exemplo,

dada a Fig. 5.4, o spin no śıtio 1 interage com os spins nos śıtios 2, 4, 6 e 8. É importante

ressaltar também que tal hamitoniano é independente do tempo, o que o torna bastante diferente

do hamiltoniano simulado no annealer quântico da D-Wave, dado pela Eq. (5.4). Mais adiante

retornaremos a esse ponto.
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Figura 5.4: Grafos chimera para N = 4, 6 e 8 q-bits em uma célula do processador

do annealer quântico da D-Wave. Os ćırculos representam os śıtios da rede e as setas

representam as interações entre os śıtios.

Abaixo, mais uma vez, vamos explicitar o passo-a-passo usado para encontrar o ponto cŕıtico

para o modelo:

(i) Fixamos o valor de intensidade de desordem, escolhemos δJ = h = ξ;

(ii) Para essa intensidade de desordem, sorteamos configurações de desordem para Jij e hi,

diagonalizamos exatamente do hamiltoniano dado pela Eq. (5.5), e obtemos todos os seus

auto-estados {|n〉};

(iii) Para cada auto-estado {|n〉}, calculamos, usando a Eq. (2.1), a entropia de emaranhamento

entre as duas metades da rede;

(iv) Ainda com a mesma intensidade de desordem, tomamos uma média em 2 × 103 confi-

gurações de desordem. Com isso pudemos calcular o valor médio e a variância da entropia

de emaranhamento para uma dada intensidade de desordem;

(v) Variando-se a intensidade da desordem, obtemos as quantidades mencionadas como função

da desordem δJ .
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5.3.2 Dinâmica da magnetização

Agora vamos explicitar como calculamos a dinâmica da magnetização numericamente. Para

isso, usamos o seguinte protocolo:

(i) Fixamos o valor de intensidade de desordem, escolhemos δJ = h = ξ1;

(ii) Calculamos, para um instante fixo t, o valor esperado da magnetização de um único spin

i no estado |ψ(t)〉 = U(t)|00 . . . 00〉

〈mz
i (t)〉 =

∑
k,l

(ck0)∗cl0〈Ek|I1 ⊗ · · · ⊗mz
i ⊗ · · · ⊗ IN |El〉e−i(Ek−El)t , (5.6)

em que H|Ek〉 = Ek|Ek〉 e, ao escrevemos os auto-estados da energia na base computaci-

onal, temos |Ek〉 =
∑

i c
k
i |i〉, assim ck0 = 〈0|Ek〉 = 〈00 . . . 00|Ek〉;

(iii) Para um mesmo instante t tomamos médias sobre 2× 103 realização de desordens;

(iv) Fazemos esse procedimento para vários instantes t, assim encontramos a dinâmica menci-

onada;

(v) Analisamos a dinâmica para vários valores de intensidade de desordem δJ .

Agora vamos discutir um ponto crucial desse trabalho, como a dinâmica detalhada acima,

para o hamiltoniano (5.5) pode ser relacionada com a dinâmica de magnetização dada pelo

hamiltoniano dependente do tempo implementado no annealer quântico da D-Wave.

A priori, os resultados numéricos que obtemos usando a Eq. (5.6), os quais estão na Fig. 5.8,

não deveriam ser obtidos experimentalmente no annealer quântico da D-Wave, pois, além do

processador do D-Wave 2000Q não ser perfeitamente isolado do ambiente externo e a tempera-

tura não ser exatamente nula, o hamiltoniano que analisamos não é exatamente o hamiltoniano

implementado no processador.

No entanto, vamos argumentar que os resultados experimentais devem ser similares aos que

obtivemos numericamente. Para esclarecer isso, vamos detalhar um pouco como a medida será

1Tal escolha foi feita apenas por comodidade, observamos que outras escolhas provocam apenas

“shifts”nas grandezas calculadas, mas não produzem comportamentos diferentes.
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realizada com ajuda da Fig. 5.5. A evolução inicia-se em s = 0 e termina em s = 1. No instante

s = s∗ temos que B(s∗)/A(s∗) = δJ/∆, em que esses últimos são, respectivamente a intensidade

da desordem e o valor do campo transverso do hamiltoniano independente do tempo dado por

Eq. (5.5). Então a intensidade de desordem é controlada fixando-se s∗.

0, 0 1, 0
s s∗

∆

δJ

A(s)
B(s)

(a)

0, 0

s∗

t∗

1, 0

Tt̃ t

s

(b)

Figura 5.5: (a) Comportamento qualitativo das funções A(s) e B(s), as quais especificam

o protocolo de annealing. (b) Evolução do tempo normalizado como função de t. Ao

atingirmos s(t = t∗) = s∗ o hamiltoniano é pausado, e volta a ser dependente do tempo

apenas em t̃ . T . Após t̃ a dinâmica é “acelerada”até atingirmos s(t = T ) = 1, áı sim a

medida é realizada.

Assim ao atingirmos o valor de s = s∗ que nos fornece o δJ que desejamos, “congelamos”a

dinâmica, como ilustrado em Fig. 5.5(b), isso é feito pausando-se o hamiltoniano no tempo

t = t∗. Deixamos o hamiltoniano pausado o máximo posśıvel, até t̃. Após esse instante, a

dinâmica é “acelerada”até atingirmos t = T (s = 1), e nesse instante a medida da magnetização

do spin é realizada. Isso será feito várias vezes para o mesmo valor s = s∗, e assim poderá ser

feita uma média sobre várias configurações de desordem, e por fim obteremos 〈mz
i (t)〉exp.

É importante ressaltarmos que o ato de pausar do hamiltoniano no intervalo [t∗, t̃] é funda-

mental para que o experimento forneça resultados similares aos nossos, uma vez que nessa etapa

da evolução o hamiltoniano será constante, similarmente ao dado pela Eq. (5.5). Outro passo

muito importante é a evolução “rápida”entre os instantes t̃ e T , para garantirmos que a medida

realizada no final do experimento ainda preserve a configuração do hamiltoniano pausado.
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A evolução no annealer quântico da D-Wave é aproximadamente adiabática, uma vez que o

sistema não é perfeitamente isolado do meio e a temperatura não é identicamente nula. Então,

o sistema evoluirá em uma mistura estat́ıstica de auto-estados instantaneamente de mais baixa

energia, ou seja, próximos do estado fundamental. Tal fato nos permite esperar que o comporta-

mento de 〈mz
i (t)〉exp seja similar ao encontrado para 〈mz

i (t)〉, Eq. (5.6), e mostrado na Fig. 5.8,

pois, como veremos mais adiante (ver Fig. 5.9) o estado fundamental possui grande influência

sobre a dinâmica do valor esperado 〈mz
i (t)〉 em relação ao estado inicialmente produto |00 . . . 00〉.

5.4 Resultados

5.4.1 Ponto cŕıtico

Inicialmente nosso objetivo é verificar se o modelo dado pela Eq. (5.5) possui uma transição

térmico-MBL como definida em Def. (3). Para tal, calculamos a entropia de emaranhamento

como descrito na Sec. 5.3, cujo resultado está na Fig. 5.6. Percebemos que o comportamento

dessa correlação, como função da desordem, é bem t́ıpico de modelos que apresentam a transição

térmico-MBL. Perceba que para valores baixos da intensidade de desordem δJ < δJc, a entropia

de emaranhamento obedece à lei de volume, enquanto que para valores grandes de intensidade

de desordem, δJ > δJc, tal correlação obedece lei de área.

Uma vez que já temos evidências de que a transição térmico-MBL existe nesse modelo,

vamos agora encontrar o ponto cŕıtico de tal transição. Para encontrá-lo, usamos a variância da

entropia de emaranhamento. No inset de Fig. 5.6 temos essa quantidade como função de δJ ,

temos que no ponto cŕıtico, para cadeias infinitas, a variância diverge [29], como discutimos no

Cap. 3. Porém, nosso sistema f́ısico é limitado a N = 8 spins, e assim, tal divergência apresenta-

se como um ponto de máximo. Através de inset vemos que o ponto cŕıtico para um auto-estado

no meio de espectro é δJc ≈ 5, 5. Usamos a entropia de emaranhamento porque é a ferramenta

padrão para a análise desse tipo de problema, e o foco aqui é o experimento.

O inset da Fig. 5.6 nos fornece o ponto cŕıtico para um auto-estado que pertence ao meio do

espectro. Porém, apesar de ainda não termos evidenciado esse caracteŕıstica, o ponto cŕıtico da

transição térmico-MBL depende da energia do auto-estado [34,37], tal caracteŕıstica é chamada
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Figura 5.6: Gráfico principal: valor médio da entropia de emaranhamento SE entre as

duas metades da rede chimera, para várias realizações de desordem, como função da

interação entre os spins da rede δJ . Inset: variância da entropia de emaranhamento δ2SE

relativa às várias realizações de desordem. Tais resultados são para o auto-estado do

hamiltoniano (5.5) que pertence ao meio do espectro.

de mobility edge. No Cap. 3 essa informação foi perdida porque fizemos médias sobre “todos”os

auto-estados. Porém agora não fizemos tal média, e a Fig. 5.7 nos fornece como o ponto cŕıtico

da transição térmico-MBL varia de acordo com a densidade de energia ε = En−Emin
Emax−Emin para o

modelo descrito pelo hamiltoniano (5.5) com N = 8 spins. Os pontos cŕıticos foram obtidos

através da variância da entropia da emaranhamento.

O mobility edge para o grafo chimera com mostrado na Fig. 5.7 é bem semelhante ao mobility

edge para outros modelos [34, 37]. Perceba que os estados no meio do espectro possuem pontos

cŕıticos maiores do que estados na borda do espectro. O mobility edge é a fronteira entre as fases

térmica e MBL no diagrama de fases ε × δJ . Através da Fig. 5.7 podemos ver, por exemplo,

que para δJ ≈ 4, 0, os auto-estados com densidades de energia 0, 20 . ε . 0, 75 estão na fase
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térmica, enquanto os outros já estão na fase MBL.

Como veremos mais adiante, o mobility edge será muito importante para entendermos a

dinâmica da magnetização nas diferentes fases, quantidade essa que é de fato medida nos anne-

alers quânticos da D-Wave.

1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0

δJ

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

ε

Thermal phase

MBL phase

Figura 5.7: Diagrama de fases ε× δJ entre as fases térmica e MBL. A curva explicitada

é denominada mobility edge, e contém todos os pontos cŕıticos da transição, cada um

referente a uma densidade de energia diferente. Tais pontos cŕıticos foram obtidos através

da variância de entropia de emaranhamento δ2J entre as duas metades da rede chimera

com N = 8 spins, para um sistema modelado pelo hamiltoniano (5.5).

5.4.2 Dinâmica da magnetização

Agora vamos nos voltar para a quantidade que realmente pode ser medida no annealer

quântico da D-Wave, a magnetização. A Fig. 5.8 mostra a dinâmica do valor esperado da

magnetização de um spin da rede chimera em um estado inicialmente produto |00 . . . 00〉, ou

seja, 〈mz
i (t)〉 = 〈0 . . . 0|U(t)†mz

iU(t)|0 . . . 0〉. Então o sistema evolui sob sua própria dinâmica,
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regida pelo hamiltoniano (5.5). Os valores apresentados para cada δJ são resultados finais após

média sobre 2× 103 configurações de desordem.

Como no estado inicial todos os spins estão para baixo, independentemente do valor de

δJ , temos que 〈mz
i (t = 0)〉 = −0, 5. Para todos os valores de δJ , quando a evolução inicia,

existe uma variação de 〈mz
i (t)〉, e para t � 0, o valor esperado 〈mz

i (t → ∞)〉 ≈ ξ, ou seja,

tal quantidade entra em equiĺıbrio, porém esse valor de equiĺıbrio depende da intensidade de

desordem, ξ = ξ(δJ).
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Figura 5.8: Valor esperado da magnetização do spin i = 1 da rede chimera em relação

a um estado inicialmente produto |00 . . . 00〉, para vários valores de δJ , como função do

tempo t. A dinâmica é dada pelo hamiltoniano (5.5), e todos os resultados são para N = 8

spins.

Sabemos que dependendo do valor da intensidade da desordem δJ o sistema estará na fase

térmica ou na fase MBL. Na fase térmica o valor esperado da magnetização do spin deve ser igual

ao seu valor termodinâmico de equiĺıbrio, dado pela média no ensemble microcanônico, a saber,

〈mz
i 〉term = 0. Percebemos, ao analisarmos a Fig. 5.8, que os valores de equiĺıbrio de 〈mz

i (t)〉, ξ,

para δJ < 2, 0 são muito próximos do valor termodinâmico, ξ(δJ < 2, 0) ≈ 〈mz
i 〉term. Porém,
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para os casos em que δJ > 2, 0 já existe uma diferença considerável entre ξ(δJ > 2, 0) e o valor de

equiĺıbrio térmico 〈mz
i 〉term. Isso sugere que o sistema sofreu a transição de fase térmico-MBL,

estando agora, para δJ & 2, 0, na fase MBL. Perceba que para maiores valores de δJ , maior é a

“memória”do estado inicial, então somos levados a afirmar que limδJ→∞[ξ − 〈mz
i (t = 0)〉]→ 0.

Ao analisarmos o diagrama de fases dado pela Fig. 5.7, vemos que a transição térmico-MBL,

para esse sistema, ocorre para δJc ≈ 2, 0 somente em auto-estados nas margens do espectro.

Então, temos que mostrar que esses auto-estados conseguem influenciar muito fortemente a

dinâmica dada na Fig. 5.8.

Vamos explicitar a dependência do valor esperado da magnetização no estado |00 . . . 00〉

em relação aos auto-estados do hamiltoniano. Usando que H|n〉 = en|n〉, notando que |0〉 =

|00 . . . 00〉 é um vetor da base computacional, ou seja, |n〉 =
∑

j c
n
j |j〉, com {|j〉} denotando a

base computacional, podemos escrever que

〈mz
i 〉 = 〈00 . . . 00|mz

i |00 . . . 00〉

=
∑
n,m

〈00 . . . 00|n〉〈n|mz
i |m〉〈m|00 . . . 00〉

=
∑
n

|cn0 |2〈n|mz
i |n〉 . (5.7)

Dado o resultado acima, o termo |cn0 |2 nos fornece a influência de cada auto-estados |n〉 sobre

o valor esperado da magnetização do spin no estado inicialmente produto |00 . . . 00〉. A Fig. 5.9

nos mostra o valor de |cn0 |2 para cada um dos 28 auto-estados. Podemos perceber que o valor

de |cn0 |2 é maior exatamente nos auto-estados da borda. E com isso, vemos que o resultado da

mostrado na Fig. 5.8 deveria realmente ocorrer.

5.5 Discussão

Nossos resultados numéricos mostraram que existe uma transição térmico-MBL em grafos

chimera. O ponto cŕıtico de tal transição depende da densidade de energia do estado, como

mostrado na Fig. 5.7. Estados na borda do espectro possuem pontos cŕıticos δJ ≈ 2, 0, o menor

ponto cŕıtico que encontramos, assim, todos os auto-estados estão na fase térmica para δJ < 2, 0.

Por outro lado, para δJ > 5, 5, todos os auto-estados estão na fase MBL. Ressalta-se que tais

77



5.5 Discussão 78

0 50 100 150 200 250
e

i

0

0,005

0,01

0,015

0,02

|c
0
|
2

δJ = 1,0

0 50 100 150 200 250
e

i

0

0,005

0,01

0,015

0,02

|c
0
|
2

δJ = 3,0

0 50 100 150 200 250
e

i

0

0,005

0,01

0,015

0,02

δJ = 4,0

0 50 100 150 200 250
e

i

0

0,005

0,01

0,015

0,02

δJ = 2,0

Figura 5.9: Componente |00 . . . 00〉 de todos os auto-estados do hamiltoniano (5.5). Tal

componente é muito maior nos auto-estados pertencentes à borda do espectro.

resultados foram encontrados usando-se a entropia de emaranhamento, e sua variância, entre as

metades da rede, como inicialmente discutido em Sec. 3.4.1.

Um dos objetivos desse caṕıtulo foi fornecer uma conexão entre os resultados que obtivemos

para uma hamiltoniano independente do tempo, Eq. (5.5), com uma proposta experimental a

ser realizada no annealer quântico da D-Wave.
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Essa tese foi baseada em três tópicos relacionados à transição térmico-MBL em cadeias de

spin-1/2:

(i) Propor uma nova forma de se obter o ponto cŕıtico da transição térmico-MBL na cadeia

de Heisenberg 1-dimensional com um campo externo aleatório, tal abordagem baseou-se

na aplicação de correlações de um e dois pontos da cadeia, Cap. 3;

(ii) Analisar a dinâmica de tais correlações nas fases térmica e MBL, ainda no modelo de

Heisenberg, Cap. 4;

(iii) Verificar a existência da transição térmico-MBL em grafos chimera, bem como a deter-

minação do seu ponto cŕıtico, e analisar uma grandeza cuja dinâmica seja influenciada

pelas fases e possa ser medida no annealer quântico da D-Wave, Cap. 5.

No Cap. 3 foi mostrado que nossa abordagem produziu resultados bastante condizentes com

os já existentes na literatura, porém, com a vantagem de ser um método muito mais simples de

se obter o ponto cŕıtico. Com o emaranhamento global, através do colapso das curvas, obtemos

o ponto cŕıtico hc ≈ 3, 8, e com as correlações geométricas, através da extrapolação para o

limite termodinâmico, obtemos pontos cŕıticos dentro do intervalo [3, 4]. Tais resultados estão

na Ref. [51].

Os resultados apresentados no Cap. 4 mostraram que as fases térmica e MBL influenciam

de maneira diferente a dinâmica do emaranhamento global, mesmo para cadeias pequenas. Ba-

seados nos resultados, podemos afirmar que na fase térmica o emaranhamento global se espalha

mais rapidamente do que na fase MBL. Já para a dinâmica da discórdia geométrica, não fomos
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capazes de diferenciar as fases através da dinâmica. Isso pode ser provocado pelo pequeno ta-

manho das cadeias que analisamos. Assim, apenas simulações para tamanhos maiores da cadeia

poderão confirmar ou não esses resultados parciais que obtivemos.

O modelo e a abordagem usados no Cap. 5 foram um pouco diferentes do que os usados

nos caṕıtulos anteriores. Usando a entropia de emaranhamento, e sua variância em relação às

realizações de desordem, fomos capazes de encontrar os pontos cŕıticos para vários auto-estados

do Hamiltoniano. Nossa análise também foi capaz de estudar a evolução do valor esperado

da magnetização de um spin da cadeia em relação a um estado inicialmente produto. Tal

quantidade será medida no annealer quântico da D-Wave, e, mesmo que os nossos resultados

tenham sido obtidos para uma sistema muito mais simples do que o sistema real da D-Wave,

demos argumentos plauśıveis de que tais resultados devem ser similares.

Assim, temos algumas perspectivas imediatas em relação à esse trabalho. A primeira é ana-

lisar a dinâmica de correlações para cadeias maiores. Isso pode ser feito através de técnicas

numéricas mais sofisticadas, como t-DRMG [20]. A segunda diz respeito à realização experi-

mental do que foi abordado no Cap. 5. Além dessas, temos a perspectiva de estender várias

análises discutidas aqui para sistemas abertos, levando-se em consideração a decoerência, via

modelagens através de Hamiltonianos complexos ou de equações mestres locais.
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Apêndice A

Teorema adiabático

Seja um sistema quântico fechado, cujo Hamiltoniano é H(t). A dinâmica do estado |ψ(t)〉

que descreve tal sistema é dada pela equação de Schrödinger

i
d

dt
|ψ(t)〉 = H(t)|ψ(t)〉 , (A.1)

cuja solução geral pode ser escrita da seguinte forma

|ψ(t)〉 =
∑
n

cn(t)e−i
∫ t
0 dt

′εn(t′)|En(t)〉 , (A.2)

em que εn(t) e |En(t)〉 são, respectivamente, as auto-energias e os auto-estados, não-degenerados,

assim

H(t)|En(t)〉 = εn(t)|En(t)〉 . (A.3)

Assim, para determinarmos a dinâmica do sistema, temos que determinar c(t). Para tal, vamos

substituir a Eq. (A.2) na Eq. (A.1). Fazendo isso ficamos com∑
j

[ċj(t)|Ej(t)〉 − cj(t)εj(t)|Ej(t)〉 + cj(t)|Ėj(t)〉
]
e−i

∫ t
0 dt

′εj(t′)

= −
∑
j

cj(t)εj(t)|Ej(t)〉e−i
∫ t
0 dt

′εj(t′) ,

perceba que o segundo termo do lado esquerdo cancela ao termo do lado direito, então, ao

multiplicarmos por 〈Ek(t)| pela esquerda podemos escrever∑
j

[
ċj(t)〈Ek(t)|Ej(t)〉e−i

∫ t
0 dt

′εj(t′) + cj(t)〈Ek(t)|Ėj(t)〉e−i
∫ t
0 dt

′εj(t′)
]

= 0 ,
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como 〈Ek(t)|Ej(t)〉 = δkj , ficamos com

ċk(t) = −
∑
j

cj(t)〈Ek(t)|Ėj(t)〉e−i
∫ t
0 dt

′gjk(t
′)

= −cj(t)〈Ek(t)|Ėk(t)〉 −
∑
j 6=k

cj(t)〈Ek(t)|Ėj(t)〉e−i
∫ t
0 dt

′gjk(t
′)

(A.4)

em que gjk(t) = εj(t) − εk(t) é o gap de energia entre os ńıveis de energia j e k no instante de

tempo t.

Agora vamos derivar a Eq. (A.3), assim

Ḣ(t)|Ej(t)〉+H(t)|Ėj(t)〉 = ε̇j(t)|Ej(t)〉+ εj(t)|Ėj(t)〉

〈Ek(t)|Ḣ(t)|Ej(t)〉+ 〈Ek(t)|H(t)|Ėj(t)〉 = ε̇j(t)〈Ek(t)|Ej(t)〉+ εj(t)〈Ek(t)|Ėj(t)〉

〈Ek(t)|Ḣ(t)|Ej(t)〉+ εk(t)〈Ek(t)|Ėj(t)〉 = 0 + εj(t)〈Ek(t)|Ėj(t)〉

(εj(t)− εk(t))〈Ek(t)|Ėj(t)〉 = 〈Ek(t)|Ḣ(t)|Ej(t)〉

∴ 〈Ek(t)|Ėj(t)〉 =
〈Ek(t)|Ḣ(t)|Ej(t)〉

gjk(t)
, (A.5)

em que assumimos que j 6= k. Substituindo a Eq. (A.5) em Eq. (A.4) podemos escrever

ċk(t) = −cj(t)〈Ek(t)|Ėk(t)〉 −
∑
j 6=k

cj(t)
〈Ek(t)|Ḣ(t)|Ej(t)〉

gjk(t)
e−i

∫ t
0 dt

′gjk(t
′) . (A.6)

Agora, iremos nos restringir a evoluções adiabáticas. A evolução adiabática é aquela em que

os auto-estados instantâneos do Hamiltoniano evoluem independentemente, então, se o sistema

é preparado em um auto-estado do Hamiltoniano |Ej(t = t′)〉 no instante t = t′, num instante

posterior t = t′′, o sistema estará no auto-estado |Ej(t = t′′)〉, ou seja, não existem transições

entre ńıveis de energia durante a evolução adiabática.

Analisando a Eq. (A.6), vemos que o segundo termo é responsável pela transição de ńıveis,

assim, uma condição para que a evolução seja adiabática é dada por

max
0<t<T

〈Ek(t)|Ḣ(t)|Ej(t)〉
gjk(t)

� 1 ∀ k, j . (A.7)

Tal relação é conhecida como a condição de adiabiticidade sobre o Hamiltoniano. Porém, no

nosso caso, uma condição sobre o tempo é mais útil do que uma condição sobre o hamiltoniano.
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Para encontrar tal relação, vamos voltar para a Eq. (A.6) e notar que

d

dt

[
ck(t)e

ξk(t)
]

= ċk(t)e
ξk(t) + ck(t)

dξk(t)

dt
eξk(t)

= ċk(t)e
ξk(t) + ck(t)〈Ek(t)|Ėk(t)〉eξk(t)

∴ ċk(t) = e−ξk(t)
d

dt

[
ck(t)e

ξk(t)
]
− ck(t)〈Ek(t)|Ėk(t)〉 , (A.8)

em que ξk(t) =
∫ t
0 dt

′〈Ek(t′)|Ėk(t′)〉. Substituindo na Eq. (A.6) ficamos com

d

dt

[
ck(t)e

ξk(t)
]

= −
∑
j 6=k

cj(t)e
ξk(t)
〈Ek(t)|Ḣ(t)|Ej(t)〉

gjk(t)
e−i

∫ t
0 dt

′gjk(t
′) .

Agora vamos fazer a seguinte mudança de variáveis s = t/T na equação acima, em que T é o

tempo total da evolução

d

ds

[
ck(s)e

ξk(s)
]

= −
∑
j 6=k

cj(s)e
ξk(s)
〈Ek(s)|H(s)

ds |Ej(s)〉
gjk(s)

e−iT
∫ s
0 ds

′gjk(s
′) ,

integrando em s∫ s

0
ds′

d

ds′

[
ck(s

′)eξk(s
′)
]

= −
∑
j 6=k

∫ s

0
ds′cj(s

′)eξk(s
′) 〈Ek(s

′)|H(s′)
ds′ |Ej(s

′)〉
gjk(s′)

e−iT
∫ s′
0 ds′′gjk(s

′′)

ck(s)e
ξk(s) − ck(0) = −

∑
j 6=k

∫ s

0
ds′eξk(s

′)cj(s
′)
〈Ek(s′)|H(s′)

ds′ |Ej(s
′)〉

gjk(s′)
e−iT

∫ s′
0 ds′′gjk(s

′′) .

Escrevendo a equação acima em termos do parâmetro

Fjk(s) = cje
ξk(s)〈Ek(s)|

H(s)

ds
|Ej(s)〉

ficamos com

ck(s)e
ξk(s) = ck(0)−

∑
j 6=k

∫ s

0
ds′

Fjk(s
′)

gjk(s′)
e−iT

∫ s′
0 ds′′gjk(s

′′) . (A.9)

Notando que

Fjk(s)

gjk(s)
e−iT

∫ s
0 ds

′gjk(s
′) =

i

T

[
d

ds

(
Fjk(s)

g2jk(s)
e−iT

∫ s
0 ds

′gjk(s
′)

)
− d

ds

(
Fjk(s)

g2jk(s)

)
e−iT

∫ s
0 ds

′gjk(s
′)

]
a Eq. (A.9) torna-se

ck(s)e
ξk(s) = ck(0)− i

T

∑
j 6=k

[
Fjk(s)

g2jk(s)
e−iT

∫ s
0 ds

′gjk(s
′) −

Fjk(0)

g2jk(0)

−
∫ s

0
ds′

Fjk(s
′)

g2jk(s
′)
e−iT

∫ s′
0 ds′′gjk(s

′′)

]
.

(A.10)

83



Teorema adiabático 84

Usando o lema de Riemann-Lebesgue na integral da equação acima

lim
T→∞

∫ s

0
ds′

Fjk(s
′)

g2jk(s
′)
e−iT

∫ s′
0 ds′′gjk(s

′′) → 0 , (A.11)

assim a Eq. (A.10) torna-se

ck(s)e
ξk(s) = ck(0)− i

T

∑
j 6=k

(
Fjk(s)

g2jk(s)
e−iT

∫ s
0 ds

′gjk(s
′) −

Fjk(0)

g2jk(0)

)
. (A.12)

Na Eq. (A.12) temos que o termo Fjk(s) é responsável pelas transições entre ńıveis, assim, se o

tempo de evolução total T for suficientemente grande, tais transições não ocorrerem, e a evolução

é adiabática. Portanto, a condição de adiabiticidade sobre o tempo de evolução é dada por

T � max
0<s<1

∣∣∣∣∣Fjk(s)g2jk(s)

∣∣∣∣∣ ∀ k, j . (A.13)

Essa é a generalização da condição mencionada no Cap. 5.
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