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Resumo

Correlacoes na transicao de fase de localizacao
de muitos corpos em cadeias de spins

Jaime Luis Cardoso da Cruz Filho
Orientador: Prof. Dr. Marcelo Silva Sarandy

Co-orientadora: Prof. Dra. Andreia Mendonga Saguia

A transicao entre as fases térmica e localizada de muitos corpos, transicao térmico-
MBL, tem sido bastante estudada, nos ultimos anos, através de varias abordagens e
em varios sistemas. A fase localizada possui a caracteristica de nao ser descrita pela
mecanica estatistica de equilibrio, isto é, quando um sistema encontra-se na fase localizada
ele nao termaliza. Nesse trabalho usamos alguns conceitos de informacao quantica para
analisar a transi¢ao térmico-MBL em sistemas de spin-1/2. Propomos o uso de fungoes
de correlacao de um e dois pontos para encontrar o ponto critico de tal transicao na
cadeia de Heisenberg de spin-1/2. Mostramos que tal abordagem fornece resultados muito
satisfatorios. Analisamos a influéncia das fases na dinamica de tais correlagoes, e, por
ultimo, utilizamos a entropia de emaranhamento para analisar a transi¢ao térmico-MBL
na cadeia de Ising organizada segundo grafos chimera. Esses tltimos resultados sao entao

formulados em termos de uma proposta experimental para o annealer quantico da D-

Wave.

Palavras-chave: Transigoes de fase. Termalizagao. Localizacao de muitos corpos. Cor-

relagoes em informagao quantica. Cadeias de spin-1/2.
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Abstract

Correlations in many-body localization
phase transition in spin chains

Jaime Luis Cardoso da Cruz Filho
Orientador: Prof. Dr. Marcelo Silva Sarandy

Co-orientadora: Prof. Dra. Andreia Mendonga Saguia

The phase transition between thermal phase and many-body localized phase - MBL
transition, has became too studied in last years, through many approachs and in several
models. Many-body localized phase is not described by statistical mechanics of equili-
brium, i.e., if a system is in localized phase, it does not reach thermal equilibrium. In this
thesis we have used some concepts of quantum information to analyse the many-body
localization transition in 1/2-spin systems. We applied one and two-points correlation
functions to find the critical point of such transition in 1/2-spin Heisenberg model. With
this, we got really good results. We analysed the influence of thermal and many-body loca-
lized phases in dynamics of these correlations. We also studied the many-body localization
transition in Ising model organized in a chimera graph, using entropy of entanglement to
specify the critical point. Results concerned to chimera graphs were formulated in an

experimental proposal to the quantum annealer of D-Wave.

Key-words: Phase transition. Thermalization. Many-body localization. Correlations in

quantum information. 1/2-Spin chains.
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Introducao

O termo localizacdo, como o analisaremos aqui, foi introduzido em sistemas de matéria con-
densada por Anderson [1] em 1958. Ele analisou o movimento de particulas quanticas em siste-
mas com desordem, via potencial aleatério em uma rede, e sem interacao entre as particulas. Foi
mostrado que, para desordens suficientemente fortes, os auto-estados do hamiltoniano tornavam-
se exponencialmente localizados em torno de uma posicao fixa, dai a origem do termo estado
localizado. Como consequéncia, em tal situacao nao existe difusao de particulas e nem de ener-
gia, e assim, o sistema é um isolante.

Apés o trabalho de Anderson, uma questao permaneceu aberta, a qual se referia ao papel da
interagao entre os constituintes do sistema no fenomeno da localizagao. Mais especificamente, a
questao era: o fendmeno da localizacao pode existir em sistemas interagentes? O que ocorre em
um sistema quantico fechado quando existem interacoes e desordem?

Nas Refs. [2-8], tais questoes foram abordadas, e varias contribuigbes importantes foram
dadas. Em 2006, Basko [9] mostrou que o fenémeno da localizagido é estdvel para sistemas
com interagoes de curto alcance e suficientemente pequenas. Tal localizagao, uma generalizacao
da localizacdo de Anderson, ficou conhecida como localizacao de muitos corpos, Many-Body
Localization - MBL.

A localiza¢do de muitos corpos é uma fase da matéria [10], pois, como mostrou Basko, é
robusta a perturbagoes suficientemente fracas porém genéricas. Tal fase serd referida nesse
trabalho como fase MBL. Uma das caracteristicas mais importantes da fase MBL é a auséncia
de termalizagdo, ou seja, sistemas que estao nessa fase nao entram em equilibrio térmico [11].

Assim, podemos identificar duas fases distintas em sistemas nos quais estao presentes tanto

a interagao quanto a desordem. Uma delas é a fase térmica, encontrada em regimes de baixa

13



Introducao 14

intensidade de desordem; a outra é a fase MBL, encontrada para altas intensidades de desordem.
Dessa forma, existe um valor de intensidade de desordem em que o sistema sofre a transicao
de fase. Essa transicao de fase vem sendo bastante explorada nos iltimos anos, cobrindo di-
ferentes dreas da fisica, tais como: caos quantico [12,13], matéria condensada [14], informagao
quantica [15], mecanica estatistica fora do equilibrio [16], &tomos ultrafrios [17] e outras.

Tanto a termalizacdo quanto a localizacao sao resultados da dinamica de sistemas fecha-
dos [10]. Isso é entendido da seguinte forma: imagine um estado inicial |1)p) que descreve um
sistema quantico fechado, tal estado evolui sob uma dindmica unitaria e, apés um tempo ¢ de
relaxacao, atinge um estado de equilibrio descrito por | (t)) = U(t, to)|1o). Dependendo da fase
que o estado inicial pertencia, os valores esperados de observéaveis em [¢(t)) concordam com um
estado térmico, ou com um estado localizado.

Um conclusao direta do fato de nao haver termalizacao na fase MBL é que um estado loca-
lizado nao é descrito pela mecanica estatistica de equilibrio [11]. Um sistema isolado termaliza
quando ele consegue atuar como um banho térmico para seus subsistemas [18]. Para que isso
ocorra, diferentes partes do sistema devem trocar energia eficientemente. Assim, o transporte
de energia é necessario, o que nao existe em um sistema na fase MBL, o que reforca a ideia de
que um estado localizado nao é térmico.

Desde meados da ultima década, a pesquisa em localizacao de muitos corpos vem em cres-
cente desenvolvimento. Parte significativa dessa pesquisa estd fundamentada em simulagoes
numéricas [12,19-56], com o uso de conceitos de informagao quantica, tais como entropia de
emaranhamento [20, 28,29, 31,34, 37, 38,43, 46,49, 52], entropia de Rényi [20, 23, 33,55, 56|, cor-
relagOes totais [41,48], e concorréncia [12,44,45]. O que nos mostra que tais conceitos sao bastante
utilizados para analisar as caracteristicas da fase MBL, bem como a transi¢do térmico-MBL e
seu ponto critico.

Além dos conceitos ligados & informacao quéantica, também é muito comum, na andlise da
transicao de fase térmico-MBL, o uso da distribuicao estatistica dos niveis de energia adjacentes
do hamiltoniano de muitos corpos [19,27], e o uso de medidas de localizagao, como o inverse
participation ratio - IPR [12,23,56], o qual é definido por (IPR),, = |(a|n}|*, e mede a localizacio

de um auto-estado |n) do hamiltoniano em uma base especifica {|a)}.

14



Introducao 15

A verificacao experimental da fase MBL é particularmente problematica, pois as carac-
teristicas da fase MBL, no geral, sdo obtidas para sistemas quanticos fechados e isolados, e num
experimento o acoplamento com o meio ambiente é inevitavel. Esse cenario comecou a mudar
com experimentos com atomos frios.

A Ref. [17] reportou o primeiro experimento que evidenciou caracteristicas da fase MBL. Tal
experimento foi realizado em um gas fermionico ultra-frio em uma rede 1-dimensional com um

potencial quasi-periédico. Eles mediram o imbalance, I(t) = NNy o qual é a diferenca nor-

= Ni+Np’
malizada entre o nimero de particulas nos sitios impares, N; e pares, N, [57]. Resumidamente,
eles prepararam um estado inicial em que havia uma alterndncia entre sitio ocupado e vazio.
Utilizando uma dinamica pés-quench, ou seja, uma dinamica apds uma mudanca brusca no ha-
miltoniano, puderam medir I(t). Foi verificado que, na auséncia do potencial quasi-aleatério a
quantidade decaia rapidamente para zero, porém na fase MBL, o sistema equilibrou num valor
nao-nulo do imbalance, mostrando que o sistema, mesmo para tempos longos, mantinha memoéria
do estado inicial.

Na Ref. [58], estados MBL foram gerados em uma sistema modelado pelo hamiltoniano de
Ising com interacoes de longo alcance, e desordem aleatdria programada, para 10 spins inicial-
mente fora do equilibrio. A transicao entre as fases térmica e MBL foi observada para bdésons
numa rede 6ptica 2-dimensional desordenada [59]. Varios outros experimentos também verifica-
ram tragos da fase MBL em sistemas diferentes [60—64].

O propésito dessa tese é aplicar o conceito de correlagao, proveniente da informacao quantica,
para analisar a transi¢ao térmico-MBL em alguns modelos 1-dimensionais de spins-1/2 . Utili-
zamos funcoes de correlacoes de um e dois pontos para determinar o ponto critico da transicao
de fase mencionada. Esses resultados foram publicados na Ref. [51]. Para tal usamos diago-
nalizagao exata do hamiltoniano [65] de um sistema com N sitios, e calculamos, para varios
auto-estados do sistema, as fungoes de correlagcao. Ressalta-se que as funcoes de correlacao que
introduzimos nessa tese sao muito mais simples de se calcular do que as correlacoes utilizadas
anteriormente na literatura. Analisamos também a influéncia das fases térmica e localizada na
dindmica dessas funcoes de correlagao. Com esses resultados, propomos uma nova realizacao

experimental da fase MBL em annealers quanticos, os quais sdo aparatos que realizam processos
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Introducao 16

de optimizacao através do tunelamento quantico.

A presente tese estd organizada da seguinte forma. No Capitulo 1 discutiremos mais de-
talhadamente o conceito de termalizacao de sistemas quanticos fechados, nos voltando mais
especificamente para a hipdtese da termalizacdo dos auto-estados, Figenstate Thermalization
Hypothesis - ETH, mostrando as caracteristicas de estados térmicos e fazendo um contraponto
com os estados localizados. No Capitulo 2, exporemos todo o arcabouco de informagao quantica
que utilizamos para estudar a localizacdo de muitos corpos. No Capitulo 3, detalharemos a
aplicagao das correlagoes para analisar a transi¢ao térmico-MBL para o modelo de Heisenberg
1-dimensional sob um campo externo aleatério. O Capitulo 4 tratard da dindmica das cor-
relaces nas fases térmica e localizada ainda no modelo citado anteriormente. No Capitulo 5
iremos analisar a transi¢ao térmico-MBL no modelo de Ising de spins-1/2 organizado num grafo
chimera, com o intuito de fornecer as bases tedricas para realizacdo de um experimento no
annealer quantico da D-Wave. Para encerrar, as conclusoes e as perspectivas para proximos

trabalhos.

16



Capitulo 1

Termalizacao em sistemas quanticos

fechados

Através da experiéncia diaria, sabemos que um copo de agua gelada, entra em equilibrio
térmico, caso nada seja feito para impedir isso, com o ambiente. A descricdo padrao para esse
processo assume um banho térmico, muito maior do que o sistema, no caso, o copo de agua.
Entao, o sistema e o banho térmico trocam energia para atingirem o equilibrio térmico.

Certamente a explicagdo acima nao se aplica a um sistema isolado. Quando um sistema
isolado entra em equilibrio térmico, significa que cada subsistema pertencente ao proprio sistema
entra em equilibrio térmico com o restante do sistema, ou seja, o resto do sistema serve de banho
térmico para cada subsistema [11]. Temos um problema quando tentamos entender como isso
ocorre em sistemas quanticos fechados.

Tal problema foi percebido por von Neumann [66] j& no inicio da prépria mecanica quantica.
Diferentemente da termalizacao em sistemas cldssicos, a hipdtese ergdédica nao pode ser aplicada
a sistemas quanticos, pois a dinamica cadtica, elemento necessario para ocorréncia da ergodi-
cidade, nao esta presente na dinamica da sistemas quanticos fechados, dada pela equacao de
Schrodinger [67]. Nesse capitulo iremos formalizar esse problema, e detalhar uma proposta de
solucao do mesmo, denominada hipétese da termalizagao dos auto-estados, Eigenstate Therma-

lization Hypothesis - ETH [68-70].

17



1.1 Idéias gerais e a formalizagao do problema 18

1.1 1Idéias gerais e a formalizacao do problema

Agora iremos definir o conceito de termalizacdo. Adotaremos aqui a abordagem proposta
por von Neumann [66], a qual é amplamente utilizada na literatura. Tal abordagem baseia o
conceito de termalizacao a um observavel especifico do sistema, e nao ao estado do sistema em si.
Isso € justificado da seguinte forma, vamos supor que inicialmente o sistema quantico é descrito
por um estado puro ppure. O estado térmico é um estado misto, pser. A dinamica de um sistema
quantico fechado é unitéria U(t), assim, ndo temos como explicar a termalizagao pois, sob essa
dindmica, ppuro(t) = U(t) ppumUT(t) =% pter, Mmesmo no limite de tempos longos. Uma saida para

esse problema é a abordagem dada por von Neumann.

Definicao 1 Termalizacao de um observdvel: afirmaremos que um observdvel A terma-
liza, se as sequintes condi¢oes sao satisfeitas: (i) o valor esperado do observdvel (A), apds um
dado tempo de relazacao, iguala-se ao seu valor esperado previsto pelos ensemble microcanénico
(A)me, € (ii) as flutuagoes em relagao a esse valor esperado sdo pequenas na grande maioria dos

instantes apos o tempo de relaxacgado.

Agora vamos verificar, de maneira geral, quando um observavel termaliza, ou seja, que
condigoes devem ser satisfeitas para que a termalizacdo, como dada acima, ocorra. Seja |(t)) =
25:1 cnexp(—iEpt)|n) (assumiremos i = 1 em toda essa tese) um estado puro num instante ¢
que pertence ao espago de Hilbert H de um dado sistema quantico fechado, cujo hamiltoniano
é H, e Hln) = E,|n). Assim, o valor esperado do observavel A no estado |1(t)) é dado por

N
(A)r = Chcne Em =Bt A, (1.1)

n,m=1
em que Ay, = (m|An).

Inicialmente temos que verificar se tal valor esperado coincide com o valor esperado de A no
ensemble microcandénico (A),.. Para isso, vamos calcular a média para tempos longos do valor
esperado dado por (1.1). Para uma funcao f(t) qualquer, a média de tempos longos é definida
por

70 = tim = [ ar) . (1.2)

T—00 T 0

18



1.2 Hipdtese da termalizagao dos auto-estados - ETH 19

Assim, utilizando essa defini¢ao para o nosso caso, ficamos com

A = lim 1/ dt(A),
0

T—00 T
1 (" (B — B )t
= Jim [ e BB,
n,m
1 6i(Em—En)T -1

_ 2 * .
- Sl X i L

n m#n

desconsiderando degenerescéncias, o iltimo termo é nulo, e ficamos apenas com
T _ 2
A= <A>dia = Z |Cn| Ann . (13)
n

O resultado acima é conhecido como a média do observavel A no ensemble diagonal.

Claramente o resultado acima nao coincide com o resultado previsto pela mecéanica estatistica
usual, ou seja, (A)giq # (A)me. Nota-se que o valor esperado de A como dado em (1.3) depende
das condicoes iniciais do estado [(t = 0)) = > cy|n). Tal fato vai de encontro & ideia de
equilibrio térmico, pois em tal situagao, o valor esperado de A serd o mesmo, independentemente
do estado inicial do sistema.

Outro problema relacionado a essa abordagem estd na demonstragao de (1.3), pois, em
sistemas de muitos corpos, os auto-valores sao exponencialmente proximos uns dos outros, e
assim, o tempo necessario para que o termo em que n # m seja nulo pode ser muito maior do
que a idade do universo [67]. Fato que nao ocorre experimentalmente, uma vez que se observa

a termalizacao de tais sistemas.

1.2 Hipotese da termalizacao dos auto-estados - ETH

Deutsch [68] e Srednicki [69] propuseram uma solugdo para tais problemas, tal solugao é
conhecida como FEigenstate Thermalization Hypothesis - ETH. A seguir temos as hipéteses do

ETH para que um observavel termalize no sentido definido anteriormente.

Teorema 1 Hipdtese da termalizacao dos auto-estados: ao escrevermos um observdvel

A na base de auto-estados da energia do sistema {|n)}, se as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

19



1.2 Hipdtese da termalizagao dos auto-estados - ETH 20

(i) os elementos da diagonal Ay, sio dados por Ay, = A(Ey), em que A(Ey,) é uma fun¢ao suave
dos auto-valores E,,, e (ii) os elementos fora da diagonal A, sao exponencialmente pequenos

em N, entdo o observdvel A termalizard apds um certo tempo finito de relazacdo.

Assim, o ETH nos afirma que o valor esperado de um observavel em um auto-estado da
energia ¢é igual ao valor térmico desse observavel. Ressalta-se que tais hipdteses se aplicam
no limite termodinamico. A seguir vamos explicitar porque o ETH explica a termalizacao de
sistemas quanticos.

Utilizando a primeira condigao em (1.3), ficamos com

dza Z |Cn’2Ann = Z |Cn’2a = az |Cn’2 (14)

em que usamos o fato dos estados serem normalizados. Agora vamos calcular o valor esperado

desse mesmo observavel no ensemble microcanénico
(A)me = tr (pmcA =5 Z n|Aln) = D ZA”” =a, (1.5)

em que D é a dimensao do espago de Hilbert. Assim, utilizando a primeira hipotese, conseguimos

mostrar que (A)giq = (A)me, obedecendo ao primeiro critério da definigdo de termalizagao.
Porém, apenas isso nao basta, temos que mostrar que as flutuagoes em torno desse valor

esperado sdo pequenas para a maioria dos instantes. Assim, calcularemos a média de tempos

longos das flutuagoes de A

GA? = Tim = [ ar ((4), - 4)* = lim 1/Tdt (A — A2,
0

T—00 T 0 T—00 T

usando (1.1) podemos escrever

(5A)2 _ 7113010 % /OT " (an Cncjne—i(En—Em)tAmn) (Zm Cpc;e_i(Ep_Eq)tqu) _A°

1 /7 : —92
. . * * —i(En—Em+E,—E )t
= lim = ; dt E g CIEMEPCGE (Bn—Em~+Ep—E,) ApnAgy — A°

T—00 T

abrindo esses somatdrios nos seguintes termos: (i) n=m=p=yg¢, (ii) n=m e p=q (n # p),
(iii) m=qgen=p (n#m),e (iv) n # m # p # q, obtemos

2 4 42 20 12 2. 12 xT

(64)" = Zn |enl " Anp + Zn’p?én |enl"lep|” Ann App + an#n lenl"lep| " AnpApn — A

—EBm+Ep—Eg)t

2

1 /7 ’
—i(En
+ E ottt CnCry CpCq v AmnAgp lim — dt e "

T—00 T 0
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1.3 ETH e integrabilidade 21

como, mais uma vez desconsiderando as degenerescéncias, o Ultimo termo vai a zero no processo

de limite, ficamos com

2
CA = 3 leal 20+ 30 lenllenP Amn A + 30 lemPlepl | Aupl?

(X, Jeal )"

e podemos ver que os dois primeiros termos cancelam o ultimo, assim

(5A)2 = Zn,p;én |cn|2\cp\2|Anp|2 < max |Anp|2 Zn,p |cn|2|cp\2 = max \Anp\Q : (1.6)

Assumindo que a segunda hipétese do ETH é verdadeira, perceberemos que as flutuagoes em
torno do valor esperado sdo muito pequenas (decaem exponencialmente com o tamanho N do
sistema), e assim, para quase todos os instantes, o valor esperado de A serd muito préximo do
valor esperado dado pelo ensemble microcanonico.

O ETH conduz a um fato muito interessante, a saber, a grande diferenga que existe entre a
termalizagao de sistemas classicos e de sistemas quanticos [70]. Em sistemas cldssicos a dindmica
cadtica possibilita a ocorréncia da ergodicidade, ou seja, a aplicacao da hipotese ergddica. Assim,
nessa situacao, a dinamica possui um papel crucial na termalizacao. Para sistemas quanticos,
segundo o ETH, a termalizacdo é um processo bastante diferente. Nesse caso, cada auto-estado
do hamiltoniano é capaz de produzir valores esperados concordantes com o estado térmico,
sendo que inicialmente a coeréncia entre os auto-estados diferentes esconde tal estado. O que a
dinamica faz é, através do dephasing, atenuacao da contribuicao dos elementos de matriz fora
da diagonal, apenas revelar tal estado. Ou seja, nesse cendrio, a dinamica possui um papel
secundario para a termalizacao.

Apesar de nao haver, até o presente momento, nenhum argumento mais geral para justificar
o ETH, existem varios trabalhos numéricos que comprovam sua aplicabilidade em sistemas nao-

integraveis [71-81].

1.3 ETH e integrabilidade

Vamos agora mostrar a aplicacdo do ETH em uma cadeia de spins-1/2. Vamos analisar o

modelo de Heisenberg anisotrépico, com interacao de segundos vizinhos e com N spins, cujo
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1.3 ETH e integrabilidade 22

hamiltoniano é dado por

N
— § T T Y.y Z 2 Z 2z
j=1
em que 05" sdo os operadores de Pauli no sitio j e A é a anisotropia. Esse modelo é integravel

apenas para o caso em que £ = 0. Em tal limite, o hamiltoniano pode ser diagonalizado através

do ansatz de Bethe [82,83].

L B S B S S I N

0.3+ j _

0,2 -

Figura 1.1: Valor esperado da magnetizagao na dire¢do x de um spin da cadeia, (o7);,
nos auto-estados do hamiltoniano |E;), quando o sistema é integravel £ = 0,0, e quando

o sistema ¢ nao-integravel £ = 0,5. Resultados encontrados para N = 12 spins do modelo

dado pela Eq. (1.7), com J =1,0e A =0,5.

Para testar o ETH temos que calcular o valor esperado de um observavel em relacao aos
auto-estados do hamiltoniano, no presente caso, escolhemos o operador magnetizagao na direcao
x de um tnico spin, (o7);. A Fig. 1.1 nos mostra os resultados para o spin no sitio 1, porém,

como usamos condic¢oes de contorno periddicas, tal resultado independe do sitio escolhido.
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1.3 ETH e integrabilidade 23

Podemos perceber claramente através da Fig 1.1 que os valores esperados calculados nos
auto-estados do sistema integravel estao dispersos em torno de 0, enquanto que no caso nao-
integravel em que £ = 0,5, os valores estao concentrados em torno de 0. Temos que o valor

térmico para esse operador é
X X :[[ i
(01) = tr(pmeot) = tr g(‘fl@"‘@HN) =0.

com isso, concluimos que o ETH é vélido apenas no caso nao-integravel, onde se espera que
o sistema, de fato, termalize [70,80], pois no caso integrével, a termaliza¢ao nao pode ocorrer
devido a igualdade entre o nimero de integrais de movimento e o nimero de graus de liberdade

do sistema.
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Capitulo 2

Correlacoes em sistemas de muitos

corpos

No inicio dos anos 2000, a informacao quéantica mostrou que poderia ajudar no desenvol-
vimento de outras dreas da fisica, como a matéria condensada [84,85]. Métodos e conceitos
daquela area mostraram-se 1teis na andlise de estados de sistemas de muitos corpos. As cor-
relagoes provenientes da informagao quéantica ganharam notével aplicacdo em tais sistemas. De
maneira geral, diz-se que um estado quantico possui algum tipo de correlacdo se conseguimos
obter informacao sobre o estado de uma parte do sistema através da observacao de outra parte
do mesmo sistema.

Dentre os tipos de correlacao, o conceito de entropia de emaranhamento ganhou bastante
destaque em modelos quanticos criticos [86-88]. Outras medidas de correlagao provenientes da
informagao quantica, tais como concorréncia [86,89] e discérdia quantica [90,91], também foram
utilizadas com sucesso na detecgao das transicoes de fase quanticas.

Algumas das correlagoes mencionadas acima, como mencionado na Introducgdo, também
foram utilizadas com sucesso na descricao da transicao térmico-MBL. Nossa abordagem, para
determinar o ponto critico em tal transicao, baseia-se no conceito de emaranhamento global Gg
e nas correlacoes geométricas, a saber, discordia quantica geométrica (g, correlagao cldssica

geométrica Cg e correlacao total geométrica Tg.
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2.1 Entropia de emaranhamento 25

Nesse capitulo, iniciaremos abordando a entropia de emaranhamento, a qual sera 1til nos
préximos capitulos. Depois definiremos as medidas de correlagbes mencionadas acima, bem

como discutiremos suas interpretacoes fisicas.

2.1 Entropia de emaranhamento

O emaranhamento é uma correlacao presente apenas em sistemas quanticos [92], e é identi-
ficado como o recurso responsavel pela vantagem de diversos protocolos para tarefas quanticas
em comparagao com seus andlogos classicos [93]. Além de aplicagoes diretas em informagao
quantica, o emaranhamento também é utilizado para o entendimento de propriedades de siste-
mas de matéria condensada [85,86,94].

Um estado puro de um sistema bipartido H = H; ® Ho é emaranhado se ele nao pode
ser escrito como um produto tensorial de estados que pertencem aos subsistemas individuais
|t) # |11) ® |19). Isso implica que mesmo que o estado |1)) seja conhecido (estado puro), os
estados dos subsistemas sao desconhecidos.

Bennett [95] mostrou que para um estado puro de um sistema bipartido, o emaranhamento
é consistentemente medido pela entropia de von Neumann. Assim temos que a quantidade de
emaranhamento presente no estado puro [¢) € H = H1 ® Hz é dada pela entropia de von

Neumann dos subsistemas
S(p1) = S(p2) = —tr [prlogp] = — > Ajlogy A; (2.1)
J

em que py() = try1)p é o operador densidade reduzido, e p1|A;) = Aj|\).

Através da Eq. (2.1), vemos que o emaranhamento é a falta de informacao relacionada aos
estados reduzidos dos subsistemas, quanto mais emaranhado for o estado global |¢), menos
informacao sobre os estados dos subsistemas.

Para estados mistos a definicao de separabilidade é diferente. Um estado p € H1 ® Ho é dito
separavel, ou ndo-emaranhado, se existem operadores densidade reduzidos p{ c€Hie p% € Ho, e
pj > 0, com ijj =1, tal que

p=1> PPl ®ph. (22)
j
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2.2 Emaranhamento global 26

Assim, a definicao acima nos fornece o estado separavel mais geral possivel. Tais estados sao
gerados por operagoes locais e comunicagao classica. Entao qualquer estado misto que nao puder
ser escrito na forma (2.2) serd um estado emaranhado.

Como veremos nos proximos capitulos, a entropia de emaranhamento possui comportamento
bastante diferente nas fases térmica e MBL, o que a torna uma medida muito aplicada no estudo

da transicao térmico-MBL para varios tipos de sistema.

2.2 Emaranhamento global

Aqui usaremos outra medida de emaranhamento, introduzida por Meyer e Wallach [96],
denominada emaranhamento global, a qual é uma correlacao para estados puros de N g-bits
definida por

P
Ge(lv) = NZD(IﬂkM@’“D ; (2.3)
k=

1

em que |@*) e |o*) sdo vetores complexos, ndo-normalizados, de dimensio 2N — 2, obtidos por

projegoes locais do estado |¢) no k-ésimo bit
) = |0)x @ &) + 1) @ [3") . (2.4)

A funcao D(|@F), |%)) mede a “distancia” entre os vetores |@¥) e |%), e pode ser obtida através

da generalizacao do produto vetorial

D(ja*),[6%) = Y _ @iy — vfai] - (2.5)
1<j

Como feito em Ref. [97], também podemos escrever [¢)) numa decomposi¢ao de Schmidt em uma

biparticao do g-bit k£ e o resto dos g-bits
[¥) = [0)k ® [3*) + Tk @ |5") (2.6)

em que (F¥|7*) = 0, e {|0), [1)x} sdo relacionados com {|0)x,|1)} através de um operador
unitério local Uy. Pela invaridncia do produto vetorial generalizado sob unitarias locais, temos

que D(|@*), %)) = D(|z*), |7*)). Brennen [97] mostrou que a Eq. (2.5) pode ser escrita por.
D(|a*), |8%)) = D(12%), [5*)) = (@*[2")(5"(5") -
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2.2 Emaranhamento global 27

O operador densidade do g-bit k é dado por pg = trg (|¢)(¢]), em que o trago é tomado sobre

o resto da cadeia. Usando a Eq. (2.6) podemos escrever que
pi = 00k ONE"|E*) + [T)r (THT*(5") -

Com isso, temos que trp? = (#*|7%)2 4 (§*|7%)2. Porém, usando Eq. (2.6) em (1[s)) = 1, ficamos
com

(@*17%) + (M) = 1,
e assim podemos escrever

et = 5 (1 @+ )

(1 — trpi) ,

N = N

assim D(|@*),|0%)) = 1 (1 — trp?). Substituindo esse resultado na Eq. (2.3) obtemos que

N
Gu(lv)) =2 (1 - }Vztr[pz]) , (27)
k=1

Entao, podemos ver que o emaranhamento global é uma média da medida de emaranhamento de
pares entre um sitio e o resto do sistema. O emaranhamento global estd linearmente relacionado
com a pureza média de cada g-bit, e as seguintes propriedades sao satisfeitas: (i) 0 < Gg(|¢)) <
1. Ge(|Y)) = 0 < |¢) é um estado produto e Gg(|i))) = 1 para, como por exemplo, estados
com emaranhamento multipartite GHZ [96], (ii) Gg(|¢)) é invariante sob unitarias locais U;.

Como esperado, o emaranhamento global nao consegue distinguir entre todas as classes
distintas de emaranhamento [97]. Assim, os seguintes estados

_ L

9) = 5

1
(100)1,2 + [11)12) ® 7 (10034 + [11)34) e

7

1
— —(]0000 T+ 1111 ,
1) 7 (10000)1,2,3.4 + [1111)123.4)

possuem Gg = 1. Porém, tais estados com mesmo valor de Gg podem ser distinguidos através

5

dos nimeros de Schmidt [93] relativos a varias biparticoes.
Se o sistema apresenta invariancia translacional, o emaranhamento global toma uma forma

ainda mais simples, a saber

Ge(j¥)) =2 (1~ trlpi]) . (2.8)
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2.3 Correlacoes geométricas para sistemas bipartidos 28

No proximo capitulo usaremos essa medida de emaranhamento no estudo da transicao térmico-

MBL, aplicando-a na determinacao do ponto critico de tal transigao.

2.3 Correlacoes geométricas para sistemas bipartidos

Em relacao a correlagoes quanticas, algumas questoes sao naturais, tais como: o emara-
nhamento é o tnico tipo de correlacao quantica? Estados separaveis sao estados classicamente
correlacionados? Para responder tais questionamentos, Ollivier e Zurek [99] propuseram o con-
ceito da classicalidade, o qual serd definido mais abaixo. Nessa secao, introduziremos as versoes
geométricas das correlacoes propostas por Ollivier e Zurek!. Usaremos tais correlacoes para
analisar a transicao térmico-MBL em cadeias de spin-1/2.

Seja um espago de Hilbert bipartido H = H1 ® Ha, no qual os estados quanticos sao descritos
por operadores densidade p € B(#), em que B(#) é um conjunto fechado e positivo semi-definido
de operadores, com traco unitario, que atuam em H.

Para esse espaco de Hilbert definido acima, vamos denotar um conjunto de medidas de von
Neumman locais por {HJ1 @Iy}, em que H{ é o conjunto de projetores ortogonais sobre o primeiro
subsistema da bipartigdo. Apdés uma medida nao-seletiva M, o operador densidade p torna-se

M(p) =Y [ ek|p [ e | (2.9)

assim, nossa definicdao de classicalidade é dada por:

Definicao 2 Classicalidade:Se existe uma medida M tal que M (p) = p, entdo p é um estado

classico-quantico, ou seja, cldssico com respeito a H;.

Note que classicalidade é um conceito definido com relacao a um subsistema especifico.
Em [98] sao dadas extensoes dessa definicdo para medidas sobre todos os subsistemas e para
estados multipartite.

Nesse ponto é importante deixarmos claro o que é uma medida nao-seletiva. Na pratica, tal

medida ocorre quando o processo de medida é realizado sobre o sistema, porém, o resultado nao

!Originalmente tais correlacoes sio definidas em termos de quantidades baseadas na entropia de von

Neumann, assim as versoes originais sao ditas entrépicas.
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2.3 Correlacoes geométricas para sistemas bipartidos 29

é observado. Assim, o estado p, inicialmente quantico, transforma-se no estado medido M(p),
um estado cldssico, representado por uma mistura estatistica.

A definicdo acima possui uma consequéncia interessante. Originalmente, a separabilidade
de um estado foi tratada como um sinénimo de classicalidade. Porém, segundo a Def. 2, a
separabilidade de um estado nao esta relacionada com sua classicalidade, visto que estados mistos
separaveis podem apresentar correlagoes quanticas, e estados nao-classicos nao necessariamente
sao emaranhados.

Como ja mencionado, as correlacées de pares que usaremos nesse trabalho sao: discérdia
quantica, correlacao classica e correlacao total. Nao usaremos aqui as defini¢cbes originais de
tais correlagoes, propostas em [99], mas sim versdes geométricas das mesmas, tal abordagem
foi introduzida em [100-102]. Em tal abordagem, as correlagbes mencionadas, para um sistema

bipartite em um estado p sao respectivamente dadas por

Qclp) = Klp, M(p)] (2.10)
Calp) = K [M(p),M(m,)] (2.11)
Ta(p) = Klp,m] , (2.12)

em que K|[p, 7] denota uma fungao positiva e real que é nula para p = 7, M(p) é um estado
cldssico obtido a partir da medida nao-seletiva que minimiza Qg, M(p) é um estado cldssico
obtido através da medida nao-seletiva que maximiza Cg, e 7, = p1 ® p2 é o estado totalmente
descorrelacionado. Nota-se que as medidas M e M representam conjuntos independentes de
medidas, isso é feito para evitar ambiguidades nas definigoes [102].

Vamos considerar correlagbes em que K ¢é definida em termos da norma do trago (Schatten
1-norm), dada, para um operador A, por ||A|; = tr|A| = trV/ATA, e de medidas projetivas
atuando sobre Hj.

Assim, a discérdia quantica geométrica, a qual mede a quantidade de correlacdo quéntica

entre partes de um estado, é definida por

Qa(p) = I{nﬂ'}r}l trlp — M(p)| . (2.13)

A minimizacao é tomada sobre todas as medidas locais M como definida na Eq. (2.9). Assim,

Qc(p) é a distancia entre p e o estado cldssico-quantico mais préximo obtido pela medida M.
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A quantidade de correlagao classica entre as duas partes do sistema descrito por p é obtida
através de

Calp) = max tr[M(p) - M(x,)] , (2.14)
{M}

em que a maximizacao é feito sob todas as medidas locais M que atuam sobre H;. A correlacao
classica Cg(p) nos fornece a maxima informagao sobre o estado que pode ser extraida localmente
através de medidas em p. Tal medida é nula se, e somente se, p = 7, = p; ® p2, ou seja, se p é
um estado completamente descorrelacionado.

Por fim, a correlagao total é dada pela distancia entre p e m,,
Ta(p) =trlp — | . (2.15)

Tal correlagao consegue detectar qualquer tipo de correlagao presente em p, uma vez que mede
a distancia entre p e o estado totalmente descorrelacionado 7.

Para tornar mais claro os significados de tais definigoes, vamos analisar trés casos simples.
Considere um sistema quantico formado por 2 spins, cujo operador densidade é escrito na base
de auto-estados do operador o7, denotada por {|00),|01),|10),|11)}. Tal base é denominada
base computacional.

No primeiro caso, vamos supor que o estado do sistema de 2 spins é dado por p = |00)(00|.
Nesse caso, para qualquer medida realizada no primeiro spin, o segundo estard no estado |0),
entao nao existe nenhum tipo de correlagao entre os spins, no sentido de que nao ganhamos
informagao sobre um spin ao realizarmos uma medida sobre o segundo spin. O estado composto
é simplesmente o produto tensorial de suas partes.

Agora vamos considerar que o operador densidade é dado por p = 1/2(]00)(00] + [11)(11]).
Se fizermos uma medida seletiva no primeiro, ajustando o aparato de medida na base computa-
cional, poderemos prever o valor do segundo spin com total certeza. Assim, nesse caso, temos
um estado completamente correlacionado classicamente.

Por tltimo, o caso em que p = 1/2(]00)(00] + | — 1)(—1|), em que |-) = 1//2(]0) — [1)).
Nesse caso nao ha uma medida local sobre o primeiro spin que revele o valor do segundo spin
com 100% de certeza na média. Se, apds a medida , o primeiro spin estd no estado |0), o segundo

serd uma mistura estatistica de |0) e |1). De uma outra forma, nao existe medida nao-seletiva
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na forma (2.9) que nao provoca uma perturbagao no estado. Assim, além de correlagao cléssica,

esse estado também possui discérdia quantica.

2.3.1 Para estados de 2 spins vizinhos em uma cadeia

Vamos agora nos restringir ao caso em que p é o operador densidade de 2 spins vizinhos que
pertencem a uma cadeia quantica 1-dimensional de N spins. Assim, p é um operador densidade
reduzido, obtido tomando-se o trago parcial de todos os spins da cadeia com excecao dos 2 spins
que queremos analisar. O sistema que iremos analisar possui um hamiltoniano que obedece a
[H,P] =0, em que P = ®§V:1 S; é o operador paridade, e para tais casos, o operador densidade

reduzido escrito na base computacional possui a seguinte forma

pii 0 0 ph
0 : 0
o= P22 P39 ’ (2.16)
0 p32 p33 O

par 0 0 pyy

em que os seguintes vinculos sao obedecidos: Z?:l pii = 1 (condicao de normalizacao), p11p44 >
|pa1|?, e p2op3s > |p32|? (positivo semi-definido).

Os elementos nao-nulos p;; aparecem somente na diagonal e na anti-diagonal da matriz redu-
zida, por isso tal estado é chamado “estado-X”. Decompondo tal estado na base dos operadores

de Pauli, ficamos com

3

1

p:Z H@H—FZC]'U]'®Jj+C4H®J3+C503®]I R (2.17)
Jj=1

e os parametros auxiliares sao dados em termos dos elementos do operador densidade redu-
zido (2.16)

c1 = 2(p32 + pa1),

ca = 2(p32 — pa1),
c3 = 1 —2(p2a + p33),
ca = 2(p11 + p33) — 1,
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cs =2(p11 + p22) — 1.

Para esse tipo de estado de 2 spins, existem expressoes analiticas fechadas para se calcular

as correlagoes geométricas [103,104]. A discérdia quantica geométrica é dada por [103]

/ —bd
Qa(p) = % ) (2.18)

em que a = max(c3,d + c2), b = min(c, c3), ¢ = max(c?, c3) e d = min(c?, c3).

As correlacoes classica e total sao respectivamente escritas por [104]

Ca(p) = cmax; (2.19)

1
TG(P) = 5 [Cmax + maX(CmaX, Cint + Cmin)] , (220)

em que

Cmax = max (|c1], ||, [e3 — cacs]),
Cmin = min (|c1], [e2], ez — cacs]) ,
Cint = 0t (Jc1], |c2], |c3 — cacs]) ,

em que esse dltimo corresponde ao valor intermedidrio dos parametros.
Nos préximos capitulos usaremos tais expressoes para analisar a transicao térmico-MBL para

sistemas de spin, e mostraremos que tais correlagoes sao sensiveis as diferentes fases.
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Capitulo 3

Transicao de localizacao na cadeia de

Heisenberg

Nesse capitulo, e nos préximos, vamos aplicar as correlagoes definidas no Cap. 2 para deter-
minar o ponto critico da transicao térmico-MBL em modelos especificos. Agora trataremos do
modelo de Heisenberg 1-dimensional imerso num campo aleatério. Veremos que as quantidades
discutidas no Cap. 2 sao bastante diferentes na fase térmica e na fase localizada, o que possibilita
determinar o ponto em que ocorre a transicao.

O modelo que iremos tratar agora é tido como o modelo padrao para se discutir a transicao
térmico-MBL em modelos de spins [20, 22, 24,29, 37, 41], assim, existem vdarios trabalhos na
literatura que exploram vérias caracteristicas da transicao térmico-MBL nesse modelo. Porém,
nesse capitulo vamos propor duas formas inéditas de se determinar o ponto critico da transigao,
0s quais nao acessam grandes porcoes do sistema. Como veremos, tais abordagens mostrar-se-ao
bastante promissoras [51].

Iniciaremos o capitulo definindo a transicdo de fase térmico-MBL a partir de sua conexao
com o ETH, depois detalharemos como a entropia de emaranhamento se comporta nas fases
térmica e MBL. Apds isso, mostremos os resultados que obtivemos com a nossa abordagem, e

por fim, discutiremos os mesmos.
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3.1 Tébpicos importantes e definicao

Nessa secao vamos discutir alguns pontos importantes sobre a fase MBL. Mesmo que tais
tépicos nao sejam o foco de tal trabalho, a explanacao dos mesmos é importante para completeza
dessa tese. Iniciaremos abordando a localizagdo de muitos corpos como uma generalizagao da
localizacao de Anderson. Em seguida vamos definir a fase MBL como a analisaremos aqui.

Depois veremos como o conceito de caos esta relacionado com as fases térmica e localizada.

3.1.1 Generalizacao da localizacao de Anderson

A partir do trabalho de Anderson [1], o fenémeno da localizagao em sistemas de matéria con-
densada ganhou importancia, e um significado bastante especifico. Anderson, analisou sistemas
de elétrons nao-interagentes submetidos a potenciais estaticos, porém aleatérios em cada sitio.
Esse é um andlogo quantico de um random walk em um meio aleatério. Anderson analisou um
hamiltoniano da seguinte forma

H=—g Z (cj»cj + cicD + Zuic;rci , (3.1)
<i,j> i
em que g é a constante de hopping, < i,j > é o par de sitios vizinhos, c;r e ¢; sao, respectivamente,
operadores fermionicos de criacao e aniquilacao no sitio ¢, e u; é o potencial aleatorio no sitio i, o
qual é um numero aleatdrio e independente sorteado de uma distribui¢ao uniforme no intervalo
[-W/2,W/2], com W denotando a intensidade da desordem.

Ele mostrou que sistemas representados pela Eq. (3.1) podem apresentar condutividade nula
para intensidades de desordem suficientemente altas, isso é, o sistema torna-se um isolante.
Mais precisamente, dependendo da energia e da intensidade da desordem W, todos os estados
quanticos sdo estendidos, ou exponencialmente localizados |1/(r)[? o< exp (—|r — ro|/£), em que &
¢ o comprimento de localizacao [105]. Como foi previsto pela scaling theory of localization [106],
todos os estados sao localizados em sistemas 1- e 2-dimensionais para qualquer intensidade de
desordem.

Tal localizacao deve-se a interferéncia quantica induzida pelos espalhamentos elasticos pro-

vocados pelas aleatoriedades, e assim, a desordem pode localizar uma particula quantica, apesar
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do tunelamento quantico, e mesmo em situacoes em que a particula nao é localizada classica-
mente [107].

Devido a essa natureza, sistemas descritos pela Eq. (3.1) possuem uma transicdo metal-
isolante, em que as fungoes de onda estendidas descrevem situagOes em que existe uma con-
dutividade nao-nula, enquanto que os auto-estados localizados descrevem situagoes em que a
condutividade é nula. A fase localizada para tais sistemas é chamada fase de Anderson, bem
como a transi¢do de fase associada é chamada de transicdo de Anderson.

Experimentos verificaram a existéncia da localizacdo de Anderson em ondas de luz [108-
112], em microondas [113,114] , no condensado de Bose-Einstein [115,116], ¢ em ondas de
matéria [117].

A fase localizada em sistemas de muitos corpos interagentes, a qual denominaremos fase
MBL, pode ser considerada uma generalizacao da fase de Anderson. Mesmo sendo abordada ja
no artigo em que o Anderson discutiu a localizacdo em sistemas nao-interagentes, a fase MBL
foi deixada de lado por algumas décadas, e foi Basko [9] que, de fato, forneceu argumentos
tedricos convincentes em relacao a estabilidade da fase MBL, mesmo em auto-estados de muitos
corpos mais excitados [17]. Nas Refs. [2-8,48,118-120] também sao dadas contribuigoes teéricas
relevantes no mesmo sentido dado por Basko, as quais sao corroboradas por varios trabalhos
numéricos [19,21, 22,28, 30,33, 36].

Assim, Basko apresentou argumentos detalhados de que sistemas com elétrons interagentes
submetidos a potenciais aleatorios estdticos podem apresentar uma transicdo de fase metal-
isolante, de forma andloga ao caso nao interagente.

Enquanto a localizacdo de Anderson é bem entendida, a agdo combinada da desordem e das
interacgoes entre os constituintes do sistema produz novos efeitos, o que faz desse um campo de
pesquisa atual.

A localizacao de Anderson é uma localizacido no espaco real, porém a localizagdo de muitos
corpos, como argumentada por Basko, é uma localizagao de Anderson no espago de Fock [4,8,9,
19,121]. O termo MBL também ¢ associado a localizagao no espago de Hilbert [20,24,26,27,29],
no espago das configuragoes [21,26], e no espago de quasi-particulas [25].

A fase MBL foi observada experimentalmente em um gas de férmions interagentes em uma
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cadeia Otica quasi-aleatéria 1-dimensional [17], na cadeia de Ising com interagoes de longo al-
cance e desordens aleatérias programaveis [58], para bésons em uma rede éptica 2-dimensional

desordenada [59], e em outros experimentos [60-64].

3.1.2 Definicao da fase MBL

Como vimos, o termo localizacdo de muitos corpos possui véarios significados. A seguir,

vamos dar a definicdo que iremos usar em toda essa tese.

Definicao 3 Localizacao de muitos corpos - MBL: € a fase na qual os auto-estados de sis-
temas quanticos interagentes e fechados estdo localizados no espaco de Hilbert, devido a presenca

de desordem estdtica.

Para entendermos melhor esse fenomeno, vamos definir algumas quantidades. Vamos es-
crever um auto-estado particular de H na base computacional {|a)}, assim ficamos com |n) =
Y cfﬁ\a). Podemos definir o conjunto C = {cgn), c;n), .. ,C(Ln)} de todas as amplitudes de pro-
babilidade de |n) na base computacional. O nimero de elementos nao-nulos que pertencem ao
conjunto C serd denotado por &¢. Com os rétulos que usamos para os elementos de C, temos que
o numero total de elementos desse conjunto é L.

Com as defini¢bes dadas acima, podemos afirmar que se o auto-estado |n) estd na fase
térmica, entao, de maneira geral, {¢ =~ L, ou seja, o auto-estado é estendido em toda base
computacional, apresentando uma probabilidade ndo-nula de estar em qualquer uma das confi-
guragoes possiveis. Ja na fase fase MBL temos que & < L, e assim o auto-estado é localizado em
poucos vetores da base computacional, e portanto, de todas as configuracoes possiveis, apenas
poucas, de fato, possuem probabilidade nao-nula de ocorrer. Essa é a natureza da localizacao
definida acima.

Como argumentado nas Refs. [11, 18,19, 24], os estados que pertencem a essa fase MBL
nao termalizam. Na fase MBL, o sistema como um todo nao serve de banho térmico para
qualquer um de seus subsistemas. Podemos entender isso separando o sistema fechado em dois
subsistemas &1 e 8o, independentemente do tamanhos de tais subsistemas, na fase localizada,

S1 nao se comporta como banho térmico para Ss, e vice-versa. Com tudo isso, fica claro que a
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fase MBL, bem como a transi¢ao térmico-MBL, ndao pode ser descrita pela mecéanica estatistica
quantica de equilibrio.

Vamos agora comparar a transicao térmico-MBL com a transicao de fase quantica padrao.
Similarmente ao que ocorre numa transicao de fase quantica padrao [122], a transigdo térmico-
MBL é uma mudanca nas propriedades dos auto-estados do hamiltoniano. Mas diferentemente
daquela, a transigdo térmico-MBL ocorre mesmo a temperaturas nao-nulas (mesmo infinita),
e pode ser entendida com uma transicdo dinamica, invisivel para a mecanica estatistica de
equilibrio [19, 20,24, 26].

Nesse ponto, valem a pena dois esclarecimentos sobre os significados de transicao a tempera-
tura infinita e transicdo dindmica. O primeiro termo refere-se ao fato de, por simplicidade [24],
varios autores calcularem médias de grandezas sobre todos os auto-estados com igual probabi-
lidade, algo similar ao que temos no ensemble candnico a temperaturas muito elevadas, porém
aqui o sistema é fechado, néo existe banho térmico. Em relacao & transi¢dao dinamica, tal termo
refere-se ao fato da transicao ser em todos auto-estados dos hamiltoniano, e assim, influenciar
diretamente a dindmica de um estado qualquer pertencente a esse espago de Hilbert [34].

Por fim, temos que ressaltar que existem trabalhos que discutem a localizacdo de muitos
corpos num sentido mais geral de que definimos e analisaremos. Em varias trabalhos analisa-se
a fase MBL para sistemas abertos [42,123-127]. Existem também trabalhos que reportam a

localizagao de muitos corpos em modelos sem desordem [33,39,128].

3.1.3 Caos nas fases térmica e MBL

Os conceitos de termalizagao, localizagado, integrabilidade e caos estao fortemente correlaci-
onados [12,13,23]. Assim, vamos discutir os dois ultimos conceitos, relacionando-os entre si e
com a transicao térmico-MBL.

Classicamente, diz-se que um sistema apresenta dinamica cadtica se sua dinamica no espaco
de fase é fortemente (exponencialmente) sensivel a pequenas perturbagdes ou as suas condigdes
iniciais. De maneira geral, a dinamica cadtica ocorre em sistemas cujo nimero de integrais do
movimento 7n;, é menor do que o nimero de graus de liberdade ng do mesmo [129]. Exis-

tem sistemas que nao apresentam esse tipo de dinamica, esses sao chamados de sistemas in-

37



3.1 Tépicos importantes e definicao 38

tegraveis [130]. Nesse caso nj, = ng = n, € a trajetéria no espaco de fase é restrita a um torus
n-dimensional, e assim nao existe dinamica cadtica.

As versoes quanticas de tais conceitos nao sao imediatas. O principal motivo para isso é que a
equacao de Schrodinger é linear, e portanto nao fornece solu¢oes dinamicas cadticas como ocorre
na mecanica classica. Além disso, na mecanica quantica, nao existe o conceito de trajetéria, ja
que, pelo principio de incerteza de Heisenberg, nao podemos determinar, simultaneamente, a
posicao e o momento do sistema quantico com precisao absoluta. Tais caracteristicas inviabilizam
a generalizacao quantica imediata do caos e da integrabilidade.

Existem varias maneiras de se definir integrabilidade para sistemas quanticos [131, 132].
Nesse trabalho, o termo integrabilidade serd usado para sistemas que sao resolvidos ou usando-
se transformagao de Jordan-Wigner, ou através do ansatz de Bethe.

Ja a versao quantica do caos é dada através de propriedades dos auto-valores e auto-vetores
do sistema quantico, e indicam se o sistema, no limite cldssico, é cadtico. Assim, a versao
quantica de caos estd baseada em propriedades que sistemas classicos cadticos apresentam.

Assumindo isso, as versdes quanticas da integrabilidade e de caos sao claramente distinguidas
através da estatistica dos niveis de energia quanticos [133,134]. Nessa andlise, a distribuigao
dos espagamentos dos niveis de energia é particularmente interessante. Sistemas integraveis

tipicamente exibem uma distribuigao tipo Poisson [12,13,23].
P(s)=e"* (3.2)

em que s € o espacamento entre os niveis vizinhos. Enquanto que sistemas cadticos que exibem
invariancia por reversao temporal, possuem distribuicao de espacamento de niveis de energia

dada pela distribuicao de Wigner-Dyson

P(s) = e (3.3)

Devemos ressaltar que existe uma forte conexao entre o caos e o ETH, na realidade o caos
quantico é a justificativa fisica do ETH, pois no caos os auto-estados do hamiltoniano possuem
amplitudes aleatérias. Assim, os valores esperados de um observdvel serdo os mesmos para

qualquer auto-estado considerado [67].
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Vamos agora relacionar tais conceitos com as fases térmica e MBL. Como dado em Def. 3,
a transicao de fase térmico-MBL ocorre pela variacao da intensidade da desordem em um dado
sistema. Assumindo que na auséncia de desordem um dado sistema ¢é integravel, tal sistema
possuird uma distribuigao de niveis de energia do tipo Poisson, Eq. (3.2). Quando “ligamos”a
desordem e aumentamos sua intensidade, o sistema sofre uma transicao integravel-cadtico, e
sua distribui¢do de niveis de energia passa a ser tipo Wigner-Dyson, dado pela Eq. (3.3).
Aumentando-se ainda mais a intensidade da desordem, ocorre a transicao térmico-MBL, e o

sistema torna-se integravel novamente. Tal fato serd mais explorado na Sec. 3.4.2.

3.2 Emaranhamento nas fases térmica e MBL

Uma das abordagens mais utilizadas para se analisar as fases térmica e MBL é baseada no
comportamento da entropia de emaranhamento bipartite, dado pela Eq. (2.1), de estados puros
que pertencem a essas fases [28,29,31,33,34,46,135,136].

Isso deve-se ao fato dessa medida de emaranhamento possuir comportamentos bastante dife-
rentes nessas duas fases. Na fase térmica, o emaranhamento obedece a uma lei de volume, sendo
extensivo, Sg oc N%, em que N é o nimero de constituintes do subsistema e d é a dimensio do
mesmo. Isso nos informa que, nessa fase, existe emaranhamento entre varias partes do sistema.
Assim, a entropia de emaranhamento entre um subsistema finito e o resto do sistema é, para
N — 00, a entropia de equilibrio térmico do subsistema. Enquanto que na fase MBL tal medida
obedece a uma lei de drea Sz oc N9, ndo sendo extensivo [11]. Nessa fase o emaranhamento
esta localizado a partes pequenas e vizinhas do sistema.

A dindmica da entropia de emaranhamento também também é influenciada pelas fases
térmica e localizada. Para um estado inicialmente nao-emaranhado, temos que na fase térmica
o emaranhamento bipartite aumenta como uma lei de poténcia, e na fase MBL, tal quantidade
aumenta logaritmicamente para cadeias de spin-1/2. Discutiremos mais sobre a influéncia da

fase MBL na dinamica de correlagoes no Cap. 4.
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3.3 Modelo e abordagem

Analisamos a cadeia isotrépica de Heisenberg de spin-1/2, fechada, com N sitios em um
campo magnético externo, aleatdério e estatico na direcao z. O hamiltoniano de tal cadeia é
escrito como

N
H =3[ (578500 + SU8Y + 8585, ) + 557 (3.4)
j=1

emque h =1e S;C’y’z = 0’;’%2/2, com a;:’y’z denotando as matrizes de Pauli no sitio j. Os

termos h; sdo nimeros aleatérios sorteados de uma distribuigao uniforme no intervalo [—h, h] e
J ¢é a interacao de troca. Fixaremos J = 1 daqui pra frente.

Esse modelo conserva a magnetizagao total na direcao z, §* = 3, 87, ou seja, [H,S*] = 0.
Assim, podemos separar o hamiltoniano em setores de magnetizacao, e analisd-los separada-
mente. Escolhemos analisar o maior sub-espago de todos, S7, = 0, no qual a localizagao é mais
dificil de ocorrer.

O hamiltoniano (3.4) possui dois limites integrdaveis, um ocorre quando h = 0, e o outro
quando h > h. , em que h, é o ponto critico da transicao térmico-MBL. Estima-se que tal ponto
é h. ~ 3,8 [11,37,41]. No intervalo 0 < h < h, , o sistema apresenta repulsao de niveis e uma
distribuicao de espagamento de niveis que varia de uma distribuicao de Wigner-Dison, tipica de
sistemas cadticos, para uma distribuigao de Poisson, a qual é usual em modelos integréaveis [12].

A seguir, explicitamos o passo-a-passo que usamos para determinar o ponto critico da

transi¢ao nesse modelo:
(1) Fixamos um valor de h e realizamos varias configuracoes de desordem;

(i) Para cada configuracao de desordem, diagonalizamos exatamente o sub-espago Sf; = 0
do hamiltoniano, e obtemos todos os auto-estados {|n)}, com isso, construimos o seguinte

estado puro de todo sistema p,, = |n)(n|;

(7i1) Para calcularmos o emaranhamento global tomamos o traco de todos os spins da cadeia,
~ d R P 1 ~ ;t . d . d . . o . h
com excecao de um, py’,. Para as correlacoes geométricas deixamos dois spins vizinhos
)

apds tomarmos o traco parcial pgn, matematicamente

pY, =trn_alpn) Pl =trn-1(pn) ; (3.5)
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(iv) Usamos as equagoes (2.8) e (2.13) - (2.15), respectivamente, para calcular o emaranha-
mento global e as correlacoes geométricas para um dado auto-estado de uma realizagao

especifica de desordem;

(v) Depois, fazemos a média dessas quantidades em 10% dos auto-estados pertencentes ao

meio do espectro;

(vi) Para garantir que nossos resultados nao dependem de uma realizacao especifica de de-
sordem, fizemos médias para varias configuragoes de desordem, dependendo do tamanho
da cadeia, para N = 10,12 e 14 tomamos médias em 10%, e para N = 16 usamos 103

configuragoes.
(vii) Variando-se h, obtemos os valores médios das correlagoes como fungao de h.

No procedimento acima usamos o termo configuracao de desordem para nos referir a um
conjunto particular dos nimeros aleatorios. Nesse caso, uma configuracao de desordem é o
conjunto dos valores dos campos magnéticos externos em cada sitio. Nossa abordagem baseia-se
em varias configuracoes de desordem, isso para garantir que o fendmeno da localizacao é algo
geral, ou seja, nao depende de uma configuracao especifica de desordem.

Além da média em vérias configuracoes de desordem, na abordagem acima mencionamos
uma média sobre auto-estados, 10% dos auto-estados que pertencem ao meio do espectro do
sub-espago S, = 0. Tal média é realizada para garantir que a localizacao ocorre em varios
auto-estados. Porém nao é necessario realizar uma média sobre uma grande parte dos auto-
estados, pois, como mostrado na Ref. [37], os auto-estados pertencentes ao meio do espectro
possuem os maiores pontos criticos. Assim, nosso resultado fornece o ponto critico em que todos

os auto-estados estao na fase localizada.
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3.4 Resultados

3.4.1 Entropia de emaranhamento

Na Fig. 3.1 podemos ver o gréafico do comportamento médio da entropia de emaranhamento
entre as duas metades da cadeia para varios tamanhos da cadeia. Como esse resultado ja era
conhecido, tal grafico é apenas uma exemplificacdo do comportamento da entropia nas fases
térmica e MBL, como discutido em Sec. 3.2. Assim, tal resultado foi obtido de maneira um
pouco mais simples do que os outros resultados. Nao usamos simetria do hamiltoniano, e
fizemos apenas médias sobre 2 x 103 realizacoes de desordem, fora tais pequenas simplificacdes,
a abordagem foi a mesma descrita na secao anterior.

Na fase térmica, h < 3,8 , a entropia de emaranhamento é proporcional ao nimero de spins
do subsistema, obedecendo & lei de volume Sg o (N/2)!, e na fase MBL, h > 3,8 , a entropia
de emaranhamento é constante, independentemente do tamanho da cadeia, como dado pela lei
de drea Sg o< (N/2)° = cte.

No inset da Fig. 3.1 mostramos a média da variancia da entropia de emaranhamento. Se-
gundo Ref. [34], no limite termodinamico, essa quantidade vai a zero para regides na fase térmica
e na fase MBL, porém diverge no ponto critico. Tal divergéncia pode ser entendida da seguinte
forma. Préximo do ponto critico h., cada realizacdo de desordem pode deixar o estado na fase
térmica ou na fase MBL, e assim, a entropia de emaranhamento assumira valores bastante dife-
rentes, dependendo da configuracao de desordem, o que causa um valor alto para variancia de
tal grandeza. Assim, o ponto critico da transicao é dado pelo ponto A em que a variancia, no
limite termodinamico, diverge [34].

Nossos resultados, mostrados no inset da Fig. 3.1, sao para cadeias finitas, assim a divergéncia

mostra-se apenas como um valor maximo nas curvas nos pontos préoximos ao ponto critico.

3.4.2 Emaranhamento global

Vamos agora usar o emaranhamento global, dado por (2.8), para determinar o ponto critico
da transi¢ao térmico-MBL no sistema (3.4), usando a abordagem descrita na Sec. 3.3. Uma vez

que estamos usando condicoes de contorno periédicas e vérias realizagoes de desordem, todos os
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Figura 3.1: Gréfico principal: Média da entropia de emaranhamento Sg sobre 10% dos
auto-estados do meio de espectro e sobre 2 x 10% realizacoes de desordem como uma
funcao da intensidade da desordem h. No inset temos a variancia associada as realizacoes

de desordem de tal grandeza §%2Sy também como funcao de h.

sitios sao equivalentes. Nossos resultados estao presentes na Fig.3.2.

Percebe-se que conforme h aumenta, e o sistema aproxima-se da fase MBL, o valor médio
do emaranhamento global diminui. Isso ocorre porque o emaranhamento torna-se localizado em
subsistemas menores, como em pares de spins, como mostrado em [44].

No inset da Fig. 3.2, evidenciamos o comportamento nao-monoténico de G para valores
pequenos de h. O valor médximo, Gg = 1, ocorre no limite h = 0, como primeiramente mostrado
em [96]. Para valores pequenos de h, a partir de zero, Gg forma um “poco”, antes de atingir
o regime cadtico novamente. Tal comportamento é analogo ao que ocorre para quantidades
medidas na transicao integravel-caos [56], esse “pogo”é deslocado para valores menores de h
conforme o tamanho do sistema aumenta. Isso sugere que, além de identificar o ponto critico

na transicao térmico-MBL, Gr também pode detectar a transicao integravel-caos.
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Figura 3.2: Grafico principal: Média do emaranhamento global Gr como uma fungao da
intensidade da desordem h. O inset evidencia o comportamento nao-monotonico de Gg

para valores pequenos de h.

O cruzamento das curvas no grafico principal da Fig. 3.2 indica o valor aproximado do
ponto critico, o qual é obtido precisamente via finite-size scaling, como pode ser visto no grafico

principal da Fig. 3.3. Isso é feito através da escolha de escala
Gg =P [Nh—h.)], (3.6)

em que ® é uma funcao nao conhecida e, na pratica, pode ser determinada pelo método da
minimizacdo x2. Encontramos que a = 0,5 e h. = 3,8 + 0,2. Esse valor de ponto critico esté,
em perfeito acordo com o que é encontrado na literatura [11,37,41]. E muito interessante que
uma quantidade tdo simples, a qual corresponde a entropia de um unico spin, pode determinar
tao bem o ponto critico.

No inset da Fig. 3.3 mostramos o comportamento da média de Gg na fase localizada na
escala logaritmica. Observe que existe um decaimento como lei de poténcia, Gg o< h™%, em que

o expoente é dado aproximadamente por « =~ 1. Tal comportamento estd muito préoximo do que

44



3.4 Resultados 45

o que ocorre com a informagao mitua multipartite, como discutido em Ref. [41].
1 T T
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Figura 3.3: Grafico principal: finite-size scaling dos dados mostrados na Fig. 3.2, com
a=0,5e h.=3,84+0,2. No inset temos a lei de decaimento tipo poténcia de Gg na fase

localizada.

3.4.3 Correlagoes geométricas

A média da discordia quantica geométrica Q)¢ entre dois spins vizinhos é mostrada no grafico
principal da Fig. 3.4 como uma funcéo de h para diferentes tamanhos de cadeias. As correlagbes
classica e total geométricas, Cq e T, sdo mostradas nas Figs. 3.5 (a) e 3.5 (b). As curvas
para essas trés correlacoes geométricas exibem um padrao similar. Elas sao nao-monotonicas
e generalizam o comportamento do emaranhamento de pares, como medido pela concorréncia
[12,44]. Identificamos as seguintes trés regioes que descreveremos a seguir.

Na fase ergddica, 0 < h < 1, as correlagoes estao espalhadas no sistema de uma forma
multipartite [13]. Como consequéncia, existe uma baixa concentragao de correlagao entre pares

individuais de spins vizinhos e explica os baixos valores de Q¢, Cg, e Tq.
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Figura 3.4: Grafico principal: média da discérdia geométrica ()¢ como funcao da intensi-
dades da desordem h na escala logaritmica. Inset (a): primeiras derivadas Qf; da discérdia
geométrica em relacao a h. Inset (b): o limite termodindmico do maximo de Qf, o que

nos fornece h, = 3,34 £ 0, 03.

Conforme a intensidade da desordem aumenta além da regido cadtica, h > 1, percebemos
que Qg, Cq, e Tg aumentam até um valor h que depende do comprimento da cadeia. Na
vizinhanga da transicdo térmico-MBL, correlagoes sao mais confinadas entre pares individuais
de spins vizinhos, fato que gera maiores valores para as correlagoes geométricas analisadas.

Depois da transicdo térmico-MBL, maiores aumentos da intensidade da desordem, dimi-
nuem assintoticamente as medidas de correlagao devido a reducao do papel efetivo da interagao
de troca J. Como ocorre no emaranhamento global, as correlagoes Qg, Cg e Ty exibem uma
lei de decaimento de poténcia < h~? na fase localizada, com uma constante universal aproxima-
damente dada por 5 = 0,7. Para um sistema finito, correlagoes de pares tendem a se anular no
limite de intensidade de desordem infinita.

O comportamento qualitativo das correlagbes geométricas discutidas acima ja sugerem a
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Figura 3.5: Média das correlagoes geométricas classica Cg (a) e total T (b) como fungoes
de h na escala logaritmica, assim como suas derivadas, C{; (¢) e T (d), em relagao a h.
Os insets em (c) e (d) mostram o limite termodinamico do valor maximo de Cf, e Tf,

respectivamente, fornecendo h. = 3,43 + 0,06 para Cg e h. = 3,45 £ 0,06 para Tg.

existéncia de uma fase localizada. A determinacdo do ponto critico pode ser feita analisando-se
a primeira derivada dessas correlacoes em relacao a intensidade da desordem h. Essa abordagem
¢é inspirada no procedimento usado em andlises de transicoes de fase quanticas ordindrias, seja
via emaranhamento de pares [86,89] ou via dicérdia quantica de pares [90,91].

Como ilustrado no inset (a) da Fig. 3.4 e nas Figs. 3.5 (¢) e 3.5 (d), as trés medidas
de correlagao geométrica exibem um maximo em suas derivadas, o qual ocorre no valor de h
denotado por hpax. O maximo dos valores das derivadas das medidas de correlagao obedece

um decaimento linear com 1/N, e assim, o ponto critico pode ser obtido pela extrapola¢ao hmax
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para N — oo.

A andlise de escala de hpyax, mostrada no inset (b) da Fig. 3.4 e nos insets das Figs. 3.5 (¢)
e 3.5 (d), nos permite concluir que h. € [3,4], o qual estd dentro do intervalo de valores criticos
encontrado na literatura.

A Tab. 3.1 fornece os valores dos pontos criticos obtidos a partir de cada uma das medidas
de correlagao geométricas e também a partir do emaranhamento global Gg. Note que os valores
sdo compativeis entre si, o que indica que a ideia de deslocalizagdo das correlagoes na fase
térmica, em contraste com a ideia de concentragao de correlacées na vizinhanca do ponto critico
da transicao térmico-MBL sao véalidas para correlagoes quantica, classica e total entre pares de

spins.

Medida de correlacao he
Gg 3,8+0,2
Qa 3,344+0,03
Ce 3,43 0,06
Ta 3,45+ 0,06

Tabela 3.1: Ponto critico obtido via emaranhamento global em comparacao com cor-
relacoes geométricas quantica, classica e total. As barras de erro levam em consideracao

apenas flutuacoes com respeito ao niimero de realizacoes de desordem.

3.5 Discussao

Agora vamos discutir o que obtemos para o emaranhamento global e para as correlagoes
geométricas. Nos usamos essas medidas de correlagao para descrever a transicao térmico-MBL
e determinar seu ponto critico. Tais medidas sao medidas de correlacoes de pares que envolvem
fungoes de correlagao de um ou dois pontos. Os resultados convergem levando-se em consideragao
apenas uma pequena fracdo dos auto-estados do hamiltoniano. Nossas principais colaboragoes

sao descritas a seguir.
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(4)

A andlise via finite-size scaling do emaranhamento global nos forneceu o ponto critico h, =
3,8+£0,2, o que coincide com os resultados encontrados na literatura. Esse quantidade,
como calculada aqui, é a entropia linear de um tnico spin da cadeia. E impressionante
que uma fungao de correlagao de um tnico spin pode determinar tao efetivamente o ponto

critico da transicao;

As correlagoes geométricas entre apenas dois spins vizinhos fornecem um ponto critico no
intervalo h. € [3,4], o que estd dentro de valores aceitaveis. O procedimento usado, nesse
caso, assemelha-se ao adotado na andlise de transigoes de fase quanticas ordindrias, em
que o ponto critico é revelado pela derivada das medidas de correlacao. As derivadas das
correlagoes quantica, classica e total seguem uma lei de escala linear universal, isto é, as
derivadas sao fungoes lineares de 1/N. O ponto critico é obtido via extrapolacao para o

limite termodinamico.

Quando comparada com medidas de emaranhamento de pares, como concorréncia, a discordia

quantica oferece algumas vantagens. Suas propriedades robustas com relacao a temperatura [137]

e a distancia entre os spins tornam a discérdia quantica uma poderosa testemunha da criticali-

dade [138].
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Capitulo 4

Dinamica das correlacoes nas fases

térmica e MBL

Nesse capitulo, iremos analisar como as fases térmica e MBL influenciam na dindmica da en-
tropia de emaranhamento, Eq. (2.1), do emaranhamento global, Eq. (2.8), e da discérdia quantica
geométrica, Eq. (2.13). J4 existem bastantes trabalhos na literatura sobre a dindmica da entropia
de emaranhamento nas fases mencionadas, analogamente ao que mostraremos aqui [20,29,31,46].
Porém, a analise envolvendo as outras duas correlagoes ainda nao foi abordada, até o presente
momento, na literatura, e assim existe a possibilidade de encontrarmos comportamentos diferen-
tes aos observados para o emaranhamento, principalmente em relagao a dinamica da discordia
quantica geométrica, devido sua robustez, como mencionado anteriormente, em relagao a tem-
peratura [137] e a distancia [138].

Veremos que, de maneira geral, as diferentes fases afetam a dinamica de tais correlacoes,
como ocorre com outras correlacoes [45,53], e outras quantidades também [35,36, 40,48, 54].

Iniciaremos discutindo aspectos gerais da dinamica de correlagdes nas fases térmica e loca-
lizada. Depois explicitaremos o modelo e o método escolhidos, e, a titulo de esclarecimento,
discutiremos rapidamente a transformagao de Jordan-Wigner no modelo analisado. Em seguida

detalharemos a dinamica utilizada e, encerraremos com os resultados obtidos e a discussao.
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4.1 Dinamica na fase localizada

Como mencionado na Introducao dessa tese, tanto a termalizacao quanto a localizacao, sao
resultados possiveis da dinamica de sistemas quanticos fechados [10]. Como ja sabemos, tais
resultados s@o bastante distintos. Na termalizacao de um estado quantico a informagao local de
qualquer parte do sistema, independentemente do estado inicial, é rapidamente espalhada para
o sistema como um todo. Na localizagao, a dinamica consegue manter uma “meméria”local do
estado inicial, mesmo no limite de tempos longos [17].

Na fase térmica, como dado pelo ETH, o valor esperado de qualquer observavel local
(¥(t)|Ol(t)) equilibrara, no limite de tempos longos, no seu valor esperado dado pelo en-
semble microcanénico. Assim, a memdria do estado inicial é perdida, a dindmica apaga toda
informacao inicial. Por exemplo, consideremos o estado inicial dado por |[(t =0)) = |11 ... 1),
cuja magnetizagao em qualquer sitio ¢ m? = 0,5. Com a evolugao, para tempos longos, teremos
(1h(t — o0)|mZ|1h(t — o0)) = 0, 0 qual é o seu valor esperado termodinamico [139].

Ja na fase MBL, como mencionado, o estado evoluido consegue manter a memoéria do estado
inicial. No exemplo acima terfamos (1(t — oo)|m3[¢(t — o)) = m > 0. Ou seja, de maneira
geral, os observaveis locais equilibram, para tempos longos, mas nao em seu valor determinado
pelo ensemble microcanénico [139].

Na literatura, de maneira geral, os trabalhos sobre dindmica nas fases localizadas assumem
que o hamiltoniano do sistema quéntico fechado é independente do tempo. Assim, métodos
de diagonalizacao exata funcionam muito bem para a simulacao da evolucao de estados iniciais
[(t)) = U(t)]w(0)) [29,31,35,36,47]. Porém, uma vez que o espago de Hilbert cresce expo-
nencialmente com o tamanho do sistema, apenas tamanhos pequenos podem ser considerados,
usualmente em torno de N = 16 numa cadeia de spin-1/2 [40].

Na Ref. [20] mostrou-se que o método conhecido como time-dependent density-matriz re-
normalization group - tDMRG, é bastante eficiente na andlise da dinamica da entropia de ema-
ranhamento em sistemas tipo cadeia de Heisenberg, o que permitiu a andlise de cadeias de
tamanho na ordem de centenas de sitios, N = 500. Na Ref. [45], o método tDMRG foi usado
para se calcular a concorréncia, entropia entre dois sitios vizinhos, o que lhe permitiu simular

cadeias de tamanho N = 72 sitios num modelo de Bose-Hubbard na presenca de um potencial
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quasi-periédico. Esse método mostra-se eficiente na descri¢ao de grandezas na fase MBL devido
ao fato de, nessa fase, a entropia de emaranhamento bipartite crescer logaritmicamente com o
tempo.

Uma abordagem muito utilizada na dindmica em sistemas quanticos fechados é o quench [25,
35, 40, 43, 45, 46, 50, 52], o qual é uma mudanca abrupta em um dado instante de um dos

parametros controlados do hamiltoniano. Tal situagao é matematicamente dada por [25]

H(t) = Holg(t)] + Hin , (4.1)
em que
go parat <0
g(t) =
g parat>0.

Podemos exemplificar isso considerando que Hy[g(t < 0)] = 0. Tal sistema é preparado, em
t = 0, em um estado puro |¢(0)) que é auto-estado de H;y,. Para ¢t > 0 o sistema evolui unita-
riamente de acordo com a dinamica dada pelo hamiltoniano H(t) # Hy. Essa é a configuragao
mais simples para se estudar a relaxagao de um sistema de muitos corpos [140].

A dinamica pés-quench, a partir de um estado produto, mostra que na fase térmica a in-
formacao é transferida rapidamente entre as partes do sistema, o que possibilita a termalizacao
do sistema para longos tempos. Essa rapida transferéncia de informacao quantica é demons-
trada pelo rapido crescimento da entropia de emaranhamento bipartite para o estado evoluido
p(t), tal difusdo de informagao é balistica, Sg(t) o< ¢t [141]. Na fase MBL a transferéncia de
emaranhamento existe, porém a entropia de emaranhamento de uma metade da cadeia com a

outra cresce logaritmicamente com o tempo Sg(t) o log(t) [11].

4.2 Modelo e abordagem

O modelo que usaremos para estudar a influéncia das fases na dindmica de correlagoes sera
praticamente o mesmo do Cap. 3, porém, agora vamos inserir uma anisotropia A na direcao z,
assim, ficamos com

— T QT yQy zQz .Qz
H =3 [ (858500 + SYSY ) + ASiST + 1S5 (4.2)

Jj=1
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assim, temos a cadeia anisotrépica de Heisenberg de spin-1/2, fechada, com N sitios e campo

magnético externo aleatorio e estatico na direcao z. Esse modelo também conserva a magne-

tizacdo total na diregdo z, [H,S?] = 0, e assim, mais uma vez, escolhemos analisar o maior

sub-espago de todos, S% = 0.

Como a abordagem nao é exatamente a mesma usada anteriormente, vamos explicitar o

passo-a-passo usado para se analisar a dinamica das correlagoes:

(4)
(i)

(id)

(vi)

Para cada instante ¢ realizamos varias configuracoes de desordem;

Para cada realizacao de desordem, construimos e diagonalizamos exatamente o sub-espaco

Sf; = 0 do hamiltoniano (4.2);

Encontramos o operador densidade evoluido p(t) a partir de um estado puro e produto

inicial [¢(0)) =]01...01) da seguinte forma

p(t) = U®)[(0))(w(0)U(2)
= e M (0))(¥(0) |
= > e n)(nly(0)) ((0)[m) (mle' !

= > e EnEmt ]y (0)) (1 (0)m)|n) (m)
= S5 e E Pt n(0)) (1(0) m) (aln) (m] B) ) (8] (4.3)

TLJ’TL a:ﬁ

em que H|n) = E,|n), e |a), |3) sdo vetores da base computacional, assim como [¢(0)). A

insercao da base computacional é necessaria pois com a diagonalizacao numérica obtemos

os coeficientes (n|y(0)), (¥ (0)|m), (a|n),e (m|5).

A partir de p(t), calculamos o emaranhamento global, Eq. (2.8), e a discérdia geométrica

quantica, Eq. (2.13), para uma configuracdo especifica de desordem;

Para garantir que nossos resultados nao dependem de uma realizacao especifica de desor-
dem, fizemos médias para varias configuracoes de desordem, dependendo do tamanho da

cadeia, para N = 6,8 tomamos médias em 2 x 10® configuracdes;

Os passos anteriores serao realizados nas fases térmica e MBL.
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.

E importante ressaltar que na demonstracao da Eq. (4.3) assumimos que o hamiltoniano
do modelo é independente do tempo, como é o caso de (4.2), fato que torna tudo muito mais
simples.

Nao explicitamos nesse trabalho a dindmica, na abordagem descrita acima, das correlagoes
geométricas cldssica (2.14) e total (2.15), essa escolha foi feita porque o comportamento dessas

é muito similar ao da discordia quantica geométrica.

4.2.1 Mapeamento em férmions sem spin

Para deixar claro qual o papel da anisotropia A no modelo descrito pelo hamiltoniano dado
por (4.2), faremos o mapeamento desse modelo num modelo de férmions sem spin. Iniciaremos a
transformacgao do hamiltoniano reescrevendo-o em termos dos seguintes operadores levantamento

e abaixamento

+ _ qx . - _ Qx :
by =5 —I—ZS;?’ , by =5] —ZS;“-’. (4.4)

Tais operadores satisfazem algumas relagoes que lembram operadores fermionicos

(oS0, y=1, (b;)’=()?=0, (4.5)

porém, também satisfazem relagoes que lembram operadores bosonicos
[bj,b,;] = [bj,b;] = [bj_,bl;] =0, (J#k). (4.6)

Em termos dos operadores levantamento e abaixamento, Eq. (4.4), os operadores de spin escrevem-
se da seguinte forma
S% = B g ol (4.7)
2 J 21
Para obter como o operador S JZ se escreve em termos dos mesmos operadores, basta substituirmos
essas Ultimas equagdes na seguinte relacao de comutacao [S;;, S;’] = 15;. Fazendo isso,ficamos

com

o Yo Y e L
85 =5 (brey — b0t ) = vty — (4.8)
Substituindo as Eqgs. (4.4) e (4.8) no hamiltoniano (4.2), ficamos com

N
- J . Lo 1 4o 1 o1
H_E {2<bjbj+1+bjbj+1>+A<bjbj_2 bj+1bj+1_§ + Ry bjbj_§
j=1
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N
S (- - -t - -
H = Z [2 (bj biy +b; ij) + AL b by + hb b | (4.9)
j=1

em que os termos constantes, relacionados com as condicdes de contorno e independentes do
tamanhos da cadeia, podem ser desprezados para cadeias grandes!.
Agora vamos usar a transformada de Jordan-Wigner para expressar esse hamiltoniano em

termos de operadores de criacao e aniquilacao fermionicos c;[- e ¢j, dados por

Jj—1 Jj—1
cj = exp <—iﬂ'z b;b,;) by e c;f» = b;'ea:p (iﬂ'Zbelz) . (4.10)
k=1

k=1

Notando que c;cj = bj'bj_7 podemos inverter facilmente as transformacoes de Jordan-Wigner,

assim ficamos com
j—1 Jj—1
b; = exp (iWZFk) cj e b;r = c;r.exp <—i7TZFk> . (4.11)
k=1 k=1

em que I'; = cT»cj é o operador nimero. Assim, o primeiro termo do hamiltoniano (4.9) torna-se

J
Jj—1 J
b;rb]]_l = c;r-exp (iﬂ'ZFk> exp <—i7rZFk> Cjt+1
k=1 k=1

= c;r-exp (inl') ¢j41

podemos mostrar que c}exp (inl'j) = c}, assim podemos escrever
T — ol
bj by = cicip

Fazendo célculos semelhantes, encontramos que o segundo termo do mesmo hamiltoniano é dado

—7+ o T ) eA e
por bj bj 41 = €415, € consequentemente a Eq. (4.9) fica, em termos de operadores fermionicos,

escrita da seguinte forma
AN
H = Z [2 (C;‘CJH + C;ch) + AT + byl (4.12)
j=1

Agora, com o hamiltoniano escrito dessa forma, fica claro que o parametro A é a interacao entre
os férmions em sitios vizinhos. Na proxima secao vamos explorar um pouco esse limite. Mais

uma vez tomaremos J = 1.

!Tais termos podem ser negligenciados como mostrado em [142,143].

25



4.3 Resultados 56

4.3 Resultados

4.3.1 Entropia de emaranhamento

Nas Figs. 4.1 e 4.2 apresentamos os resultados para a dinamica de entropia de emaranhamento
entre as metades da cadeia, respectivamente nas fase térmica e MBL, para o modelo dado
por (4.2). Como também foi feito no Cap. 3, ndo usamos simetria do hamiltoniano, e fizemos
apenas médias sobre 2 x 10 realizacoes de desordem, uma vez que tais resultados ji eram
conhecidos.

Nas duas fases a correlacao cresce rapidamente a partir do zero, uma vez que o estado inicial
é um estado produto, atinge um valor maximo no instante ¢, sofre uma diminuicdo, e atinge um

valor aproximadamente constante, o qual denominaremos valor de saturacao Si;at.

2_ —

0f .

10" 10° 10" 10° 10°

t

Figura 4.1: Dinamica da entropia de emaranhamento entre as duas metades da cadeia do
modelo dado pela Eq. (4.2), considerando um estado inicial produto [¢(0)) = [01...01),

na fase térmica, h = 1,0, para N = 4 e 6 spins na cadeia.

Tal situacao é bem conhecida na literatura. Sabe-se que para sistemas infinitos, na fase

26



4.3 Resultados 57

térmica o emaranhamento se propaga balisticamente S%”(¢) o< ¢ [141], e na fase MBL tal pro-
pagagao ¢ logarftmica SMBL(t) oc ¢ [29], sendo que esse crescimento ocorre indefinidamente.
Porém, como podemos ver nas Figs. 4.1 e 4.2, para sistemas finitos, a dinamica de tal correlacao
satura em um dado valor. Nota-se que tal valor é proporcional ao tamanho da cadeia em ambas
as fases S59¢ oc N. Porém, os valores de saturagdo sio bem diferentes, e (Si")%t > (SMBL)sat

independentemente do tamanho da cadeia. Para mais detalhes, ver Refs. [29,31].

1 TTTT T T T T T TT17T T T T T T 1717 T T T 1T T 11T T T T T T 1717
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Figura 4.2: Dinamica da entropia de emaranhamento entre as duas metades da cadeia do
modelo dado pela Eq. (4.2), considerando um estado inicial produto [¢(0)) = [01...01),

na fase MBL, h = 6,0, para N = 4 e 6 spins na cadeia.

Comparando os resultados mostrados nas Figs. 4.1 e 4.2, podemos perceber que mesmo em

sistemas pequenos, ja existe uma diferenca entre a dinamica da entropia nas fases térmica e

MBL.
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4.3.2 Emaranhamento global

Nas Figs. 4.3 e 4.4 temos a dindmica da entropia de emaranhamento, respectivamente, nas
fases térmica e MBL, a partir de um estado produto [¢(0)) = [01...01).

Da mesma forma que ocorre para a entropia de emaranhamento, inicialmente o valor do
emaranhamento global cresce rapidamente até instantes ¢ =~ 1, independentemente da fase e do
tamanho da cadeia.

Na fase térmica, apds atingir seu valor maximo, G'2** ~ 1,0, existe um intervalo em que
o valor da correlacdo oscila bastante. A partir de um certo instante ela satura em um valor
aproximadamente constante e proporcional ao tamanho da cadeia. Percebe-se que quanto maior
o tamanho da cadeia, o emaranhamento global torna-se mais préximo de seu valor maximo,
Gg = 1,0. Isso mostra que nessa fase o emaranhamento global espalha-se rapidamente, assim

como a entropia de emaranhamento, entre as partes do sistema.

1 TTTT T T T T T 11T T T T T T 1717 T T T T T 1717 T T T T T 1717
078__ _____________________ _ %
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Figura 4.3: Dinamica do emaranhamento global num sistema cujo hamiltoniano é dado
pela Eq. (4.2), considerando um estado inicial produto [¢(0)) = |01...01), na fase

térmica, h = 1,0, para N = 4,6 e 8 spins na cadeia.
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Na fase MBL o comportamento qualitativo é bem semelhante ao encontrado na fase térmica,
mas com valores de saturagdo bem inferiores aos valores encontrados na fase térmica. E, pelo
menos até tamanhos analisados, parece nao haver um crescimento logaritmico para tamanhos
cada vez maiores, uma vez que (GHBL)set — (GAE/[BL)%‘EFI — 0 para N — oco. Claro que isso é

apenas uma conjectura, pois analisamos tamanhos bem reduzidos para as cadeias.
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Figura 4.4: Dinamica do emaranhamento global num sistema cujo hamiltoniano é dado
pela Eq. (4.2), considerando um estado inicial produto [¢(0)) = |01...01), na fase MBL,
h = 6,0, para N = 4,6 e 8 spins na cadeia. Inset: Influéncia da anisotropia A na dinamica

do emaranhamento global, tais resultados foram obtidos para N = 8 spins.

No inset da Fig. 4.4 vemos como a anisotropia A influencia na dindmica da correlacio.
Podemos ver que quanto menor o valor de A, maior o valor méaximo da correlacdo antes de
atingir o valor de saturacao. Em relagao ao valor de saturagao, vamos que para o intervalo
A > 0, quanto maior o A, maior (G%[BL)S‘”. O caso em que A = 0 é o caso limite em que nao
hé anisotropia, e os sitios vizinhos nao interagem.

Mais uma vez percebemos, agora usando o emaranhamento global, que a dinamica é influ-
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enciada pelas fases térmica e MBL mesmo em sistemas pequenos.

4.3.3 Discordia quantica geométrica

As Figs. 4.5 e 4.6 mostram a evolucao da discérdia geométrica entre spins vizinhos, conside-
rando um estado inicialmente produto, respectivamente nas fases térmica e MBL, para cadeias
de tamanhos diferentes.

Nas duas fases ocorre, nos instantes iniciais ¢ 2 0, mais uma vez, ocorre um aumento rapido
do valor da correlacdo. Atinge-se um valor méximo, depois um declinio, seguido de uma fase
transiente até uma saturacao num valor praticamente constante.

Na fase térmica os valores méaximos atingidos para t &~ 1 sao maiores do que na fase MBL.
Os valores de saturagao nas duas fases sao distintos para cadeias pequenas, porém, conforme o
tamanho da cadeia aumenta, tais valores de saturacdo tornam-se bem similares. Tal fato indica
que, talvez, a dinamica da discérdia quantica geométrica, nesse cendrio, nao consiga diferenciar
as duas fases. Mas ressaltamos que isso ainda precisa ser analisado em cadeias maiores.

Nesse ponto é importante fazermos um paralelo com os resultados apresentados na Ref. [45].
Tal trabalho também analisar a influéncia das fases térmica e MBL na dindmica de uma cor-
relagao de pares, nesse caso, foi analisada a dinamica da concorréncia. Mesmo que o sistema
nao seja 0 mesmo, e nem mesmo seja a mesma correlacao, somos induzidos a esperar resultados
semelhantes, uma vez que temos a analise de correlagoes de pares nas fases térmicas e MBL.
Naquele trabalho, foi encontrado que, em ambas as fases, a concorréncia vai a zero com o tempo
t, assim como a discordia geométrica. Porém, na fase MBL o valor da concorréncia vai a zero
numa, lei de poténcia, e na fase térmica ela vai a zero abruptamente. Assim, achamos que nossos
resultados estao fisicamente condizentes.

O inset da Fig. 4.6 nos mostra como a anisotropia A influencia a dindmica da discérdia
geométrica entre os spins vizinhos. Mais uma vez vemos que a anisotropia influencia no valor
maximo que a correlagao atinge para t =~ 1. Sendo que o maior valor maximo é atingido
para A = 0, assim, quanto maior o valor de A, menor o valor maximo atingido. O mesmo

comportamento é verificado para o valor de saturagéo da correlacao para t > 0.
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Figura 4.5: Dinamica da discérdia geométrica entre dois spins vizinhos da cadeia, cujo
hamiltoniano é dado pela Eq. (4.2), considerando um estado inicial produto |1(0)) =

|01...01), na fase térmica, h = 1,0, para N = 4,6 e 8 spins na cadeia.

4.4 Discussao

Vimos que todas as correlagoes apresentam um rapido crescimento em instantes iniciais
t 2 0. Tal comportamento geral pode ser entendido de duas formas. Primeiro, a dinamica,
nesse intervalo é fortemente influenciada pela anisotropia A (ver insets das Figs 4.4 e 4.6),
apenas a partir de um certo instante os outros termos de hamiltoniano (4.2) passam a influenciar
a dindmica [45]. Também podemos interpretar esse rapido crescimento inicial como a expansao
balistica dos pacotes de onda até a ordem do comprimento de correlagao [29].

Em relacao ao emaranhamento global, percebemos que as diferentes fases afetam sua dinamica.
De maneira geral, os resultados para tal correlagao sao similares aos resultados conhecidos para
a entropia de emaranhamento. Claro que, aparentemente, nao encontramos o crescimento lo-
garitmico daquela, mas acreditamos que tal comportamento de ficar evidente para tamanhos

maiores da cadeia. Devemos ressaltar também que, enquanto o valor maximo a entropia de
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Figura 4.6: Dinamica da discérdia geométrica entre dois spins vizinhos da cadeia, cujo
hamiltoniano é dado pela Eq. (4.2), considerando um estado inicial produto |1(0)) =
|01...01), na fase MBL, h = 6,0, para N = 4,6 e 8 spins na cadeia. Inset: Influéncia
da anisotropia A na dinamica da discordia quantica geométrica, tais resultados foram

obtidos para N = 8 spins.

emaranhamento é proporcional ao tamanho da cadeia, o valor méaximo do emaranhamento glo-
bal ¢ G'#* = 1,0, independentemente do tamanho da cadeia.

Agora a andlise dos resultados da discérdia geométrica. Como afirmamos anteriormente,
aparentemente, a dinamica dessa correlacao nao é influenciada pelas fases térmica e MBL. Porém,
podemos justificar isso com base no comprimento de localizagdo. Temos que, diferentemente das
outras duas correlacoes, a discérdia quantica é uma correlagdo entre partes muito pequenas e
vizinhas da cadeia. Assim, talvez, essa distancia entre as partes seja menor do que o comprimento
de localizagdo L, < A, e portanto a dinamica nao consiga enxergar a fase em que sistema se
encontra. Mais uma vez, isso é apenas uma conjectura, devendo ser comprovada, ou nao, ao

analisarmos tamanhos maiores para cadeia.
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Capitulo 5

Transicao térmico-MBL e anneling

quantico

Nesse capitulo iremos analisar a transigao térmico-MBL em uma rede de spins-1/2 organizada
num grafo chimera. A Fig. 5.1 representa esse tipo de configuracao. A motivagdo para analisar
tal configuragdo esta na possibilidade de realizarmos um experimento no annealer quantico da
D-wave, o D-Wave 2000Q, uma vez que em tal aparato, as células do hardware contém 8 g-bits
supercondutores de fluxo, organizados segundo grafos chimera [144].

Inicialmente exporemos alguns conceitos relacionados a um annealer quéantico, faremos
uma rapida introdugdo aos fundamentos do annealing quantico e a sua relagdo com o teo-
rema adiabatico. Abordaremos a aplicacdo do annealing quantico em modelos de Ising num
campo transverso, uma vez que esse é o modelo usado nos sistemas da D-Wave. Por fim, nos
restringiremos as caracteristicas basicas do hardware do D-Wave 2000Q.

Na secao seguinte, iremos especificar qual modelo especifico analisamos, bem como o método
para a obtencao dos resultados relacionados a transigao de fase térmico-MBL. Nessa parte iremos
também justificar como os nossos resultados tedricos podem estar de acordo com os resultados
experimentais. Por fim, iremos discutir os resultados obtidos.

Ressalta-se que, até o momento em que essa tese estd sendo escrita, nao existe nenhum

trabalho reportando tal analise em um annealer quantico.
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Figura 5.1: Representagao do processador do annealer quantico da D-Wave com 512 q-
bits. Circulos representam os g-bits, e curvas as interacoes entre os mesmos. Circulos

vermelhos denotam “q-bits”nao operantes. Adaptado da Ref. [159].
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5.1 Annealing quantico e teorema adiabatico

Varios problemas em Fisica, em Computacao e em outras areas da Ciéncia estao relacionados
a processos de optimizagao, ou seja, estao relacionados a encontrar um minimo global de uma
dada fungao custo [145-147]. Como exemplos temos a obtengao do auto-estado de energia de
uma rede de Ising, com frustracao, de N spins. Outro exemplo é a obtencao do comprimento
minimo percorrido por um vendedor que visita N cidades, passando apenas uma Unica vez por
cada uma - Traveling salesman problem [93]. Em nossa andlise queremos determinar o minimo
da energia do sistema, assim, de agora em diante, usaremos energia do sistema ao invés de funcao
custo.

Kirkpatrick [148] demonstrou, num método que ficou conhecida como simulated annealing,
que uma excelente forma de se resolver processos de optimizagdo é simular um processo de
resfriamento em modelos de spin de Ising numa simulagao de Monte Carlo. Tais sistemas sao

descritos pelo hamiltoniano

HO = — ZJiijsj — Zh,sf 5 (5-1)

1<j

em que o spin s; pode assumir os valores %1, J;; acopla os spins dos sitios ¢ e j, e h; sao campos
locais.

O simulated annealing usa as flutuagoes térmicas para evitar que o sistema fique aprisionado
em um minimo local da energia. A temperatura do sistema, real ou ficticia, inicialmente é alta, e
o estado é aleatdrio. Entao a mesma é diminuida lentamente para que o processo de optimizacao
obtenha sucesso. Isso ocorre porque a altas temperaturas, o estado do sistema é uma mistura
estatistica de todos os estados possiveis com probabilidades muito préximas, porém, com a
diminuigao da temperatura, privilegia-se o estado fundamental do sistema. Na Ref. [149] foi
mostrado que em problemas genéricos de optimizacao combinatorial, o minimo global da funcao

custo é atingido assintoticamente se a temperatura obedecer a T'(t) > em que ¢ é uma

_c_
logt’
constante de depende do sistema.

A versao quantica do simulated annealing foi proposta por Kadowaki [150], em que o pro-

cesso de optimizagao baseia-se no tunelamento quantico ao invés do “pulo térmico”do simulated

annealing. Tal abordagem é conhecida como annealing quantico, a Fig. 5.2 ilustra a diferenca
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Figura 5.2: Esquema diferenciando os dois processos de optimizacao, o simulated annealing
e o annealing quantico. O primeiro baseia-se em flutuagoes térmicas, enquanto que o

segundo baseia-se em flutuagoes quanticas. Adaptado da Ref. [153].

entre os dois protocolos.
Para se implementar o annealing quantico em modelos de spin de Ising, um termo deve ser
adicionado a Eq. 5.1, mais precisamente um campo transverso [150], assim o hamiltoniano que

descreve o sistema é dado por

H(t) = —ZJijafaj—Zhiaf—F(t)Zaf (5.2)

1<J %

= Hy—T(t) Zagf , (5.3)

em que J;; é a interacdo de troca, o, sdao matrizes de Pauli no sitio i, e I'(¢t) é o campo
transverso que controla a taxa de transigao entre estados | 1) e | | ), ou seja, produz a transigao
entre os estados classicos (auto-estados de Hp), e entao possui o mesmo papel da temperatura
no simulated annealing. Inicialmente o valor de I'(t) é alto o suficiente, I'(0) > |J;;], |hs|, para
para deixar todos os spins alinhados na diregao x [151,152]. Dessa forma, através da diminuigao
suficientemente lenta de I'(t) até zero, o sistema é conduzido para o estado fundamental de Hy,

e o processo de optimizagao é bem sucedido.
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Kadowaki mostrou que, para um mesmo protocolo de annealing, a versao quantica do pro-
cesso consegue uma convergéncia para o estado fundamental com maior probabilidade do que
a versao cldssico-térmica. Em Ref. [153] tais versoes de annealing foram comparadas expe-
rimentalmente em magnetos desordenados, e os resultados de Kadowaki foram comprovados,
confirmando o melhor desempenho na optimizacao para o annealing quantico.

A ideia do annealing quantico estd inerentemente relacionada a adiabaticidade em mecénica
quéntica, conceito expresso através do teorema adiabdtico [154-156]. Tal teorema nos garante
que, em uma evolugao é adiabdtica, se um sistema é preparado no estado fundamental |Ey(t = tg)
de um hamiltoniano dependente do tempo H (¢t = ty), entao, para qualquer instante posterior ¢,
o sistema estard no estado fundamental instantaneo de H(t), denotado por |Ey(t)). Tal teorema
esta demonstrado no Ap. A desta tese.

O mesmo teorema nos fornece a condicao sobre o tempo de relaxacao para que uma evolucao

seja adiabdatica. Para um sistema quantico fechado, a evolugao serd adiabdtica se o tempo de

—2
min’?

relaxacdo, annealing, for maior do que 7 x A em que Apyp = ming<i<[E1(t) — Ep(t)], com
Ey1(t) sendo, respectivamente, as auto-energias instantaneas do estado fundamental e do nivel
imediatamente acima.

O teorema adiab&atico permite a realizagao do processo de annealing quantico para um sis-
tema isolado do meio externo e a temperatura nula. Quando aplicada ao processamento de in-
formacao quantica esse tipo de realizagao foi denominada computacao quantica adiabdtica [157,
158]. Num processo real de annealing quantico, o sistema nao esta totalmente isolado e a tem-

paratura nao ¢ nula, mas se a evolugao ¢é suficientemente lenta, o sistema evolui numa mistura

estatistica dos niveis de energia mais baixa.

5.2 Annealer quantico da D-Wave

Vamos discutir agora alguns detalhes dos processadores dos sistemas da D-Wave, pois em
nossa proposta as medidas serao realizadas em um desses processadores.
Em 2011, a D-Wave Systems lancou o primeiro annealer quantico comercial, o D-Wave One

- DW1, que possuia 128 g-bits. Em 2013 foi lancado o D-Wave 2 - DW2, com 512 g-bits, em
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2013 foi lancado o D-Wave 2X, com um processador de 1024 g-bits. A versdo atual, o D-Wave
2000Q), possui um processador com até 2048 g-bits. Esses equipamentos funcionam através do
annealing quantico numa rede de Ising de g-bits de fluxo supercondutores [144], interconectados
através de um grafo chimera. A Fig. 5.1 ilustra tal grafo para um processador com 512 g-bits.
Diferentemente de outros annealers quanticos baseados em sistemas de matéria condensada [153],
nos sistemas da D-Wave, tanto os spins individuais como seus acoplamentos sao programaveis.

O D-Wave 20000, é uma “caixa preta”’ com dimensoes de aproximadamente 3,0 m x 2,1 m X
3,0 m (comprimento x largura X altura), cuja maior parte do volume é ocupado pelo sistema
de refrigeracao, o qual funciona através de criogenia, que permite o processador operar a tem-
peraturas menores do que 15 mK. Todo o sistema estd em um alto vacuo, e isolado de qualquer
campo magnético externo, vibracao e qualquer radio-frequéncia.

Simplificadamente, o g-bit de fluxo supercondutor é um anel supercondutor, contendo uma
jungao de Josephson, submetido a dois fluxos externos de campo magnético ¢; e ¢o. Tal confi-
guragao pode ser modelada como uma duplo poco de potencial em relacao a ¢;, esquematica-
mente representado em Fig. 5.2. Os dois estados de menor energia correspondem a correntes que
circulam simultaneamente no sentido horario e anti-horario no anel, e representam os estados
|} )e|1). Aaltura da barreira U é controlada por ¢9, e a diferenca entre as energias dos dois
minimos, 2h, é controlada por ¢1. No regime de baixas temperaturas, a dindmica desse g-bit de
fluxo é idéntica a de spins de Ising [144].

O annealing quantico realizado no annealer da D-Wave é muito similar ao que ja discutimos.
Inicialmente o sistema, a baixas temperaturas, é preparado no estado fundamental de Hypgps,
ocorre a evolucao lenta, e no final encontra-se o estado fundamental de Hjgipg. A evolucao do
hamiltoniano é dada por

H(S) = A(S)Htrans + B(S)Hfsing ) (5.4)

em que Higns = — Z;VZI 07y Hising = — Z,Kj Jijoios — > hio?, com s = t/T sendo o tempo
de evolugao normalizado (T : tempo total da evolugao). As fungoes A(s) e B(s) representam
o protocolo de annealing. Tais fungoes estao representadas qualitativamente na Fig 5.5(a), em
que elas satisfazem A(s =0),B(s=1) >0e A(s =1),B(s =0) = 0. Se a mudanca ¢é lenta e o

sistema nao interage com o meio externo, o sistema ird evoluir em seu estado fundamental.
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Figura 5.3: Esquema representativo do g-bit supercondutor de fluxo. Adaptado da

Ref. [144].

5.3 Modelo e método

5.3.1 Obtencao do ponto critico

Iremos estudar a transi¢ao de fase térmico-MBL num grafo chimera com N spins-1/2 como

ilustrado em Fig. 5.4, cujo hamiltoniano sera dado por

N N
H= —ZJijan]Z- —Zhjaf —AZJ?F (5.5)
0 = =1

em que af’z sao as matrizes de Pauli no sitio j, J;; sao as interagoes de troca entre os spins @
e j, tais valores sao sorteados aleatoriamente da distribuicao uniforme [—dJ,0J], h; é o campo
aleatério no sitio j, sorteado a partir de distribuigdo uniforme [—h, h], e A é a intensidade do
campo transverso.

Nota-se que no hamiltoniano (5.5), considerando a geometria dos grafos chimera, leva em
consideragao interacoes mais distantes do que a interagao de primeiros vizinhos. Por exemplo,
dada a Fig. 5.4, o spin no sitio 1 interage com os spins nos sitios 2,4,6 e 8. E importante
ressaltar também que tal hamitoniano é independente do tempo, o que o torna bastante diferente
do hamiltoniano simulado no annealer quantico da D-Wave, dado pela Eq. (5.4). Mais adiante

retornaremos a esse ponto.
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Figura 5.4: Grafos chimera para N = 4,6 e 8 g-bits em uma célula do processador

do annealer quantico da D-Wave. Os circulos representam os sitios da rede e as setas

representam as interagoes entre os sitios.

Abaixo, mais uma vez, vamos explicitar o passo-a-passo usado para encontrar o ponto critico

para o modelo:
(i) Fixamos o valor de intensidade de desordem, escolhemos §J = h = &;

(77) Para essa intensidade de desordem, sorteamos configuracoes de desordem para J;; e h;,
diagonalizamos exatamente do hamiltoniano dado pela Eq. (5.5), e obtemos todos os seus

auto-estados {|n)};

(7i1) Para cada auto-estado {|n)}, calculamos, usando a Eq. (2.1), a entropia de emaranhamento

entre as duas metades da rede;

(iv) Ainda com a mesma intensidade de desordem, tomamos uma média em 2 x 103 confi-
guragoes de desordem. Com isso pudemos calcular o valor médio e a variancia da entropia

de emaranhamento para uma dada intensidade de desordem;

(v) Variando-se a intensidade da desordem, obtemos as quantidades mencionadas como funcao

da desordem ¢.J.
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5.3.2 Dinamica da magnetizacao

Agora vamos explicitar como calculamos a dindmica da magnetizacdo numericamente. Para

isso, usamos o seguinte protocolo:

(i) Fixamos o valor de intensidade de desordem, escolhemos §.J = h = ¢1;

(ii) Calculamos, para um instante fixo ¢, o valor esperado da magnetizacao de um tnico spin
i no estado |9 (t)) = U(¢)]00...00)
(mi (1) = () eh(Bxlh @ - @mf @ @ Ly|E)e BBt (5.6)
Kl
em que H|Ey) = Ei|Ey) e, ao escrevemos os auto-estados da energia na base computaci-
onal, temos |Ey) = >, c¥|i), assim c§ = (0|Eg) = (00...00|Ey);

(ii7) Para um mesmo instante ¢ tomamos médias sobre 2 x 102 realizacdo de desordens;

(iv) Fazemos esse procedimento para varios instantes ¢, assim encontramos a dinamica menci-

onada;

(v) Analisamos a dinamica para vérios valores de intensidade de desordem d.J.

Agora vamos discutir um ponto crucial desse trabalho, como a dindmica detalhada acima,
para o hamiltoniano (5.5) pode ser relacionada com a dindmica de magnetizagdo dada pelo
hamiltoniano dependente do tempo implementado no annealer quantico da D-Wave.

A priori, os resultados numéricos que obtemos usando a Eq. (5.6), os quais estdo na Fig. 5.8,
nao deveriam ser obtidos experimentalmente no annealer quantico da D-Wave, pois, além do
processador do D-Wave 2000Q nao ser perfeitamente isolado do ambiente externo e a tempera-
tura nao ser exatamente nula, o hamiltoniano que analisamos nao é exatamente o hamiltoniano
implementado no processador.

No entanto, vamos argumentar que os resultados experimentais devem ser similares aos que

obtivemos numericamente. Para esclarecer isso, vamos detalhar um pouco como a medida serd

ITal escolha foi feita apenas por comodidade, observamos que outras escolhas provocam apenas

“shifts”nas grandezas calculadas, mas nao produzem comportamentos diferentes.
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realizada com ajuda da Fig. 5.5. A evolucao inicia-se em s = 0 e termina em s = 1. No instante
s = s* temos que B(s*)/A(s*) = §J/A, em que esses tltimos sao, respectivamente a intensidade
da desordem e o valor do campo transverso do hamiltoniano independente do tempo dado por

Eq. (5.5). Entao a intensidade de desordem é controlada fixando-se s*.

T T S

— A(s)
_B(S) ]-70 ________________________ 4
SN s /
A - e .
0,0 s* 1,0 0,0 t* t T

S t
(a) (b)

Figura 5.5: (a) Comportamento qualitativo das fungoes A(s) e B(s), as quais especificam
o protocolo de annealing. (b) Evolugao do tempo normalizado como funcao de t. Ao
atingirmos s(t = t*) = s* o hamiltoniano é pausado, e volta a ser dependente do tempo
apenas em ¢t < T. Apds t a dinamica é “acelerada’até atingirmos s(t = T) = 1, ai sim a

medida é realizada.

Assim ao atingirmos o valor de s = s* que nos fornece o §J que desejamos, “congelamos”a
dindmica, como ilustrado em Fig. 5.5(b), isso é feito pausando-se o hamiltoniano no tempo
t = t*. Deixamos o hamiltoniano pausado o méximo possivel, até . Apds esse instante, a
dinamica é “acelerada”até atingirmos t = T'(s = 1), e nesse instante a medida da magnetizacao
do spin é realizada. Isso serd feito varias vezes para o mesmo valor s = s*, e assim podera ser
feita uma média sobre varias configuragoes de desordem, e por fim obteremos (mZ(t))ecap-

E importante ressaltarmos que o ato de pausar do hamiltoniano no intervalo [t*, f] ¢é funda-
mental para que o experimento forneca resultados similares aos nossos, uma vez que nessa etapa
da evolugao o hamiltoniano serd constante, similarmente ao dado pela Eq. (5.5). Outro passo
muito importante é a evolucdo “rdpida’entre os instantes t e T, para garantirmos que a medida

realizada no final do experimento ainda preserve a configuragao do hamiltoniano pausado.
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A evolugao no annealer quantico da D-Wave é aproximadamente adiabdtica, uma vez que o
sistema nao é perfeitamente isolado do meio e a temperatura nao ¢ identicamente nula. Entéao,
o sistema evoluird em uma mistura estatistica de auto-estados instantaneamente de mais baixa
energia, ou seja, proximos do estado fundamental. Tal fato nos permite esperar que o comporta-
mento de (mZ(t))erp seja similar ao encontrado para (m?(t)), Eq. (5.6), e mostrado na Fig. 5.8,
pois, como veremos mais adiante (ver Fig. 5.9) o estado fundamental possui grande influéncia

sobre a dinamica do valor esperado (m?(t)) em relagao ao estado inicialmente produto |00. . .00).

5.4 Resultados

5.4.1 Ponto critico

Inicialmente nosso objetivo é verificar se o modelo dado pela Eq. (5.5) possui uma transi¢ao
térmico-MBL como definida em Def. (3). Para tal, calculamos a entropia de emaranhamento
como descrito na Sec. 5.3, cujo resultado estda na Fig. 5.6. Percebemos que o comportamento
dessa correlacao, como funcao da desordem, é bem tipico de modelos que apresentam a transicao
térmico-MBL. Perceba que para valores baixos da intensidade de desordem §J < §J., a entropia
de emaranhamento obedece a lei de volume, enquanto que para valores grandes de intensidade
de desordem, d.J > dJ., tal correlagao obedece lei de area.

Uma vez que ja temos evidéncias de que a transicao térmico-MBL existe nesse modelo,
vamos agora encontrar o ponto critico de tal transicao. Para encontréd-lo, usamos a variancia da
entropia de emaranhamento. No inset de Fig. 5.6 temos essa quantidade como fungao de §J,
temos que no ponto critico, para cadeias infinitas, a variancia diverge [29], como discutimos no
Cap. 3. Porém, nosso sistema fisico é limitado a N = 8 spins, e assim, tal divergéncia apresenta-
se como um ponto de maximo. Através de inset vemos que o ponto critico para um auto-estado
no meio de espectro é §J. =~ 5,5. Usamos a entropia de emaranhamento porque ¢é a ferramenta
padrao para a andlise desse tipo de problema, e o foco aqui é o experimento.

O inset da Fig. 5.6 nos fornece o ponto critico para um auto-estado que pertence ao meio do
espectro. Porém, apesar de ainda nao termos evidenciado esse caracteristica, o ponto critico da

transigao térmico-MBL depende da energia do auto-estado [34,37], tal caracteristica é chamada
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Figura 5.6: Grafico principal: valor médio da entropia de emaranhamento Sg entre as
duas metades da rede chimera, para varias realizacoes de desordem, como funcao da
interacao entre os spins da rede §J. Inset: variancia da entropia de emaranhamento 625
relativa as varias realizacoes de desordem. Tais resultados sao para o auto-estado do

hamiltoniano (5.5) que pertence ao meio do espectro.

de mobility edge. No Cap. 3 essa informacao foi perdida porque fizemos médias sobre “todos”os

auto-estados. Porém agora nao fizemos tal média, e a Fig. 5.7 nos fornece como o ponto critico

En _Emin

da transigao térmico-MBL varia de acordo com a densidade de energia ¢ = -~
max man

para o
modelo descrito pelo hamiltoniano (5.5) com N = 8 spins. Os pontos criticos foram obtidos
através da variancia da entropia da emaranhamento.

O mobility edge para o grafo chimera com mostrado na Fig. 5.7 é bem semelhante ao mobility
edge para outros modelos [34,37]. Perceba que os estados no meio do espectro possuem pontos
criticos maiores do que estados na borda do espectro. O mobility edge é a fronteira entre as fases

térmica e MBL no diagrama de fases € x §J. Através da Fig. 5.7 podemos ver, por exemplo,

que para §J =~ 4,0, os auto-estados com densidades de energia 0,20 < e < 0,75 estdo na fase
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térmica, enquanto os outros ja estao na fase MBL.
Como veremos mais adiante, o mobility edge serd muito importante para entendermos a
dinamica da magnetizagao nas diferentes fases, quantidade essa que é de fato medida nos anne-

alers quanticos da D-Wave.

1 T T T T T T

0,8 _

Thermal phase
0,6 -
8 - -

0,4} .

MBL phase
02+ p ]

0020 30 40 50 60 70
oJ

Figura 5.7: Diagrama de fases € x §.J entre as fases térmica e MBL. A curva explicitada

¢ denominada mobility edge, e contém todos os pontos criticos da transicao, cada um

referente a uma densidade de energia diferente. Tais pontos criticos foram obtidos através

da variancia de entropia de emaranhamento 62.J entre as duas metades da rede chimera

com N = 8 spins, para um sistema modelado pelo hamiltoniano (5.5).

5.4.2 Dinamica da magnetizacao

Agora vamos nos voltar para a quantidade que realmente pode ser medida no annealer
quantico da D-Wave, a magnetizagdo. A Fig. 5.8 mostra a dindmica do valor esperado da
magnetizagao de um spin da rede chimera em um estado inicialmente produto |00...00), ou
z

seja, (m;

(t)) = (0...0|U(t)'mZU(t)|0...0). Entdo o sistema evolui sob sua prépria dindmica,
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regida pelo hamiltoniano (5.5). Os valores apresentados para cada d.J sao resultados finais apds
média sobre 2 x 10% configuracoes de desordem.

Como no estado inicial todos os spins estao para baixo, independentemente do valor de
dJ, temos que (mZ(t = 0)) = —0,5. Para todos os valores de §J, quando a evolugao inicia,
z

existe uma variagao de (m;

Z(t)), e para t > 0, o valor esperado (m}(t — o00)) ~ &, ou seja,

tal quantidade entra em equilibrio, porém esse valor de equilibrio depende da intensidade de

desordem, £ = £(0.J).

0,4

0,2

Figura 5.8: Valor esperado da magnetizacao do spin ¢ = 1 da rede chimera em relacao
a um estado inicialmente produto |00...00), para varios valores de 0.J, como fungao do
tempo t. A dinadmica é dada pelo hamiltoniano (5.5), e todos os resultados sao para N = 8

spins.

Sabemos que dependendo do valor da intensidade da desordem d.J o sistema estard na fase
térmica ou na fase MBL. Na fase térmica o valor esperado da magnetizacao do spin deve ser igual
ao seu valor termodinamico de equilibrio, dado pela média no ensemble microcanonico, a saber,
(mZ)term = 0. Percebemos, ao analisarmos a Fig. 5.8, que os valores de equilibrio de (m?(t)), &,

para 6J < 2,0 s@o muito préximos do valor termodinamico, {(6J < 2,0) & (m})erm. Porém,
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para os casos em que 0.J > 2,0 jd existe uma diferenca consideravel entre £(6.J > 2,0) e o valor de
equilibrio térmico (m7)ierm. Isso sugere que o sistema sofreu a transicao de fase térmico-MBL,
estando agora, para dJ 2 2,0, na fase MBL. Perceba que para maiores valores de §J, maior é a
“memdria”’do estado inicial, entdo somos levados a afirmar que limsy_,o[§ — (m7(t = 0))] — 0.

Ao analisarmos o diagrama de fases dado pela Fig. 5.7, vemos que a transi¢ao térmico-MBL,
para esse sistema, ocorre para d.J. = 2,0 somente em auto-estados nas margens do espectro.
Entao, temos que mostrar que esses auto-estados conseguem influenciar muito fortemente a
dindmica dada na Fig. 5.8.

Vamos explicitar a dependéncia do valor esperado da magnetiza¢ao no estado [00...00)
em relacdo aos auto-estados do hamiltoniano. Usando que H|n) = ey|n), notando que |0) =
|00...00) ¢ um vetor da base computacional, ou seja, [n) = >, c?[j), com {|j)} denotando a

base computacional, podemos escrever que

(m?) = (00...00|mZ|00...00)

7

— Z<oo...00|n><nym§|m><m|oo...00>

= >l nlmiln) . (5.7)

Dado o resultado acima, o termo |c}|? nos fornece a influéncia de cada auto-estados |n) sobre

o valor esperado da magnetizagao do spin no estado inicialmente produto [00...00). A Fig. 5.9
nos mostra o valor de ]08]2 para cada um dos 2% auto-estados. Podemos perceber que o valor
de |08]2 é maior exatamente nos auto-estados da borda. E com isso, vemos que o resultado da

mostrado na Fig. 5.8 deveria realmente ocorrer.

5.5 Discussao

Nossos resultados numéricos mostraram que existe uma transicao térmico-MBL em grafos
chimera. O ponto critico de tal transicao depende da densidade de energia do estado, como
mostrado na Fig. 5.7. Estados na borda do espectro possuem pontos criticos éJ =~ 2,0, o menor
ponto critico que encontramos, assim, todos os auto-estados estao na fase térmica para 6. < 2, 0.

Por outro lado, para 6J > 5,5, todos os auto-estados estao na fase MBL. Ressalta-se que tais
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Figura 5.9: Componente |00...00) de todos os auto-estados do hamiltoniano (5.5). Tal

componente ¢ muito maior nos auto-estados pertencentes a borda do espectro.

resultados foram encontrados usando-se a entropia de emaranhamento, e sua variancia, entre as
metades da rede, como inicialmente discutido em Sec. 3.4.1.

Um dos objetivos desse capitulo foi fornecer uma conexao entre os resultados que obtivemos
para uma hamiltoniano independente do tempo, Eq. (5.5), com uma proposta experimental a

ser realizada no annealer quantico da D-Wave.
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Essa tese foi baseada em trés tépicos relacionados a transicdao térmico-MBL em cadeias de

spin-1/2:

(i) Propor uma nova forma de se obter o ponto critico da transicdo térmico-MBL na cadeia
de Heisenberg 1-dimensional com um campo externo aleatério, tal abordagem baseou-se

na aplicagao de correlacées de um e dois pontos da cadeia, Cap. 3;

(74) Analisar a dinamica de tais correlagbes nas fases térmica e MBL, ainda no modelo de

Heisenberg, Cap. 4;

(73) Verificar a existéncia da transigdo térmico-MBL em grafos chimera, bem como a deter-
minacao do seu ponto critico, e analisar uma grandeza cuja dinamica seja influenciada

pelas fases e possa ser medida no annealer quantico da D-Wave, Cap. 5.

No Cap. 3 foi mostrado que nossa abordagem produziu resultados bastante condizentes com
0s jé existentes na literatura, porém, com a vantagem de ser um método muito mais simples de
se obter o ponto critico. Com o emaranhamento global, através do colapso das curvas, obtemos
o ponto critico h, = 3,8, e com as correlagoes geométricas, através da extrapolagao para o
limite termodinamico, obtemos pontos criticos dentro do intervalo [3,4]. Tais resultados estao
na Ref. [51].

Os resultados apresentados no Cap. 4 mostraram que as fases térmica e MBL influenciam
de maneira diferente a dindmica do emaranhamento global, mesmo para cadeias pequenas. Ba-
seados nos resultados, podemos afirmar que na fase térmica o emaranhamento global se espalha

mais rapidamente do que na fase MBL. Ja para a dindmica da discérdia geométrica, nao fomos
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capazes de diferenciar as fases através da dinamica. Isso pode ser provocado pelo pequeno ta-
manho das cadeias que analisamos. Assim, apenas simulagoes para tamanhos maiores da cadeia
poderao confirmar ou nao esses resultados parciais que obtivemos.

O modelo e a abordagem usados no Cap. 5 foram um pouco diferentes do que os usados
nos capitulos anteriores. Usando a entropia de emaranhamento, e sua variancia em relacao as
realizacoes de desordem, fomos capazes de encontrar os pontos criticos para varios auto-estados
do Hamiltoniano. Nossa andlise também foi capaz de estudar a evolugao do valor esperado
da magnetizacao de um spin da cadeia em relacdo a um estado inicialmente produto. Tal
quantidade serd medida no annealer quantico da D-Wave, e, mesmo que os nossos resultados
tenham sido obtidos para uma sistema muito mais simples do que o sistema real da D-Wave,
demos argumentos plausiveis de que tais resultados devem ser similares.

Assim, temos algumas perspectivas imediatas em relacdo & esse trabalho. A primeira é ana-
lisar a dinamica de correlactes para cadeias maiores. Isso pode ser feito através de técnicas
numéricas mais sofisticadas, como t-DRMG [20]. A segunda diz respeito a realizagdo experi-
mental do que foi abordado no Cap. 5. Além dessas, temos a perspectiva de estender varias
andlises discutidas aqui para sistemas abertos, levando-se em consideracao a decoeréncia, via

modelagens através de Hamiltonianos complexos ou de equacoes mestres locais.
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Apeéendice A
Teorema adiabatico

Seja um sistema quantico fechado, cujo Hamiltoniano é H(t). A dindmica do estado |¢(t))

que descreve tal sistema é dada pela equagao de Schrodinger

i—|¥(@) = H)[p(R)) (A1)

cuja solucao geral pode ser escrita da seguinte forma
(6 = D caltle o M, (1)) | (A2)

em que €,(t) e |E,(t)) sdo, respectivamente, as auto-energias e os auto-estados, nado-degenerados,
assim
H(t)|En(t)) = en(t)|En(t)) - (A.3)
Assim, para determinarmos a dindmica do sistema, temos que determinar c¢(t). Para tal, vamos
substituir a Eq. (A.2) na Eq. (A.1). Fazendo isso ficamos com
S EGO1B; 1) — OG0B (1) + ()] By(1)] e 4 ®)
J

- Z ¢j(t)e; (1) E;(t))e™ Jy dt'es(t))
J

perceba que o segundo termo do lado esquerdo cancela ao termo do lado direito, entao, ao

multiplicarmos por (Ej(t)| pela esquerda podemos escrever

> [ OEDIE; ) B 4 i) (Ey()| By (1) e o 5] = 0,
J
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como (Ey(t)|Ej(t)) = dy;, ficamos com
- Z G5 (t)(Ex(t) ’E] (t))e_i JEdt' g ()
J

= (O (B Ex() — 3 e (O{Bp(t)|B5(t))e Jo Wair®)
J#k

(A.4)

em que g;(t) = €j(t) — ex(t) é o gap de energia entre os niveis de energia j e k no instante de
tempo .

Agora vamos derivar a Eq. (A.3), assim

) = OB () + (1) E5(t)
)= GOERD)E; (1) + ¢ (6)(Ex(6)|E;(2))
) = 0+ ()(ER(D)]E(1))
) = (Ek(t)\f%’(tﬂEj(t))
(Ex(t)[H ()| E5(t))

BB ) = S SO (A.5)

(Bu(D)H(1)|E; (1) +
(Br(t)|[H ()| B; (1)) + e(t)(Ex(t
i(1)

em que assumimos que j # k. Substituindo a Eq. (A.5) em Eq. (A.4) podemos escrever

i) =~ OEONE0) ~ ey OO i grarouer
ik 9ik

Agora, iremos nos restringir a evolugoes adiabdticas. A evolucdo adiabatica é aquela em que
os auto-estados instantaneos do Hamiltoniano evoluem independentemente, entao, se o sistema
é preparado em um auto-estado do Hamiltoniano |E;(t = t')) no instante ¢ = ', num instante
posterior ¢t = t”, o sistema estard no auto-estado |E;(t = t”)), ou seja, nao existem transi¢oes
entre niveis de energia durante a evolucao adiabatica.

Analisando a Eq. (A.6), vemos que o segundo termo é responsavel pela transigdo de niveis,

assim, uma condicao para que a evolucao seja adiabatica é dada por

(B (t) [ H (1) | B; (1) :
Jnax. (D) <1 VYV k,j. (A.7)

Tal relacao é conhecida como a condi¢do de adiabiticidade sobre o Hamiltoniano. Porém, no

nosso caso, uma condicao sobre o tempo é mais 1til do que uma condigao sobre o hamiltoniano.
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Para encontrar tal relacdo, vamos voltar para a Eq. (A.6) e notar que

% [e®e®] = e + ck(t)dngt) G (0)
= &(t)e &k (1) +Ck;(t)<Ek(t)|Ek(t)>€£k(t)
alt) = —gm)jt (k0O — (O ERDBR(t) (A8)

em que &(t) fo dt' (Ey(t')| Ex(t')). Substituindo na Eq. (A.6) ficamos com

d [ fk(t} Zc gk (t) (Ex(t ’H )| E;(t)) fifotdt'gjk(t’) _
dt 2k gjk( )

Agora vamos fazer a seguinte mudanga de varidveis s = t/T na equagao acima, em que T é o

tempo total da evolucao

(S)
d [Ck )& 8)} S () 9 ()74 1B (9) i f3 dtg,0(5) ’
ds 7k gjk( s)

integrando em s

s / / E - 5’ 1" 1"
/Ods’dds, {Ck(sl)egk(s)} = —Z/ ds'cj( 5k(s)< k(s )‘ 2 ‘ (s )>e*ZTf0 ds"g;1(s")

2k g]k( s')
/ H(Sl) ! /
Ck(S)€£k(s) —cx(0) = —Z/ ds' ek () ¢ )< k() ds',‘E](S»e_"Tfos ds" gji(s")
o 9;k(s")
Escrevendo a equacao acima em termos do parametro
H(s
Fiu(s) = e (Bi(5)| 1 | ()
ficamos com
ck(s)eﬁk(s) = ¢(0) — Z /S dS'Me—iTﬁf/ ds"gjn(s") (A.9)
o 9k(s)

Notando que

ij(s) 1T Jo ds'gjn(s") _ ‘
gjk(s) r

a Eq. (A.9) torna-se

i ij(s) e—iT Jo ds'gr(s") | _ i ij(s) e—iT Jo ds'gji(s")
25 \ 22 (9) &\ 200)

Ck(s)efk(s) _ Ck(O) o Z Fék(s) e—inOS ds'gjk(s’) _ F%k(o)
iz L9k(9) 95 (0)
(A.10)
S / /
_ / dS/F%'k(S )e—inos ds"g;k(s") |
0 gjk(sl)
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Usando o lema de Riemann-Lebesgue na integral da equagao acima

s y ! ;. sl 1" 1"
lim ds’F;ki(S,)e*szO ds"9i(s") 5 0 (A.11)
T—oo Jo gjk,(s )

assim a Eq. (A.10) torna-se

66 _ o) LN [ FoR(8) it gy asigpsy _ Fr(0)) A2
Ck(s)e Ck( ) T]; <g]2k(3)e gJQk(O) ( )

Na Eq. (A.12) temos que o termo Fjj;(s) é responsavel pelas transi¢oes entre niveis, assim, se o
tempo de evolucao total T for suficientemente grande, tais transi¢oes nao ocorrerem, e a evolugao

é adiabatica. Portanto, a condicdo de adiabiticidade sobre o tempo de evolucdo é dada por

T > max

[max vV ok, j. (A.13)

Essa é a generalizacao da condi¢ao mencionada no Cap. 5.

84



Referéncias Bibliograficas

[1]

P. W. Anderson, Absence of Diffusion in Certain Random Lattices. Phys. Rev. 109, 1492
(1958).

L. Fleishman e P. W. Anderson, Interactions and the Anderson Transition. Phys. Rev. B
21, 2366 (1980).

D. L. Shepelyansky, Coherent Propagation of Two Interacting Particles in a Random
Potential, Phys. Rev. Lett. 73, 2607 (1994).

B. L. Altshuler et al., Quasiparticle Lifetime in a Finite System: A Nonperturbative
Approach. Phys. Rev. Lett. 78, 2803 (1997).

P. Jacquod e D. L. Shepelyansky, Emergence of Quantum Chaos in Finite Interacting
Fermi Systems. Phys. Rev. Lett. 79, 1837 (1997).

B. Georgeot e D. L. Shepelyansky, Breit-Wigner Width and Inverse Participation Ratio
in Finite Interacting Fermi Systems. Phys. Rev. Lett. 79, 4365 (1997).

B. Georgeot e D. L. Shepelyansky, Integrability and Quantum Chaos in Spin Glass Shards.
Phys. Rev. Lett. 81, 5129 (1998).

I. V. Gornyi et al., Interacting Electrons in Disordered Wires: Anderson Localization and

Low-T Transport. Phys. Rev. Lett. 95, 206603 (2005).

D. Basko et al., Metal-Insulator Transition in a Weakly Interacting Many-Electron System
with Localized Single-Particle States. Ann. Phys. 321, 1126 (2006).

85



Referéncias Bibliograficas 86

[10]

D. A. Abanin e Zlatko Papié, Recent Progress in Many-Body Localization. Ann. Phys.
(Berlin) 529, N°. 7, 1700169 (2017).

R. Nandkishore e D. A. Huse, Many-Body Localization and Thermalization in Quantum
Statistical Mechanics. Annu. Rev. Condens. Matter Phys. 6, 15 (2015).

L. F. Santos et al., Entanglement versus Chaos in Disordered Spin Chains. Phys. Rev. A
69, 042304 (2004).

W. G. Brown et al., Quantum Chaos, Delocalization, and Entanglement in Disordered

Heisenberg Models. Phys. Rev. E 77, 021106 (2008).

I. L. Aleiner et al., A Finite-Temperature Phase Transition for Disordered Weakly Inte-
racting Bosons in One Dimension. Nat. Phys. 6, 900 (2010).

P. Jurcevic et al., Quasiparticle Engineering and Entanglement Propagation in a Quantum

Many-Body System. Nature 511, 202 (2014).

J. Eisert et al., Quantum Many-Body Systems Out of Equilibrium. Nat. Phys. 11, 124
(2015).

M. Schreiber et al., Observation of Many-Body Localization of Interacting Fermions in a

Quasirandom Optical Lattice. Science 349, 842 (2015).
D. A. Huse et al., Localization-Protected Quantum Order. Phys. Rev. B 88, 014206 (2013).

V. Oganesyan e D. A. Huse, Localization of Interacting Fermions at High Temperature.

Phys. Rev. B 75, 155111 (2007).

M. Znidaric et al., Many-Body Localization in the Heisenberg X X Z Magnet in a Random
Field. Phys. Rev. B 77, 064426 (2008).

C. Monthus e T. Garel, Many-Body Localization Transition in a Lattice Model of Interac-
ting Fermions: Statistics of Renormalized Hoppings in Configuration Space. Phys. Rev. B
81, 134202 (2010).



Referéncias Bibliograficas 87

[22]

[29]

[30]

[31]

[32]

T. C. Berkelbach e D. R. Reichman, Conductivity of Disordered Quantum Lattice Models
at Infinite Temperature: Many-Body Localization. Phys. Rev. B 81, 224429 (2010).

L. F. Santos, e M. Rigol, Localization and the Effects of Symmetries in the Thermalization
Properties of One-Dimensional Quantum Systems. Phys. Rev. E 82, 031130 (2010).

A. Pal e D. A. Huse, Many-Body Localization Phase Transition. Phys. Rev. B 82, 174411
(2010).

E. Canovi et al., Quantum Quenches, Thermalization, and Many-Body Localization. Phys.

Rev. B 83, 094431 (2011).

F. Buccheri et al., Structure of Typical States of a Disordered Richardson Model and
Many-Body Localization. Phys. Rev. B 84, 094203 (2011).

E. Cuevas et al., Level Statistics of Disordered Spin-1/2 Systems and Materials with
Localized Cooper Pairs. Nat. Commun. 3, 1128 (2012).

R. Berkovits, Entanglement Entropy in a One-Dimensional Disordered Interacting System:

The Role of Localization. Phys. Rev. Lett. 108, 176803 (2012).

J. H. Bardarson et al., Unbounded Growth of Entanglement in Models of Many-Body
Localization. Phys. Rev. Lett. 109, 017202 (2012).

E. Khatami et al., Quantum Quenches in Disordered Systems: Approach to Thermal
Equilibrium without a Typical Relaxation Time. Phys. Rev. E 85, 050102(R) (2012).

M. Serbyn et al., Universal Slow Growth of Entanglement in Interacting Strongly Disor-
dered Systems. Phys. Rev. Lett. 110, 260601 (2013).

M. Serbyn et al., Local Conservation Laws and the Structure of the Many-Body Localized
States. Phys. Rev. Lett. 111, 127201 (2013).

S. Iyer et al., Many-body Localization in a Quasiperiodic System. Phys. Rev. B 87, 134202
(2013).



Referéncias Bibliograficas 88

[34]

[41]

[42]

[43]

[44]

J. A. Kjall et al., Many-Body Localization in a Disordered Quantum Ising Chain. Phys.
Rev. Lett. 113, 107204 (2014).

M. Serbyn et al., Quantum Quenches in the Many-Body Localized Phase. Phys. Rev. B
90, 174302 (2014).

K. Agarwal et al., Anomalous Diffusion and Griffiths Effects Near the Many-Body Loca-
lization Transition. Phys. Rev. Lett. 114, 160401 (2015).

D. J. Luitz et al., Many-Body Localization Edge in the Random-Field Heisenberg Chain.
Phys. Rev. B 91, 081103(R) (2015).

R. Vasseur et al., Quantum Revivals and Many-Body Localization. Phys. Rev. B 91,
140202(R) (2015).

M. Schiulaz et al., Dynamics in Many-Body Localized Quantum Systems without Disorder.
Phys. Rev. B 91, 184202 (2015).

E. J. Torres-Herrera e L. F. Santos, Dynamics at the Many-Body Localization Transition.

Phys. Rev. B 92, 014208 (2015).

J. Goold et al., Total Correlations of the Diagonal Ensemble Herald the Many-Body Lo-
calization Transition. Phys. Rev. B 92, 180202(R) (2015).

M. H. Fischer et al., Dynamics of a Many-Body-Localized System Coupled to a Bath.
Phys. Rev. Lett. 116, 160401 (2016).

D. J. Luitz et al., Extended Slow Dynamical Regime Close to the Many-Body Localization
Transition. Phys. Rev. B 93, 060201(R) (2016).

S. Bera e A. Lakshminarayan, Local Entanglement Structure Across a Many-Body Loca-

lization Transition. Phys. Rev. B 93, 134204 (2016).

F. Iemini et al., Signatures of Many-Body Localization in the Dynamics of Two-Site En-

tanglement. Phys. Rev. B 94, 214206 (2016).



Referéncias Bibliograficas 89

[46]

[47]

[53]

[54]

[55]

[56]

R. Singh et al., Signatures of the Many-Body Localization Transition in the Dynamics of
Entanglement and Bipartite Fluctuations. New J. Phys. 18, 023046 (2016).

E. Mascarenhas et al., Nonequilibrium Localization and the Interplay Between Disorder

and Interactions. J. Phys.: Condens. Matter 28, 195602 (2016).

G. D. Tomasi et al., Quantum Mutual Information as a Probe for Many-Body Localization.

Phys. Rev. Lett. 118, 016804 (2017).

V. Khemani et al., Critical Properties of the Many-Body Localization Transition. Phys.
Rev. X 7,021013 (2017).

C. Xu e M. G. Vavilov, Response to a Local Quench of a System Near Many-Body Loca-
lization Transition. Phys. Rev. B 95, 085139 (2017).

J. L. C. da C. Filho et al., Many-Body Localization Transition Through Pairwise Corre-
lations. Phys. Rev. B 96, 014204 (2017).

7Z.-C. Yang et al., Entanglement Complexity in Quantum Many-Body Dynamics, Ther-
malization, and Localization. Phys. Rev. B 96, 020408(R) (2017).

M. C. Banuls et al., Dynamics of Quantum Information in Many-Body Localized Systems.

Phys. Rev. B 96, 174201 (2017).

G. Biroli e M. Tarzia, Delocalized Glassy Dynamics and Many-Body Localization. Phys.
Rev. B 96, 201114(R) (2017).

O. L. Acevedo et al., Exploring Many-Body Localization and Thermalization Using Semi-
classical Methods. Phys. Rev. A 96, 033604 (2017).

E. J. Torres-Herrera e L. F. Santos, Extended Nonergodic States in Disordered Many-Body
Quantum Systems. Ann. Phys. (Berlin) 529, 1600284 (2017).

P. T. Brown et al., Spin-imbalance in a 2D Fermi-Hubbard system. Science 357, 1385
(2017)



Referéncias Bibliograficas 90

[58]

[62]

[63]

[64]

J. Smith et al.,, Many-Body Localization in a Quantum Simulator with Programmable

Random Disorder. Nat. Phys. 12, 907 (2016).

J.-y. Choi et al., Exploring the Many-Body Localization Transition in Two Dimensions.
Science 352, 1547 (2016).

J. Zhang et al., Observation of a Discrete Time Crystal. Nature 543, 217 (2017).

P. Bordia et al., Periodically Driving a Many-Body Localized Quantum System. Nat. Phys.
13, 460 (2017).

P. Bordia et al., Probing Slow Relaxation and Many-Body Localization in Two-
Dimensional Quasiperiodic Systems. Phys. Rev. X 7, 041047 (2017).

H. P. Liischen et al., Signatures of Many-Body Localization in a Controlled Open Quantum
System. Phys. Rev. X 7, 011034 (2017).

P. Roushan et al., Spectroscopic Signatures of Localization with Interacting Photons in

Superconducting Qubits. Science 358, 1175 (2017).

A. W. Sandvik, Computational Studies of Quantum Spin Systems. AIP Conf. Proc. 1297,
135 (2010).

J. von Neumann, Beweis des Ergodensatzes und des H-Theorems. Z. Phys. 57, 30 (1929),
traduzido para o inglés em Fur. Phys. J. H 35, 201 (2010).

L. D’Alessio et al., From Quantum Chaos and Eigenstate Thermalization to Statistical

Mechanics and Thermodynamics. Adv. Phys. 65, 239 (2016).

J. M. Deutsch, Quantum Statistical Mechanics in a Closed System. Phys. Rev. A 43, 2046
(1991).

M. Srednicki, Chaos and Quantum Thermalization. Phys. Rev. E 50, 888 (1994).

M. Rigol et al., Thermalization and its Mechanism for Generic Isolated Quantum Systems.

Nature(London) 452, 854 (2008).



Referéncias Bibliograficas 91

[71]

[81]

[82]

M. Rigol, Breakdown of Thermalization in Finite One-Dimensional Systems. Phys. Rev.

Lett. 103, 100403 (2009).

M. Rigol, Quantum Quenches and Thermalization in One-Dimensional Fermionic Systems.

Phys. Rev. A 80, 053607 (2009).

M. C. Banuls et al., Strong and Weak Thermalization of Infinite Nonintegrable Quantum
Systems. Phys. Rev. Lett. 106, 050405 (2011).

A. C. Cassidy et al., Generalized Thermalization in an Integrable Lattice System. Phys.
Rev. Lett. 106, 140405 (2011).

S. Genway et al., Thermalization of Local Observables in Small Hubbard Lattices. Phys.
Rev. A 86, 023609 (2012).

M. Marcuzzi et al., Prethermalization in a Nonintegrable Quantum Spin Chain After a

Quench. Phys. Rev. Lett. 111, 197203 (2013).

R. Steinigeweg et al., Eigenstate Thermalization within Isolated Spin-Chain Systems.
Phys. Rev. E 87, 012118 (2013).

H. Kim et al., Testing Whether All Eigenstates Obey the Eigenstate Thermalization Hy-
pothesis. Phys. Rev. E 90, 052105 (2014).

B. Bertini et al., Prethermalization and Thermalization in Models with Weak Integrability
Breaking. Phys. Rev. Lett. 115, 180601 (2015).

V. Alba, Eigenstate Thermalization Hypothesis and Integrability in Quantum Spin Chains.
Phys. Rev. B 91, 155123 (2015).

M. Rigol, Fundamental Asymmetry in Quenches Between Integrable and Nonintegrable
Systems. Phys. Rev. Lett. 116, 100601 (2016).

C. N. Yang e C. P. Yang, One-Dimensional Chain of Anisotropic Spin-Spin Interactions.
1. Proof of Bethe’s Hypothesis for Ground State in a Finite System”. Phys. Rev. 150, 321
(1966).



Referéncias Bibliograficas 92

[83]

[90]

[91]

[92]

[93]

C. N. Yang e C. P. Yang, One-Dimensional Chain of Anisotropic Spin-Spin Interactions.
II. Properties of the Ground-State Energy Per Lattice Site for an Infinite System. Phys.
Rev. 150, 327 (1966).

J. Preskill, Quantum Information and Physics: Some Future Directions. J. Mod. Opt. 47,
127 (2000).

L. Amico et al., Entanglement in Many-Body Systems. Rev. Mod. Phys. 80, 517 (2008).

A. Osterloh et al., Scaling of Entanglement Close to a Quantum Phase Transitions. Nature

(London) 416, 608 (2002).

T. Osborne e M. Nielsen, Entanglement in a Simple Quantum Phase Transition. Phys.
Rev. A 66, 032110 (2002).

G. Vidal et al., Entanglement in Quantum Critical Phenomena. Phys. Rev. Lett. 90,
227902 (2003).

L.-A. Wu et al., Quantum Phase Transitions and Bipartite Entanglement. Phys. Rev. Lett.
93, 250404 (2004).

M. S. Sarandy, Classical Correlation and Quantum Discord in Critical Systems. Phys. Rev.
A 80, 022108 (2009).

R. Dillenschneider, Quantum Discord and Quantum Phase Transition in Spin Chains.

Phys. Rev. B 78, 224413 (2008).

A. Einstein et al., Can Quantum-Mechanical Description of Physical Reality Be Considered
Complete?. Phys. Rev. 47, 777 (1935).

M. Nielsen e I. Chuang, Quantum Computation and Quantum Communication. Cambridge

Univ. Press, Cambridge (2000).

J. I. Latorre e A. Riera, A Short Review on Entanglement in Quantum Spin Systems. J.

Phys. A: Math. Theor. 42, 504002 (2009).



Referéncias Bibliograficas 93

[95]

[101]

[102]

[103]

[104]

[105]

[106]

C. H. Bennett et al., Concentrating Partial Entanglement by Local Operations. Phys. Reuv.
A 53, 2046 (1996).

D. A. Meyer e N. R. Wallach, Global Entanglement in Multiparticle Systems. J. Math.
Phys. 43, 4273 (2002).

G. Brennen, An Observable Measure of Entanglement for Pure States of Multi-Qubit
Systems. Quantum Inf. Comput. 3, 619 (2003).

A. Saguia et al., Witnessing Nonclassical Multipartite States. Phys. Rev. A 84, 042123
(2011).

H. Ollivier e W. H. Zurek, Quantum Discord: A Measure of the Quantumness of Correla-

tions. Phys. Rev. Lett. 88, 017901 (2002).

K. Modi et al., The Classical-Quantum Boundary for Correlations: Discord and Related
Measures. Rev. Mod. Phys. 84, 1655 (2012).

A. Brodutch e K. Modi, Criteria for Measures of Quantum Correlations. Quantum Inf.

Comput. 12, 0721 (2012).

F. M. Paula et al., Overcoming Ambiguities in Classical and Quantum Correlation Mea-

sures. Europhys. Lett. 108, 10003 (2014).

F. Ciccarello et al., Toward Computability of Trace Distance Discord. New J. Phys. 16,
013038 (2014).

P. C. Obando et al., Trace-Distance Correlations for X States and the Emergence of the
Pointer Basis in Markovian and Non-Markovian Regimes. Phys. Rev. A 92, 032307 (2015).

P. A. Lee e T. V. Ramakrishnan, Disordered Electronic Systems. Rev. Mod. Phys. 57, 287
(1985).

E. Abrahams et al., Scaling Theory of Localization: Absence of Quantum Diffusion in

Two Dimensions. Phys. Rev. Lett. 42, 673 (1979).



Referéncias Bibliograficas 94

[107]

[108]

[109]

[110]

[111]

[112]

[113]

[114]

[115]

[116]

[117]

[118]

[119]

F. Evers e A. D. Mirlin, Anderson Transitions. Rev. Mod. Phys. 80, 1355 (2008).

D. S. Wiersma et al., Localization of Light in a Disordered Medium. Nature 390, 671
(1997).

F. Scheffold et al., Localization or classical diffusion of light?. Nature 398, 206 (1999).

M. Stotzer et al., Observation of the Critical Regime Near Anderson Localization of Light.
Phys. Rev. Lett. 96, 063904 (2006).

T. Schwartz et al., Transport and Anderson Localization in Disordered Two-Dimensional

Photonic Lattices. Nature 446, 52 (2007).

Y. Lahini et al., Anderson Localization and Nonlinearity in One-Dimensional Disordered

Photonic Lattices. Phys. Rev. Lett. 100, 013906 (2008).

R. Dalichaouch et al., Microwave Localization by Two-Dimensional Random Scattering.

Nature 354, 53 (1991).

A. A. Chabanov et al., Statistical Signatures of Photon Localization. Nature 404, 850
(2000).

J. Billy et al., Direct Observation of Anderson Localization of Matter Waves in a Controlled

Disorder. Nature (London) 453, 891 (2008).

G. Roati et al., Anderson Localization of a Non-Interacting Bose-Einstein Condensate.

Nature (London) 453, 895 (2008).

J. Chabé et al., Experimental Observation of the Anderson Metal-Insulator Transition

with Atomic Matter Waves. Phys. Rev. Lett. 101, 255702 (2008).

V. Mastropietro, Localization of Interacting Fermions in the Aubry-André Model. Phys,
Rev. Lett. 115, 180401 (2015).

J. Z. Imbrie, Diagonalization and Many-Body Localization for a Disordered Quantum Spin

Chain. Phys. Rev. Lett. 117, 027201 (2016).



Referéncias Bibliograficas 95

[120]

[121]

[122]

[123]

[124]

[125]

[126]

[127]

[128]

[129]

[130]

[131]

[132]

J. Z. Imbrie, On Many-Body Localization for Quantum Spin Chains. J. Stat. Phys. 163,
998 (2016).

R. Berkovits e Y. Avishai, Localization in Fock Space: A Finite Size Scaling Hypothesis
for Many Particle Excitation Statistics. Phys. Rev. Lett. 80, 568 (1998).

S. Sachdev, Quantum Phase Transitions, 2% ed., Cambridge University Press, Cambridge
(2011).

R. Nandkishore et al., Spectral Features of a Many-Body-Localized System Weakly Cou-
pled to a Bath. Phys. Rev. B 90, 064203 (2014).

S. Johri et al., Many-body Localization in Imperfectly Isolated Quantum Systems. Phys.
Rev. Lett. 114, 117401 (2015).

M. Znidaric, Relaxation Times of Dissipative Many-Body Quantum Systems. Phys. Rew.
E 92, 042143 (2015).

E. Levi et al., Robustness of Many-Body Localization in the Presence of Dissipation. Phys.
Rev. Lett. 116, 237203 (2016).

B. Everest et al., Role of Interactions in a Dissipative Many-Body Localized System. Phys.
Rev. B 95, 024310 (2017).

J. M. Hickey et al., Signatures of Many-Body Localisation in a System Without Disorder
and the Relation to a Glass Transition. J. Stat. Mech., 054047 (2016).

M. C. Gutzwiller, Chaos in Classical and Quantum Mechanics, Springer-Verlag, New York
(1990).

V. I. Arnold, Mathematical Methods of Classical Mechanics, Springer-Verlag, New York
(1989).

B. Sutherland, Beautiful Models, 1* ed., World Scientific, New Jersey (2005).

J. S. Caux e J. Mossel, Remarks on the Notion of Quantum Integrability. J. Stat. Mech.,
02023 (2011).



Referéncias Bibliograficas 96

[133]

[134]

[135]

[136]

137]

[138]

[139]

[140]

[141]

[142]

[143]

[144]

[145]

F. Haake, Quantum Signatures of Chaos, 1* ed., Springer-Verlag, Berlin (1991).

V. V. Flambaum e F. M. Izrailev, Statistical Theory of Finite Fermi Systems Based on
the Structure of Chaotic Eigenstates. Phys. Rev. E 56, 5144 (1997).

R. Vosk e E. Altman, Many-Body Localization in One Dimension as a Dynamical Renor-

malization Group Fixed Point. Phys. Rev. Lett. 110, 067204 (2013).

G. Refael e J. E. Moore, Entanglement Entropy of Random Quantum Critical Points in
One Dimension. Phys. Rev. Lett. 93, 260602 (2004).

T. Werlang et al., Quantum Correlations in Spin Chains at Finite Temperatures and

Quantum Phase Transitions. Phys. Rev. Lett. 105, 095702 (2010).

J. Magziero et al., Long-Range Quantum Discord in Critical Spin Systems. Phys. Lett. A
376, 1540 (2012).

V. Ros e M. Miiller, Remanent Magnetization: Signature of Many-Body Localization in
Quantum Antiferromagnets. Phys. Rev. Lett. 118, 237202 (2017).

P. Calabrese e J. Cardy, Time Dependence of Correlation Functions Following a Quantum

Quench. Phys. Rev. Lett. 96, 136801 (2006).

H. Kim e D. A. Huse, Ballistic Spreading of Entanglement in a Diffusive Nonintegrable
System. Phys. Rev. Lett. 111, 127205 (2013).

E. Lieb et al., Two soluble models of an antiferromagnetic chain. Ann. Phys. (N.Y.) 16,
407 (1961).

P. Pfeuty, The One-Dimensional king Model with a Transverse Field. Ann. Phys. 57, 79
(1970).

M. W. Johnson et al., Quantum Annealing with Manufactured Spins. Nature (London)
473, 194 (2011).

G. Parisi et al., Spin Glass Theory and Beyond, 1* ed., World Scientific, Singapore (1987).



Referéncias Bibliograficas 97

[146]

[147]

[148]

[149]

[150]

[151]

[152]

153
[154]

[155]

[156]

157]

158]

159

A. V. Aho, J. E. Hopcroft, e J. D. Ullman, The Design and Analysis of Computer Algo-
rithms, 1* ed., Addison-Wesley, Massachussets (1974).

M. R. Garey e D. S. Johnson, Computers and Intractability: A Guide to the Theory of

NP-Completeness, 1* ed., Freeman, San Francisco (1979).
S. Kirkpatrick et al., Optimization by Simulated Annealing. Science 220, 671 (1983).

S. Geman e D. Geman, Stochastic Relaxation, Gibbs Distributions, and the Bayesian

Restoration of Images. IEEE Trans. Pattern. Anal. Mach. Intell. 6, 721 (1984).

T. Kadowaki e H. Nishimori, Quantum Annealing in the Transverse Ising Model. Phys.
Rev. E 58, 5355 (1998).

G. E. Santoro et al., Theory of Quantum Annealing of an Ising Spin Glass. Science 295,
2427 (2002).

B. Heim et al., Quantum versus Classical Annealing of Ising Spin Glasses. Science 348,

215 (2015).
J. Brooke et al., Quantum Annealing of a Disordered Magnet. Science 284, 779 (1999).
M. Born e V. Fock, Beweis des Adiabatensatzes. Zeit. fir Phys. 51, 165 (1928).

T. Kato, On the Adiabatic Theorem of Quantum Mechanics. J. Phys. Soc. Jpn. 5, 435
(1950).

A. Messiah, Quantum mechanics, 1* ed., North-Holland, Amsterdam (1962).

E. Farhi et al., Quantum computation by adiabatic evolution, Preprint quant-ph/0001106
(2000).

E. Farhi et al., A Quantum Adiabatic Evolution Algorithm Applied to Random Instances
of an NP-Complete Problem. Science 292, 472 (2001).

J. Marshall et al., Thermalization, Freeze-out, and Noise: Deciphering Experimental

Quantum Annealers. Phys. Rev. Applied 8, 064025 (2017).

97



