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Resumo

Nesta tese de doutorado, abordaremos duas formas distintas de tratar a quantizacao da Teoria
de Yang-Mills pura no espago-tempo continuo. Inicialmente, motivados pelo desenvolvimento
de técnicas de Fisica de polimeros, relacionaremos um ensemble de curvas fechadas que pos-
suem um grau de liberdade interno nao Abeliano com a teoria quantica de um par de campos
escalares adjuntos. Esta teoria estara intimamente relacionada com a conhecida proposta de
t’Hooft para o modelo do supercondutor dual. Em um segundo momento, introduziremos
uma nova fixacao de calibre para as teoria de Yang-Mills capaz de particionar a integral
funcional em infinitas contribuicoes de setores topologicamente inequivalentes V(Sp). Um
destes setores descrevera a Fisica perturbativa conhecida, onde Liberdade Assinstotica e ou-
tros fendomenos podem ser obtidos. Os outros setores devem levar em consideragao a presenca
de configuracoes topologicas que devem ser somadas no funcional gerador e, portanto, espe-
ramos que uma nova Fisica possa nos ser revelada quando avaliarmos suas contribuicoes, de
maneira semelhante ao que ocorre na QCD na rede. Analisamos ainda a existéncia de copias

de Gribov e a estrutura da simentria nilpotente BRST apds a aplicacao deste procedimento.



Abstract

In this Ph.D. thesis, we study two distinct ways to treat the quantization of SU(N) pure
Yang-Mills field theory in the continuum space. Firstly, motivated by Polymer Physics tech-
niques, we will relate an ensemble of colored loops to a quantum field theory of adjoint scalar
fields. This theory is intimately related to a model proposed by t’Hooft, known as Dual
Superconductor, which describes the phases of Yang-Mills’ vacuum. In the second part, we
introduce a new gauge fixing procedure that split the functional integral into infinitely many
sectors V(Sp). One of those sectors describes the perturbative Physics, where we can expand
the fields as plane waves, and we can achieve Asymptotic Freedom. The other sectors take
into consideration the presence of topological defects and, as it happens in the Lattice QCD,

we hope that a new Physics can be revealed when we evaluate the full functional generator.
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1 Introducdo

Um dos efeitos nao perturbativos presentes na teoria de Yang-Mills é o confinamento de
quarks e glions. Este fenomeno se caracteriza pela nao observabilidade destas particulas na
natureza, exceto quando combinadas para formar particulas maiores, chamadas de hadrons.
Um modelo capaz de fornecer uma explicacao para a fenomenologia por tras deste fendmeno
¢ o modelo do tubo de fluxo [1].

Primeiramente, consideramos um méson formado por um par quark-antiquark pesados
(primeira linha da Figura . Ao tentarmos afastar quark e antiquark, um tubo de fluxo
cromoelétrico, também conhecido como corda confinante, se forma entre eles. A medida que
afastamos ainda mais as particulas, a energia armazenada neste sistema continua a aumentar
(segunda linha da mesma figura). Em um dado instante, esta energia supera a massa inercial
de dois mésons idénticos ao primeiro, o que faz com que a criacdo de um novo par quark-
antiquark seja energeticamente mais favoravel do que a preservagao do sistema original. Estas
novas particulas criadas se unem as ja existentes, fornecendo como resultado final dois mé-

sons ao invés de um quark e um antiquark livres (dltimas duas linhas da figura). Apesar do

Pr—o o)
) =)

Figura 1 — Esquematizacao do modelo de tubo de fluxo no interior de um méson.

modelo fornecer uma imagem do porque nao conseguimos visualizar estas particulas isoladas,
ele nao explica o que estaria acontecendo no vacuo da Teoria de Yang-Mills capaz de gerar
esse tubo de fluxo cromoelétrico. Uma tentativa nesta direcao foi dada por G. t’Hooft em
meados dos anos de 1970. Baseando-se na teoria BCS para supercondutores, ele foi capaz
de propor que o vacuo da Teoria de Yang-Mills deveria funcionar como um supercondutor

dual 2, B]. Segundo a teoria BCS, os elétrons presentes no material formariam um estado
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chamado pares de Cooper, onde dois elétrons se comportariam como uma tnica particula
bosonica. Desta forma, os pares de Cooper seriam capazes de se condensar para o mesmo
estado de energia minima, dando origem a fase supercondutora. Uma das propriedades mais
interessantes para materiais supercondutores é a sua capacidade de expulsar campos magné-
ticos, conhecida como Efeito Meissner. Em supercondutores tipo II, a eliminacao do campo
magnético possui um estagio intermediario, onde tubos de fluxo magnético, conhecidos como
vortices de Abrikosov, se formam e quebram localmente as propriedades supercondutoras.
Teoricamente, os vortices de Abrikosov seriam capazes de confinar monopolos magnéticos,
de maneira semelhante ao modelo do tubo de fluxo descrito anteriormente. No modelo de
G. t'Hooft, o vacuo da Teoria de Yang-Mills deveria ser entendido como um supercondutor
tipo II dual que, a partir da condensacao de configuragoes cromomagnéticas, seria capaz de
expulsar campos cromoelétricos. Em uma fase intermediaria do estado supercondutor dual,
surgiriam tubos de fluxo cromoelétrico que seriam capazes de confinar quarks e glions. Nes-
tes mesmos trabalhos, G. t’ Hooft também definiu as fases do vacuo da Teoria de Yang-Mills,
assim como parametros de ordem invariantes de calibre capazes de defini-las. Dentre estes

parametros, se destaca o conhecido loop de Wilson [4], 5], defindo como

WIC| = %trp{exp(ig ]i dr, AL}, (1.1)

onde N se refere ao indice do grupo SU(N), o trago é tomado sobre o grupo e P se refere
ao operador de ordenamento espacial. Para uma grande parcela da comunidade cientifica,
entender o confinamento é equivalente a investigar quais configuracoes cromomagnéticas con-
densam no vacuo da Teoria de Yang-Mills e, simultaneamente, sao capazes de produzir a tao
falada lei da area para o loop de Wilson.

Mas o que significa o loop de Wilson obedecer uma lei da 4rea? Para responder esta
pergunta, vamos considerar que sobre o vacuo da teoria de Yang-Mills duas fontes externas
estaticas, ou muito pesadas, sao criadas em um instante t = 0, um quark na posicao x = 0
e um antiquark na posicao r = R. FEste sistema é deixado livre para se propagar até um
instante t = T, quando o par quark-antiquark (¢q’) é aniquilado. O observavel fisico loop de
Wilson é o responsével por medir a amplitude de transicao deste sistema. Se o tempo T for
suficientemente longo, o estado formado por um quark-antiquark deve relaxar para o estado
de menor energia deste sistema, e a contribuicao para o valor médio deste observavel deve
ser comandada por

(W[R,T]) o< e”VET (1.2)

onde V(R) é a energia de ligagao do estado fundamental do sistema gq’. Por outro lado, os
Unicos parametros disponiveis para compor o valor médio deste observavel estao associados

as caracteristicas deste retangulo, como area e perimetro. Sendo assim, vamos supor que o
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loop de Wilson deve ser escrito da seguinte forma
(W[R, T)) oc e oRT-AEFT) (1.3)

onde o é uma constante de proporcionalidade associada a area do retangulo e § é uma
constante de proporcionalidade associada ao perimetro deste retangulo. Ambas constantes
dependem da representacao na qual foi introduzido o par ¢¢’. Ao compararmos as equacoes
e , podemos perceber que a energia do estado fundamental do par ¢¢’ é governada

por um dos dois comportamentos distintos abaixo
V(R) xf ou V(R)xoR. (1.4)

No primeiro caso, a energia armazenada no sistema ¢ independente da separagao entre as
fontes, o que significa que aumentar, ou diminuir, a separagao do par ¢¢’ nao gera qualquer
mudanca energética neste sistema. FEm outras palavras, um dos elementos do par nao conse-
gue sentir a influéncia do outro, e cada uma destas fontes podem ser tratadas como particulas
independentes. Este fenomeno é caracteristico da fase perturbativa da teoria de Yang-Mills
e é conhecido como Liberdade Assintética. A prova matematica de que a fase perturbativa
das teorias de Yang-Mills e Cromodinamica Quantica apresenta o fené6meno da Liberdade
Assintotica foi obtida em 1973 por D. Politzer, D. Gross e F. Wilczek [6] [7] e premiada com
o Prémio Nobel de Fisica em 2004. Como a energia é diretamente proporcional & constante
associada ao perimetro do retangulo, é dito que, neste caso, o loop de Wilson obedece uma
Lei do perimetro. No segundo caso, a energia é proporcional a distancia entre o quark e
o antiquark, o que significa que quanto maior a separacao entre estas particulas, maior a
energia deste sistema. Este é o caso descrito pelo modelo do fluxo de tubo. Portanto, a
tao falada Lei da area para o loop de Wilson é sinénimo ao surgimento de um potencial
linearmente proporcional a distancia entre o par gq¢’, onde a constante de proporcionalidade
estd associada a area do retangulo formado pela curva C.

A investigagdo sobre quais caracteristicas V' (R) deveria possuir para ser capaz de repre-
sentar a fase confinante das teorias de Yang-Mills nao se limitou em assumir sua linearidade
em R. Simulagoes numéricas nos forneceram fortes indicios de que a grandes distancias, o
potencial V(R) é, de fato, linear [8]. Outa caracteristica do seu comportamento assintotico
¢ conhecido como N-ality. O N-ality é o fato de que a constante de proporcionalidade ¢ nao
depende especificamente da representacao na qual foram introduzidos o par ¢¢’, mas sim de
como se revela o centro do grupo para esta representacao. Este fendmeno foi verificado, a
partir de simulag¢oes numeéricas, em [9]. No caso do grupo SU(N), é conhecido que o centro
do grupo pode ser representado de N maneiras distintas, o que significa que o potencial V' (R)
pode possuir, no maximo, N comportamentos distintos quando R é suficientemente grande.

No caso de SU(2), todas as representagoes possuem o centro trivial da representacao adjunta,
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ou seja, o elemento identidade, ou possuem o mesmo centro da representacao fundamental, o
grupo Z(2). Fenomenologicamente, podemos entender este fenomeno a partir da blindagem
da carga do quark e do antiquark externos pelos glions. Como glions sao campos que se
encontram na representacao adjunta de SU(N), estes conseguem blindar completamente a
carga de um quark ou antiquark nesta mesma representacao ou em qualquer representacao
que possua um centro trivial. Entretanto, quando as cargas externas se encontram em uma
representacao que nao possui centro trivial, os glions nao conseguem fazer o mesmo, pois
sua carga nao afeta o centro desta representacao. Isso implica que, ao introduzirmos um par
qq’ na representacao adjunta de SU(NN) no vacuo da teoria de Yang-Mills, a corda nao deve
quebrar e formar um novo par ¢¢’ como ocorre no espaco fisico, mas deve quebrar em dois

estados ligados formados por um quark estético e glions, conhecidos como gluelumps.

Desta forma, uma nova variavel foi introduzida na nossa compreensao sobre o que é o
confinamento. A condensacao de configuragoes topolégicas no vacuo da teoria de Yang-Mills
nao deve apenas gerar a lei da area para o loop de Wilson, mas também deve apresentar
N-ality. A partir de simulagbes numéricas, é conhecido que uma das estruturas capazes de
reproduzir ambos os efeitos sao os vortices de centro. Apesar de muito se conhecer sobre estes
objetos no mundo particionado, pouco sabe-se sobre eles no espago-tempo continuo. Sendo
assim, o principal objetivo desta tese é clarificar e apresentar novos tratamentos para teorias
e modelos que levem em conta a contribuicao de configuragoes magnéticas nos observaveis
fisicos. Esta tese se divide da seguinte forma. No capitulo |2| conceitos basicos sobre a
teoria de Yang-Mills e sua quantizacao serao discutidos de maneira breve. No capitulo
os conceitos bésicos que envolvem os célculos numéricos mencionados anteriormente serao
apresentados, com a definicao das varidveis presentes na QCD na rede e um método simples
para obter os primeiros resultados. Ainda neste capitulo, apresentaremos o conceito sobre
o qual vortices de centro foram inicialmente apresentados e alguns dos principais resultados
que foram descobertos para estas estruturas no vacuo da teoria de Yang-Mills. Discutiremos
também os chamados calibres Laplacianos adjuntos, que sao calibres definidos na rede e
nao possuem copias de Gribov, e ainda sao capazes de identificar se uma dada configuracao
descreve ou nao defeitos topologicos. No capitulo [4 a analise sobre os vortices de centro
no continuo se inicia, onde definiremos estes objetos e mostraremos a sua correlacao com a
existéncia de bases locais do espaco de cor. Ainda serao brevemente estudados dois aspectos
envolvendo os vortices de centro: a teoria de Yang-Mills-Higgs com campos escalares na
representacao adjunta do grupo, onde estes vortices sao solucoes classicas de energia minima
e podem descrever a corda confinante, e a instabilidade de Savvidy-Nielsen-Olesen, onde a
descricao em termos das bases locais do espaco de cor para estas estruturas pode nos levar a
solugao deste problema. No capitulo [5|analisaremos os alguns resultados obtidos em [10], onde

baseados nos trabalhos desenvolvidos no contexto da Fisica de polimeros, iremos caracterizar,
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a partir da introducao de parametros fenomenolégicos, um ensemble de curvas fechadas que
possuem carga de cor nao Abeliana em um espaco 4D e evidenciar a teoria quantica de
campos que descreve efetivamente este sistema. Veremos que esta teoria efetiva possui todos
os requerimentos para representar uma generalizacao do modelo do supercondutor dual de
t’Hooft. Para tal, serd necessario introduzir o conceito de estados coerentes para estados
de cor. No capitulo @ analisaremos os resultados obtidos em [II], onde inspirados pelos
calibres Laplacianos adjuntos e pelo surgimento de uma teoria efetiva para um ensemble
de configuracoes topologicas, iremos propor um novo método para fixacao de calibre na
teoria de Yang-Mills pura. Este método nao impoe a condicao de fixacao sobre o campo de
calibre, mas sim sobre campos escalres correlacionados aos mesmo, e é esperado ser livre de
copias de Gribov. Para discussao de tal caracteristica, um resultado preliminar envolvendo
a equacao de copias serd apresentado. Além da discussao sobre a presenca ou nao de copias,
a maior contribuicao deste calibre é a sua capacidade de identificar setores topologicamente
inequivalentes e separar a contribuicao de cada um deles, o que nos permite comparar de
maneira controlada a influéncia de defeitos topologicos no funcional gerador da teoria de
Yang-Mills no espaco-tempo continuo. Para este calibre, o conceito de somar sobre um
ensemble de configuragoes topologicas, discutido no capitulo [5] é naturalmente introduzido
durante o processo de fixacao. Por esta razao, espera-se obter da propria teoria de Yang-Mills
pura, os parametros fenomenologicos necessarios para descrever cada tipo de configuracao
magnética. Ainda no ambito deste calibre, discutiremos a existéncia da simetria BRST e o
que esta pode nos dizer sobre o espaco assintotico de configuracoes da teoria em regimes nao
perturbativos. No apéndice [A] sdo apresentados conceitos mateméticos fundamentais sobre
teoria de grupos que, como pode ser visto nesta introdugao, podem ser necessarios ao leitor.

A seguir, seguem algumas convencoes adotadas nesta tese. Os procedimentos de integra-
¢ao funcional serao realizados no espago Euclidiano e de acordo com o sistema de unidades
naturais (A = ¢ = 1). Os inidices maiusculos A, B, ..., I, J, ... correspondem a todos os inidices
da algebra de Lie. Os indices mintsculos a, b, ..., h correspondem as direcdes nao diagonais da
algebra de Lie. Os indices mintsculos ¢, 7, ... correspondem as dire¢oes diagonais da algebra

de Lie. Outras convencoes serao definidas e podem ser aplicadas em casos particulares.
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2 Teoria de Yang-Mills

Iniciaremos esta tese com uma a discussao sobre teorias de calibre ndo Abelianas. Ini-
cialmente sera apresentada uma breve discussao sobre a teoria cléssica de Yang-Mills, para

entao analisarmos as suas propriedades quéanticas.

2.1 Teoria Classica de Yang-Mills

E conhecido na literatura, que a teoria de Yang-Mills foi originalmente proposta para
preservar, através da introdugao de uma simetria de calibre nao Abeliana, a simetria SU(2)
de um dubleto de isospin [12]. A transformagcdo de calibre conhecida para o potencial vetor

eletromagnético pode ser generalizada para outros grupos de simetria como
Ay = AY = U(0) AU (a) + ~U(0)0,U " (a), (2.1)
g

onde A, = AST,. A (densidade de) Lagrangiana invariante de calibre mais simples possivel

de ser obtida com a simetria descrita acima é a conhecida Lagrangiana de Yang-Mills pura
1
EYM - —Zt’l"{F;wFlW} s (22)

onde g é a constante de acoplamento da teoria de Yang-Mills, tr se refere ao trago no indice
de grupo e F),, = F;, T, ¢ o tensor de intensidades. Em termos dos campos de calibre, o

tensor de intensidades é definido como
F.,=0,A, —0,A, — ig[AM, A (2.3)

Apbs todas estas definicoes, vamos fazer algumas observagoes quanto a fisica da teoria de
Yang-Mills:

e para ficar claro que (2.1 é consistente com a transformagcao de calibre no caso de uma
simetria Abeliana, basta substituir (A.1]) em (2.1) e verificar que a transformacao obtida

para o campo de calibre é a conhecida transformacao do potencial vetor;

e assim como a teoria de Maxwell, os campos de calibre de Yang-Mills nao possuem
massa, ou seja, nao existe nenhum termo na Lagrangiana (2.2)) do tipo A,A,. A razao
da nao existéncia deste termo continua sendo a mesma do caso Abeliano: este termo

nao é invariante de calibre, portanto, nao pode fazer parte da acdo de Yang-Mills;

e 0 nimero de campos nao massivos ¢ o mesmo que o numero de geradores da simetria

de calibre;
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e a existéncia de um termo quadratico nos campos de calibre em (2.3 é responsavel por
gerar carga nao Abeliana para os bésons mediadores. Isto significa que, diferentemente

da teoria de Maxwell, os campos de calibre sao capazes de interagir entre si.

Este ltimo item é o responsavel pela introducao de uma Fisica completamente nova quando
comparada a teoria de Maxwell, e motivo de estudo mesmo apo6s mais de 50 anos de seu

surgimento.

2.2 Quantizacdo da Teoria de Yang-Mills

As dificuldades envolvidas em definir de maneira matematicamente consistente a integra-
¢ao funcional geram lacunas quanto ao entendimento desta operagao. O maior exemplo desta
falta de conhecimento é o fato de apenas sabermos resolver integracoes funcionais gaussianas

de maneira exata, ou seja,

/[D‘I)] eXP[/de(—%@-f(-CDJFJ(I))}:

(2m)P 1 PR B
det(K) exp {§/d xd”yJ(z) K (x7y).(](y):| : (2.4)

onde estamos considerando que ® é um campo bosonico real. Para o caso de campos

fermionicos complexos, o resultado também é conhecido e proporcional a

/[D\If}[D\T/] exp [/d% (—\IJ-R-\P+J\P+\IJJ)} ~

~

det(K) exp [ / Pz dPy J(z) - K\ (z,y) - J(;,)} | (2.5)

Em ambos os casos, K1 (z, y) satisfaz a condicdo KK ~(x,y) = 6°)(x —y). Logo, qualquer
teoria que apresenta termos de interacao entre seus campos, nao pode ser tratada de maneira
exata pelo método de integracao funcional. No caso particular das teorias de calibre nao
Abelianas, outro problema surge durante a tentativa de quantizacao da teoria de Yang-Mills.

Para entender este problema, vamos escrever o funcional gerador da teoria de Yang-Mills

ZlJ]) = / [DA,] exp {— / dPx (Lyy — JLAL) | (2.6)

que conta com termos de interagao entre os proprios campos de calibre. Para que a integracao
possa ser perfomada de maneira equivalente a (2.4]), vamos separar a agdo em duas partes:
uma chamada livre, onde apenas termos gaussianos serao permitidos, e outra chamada inte-

ragente, onde todos os outros termos serao condensados. Desta forma, expandindo o setor
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interagente em série de poténcias, é possivel escrever o funcional gerador Z[J], como

J

Z[J] = exp { — S {E} } ZolJ], (2.7)

onde, Zy[J] é o funcional gerador livre, definido como

Zo[J] = / [DA,] exp {— / Pz @Aa( 926" 4+ 910" ) 5oy AL — J, A ﬂ (2.8)

Neste ponto, precisamos apenas inverter o operador obtido. A inversao do setor envolvendo
os indices nao Abelianos é trivial, porém o setor referente aos indices do espaco-tempo nao
pode ser invertido. Podemos reparar em , que o setor livre das Teoria de Yang-Mills
é equivalente a uma teoria que conta com N? — 1 campos de calibre Abelianos. Portanto,
assim como na Teoria de Maxwell, o procedimento de fixagao de calibre se faz necessario neste
momento. Com este procedimento visamos isolar um volume infinito presente no dominio
de integracao, referente ao fato de que as configuracoes Fisicas estao sendo somadas mais do
que uma vez em . A implementacao de uma fixacao de calibre de maneira correta deve

restringir o espago de configuragoes do campo de calibre de maneira que a condigao
fa[A]]=0, para a=1,2,...,N* -1, (2.9)

tenha apenas uma tnica solugdo perante a transformacdo de calibre U definida em (£2.1)).
A equacao (2.9) ¢ conhecida como condigao de fixacao de calibre. Para implementar esta

condigdo de maneira consistente em (2.8), devemos lembrar da propriedade das deltas de

/oo @) = 2 7 Idf/d:tl

onde x; sdo os zeros da fungio de f(x). No caso de interesse, fo[A]]] = 056 deve possuir uma

Dirac
(2.10)

I:EZ

Gnica solucao, portanto, a generalizacao da propriedade acima para o caso funcional é
1= [Da] detlAlA] 317, 147)). (2.11)
onde, A[A,], a resposta de fC[LAM] a uma transformacao de calibre é
FlAL) = ) + [ %5 Al pat) + O(?), (2.12)
e portanto, podemos perceber que ¢ a generalizacao correta da propriedade ,
pois

df.[AY
Al = o]

Umas das propriedades mais importantes deste determinante é a sua invariancia de calibre,

R (2.13)

que nao serd demonstrada. O procedimento para implementacao da fixacao de calibre no
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funcional gerador, conhecido como ansatz de Faddeev-Popov, segue as seguintes etapas. A
partir da introducdo de em e, da invariancia de calibre dos termos ali presentes,
somos capazes de reescrever o funcional gerador sem qualquer dependéncia na varidvel de
transformacao de calibre a. Desta forma, é permitido isolar o volume infinito, representado

por [[Dal, e reescrever o funcional gerador de maneira consistente como

20)= [ 104, @Al olAD oxo | [ aPa(trn = gua)| . @

Uma outra forma de apresentar a integral funcional acima é através das exponenciagoes da
condi¢do de fixacdo de calibre e determinante presentes em (2.14). A exponenciagdo do
determinante pode ser entendida por meio da introducao de campos anticomutantes c e ¢

que pertencem a representacao adjunta do grupo como

det|A(4,]) 5 [ [Del[De] exp {— / dedDyaxm[AHMa:,y)c(yﬂ L)

de maneira semelhante ao que ocorre na integracao gaussiana de campos fermionicos. Estes
campos anticomutantes sao chamados fantasmas de Faddeev-Popov. A exponenciacao da
delta de Dirac inicia-se com a generalizagao da condicao de calibre f,[A,] = 0 para f,[A,] —

be(z) = 0, 0 que ndo modifica o determinante A[A,], e a introducao de um novo nimero 1,

=N / Db] exp [_21 deba(x)ba(x)} | (2.16)

onde N é uma constante de normalizacao e & é conhecido como parametro de calibre. O
parametro de calibre nao é um parametro fisico da teoria, uma vez que ele depende do
calibre escolhido para atuar. E conhecido que & = 0 implica que o calibre generalizado
¢ na verdade o calibre de Landau, assim como ¢ = 1 significa que o calibre adotado é o
calibre de Feymann. Com a introducao destes novos termos, e seguindo os mesmo passos que

anteriormente, podemos reescrever o funcional gerador (2.14) com J = 0 como

Z= N / [DA,)[Dd|[Dd

o |- [ (Lt 3 (B1A7) + [ @Paa®yete) A4, e elo))] 217

Realizado todo o procedimento, vamos verificar explicitamente a consisténcia desta for-
mulagao ao obtermos o propagador de cada um dos campos da teoria. A condicao de fixacao
de calibre ¢ dada por

AL = 0,.A7 . (2.18)
Para identificarmos o determinante de Faddeev-Popov, primeiramente é necessario saber a

variacao infinitesimal do campo de calibre perante a transformagao (2.1)

1 1
SAY = _gaﬂoﬂ — AL ot = —EDbeozb, (2.19)
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onde D/‘jb é a conhecida derivada covariante. Dessa forma, podemos identificar que

SfOA] = —éaungab, (2.20)
e, utilizando a equacao (2.13)), podemos definir o determinante de Faddeev-Popov como
AL (a,) = = 0D a —). (2:21)
Portanto, a teoria de Yang-Mills em nivel quantico apés a fixacao de calibre é dada por
Z=N / (DA[DA[D exp [— / @z (Lyu + 2—15@,4#)2 e aﬂpgbcb)} 222
Neste ponto, diferentemente de , a funcao de particao livre é dada por
algnil= [IDANDADAep |- [ a0 (Co- A, —ne—en)| . (229
onde,
Ly = %A,‘j (=026 + 010" )0y A® + %@AM)? + &, (—0%)0%¢, . (2.24)

Apobs a realizacao destes calculos, somos capazes de obter o propagador do campo de calibre.
Ao analisarmos , podemos perceber que a Lagrangiana livre nao possui nenhum termo
que misture campo de calibre e campos fantasmas, portanto, o propagador de cada um deles
pode ser obtido separadamente. Diretamente de , podemos concluir que o propagador

do campo de calibre KSS(%, y) deve atender a equacao
v 1 14 C ac
(|- (1 3) 00| au} sty =60 s - ). 29)

Portanto, aplicando a transformada de Fourier e utilizando a decomposigao f(ﬁfﬁ(k:) = (K1 (k)dw+

Ky(k)k,k,)5%, somos capazes de escrever o propagador como

dk kyk kuky ] 1
ab __ sab —ik(z— v v
K®(z—y)=6 /We ( y)K(S,w— 7 )+§ ZQ]E (2.26)

Para os campos fantasmas, podemos seguir o mesmo procedimento e concluir que o propa-

gador G®(x — y) é dado por

de e—ik(a:—y)
by —y) =% : 2.2
6o —n) = [ s (2:27)
Portanto, o funcional gerador da Teoria de Yang-Mills pode ser escrito como
o 6 0
71| = {—S 2 o2 }Z T, . 2.98
N =exo{ =1 |5 5|}l (2.23)

Para encerrar a se¢ao sobre uma introducao a teoria de Yang-Mills perturbativa, vamos

discutir uma simetria que persiste mesmo apoés a fixacao de calibre, a simetria BRST.
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2.2.1 Simetria BRST

Na década de 1970, foi descoberto por Becchi, Rouet e Stora [I3]|, e separadamente por
Tyutin [I4], que a Lagrangiana de uma teoria de calibre apresentava uma simetria muito
particular, mesmo apds a fixacao de calibre. A principal peculiaridade desta simetria é
o fato da transformacao envolvendo os campos ser perfomada a partir de um parametro
anticomutante. Para entender o que isso significa vamos analisar o caso particular do calibre
discutido acima. Por simplicidade, a Lagrangiana pode ser reescrita como

RN PR

1 F b §b“ba+b“8MAZ+E“(—8NDZZ’)C”; (2.29)

onde, completando o quadrado perfeito envolvendo os campos b* e A, e realizando a inte-
gracao gaussiana, podemos perceber que os funcionais geradores de cada uma das teorias sao

equivalentes. Sobre (2.29)), a simetria BRST se realiza através das transformacoes infinitesi-

mais
sAy = D,
a 1 abc b ¢
st = 2gf c’ct,
sct = b,
sb* = 0, (2.30)

A verificagao da simetria BRST para as transformacoes infinitesimais acima nao seré realizada
neste caso particular. A natureza anticomutante desta simetria assegura que s2¢ = 0, onde
¢ representa qualquer campo da teoria. Esta propriedade permite reescrever a Lagrangiana
de maneira trivialmente invariante BRST, ou seja,

eetrpmsfo (0] o
Esta forma elegante de escrever a Lagrangiana de Yang-Mills extendeu a idéia de fixacao
de calibre. Em termos da simetria BRST, este procedimento pode ser entendido como a
introducao na Lagrangiana de qualquer termo que preserve esta simetria e permita a obtencao
de um propagador para os campos de calibre e os fantasmas.

Mas como pode ser visto em , novos graus de liberdade nao fisicos foram introduzidos
no funcional gerador. A realizacao do cancelamento dos graus de liberdade nao fisicos da
teoria é uma das principais funcionalidades da aplicacdo desta simetria. A partir da obtencao
das identidades de Ward para a simetria BRST, é possivel mostrar que os graus de liberdade
dos fantasmas cancela os graus de liberdade nao fisicos do campo de calibre, preservando a

unitariedade da matriz de espalhamento em todos os niveis da teoria de perturbacoes. Agora,
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mostraremos simplesmente o cancelamento destes graus de liberdade com g = 0. Neste limite,

a Lagrangiana da teoria de Yang-Mills com o calibre fixado para £ =1 é dada por
1 a 17 124 1 a a = a
Ly = §A“ (=026 4 010" )0 A° + §AH(—8M8V)5 bAb 4 ¢, (—0%)6%c, . (2.32)
Para melhor visualizarmos o cancelamento das contribuicoes, vamos separar o campo de

calibre em termos dos modos transversos e longitudinais, ou seja,

a __ pAa|(T a|(L

A= As|T) 4 Ao (2.33)
onde
a v oo~ a a 9 8’/ a

Au|(T) = (0" — W)Au ¢ Au|(L) = 52 Ay (2.34)

Em termos destes modos, podemos reescrever Ly, como

]_ a 1 a a = a,

Lo = A5 (=0%)0w A" + AU (=0%)5" ALY + 20 (=0%)0" e, (2.35)

Utilizando as propriedades conhecidas para integrais gaussianas dadas por (2.4) e (2.5)), e
sabendo que existem dois graus de liberdade longitudinais, ou seja, o modo de polarizacao

longitudinal e 0 modo temporal, temos que
Zo o det™ 2" (—0%5%) det ™ (—0%5™) det(—0%5™) (2.36)

onde o primeiro termo do lado direito de (2.36) remete a integragao dos D — 2 modos trans-
versos, e o segundo termo vem da integracao do modos nao fisicos, que se cancelam com a

contribui¢ao proveniente dos fantasmas, o tltimo termo.

2.2.2 ldentidades de Ward

Para demonstrar que o cancelamento entre a contribuicao do modo longitudinal do campo
de calibre e a contribuicao dos campos fantasmas de Faddeev-Popov, assim como qualquer
informagao fisica, nao depende de uma escolha particular do parametro £, é necessario um
método mais formal, conhecido como Identidades de Ward generalizadas. Estas identidades
refletem a simetria BRST da acao fixada de calibre em termos relacoes entre as funcoes de
Green obtidas a partir da série perturbativa definida em . Para obter as identidades,
devemos introduzir correntes J,, K 7, 7 para os campos A,, b, ¢, c, respectivamente. Tam-
bém é conveniente introduzir correntes x,, * para as transformagoes BRST nao lineares nos
campos D,c, feecyc.. Como todas estas correntes sdio correntes externas ao problema, todas
devem ser invariantes via transformagoes BRST. Com estas adigoes, o funcional gerador da

teoria de Yang-Mills fixada de calibre pode ser reescrito da forma

207, k0] = / [DA][D[DE[DY exp (- / dr Loy +5) (2.37)
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onde

,Cgf = Lyy+ 5(8 A) 8,LD“bcb,

Y = JJA +Kb+nc+en+k D“bcb + v fP%c, . (2.38)

Como Syy ¢é invariante pelas transformagoes BRST, o funcional gerador deve atender esta

condicao por meio de uma insercao, ou seja,

/ d'z / [DA,]|[Dd][De|[Db] 5% exp ( - / d*z Lyf + 2) ~0, (2.39)

onde, utilizando a invariancia das correntes via transformacao BRST e o fato da transforma-

¢ao ser nilpotente,
s¥ = J,sA, + Ksb+ fjsc + scn. (2.40)

Portanto, podemos escrever a equagao (2.46) como
/d4 / [DA,|[Dc][Dé)[Db] (J”‘D“bcC - —gnaf“bccbcC + ban®) exp ( /d4x L+ E) =0,

(2.41)

ou

) g_ 0 )
4 a — — _
/d x(JMd : — 5l o +n” 5KG>Z[J,77,77,/€,I/] =0. (2.42)

Estas sao as identidades de Ward generalizadas. Para obter relacoes entre quaisquer fungoes
de Green particulares, nés devemos diferenciar (2.47) em respeito a alguma das correntes
Ju, m, 1 quantas vezes forem necessarias e, ao final colocé-las igual a zero. Para demonstrar
que qualquer resultado independe do parametro de calibre £, devemos considerar que as

transformacoes BRST devem ser expandidas para permitir
s¢E== , s=2=0. (2.43)

Claramente, a acao Sy nao ¢ invariante perante esta nova transformagao BRST. Felizmente,
a acao

Sop = Sor + 5", (2.44)

¢ invariante perante esta nova transformacgao e estd conectada com Syy através do limite

—_—

= — 0. Com o objetivo de obter as Identidades de Ward para este funcional gerador,

devemos adicionar uma corrente invariante BRST ¢ para o parametro &, onde
ZUansnt) = [DAIDDADE exp (= ([ s Ly +5) = ¢t). (249
Da mesma forma que realizado anteriormente, a invariancia de Sg 7. implica que

/ (DA,|[De|[D[Db) (=t + / d' sD)exp / dw Lo +5)—6t) =0, (2.46)
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que por sua vez pode ser reescrito como

0 ) g_ 0 ) ~
=2 (J“ 950 e HZJ,*, k] = 0. 2.47
[ 8£+/ T\ Gan 2 T ) | AL (247)
Ao derivarmos a identidade acima em relacao a =, tomarmos o limite no qual 5’9 7 € equivalente

a Sy e colocarmos todas as correntes iguais a zero, concluimos que

0z

B sy O (2.48)

ou seja, quando é possivel expandir o conceito de simetria BRST para incluir transformacoes
dos parametros de calibre e expandir a Lagrangiana de forma que os novos termos dependam
das transformagoes destes parametros, os resultados fisicos nao dependem de uma escolha
particular do parametro de calibre. Este resultado nos mostra que a teoria quantica é con-

sistente, uma vez que qualquer medida depende apenas dos parametros iniciais da teoria.

2.2.3 Problema de Gribov

Em todos os passos anteriores para a fixacao de calibre dado em , foi assumido que,
assim como na teoria eletromagnética, esta condicao é consistente quanto a selecao de apenas
um representante entre os campos de calibre para cada configuracao fisica. Entretanto, isso
nao é verdade para teorias de calibre nao Abelianas. De fato, ao assumirmos que um dado
campo satisfaz a condicao de calibre, e verificarmos a possibilidade de uma transformacao de
calibre deste campo também satisfazer a mesma condicao, descobrimos que esta possibilidade
nao estd proibida. Para visualizar o que esta acontecendo, vamos analisar qual condicao é

imposta sobre um campo de calibre transformado,
0, AY = —9,D%a’(z) = —[0%a® — gf "D, (Aa)] =0, (2.49)

Esta tdltima equacao é conhecida como equacao de copias infinitesimais. Neste caso, podem
existir transformacoes de calibre definidas pelo elemento da dlgebra de SU(N) @ que atendem
a condicao . Esse problema na fixacao de calibre foi descoberto na década de 1970
por V. Gribov, ficando conhecido como copias de Gribov [15]. Mais tarde, no mesmo ano,
Singer extendeu este problema para outros calibres que nao s6 o de Landau [16]. Felizmente
percebeu-se que no limite perturbativo as configuragoes do campo de calibre nao possuem
copias de Gribov, uma vez que o termo do Laplaciano domina a equacao . Isso significa
que o procedimento apresentado anteriormente é valido. Porém, o que fazer quando tratamos

de efeitos nao perturbativos da teoria de Yang-Mills?
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3 QCD na rede

Fechamos o ultimo cépitulo com um pergunta central para efetuacao dos cédlculos em
teoria de Yang-Mills. Uma forma de contornar as dificuldades do calculo no espago continuo
é através da técnica conhecida como QCD na rede. A QCD na rede faz uso da discretizacao
do espago-tempo e simulagoes numéricas para obter resultados fisicos sobre a teoria de Yang-

Mills e, como o nome sugere, da propria Cromodinanica Quantica.

3.1 Definicdes

Na figura[2] temos o exemplo de uma rede tridimensional ctibica. Tendo esta figura como
exemplo, podemos perceber que a rede é compostas por elementos conhecidos como: sitios,
links e plaquetas. Os sitios sao os pontos da rede, onde estao localizados os quarks, as
linhas conectando dois sitios vizinhos sao os links, e as plaquetas sao os pequenos quadrados

formados pela conexao de quatro links. O método esta baseado em associar os graus de

K
Link Sitio

Figura 2 — Exemplo de rede tridimensional cibica.

liberdade a varidveis de link U,(x) que pertencem ao grupo de simetria interessado, enquanto
as transformacoes de calibre sao tomadas de maneira independente em cada sitio. Uma vez
que um link estd univocamente definido pela escolha de um sitio e uma direcao /i na rede,
podemos associar a variavel de link U, (z) com o link que vai do sitio  ao sitio  + /1. Quando
o link é percorrido na direcao negativa de [, a variavel correspondente é a Ulj(x), ou seja,

aquela que sai do sitio x até o sitio z — ji. As variaveis de link sao definidas como

U (x) = exp (iagA, (x) (3.1)

onde a é o espacamento entre dois sitios consecutivos, g é o acoplamento da teoria e A, =

ALT, ¢ uma matriz da dimensdo do grupo de simetria. A agao que pesa a influéncia de uma
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variavel de link para o calculo de observaveis na teoria de Yang-Mills pura é

S[U] = —% {TrU.(2)U,(z + @)U} (z + 2)US(2)] + h.c.} (3.2)

x, u<v

a conhecida acao de Wilson. A transformacao de calibre G para as variaveis de link é dada
por
Uu(x) = G(2)U,(2)G(x + i) . (3.3)

Para entender a relacao da acdo de Wilson com a agdo de Yang-Mills, expande-se U,(z) em
poténcias de A, (), identifica-se 3 = 2N/g? e preserva-se apenas os termos de ordem mais
baixa que sobrevivem ao limite a — 0. Com estes passos é possivel obter a acao de Yang-Mills
no espaco Euclidiano a partir da acao de Wilson. O limite a — 0 é conhecido como limite

do continuo, que sera analisado com mais detalhes no proximo capitulo.

3.1.1 Algoritmo de Metrépolis

Uma vez que os graus de liberdade estao associados as variaveis de link, os calculos em
nivel quantico realizados na rede visam substituir a integragao funcional dada em ([2.6|) por
uma integral sobre um conjunto finito de configuragoes {U,Sn) (x),n = 1,2, ..., Neons.} com
peso dado por

Prob{{U,(x)}] = %e—sﬂﬂ | (3.4)

Portanto, o valor médio de um observéavel Q[U] é dado por

(@) = / DUIQU] 2 S ~ #Nf@ww (3.5)
= Ze =~ Nconf. 2 , .

onde o conjunto de configuragoes é gerado estocasticamente. Um exemplo simples e bastante
geral, apesar de nao muito utilizado atualmente devido a baixa eficiéncia, é o algoritmo de

Metropolis. Este algoritmo funciona da seguinte forma:

1. Comece com qualquer configuracao da rede conveniente, por exemplo, todas as variaveis

de link tomadas com valor 1;

2. Varra a rede link por link, e em cada um deles escolha de maneira aleatoria um elemento
do grupo de calibre, vamos chaméa-lo de U, como possivel substituto para a varidvel de

link ali existente;
3. Calcule a variacio AS = S[U] — S[U];

4. Se AS < 0, entdo substitua a variavel de link ali presente por U;
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5. Se AS > 0, entao obtenha um nimero pseudo-aleatorio = € [0, 1] a partir de um gerador
de nameros aleatorios usual. Se x < exp[—AS], substitua a variavel de link ali presente
por U. Se o nimero z nio atende esta condicao, nao modifique a variavel de link e siga

para o préximo [ink.

Esse método iterativo pode gerar quantas configuracoes da rede quanto desejadas com a
probabilidade dada por (3.4)).

3.2 \oértices de centro na rede

Considere uma configuracao das varidveis de link na qual o loop de Wilson na represen-
tacdo r valha W,[C] para alguma curva fechada C. Ao criarmos um vortice de centro que

esteja enlacado pela curva C'; o loop de Wilson deve ser modificado da seguinte forma
W,[C] = 2FW,[C], (3.6)

onde z é o elemento de centro de grupo e k corresponde ao N-alily da representagao. Desta
forma, vortices de centro so6 afetam o loop de Wilson de acordo com o N-ality da represen-
tagdo. Para o grupo SU(2), a representacao adjunta, e todas redutiveis a esta, possuem
k = 0, enquanto a representacao fundamental, e todas redutiveis a esta, possuem k = 1.
Portanto, loops de Wilson na representacao adjunta do grupo nao sao afetados pelos vortices
de centro. No proximo capitulo, veremos que podemos introduzidir estes conceitos e a regra
de transformacao 1) no espaco-tempo continuo através de transformacoes singulares de
SU(N).

Na rede, alguns calibres possuem uma propriedade extremamente interessante quando
lidamos com vortices de centro, a capacidade de fatorar variaveis de link em elementos de
centro, 0s quais sao responsaveis por gerar a lei da area para o loop de Wilson, e flutuacoes

nao confinantes V,(x) [I7, [I8]. Nestes calibres,
Up(2) = Z()Vy(a), (3.7)

onde Z, é o elemento de centro de SU(N) na variedade do grupo que se encontra mais
proximo a U,(x). Esta decomposi¢do nos permite realizar a conhecida projegao de centro,

onde mapeamos a rede SU(N) fixada de calibre em uma rede Z(N)
Unl) = Zula) (3.5)

onde um vortice de centro ¢é identificado quando o produto dos Z, sobre uma plaqueta da
rede projetada é diferente de 1. Trabalhar sobre a rede projetada permitiu descobrir diversas

caracteriticas sobre os vortices de centro, entre elas, como a densidade destas configuracoes
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deveria escalar ao tomarmos o limite do continuo na rede, os efeitos de temperatura finita
sobre estes objetos, entre outras. Aqui, vamos apresentar duas das quais considero as mais
importantes: a dominancia de centro e o efeito da remocao dos vortices de centro na tensao

da corda confinante a longas distancias.

3.2.1 Dominancia de centro

A rede projetada carrega a informacao responsavel pelo mecanismo do confinamento?
Esta pergunta é extremamente relevante para termos certeza de que nenhuma informacao
fisica relevante da regiao infravermelha da teoria foi perdida durante este processo. A resposta
positiva foi obtida em [I8],19], quando o calculo da tensao da corda gerada pela rede projetada
foi comparada, e demonstrada sua concordancia, com valores aceitaveis gerados na rede
completa para diferentes valores de . A concordancia entre a tensao da corda confinante
gerada pelas diferentes redes é conhecida como dominancia de centro, e ¢ uma das principais
evidéncias de que vortices de centro sao estruturas relevantes na regiao nao perturbativa da

teoria de Yang-Mills na rede.

3.2.2 Remocdo dos vértices de centro

A remocgao das configuragdes do tipo vortices de centro da rede SU(N) fixada de calibre
pode ser realizada, em SU(2), pela multiplicacdo de todas as variaveis de link U,(x) que

consituem a rede por seu proprio elemento de centro, ou seja,
V() = Ul(a) = Z,(@)U,(x) = V, (@) (3.9)

A rede projetada de U L () ndo possui qualquer vortice de centro. Sobre esta rede foi calculada
a tensao da corda e comparada com a tensao da corda obtida através da teoria completa. O
resultado pode ser visto em [20], onde a tensdao da corda se perde quando calculado sobre a
rede projetada de UL(x) para grandes distancias.

Estes dois resultados sao complementares. Nao s6 a proliferacao de vortices de centro é
capaz de fornecer o surgimento da lei da area para o loop de Wilson, assim como a remocao

destas estruturas implica na perda deste fenémeno.

3.3 Calibre Laplaciano Adjunto

Os chamados calibres Laplacianos adjuntos [19, 21, 22, 23, 24] sdo uma das formas en-
contradas por téoricos da rede de investigar a influéncia de vortices de centro no vacuo da

teoria de Yang-Mills. Isso porque, uma das caracteristicas destes calibres é a capacidade
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de identificar quais variaveis de link descrevem configuracoes nas quais vortices de centro,
e outros defeitos topologicos, estao presentes. Nesta secao veremos a formulacao proposta
em [23], a qual servira de inspiragdo para a formulagdo de um calibre capaz de identificar
estruturas topologicas na teoria de Yang-Mills.

Para iniciar este procedimento, considere o operador Laplaciano adjunto Aff (U ) em uma

rede 4-dimensional dado por

ALP(U) = = (20,40"" = U (2)0yrp — UPA (2 — 1)0y0-p) | (3.10)

W
1%
onde U;‘B () é a variavel de link na representacao adjunta do grupo. Estas se relacionam

com as variaveis usuais através de
U;?B(x) = TT(TAUH(JI)TBU::(JJ)) ) (3.11)

O primeiro passo deste procedimento é encontrar os autovalores \; deste operador, definido
por
ALY (@)65 () = Mo (w), (3.12)

onde para cada ponto da rede se associa um vetor N2 — 1 dimensional ¢\)(x). A partir destes

autovalores, podemos definir matrizes na algebra de SU(N) ®Y)(z) através de
oW (z) = ¢U ()Tu , (3.13)
o qual, perante transformacoes de calibre G(z) satisfaz a regra
d)(2) = G(z)®YV) (2)GT(x) . (3.14)

Isso significa que transformacoes de calibre rotacionam as componentes do espaco de cor das
matrizes ®9)(z) e, desta maneira, podemos fixar o calibre requerindo que estas componentes
se orientem em relacao a uma dada direcao escolhida de maneira conveniente. Este procedi-
mento pode ser separado em duas etapas. Na primeira, dada uma matriz ®™(z), a rotacione
para uma matriz diagonal <i>(1)(x). Esta etapa fixa parcialmente a simetria de calibre, de

N-1 ' Para eliminar esta simetria residual é

forma a deixar livre uma simetria residual U(1)
necessario trabalhar com uma segunda matriz ®® (). No segundo passo, rotacione a matriz
®®?(z) para ®?(x) com a mesma transformacio de calibre do primeiro passo. Vale a pena
ressaltar que, diferentemente de @M (z), ®®(z) ndo é uma matriz diagonal, portanto, esta

N=1"0 calibre ¢ entdo comple-

matriz nao ¢é invariante perante as transformacoes de U(1)
tamente fixado ao realizar uma nova rotacio ®® (z) para ®?(z), de maneira que N — 1
componentes nao diagonais de P (x) se tornem reais e positivas.

A presenca dos vortices de centro é notada nesta segunda etapa da fixacao, quando alguma

das N — 1 entradas nao diagonais previstas para se tornar reais e positivas de Cb(?)(x), é nula
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sobre uma regiao do espaco. No proximo capitulo, veremos que uma condicao semelhante é
aplicada a esta estrutura no espaco continuo, onde a existéncia de bases locais do espago de
cor implica que certas direcoes nao diagonais dos campos devem se anular em uma regiao do
espaco.

Portanto, inspirados em um calibre da rede que impde condigoes de fixacao sobre campos
escalares vinculados a um dado campos de calibre, no proximo capitulo iremos propér uma

nova forma de fixar o calibre no continuo capaz de identificar estruturas topologicas.
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4 \oértices de centro no espaco-tempo continuo

Neste capitulo serao levantados os pontos mais relevantes para o entendimento dos traba-
lhos que foram realizados ao longo do doutoramento. Em particular, a definicao dos vortices
de centro e dos calibres Laplacianos adjuntos serao essenciais para o entendimento dos capi-

tulos seguintes.

4.1 Definindo os vértices de centro

41.1 Formulac3o inicial

A partir de simulagbes computacionais, é conhecido que uma das estruturas topoldgicas
capazes de produzir o efeito da lei da area para o loop de Wilson sao os vortices de centro
[20L 25], 26], 27]. Apesar de nao ser solucao classica das Teorias de Yang-Mills, pesquisadores
da QCD na rede afirmam que o vortice de centro representa processos virtuais relevantes
que ocorrem no vacuo da teoria. Sendo assim, ao realizarmos a integracao funcional da
teoria de Yang-Mills no espaco-tempo continuo, nao podemos desconsiderar a contribuicao
destas estruturas topologicas. Com o objetivo de facilitar o entendimento destas estruturas,
podemos pensé-las como um tubo de fluxo cromomagnético, tal que, ao calcularmos a sua
circulacao através do loop de Wilson , obtemos como resultado um elemento do centro
do grupo SU(N) na representacao na qual este objeto se encontra.

No espago-tempo continuo, o conceito de vortices de centro foi inicialmente introduzido

a partir de transformagdes singulares S dos campos de calibre |26], definidas por
ot _
AL/C =9A,5" + gsaus '—1.(9), (4.1)

onde I,(S) é conhecido como vortice ideal, de maneira que as transformagoes singulares S
sao da forma
S =exp(ix5-T), (4.2)

onde y é uma fase multivalorada com a propriedade 9%y = 0 e B’ = 2Nd, sendo @ um peso
de uma dada representagao do grupo SU(N) (ver apéndice . O exemplo mais simples de
fase multivalorada é o angulo polar ¢ € [0,27). A partir da defini¢cao dada em (4.1)), é possivel
notar que durante a tentativa de derivacao da transformacao S, dois tipos de singularidades
sao criadas: uma D — 2 dimensional e outra D — 1 dimensional. A singularidade D — 2
dimensional é conhecida como vortice de centro fino, e esta associada ao fato de que a fase

X nao estd bem definida sobre um conjunto de pontos. Tomando como exemplo o angulo
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polar ¢, sabemos que este nao pode ser definido nos pontos onde x = 0 e y = 0. A outra
singularidade é conhecida como vortice ideal, e esta relacionada ao fato da transformacao
singular S nao é continua sobre uma superficie que tem como borda o vortice fino. Como
exemplo, considere a transformacio singular do grupo SU(2), o qual possui um tnico peso
positivo, e a fase multivalorada como o angulo polar ¢. Neste caso, a transformacao S é dada
por

S = exp(i¢T3) , (4.3)

e as singularidades geradas através dela sao
7 1 1 27
—553“3 = E@,@Tg -+ ?9(1’1)6(]72)5“2,1—‘3 s (44)

onde d,¢ deve ser entendido como

X2
2 2
T+ x5

T

81¢ - — s 82¢ - (45)

2 + 2%
O primeiro termo do lado direito da equacao corresponde ao vortice de centro fino,
enquanto o segundo termo corresponde ao vortice ideal. Repare entao, que a existéncia do
altimo termo da equagao elimina a contribuicao do vortice ideal proveniente da derivagao
da transformacao S. Sendo assim, nenhuma Fisica dos vortices de centro deve ser associada
ao vortice ideal.

Estas transformacoes definidas em , apesar de pertencerem ao grupo SU(N), nao
podem ser chamadas transformacoes de calibre. Isso porque ao realizarmos a transformacao
de um campo de calibre através de , a Fisica nao permanece invariante. Para verificar
este fato, vamos estudar o efeito de uma configuracao gerada por uma transformacao singular
no loop de Wilson. Primeiramente, iremos realizar a avaliacao deste observavel para uma
configuracao perturbativa do campo de calibre A,, ou seja A, ~ 0 em todos os pontos do
espago. Utilizando a definicdo do loop de Wilson, é facil notar que W¢[A, ~ 0] ~ 1 para
qualquer curva C. Em seguida, realizamos a transformacao desta configuracao perturbativa
de acordo com e, ao avaliarmos o loop de Wilson para esta nova configuracao gerada,
podemos notar que, nao s6 o valor atribuido ao observavel muda, como passa a depender a

curva C' considerada. De maneira geral, podemos escrever,

1 ,
WC[AL/C} = NtrP {exp(ig ji dqu/‘fC)} ~ 2 (4.6)

onde z é um elemento do centro do grupo na dada representacao do peso & e [ é chamado
de ntimero de lagos entre a curva C' e o vortice de centro fino. Desta propriedade, podemos
entender que a palavra "centro" presente no nome dado a estes vortices, refere-se ao centro

do grupo da simetria de calibre. Por consequéncia do resultado dado em (4.6[), ndao é correto
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denominar as transformacoes singulares como transformagoes de calibre. Antes de prosseguir,
vale a pena lembrar que os vortices de centro fino sao estruturas singulares, e a contribuicao
destas configuragoes para o calculo do funcional gerador das teorias de Yang-Mills é nula.
Com o objetivo de sobrepujar este problema, foi introduzida a nocao de vortice de centro
grosso, ou seja, um vortice de centro que possua uma escala na direcao do espaco-tempo onde
o vortice fino é singular. Em termos do campo de calibre, esta nova estrutura é introduzida
como um campo de fundo na presenca de flutuagoes quanticas ¢4 usuais. Em particular,

para o exemplo considerado no grupo SU(2)
1
AL/CG = Q;lLTl + quz + (gf(p)ﬁugb + qi) T3 , (47)

onde p ¢ definido como p = ++/2% + 23 ¢ f(p) é chamado de perfil do vortice de centro grosso.
Para garantir que a configuracao seja livre de singularidades, o perfil f(p) deve atender as

seguintes condicoes

p—=0=f(p)—=0 , p>p,=flp)=1, (4.8)

onde p, ¢ o raio do vortice de centro grosso. Em relagao a esta nova estrutura, podemos
notar que qualquer curva C' capaz de enlacar o vortice externamente a regiao delimitada pelo
raio p, fornece como resultado para o loop de Wilson o mesmo resultado proposto para um
vortice de centro fino.

Com isso, finalizamos a introdugao sobre voértices de centro no espaco continuo. Na
proxima secao sera apresentada uma forma mais moderna de introducao destes objetos e que
serd importante para o desenvolvimento desta tese.

Antes de prosseguir, ainda podemos discutir o surgimento das fases confinante e desconfi-
nante do vacuo da teoria de Yang-Mills, a luz do modelo do supercondutor dual. Estas fases
podem ser entendidas através da percolacao e a nao percolagao de vortices extensos, respec-
tivamente. Na ocorréncia de um grande nimero de vortices de centro extensos, a superficie
de Wilson, ou seja, qualquer superficie que tenha como borda o loop de Wilson, deve ser
atravessada uma tnica vez por cada vortice. A grande concentragao de vortices implica que
o fluxo do campo cromomagnético calculado a partir de leva em consideracao a pre-
senca de todos os vortices, o que gera para este parametro uma lei proporcional a area desta
superficie, e portanto, o confinamento. Ja a fase nao confinante, ocorre quando ha percolacao
de vortices curtos. Nesta configuracao, os tinicos vortices que contribuirao efetivamente para
o calculo do loop de Wilson sao aqueles que se encontram préximos a borda da superficie
de Wilson. Aqueles que se encontrarem distantes desta borda atravessarao a superficie duas
vezes, uma em cada sentido, e desta forma, nao contribuirao para o calculo . De maneira
semelhante ao surgimento da lei da area vista no caso anterior, esta situagao implica que uma

lei do perimetro rege esta fase da teoria.
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4.1.2 Deformacdo diagonal do vortice fino

Em [27] é apresentada uma possibilidade mais natural de definir o vortice de centro grosso
a0 propor uma reinterpretacao dos campos que permeiam o vacuo da teoria de Yang-Mills na
presenca de um vortice de centro. Esse procedimento é conhecido como deformacao diagonal
do vortice de centro fino.

Inicialmente, devemos definir novas bases para o espaco de cor n, da seguinte forma
ng = STAsil . (49)

Estas novas bases sao ditas bases locais do espaco de cor, uma vez que, diferentemente das
bases de Lie usuais T4, elas sao dependentes da fase multivalorada x que define o vortice de
centro fino. No caso da matriz S dada de acordo com a definigao (4.3), estas novas bases

podem ser escritas como

ny = STiS™' = cos(¢)T) —sin(¢)Ty, (4.10)
ny = STpS™ = sin(¢)Ty + cos(¢)Ty, (4.11)
nsg = ST3S_1 = Tg, (412)

e podem ser visualizadas abaixo.
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Figura 3 — Representacao para as bases locais do espago de cor.

Na figura 3} o elemento n; é representada pela seta verde, o elemento ny é representada
pela seta azul e o elemento n3 é representada pela seta vermelha. Podemos perceber que
duas bases deste conjunto estarao mal definidos sobre a linha vertical. Esta mé& definicao
pode ser entendida como a codificacao de que o vortice de centro fino j& foi introduzido no

sistema antes mesmo de falarmos em campos de calibre. Um dos pontos que sustentam esta
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afirmacao se deve ao fato de que bases nao diagonais n; e ny ndao sao bem definidas no mesmo
conjunto de pontos onde o vortice de centro fino se localiza. Em termos destas novas bases,

o vortice de centro fino é reescrito como

AXC - (—C;‘ + Af}) na ., (4.13)
onde
1
Cil = —;fABC ng - dune (4.14)

e AZ‘ sao as perturbacoes usuais sobre as quais o vortice de centro foi definido. Através de
uma pequena manipulacao algébrica, é possivel mostrar que ambas as defini¢oes (4.1)) e (4.13))

sao equivalentes quando lidamos com voértices finos, uma vez que
A b -1
—Cna = ES@S —1,(9). (4.15)

Entretanto, esta equivaléncia nao é mantida quando lidamos com vértices de centro grossos.
Isso porque, com a introducao destas novas bases, este objeto deve ser escrito da seguinte

maneira,
VOG _ (i i a
A" = (B, + A,)n; + Aing, (4.16)

onde, BZ ¢ o campo responsavel por parametrizar o vortice de centro grosso. No caso consi-
derado como exemplo, temos que ij = é f(p)0u¢, implicando que o setor diagonal de ambas
formulagoes sao equivalentes. O mesmo nao ocorre quando lidamos com o setor nao diagonal
de ambas definicoes. A definicao utilizada na secao anterior nao é uma boa definicao do
vortice de centro grosso, uma vez que o limite entre o vortice de centro fino e o vortice de
centro grosso nao pode ser realizado de maneira continua. Como foi mostrado anteriormente,
as bases locais de cor sao naturalmente introduzidas quando lidamos com vortices de centro.
Logo, ao substituir as bases locais n4 por bases globais T4, somente é possivel estabelecer
uma relagao entre os vortices de centro fino e grosso quando g = 0. Na formulagao apresen-
tada nesta secao, o vortice de centro grosso pode ser obtido a partir de uma deformacao do

vortice de centro fino, de acordo a preservar o limite em que p, — 0, B;, = —C/.

4.1.3 Instabilidade de Savvidy-Nielsen-Olesen

A descricao apresentada nesta secao ainda apresenta a possivel solu¢ao para o problema
conhecido como instabilidade de Savvidy-Nielsen-Olesen [28] no ambito dos vortices de centro.
Este fenomeno foi estudado mais cuidadosamente em [29] e aqui apresentaremos apenas uma
breve discussao, focando nas diferencas entre as duas formulacoes propostas para o vortice de

centro grosso. Esta instabilidade se configura pela existéncia de modos ligados no operador
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das flutuacoes quanticas sobre um campo de fundo classico. No caso das teorias de Yang-
Mills, vimos duas maneiras inequivalentes de representar um vortice de centro grosso meio

as flutuacoes quanticas

AD = (Bi+Q)Ti+ Q4T (4.17)
II _ g 7 a
AU = (B + Q) ni + Qing. (4.18)

onde (I) refere-se ao procedimento usual e (1) refere-se ao procedimento de deformacdo
diagonal. A partir do procedimento I, a contribuicao a 1-loop para o operador do campo de

flutuacoes no calibre maximal Abeliano, ijb(B)QZ = 0, é fornecida pela agao
—loo 1 c Meca a ibc 171 c
SUIer = — Qe DR (B)DM(B)Q) + o 7, (B)QLQS (419)

onde D2(B) = 0,0* — igf*B, e H},, = 0,B}, — d,B},. A partir do procedimento (IT),
o resultado apresenta uma pesquena diferenca, uma vez que as bases do espago de cor sao

locais. Entao
—loo 1 c Meca a 1 ibc 7 c

Ao realizarmos a comparacao entre (4.19) e (4.20)), podemos perceber que ambas apresentam
uma estrutura semelhante. De fato, o caso I pode ser entendido em termos do caso no
(II) quando C, = 0. Em SU(2), levando em conta esta consideracdo, a estabilidade de um

vortice de centro grosso estético é definida pela nao existéncia de autovalores negativos dos

operadores
K.=-D*(B+C)+T, (4.21)
onde )
Bz = Ef(/))au(/5 , I'= Q[QH?Q(B) + H?Z(C)] . (4.22)
Em particular para o caso (I1), C’E’L = —é@mb, e portanto,
3 1 27 )

Primeiramente, vamos avaliar o surgimento de estados ligados para a situagao (I). Como
estamos tratando de configuragoes estaticas, os autoestados associados a qualquer direcao
fora do plano xy sao ondas planas. No plano zy, a solucao de estados ligados deve ser do
tipo

4D = Rul(p)e™, (4.24)

e a solucao radial satisfaz a equacao

(m+yD(p))?

1
—;appap + e +TD| R, = —K*R,,, (4.25)
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onde y(p) = f(p) e TV = (2/p)d,f. Considerando, como exemplo, f(p) = O(p — p,), isto
é, a funcao de Heaviside,
2
I ==5(p—p.), (4.26)
p

e a solugao da equacao (4.25)) é dada por

%(7{) _ ]IMI(’{P)GW(Z&? P < pPuv
Kimi1/(kp)e™®, p > py.
onde I, |(kp) € Kjmy1/(kp) sdo duas das fungoes de Bessel de segunda espécie. Realizado
o tratamento computacional, somos capazes de perceber que, obviamente, apenas o caso
repulsivo possui solugoes com autoenergia negativa. Estes modos sao definidos pelo estado
fundamental m = 0 e pelo estado m = —1.
No caso (I1), a equacdo de autovalores é equivalente aquela do caso (/) uma vez realizada

a troca
yD() =y () = fp) 1 r“ur(m:%[zapf—a(p)]. (1.27)

Como podemos perceber, este problema estd associado ao problema de uma particula na
presenca de um potencial delta em duas dimensoes, o qual exige um método de regularizacao
e renormalizacao para ser devidamente bem definido. Um procedimento de regularizacao
possivel é transformar o potencial singular em um pogo cilindrico de raio a e, uma vez
encontradas as solucoes, tomar o limite em que este raio vai a zero. Sendo assim, considerando

f(p) =O(p — py), resolveremos a equagao de autoestados com

1

y(p)=0(p—-p)-06(p—-a) , T = S[23(0 =) = 3(p —a)]. (4.28)
Propondo a solucao
YU = X, (4.29)
as solucoes possiveis para p > a sao
i(m+1
2/}7(7{1) _ [|m|("{p)€( * )d)v a < p<py
K1) (5p)e’ ™9 p > p,,

com m = 0,—1. Ao tomarmos o limite a — 0, podemos notar que as solucoes de ambos os
procedimentos estao relacionadas por w%l) = w%)ei‘z’. Note também, que devido ao fato de
Iy(kp) nao é nula para p = 0, a solugdo do estado fundamental com m = 0 ndo é aceitavel
como solucao do problema de autovalores, uma vez que a sua fase nao é bem definida nestes
pontos. Sendo assim, o procedimento (I/I), ou seja, aquele no qual o vortice de centro
grosso ¢ descrito através da deformagao diagonal do vortice fino, o nimero de autoestados

que contribuem para a instabilidade deste objeto é reduzida em 1. Vale a pena notar, que
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as configuracoes consideradas aqui ainda sao instaveis, uma vez que possuem 1 estado valor
negativo para o operador das flutuagoes. Apesar deste resultado, foi encontrado em [29], uma
configuragao com fluxo nulo, a qual possuia apenas um modo com autovalor negativo. Esta
configuracao atendia a condigOes equivalentes as apresentadas para a configuracao anterior,
0 que nos permitiu eliminar qualquer modo ligado e propor uma configuracao para vortices
de centro que nao apresentavam a instabilidade de Savvidy-Nielsen-Olesen.

Por essas razoes, ao longo desta tese iremos adotar o procedimento de deformagao diagonal
dos vortices de centro fino como forma de escrever de maneira coerente estas estruturas

topologicas.

4.2 \ortices de centro e a teoria de Yang-Mills-Higgs

Em [30] foi introduzido um modelo baseado na agio de Yang-Mills-Higgs com N? —
1 campos escalares na adjunta, onde objetos topologicos surgem como solucoes classicas
das equacgoes de campo. Dentre as conhecidas solucoes deste modelo, existe uma solucao
que apresenta a mesma estrutura matematica dos vortices de centro da teoria de Yang-
Mills pura, o qual denominaremos como cordas de centro. Apesar desta semelhanca, vale
a pena ressaltar que as cordas de centro do modelo de Yang-Mills-Higgs sao fisicamente
diferentes dos vortices de centro da teoria de Yang-Mills pura. Enquanto os voértices de
centro representam processos que devem ocorrer no vacuo quantico da teoria de Yang-Mills
capazes de fornecer uma explicacao para formacao e caracterizacao do potencial confinante a
um nivel fundamental, as cordas de centro sao solugoes classicas de um modelo que possui os
elementos necessarios para descrever fenomenologicamente uma teoria efetiva do vacuo nao
perturbativo da teoria de Yang-Mills pura.

A acao que descreve este modelo é dada por
Symu = Sym + Su, (4-30)
onde Sy, é a acao de Yang-Mills usual. O setor de Higgs Sy é definido por
e
Sy = | d <§<D,ﬂp], Dybr) + VH> , (4.31)
2 K A
Vi(y) = > (U1, ¢r) + 3 Jrox{n v ANbk) + 1 (Vr N, b ANaby) (4.32)

onde y1, Kk, A sdo parametros e D, ; = 0,91 —ig[A,,¢¥1]. A simetria de calibre sobre trans-

formagoes regulares U € SU(N) é dada por

A= AT - U U (4.33)
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onde I =1,2,..., N>—1, fr;x sdo as constantes de estrutura da algebra de SU(N) e ¥y A1)y =
—i[tha,¥p]. Por consequéncia da escolha desta estrutura para o potencial, além da simetria
de calibre, esta agao ainda apresenta uma simetria global nos indices de sabor Ad(SU(N)).

A fase de quebra espontanea de simetria (SSB) é caracterizada pela seguinte relagio entre

os parametros do potencial

2 2
w2 < 5%. (4.34)

Nesta fase, a variedade de vacuo é definida por
M = {¢; =vng, ny=ST;S™", S € SUN)}. (4.35)

—= £ [(£)? — “72]% Como podemos perceber, a

variedade de vacuo é definida a partir das bases locais de cor, indicando que estas bases sao

Para xk < 0, o parametro v ¢ dado por v =

as ideais para expandir quaisquer campos da nossa algebra de Lie. Nestas bases, temos que
Duwr = DiPqf , D) =059, — gf*PYAT+CY), (4.36)

onde C, é dado de acordo com (4.14) e ¢y = Sq;S™' = qrny. A vista disso, podemos

concluir que as equacoes de campo para A, e g sao, respectivamente,

DECDSDQAD = 1°qan + 6P A qpoqrp + AP PP qacqapacr . (4.37)

Na regiao assintotica devemos impér A, — —C), e hap — viap como garantia de que as
configuracoes possuem energia finita.

O estudo numérico de solugoes estaticas destas equagoes foi realizado em [3I]. Neste
trabalho foram plotados os perfis das solugoes do tipo cordas de centro grosso para os grupos
de simetria SU(2) e SU(3) com diversas condi¢oes de contorno, como cordas de tamanho

infinito e de tamanho finito delimitados por monopolos.






43

b Loops coloridos em 4D e sua representacdo

em termos de uma teoria de campos

Inspirados pela obtencao de uma teoria de campos para descrever a teoria efetiva Abeli-
anizada para um ensemble de vortices de centro [32], neste capitulo iremos explorar a repre-
sentacao de estruturas tipo linha de mundo que possuem graus de liberdade nao-Abelianos.
Em particular no caso 4D Euclidiano, os vortices de centro sao superficies de dimensao 2,
logo as estruturas unidimensionais que estaremos tratando podem ser associadas & monopolos

nao-Abelianos.

5.1 Ensemble de vértices de centro

Em [32], foi demonstrado que conjuntos de vortices de centro conectados a monopolos
externos em um espago (24 1)D esta intimamente relacionado & teoria de campos descrita

por

_ _ _ _ 5
DVDV +m2VV +a(VV)2+B(VY +TVV) + % N+ 5 Fur B (5.1)

DMV = [8/1 + i (27T/g> )‘M]V ) FMV = a,u)‘u - au/\u ) (52)

onde V representa o setor de vortices, o campo dual \, representa o setor nao diagonal das
teorias de Yang-Mills. Para obtencao do resultado acima, foi necessaria a implementacao de
técnicas desenvolvidas no contexto da Fisica de Polimeros [33], onde as curvas sao descritas
a partir de parametros fenomenolégicos julgados necessarios. Em 4D, a obtencao da teoria
efetiva destes objetos é uma tarefa mais complicada, uma vez que vortices de centro sao
superficies de 2 dimensoes, e a teoria de campos é naturalmente associada a configuracoes
unidimensionais. Sendo assim, neste capitulo iremos nos ater a estudar a teoria efetiva que
representa a integracao de um conjunto de curvas fechadas em 4D Euclidiano que interagem

com campos nao Abelianos.

5.2 Definicdo do bloco fundamental

De acordo com a referéncia [34], o acoplamento de uma particula que se comporte como

uma linha de mundo em D dimensdes e interage com um campo nao Abeliano externo A, é
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implementada pela Lagrangiana

o 1. . . _
o (2,8,) 4 é(Zch — ZeZe) — 19 [EMIAA;:‘ L I =T4 %2, (5.3)

C

onde z.. ¢ = 1,...,N? — 1, descrevem os graus de liberdade de cor, ou nao Abelianos.

Portanto, seria natural introduzir a funcao de particao de um conjuntos de loops coloridos

Z = Z / (D], e [8+5™] | (5.4)

onde Y soma sobre o ntimero de loops, enquanto S° e S sdo as partes livre e interagente

como

da acao, contendo respectivamente os termos,

p(EPe) 2 —igiP AN (W) (5.5)
onde k = 1,...,n denota cada um dos loops no n—ésimo sector. Assim como em [32],

consideramos que uma melhor descricao de uma curva pode ser obtida com a adicao de
informacao sobre a sua curvatura, mensurada por 1/x e deixaremos em aberto a possibilidade
de que haja interacdo entre os loops, descrita através dos campos ¥(z) e ®4(x).

Portanto, a fungao de partigao (5.4)) é dada por

2~ [Ipojpaje >

Zn /Dm exp Z]{ ds zgat(k [AAA( ) IA@A($(k))—¢(J?(k))>—SO )
Ly

. 1
§j ]f ds [t glaie — v 4 g ], (56)
Ly K

onde s é o parametro do comprimento de arco, u®) = &) é o vetor tangente unitario e
W é o fator sobre o qual os campos 1 (z) e ®4(x) devem ser integrados com o objetivo de
fornecer a interagao desejada entre os loops. A medida [Dm], integra sobre todas as possiveis
n curvas fechadas, incluindo os diferentes comprimentos e formatos. Sendo assim, segue das

referéncias [32] 35, que podemos definir esta variavel de integracao como

~ L dL, dL, Coa
- dayd ey, d'z,
wl )y L Ly, L, /W a2

x / D2 ()] o1, [D2®(8)] on.£y-- (D2 ()0

X / D D2 e D D2 wsan) > D200 - (5.7)

a2 an

[Dm],

Como as curvas sao indistinguiveis, o fator 1/n! surge para impedir recontagens. A medida

[Dx(k)(s)](xk, L) representa a integragao sobre todas as curvas fechadas de comprimento fixo
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Ly, tal que, em s = 0 e s = L., é verificado x(s) = x;. Note que a mesma curva pode ser
parametrizada de diversas formas pela simples escolha de um novo zy, logo, o fator 1/L;
¢ introduzido para corrigir estas sobrecontagens de curvas [35]. A medida [Dz®)],, ., age
na integracao dos graus de liberdade internos e esta construido de maneira a implementar a
propagacao de um estado inicial de cor bem definida a;, em s = 0, para a mesma cor final

em s = L. Em nosso caso de interesse,

H = —igu, A Taalaq + 4 Tqalaa (5.8)

C

onde a discussao para tratamento deste termo sera realizada na segao 5.3

Note que, com o auxilio da equagao (5.7), podemos reescrever a func¢ao de partigdo como

Z - / (D|[DB] W i % Js e £, QL) (5.9)

onde introduzimos o bloco fundamental,

Q¥ (2, w0, L) = / D(3)ay 0, [D2(5)]

—fOL ds [u—i—%(icz'c—éczc)—i—i duuu—i—qb(x)—igakuA;‘Tc’?i Zczd+<I>ATc‘?i Eczd] (5 10)
, .

X e

responsavel por descrever a probabilidade de ponta a ponta para um tnico objeto pontual
que se propaga desde a localizacao x( e cor a, em s = 0, para x e b, em s = L. Portanto,
a obtencao de informacao sobre o bloco fundamental é tudo que necessitamos para definir a

representacao deste cojunto de curvas fechadas em termos de uma teoria quantica de campos.

5.3 Estados coerentes de cor

Nesta segao, iremos mostrar que a melhor espaco de representar a evolugao dos graus de
liberdade internos é o espaco definido pela bases de estados coerentes. Inicialmente, considere

operadores de criacdo e aniquilacdo a! e a., que satisfazem as seguintes regras de comutacdo,
lae, 0] = 0ca, ey aa] = [al, a5 ] =0, (5.11)

Quando aplicado ao vacuo da teoria, aj, cria um estado com cor bem definida c¢. No espago

de estados, uma base pode ser definida em termos dos diferentes ntimeros de ocupagao, para

cada cor existente, [Ny, -, Np). Como de costume,
SE
Ni,...,Np) = alhmelo,...,0), 5.12
e podemos definir estados coerentes |2) = |21,...,2°), 2% € C, com as propriedades,
ac|z) = 2°|2), al|z) = 0 |2) . (5.13)
¢ 0z¢
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Por simplicidade, iremos adotar a notagdo z = (2!,...,2%°) e z = (z},...,Z%) para denotar
o conjunto de variaveis e suas conjugacoes, respectivamente. Um estado coerente pode ser

escrito como,
12) = e 0,...,0), (5.14)
e seu produto interno é
(z]2) = (0]e*® ¥ |0) = 7% | (5.15)

Qualquer estado |¢) pode ser expandido em termos das bases de nimero de ocupagoes

COINOo

) = Z \/ﬂ 2 ... o)

-----

AT e
= D Yu.. ,nDH((;), 0,...,0), (5.16)

C

Nni,...,nd =1

e sua projecao em estados coerentes é,

ghym . (20)me
(zlY) = > wm,...,n@( 311!' ( ,) : (5.17)

Nl

N1y ND

isto é, (z]|Y)) = ¢(Z) é uma fungao antiholomorfa. No espaco de estados de cor, o operador

identidade é,
. _ dzcdz¢
I = | dzdz e ** ; dzdz = 1
/ zdz e 77 |2) (2] / 2dz = /H[ 5 ] (5.18)

ou seja,

W(z) = (z|I|Y) = / dz'dz e ) (2 . (5.19)

Agora, considere o peso {f|e |i) referente & propagacio de um estado inicial |i) para
um estado final |f).
Como de costume, o L pode ser dividido em M partes de comprimento AL, L = MAL,

com M — 0o e AL — 0. Ao inserirmos M identidades I, obtemos

(e z0) / Hdzzdzz o e T ) o, 70) (5.20)

onde zpr41 = z. Em nosso caso, o operador Hamiltoniano ¢ dado pela equagao (5.8)), e assim,

podemos obter, para AL pequeno,

“HALLY  x (za)z) (1= H(Zi, 2)AL)

I (5.21)

<Zi+1|€
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H(Z,2) = —igu, AATA 202" + AT 222 (5.22)
Portanto,
—HL _ (z Z;)zj—H(Zj41,2;)AL] 7170
— 1 1 JH+1—%5) %5 J J
(zle |20) A}Jm_m/ | |dzzdz2 - 7
(5.23)

Para a transicao entre estados inicial e final geral,

) = [dads e T v ) L 0l = [dadze o 6L (520)

podemos definir,

(e~ TE|y) = / dzdz dzodz €5 €7 §(2) ¥ (z0) (e 20)

= lim [ [D¢] om0 3 (Fit1—2) 25241 (z~2+1) | =210 H(Zj41,2)) AL
AL—0 ®:9) ’
M+1
D2(s)sr = L] desdz 22 mB o) p(z) (5:29)

Ao tomar o limite do continuo, a equagao (5.25)) pode ser reescrita como

(@le ) = / (D] gy e~ 0 45 (5.26)
L= %(Zcz'c i)+ H(, 7). (5.27)

Em particular, para a transi¢ao entre estados de cor bem definida, [¢) = |a) and |¢) = |b),

a medida de integracao é,

1 M+1
[Dz(5))n = 17 [] duidzi =2 ez 055, (5.28)
=0

onde, o fator de normalizagio M é tal que, para L = 0, a eq. (6.15]) fornece dy.

5.4 O bloco fundamental para o conjunto de curvas fechadas que

possuem carga de cor

A obtencao do bloco fundamental para as caracteristicas fisicas das curvas que compoem

este sistema foi minuciosamente realizada em [30], a partir da utilizacao de técnicas de Fisica
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de polimeros. Sem a adigao da informagao sobre a cor, a equagao de Chapman-Kolmogorov

que nos fornece o bloco fundamental é dada por
q;(x, xo, u, up) = /dnx/dnlu’w(u — ) e PRl §(x — o' — uAL) g1 (2, 20,0 up) 4 (5.29)

onde,

(o — ) = N33 (E) (5.30)

¢ a distrbuicao angular de velocidades que tende a orientar a direcao u de um dado passo

com a direcao u' do passo anterior. A recorréncia estd submetida as seguintes condicoes,

qo(x, o, u,ug) = 0(x —x0)0(u — up) . (5.31)
q(z, xo,u,ug, L) = qu(x, 0, u,up) . (5.32)
Para introduzirmos a informacgao sobre os graus de liberdade internos no procedimento

apresentado, devemos utilizar o fato de que a amplitude de propagacao entre dois estados de

cor bem definidos pode ser escrito em termos de bases de estados coerentes como

¢i(Z, 20) = /dz’di' T HENAL (7 %), (5.33)
com a condigao inicial
q0(Z1, 20) = (z1]20) = €170 . (5.34)
Apo6s M interacoes, obtemos
v (Zarsrs 20) = (zle™ 8| 20) . (5.35)

Sendo assim, a equacao de Chapman-Kolmogorov para curvas fechadas que possuem carga

de cor é dada por

q;(z, xo, u, ug, z, 20) = /d”x’d”_lu' d2'dz e PAL eEE iy — o) x
x e~ @uEAL 5 ol —uAL) g (2, 0,0’ w0, 7, 20) (5.36)

onde

w(z,u,z,2') = ¢(x) —igu, N} (2)T4 2% "y oM 2)TA 7 (5.37)

C

Apos a projecao dos estados coerentes em estados incial e final de cor bem definidos, obtemos

a versao discretizada da integral de caminho,

Qba(xa To, u, Uy, L) = /[Dx<5)]xo,x,u,UO,L [Dz<5)](a7b)

L . s .. . _
e f() ds [u+%(zcchzczc)+i uMuMJr(b(z)fzgm#AﬁTc‘?i d+<I>ATCfi Z€zd 7 (538)
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onde [Dx($)]sg.zuu, Tepresenta a integragio sobre todos os caminhos de comprimento fixo
L, tais que, z(0) = xg, z(L) = z, u(0) = ug, u(L) = u [32]. Sendo assim,

Qb“(:v mo,u ug, L) =

= /dzdz dzodzo e~ (F2)/2 g=(F0:20)/2 2228 q(, 20, u, u0.Z, 20, L) . (5.39)

Como de costume, a solucao da equacao de Chapman-Kolmogorov para as caracteristicas

espacias nos remete a resolver uma equacao de difusao. No limite do continuo,

KO »
g +u,0,q=—(u+ ¢(x)) g+ 7Liq

+zc/dz'dz’e(z_zl)"z/(iguuAA O TA 2 gz, mo, u,u0, 7, 20, L)

(5.40)
onde f}i é o operador Laplaciano sobre uma esfera S?~!. Note que
(222" g1d __ i (z—-2)-2'
e Z" = 82de ,
implica que podemos reescrever um dos termos da equacgao de difusao como
1 35t (2—2)-2" id = 9 =
dz'dz'e 2% q(x, xo,u,ug, 2, 20, L) = 5 q(z, o, u, ug, z, 20, L) . (5.41)
Z
Sendo assim, a equacao da difusao que estamos interessados é
2 ~ A A . 0
oLq = |—p—o(x) + 7L —u,0, + (igu, A, — @ VT4 7 8 7 (5.42)
perante a condicao inicial
q(x, o, u, ug, Z, 20,0) = 0(x — 10)d(u — ug) €77 . (5.43)

O proximo passo para obtencdo de Q%*(x,xg,u,up, L) é expandir q(x, o, u,ug, z, 20, L) em
poténcias de Z e z,

q(x, Zo, U, Ug, Z, 20, L) = Z(Z)m(zo)”an(x, Zo, U, Up, L) (5‘44)

m,n

E integrar ambos os lados da equacao de difusdo pelos fatores definidos em (5.24)), no caso
onde [¢) e |¢p) representam estados de uma tnica cor bem definida. Ou seja, devemos

multiplicar a equacao de difusao pelo termo

1 ) _
i / dzdz dzydzy e~ 552 g~ Goz0)/2 jbza o (5.45)
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Uma vez que o operador que define a equagao de difusao nao causa desbalanco entre o
nimero de poténcias de z, o tinico termo da expansao de q(z, xo, u, ug, Z, 29, L) que sobrevive
a integracao pelo fator acima é aquele que contém uma poténcia em z e uma poténcia em z.

Sendo assim, Q%(x, xg,u, ug, L) é obtido através de q(x, zg,u, ug, Z, 20, L) pela relagao
q(z, 0, u, u0, Z, 20, L) — 2°28 Q°U(x, 0, u, ug, L) | (5.46)
e precisa satisfazer, em notacao matricial, a seguinte equacao da difusao
O — (ko /2) L2 + (n+ @) 1 + PATA 4w D] Q(x, 20,110, L) = 0, (5.47)

onde ¢ é uma constante dependente da dimensdo da esfera SP~1. Para D = 4, 0 = 2/7, e
para D =3, 0 = 1.
D, =18, —igh;T" . (5.48)

A equacao acima esta submetida as seguintes condicoes iniciais,
Q(z, zg,u,u9,0) = 0(z — x9) 0(u —up) 1, (5.49)

sendo, 1 ¢ a matriz identidade (N? — 1) x (N? — 1). Em termos desta matriz, o bloco
fundamental descrito em (5.10) é dado por

Q(x, 9, L) = /d"‘lu Q(x,xo,u,u, L), (5.50)

o que reduz nosso problema a encontrar a equacao de difusao no espaco de coordenadas z,
sabendo que o integrando satisfaz a eq. (5.47). Expandindo Q(z, zo, u, ug, L) tem termos dos

autovalores do operador L2,

Q(ZE7$07U7U07L) = Z Ql(ajaanuaan L) ; (551)

l

cada componente de numero quantico [ obedece a equacgao
h Qi+ Ry =—0,Qr, (5.52)

onde

>R =) (u-D)Q, (5.53)
=0

=0
hi = [p+pu+11+D—2)ko/2]1+ T4, (5.54)

Repare que da definicao de R;, ao usarmos as regras de adi¢cao de momento angular e que
as componentes de u possuem [ = 1, Rg depende de Q;, enquanto R, depende de Qg e

Q,. Se adotarmos que nossas curvas devam atender o limite semiflexivel, isto é x assume
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valores grandes, em outras palavaras, a memoria em relacao a orientagao inicial ug é perdida
para grandes valores de L, a distribuicao das orientagoes finais de u serao praticamente
isotropicas. Neste limite, podemos considerar que Q; ~ 0 para [ > 2, o que torna (5.52)) um

sistema fechado de equacoes. Resolver o sistema é equivalente a resolver a equacao diferencial

OQ0+6LQO+%8§QO ~0, (5.55)

0= —% DDy + (¢ + ) 1+ 4T4 (5.56)

onde a! = (D —1)0/2. Resolvendo a equagao diferencial de segunda ordem em L no limite
semiflexivel, as solugoes sao

(L= L 9Py =t (70 g(0), (557)

de maneira que a opcao B é suprimida quando comparada a op¢do A, uma vez que 0s

autovalores de O sao independentes de k. A condicao inicial é dada por
Qo(, g, u,up,0) = Qp'  6(z — 20) 1, (5.58)

onde Q5" | ¢ o angulo solido de uma esfera SP~1. Portanto, utilizando o resultado acima em

conjunto com a equagao (5.50), o bloco fundamental no limite semiflexivel ¢ dado por

Q(z, z0, L) ~ (z|e ™ C|xq) | (5.59)

5.5 Teoria efetiva para loops extensos

Uma vez determinado o bloco fundamental, a obtencao da teoria efetiva segue diretamente

da eq. (5.9), onde
7= /[D¢] [Dq)] G_W 62‘1 fWL diz (] IOOO % 67L0|x>‘aa
= / [D)[DP] ™ eI = / [DG)[DP] e (det O) ", (5.60)

onde "T'r" significa o trago matricial nos fnidices de cor e o trago funcional no espaco de
coordenadas z, e foi absorvido um termo constante gerado a partir da integragao sobre L.
Desta forma, podemos exponeciar o determinante acima em termos de campos bosonicos
adjuntos ¢ = (474,

Z= / Do)D" / ID([DCT e 4 ECA D) (5.61)
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LI A6.9) = (D6 DO + GO+ (@6 + 26160, (562

onde m? = g ke a derivada covariante adjunta é definida em respeito ao campo A. Ao

escolhermos que a interacao entre os loops seja regida por

_ L [»p RN T
W = S\/d (B, D) ﬁ/d z¢? (5.63)

g 2 ~ 2 ~ .
A= 5 A, 11 = 5527, obtemos a representacao de campos para um conjunto de loops

coloridos que carregam carga de cor adjunta

2= [paipcy eI weaten, (5.64)

A
Ler(6A) = (D€ D) + (G Q) + S AL A + (0% (5:69)
ou, em termos de pares de campos hermitianos adjuntos, ( = \% (11 + 1),

1

Lep(CA) = §<D;ﬂ/11, D)

m? A n
+7<¢1, Vr) + 1 (r Ny r Napy) + 1 (1, o)W, ba) (5.66)

Como podemos perceber, este resultado esté intimamente relacionado com o modelo apre-
sentado em|4.2] e portanto deve apresentar uma lei da area para o loop de Wilson. Entretanto,
o desenvolvimento deste resultado nos obriga a escolher quais parametros fenomenologicos
deveriam ser necessarios para descrever a evolucao destas estruturas. No proximo capitulo,
veremos uma nova fixacao de calibre das teorias de Yang-Mills, onde se espera ser possivel
sobrepujar esta dificuldade e obter informacoes fenomenologicas sobre defeitos topologicos,
tais como vortices de centro e monopoélos, diretamente do funcional gerador da teoria de

Yang-Mill pura.
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6 Detectando vértices de centro no continuo a

partir da fixacdo de calibre

Como pode ser visto no capitulo pesquisadores que trabalham com QCD na rede
desenvolveram uma fixacao de calibre capaz de identificar vortices de centro. Neste capitulo,
inspirados pelas idéias apresentadas, vamos propor uma nova fixacao de calibre capaz de
alcancar este mesmo objetivo no espaco continuo e discutir alguns resultados que podem ser

obtidos através da aplicacao desta técnica.

6.1 O procedimento de fixacdo de calibre

Nos calibres Laplacianos adjuntos, ao relacionarmos as variaveis de link e os campos esca-
lares nos foi permitido impor a condicao de fixacao de calibre sobre estes campos auxiliares.
Sobre estes campos auxiliares, a deteccao de vortices de centro e outros defeitos topologi-
cos podia ser percebido como defeitos na fixacao do calibre. No espaco-tempo continuo, a
relacao entre campo de calibre 2(, e campos hermitianos ¢; nao serd estabelecida por um
operador Laplaciano adjunto, mas sim pela minimizacao de uma acao Sy que apresente SSB
SU(N) — Z(N),

5SH 4 1 2
it = [ d*z = +V 1
5¢I Cr ! 7 SH / . 2 <©“77Z)I> o (6 )

D1 = 0pr —ig[A,, ). Na secao , apresentamos uma acao que corresponde as caracte-

risticas requeridas neste procedimento, sendo assim, iremos adota-la como acao auxiliar para
fixacao do calibre. A principal razao para a escolha de é o fato de que solucoes topo-
logicas, como vortices de centro e juncoes entre vortices de centro e monopolos, sao solucoes
classicas de energia finita da acao Sy.

Uma vez que associamos um dado campo de calibre N? — 1 campos escalares 1, o
proximo passo é organizar estes campos escalares em uma tupla (1, ...,9n2_1) e caracterizar
os conceitos de modulo (g, ..., gn2_1) de uma tupla e fase S na qual ¥); pode ser decomposto
como 17 = Sq;S~! para todo I. Matematicamente, o conceito de modulo e fase sao definidos,
em geral, para campos complexos ou matrizes através da conhecida decomposicao polar. A

decomposicao polar de uma matriz quadrada complexa M é da forma
M=UQ, (6.2)

onde U é uma matriz unitaria e () € uma matriz hermitiana definida positiva. Esta decompo-

sicao sempre existe, e é unica desde que M seja invertivel. A nocao de modulo estd associada
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a matriz (), enquanto o angulo é definido pela matriz U. No nosso caso de interesse, podemos
organizar as componentes da tupla de forma a montar uma matriz ¥, cujo os elementos sao
dados por

Ul =97 = a7 R(S)|Ba, (6.3)

onde R(S) é uma matriz que pertence a representacao adjunta de SU(N). Em um caso
geral, ndao h muito sobre o que falar em relacio a matriz ¢, q|;4 = ¢i. Se focarmos o nosso
interesse para o grupo de simetria SU(2), cuja representacao adjunta da algebra é isomorfica
a do grupo SO(3), podemos garantir que a R(S) é uma matriz ortogonal. Sendo assim,
a decomposicao representada em é equivalente a decomposicao polar da matriz ¥, e
podemos garantir que ¢ ¢ uma matriz real, simétrica e definida positiva. Infelizmente, este
resultado s6 é vilido para o caso N = 2 e para grupos maiores, o conceito de modulo e angulo
deve ser obtido de outra maneira. Com foi visto anteriormente, esta acao Sy apresenta uma
variedade de vacuo totalmente definida a partir de um mapa S € SU(N), sendo assim, o
conceito de fase de uma tupla (11, ...,1¥n2_1) pode ser definido a partir da minimizagao do

funcional

> (r —vng)?, (6.4)

I
ou seja, o angulo é definido através do elemento de M mais proximo a tupla considerada.

Escrevendo ¢; = U4 Un,U™! e realizando a minimizacdo de em relacao a fase U,
obtemos que a fase de uma tupla é definida a partir da expressao
> [rng] =0. (6.5)
I

A condigao que determina o moédulo de uma tupla pode ser obtida diretamente de a0
reescrevermos as bases locais a partir de sua definicao dada em . O resultado é

Z[QI,TI] =0, ¢ fax =0VK, (6.6)

I

o que significa que a matriz ¢ obtida através da decomposicao é simétrica para qualquer
N > 2.

Portanto, segundo o procedimento descrito acima, dado um campo de calibre 2,,, a solugao
(C1 .-, Cn2—1) que satisfaz as condigoes de contorno impostas na se¢ao deve ser tnica e
corresponde a um minimo estavel da acao Sy. Continuando, por causa da SSB, o angulo
polar S correspondente a ((y, ..., (ny2_1) € Unico, exceto por uma transformacao de centro, em

todos os pontos do espago. Uma vez que este fator é global, a sequéncia,
A, — (= veor = Ad(5) (6.7)

fornece um mapa bem definido de A, — Ad(S). E mais, devido a covariancia da equagdo

de campos classica, a solucdo do campo transformado de calibre Q[g ¢ dada por UCUL, o
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qual, segundo a sequéncia , esta conectado ao mapa Ad(US). Ao fixar o calibre, sera
requerido que Ad(S) = Ad(Sy), onde Sy é o mapa que define as caracteristicas topologicas
do campo de calibre. Por consequéncia, a fixagao de calibre nao leva somente & eliminacao
das configuracoes equivalentes do campo de calibre, mas também & separagao da integral
funcional em infinitos setores V(.Sy). Obviamente, um destes setores esté associados a campos
livres de defeitos, e neste setor podemos simplesmente escolher Sy = I. Em outros setores, Sy
pode descrever vortices de centro, onde o mapa Sy pode ser dado de acordo com a definicao

da transformacao singular que parametriza o vortice fino (4.2)).

6.2 Integral funcional fixada de calibre em um setor V(.Sy)

Como foi mencionando anteriormente, este procedimento de fixacao de calibre separa os
campos da teoria de Yang-Mills em setores topologicamente inequivalentes. Sendo assim, a

integral funcional da teoria completa pode ser reescrita como

Zya= Y 233 (6.8)
V(So)
onde a soma é tomada sobre os infinitos setores topolédgicos,
2% = [ (D] es, (6.9
V(So)
1 1
Sy (1) = / P01 G T B = £ 0D (6.10)

¢ a integral funcional computada sobre os campos que pertencem ao setor V(S5;) onde A, —
Ad(S) e S = USy, onde U é um mapa regular. A solucao ¢(; da equacao de campo (6.1) na
presenca de 2, pode ser introduzida na integral funcional a partir de técnicas semelhantes
as aplicadas no contexto de campos estocasticos (ver referéncias [37], [38]). Com o objetivo

de nao modificar o funcional gerador no dado setor, podemos introduzir a identidade
1= [1vd T]6t0r - ) (6.11)
I
A delta funcional pode ser reescrita como
528y ) (55 H)
0(¢pr — () = det ol ——1, 6.12
[Toter —c =t (572 ) T (5 (6:12)

onde, para o potencial de interesse
oVy

5_% = 121+ kR A+ Mg A (Y1 Ay) (6.13)
2
522/3;] = :uz(sjj—QKfIJK(@ZJK/\-)+/\[2¢J/\(¢I/\-)—¢KA(1/;K/\.)5IJ_¢I/\<¢J/\‘)}.

(6.14)
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O fato de introduzirmos uma acao Sy com SSB nos leva a afirmar que a solucao (; é tnica e
um minimo estével da a¢do. Portanto, esperamos que a expressao (6.12) esteja bem definida

quanto a representacao de uma delta funcional. A partir do que foi apresentado, a funcao de

particao pode ser reescrita como
2% = [ (pa,)pu(DeDenDer e (6.5
V(S0)

onde & ¢ a a¢ao de Yang-Mills agao extendida pela introducao de campos bosonicos adjuntos

&7 e fermiodnicos wr, wy,

Gf = SYM<Q[>
2
+/d4£L’ (<@u@[,©uw1> + <(I)[, % wJ))
)
—i—/d4x ((@u&,gwﬁﬂgl,é—‘ﬁ)) . (6.16)

Apesar de introduzir estes novos campos no funcional gerador, o calibre nao foi fixado e eles
nao introduzem nenhuma Fisica nova a teoria de Yang-Mills, uma vez que os modos fantasmas
sao introduzidos com o objetivo de cancelar os modos bosonicos. Para fixar o calibre, é
necessario escolher uma direcao com a qual todas as tuplas irdo se alinhar. Anteriormente,
a nocao de modulo de uma tupla foi definida sobre o conceito de alinhar-se, na média, com
uma tupla da variedade de vacuo. Utilizando este conceito, podemos garantir que as tuplas
relevantes para o calculo da funcdo de parti¢do em um dado setor V(.Sy) sdo aquelas da forma
vy =SqS™ e falq) = (Ta,lqr, T7]) =0, S = USy, onde U ¢é uma transformagao regular. A

partir dai, podemos escrever a seguinte identidade

[ieiFw) = [UIDalss@) eI @) FISas ™. (617)
J(@)|an —afA(%:B[g’QD i (6.18)

Em nosso caso, F[Sq;S™!] pode ser identificado com

FlSq:S™' = /V . )[DQl#][Dgl} [Da;][Dw;] e~ (6.19)

onde realizando as transformagoes de variaveis
U U - _U U
R, =A, , &=b; , wr=¢ , wr=cy, (6.20)

as invariancias dos elementos de volume, [DAY] = [DA,], [Dé}] = [D¢], [Dcf] = [Dey] e

[DVY] = [Db/], e da a¢do Sy, nos permite fatorar o volume infinito [[DU]. Dessa forma, o
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funcional gerador fixado de calibre é
2% = N [1DA,]1Da Db Der][Der]
x Olfa(g)]det[T(q)] e, (6.21)

Sy = Sym(A) +
+/d4x (<Dﬂb,,puqf0> <b1(?$ - >) (6.22)
¢r° =SSy, Du=0u—iglAy, ]. (6.23)

A presenca de Sy ocorre devido ao fato de que, em geral, ndao podemos utilizar o mapa S

para performar transformagoes de calibre.

6.3 Simetria BRST em um setor V(.Sy)

Antes de analisar a simetria BRST da agao fixada, podemos notar que a a¢do &5 em

(6.16) é invariante perante as seguintes transformagoes nilpotentes,
sA, =0, sy=wr , s§ =0, swy=—-& , swy=0. (6.24)

Procedimentos equivalentes ao que vamos utilizar aqui podem ser vistos nas referéncias [39)] e
[40]. A partir da definigao do fantasma de Faddeev-Popov sU = Uc, sU™! = —cU™!, 555 =0

e da relacao entre os campos antes e depois de fixar o calibre, podemos concluir que
s, = sAY = s(UAU ™ + 2U9,U") =0, (6.25)
g
implica que
UsAU™! —U(a AU '+ UcA U —UA,cU . (6.26)

Procedendo da mesma forma para todos os outros campos da teoria, concluimos que as

seguintes transformacoes sao uma simetria de Sy,

7
sA, = —-D,c,

p (6.27)

sq° = [q7° d + e, (6.28)
sby = by, (], (6.29)
se; = —{ep, el —by (6.30)
sc; = —{cl, c} (6.31)
sc = ——{c c} = ——cacb[nso ny] . (6.32)



58

Diferentemente do caso (6.24)), a demonstragao da nilpoténcia para estes campos nao é trivial.

Primeiramente, para demonstrar que SQAM =0,

A, = gsDuc:é(@usc—ig[sflu,c]—ig{Au,sc}>
- (- S0ute.c) +{Dye,c) + giglAy, {e.c])
= (= 50ulech + (e~ iglAudic) + iglA {e.c)])
= (= leded + 30} —igllA e} + Sl {el]) . (639)

No termo envolvendo as derivadas do campo fantasma,

{ —{c,0uct + {0y, c}}c = i(—fAB910,cP + f4890,cAcP)
— Z'(_fABCCAauCB_I_fBACaMCBCA) — 0’ (634)
onde foi utilizada a regra de anticomutacao pela troca de duas componentes de campos

de Grassmann, em conjunto com a antisimetria das constantes de estrutura. No termo

envolvendo o campo de calibre,

[~ 1Aud a4+ A fea]) =

ABDfDCEAACBCC 1fBCDfADEAA B C
2
fABD DCE + fABDfDCE fBC’DfADE) AA B C

(

(fDABfDCE' + fABDfDCE + fDBCfDAE) AA B C
DC'A DBE ABD ¢DCE A _B C’

(—f + fABD fDOBY A4,

( fDCAfDBEAACBCC’ + fACDfDBEAA ) -0

(6.35)

f
1
2
1
2
1
2
1
2

onde utilizamos a mesma propriedade do caso anterior e a identidade de Bianchi para as
constantes de estrutura. Portanto, estd demonstrado que s?4, = 0. Para a transformagao

do campo q] , temos que

Sqpt = slar, ] + ser = [sq;”, ]+[QE°> o] + s
= [[qlsov ]’ }—i_ {017 }_ _[ql 7{6 C}] {0176}
= g . —%[qﬁ,{c,c}], (6.36)

mais uma vez, ao analisarmos cada componente separadamente,

1
{5261?0}15 _ (fABDfDCE _ 5fBCDfADE) q}S’o’ACBCC —0, (6.37)
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como j4 foi visto em . Para todos os outros campos, as demonstracoes da nilpoténcia
da transformacao s é equivalente a demonstracao para o campo q}%. Desta forma, podemos
garantir que s é uma transformacao nilpotente. Ainda podemos concluir que, uma vez que
todas as transformacoes BRST descritas acima sao combinacoes de translacoes e rotacoes
infinitesimais, os elementos de volume [DA,], [Dg;], ... sdo invariantes perante essa trans-
formacao. As transformacoes definidas em (6.27)) - , nos permitem reescrever Sy de

maneira trivialmente invariante

55y
— 4 ~ 9°H
Sy = Syum — /d xs<cl, S0r ]wlquso> . (6.38)

Para demonstrar a equivaléncia entre ambas as formulagoes, podemos escrever o integrando

da seguinte forma

_ 05 _ X Y%
<017 5—15‘¢I:qfo> = <DMCI,DMQ}9 >+ <01, H|w1 g > ’ (6.39)

ao atuarmos a transformacao BRST no segundo termo do lado direito da equagao acima,

onde a derivada do potencial é dada por (|6.14])

_ 6VH _ 5VH _ 5VH
s CI’ }wl q[ - _8017 "¢I ‘11 + s ‘¢I ‘11
oV %
= <({01,c}+b1 lel s >+<c1, H|w1 e > . (6.40)

A atuagdo da transformacao BRST sobre o potencial pode ser calculada termo a termo

s(e?q®) = (g ] + dusey) (6.41)

s(ef" g ngie) = w60 A+ ) A g+ a7 A ([gR ] + ex))
2/{f”K([qJ ] A qK —qK Ney), (6.42)
s A (g7 Ag) = Allg5, d A (g Ag5) + a5 A a7 d A g + a5 A (g Alg5, )

+2q§° A (qIS0 Ney) — qf(0 A (q;q(o Ney)ory — q}% A (qi0 A CJ)] ,
(6.43)

Podemos reparar que os termos

3Vy > < OV >
C 7 b ) 6.44
<CI 81701 lpr=g70 “ ! 51/11 b1=q}° ( )

presentes na agao Sy ja surgem deste célculo inicial. Sendo assim, para demonstrar a equi-

valéncia entre as formulagoes, devemos mostrar que todos os outros termos provenientes de

(6.40) se anulam. Analisando o termo proporcional a 2

<{E],C}, q}q°> + <61, [q}%,c]> = i(fABC 4 OB B = 0. (6.45)
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Analisando o termo proporcional a k

Hench f75a5 nad) + (e 2f 7 a3 A ag) =
ZfIJK(fABEfCDE+2fCBEfEDA) CIC qJ |C’ |D7 (646)

trabalhando com as constantes de estrutura

fIJK(fABEfCDE + 2fC’BEfEDA) — fIJK(fEABfECD + fEC’BfEDA + fCBEfEDA)

— fIJK(_fEDBfEAC’ + fC’BEfEDA) ’ (647)
onde, realizando as trocas dos indices C' <> D e J <+ K no primeiro termo e utilizando o fato

de que os campos ¢ sao bosoénicos,

Z( fIKJfECBfEAD + fIJKfC’BEfEDA) C?C qJ0|C' |D — 0’ (648)

Analisando o termo proporcional a A

({er.ch a3 A (gt AgP)) + (er (a5 e A(af® A a5®) + a5 A (g, c] A gy®))
+ <51, q§0 A (qISO A [qio’ c])> _ Z-(fABFfCDGfEGF + fEBFfCDGfFGA

_'_fCBFfFDGfE'GA + fDBFfCFGfEGA) CI CBqIO|C o’in'o’E’ (649)

trabalhando com as constantes de estrutura

fC’DG(fABFfEGF + fEBFfFGA) fCDG(fFABfFEG + fFEBfFGA) fCDGfFGBfFAE 7
(fCBFfFDG + fDBFfCFG>fEGA — (fFCBfFDG 4 fFDBfFGC)fEGA — _fFGBfFCDfEGA ’
fCDGfFGBfFAE + fFGBfFCDfEGA — fCDFfGFBfGAE + fFGBfFCDfEGA =0. (650)

Com isso finalizamos a demonstracao de que

s<é 5VH| > <E 8V . > <b oV
- ) . — S = Y N . )

" gy o= 60,0 =g i
Agora, basta demonstrar que

—S <Du517 qu > = < (Ducr), uqf0>+<Du5bS(D#qfo>> = <DuEI7DuCI>+<DuvaDuqfO> :
(6.52)

Primeiramente, podemos perceber que para um campo ¢ que obedece uma algebra bosonica

- > (6.51)

ou fermionica,
s(D,®) = 0,5P+ gs(A, N P®) = D,s® + g(sA,) NP = D,s® +iD,c NP, (6.53)
o que implica que
<—S(D#51), Duq}g°> = <—Dusél —iD,c N e, Duq}g°>
= (D,{er, ¢} —iDyc ANer, Dug®) + (Dyubr, Dugi®y . (6.54)
(D,er,5(Duqi®)) = (Duér,Dula,c] +iDuc Ag®) + (Dyer, Dyer) . (6.55)
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E portanto, para finalizar a demonstragao, basta mostrar que
(D,{e1,c} —iDuc A er, Dugi®y + (Dyer, Dulaf®, ] +iDye A g®) = 0. (6.56)
O primeiro passo é entender
D, (®ANc)=—iD,(PcxcP)=—iD, P Nc—iP A D,c, (6.57)
logo, o lado esquerdo da equacao pode ser reescrita como
(D1 ¢} Dyt + (D, [D,a ) = i( 47 4 JO54) (D) en(Dug?)C = 0. (6.59)

Desta forma, estd mostrado que ambas as formulagoes sao equivalentes.
Para completar a investigacao sobre a invariancia da simetria BRST, somente nos resta
avaliar a invariancia do termo que introduz a condicao de médulo de uma tupla. Podemos

representa-lo como

511 4(a)) detlT(q)] = / (DY[DA[Dd
X exp—/d4iv (<b, [nfo,qf >+<C ”1 ) QI » € >)7

(6.59)
onde nfo = SOT]S[)_l. E entdo proposta a simetria BRST dos campos restantes como
sb=0 , sc=-b, (6.60)

a qual ndo ¢ uma simetria do termo exponenciado de (6.59)) devido a atuagao da transformagao

BRST em q}%. Por outro lado, o termo extra é dado por

8§ (< n[ 7Q[ >+ <C n[ ) QI € >> = (<b> [n}%,cl]> + <E7 [n}go7 [CI’C]D) : (661)

Uma vez realizada a integracao sobre os campos fantasmas ¢; e ¢y, podemos perceber que
0s termos responsaveis por quebrar a simetria BRST no expoente de nao produzem
nenhuma nova contribuicao ao funcional gerador Zx(,sz\(}). Para evidenciar a existéncia desta
simetria, podemos incluir no integrando de o fator exp(— [ d*z ( ”1 ° ¢r])), o qual
pode ser expandido como 1 — [ d'z (¢, [n}° ,C[]>) +.... Ao integrarmos todos os campos fan-
tasmas, fica claro que apenas o primeiro termo da série contribui para o célculo do funcional

gerador. Sendo assim, também podemos escrever
Slfat@) detla)] = [ (DHIDE[D el (et (6:62)
e obter

Zyn =N / . )[DA,J [Dq;)[Dby][Der)[Dey] (DY) DA [De]

_ . Sg S 3Sy
—SYM-Ffd%S(<Cﬁ[u107q10]>+<617 S0 ‘quso>>
—a; .

X e (6.63)
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6.4 Condicdes de regularidade e simetria BRST

No setor definido pelos campos de calibre livres de defeitos V(I), onde qfo = ¢ nenhuma
condicao de regularidade sobre os campos ¢é necessaria. Entretanto, em quaisquer outros seto-
res, ainda é necessério investigar quais os efeitos de requerer a invariancia BRST nas regioes
onde estao definidas as condigoes de regularidade sobre os campos. Discussoes intimamente
relacionadas com a proposta nesta secao sao conhecidas no contexto de efeito Casimir, onde
a verificagao da simetria BRST sobre as condi¢oes de contorno é um dos responséaveis por
modificar os estados assintoticos da teoria livre de fronteiras [41].

Por exemplo, vamos considerar varidveis A, no setor que contenha vortices de centro
fechados. Portanto, podemos escolher Sy de acordo com a definicao dada em , e geradores
de Cartan em conjunto com vetores raiz como os geradores da &lgebra de Lie. Utilizando a

notacao condensada 5 = 2N, as bases locais sao definidas a partir de
SoTLSy =T, , SoEaS;' =cos(f - @)x Ea+sin(f-@)x E_a. (6.64)

De acordo com [30], para termos campos ¥y bem definidos é necessario impor a seguinte

condicao de regularidade sobre o niicleo do vortice de centro,

(By,q)| =0 , B-7#0. (6.65)

Isso significa que certas componentes nao diagonais de q; precisam ser nulas sobre estes pontos

do espaco. Aplicando a transformacao BRST (6.28) em (6.65) e requerindo a invariancia da

condicao de regularidade

(B, g )|, +(Eye)ln=0 , B-7#0. (6.66)

Ao expandir ¢ = p+r, ¢ = pr + rr, onde p, p; contém os elementos da base de Lie T}, e
E, com B ¢ = 0, enquanto r, r; contém £, com 5 ~ # 0, notamos que q}% = pr+ r}%.
Sobre o nicleo do vortice, a regularidade impde que r}%\n. = 0, logo q}% |n. = pr. Utilizando as
propriedades da decomposi¢ao de Cartan, podemos perceber que [pr, p| é formado apenas por
combinagoes de termos associados as direcoes F,, e portanto, este termo nao contribui para
o produto escalar presente em . Como consequéncia, a manutencao da simetria BRST
nas regioes onde estao impostas as condigoes de regularidade requer que as componentes nao
diagonais £, de c e ¢; também sejam nulas sobre a dada regiao.

Em um setor topologicamente nao trivial, as bases locais sao as bases naturais para
decompor os campos deste setor, e como vimos, algumas direcoes destas bases nao sao bem
definidas em todos os pontos do espaco. Sendo assim, condicoes de regularidade devem ser

impostas sobre certas componentes em todos os campos da ac¢ao (6.63)).
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6.5 Independéncia em relacdo aos parametros do potencial

Como foi discutido no capitulo [2, para a fixagao de calibre 9,A4; = 0, um dos quesitos
para que uma teoria, apoés fixado o calibre, seja considerada consistente é que seus resultados
nao dependam de qualquer parametro introduzido durante o processo de fixacao. Durante
o processo de fixacao do calibre discutido neste capitulo, alguns parametros foram intro-
duzidos durante a descricao do potencial Vi, e sao estes os parametros os quais estaremos
interessados em demonstrar a invariancia do funcional gerador. Como vimos anteriormente,
a demonstracao deste resultado depende da construcao de Identidade de Ward para um
funcional gerador definido acima de uma acao extendida S;}mt‘. Esta acao extendida deve
apresentar duas caracteristicas. Primeiramente, S;’;”' deve ser invariante perante as transfor-
macoes BRST extendidas, ou seja, S;}It' deve ser invariante perante as transformagoes BRST

definidas para Sy adicionadas pelas transformagcoes dos parametros do potencial

sp? = M? , sM?* =0, (6.67)
sk =K , sK =0, (6.68)
sA=A , sA=0. (6.69)

A segunda caracteristica que S;It’ deve atender é recair sobre a acao fixada de calibre no
limite em que fizermos M? = K = A = 0. Portanto, a demonstracio da invariancia dos
parametros estd intimamente relacionada a demonstrar a existéncia de Sjim.

Ao aplicarmos a transformagao BRST extendida sobre a a¢do dada em (6.63), podemos
perceber que o unico termo onde h& parametros do potencial é aquele associado a acao Sy.

Sendo assim, a acao fixada nao é invariante via as transformacoes BRST extendidas devido

Vi
b, ——
- CJ> " < " S

r )+ o G g A+ T A gAY, (6T

ao termo extra

R T

, 6.70
¢1=Q}q0 > ( )

onde 2
Vig = —

=9
ou seja, Vi possui a mesma estrutura funcional do potencial Vi, porém é definido através
da transformacoes BRST dos parametros de Vg. O proximo passo é determinar que termo

S deve ser adicionado na acéo S + de maneira que
S5 =8+ S, (6.72)

possua uma simetria BRST extendida. Vale a pena notar que ao escrevermos Sjeé”t' desta

forma, a segunda caracteristica necessiria para demonstrar a invariancia dos parametros é
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naturalmente atendida se S = 0 quando M2 = K = A = 0. Da imposicio da invariancia

perante as transformacoes BRST extendidas podemos concluir que sS = —sS5 e, conhecendo

a igualdade (6.51)), obtemos

V)
S;xt. = Sf + /d4l’ <é[, (,).—wlj w12q50> . (673)

Sendo assim, ao escrevermos a Identidade de Ward extendida e seguirmos os passos apresen-

tados no capitulo |2 podemos demonstrar que

0L _ 0L _ 0L _ (6.74)
o ’ ok ’ ox '

Devido a inexisténcia de uma simetria BRST que atenda a todas as condi¢oes de contorno,
o resultado acima s6 é garantido para um dado setor VS,. Felizmente, a forma funcional das
transformacoes BRST entre os campos ¢ a mesma, logo, o resultado acima pode ser aplicado
separadamente em cada setor. Desta forma, nos é garantido que o funcional gerador completo

da teoria de Yang-Mills fixada de calibre é independente dos parametros do potencial V.

6.6 Introducdo das condic¢Bes de regularidade no funcional gerador de

um setor topologicamente n3o trivial

A imposicao de condigoes sobre os campos de uma teoria sobre uma dada regiao, ou re-
gides, do espago é geralmente estudada no contexto do efeito Casimir [42]. Neste conhecido
efeito, a introducao de fronteiras reais, tais como placas condutoras em uma teoria eletromag-
nética, modifica o espectro de energia da teoria. Em nosso sistema, nao existem fronteiras
fisicas, mas sim condicoes de regularidade sobre os campos que pertencem aos setores to-
pologicamente nao triviais da teoria. Nesta se¢ao nao iremos resolver o problema para um
funcional gerador Z59,, mas motivar como as condi¢oes de regularidade devem ser introduzi-
das no funcional gerador. Este método foi desenvolvido em [43] no contexto do efeito Casimir
e utiliza as deltas funcionais como estruturas matematicas responsaveis para introduzir estas
condicoes.

Analisando o caso mais simples de um campo escalar de massa m que deve atender a

condicao de Dirichlet em uma regiao 3, ou seja,

20) = [0a) TLs(6(w) exp(-5). (6.75)

zeP
s - / dz %qb(x)(—az +m2)é(@) + J(2)6(x) | (6.76)



65

o primeiro passo é reescrever a delta funcional a partir de sua representacao de Fourier,
[Tot0te) = [1Dtless (i [ dzb200070) (6.77)
zeP B

onde a regido P é parametrizada pela funcao f(z), ou seja x = f(z) se x € B. Devido ao

fato de que a acao do campo escalar é quadratica, o funcional gerador desta teoria pode ser

reescrito como

2(7) = / D)D) exp(—5) (6.78)

S 1 2 2 1 z 2’ z A z
S = 5/(11:(;5(3:)(—8 +m*)o(x) + Q/Bd /md b(z)K(z,2)b(2)
-5 [ e [y 1@DP i), (6.79)

onde
K(z2)= [do [dyste = 1D s - () = D@ SW), (650)
sendo D(z,y) a funcao de dois pontos da teoria livre, ou seja,
(=0% +m*)D(z,y) = 0(x —y), (6.81)

e o propagador de uma teoria com condi¢oes de fronteira é dado por
D¥wg) = D(ay) — [ do [ de Do f@)K 20D )). (652)
B B

A obtencao da inversa de K sobre 8 nao é uma tarefa trivial. Por esta razao, os propagadores
de uma teoria com condic¢oes de contorno s sao conhecidos para casos onde a geometria da
fronteira é simples, como por exemplo, placas paralelas ou esferas. Realizando as integrais

Gaussianas em ([6.78)), o funcional gerador pode ser representado como
Z(J) « [det —0? +m*)] V2 [det(K (2, 2)] 7% x
exp - —/dx /dyJ YD¥(x,y)J (y )) (6.83)

onde o primeiro fator é exatamente o mesmo que deve obtido a partir do calculo para a teoria
ausente de fronteiras. O segundo fator é mais interessante e esta intimamente relacionado
com a energia de Casimir deste sistema. Uma vez que ele surge a partir da integracao sobre
os campos auxiliares b(z), este determinante deve depender de caracteristicas geométricas da
regiao ‘B, como seu volume, area, comprimento, curvatura, etc.

Portanto, a analise de um setor Z}‘%}M especifico pode nos ser 1til na determinacao de quais
parametros fenomenoloégicos sao relevantes na descricao do defeito definido por este setor. Em
particular, estaremos interessados em impor condigoes de regularidade em curvas fechadas
e descobrir a relagao do funcional gerador com o comprimento e curvatura das mesmas, de

acordo com o modelo do capitulo
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6.7 Equacdo de copias

Como vimos, para realizar a fixacao do calibre através deste procedimento, é necessaria a
introducao de deltas de Dirac funcionais em dois momentos distintos. A primeira acontece ao
relacionarmos o campo de calibre .4, a um conjunto de campos v; através da minimizacao
da acao Sy, enquanto a segunda ocorre ao restringirmos o dominio de integracao a campos
Yy que satisfazem a condi¢ao de médulo em relacao a uma direcao privilegiada da variedade
de vacuo.

Para a primeira delta de Dirac introduzida, a existéncia de copias de Gribov significa que
uma tupla ({1, ..., (y2_1) € solucao da equagao de campo para dois ou mais campos de calibre

conectados por transformagoes regulares. Ou seja,

551 (A,) 05k (AY)
R Sy L7 — P = 6.84
r 1o =0T e |, (6.84)

o que, devido a covariancia da equacao de campos, requer que
G=UgU L, VI=1,2 .. ,N>?—1. (6.85)

Esta condicao é muito forte e dificilmente existe uma solucao da equacao de campos que a
atenda, pois requer que N? — 1 parametros do espago de cor atendam (N? — 1)? condigoes.
No contexto da segunda delta de Dirac introduzida, a existéncia, ou nao, de copias de
Gribov esté relacionada com a possibilidade de mais de uma tupla (g, ..., gn2_1), conectadas
por transformacgoes na adjunta, atenderem a definicdo de modulo fa(q¢) = 0. Em outras

palavras,
(.m0 g =0 = (0, [0, UgPU~)) = 0. (6.86)

o que resulta em N? — 1 condicoes que devem ser atendidas por N2 — 1 parametros. Ou seja,
a condigao para existéncia de copias neste contexto ¢ menos rigorosa do que a condicao do
caso anterior. Nao apenas isso, mas qualquer copia proveniente do processo anterior, também
satisfaz a equacao de copias da condicao de fixacao de calibre. Sendo assim, a andlise da
equacao de copias é suficiente para discussao deste problema. A equacao de copias

infinitesimais é dada por
axqrifexifear=0,YA=1,2 ., N>—1, (6.87)

onde qISO = q[Jn‘?O. Utilizando o fato de que a matriz ¢q;; é simétrica pela troca dos indices

I + J, podemos reescrever a equagao de copias para o grupo de simetria SU(2), como

Q22 + q33 —q12 —q13 Qg
—q12 q11 + 433 —q23 Qo =0,
—{13 —q23 q11 + g22 Qs
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ou, em notacao matricial Qa = 0. Deste modo, se a matriz () for invertivel em todos os pontos
do espaco, a solucao para « é tinica e trivial, ou seja o = 0. Portanto, se o determinante de
@ é diferente de zero, podemos concluir que a configuracao do campo de calibre associada
a tupla (q1,¢2,q3) nao apresenta copias de Gribov. Em particular, estaremos interessados
em verificar a existéncia de copias para duas configuracoes: as configuragoes perturbativas e

aquelas que possuem vortices de centro estaticos e infinitos.

6.7.1 Vacuo perturbativo

Como vimos na secao 4.2 a variedade de vacuo classico na fase de SSB é dada por
M ={; =vn;, ny=ST;S™, S € SUN)}. (6.88)

Neste caso, a matriz @) é simplesmente @, = diag(2v,2v,2v), a qual claramente é invertivel.
Como estamos interessados na existéncia de copias em nivel perturbativo, flutuagoes em
torno deste vacuo sao permitidas. Desta forma, para configuragoes perturbativas em torno

do vacuo, a matriz () é dada por

2047 -1 -1
Qpert. = -n  2v+4+n -n
—n —n 2047

onde |n| << |v|. A priori ndo ha qualquer justificativa para que todas as perturbagoes sejam
idénticas, e utilizamos este exemplo apenas por simplicidade. O célculo do determinante nos

retorna
det Qpert. = 8v3 + Av*n + Bun* + Cn 40, (6.89)

onde A, B, C sao constantes reais. Com este resultado, podemos garantir que a classe de
configuragoes de campo perturbativas nao possua copias de Gribov apo6s a implementacao do

procedimento de fixagao de calibre

6.7.2 Vortices de centro estaticos e infinitos

Como vimos no capitulo[d] as solugoes do tipo vortice de centro grosso precisam satisfazer
certas condicoes onde as bases de cor estdo mal definidas. No caso de SU(2), isso significa
que ap|n. = G3aln. = qusln. = 0. Sobre a curva que define o vortice de centro fino, a matriz @
¢ dada por

@s3ln. 0 0
Qvcln. = 0 gssfn. O
0 0 O
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onde podemos perceber que )y ¢ nao é invertivel. Este resultado esta relacionado com a
impossibilidade, sobre estes pontos, de definir univocamente uma tupla (¢, 19, 13) que deve
estar alinhada com uma tupla convenientemente escolhida da variedade de vacuo. Apesar do
resultado apontar a possibilidade de existéncias de copias de Gribov, s6 podemos garantir
que a transformacao U seja uma transformacgao de calibre se verificarmos que Qy¢ nao é
invertivel em uma variedade P em torno dos pontos definidos pelo ntcleo do voértice. Sobre

os pontos desta variedade esperamos que

Qab|79 = q3a‘77 = Q(z3|77 = f(E) ; e=0— f(E) - 07 (690)
qs3lp = qs3ln. + g(€) ) e=0-—g(e) =0, (6.91)

onde € ¢ uma medida de distancia de um ponto da variedade P em relacao ao nticleo do vértice
de centro. As fungoes f(€) e g(e) devem ser diferencidveis sobre os pontos da variedade P.

Sendo assim, sobre esta variedade

qsslp + f(e) —f(e) —f(e)
Qvelp = —f(e) @slp + fle) —f(e)
—f(e) —f(e) 2f(e)

onde podemos garantir que Qy¢|p € invertivel desde que f(€) # 0 e gss3|p ~ v para e pequeno,
porém nao nulo. De acordo com este resultado, a deve ser nulo em um conjunto de pontos
ao redor do niucleo do vortice de centro. Uma vez que as transformacoes de calibre devem
ser continuas, a Unica possibilidade permitida para « sobre o nicleo do vortice é a = 0.
Portanto, podemos garantir que a necessidade em impor condicoes de regularidade sobre
os campos nao introduz copias de Gribov no sistema. Por uma questao de rigorosidade, a
equacao de copias também deveria ser avaliada em distancias intermediarias em relacao ao
nucleo do vortice de centro. Nao é esperado que a equagao de copias seja satisfeita nesta
regiao, uma vez que nao devemos encontrar problemas em definir o conjunto de tuplas sobre

o qual a condicao de modulo se aplica.
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7 Conclusao

A partir da revisao dos resultados obtidos numericamente, motivamos que os vortices de
centro sao configuracoes essenciais para que possamos compreender 0 mecanismo que gera a
lei da area para o loop de Wilson. A dominancia de centro nos mostrou que a informacao
necessaria para o surgimento da corda confinante entre o par gq’ se encontra no centro do
grupo de simetria. Na rede, nao ficamos limitados a possuir cargas do par ¢¢’ na representagao
fundamental de SU(N), de fato, as cargas podem ser introduzidas em qualquer representacao
desejada. O efeito conhecido como N-ality explicita que, no regime infravermelho da teoria,
o comportamento para a tensao da corda confinante é totalmente dominado pelo centro
da representacao escolhida para as cargas do quark e do antiquark. Em particular, cargas
introduzidas em qualquer representagao com centro trivial sao completamente blindadas por
gltions virtuais, o que resulta na quebra da corda em dois estados ligados entre quark e glion,
a0 invés de dois pares g¢’. A técnica de remocao dos vortices de centro é certamente uma das
evidéncias mais poderosas em relacao a importancia destas estruturas para o entendimento
do confinamento. Como foi apresentado, a eliminacao dos vortices das configuracoes da rede
resultou na perda da tensao da corda, e consequentemente, a perda da fase confinante da

teoria.

Em um segundo momento, as idéias apresentadas na rede foram traduzidas para o espaco-
tempo continuo através da introdugao do conceito de transformagoes singulares. Estas trans-
formagoes de SU(N) sao as responsaveis por modificar o loop de Wilson por um elemento
de centro, e ao transformar um campo de calibre, introduzem um vortice de centro fino so-
bre a configuracao existente. A possibilidade de definir um vortice livre da instabilidade de
Savvidy-Nielsen-Olensen, e a transicao continua do vortice de centro fino em um objeto mas-
sivo e regular, foram apresentadas com o objetivo de solidificar uma nova forma de descrever
os vortices de centro grossos, conhecida como deformacao diagonal do vortice de centro fino.
Este procedimento se baseia na ideia de que configuragoes do campo de calibre que descre-
vem defeitos topologicos devem ser expandidas na algebra de cor através de bases locais.
Desta forma, a informacao sobre uma configuracao que descreve um defeito magnético esta-
ria introduzida de maneira natural no campo de calibre. Este conceito estava presente na
definicao dos vortices de centro finos, porém era perdida quando se discutia as configuracoes

nao singulares.

A quantizacao das teorias de calibre e a relevancia de configuragoes topolégicas foram
analisadas em dois processos distintos. O primeiro envolveu a caracterizacao de um ensemble

de objetos unidimensionais capazes de interagir entre si e com qualquer campo nao-Abeliano
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externo em um espago 4D, e o segundo foi a introducao de uma nova técnica de fixagao de
calibre nas teorias de Yang-Mills capaz de identificar e especificar a contribuicao de setores
topologicamente inequivalentes para a funcao de particao da teoria. Em um primeiro mo-
mento, a utilizacao de procedimentos estocasticos nos permitiu definir um peso estatistico
para cada configuracao. Ao realizarmos a soma sobre todas as configuracoes com o dado peso,
na verdade estamos realizando a integracao funcional sobre configuragoes que fazem parte
deste ensemble. Por esta razao, este primeiro procedimento estd intimamente relacionado
com o céalculo do funcional gerador de um setor V(Sp) obtido através do segundo método de
estudo. O processo de somas sobre ensemble de configuragoes topolégicas é comum na rede,
porém nunca havia sido considerada a possibilidade de realizacao no espago-tempo continuo
de primeiros principios, ou seja, diretamente do funcional gerador da teoria de Yang-Mills.
Com o procedimento de fixacao de calibre apresentado no capitulo 6] nao s6 podemos anali-
sar a soma de um tipo de configuracao topologica, mas de todas as configuracoes topologicas
desejadas. Este procedimento nos permitira, pela primeira vez, comparar alguns resultados
bem estabelecidos, obtidos através de simulacoes numéricas, com aqueles gerados diretamente

no espaco continuo.

No trabalho "Coloured loops in 4D and their effective field representation”, discutido
no capitulo [5] fizemos uma andlise controlada sobre como lidar com um ensemble de loops
interagentes que carregam carga de cor, e obtivemos a teoria efetiva que descreve este sis-
tema. Como podemos perceber, a teoria efetiva que surge deste problema esté intimamente
relacionada com a agao de Yang-Mills-Higgs com campos adjuntos, apresentada na secao
assim como a teoria generalizada, prosposta em [32], para descri¢do do modelo do su-
percondutor dual para o vicuo da teoria de Yang-Mills através da soma sobre um ensemble
de vortices de centro correlacionados com monopoélos externos. Por esta razao, a integracao
sobre monopolos nao Abelianos que possuem dinamica, pode apresentar um cenério alterna-
tivo ou complementar ao cendrio do confinamento gerado através da proliferacao de vortices
de centro. Na rede, sistemas envolvendo correntes de vortices de centro e monopdlos foram
estudados [44] e foi mostrado que estes objetos estdo fortemente correlacionados, ou seja,
os monopodlos se localizam na borda dos vortices de centro. No espaco-tempo continuo, o
modelo discutido em apresenta solucoes onde a correlacao entre monopolos nao abelianos
e vortices de centro estd naturalmente introduzida, conhecida como juncoes. Uma vez que
juncoes sao solugoes de energia minima para a agao de Yang-Mills-Higgs, o procedimento de
fixacao de calibre discutido no artigo "Detecting topological sectors in continuum Yang-Mills
theory and the fate of BRST symmetry" também serd capaz de separar a integral funcional
em um conjunto de setores onde estas configuracoes estarao representadas. Fenomenologica-
mente, as juncoes descrevem uma estrutura onde monopo6los nao Abelianos sao responsaveis

por conectar cordas de centro que possuem cargas de cor diferentes e criar um objeto de cor
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branca conhecido como méson hibrido. Portanto, no ambito da teoria de Yang-Mills pura,
este procedimento de fixacao de calibre seré capaz de dar resposta ao questionamento deixado
em aberto sobre qual o papel desempenhado por estas configuracoes para o surgimento da
fase confinante.

Diferentemente dos chamados calibres covariantes, onde a condicao de fixagao é imposta
sobre o campo de calibre, o procedimento estudado nesta tese impoe a condicao sobre um
conjunto de N? — 1 campos escalares ¢; relacionados ao campo de calibre 2, através da
minimizacao da agao de Yang-Mills-Higgs. Ao rearranjarmos os campos escalares em tuplas
(1, ...,N2_1), a fase desta acdo onde ocorre a SSB SU(N) — Z(N) nos permite correla-
cionar 2, com um mapa S € SU(N) através de uma espécie de decomposicao polar para
elementos da algebra de Lie. O ponto principal para identificagao dos diversos setores topo-
logicos se encontra neste passo. A integral funcional deve somar sobre todas as configuracoes
possiveis para o campo de calibre, e portanto, configuragoes do tipo voértice de centro, mo-
nopolos ou arranjos formados por ambos objetos, nao podem ser ignorados. Estes defeitos
topologicos estao associados a mapas S contendo singularidades que nao podem ser elimi-
nadas da teoria via transformacoes regulares, ou seja, via transformacoes de calibre. Sendo
assim, a fixacao de calibre deve requerir que qualquer mapa S seja transformado em um
dado mapa referéncia Sy definido de acordo com o tipo de configuracao descrita pelo campo
de calibre. Durante este processo, a integral funcional é particionada em infinitos setores
topologicamente inequivalentes V(Sy), onde a fixacdo de calibre pode ser implementada ao
requerir que a fase regular U associada a S = UJS seja a identidade. Com o objetivo de
assegurar que nenhuma Fisica da teoria auxiliar de Yang-Mills-Higgs modifique a Fisica da
teoria de Yang-Mills, este processo introduz versoes dos campos fantasmas que possuem um
grau de liberdade de sabor, os quais devem ser responsaveis por cancelar os modos prove-
nientes dos campos escalares adjuntos ¢;. Como de costume, o procedimento de fixacao
de calibre também introduz os fantasmas de Faddeev-Popov ¢, ¢, os quais devem cancelar
qualquer contribuicao proveniente dos modos nao propagantes do campo de calibre. Também
demonstramos que apoés a fixacao de calibre, que apesar de cada setor possuir uma simetria
nilpotente propria, a sua estrutura funcional das transformacoes é preservada em todos os
setores. Por um lado, o fato de nao conhecermos uma simetria BRST global nos impede de

discutirmos os estados fisicos da teoria, |phys), através da defini¢do de uma carga conservada

QBrst, tal que
QBRST\phy5> =0 ’phyb“) # QBRST|n - phy5> ) (7-1)

sendo |n — phys) um estado da teoria onde Qprsr|n — phys) # 0. Por outro lado, o conheci-
mento de uma simetria BRST definida sobre cada setor é importante em outro aspecto, como

a demonstracao da consisténcia em nivel quantico da teoria. Através da aplicacao das Iden-



72

tidades de Ward obtidas para cada setor, fomos capazes de demonstrar que os parametros
provenientes do potencial da acao de Yang-Mills-Higgs nao interferem nos resultados fisicos
que podem ser obtidos da teoria. Outro ponto que pode ser analisado é a renormazabilidade
de cada setor Zgﬁ} através do método da Renormalizagdo Algébrica [45]. Basicamente, a
obtencao das Identidades de Ward nos permite trabalhar cada setor como uma teoria inde-
pendente e com as suas proprias condicoes de regularidade. De maneia independente, também
foi realizada uma andlise preliminar sobre a existéncia de copias de Gribov. Mostramos que
a equacao de copias pode ser obtida para qualquer grupo SU(N) e, em particular para o
grupo SU(2) possui um tratamento muito agradavel. Neste Ambito motivamos que, assim
como os calibres Laplacianos adjuntos, este calibre deve ser livre da existéncia de copias de
Gribov.

Como pontos a serem analisados futuramente, esta tese de doutorado nos deixa alguns
pontos em aberto. Primeiramente, a possibilidade de reescrever a acao fixada de calibre de
forma que os fantasmas de Faddeev-Popov ¢, ¢ apresentem propagadores suaves. Como pode
ser visto, este propagador nao apresenta termos de derivada, e uma descricao desta forma
pode dificultar o entendimento quanto a eliminacao dos graus de liberdade nao fisicos do
campo de calibre. Outro ponto de interesse no futuro é a anélise dos setores de topologia
nao trivial. Nesta tese motivamos o procedimento a ser adotado nestes setores através de
um resultado ja conhecido para implementacao, no funcional gerador, de condigoes sobre os
campos em determinadas regioes do espaco. Realizado o estudo de cada setor, o funcional
gerador da teoria de Yang-Mills completo podera ser entendido como a soma sobre um en-
semble de setores topologicamente inequivalentes, de maneira semelhante ao resultado obtido
em [10].
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APENDICE A — Introduc3o a Teoria de Grupos

Um grupo é definido como todo conjunto G formado pelos elementos (a, b, ¢, d,...) que

apresenta, perante uma regra de multiplicacao %, as seguinteS propriedades:
1. Fechamento: Seae Gebe G, entao c=ax*xb e G.
2. Associativa: a x (b*c) = (a*b) * c.

3. Existéncia da identidade: Existe um elemento I € G tal que ax I = [ x a = a para
todo a € G.

4. Inversa: Para todo elemento a € G existe o elemento a~! tal que axa ! =a ' xa = I.
A partir destes axiomas também ¢é possivel definir o conceito de subgrupo. Um subgrupo
H de um grupo G é um subconjunto deste grupo que também atende aos quatro axiomas
enunciados acima. Como podemos perceber, a comutagao entre os elementos do grupo (axb =
bxa) ndo faz parte dos axiomas acima. Portanto, podemos classificar os grupos quanto a regra
de comutacao entre seus elementos. Os grupos onde todos os elementos comutam entre si
sao classificados como Abelianos, e, os grupos que a propriedade comutativa nao é atendida,
sao chamados nao-Abelianos. Aos grupos nao Abelianos ainda é permitida a existéncia de
subconjuntos onde os elementos podem comutar entre si, e até mesmo, com todos os elementos
do grupo. O subgrupo de um grupo nao Abeliano, onde todos seus elementos comutam com
todos os elementos do grupo G, é conhecido como centro do grupo, Z(G).

Para aplicacao na Fisica, uma classe de grupos é particularmente interessante. Estes
grupos sao conhecidos como grupos de Lie, que sao grupos continuos sobre os quais os métodos
analiticos usuais podem ser aplicados, apesar da definicao abstrata que envolve o conceito de
grupo. Um exemplo de grupo de Lie que nos acompanha desde o estudo da Fisica Basica é

o grupo U(1), nos quais os elementos U(a) € U(1) podem ser representados como
U(a) = exp(ia(x)), (A.1)

ou seja, descrevem transformacoes através da multiplicacao por uma fase, ou transformacoes
de calibre no eletromagnetismo. De maneira geral, um elemento U(&) de um grupo de Lie

pode ser representado como uma matriz a partir do mapa exponencial

U(a) = exp(i@ - T) = I +ia;Tj + ..., (A.2)
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onde T é um conjunto de operadores hermitianos linearmente independentes, os quais sao

conhecidos como geradores do grupo. Em termos destes geradores se define a algebra de Lie

onde fY* & conhecido como constante de estrutura. Assim como os grupos, as algebras de

Lie podem ser classificadas de acordo com as suas propriedades. Uma algebra de Lie g é dita:
e compacta, se o grupo G é uma variedade compacta;

e semi-simples, se nenhum dos seus geradores comuta com todos os outros, ou seja, o

grupo G nao possui um subgrupo U(1) invariante;

e simples ou simplesmente conexo, se é o grupo G é semi-simples e seus geradores nao

podem ser divididos em duas algebras mutuamente comutantes.

Sobre algebras de Lie semi-simples, é possivel definir univocamente uma condi¢ao de norma-

lizacao entre seus geradores

onde A\ é uma constante. A partir da definigao da dlgebra do grupo (A.3) e da normaliza¢ao
entre geradores (A.4), temos que

o = —5tr{[TL T} (A5

A partir de podemos garantir que as constantes de estrutra sao antisimétricas em relacao
aos inidices inferiores. A propriedade (A.5) nos assegura que as constantes de estruturas de
algebras de Lie semi-simples sao totalmente antissimétricas em relacao a permutacoes nao
ciclicas dos inidices. Outra propriedade conhecida das constantes de estrutura é que elas
também satisfazem uma Identidade de Jacobi propria. A partir da Identidade de Jacobi

usual,
[T, [Tk, Tal] + [T, [T5, Thl] + [T, [T, T]] = 0, (A.6)

e da defini¢ao da élgebra de um grupo (A.3)), segue que
P+ Fogfi + Fin 5 =0, (A7)

Percebeu-se entdo, que um conjunto de matrizes Tj, com elementos T}|}* = —if 7}, satistazem
a relagao de comutagao (A.3). Tsso significa que é possivel representar a dlgebra de um grupo
a partir das suas constantes de estrutura. Esta representacao ¢ conhecida como representa-

cao adjunta. A representacao adjunta apresenta uma série de caracteristicas interessantes.
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Particularmente estaremos interessados no produto fechado A entre de dois elementos & e 0

na representacao adjunta da algebra de SU(N),
ENO=—ilE, 0], (A.8)
e na métrica de Killing, um bilinear invariante definido como

(€,0) =tr(Ad(€) Ad(9)) (&) =(&¢) (A.9)

onde Ad(£) é um mapa de { na representagao adjunta deste elemento da algebra. Uma vez
que este bilinear é definido em termos do traco, a simetria perante a inversao dos indices do
grupo é garantida. A partir da normalizacao para geradores na representacao adjunta
tr(Ad(T;)Ad(T})) = 6;j, podemos definir

(Ti,Tj) = 0i5 5 furafjm = 6ij - (A.10)

A.1 Decomposicdo de Cartan

ma & I i m implesmen nex r m m term

Uma algebra de Lie compacta e simplesmente conexa pode ser decomposta em termos
de geradores diagonais H,, ¢ = 1,...,r, responsaveis por gerar o subgrupo de Cartan H, e
geradores nao diagonais E, definidos pelas raizes @ = (ay, ..., a,), satisfazendo as seguintes

condicoes de comutacao

[Hy H) =0 . [Hy Ed=ayE, . |[EsE_o=a,T,,

[Ea, By) = NwEawy se a+b#0, (A.11)
onde Ny, =0 se ad+ b ndo ¢ uma raiz. Em termos desta decomposicao, os geradores hermi-
tianos podem ser escritos como

1 —1
To=—F7Fs+ E_, ’ Ta=—=
el ) V2

Os pesos de uma dada representacao da algebra de Lie & = (w1, ..., w,) sdo definidos como os

(Ea - E—a) . (A12)

autovalores dos geradores diagonais em relacao a um dado autovetor o, ou seja,
H,v; = wy v (A.13)

A estrutura da algebra de Lie para esta decomposi¢ao serd estudada com mais detalhes para
os grupos SU(2) e SU(3).
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A2 SU(N)

Uma das classes de grupos mais importantes para a Fisica de Particulas e Campos sao
os chamados grupos unitarios especiais, ou SU(N). O grupo SU(N) é aquele formado por
matrizes unitarias de N x N com determinante 1, ou seja, UTU = UUT = 1 e det(U) = 1.
Diversas propriedades sao conhecidas sobre estas classes de grupo. As mais importantes para

esta tese sao:
e Os geradores de SU(N) sao um conjunto formado por N? — 1 matrizes com trago nulo;

e A algebra de SU(N) tem dimensao N? — 1, onde N — 1 geradores sao diagonais e
N(N — 1) sdo nao-diagonais;

-2

e O centro de SU(N) é o grupo Z(N)={2z€ Z(N)/z=¢€¢"~ I,n=1,2,..,N}, onde I

¢ a matriz identidade N x N.

Para algebras de SU(N), os pesos da representacdo fundamental podem ser definidos de

forma a atender as seguintes condicoes

. - N-1 I, 1
Wy - Wg = W € Wy - Wp = —W (A14)
se p # q. As raizes positivas se relacionam com os pesos da seguinte forma
Agp = Wg — Wy, (A.15)

onde definimos que &, > &, e as raizes satisfazem a condicao veca - @ = 1/N.

A21 SU(2)

O grupo SU(2) é conhecido por representar a simetria de calibre da interacao nuclear fraca
do Modelo Padrao da Fisica de Particulas. Na sua representacao fundamental, os geradores

atendem as regras de comutacao

[Tm Tb] = Z‘EabcT’ca (A16)

gi

onde €. ¢ 0 simbolo de Levi-Civita e os geradores sao definidos como T; = %, onde o; sao

as matrizes de Pauli usuais, ou seja,

0 1 0 —i 1 0
g1 = 09 = O3 — .
! 10 2 i 0 ’ 0 —1

Em termos da decomposicao de Cartan, primeiramente podemos perceber que r = 1. Defi-

nindo H; = 20735, os pesos da representacao representagao fundamental de SU(2) sdo &) = #ﬁ
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e Wy = —ﬁﬁ. Como r = 1, a raiz positiva de SU(2) é um vetor de uma tnica componente,

ou seja, um numero real positivo. Os geradores nao diagonais sao

1
E, = 0 by = 00 .
0 0 10

Podemos notar que estes geradores nada mais sao do que os geradores escada para particulas
de momento angular total J = 1/2 definidos em cursos de Mecanica Quantica. Isso acontece
porque a representacao fundamental do grupo SU(2) também pode ser conhecida por ser o

grupo de simetria de particulas de spin 1/2. Para definir a raiz de SU(2)
1 0 01\ (01
0 —1 00/ \oo
0 1 1 0 (0 =1
0 0 0o -1/ \o o )’

o que implica [Hy, By] = \%El, ou seja, djp = 1/v/2 = &) — &s.

A22 SU(3)

Este é o grupo de simetria da Cromodinamica Quéantica. Ao longo desta tese, este é o
grupo no qual estaremos nos baseando ao analisar as simetrias da Teoria de Yang-Mills. Em

termos das conhecidas matrizes de Gell-Mann A,

010 0 — 0 1 0 0 001
A = 1 00 Ay = : 0 0 A3 = -1 0 Ay = 0 0 0
0 00 0 0 0 0 100
0 —1 000 0 0 O . 10 0
=100 0 =100 1 =100 —i Ag = ﬁ 01 0 ,
t 0 0 010 0 ¢« O 0 0 =2

os geradores da representacio fundamental de SU(3) sdo definidos como T, = 3. As cons-

tantes de estruturas nao nulas sao

f123 = 17
f147 = f165 = f246 = f257 = f345 = f376 - 1/27
f458 - f678 = \/5/27
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e permutacgoes das mesmas.
Em termos da decomposicao de Cartan, podemos perceber que » = 2, implicando que as
raizes desta algebra sao vetores com duas componentes. Os geradores diagonais sao dados

por Hy = 2’\733 e Hy = 2’:—8/3 Os pesos da representacao fundamental sao dados por
winy = (1/2V3,1/6) ,  wiy=(=1/2v3,1/6) , wiy=(0.-1/3)  (AL7)
e as raizes positivas dadas por

iy = (1/2V3,1/2) s =(=1/2v3,1/2) , dn=(1/V3,0). (A.18)
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