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Resumo

Nesta tese, desenvolvo uma abordagem geral para o processo de Geragao de
Segundo Harmonico, envolvendo modos do campo que apresentam Momento An-
gular Orbital, incluindo modos inseparaveis que violam uma desigualdade clas-
sica tipo Bell, como s@o os vortices vetoriais.

Virios ingredientes inerentes ao processo sdo analisados com profundidade,
como o papel das constantes de recobrimento e a decomposi¢cdo modal dos cam-
pos envolvidos no processo, gerando resultados que, as vezes, fogem da intui¢dao
comum. Resultados analiticos e numéricos sdo apresentados, assim como genera-
liza¢des multimodos desses processos.

Alguns dos resultados obtidos estdo sendo observados no laboratério de dptica
quantica do IF-UFF e outras propostas experimentais poderao vir a ser implemen-

tadas num futuro préximo.
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Abstract

In this thesis, we develop a general approach for the process of Second Harmo-
nic Generation involving modes of the Electromagnetic field that present Angular
Orbital Momentum, including inseparable modes that violate a classical Bell type
inequality, as are vector vortices.

Several ingredients inherent in the process are analyzed in depth, as the role
of overlap integrals, and the modal decomposition of the field involved in the pro-
cess, generating results that sometimes are beyond common intuition. Analytical
and numerical results are presented, as well as the generalizations of the multi-
mode processes.

Some of the results are being observed in the quantum optics laboratory in
the UFF institute of physics, and others experimental proposals are likely to be

implemented in the near future.
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Capitulo 1

Introducao

A 6tica é uma linha de pesquisa que busca entender o espectro eletromagnético
na regido do visivel aos olhos humanos, ou seja, estuda a luz que enxergamos. S6
por esse fato ja é possivel motivar esse campo, pois efeitos 6ticos nos encantam
desde que nosso cérebro registra nossa primeira imagem Visua]ﬂ

Mas nio para por ai... A histdria mostra a observagdo de vdrios efeitos Gticos
que atrairam, e continuam atraindo, a aten¢do de todas as civilizacdes, desde os
mais simples, como a iluminacdo de um corpo escuro, a reflexdo da luz por uma
superficie refletora ou a refracdo da luz, até os mais sofisticados, como a hologra-
fia, o laser, os vértices Gticos, a geracdo de segundo harmdnico, entre outros.

Sendo assim, contribuir com as pesquisas e avancos tecnolégicos dessa area,
que, aos olhos do autor, € belissima, é a motivacao mais fundamental.

Agora, partindo para algo mais especifico, mais condizente com nosso tra-
balho no estdgio que se encontra - que ¢ um cendrio de avanco bem acelerado
(comparado com épocas passadas) em pesquisa cientifica e surgimento de novas

tecnologias - esta tese pretende melhor caracterizar fendmenos 6ticos de baixa

'A generalidade desta frase s6 cabe para quem enxerga ou, pelo menos, jd enxergou em algum
momento.



intensidade, em regimes cldssicos e quanticos, e em escalas compativeis com ex-
perimentos feitos em mesas oticas.

Portanto, o objeto central de estudo serd a luz, sendo as caracteristicas e pro-
priedades de sua propagacao nosso foco, dentro das mais variadas possibilidades.
Dentro desse aspecto, interacdo com interferdmetros e meios nao-lineares serao
estudados.

Esse trabalho traz resultados sobre inseparabilidade cldssica e quantica de vor-
tices 6ticos de polarizacao, que ja foram publicados e podem ser vistos em [1]], e
resultados de interacdo da luz com um meio nao-linear, envolvendo, especifica-
mente, soma de Momento Angular Orbital na Geragdo de Segundo Harmonico.
Mas antes de chegar nestes, que sd@o os pontos mais aguardados desta tese, vamos
contar um pouco das referéncias que nos levam até nosso desejado fim.

Muita coisa ja foi feita, muita coisa mesmo, pois a fisica vem sendo aprimo-
rada desde a época da Grécia antiga, ou até antes. Entdo, pela impossibilidade
de contar toda essa trajetéria em detalhes e de forma bem precisa, escolhemos
como ponto de partida um assunto bem conveniente para esse trabalho, que € o
surgimento do laser]

O laser, uma fonte de luz coerente descoberta em 1958 por Schalow e Townes
[2] e se consolidando com ajuda dos trabalhos [3, 4, 5], foi uma das mais incri-
veis descobertas do século XX, servindo ndo apenas a 6tica, mas a muitas outras
linhas de pesquisa. Esse aparato possibilitou a realizacdo de outros grandes ex-
perimentos, como: testes da Mecanica Quantica, 6tica ndo-linear, pingas 6ticas,
informacao quantica. Além de todos esses, o laser foi a base de nossos trabalhos
e desta tese.

Em seguida veio o experimento mental de Bell em 1964 [6]E] - mais conhecido

atualmente como desigualdade de Bell - que foi feito com a proposta de clarear

Do inglés "Ligth Amplification by Stimulated Emission of Radiation" (LASER).
30 experimento foi realizado de fato por Aspect em 1982 [8].



a questdo levantada por Eistein, Podolsky e Rosen (EPR) em 1935, [7], e todo
debate posterior, onde diziam que a mecédnica quantica seria uma teoria incom-
pleta, o que costuma ser chamado de paradoxo EPR. Esse resultado obtido por
Bell deu origem a toda uma linha de pesquisa, que € a Informac@o Quantica, onde
se estuda o famoso emaranhamento, que € uma espécie de correlagdo "mais forte"
que a correlacdo cldssica e que permitiu grandes avangos, como o teletransporte,
criptografia quantica, codificacdo super densa, entre outros [9]. Esse tema serd
tratado com mais cuidado no Capitulo 3]

Também temos a Otica Ndo-Linear tentando explicar a interagdo da luz com a
matéria, assim surgindo com a Geracdo de Segundo Harmodnico (GSH) - também
conhecida como Conversiao Paramétrica Ascendente, em 1961 [10]. Depois disso,
outros processos paramétricoﬂ (processos em que a troca de energia entre campos
intermediada pelo meio ndo-linear pode produzir novos campos que oscilam com
frequéncias distintas das frequéncias de entrada) foram observados, como soma de
frequéncia, subtracdo de frequéncia, geracao de pares de feixes emaranhados e o
Oscilador Paramétrico Otico (OPO), efeito Kenﬂ Todos esses, e outros, processos
paramétricos podem ser vistos com mais detalhes em, por exemplo, [11}12]. Nos
concentraremos nos processos que ocorrem em meios com nao-linearidades de
segunda ordem, mais especificamente, na GSH.

Ha também o tema conhecido como inseparabilidade cldssica, que é, relativa-
mente, novo, iniciando em 1998 com Spreeuw [13] - tema ainda controverso na
comunidade cientifica, mas que vem mostrando resultados com aplicacdes inte-
ressantes. Consiste em se utilizar de ferramentas da Mecanica Quantica, como o
emaranhamento, para aplicar na Mecanica Cléssica. Essas pesquisas vém cres-
cendo cada vez mais, surgindo importantes trabalhos, como [14, [15} [16} 17, [18,

19, 120, 21}, 22, 23], 241 25, 26l]. Esse estudo € um dos interesses especificos desta

4Também conhecidos como mistura de ondas.
SEfeito com n#o-linearidade de terceira ordem.



tese.

Todos esses importantissimos trabalhos foram fundamentais, direta e indire-
tamente, para o desenvolvimento desta tese, mas tiveram dois destes que foram
os grandes motivadores para produzir os resultados aqui apresentados: "Bell-like
inequality for the spin-orbit separability of a laser beam" [[14] e "Arbitrary orbi-
tal angular momentum addition in second harmonic generation" [27]. E por esse
motivo é que eles terdo um destaque maior a seguir.

Em [14] foi proposto um critério para separabilidade de modos baseado numa
desigualdade CHSH para intensidades. Assim foi possivel utilizar as ideias e fer-
ramentas da informacao quantica para determinar se um modo classico é separdvel
ou ndo, trazendo algumas similaridades do emaranhamento.

Ja em [27] foi implementado um aparato experimental em que dois feixes la-
sers, portadores de Momento Angular Orbital (MAO) (I, e [3) e com polarizagdes
ajustdveis, eram utilizados em um processo de GSH com a consequente geracio
de um terceiro feixe, com MAOQO igual a [; + Is.

Por fim, apds nos situarmos sobre o que vamos buscar entender sobre a luz,
expomos brevemente o que serd tratado em cada capitulo a seguir.

No segundo capitulo serd apresentado, inicialmente, a descri¢do de feixes la-
sers paraxiais portadores de Momento Angular Orbital. Em seguida faremos um
apanhado sobre a ética ndo-linear, que terd como foco principal a Geragdo de
Segundo Harmodnico. Aplicando a aproximacdo paraxial no meio ndo-linear de
interesse chegamos nas equagdes dinamicas, que serdo as equagdes que irdo ditar
a evolucao de cada modo dentro desse meio. Por tltimo, mostraremos as relagoes
de conservacdo entre intensidades, conhecidas como equacdes de Manley-Rowe
multimodo.

O terceiro capitulo € essencialmente um capitulo de revisdo de literatura sobre

emaranhamento e desigualdade de Bell. Vamos definir essa incrivel ferramenta



da Mecanica Quantica, que € o emaranhamento, e descreveremos o que sao as
desigualdades de Bell e como elas se encaixam nesse cendrio.

No quarto capitulo, falaremos dos nossos resultados sobre inseparabilidade
classica e quantica. Comecaremos descrevendo um pouco do trabalho [[14] e do
esquema proposto para obter as medidas. Aproveitando esse esquema, discutire-
mos nosso trabalho [1]], mostrando que a coeréncia possui grande relevancia para
classificar modos insepardveis cldssicos e quanticos.

No quinto capitulo, comecamos a construir o que serd o nosso segundo tra-
balho (em preparacdo) sobre soma de Momento Angular Orbital na Geracdo de
Segundo Harmonico. Aqui temos um resultado bem geral, que abre caminho para
vdrias aplicacdes. Calculamos as constantes de recobrimento (superposicao es-
pacial dos perfis transversos dos modos), responsaveis por definir quais modos
serdo acoplados a dindmica do problema. Encontramos regras de sele¢do envol-
vendo ndo apenas o0 MAO, que j4 sdo bem conhecidas, como também envolvendo
as ordens radiais dos modos.

No sexto capitulo, apresentaremos uma generaliza¢do da solucio obtida por
Bloembergen e colaboradores [28] para a dinamica dos modos, que € 0 nosso
outro grande resultado que também possibilita muitas aplicacdes. Nossa resposta
considera MAO e ordens radiais ndo nulas, e ainda envolve varios modos gerado,
ndo apena um como ja conhecido.

No sétimo capitulo desenvolvemos algumas aplicacdes dos nossos grandes
resultados. Conseguimos propor uma explicacao alternativa para o "perfil oval"
(perfil diferente do esperado) da figura 3 b-) de [27], com base, também, na com-
paracdo experimento-simulacdo. A outra aplicacdo serd a mistura de MAO contro-
lada por polarizacdo, onde conseguimos controlar a GSH através da polariza¢do
dos feixes de entrada, onde generalizamos a proposta de [27]].

No oitavo capitulo, faremos uma expansdo em série de Taylor para justifica-



mos as consideracdes que serdo feitas ao longo da tese, na expectativa de clarear
o que queremos dizer com baixa intensidade, e mostramos uma solu¢do mais sim-
ples para as equacdes dindmicas multimodos.

No nono capitulo, concluimos esta tese, destacando mais uma vez nossos re-

sultados e indicando perspectivas de como seguir daqui por diante.



Capitulo 2

Otica Paraxial e Nao-Linear

Este € um capitulo, essencialmente, de revisdo da literatura, baseado no arca-
bougo tedrico desenvolvido na referéncia [29]. Esse assunto também pode ser vi-
sitado, inclusive com uma outra abordagem para discutir a aproximacao paraxial,
em textos como [[11} 112,130, 31,132, 133]]. Mas é preciso apresentar o procedimento
que leva na Aproximacgdo Paraxial e suas conjecturas

Um resumo deste capitulo se inicia ao apresentarmos as equagdes de Maxwell
num meio material com uma descri¢ao dos termos envolvidos e dos termos ja des-
considerados nessa etapa, até chegar na equacgao diferencial em que serd aplicada
a Aproximagcdo Paraxial. J4 na Segdo 2.1} mostramos o que é a Aproximagdo Pa-
raxial. Na Sec¢ao faremos uma breve exposicdo sobre a Otica Ndo-linear, mais
voltada para a GSH (Geragdo de Segundo Harmonico). E por fim, na Se¢ao[2.3] as
Equagdes Dinamicas, com ajuda da Equagdo Paraxial, serdo expandidas na base
de Laguerre-Gauss, para seu uso em capitulos posteriores, e também serdo apre-
sentadas as Equagdes de Manley-Rowe multimodo nessa base, Subsecao 2.3.1

Tomamos como ponto de partida as equagdes de Maxwell num meio material



(34, 351,

V-D = Pf (2.1)
OB
E = —— 2.2
V-B = 0, (2.3)
oD
VxH = Jf—i—a, 2.4)
onde

D = ¢E+ P, (2.5)

H = lB —M, (2.6)

Ho

sendo E, B, D, H, P, M, J; e p;, respectivamente, o campo elétrico, o campo
magnético, o deslocamento elétrico, o campo auxiliar, a densidade de polarizacao,
a densidade de magnetizacdo, a densidade de correntes livres e a densidade de
cargas livres.

Essas equagdes sdo capazes de lidar com uma vasta gama de problemas, e
uma solucd@o que dé conta de todos os possiveis casos ainda estd muito distante da
atual realidade. Entdio a proposta aqui serd resolvé-las no ambito da Otica Clds-
sica, Otica Paraxial, mais especificamente, considerando que os campos elétrico e
magnético se propagam em um meio 6tico.

Um meio 6tico pode ser descrito por:

ps = 0, (2.7)
I =0, 2.8)
M = 0, (2.9)



ou seja, € um meio isolante sem cargas livres e correntes livres e sem proprieda-
des magnéticas. Mais adiante serd especificado com mais detalhes o meio a ser
utilizado nesse trabalho.

Substituindo as Eq. (2.7), Eq. (2.8) e Eq. (2.9) nas equagdes de Maxwell e

fazendo algumas manipulagdes, chega-se em

1 0’E 1 /10°P
VE - - — = ——— —V(V-P 2.10
2ot e (02 ot? ( )) (-10)
sendo ¢ a velocidade da luz no vicuo, dada por
1
= (2.11)
€olo

Manipulando as Eq. (2.1), Eq. (2.5) e Eq. (2.7) encontra-se
V(V-P)= -V (V-E) (2.12)

que consequentemente leva a Eq. (2.10) em

10°E 1 O°P

g — ‘E) - — =
v V(V-E) 2 Ot gc? Ot

(2.13)

que € a equacdo geral do campo elétrico em meio 6tico qualquer, que obedece as
condi¢des Eq. (2.7), Eq. (2.8) e Eq. (2.9). A densidade de polarizacao pode ser
escrita como

P=P;+Pyp, (2.14)

onde Py € o termo linear e Py, o ndo-linear. Inicialmente vamos especificar
apenas meios lineares, deixando os meios ndo-lineares a serem trabalhados a partir
da se¢do onde focaremos na GSH.

Na busca pela solucdo da Eq. (2.13), o primeiro passo serd uma resposta que



satisfaca a expansao em série de Fourier do campo elétrico

E(r,t) = Y Eu(rt), (2.15)
E,.(r,t) = ep(r)e”™ + gk (r)e“m, (2.16)
W = Mwi, 2.17)

sendo €, os coeficientes da expansdo, que carregam toda dependéncia espacial
do modo E,,(r, ), e w,, é a frequéncia de oscilagdo do modo m.

A densidade de polarizacdo linear ird acoplar a resposta do meio ao receber
uma radiagio de frequéncia w,, (x")(w,,)) com o campo elétrico oscilando tam-
bém na frequéncia wmﬂ Assim, consequentemente, a densidade de polarizagao

linear sera

Pi(rt) = &) xWEu(r 1), (2.18)
X = XD (wn). (2.19)
Considerando, inicialmente, um meio linear (Py; = 0), e substituindo as

Eq. (2.15)), Eq. (2.16) e Eq. (2.18)) na Eq. (2.13)) encontramos, apds alguns passos,

Z {[V?€m — V(V &n) + koo TmEm) €™M+

+ [VPer, =V (V-€5) + ke €] €™} =0, (2.20)
onde
2
Kowern = M (ﬂ> , 2.21)
C
M = Lo+ x4, (2.22)

''S6 analisamos meios que obedecem a esse acoplamento.
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que sdo, respectivamente, o vetor de onda de frequéncia indexada por m (w,,,) no
vacuo e um tensor que gera os indices de refracao ao quadradﬂ
Aplicando a relacdo de ortogonalidade da série de Fourier [36] e considerando

apenas os processos com frequéncias nao nulas (w,, # 0), finalmente encontramos
Ve, =V (V&) + ki, ns€s =0, (2.23)

que servird como ponto de partida para a se¢do seguinte, onde descreveremos a

aproximacao paraxial.

2.1 Aproximacao Paraxial

Lembrando que os coeficientes &,(7) carregam a informacao da parte espacial

da onda, defini-lo como
es (7, 2) = {Fr, (7, 2) + F., (7, 2) 2} eths? (2.24)

servird de Ansat para a Aproximagdo Paraxial. O fator ¢*:* indica que a solu-
¢do almejada se propaga na dire¢do z. Dessa maneira, Fr, representa a amplitude
transversa a propagacgdo, que € associada a dispersao do feixe, e F),, representa a
parte longitudinal do feixe, que € ligado a dispersdo de energia. Outra considera-
¢do feita aqui € que o material possui 7, (Eq. (2.22))) diagonal e com indices de

refracdo iguais nas trés direg()e ou seja, um meio isotropico descrito por

(X%))z’j = (X£r1L)>11 61‘]‘7 (2.25)

2Também conhecido como permissividade relativa.

3Uma solugio tentativa baseada no comportamento esperado do sistema a ser resolvido.

4 Aproximacio feita apenas para simplificar a demonstracio da Equacgio Paraxial, nio é neces-
sdria. Inclusive vamos utilizar indices de refracdo diferentes para cada polariza¢do nos célculos
posteriores.
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que leva em

ns = n2L. (2.26)

Assim, o vetor de onda k;, na Eq. (2.24)), que € o vetor de onda dentro desse meio
material escolhido, sera

k2 = n2k? (2.27)

Substituindo Eq. (2.26) e Eq. (2.27) em Eq. (2.23) obtemos

Ve, —V(V-¢g,) +k’e, = 0. (2.28)

Aplicando o Ansatz da Eq. (2.24) em Eq. (2.28) obtemos duas equacdes, uma para

a parte transversa e outra para parte longitudinal do campo, que sdo, respectiva-

mente,
ans
vT (vT ' FTs + + stFzs)
0z
O*Fr OFt
2 S s
_VTFTS - W - 221{33 02 = 0, (229)
9 2 2

E(VT'FTS)—F%]CS (VT'FTS) _VTFZS _ksts =0. (230)

O préximo passo na busca pela aproximacgao paraxial serd utilizar feixes com
distribui¢do gaussiana nas direcdes transversas a propaga¢ao, como ilustrado nas
Fig.[2.1]e Fig.[2.2] Assim este feixe terd largura transversa caracteristica, também
conhecida como cintura, descrita por "w,", que € associada a sua divergéncia. O
comprimento caracteristico ao longo da dire¢do de propagagdo, também conhe-
cido como comprimento de Rayleigh, serd dado por "zg".

De posse desses comprimentos caracteristicos € possivel reescalar as dimen-

12



Figura 2.1: Retirada de [37]. Representagdo geométrica de um feixe gaussiano. wg é o
que chamamos de cintura, que € a regido onde o feixe € mais estreito, e zg € a distdncia
de Reileigh, distancia em que o didmetro do feixe passa a ser v/2wy.

. P.J
JI(2=0) 1(z)

->

LASER
S

Figura 2.2: Retirada de [30]]. Representagdo geométrica com distribui¢do de intensidade
a medida que um feixe gaussiano se propaga.
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soes (x,y, z) como

T = W,
Yy = WsYs, (2.31)
2 = ZRZ,
com a cintura dada por
2
w, = ;R. (2.32)

Considere agora que este feixe diverge muito pouco a medida que se propaga,
ou seja, ws K 2R, que € uma consideracdo central na aproximagao paraxial. Para

inserir essa informagdo no problema, Eq. (2.29) e Eq. (2.30)), define-se o pardme-

tro
Wy 2
fs:;:kw' (2.33)
Assim, aplicando estas relagdes nas Eq. (2.29) e Eq. (2.30)), encontramos
8F23
VT (fSVT . F’Z_[‘s + fzg + Zzes) —
0°Fx OF 1
2/ 3 Ts Ts
—fViFr, — [ il = 0, (2.34)
3 0 2172
S ? <VT : FTs) + Z2f8 (VT : FTs) - fs VTFES - 4F23 = O (2'35)
z

Mesmo apds todas as manipulacdes feitas até aqui, o sistema de equagdes
acima ndo é nada simples de se obter uma solucdo. Entdo para dar seguimento

faremos uma expansao das componentes do campo elétrico em poténcias de f;,

14



isto €,

Fr, = Y Fzl'f (2.36)

Fry = ) FEUf (2.37)

de modo que este trabalho vai perseguir solucdes de ordem zero (FTQO) e Fggo))
nessa expansao, novamente porque consideramos feixes que divergem muito pouco
a medida que se propaga.

Sendo assim, substituindo as Eq. (2.36) e Eq. (2.37) nas Eq. (2.34) e Eq. (2.35)

obtemos

' ' ) 8Fg(i) L
2 {VT (f;“vT R A ;Fzs)>
- z
R I

zZ

Z {f;JrS% (VT _ FTS)) 4 Z2f;'+1 <VT . FTg“) _ f§+2V%Fzgi) — 4f§Fz§i)} =0.
(2.39)

1

Portanto, a solu¢do requerida passa pelas etapas:

- primeiro vamos considerar os termos de ordem zero nas equagdes acima. Para
isso substituimos f; = 0 na Eq. (2.39) (substituir na Eq. (2.38) ndo traz nenhuma

informacao adicional), e encontrard
9 =0 (2.40)

- como o passo anterior ndo fornece informacgdo sobre o termo de ordem zero da
parte transversa do campo, vamos considerar o termo de ordem um das equacdes

acima. Para isso basta derivar uma vez as Eq. (2.38) e Eq. (2.39) com relagao a f;

15



e fazer f; = 0. Resolvendo o sistema resultante encontramos

PO Z % (VT . FTE‘”) , (2.41)
OF 3
VAR + UL <, (2.42)

Como j4 dito antes, buscamos solucdo de ordem zero no parametro f,, por
essa ser uma boa aproximacgdo para os feixes de interesse - feixes que divergem
muito pouco a medida que se propagam (ws; < zg) - ou seja, vamos desprezar

todos os termos com ordens maiores. Por fim, encontramos a solucao:

F.O =, (2.43)

OF 3
V%FTS)) +94—Ls

|
e

(2.44)

z

Antes de analisarmos essas duas equacdes vamos voltar das dimensdes escaladas

para as dimensoes originaisﬂ que por fim nos levaré a

F =o, (2.45)

15) S
0z

ViF1" + 12k, = 0. (2.46)

A Eq. (2.45)) diz que nao teremos o termo que gera polariza¢do na direcao de
propagacdo, ou seja, o fluxo de energia sera todo ao longo da direcdo de propaga-
¢do0, como mencionado anteriormente.

Entdo teremos apenas polarizagdes perpendiculares a direcao de propagacao.
Isso simplifica a descri¢@o do problema, pois podemos escolher como base do sis-

tema de coordenadas (H , V, Z), onde vamos chamar H de polarizagdo horizontal,

(Zs,Ys, 2) = (Y, 2).
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V de polarizacdo vertical e Z de direcdo de propagacao.

E, finalmente, a Eq. (2.46) ¢ a famosa Equag@o Paraxial, que figura em vdrias
referéncias, como [11}, 12} 29, 30} 31}, 32} [33]], e servindo como base para toda a
tese desenvolvida a seguir. Ela tem como solu¢do os modos de Hermite-Gauss, se
resolvermos o problema em coordenadas cartesianas, ou os modos de Laguerre-

Gauss, em coordenadas cilindricas, sendo estes representados na Fig. [2.3]

Hermite-Gauss Laguerre-Gauss
® @ < ORDEM 0
m=0n=0 p=01=0

-
ORDEM 1
- W o o <

m=0n=1 m=1n=0 p=0I1=1  p=0Il=-

@
e
. a0 - o o @c—ORDEMZ

m=0n=2 m=2n=0 m=In=[ p=0[1=2  p=0Il=-2  p=1I1=0

(a) (b)

Figura 2.3: Retirada de [38]. Perfis de intensidade de ordens 0, 1 e 2 dos modos: a)
Hermite-Gauss; e b) de Laguerre-Gauss.

E interessante mencionar que a Equagdo Paraxial apresentada aqui foi obtida
de maneira um pouco diferente dos trabalhos [30, [33]]. Escolhemos essa
abordagem porque assim achamos menos complicado de trabalhar problemas em
que a relacdo entre a divergéncia e a propagacdo do feixe ndo seja tdo grande
assim (ws =~ zg), podendo considerar efeito de "Walk-off" ou até mesmo feixes

mais complicados.

17



2.2 Otica nao-linear

Aqui faremos uma abordagem sintética dos efeitos 6ticos produzidos em meios
com nao-linearidade de segunda ordem, dando maior atencdo para a GSH, que é
a aplicacdo ndo-linear de interesse dessa tese.

A densidade de polarizacdo nao-linear, de segunda ordem, tem como expres-
sdo geral

Prn. = o PEE. (2.47)

Essa equacdo nos diz que o meio acopla todas as combinacdes de polariza¢ao (H
e V) do campo elétrico total com as polarizacdes dele mesmo, através do tensor
de acoplamento n#o linear y(?, assim polarizando a distribuicdo de cargas ligadas
do meio em questao.

Os meios nio-lineares de interesse serdo cristais birrefringentes com y? aco-
plando apenas trés das possiveis frequéncias que o campo elétrico total pode ter,
que sdo0 wy, Wi € wy, de modo que estas obedecem a relacdo de conservacdo de
energia

Wy = Wp + wWq. (248)

Daqui por diante, vamos nos referir ao primeiro harmdnico como sendo os
campos, definidos nas Eq. e Eq. relacionados as frequéncias wy €
w1, que sdo as menores desse processo, € ao segundo harmonico como sendo os
campos relacionados as frequéncias wy, que € a mais alta.

Podemos entender Eq. como a conservacgdo de energia: hwo = hwy +
hwi. Ou seja, um processo onde o meio absorve dois fétons do primeiro harmo-
nico e emite um do segundo harmodnico, conhecido como conversdo paramétrica
ascendente (ou Geracdo de Segundo Harmonico, que € o nosso interesse). Essa

conservacao de energia também descreve o processo reverso, onde o meio absorve

SLembrando: E(r,t) = 3., (e (r)e”™m! 4 %, (r)etnt)
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um féton do segundo harmonico e emite dois do primeiro harmodnico, conhecido
como conversdo paramétrica descendente.

O cristal que escolhemos estudar sdo os chamados tipo-II. Esse cristal tem
como finalidade acoplar um campo do primeiro harmonico de polarizacao H, com
outro campo do primeiro harmonico de polarizagdao V, com o campo do segundo

harmonico de polarizagcdo V', sendo descrito matematicamente pelo sistem

PV(WQ) = X@{v(wmwoyw1)€H(wo)€v(w1)»
pr(wo) = Xy (wo, wa, wr)ev (wa)ev* (wr), (2.49)
pv(wl) = Xg}-lv<wlaw07w2)5V(w2)EH*(WO)a

onde esses acoplamentos possuem iguais pesos, que, para facilitar um pouco a
notagdo, chamaremos apenas de Y, isto &,
(2) _ 2 _ 2 _
XVHV<W27 Wo, wl) - XHVV(wOJ w2, Wl) - XVHV(wh Wo, COQ) =X (250)
Essa € uma visdo geral do que vamos precisar sobre efeitos ndo-lineares, de
segunda ordem. Para inserir essas informacdes no contexto da Otica Paraxial,
basta substituir o termo nao-linear das Eq. (2.49) e Eq. (2.50) na Eq. (2.13)) e fazer

as manipulacdes necessdrias, utilizando os mesmos mecanismos da Aproximagao

Paraxial, até enfim encontrar

OFH (JJ2 *

VIR a2kt = —XC—ZF2VF1V , (2.51)
OFY : .

VIR bkt = —%Fy FH*, (2.52)
OFY 2w)?

VAE +i2ky % = _X<C—2>FOHF1V . (2.53)

"Trocamos &,,, por €(w,, ) para ficar mais evidente na equagio o acoplamento descrito.
$Definimos aqui Py, = 3, (P! + pj,em?), onde p,,, = p(wm).
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Chamaremos estas de equacdes dindmicas, que sdo equagdes paraxiais em cristais

com nao-linearidades de segunda ordem.

2.3 Equacoes dinamicas multimodo na Geracao de

Segundo Harmonico

As Equagdes Dinamicas descrevem a interacao dos trés campos no cristal ndo-
linear (x?) tipo-II no processo de GSH. Escolhemos o problema em que os dois
feixes do primeiro harmonico possuem a mesma frequéncia (wyg = w; = w), €,

consequentemente, o segundo harmonico terd frequéncia 2w. Assim, as Equagdes

Dinamicas (Eq. (2.51), Eq. (2.52) e Eq. (2.53)) se tornarid’|

OFH : .
VAE a2kt = —XC—iFQVwaV , (2.54)
FV 2 .
V2 EY +22kvaaw - X R (2.55)
V4 C
OFy 2w)”
V3, 412k 2 = _xl ;”) FHEV. (2.56)
V4 C

Como as Equacdes Dindmicas s@o obtidas a partir da Aproximacgao Paraxial,

vamos expandir as solucdes das equacdes acima na base de Laguerre-Gauss - que

90Onde, daqui em diante, consideramos ks = ku e kY = kv, ou seja, vamos omitir o indice w
quando se tratar dos termos de primeiro harmonico.
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é solugdo da Equagdo Paraxial'’lem coordenadas cilindricas - resultando em '}

Fll (r,2) = ) ulj(r,2) Alj(2), (2.57)
p,l

FY(r,2) = > uy(r,z) Ay(2), (2.58)
p,l

Fy,(r,z) = > ul(r,z)Byu(2), (2.59)
p,l

onde

up(r,2) = ww12(2)2](9;?+ |1])! (\/éw:;z))ll b (%)

2 r2 z —-1( _=
— ~=—(2 l|+1)t £ )40
X e wlg(z) 62(“’12(2) *R ( p—H |+ ) g (ZR)+ )

, (2.60)

sd0 os modos de Laguerre-Gauss, sendo L? () os polindmios de Laguerre associ-

ados e w;(z) a largura do feixe, definida como

2
wi(z) = 1+<i> wi, 2.61)
ZR
sendo
2
w; = % (2.62)

a cintura do feixe.

Assim, substituindo as expansdes em modos de Laguerre-Gauss nas equacoes

10A Equagio Paraxial estd definida na Eq. (2.46)), mas como os modos de Laguerre-Gauss sido
solucdo desta, vamos reescrevé-la apenas trocando FTS0 por uy, resultando em:

ou?
2w pl _
VTupl + Z2]€UJW = 0 .

""Também vamos omitir o indice w quando se tratar dos termos de primeiro harmonico nos
(wH) _ H, V) _ v
ol =u,eu,  =u,

modos de Laguerre-Gauss, isto €, u ME
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dinamicas, e, apés algumas manipulacdes, encontramos:

dA}{ " * ’
TR = gy Y A (@B () A (2) e, (2.63)
/l/ /ll//
dAI‘;; _ I 1Akz
(@) = gy > > AL (2) By (2) Al (2) 't (2.64)
/l/ //l/l
dBy _ AW * AV —1Akz 265
o (2) = zgngz o (2) AL (2) Ay (2)e . (2.65)
lll l/l//
onde
Ak = ko, — (kg + kyv), (2.66)
2
w
9 = SR, (2.67)
x(2w)?
G0 = Q(k gRggg, (2.68)
RUV
wr
Appryr = é)go% ’ (2.69)
000
(2.70)

sdo, respectivamente, o descasamento de fase, a constante de acoplamento nao-
linear (responsdavel pelo acoplamento ndo-linear entre diferentes frequéncias e di-

ferentes polarizagdes) e as constantes de recobrimento (normalizadas)?} sendo
Pp'p l

Rll l//// = /UQWUI{V*U a d r. (271)

Considerando que o comprimento de Rayleigh (zz) é muito maior que a di-

mensao z do cristal. Isso nos levard a

wi(z) ~ w; (2.72)

12As constantes de recobrimento serdo melhor exploradas no Capitulo
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i 2p! r\ Il 2r* e
)=\ (V) #(5R) e em

que implica em

All/l” * _ All/lll (2.74)

pp/p// pp/p// )
€, consequentemente, em

9" = g;- (2.75)

Também vamos considerar que hd casamento de fase na medida proposta para
o cristal de interesse, isto é:

Ak =0, (2.76)

o que leva a

kow = ki + ky. (2.77)

Agora vamos reescalar as amplitudes do campo elétrico:

. 2 )
A=) = e ) (2.78)
2
Bu(z) = 4/~ o bpi(2), (2.79)
J

pois assim teremos que ‘a;l(z) !2 e |by(2)|? serdo as intensidades de cada modo.

Por fim, substituindo as relagdes encontradas em Eq. (2.74)), Eq. (2.76), Eq. (2.78)
e Eq. nas Eq. (2.63), Eq. (2.64) e Eq. (2.65)) as equagdes dindmicas se tor-

23



nam

daI{l/ "
d—l; = g9 Z Z A;lplp// pla’ //l// y (280)
Pl
dav;/l// "
T = 9 Mbae 281)
pl p'l
% = Z2g Z Z All l////a /l/a o (2'82)
dz pp'p

/l/ llll/
com a nova constante de acoplamento ndo-linear dada por

Xw

9= Rio - (2.83)
/2N gnyNay, Ce

2.3.1 Representacao de intensidade e fase e relacoes de Manley-

Rowe multimodo

A solugdo das equacdes dinamicas (Eq. (2.80), Eq. (2.81) e Eq. (2.82)) nao é
nada trivial, pois estdo envolvidos nesse processo infinitos campos (aﬁl,, a;/,,l,, e
b,1), que por sua vez possuem infinitas possibilidades de acoplamento (AZ;Z,;,,). A
forma que encontramos de obter mais informacdes sobre este problema, inclusive
encontrando algumas solucdes analiticas (descritas no Capitulo [0 foi reescrever

os campos como uma amplitude complexa (que serdo as intensidade deste campo)

e uma fase, isto €é:

G = I, (2:84)
i = A T (2.85)

Aplicando as equagdes acima nas Eq. (2.80), Eq. (2.81)) e Eq. (2.82), separando-

as em parte real e parte imagindria, e apds alguns passos de simplificacdo, chega-
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mos as equagdes dinamicas na representacao de intensidade e fase, que sdo:

d.[ /l/

g Z Z Ag[/)llz;//\/ pl] ’l/‘[ i sen (QS /]! + ¢ 1y 77bpl) 5 (286)

//l//

dgb L NN
I/{l/ l Z Z A;lplp// pl_[I_/Il/I 1y COS (gb ry + gb ! ¢pl) y (287)

//ll/

d[ //l//

g Z Z Aé)lzl)l;//\/ pl] /l/I o sen (Qb 1 + ¢ 1y 1/)]7[) 5 (288)

ol Pl

d¢ al "
I‘{’l” l Z Z Agplp//\/ Jpl-[;—/ll/];//'/l// COS (ngl/ + Qb;)///l// — wpl) s (289)

/ll

dJ s
pl = —dg Y N ATl IV, sen (O + by — ) . (2.90)

lll l/l//

dw Wy
pl pl = 2 Z Z Ai)lplp” plI ’l’I 1y COS (¢ I + ¢ ! wpl) . (291)

ll/ //l//

Agora que chegamos as equacdes dinamicas multimodos, podemos extrair
destas as relacdes de Manley-Rowe multimodo. As relacdes de Manley-Rowe,
que também podem ser vistas em [12]], sdo leis de conservagdo entre intensida-
des em processos ndo-lineares, que serdo melhor ilustrados, no caso multimodo,
a seguir.

A primeira relagdo de Manley-Rowe comeca pela Definicdo da intensidade

total

Ir=> "IN+ I+ ijl, (2.92)

/l/ //l//
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que, ao derivarmos uma vez e substituir as Eq. (2.86), Eq. (2.88) e Eq. (2.90),

chegamos em

dIr

— =0 2.93

& Y (2.93)
que por sua vez leva a

Ou seja, a intensidade total envolvida no processo, dentro do cristal, se conserva,
o que significa que toda queda de intensidade em alguns modos é recombinada
em outros modos, indicando que toda intensidade do campo que entra no cristal
deve sair.

As outras trés relagdes de Manley-Rowe também surgem analisando as Eq. (2.86),

Eq. e Eq. (2.90), levando em”

d Zp”l” ]I‘)//;l// d Zp’l’ Ip}I/l/
—— = —— | (2.95)
dz Wo dz w1
d Zpl Jpl d Zp/l/ [}{—/Il/
— |\ — )= ], (2.96)
dz w3 dz w1
d Zpl Jpl d Zp//l// [;//v/l//
— |\ — )= |, (2.97)
dz w3 dz Wa
com w3y = w; + wo. Essas relacdes nos dizem que, dentro do cristal, a taxa

de criacdo de fétons do primeiro harmdnico com polarizagdo H e frequéncia w,
¢ igual a taxa de criacdo de fotons do primeiro harmonico com polarizagao V'
e frequéncia wy; que a taxa de criacdo de fétons do primeiro harmdnico com
polarizacdo H e frequéncia w; € igual a taxa de destruicdo de f6étons do segundo
harmonico com frequéncia ws; e que a taxa de criacdo de fétons do primeiro

harmonico com polarizagdo V' e frequéncia wo € igual a taxa de destruicdo de

13No nosso caso temos que wy = w; = w e ws = 2w, que serd aplicado um pouco a diante.
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fétons do segundo harmdnico com frequéncia ws.

Entdo, juntando as relacdes de Manley-Rowe temos que a intensidade total se
conserva e que a destruicdo de um f6ton do primeiro harmodnico com polariza-
¢do H com a destruicdo de um féton do primeiro harmonico com polarizagdo V'
resultam na criacdo de um f6ton do segundo harmonico, e vice-versa.

Como estamos lidando com feixes que possuem wy = w; = w € w3 = 2w, as

Eq. (2.95)), Eq. (2.96) e Eq. se tornam
d d
& (Z[ //y/) - & (Z[ /l/> y (298)

Hl// /l/

% (Z Jp,> =- (Z[ ,l,> , (2.99)
pl

/l/

% (Z Jpl> _ _2_ (le> , (2.100)
pl

//l//

Portanto, resolvendo as Eq. (2.95) e Eq. (2.96) (a Eq. ¢ combinagio

linear das outras duas) encontramos

S Ln(z) =Y Ih(2) =Y I (0) = > I (2.101)

//l// /l/ //l// /l/

> Ju(2) 42> I (2) =) 1u(0) + 2> 11(0) (2.102)
pl

Pl pl Pl
que por sua vez auxiliardo na solucido das Equacdes Dindmicas multimodo, que
serd desenvolvida no Capitulo 6]

Assim finalizamos esse capitulo, onde discutimos em detalhes a Aproximagao

Paraxial, desenvolvida a partir das equagdes de Maxwell, falando em seguida, bre-

1“Aqui o problema é todo cldssico, mas, surpreendentemente, ele reproduz bem esse cardter
quantico.
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vemente, sobre processos nao-lineares de segunda ordem. Por dltimo chegamos
nas Equacdes Dindmicas multimodo para os elétricos na Aproximacao Paraxial,
junto com sua representacdo em intensidade e fase e com as relacdes de Manley-
Rowe.

A seguir comecamos a falar sobre os fundamentos da Mecéanica Quantica,

onde discutimos brevemente desigualdade de Bell e emaranhamento.
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Capitulo 3

Desigualdade de Bell e

Emaranhamento

Este capitulo tem como objetivo fazer uma breve revisdo sobre desigualdade
de Bell e emaranhamento, que sdo conceitos chave para os resultados do Capi-
tulof] Para esse fim, usaremos como referéncia principal a dissertagdo "Emara-
nhamento e Desigualdade de Bell no Modelo XXZ" [39].

O termo emaranhamento surge com Schrodinger, em 1935, ao analisar o que
conhecemos hoje como "paradoxo EPR" [7], publicado no mesmo ano. Schrédin-
ger dizia que este era uma "acdo fantasmagorica a distancia" por exibir uma espé-
cie de correlacdo com um comportamento ndo local, o que era algo inconcebivel.
No entanto, o paradoxo EPR ndo debate apenas a questdo da ndao-localidade, mas
também o que eles chamam de realismo, sendo ambos melhor discutidos adiante.

Einstein, Podolsky e Rosen [7] assumiram que as interagdes na Mecanica
Quantica, assim como na Mecanica Classica, seriam locais e propuseram duas
condicdes que acreditavam que toda teoria completa devesse satisfazer, a conhe-

Ccer:

i) cada elemento de realidade deve estar na teoria;
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ii) se, sem perturbar o sistema, é possivel predizer com certeza o valor de uma
grandeza fisica, entdo existe um elemento de realidade associado a essa

grandeza.

Entdo, esclarecendo, um elemento de realidade é um objeto que existe indepen-
dentemente de ser observado. E assim surgem duas hipéteses, conhecidas como
realismo e localidade, que ao serem violadas pelo estado escolhido na ocasidao os

levou a concluir que:

i) a descricdo de realidade dada pela fun¢dao de onda na Mecanica Quantica

nao é completa; ou

1) os observdveis das partes em questdo ndo podem ter realidades simulta-

neaS{H

Hoje, ja sabendo da resposta, podemos dizer que lhes faltou questionar sobre
o fato da mecanica quantica poder ser ndo-local, como sugeriu Schrodinger.

Essa questdo ficou anos sendo debatida sem chegar a um consenso, até que,
em 1964, John S. Bell [6] conseguiu pensar numa forma de solucionar esse pro-
blema, desenvolvendo o que conhecemos como "desigualdades de Bell". Seu ex-
perimento mental propde justamente testar as hipdteses de localidade e realismo,
comprovando que a Mecanica Cléssica é realista e local e mostrando que a Me-
canica Quantica pode ter estados ndo-locais ou ndo-realistas, que sdo os estados

emaranhados.

!Conhecido atualmente como Principio de Incerteza de Heisenberg.
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3.1 Desigualdade de Bell

Ap6s EPR questionar a completeza da Mecénica Quantica e D. Bohm desen-
volver a ideia de uma teoria de variaveis oculta para completa-la [40, 41], foi
a vez de J. S. Bell [6] dar a sua contribui¢cdo. Bell criou uma desigualdade que
toda teoria local e realista deve obedecer, testada experimentalmente por Aspect e
colaboradores [8]]. Posteriormente, Clauser, Horne, Shimony e Holt (CHSH) [42]
apresentaram sua desigualdade baseada na proposta por Bell, sendo esta utilizada
aqui.

As desigualdades de Bell se baseiam em duas hipdteses que sdo bem intuiti-
vas, pelo menos classicamente, e que estavam sendo amplamente discutidas, que
seriam: dado um sistema composto, existem elementos de realidade atribuidos
a cada observavel (varidveis ocultas) e os subsistemas interagem de forma local.
Sendo assim a desigualdade de Bell, descrita na versio CHSH, se apresenta da
seguinte maneira:

Uma fonte envia uma particula para Alice e outra para Bob, estando ambos
suficientemente distantes um do outro e da fonte para eliminar qualquer tipo de
interacdo (local). Assim, para testar se esse sistema exibird localidade, Alice uti-
lizard um aparato capaz de realizar uma operacdo X e obter o resultado a, € Bob
usard um aparato com as mesmas propriedades onde realizard a operacdo Y com
resultado b, onde vamos supor que todo esse sistema estd correlacionado e que
essa correlacdo vem de uma varidvel oculta que gera estratégias que sustentam
essa correlacdo.

Outra informacao importante aqui € que as quantidades X, Y, a e b sdo di-

cotdmicas, isto é, {0, 1}. Isto pode representar, por exemplo, o problema de uma

2A ideia por tras das varidveis ocultas é argumentar que a MecAnica Quéntica parece nio ser
completa porque ndo estamos considerando algumas varidveis que estariam ocultas (dai o nome)
nas teorias. Assim, gragas a essas varidveis, os elementos de realidades poderiam ser representados
de forma deterministica nas teorias.
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fonte emitindo um par de elétrons de spin-1/2, sendo um enviado para Alice e ou-
tro para Bob. Alice escolhe duas orientagdes X, que pode ser orientacdes do ima
no experimento de Stern-Gerlach, para realizar a medida a, que pode ser +//2 ou
—h/2 (que vamos representar simplesmente por 0 ou 1, respectivamente), e Bob
faz o mesmo procedimento, escolhendo outras duas orientacdes Y, que pode ser
o mesmo tipo de aparado de Alice, para realizar a medida b, também +5/2 ou
—h/2.

Seja P(a|X \) a probabilidade de Alice obter o resultado a ao realizar a ope-
ragdo X dado a estratégia A e P(b|Y'\) a probabilidade de Bob obter o resultado
b ao realizar a operacdo Y dado a mesma estratégia A. Como eles estdo sufici-
entemente distantes um do outro, operacdes feitas por Alice em sua particula ndo
devem afetar a particula de Bob, e vice-versa, gerando probabilidades indepen-
dentes, que sdo fatordveis. Assim, se cada estratégia A for utilizada com pesdﬂ
P()\), ao somar sobre todas as estratégias possiveis terfamos que a probabilidade
conjunta de Alice e Bob obterem as medidas a e b ao realizarem as operagdes X
e Y seria

P(ab|XY) = ZP (a| X\ P(b]Y'N), (3.1)

que sdo probabilidades locais e que obedecem a uma teoria de varidvel oculta.
Ou seja, ao dizermos que operacdes feitas por Alice ndo afetam Bob estamos
assumindo que esse sistema € local.

Portanto, a desigualdade CHSH serd uma combinacao das correlacdes, descri-
tas na Eq. (3.1)), limitadas por uma constante a determinar, que serd o limite (kr,)

que toda teoria local e realista (varidveis ocultas) deve obedecer. Ou seja,

> CoyY PuablXY)
abXY

< kr, (3.2)

AP =
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onde

CAY(CHSH) = (—1)2t0+XY, (3.3)
Substituindo a Eq. (3.3) na Eq. (3.2)) encontramos
D (=) Y P(ab| XY)| < ki (CHSH). (3.4)
abXyY

onde vamos chamar o lado esquerdo de

Sersu = (=1)" ™Y Py (ab| XY). (3.5)
abXY
Desenvolvendo um pouco mais essa ultima equagdo, chegamos a
Sensn = (=1 {[PL(00]XY) + PL(11]XY)] — [PL(01|XY) + PL(10|XY)]} .

XY
(3.6)

Definindo a quantidade entre chaves acima como
M(XY) = [P,(00|XY) 4+ PL(11|XY)] — [PL(01|XY) + P,(10|XY)], (3.7)

temos que

Scmsy = M(00) 4+ M(01) + M(10) — M(11). (3.8)

Enfim chegamos na desigualdade CHSH, mas ainda falta encontrar o limite
local ki (C'HSH) e interpreta-la. Para isso vamos voltar na defini¢ao de M (XY')
e desenvolver melhor essa quantidade. Substituindo a Eq. (3.1)) na Eq. (3.7)

M(XY) = ZP(A){[PL(O]X)\)PL(O\Y)\)—|—PL(1|X>\)PL(1|Y)\)]

— [PLO]JXAN)PL(L[Y'N) + PL(1|XN)PL0[Y M)}, (3.9)
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que pode ser escrito como

M(XY) =3 PO)AXNB(Y ), (3.10)
A
com
A(XN) = P(0|X)\) — P(1] X)), 3.11)
B(YA) = P(0]YA)— P(1]Y\). (3.12)

Podemos determinar os valores de A(X\) e B(Y \) voltando na defini¢do de
varidveis ocultas - varidveis ocultas surgem para completar a teoria quantica, que
€ uma teoria probabilistica, tornando-a uma teoria deterministica - Dessa forma,
a varidvel oculta vai deixar predeterminado que uma medida X de Alice gera
o resultado @ = 0 com P(0|X\) = 1 (P(1|X\) = 0), ou gera @ = 1 com
P(1|X\) =1(P(0|X\) = 0), e de forma andloga para Bob. Com isso as quanti-

dades A(X\) e B(Y \) devem ser, necessariamente,

AXN) = 41, (3.13)
B(Y)\) = =+1. (3.14)

Substituindo estas em Eq. (3.8):
Scusn = Z P(N)scusu(N), (3.15)
A

com
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que pode ser reescrita como
scusa(A) = A(ON) [B(OA) + B(1N)] + A(1A) [B(ON) — B(1N)],  (3.17)
que, por sua vez, tem como solugdo
scusa(N\) = £2. (3.18)

Substituindo esta tltima na Eq. (3.15) chegamos na resposta final do problema,

que € a desigualdade CHSH, dada por
—2< Scusu < 2. (3.19)

Recapitulando: a desigualdade que encontramos na Eq. foi obtida ao
considerar que hd uma correlagdo entre as duas partes devido a uma varidvel oculta
no problema (traduzida como realismo), e que essas correlacdes s@o locais, isto
¢, medidas em uma parte ndo altera a outra. Entdo toda teoria local e realista

envolvendo esses aparatos e essas medidas devem satisfazer essa desigualdade.

3.2 Nocoes de emaranhamento

O termo emaranhamento ganha cada vez mais forca, passando a ser utilizado
como um recurso para indmeras aplicagcdes, como citado anteriormente no Capi-
tulo |1l Portanto, vamos a uma breve descri¢ao desse efeito.

A definicdo matemdtica para um estado emaranhado € a seguinte: Um estado

puro separavel de N partes (ou particulas, ou graus de liberdade) € escrito como

1) = [11) @ |12) ® ... @ [hw). (3.20)
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Um estado puro emaranhado é um estado ndo-separavel, ou seja, nao pode ser
escrito como na equagdo acima.

Porém, ao se aprofundar no estudo dessa incrivel ferramenta exclusiva da Me-
canica Quantica, que é o emaranhamento, descobriu-se que esta é ainda mais com-
plicada do que se apresentou até agora. Ao pesquisar estados mistos viu-se que a
relacdo entre a desigualdade de Bell e emaranhamento para estes estados ndo € tao
proxima assim, confundindo um pouco o que foi entendido sobre emaranhamento
até entdo.

Estados mistos que violam a desigualdade de Bell sio emaranhados, assim
como nos estados puros, indicando que estes sao ndo-locais ou ndo-realistas. Po-
rém estados mistos que nao violam a desigualdade de Bell ndo s@o necessaria-
mente separaveis.

Este dltimo caso dé inicio a uma busca para entender o que sdo esses esta-
dos mistos emaranhados que ndo violam a desigualdade de Bell. Assim surge o
chamado "emaranhamento ligado'ﬂ [43]], o "emaranhamento oculto" [44] e outras
desigualdades para tentar encontrar alguma que se comporte para estados mistos
da mesma forma que para estados puros [435]].

Portanto, emaranhamento em estados mistos ndo pode ser definido direta-
mente de acordo com as desigualdades de Bell. Assim, a defini¢do aceita hoje
€ dada por R. F. Werner [46], que € a seguinte: um estado misto separdvel, ou
classicamente correlacionado, é aquele que pode ser produzido por Operagcdes

Locais e Comunicagio Cléssica (LOCCP)?}, matematicamente escrito como

p=> mpy @ @0 py, (3.21)
k

“Do inglés Bound Entanglement.

Do inglés Local Operation and Classical Communication

®Uma LOCC é uma operacdo que gera correlagio cldssica por ser realizada localmente por
cada parte enquanto as mesmas se comunicam usando um canal cldssico de comunicagao.
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que ¢ uma combinagdo convexa dos subsistemas, com 0 < p, < le ) p, = L.
E, semelhante aos estados puros, um estado misto emaranhado € um estado misto
ndo separavel.

Por varios anos a comunidade cientifica buscou eliminar esse "gap" que surgiu
entre emaranhamento e violacdos das desigualdades de Bell até Buscemi [47]Z] dar
sua contribuicdo. Em seu trabalho, intitulado "All Entangled Quantum States Are
Nonlocal", Buscemi afirma que todo estado emaranhado viola as desigualdades de
Bell - onde ele propde uma desigualdade a ser violada por todos os estados emara-
nhados, incluindo os estados mistos emaranhados que nao violam a desigualdade
CHSH e nenhuma outra conhecida até o momento.

Entdo, aparentemente, esse "gap" entre emaranhamento e violacdo da desi-
gualdade de Bell deixa de existir. O que significa dizer que todo estado emara-
nhado é ndo-local, ndo-realista. ou ambos.

Para finalizar, reiteramos que este foi um capitulo de revisdo de literatura sobre
desigualdade de Bell e emaranhamento, onde discutimos, dentre toda gama de
informacdes e trabalhos sobre o tema, os topicos de interesse desta tese.

A seguir vamos utilizar os conceitos descritos nesse capitulo para desenvolver
um tema relativamente novo chamado inseparabilidade cldssica. Vamos discutir
que ganhos esta nos traz e como associd-la ao emaranhamento (inseparabilidade

quantica).

"E também o texto [48]], onde os cientistas Massar e Pironio discutem seus pontos de vista
sobre [47]].
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Capitulo 4

Inseparabilidade Classica e

Quantica

Esse capitulo servird como base para uma nova gama de experimentos envol-
vendo Otica ndo-linear, cldssica e quantica, e modos insepardveis. Aqui mostra-
mos a diferenca entre inseparabilidade cldssica, conceito que ainda divide opi-
nides na comunidade cientifica, e emaranhamento, apresentando uma proposta de
como medi-los, baseando-nos em nosso trabalho "Quantum and classical separa-
bility of spin-orbit laser modes" [1].

Investigaremos as propriedades do ruido quantico de vértices de polarizacdo
em conexdo com uma desigualdade de Clauser-Horne-Shimony-Holt (CHSH) ba-
seada em intensidade para separabilidade dos graus de liberdade spin-6rbita. Essa
desigualdade foi calculada para diferentes estados quanticos de entrada, com suas
correspondentes flutuacoes.

Veremos também que os papéis desempenhados pela coeréncia e pela com-
pressdo (squeezing) nas flutuagdes do ndmero de fétons fornecem um quadro
sutil para a caracterizagdo do emaranhamento de estado spin-6rbita puro. A in-

separabilidade estrutural do modo spin-Orbita requer coeréncia na superposi¢ao
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dos modos, uma questdo inerente tanto a descri¢do cldssica, quanto a quantica.
Em ambos os casos isso pode ser testemunhado pela violagdo dessa desigualdade
CHSH baseada em intensidade. Entretanto, no dominio quantico, emaranhamento
requer além da coeréncia da superposi¢ao de estados, uma reducdo da flutuagcao
do numero de fétons.

O que chamamos de modo spin-6rbita € um modo em que consideramos sua
polarizacdo (spin) e sua distribuicdo espacial, gerando Momento Angular Orbi-
tal (6rbita). Podemos codificar esses graus de liberdade de uma mesma parti-
cula em dois qubits, um qubit na polarizagdo e o outro no MAO [49]. Essa nova
forma de codificar qubits em graus de liberdade de uma mesma particula ja pos-
sui aplicacdes bem interessantes em protocolos de informacdo quantica, como:
"polarization-controlled quantum imaging" [S0, 51]], algoritmos [52], portas 16gi-
cas [53 154} 155,156, 571, criptografia [S8, 159} 160], teletransporte [61} 162} 163, 164] e
fases topoldgicas [65, 66].

Alguns dos cdlculos realizados para producao do trabalho [[1], que serve como

base para o atual capitulo, podem ser vistos no Apéndice

4.1 Vortices de polarizacao como modo spin-6rbita
inseparavel

Nesta secdo, discutimos a no¢do de emaranhamento de modos e sua sutil dis-
tincdo do emaranhamento do estado quantico. Ambos invocam o conceito de
nao-separabilidade de um produto tensorial de um espago vetorial. No entanto, a
estrutura tensorial de um modo do campo eletromagnético ndo é exclusiva a teoria
quantica, ela ocorre também na eletrodindmica cldssica. A polarizag¢do do feixe de
luz é diretamente relacionada com a natureza vetorial do campo eletromagnético.

Ao mesmo tempo, uma estrutura de espaco vetorial pode ser atribuida as funcdes
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espaciais usadas para descrever um feixe paraxial. Portanto, a estrutura completa
do modo requer uma combinagdo desses dois graus de liberdade na forma de um
produto tensorial entre os dois espacos vetoriais. Por exemplo, é possivel com-
binar vetores de polarizac@o linear com funcgdes espaciais Hermite-Gauss, que
sdo solugdes discretas da equagdo de onda paraxial em coordenadas retangulares,
ilustrados na Fig.[2.3]

As dire¢des de polarizacdo serdo rotuladas pelas letras maidsculas H e V,
associados com os vetores unitarios ég = T e éy = y. Os modos Hemite-Gauss
de primeira ordem orientados ao longo das direcdes horizontal e vertical serdo
etiquetados com as letras mindsculas h e v, respectivamente, associados com as

funcdes espaciais

2 2
wh<x7yaz> = Nzexp [—%—FZQ%Z',]J,Z)},
2 2
dule,y,2) = Nyexp {—%Hmml (.1)

onde N é uma constante de normalizagdo e ¢(z, y, z) é a distribuicdo espacial de

fase. O modo vetorial de primeira ordem mais geral pode ser escrito como
U(r) = Agnnén + Auoln + Avabnéy + Avythiéy, (4.2)

onde >, |A,,|> = 1. E possivel apropriar-se da defini¢io de concorréncia da
teoria da informacdo quantica [67, |68]] para caracterizar a separabilidade spin-
oOrbita,

C =2||AgnAve — AuvAvsll (4.3)

ao passo que C' = 0 identifica um modo produto, ou separavel, e 0 < C' < 1
identifica um modo nao-fatoravel, ou nao-separavel, sendo C' = 1 para modos

maximamente nao-separaveis.
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Uma base de modos spin-6rbita de primeira ordem também pode ser cons-
truida com modos maximamente ndo-separdveis, andlogos aos estados de Bell na

mecanica quantica:

by k1),
\I’i(r) _ wheH\/{ﬂ €v7
B, (r) = LvEQLH (4.4)

V2

Eles correspondem a polarizacdes nao-uniformes na frente de onda. Dois exem-
plos simples de modos maximamente nao-separdveis sao os famosos modos de
polarizacéo radial (¥ ) e azimutal (®_), mostrados na Fig.

E possivel notar que esses modos de Bell, Eq. (4.4), sdo todos maximamente

ndo-separdveis - basta aplicar a Eq. (4.3)) e verificar que C' = 1.

n 9 & 8

ON N . :

Figura 4.1: Retirada de [1]. Vértices de polarizagéo de primeira ordem(Eq. (4.4))) andlo-
gos aos quatro estados de Bell.

4.2 Modos spin-orbita quantizados

Considere o operador de Heisenberg que descreve a componente de frequén-
cia positiva do campo eletromagnético associado a um feixe paraxial de primeira

ordem propagando-se na direcdo z. Na base de modos ,¢,, com . = H,V e
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v = h, v, este operador serd

AN (1) = DN " a1, (r)é,, (4.5)

v
onde a,, € o operador que aniquila um féton no modo v,¢,. Como de costume,
€ possivel definir novos operadores de aniquilacio quando uma base de modos
diferente € usada para decompor o operador de campo. Para os modos de Bell
definidos na se¢do anterior, Eq. (4.4), obtém-se as seguintes transformacdes para

os operadores de aniquilacdo:

amn £ ayy,

a = ——
W \/5

A, T a
as, = HTQW” (4.6)

e as transformagdes conjugadas correspondentes para os operadores de criagdo.

Assim, o operador de campo elétrico pode ser escrito nesta nova base como:

A(+)(I‘, t) = U kz—wt) Z (a\I,i\Ili + aq,iq)i) . 4.7)
+

Portanto torna-se interessante investigar o comportamento de diferentes tipos
de estados que excitam os modos em questao.

Primeiro vamos considerar o estado de Fock de dois modos, definido como
{In)e.|m)s, }. Além disso, nosso estado de Fock de N f6tons terd todos estes
N fétons no modo W, e nenhum féton no estado W_, de maneira que estaremos
sempre lidando com um espago de Hilbert de dois modos. Dessa forma, o modo

em questao seré:

ah )"
(N, [0)w_ = %mmyom_. (4.8)

Ao utilizar a transformagdo conjugada descrita em Eq. (4.6), € possivel escre-
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ver o operador de criacdo para W, em termos dos operadores de criacdo para Hh

e Vv, obtendo:

N m aT n aTv N—n
N, [0)e =) 2](\,/2:!2]\](_23 10} 120} v (4.9)

n=0

Analogamente, a defini¢ao do estado de Fock nos modos Hh e Vv é {|n) gn|m)v.},
que sdo os autovetores de aLha Hh € ai/vaw
Desenvolvendo a Eq. (4.9), chegamos a transformag@o entre os dois conjuntos

de estados de Fock, dada por:

al N!
— . .

Por exemplo, um estado de Fock com apenas um f6ton do modo W, pode ser

escrito como
1) i110)ve + 10) rn | 1) v
V2 '

E possivel notar que o lado esquerdo das Eq. (4.10) e Eq. (4.11)) sdo estados pro-

duto, enquanto o lado direito sdo estados emaranhados. E conhecido que emara-

(4.11)

Ve, [0)e =

nhamento € independente da escolha de uma base local no espaco de Hilbert, no
entanto estas transformagdes nao sdo locais, uma vez que elas envolvem diferen-
tes particdes de modos. Portanto a base do modo ndo deve ser confundida com a
base do estado quantico. Por isso preferimos empregar o termo particio de modo,
a fim de evitar este tipo de confusdo.

Para mostrarmos essa afirmacao, considere o operador de deslocamento que,

'Note que o estado de vdcuo é o mesmo em qualquer parti¢do, isto é, |0)g, |[0)g =
10) 1210} vo.-
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quando atua no vicuo, produz o estado coerente |u)g, |0)w_ dado por:
Dy, (u) = exp (uaih _ u*aq,+> . 4.12)

Uma vez que ayy, € ay, comutam, o operador deslocamento poderd ser fatorado
como um produto entre os correspondentes operadores dos modos Hh e Vv. As-

sim, também com o auxilio da Eq. (4.12), obtemos:
Dy, (u) = Dy (u/V2) Dy (u/v2), (4.13)

tal que os estados coerentes na decomposicao de dois modos estdo relacionados
por

), |0y = [u/V2)unlu/vV2)ve, (4.14)

que em ambos os casos sdo estados produtos.

Desta discussdo foi possivel desenvolver algumas intui¢cdes sobre o papel de-
sempenhado pelo ruido do nimero de fétons na interface entre separabilidade de
modos e emaranhamento quantico.

As discussdes a seguir serdo feitas num contexto bem préximo ao apresentado

em [14].

4.3 Medidas de Bell em estados com acoplamento
spin-6rbita

Considere o esquema mostrado na Fig. 4.2] para uma medida de Bell spin-
orbita, como a realizada em [[14]].
Um modo de entrada inicialmente preparado em um estado quantico arbitrario

| o) entra em um interferometro Mach-Zehnder com um espelho extra em um dos
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bragos, também conhecido como interferometro MZIM [69]. Seu funcionamento
€ o seguinte: quando os dois bragos estdo equilibrados, isto €, quando a diferenca
de fase associada a propagacdo dos feixes nos dois bracos for adequada, o inter-
ferdmetro separa os modos pares dos impares em diferentes portas de saida, ou
seja, as componentes Hh e Vv sairdo pela porta par enquanto as componentes
Hwv e Vh sairdo pela porta fmpatﬂ

Os feixes de entrada sdo descritos pelos operadores de campo elétrico:
2
d [TRY
| VC?C> +
1 DP(B/2)

y a“"[ S |
# BS

HWP (0v/2) | @,
MZIM
BS

\j

2
b|u.v

Figura 4.2: Retirada de [14]. Esquema para a medida de Bell spin-6rbita proposta.

A§+)(r, t) = ol T—wt) Z aﬂuzﬁv(r)éu? (4.15)
v

com p = {H,V}, referente a polariza¢do, e v = {h, v}, referente a0 modo trans-

verso, j = {1,2}, referente as portas de entrada, e a{w sdo os operadores de

*No Apéndice |A] Segdo mostramos que as medidas de intensidade em cada saida ndo
depende de fases ganhas no MZIM em questao.
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aniquilac@o correspondentes. O campo de entrada que atravessa a porta 1 passard
por elementos que produzem transformacdes unitdrias agindo nos graus de liber-
dade de polarizacdo e de modo transverso. Esses elementos sdo utilizados para
fixar as bases das medidas de Bell. Estes podem ser um prisma de Dove (DPE])
para o modo transverso € uma ldmina de meia-onda (HWPE]) para polarizacdo.
Quando a HWP ¢ orientada a um angulo «/2 ¢ o DP a um angulo /2, os

operadores de aniquilagcdo passam por uma transformacao, dada por:

a,,(a, ) = U (a,Bals, (4.16)
€l
onde U € a transformagao unitéria que descreve a combinacdo dos dois elementos.
A HWP e o DP agem de forma similar, e eles produzem um operador de reflexao
ao longo de seus eixos de orientagdo. Suas a¢des combinadas podem ser escritas
como o produto tensorial U(«, 5) = T'(a)) @ T(/3), onde
cos(f)  sen(0)

T(0) = . 4.17)
sen() —cos(0)

Assim, obtém-se, em notagdo tensorial:

ap g,
a’t cos(a sen (o cos sen al

ag, sen(a) — cos(a) sen(f) —cos(8)/ | aiy,
CLI‘}U a%/v

3Sigla do inglés Dove prism.
4Sigla do inglés Half-Wave Plate.
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A mesma decomposi¢ao pode ser aplicada para os campos de saida, isto €,

B (r,1) = &0 N " b, (1), (4.19)
v

onde b{w € o operador de aniquilagdo correspondente ao modo pv na saida j.

Uma das portas de saida do interferdmetro combinard os modos impares dos
vdcuos de entrada com os modos pares das entradas excitadas (Hh e Vv), e acom-
binacdo oposta serd formada na outra porta de saida. As amplitudes b{w do modo
quantizado sdo determinadas pelas relacdes de entrada-saida no interfer@metroﬂ
18to €,
all}hﬂ

1 n 2 2 1 2 2
bun = agps bay = agy, by, = ag, b,

(4.20)
1 _ 2 2 1 1 _.n 2 _
by, = ayp, by, = ayy, by, =ay,, by, =ap,.
O operador de intensidade, integrado sobre toda drea do detector, € definido
como

I = / B . BMdr. (4.21)

Das relagdes de entrada-saida do aparato de medida (elementos 6ticos mais inter-
ferdmetro) € possivel determinar as intensidades nas portas de saida, que serdo;

T 71 71 71 71

Iy =Ty + Iyy + gy + Iy,

) ) . ) . 4.22)
Iy = I, + Iy, + Iy, + I,

onde ]A/JW =iy

/b, Note que os modos Hv e V'h na porta de saida 1 ndo estdo

excitados, assim como os modos Hh e Vv na porta de saida 2. Logo, estes nao

contribuem para as medidas de intensidade, contribuirdo apenas para as flutuagcdes

>Note que pode haver ganho de fase em cada componente ao atravessar o MZIM, mas como
essas fases ndo vao influenciar nas medidas de interesse deste trabalho (ver Apéndice [A.T)), estas
foram desconsideradas jd na Eq. (4.20).
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em cada porta de saida. Com isso definimos

Ly = I+, (4.23)
M(a,B) = I — I (4.24)

Repare que a intensidade total de saida ndo depende das configuracdes de medida
(o, B).
Fazendo uma analogia com o parametro usado na desigualdade CHSH [42],

definimos:

o (M(a.8) + Mo, /)<z_ ];M’ AEIETN - aas)

onde as médias sdo calculadas para o estado quantico inicial |pg). Para estados de
um féton, as intensidades normalizadas detectadas correspondem a probabilidades
de deteccdo, encontrando, assim, o cendrio usual para as medidas de Bell, onde
2 < S < 24/2 para estados spin-6rbita emaranhados. Como discutido em [14],
esta violacdo pode ser alcangada com um vértice coerente de polarizacdo, que é
um estado produto na decomposi¢do Hh e Vv, como mostrado em Eq.
No intuito de evidenciar o comportamento quéntico, torna-se necessirio moni-
torar o ruido na diferenga de intensidade, AM?(a, 8) = (M?*(a, B))—(M (a, 3))2,
e comparar com o limite das flutuagdes do estado de vacuo correspondente. Esta
figura de mérito sera utilizada na proxima secdo para estabelecer a comparacao

entre diferentes estados de entrada.

%0 célculo dessas quantidades, e de suas flutuacdes, podem ser realizados a partir das equacdes

do Apéndice[A] Secdo
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4.4 Intensidades médias e ruidos quanticos

Assuma que apenas os modos aly, € al,, estdo inicialmente ocupados, des-
critos por um estado quantico |¢p), enquanto os outros modos (a};, € ai,;) estdo
em estado de vdcuo. Portanto as intensidades médias e as flutuacdes quanticas
correspondentes sdo calculadas para um estado inicial especifico.

A seguir serdo discutidos diferentes estados de entrada, suas similaridades e

diferencas.

4.4.1 Estados de Fock emaranhados

Considere inicialmente o estado emaranhado de um f6ton dado pela Eq. (4.11)).

Neste caso obtém-se:

(M(a, B))

o) = cos[2(f — )], (4.26)

onde (l;,;) = 1. Para as configuragdes o = 7/8, o/ = 37/8, f = 0e [ =
7/4 o limite S = 2+/2 é alcancado, como esperado para um estado spin-6rbita
maximamente emaranhado. Também foi calculada a flutuagdo da diferenca de

intensidade correspondente para qualquer configuragdo (a, 3),

AM?(a, B)

Tt = sen’[2(8 — a)]. (4.27)

Esses resultados podem ser generalizados para um estado de Fock arbitrario de
N fétons |N)g, |0)g_, dado pela Eq. (4.10), que possui (I;,;) = N. Para as
configuragdes da medida de Bell obtém-se 50% de compresséo de intensidadeﬂ
Quando § — o = m7/2 (m € Z), todos os fétons sdo registrados na mesma porta

de saida, e a diferenca de intensidade é perfeitamente comprimida.

"Mais conhecido como squeezing.
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Note que a coeréncia entre modos € ingrediente chave para violagdao da desi-
gualdade CHSH, uma vez que a soma do lado direito das Eq. e Eq.
evolve uma superposi¢do coerente com fases relativas bem definidas. Quando as
fases sdo aleatdrias, estes estados passam a ser mistura estatistica de estados de

Fock, que nao mais violam a desigualdade CHSH, como seré visto a seguir.

4.4.2 Mistura estatistica de estados de Fock

E interessante desenvolver a desigualdade CHSH spin-6rbita para um estado
de Fock misto que exibe forte correlagdo no nimero de fétons, mas nenhum ema-

ranhamento. Este estado pode ser representado pela matriz densidade

N
N!

PN = HZ:O mwnm @ [N —n)(N = n|y, (4.28)

com um numero total NV de fétons bem definido, aleatoriamente distribuido entre

os modos Hh e Vv. Para este modo, encontra-se

(M(a, B))

o) = cos(2a) cos(20), (4.29)

que resulta em S = /2 para as configuracdes de medida de Bell.

O ruido na diferenca de intensidade é

AM?(a, B)

T = sen?(2a)+ sen2(25)+<<[mt>T_3) sen?(2a) sen?(24), (4.30)

que pode ser perfeitamente comprimido para configuragdes especificas de («, 3),

mas, em geral, escala com o nimero de f6tons. Por exemplo, se fixarmos o = =

7/4, aEq. (4.30) resultaem (N +1)/2, enquanto que Eq. (4.27)) prevé compressdo

de ruido perfeito.
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4.4.3 Estado de Werner

No intuito de capturar o papel desempenhado pelo emaranhamento nas pro-
priedades do ruido quantico do estado de Fock considere um estado parcialmente

emaranhado, do tipo

pn(p) = pIN)(Nlw, ®|0)(0lw_ + (1 —p)ply, (4.31)

onde p'y € dado pela Eq. (4.28)). Este é andlogo ao estado de Werner, frequente-
mente utilizado na 4rea da Informacao Quantica para discutir correlagdes presen-
tes em estados parcialmente emaranhados [46]]. A média da diferenca de intensi-

dade para uma configuragio («, ) é

(Mo, B))

(Tor) = pcos[2(8 — a)] + (1 — p) cos(2c) cos(203), (4.32)

que resultaem S = (1 + p)\/§ (contendo um limiar de viola¢do dado por p =
V2 —1).

O ruido da diferenca de intensidade pode ser calculado diretamente como uma

combinagao das Eq. e Eq. (#.30), resultando em:

(AM?)yw = p(AM?)puro+ (1= p)(AM?)pmisto+p(1=p) [(M)puro + (M )misto]”

(4.33)
onde (AM?),,,, é dado pela Eq. , que escala com ([;,), enquanto que
(AM?),is10 € dado pela Eq. (.30), que escala com ([;,;)°>. Note que ambos
(M) puro € {M)misto s30 proporcionais a (1), logo (AM?)yy /(1) escala com
().
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4.4.4 Estado coerente puro

Para um estado coerente |u)w, |0)w_, dado pela Eq. (4.14), obtém-se

(M(e, 8))

o) = cos[2(B — )], (4.34)

com (I,,;) = |ul?, resultando também em S = 24/2, assim como no estado de
Fock, embora o estado de entrada aqui (estado coerente puro) seja fatordvel. Para

distinguir os dois casos, calculou-se o ruido da diferenca de intensidade,

AM?(e, B)

=1 4.35
Toor) : (4.35)

de forma que para qualquer configura¢do («, ) o ruido esperado é o ruido de
vacuo, que € bem distinguivel do resultado correspondente para estados de Fock

emaranhados.

4.4.5 Estado coerente misto

O papel desempenhado pela coeréncia na violagdo da desigualdade CHSH
spin-Orbita passa a ser o foco agora. Suponha um feixe laser preparado inicial-
mente em um estado coerente |u)g,|0)v,. Este feixe é, entdo, separado em duas
partes iguais, uma delas € transformada para o modo Vv e enviada para um divisor
de feixe BSﬂ, onde é contaminado com um laser independente também preparado
no modo Vv. Finalmente, essa mistura dos modos Vv é recombinada com o modo
Hh no divisor de feixe polarizador PBSEL como esquematizado na Fig. Uma
vez que os dois lasers possuem fases relativas aleatdrias, o estado quantico que

descreve essa mistura € escrito como:

8Do inglés Beam Splitter.
Do inglés Polarizing Beam Splitter.
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1, BS (50/50) Hih
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LASER 1 . - \
Hh
HWP y
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LASER 2 - -
BS (r,1)

\/
p 2

Figura 4.3: Retirada de [1]. Esquema proposto para produzir um estado coerente misto
ajustavel.

do

o= o)l @ [ 510/ 0) 0/ (4.36)

onde u/(f) = u (r + te’) com r e ¢ sendo os coeficientes de reflexdo e transmis-
sao do acoplador contaminado.
Considerando 7 = v/ Re*®, onde R é a refletancia e ¢ € a fase adquirida na

reflexao, obtemos:

(M(a, B))

T = cos(2a) cos(28) + V'R cos(¢) sen(2a)) sen(253), (4.37)

onde (I;,;) = 2|ul?, resultando em S = (1 + \/}_%cos(qS)) \/2 para as configu-
racoes da medida de Bell. Um limiar de violacdo € previsto em \/ﬁcos(@ =

V2—1.ParaR=1e¢ ¢ = 0, recupera-se os resultados do estado coerente puro,
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obtido na Eq. (4.34).

Para uma superposi¢do completamente incoerente (/2 = 0), obtém-se:

(M(e, B))

i) = cos(2a) cos(20), (4.38)

resultando em S = /2 para as configuracdes da medida de Bell, ou seja, mis-
tura estatistica de modos separdveis. Este resultado sugere que coeréncia é um
ingrediente essencial para violacdo da desigualdade para a média de intensidades.

Enquanto isso, o ruido da diferenca de intensidade para uma configuracdo

(o, 3) €

AM (0, B) (L)
Ty T2

que escala com (I;,;) e estd acima do shot noise para a maioria das configuracdes.

sen”(2a) sen?(23), (4.39)

4.4.6 Vacuo comprimido de dois modos

Também € interessante analisar os resultados obtidos para estados de vacuo
comprimido de dois modos, que apresentam emaranhamento de quadratura. Este
pode ser construido atuando o operador de compressdao de dois modos no estado

de vacuo, isto €:

* ToooT
ARy — Qg Ay,
|Psq) = X << WAV = Qg Ty ) 10) £25]0) /o, (4.40)

2

onde ¢ é o parAmetro de compressio e a intensidade total serd (I,,,;) = 2sinh?(|(|/2).

Neste caso, encontra-se:

(Mo, 8))

o) = cos(2a) cos(2/), (4.41)
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resultando em S = /2 para a configuracio da medida de Bell, o mesmo resultado
que o encontrado no estado coerente misto.

O ruido da diferenca de intensidade serd

AM?(a, B)
<Itot>

(4.42)

2

)+ 1) (1 + cos(4a) cos(45)> |

que também escala com (/;,;). Portanto, apesar de possuir emaranhamento de
quadratura, as propriedades quanticas do vidcuo comprimido ndo aparecem neste

tipo de medida de Bell spin-6rbita.

4.5 Consideracoes sobre inseparabilidade Classica e
Quantica

Ao longo desse capitulo, discutimos as medidas de Bell spin-6rbita em vorti-
ces paraxiais de polarizacdo do ponto de vista da Otica Quantica. Esses vortices
sao tratados como modos inseparaveis, e suas descricdes quanticas sao compara-
das em diferentes decomposi¢des de modos.

A separabilidade de modo foi avaliada com uma desigualdade para as médias
de intensidades de forma andloga a desigualdade CHSH. Nossa desigualdade foi
violada para um estado spin-6rbita emaranhado, como esperado, mas foi violada
também por um estado coerente fatordvel. Esses dois casos limites sdo investiga-
dos experimentalmente em [14, 70, [/1]]. Assim, surge uma questdo natural sobre
a interface entre emaranhamento e coeréncia na violagao da desigualdade de Bell.

Comparamos diferentes estados de entrada, a fim de desenvolver alguma in-
tuicdo, de maneira que nossos resultados indicam que o papel desempenhado pela
coeréncia e pela flutuacdo do nimero de fétons podem ser resumidos nos exem-

plos:
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i) Sem coeréncia, nao observamos nenhuma violagao da desigualdade CHSH
baseada em intensidade, como ilustrado nos exemplos com os estados misto

coerente ou de Fock;

i1) Com coeréncia e distribui¢do poissoniana para o ntimero total de fétons es-
peramos violagdo, mas nenhum emaranhamento, como vimos nos exemplos
com os estados coerentes puro. Notamos que esses estados sdo fatordveis

em qualquer decomposicao de modos, mas exibem violacdo méxima;

iii) Com coeréncia e pequena flutuacdo do nimero de fétons (abaixo do ruido
de vacuo), esperamos violacdo da desigualdade CHSH e emaranhamento,

como ilustrado pelo estado de Fock emaranhado.

E importante salientar que em todos os casos a coeréncia que estd sendo con-
siderada como relevante € a caracterizada pela fase relativa intramodo, e nio a
global.

Também apresentamos exemplos que intercalam entre estados puros e mistos.
E na subsecdo "Vacuo comprimido de dois modos", mostramos que o emaranha-
mento de quadratura ndo implica em violacao da desigualdde CHSH baseada em
intensidade.

Inseparabilidade de modos (inseparabilidade clédssica) e emaranhamento po-
dem ser simultaneamente obtidas medindo médias das intensidades e suas corres-
pondentes flutuagdes. Violacdo da desigualdade CHSH baseada em intensidade
indica a inseparabilidade da estrutura do modo, enquanto que compressao das
diferencgas de intensidades evidencia emaranhamento. Estados coerentes devem
exibir flutuacdo igual ao ruido de véacuo para quaisquer configuracdes de medida,
enquanto que estados com niimero de fétons comprimidos devem apresentar 50%
de compressdo para as configuracdes usadas na desigualdade. Esses resultados

podem ser experimentalmente testados com vortices de polarizacdo produzidos
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por fontes com intensidades comprimidas, como o OPO [72, 73] ou lasers de di-
odo "pump-noise-suppressed” [74]].

Agora, no capitulo seguinte, vamos mudar um pouco o enfoque do problema e
comegar a analisar, classicamente, a Geracdo de Segundo Harmodnico. Iniciamos
esse estudo pelos cdlculos das constantes de recobrimento, que é um resultado

central desta tese que, inclusive, serd aplicado Capitulo|7}
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Capitulo 5

Constantes de recobrimento

Os processos de Geracdo de Segundo Harmonico envolvem infinitas inte-
grais de combinacgdes dos modos espaciais do campo elétrico, como mostram as
Eq. (2.80), Eq. e Eq. (2.82). Muitas dessas integrais ndo contribuem no
processo, outras sdo pouco significativas, e outras sao mais relevantes do que o
esperado. Entdo, saber quais integrais sdo importantes no processo € tarefa neces-
séria, e por isso esse tema ganha esse capitulo exclusivo.

Aqui apresentamos um resultado bem geral dos cdlculos dessas constantes
de recobrimento. Obtemos expressdes analiticas, envolvendo também as ordens
radiais do problema e as condi¢cdes necessdrias para seus surgimentos.

As constantes de recobrimento, definidas matematicamente na Eq. @), sao
responsaveis por acoplar as infinddveis possibilidades de modos de Laguerre-
Gauss que surgem na dindmica de processos nao-lineares multimodos. O que elas
fazem €, basicamente, nos fornecer valores que indicam a superposi¢cao espacial
dos perfis transversos destes modos, sendo que, quanto maior essa quantidade,
maior € a contribui¢ao desse modo gerado, nos dando uma ideia do peso que cada
acoplamento terd ao longo desse processo.

Sendo assim, esse acoplamento entre os modos de Laguerre-Gauss € dado pela
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Eq. (2.71))'} isto &,

Il
[e's) 2 2 2
Rll l//// — / Td?“ / de 2p' 2,r Lm 2T €_w2w2 Hulé
Pe'P 0 0 7Tw2w2 (p + |l|>' Waw P w2w2

V']
y 2])/' \/§T L‘l/‘ 27’2 6_ wT[jQ —l'0
mwp? (p + |V \ wy P\ wy?
(2]
2p" 2 ” 2 2 _ 2 0
x P Var) (L>e w2 Y 5.1)
TWy (p” + ’l”’)' wy P U)V2

Com a ajuda da Eq. (2.62), junto com o casamento de fase (Eq. (2.77)), ob-
temos a relagdo entre a cintura dos feixes do primeiro harmoénico e do feixe do

segundo harmonico, dada por

(5.2)

Assim comecamos a simplificar a Eq. (5.1), ja substituindo a relagéo acima,

nos levando a:

Rll " . z 2 1 p' p,' p”' o de ez(lfllfl")a
pp'p” T l l’|) ( //+|l//’)
7V mw,wgwy \| (p+ [ID! (P + | D 0
] 1] L]
& 2r2 \ 2 [(wy,? 2r? \ 2 [wy,? 21 2
X rdr 5 5 5 ) 2
0 Wa, WH* Wy Wy~ Waw
o Il 272 L‘l,/‘ Wou? 212 L'l,/,ll wo,,? 2r? e—j;jz' (5.3)
P w2w2 P ng w2w2 P U)V2 w2w2

Nosso passo seguinte € fazer a substituicao de varidvel

T=—-7 (5.4)

1 '’ 2w, H * 2
Lembrando... Rpp plt = fupl 'l U ! d°r.
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e realizar a integral angulalﬂ resultando em

grv, O z/+l”\/7 . wy ) ()T
PP'P Waey p+ Ill (' + Il’l) (0" + 1" \ wy wy
|+ |+|l”| ia Way,? 0] Wy, _
d LUy Ll (22 o) L @ 55
/0 T x P (z) p szx P wVQx ¢ (5-5)

Assim podemos calcular R3O

1 (2 (wa AW
RO~ /2 (w—2> <w—2)/ dz e, (5.6)
Wou, VT \ WH Wy 0

que possui como solugdo

1 2 W9 W9
000 __ it w i
Foon = Wy V T (wH) (wv> ) (5.7)

Dividindo Eq. (5.5) por Eq. (5.7), chegamos ao recobrimento normalizado, o

X

qual utilizaremos a partir de agora, que é:

w ] w 2] | 1 "
All l”// = 5l U+ (ﬂ) (ﬁ) r 7 b
PP ’ wy wy (p+ 1D+ D" + (]!

0 [V [+ AT n W
g 1] 1 2w i 2w —z
/0 dz x Ly (z) Ly, (—w 5 a:) L, <—wv2 :E) e " (5.8)

Para resolver a integral acima e determinar o valor das constantes de reco-

X

brimento, precisaremos das propriedades dos polindmios associados de Laguerre

[75]

(n+k)!

G (5:9)

/ 2" LF (2) LE (2) e "dx =
0

LE(z) =1 (5.10)

227 1-1'=1")6
fO do 62( ) = 27‘1’51_’1/4_[”.
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= ()" Pl(k+P)
* _Z(P—m)!(k;er)!Lm(x)

m=0

(5.11)

sendo que esta dltima, Eq. (5.11)), ¢ desenvolvida mais detalhadamente no Apén-

dice

5.1 Solucoes para as Constantes de Recobrimento

Resolver a integral da Eq. (5.8) de modo que contemple todos os indices radi-
ais, todos os indices angulares, o descasamento de fase, e sua variagdo ao longo
da direcdo de propagacdo € um problema que encontramos bastante dificuldade
e ndo achamos solucio na literatureﬂ Por esse motivo, vamos trabalhar a partir
de algumas consideragdes que nos permitiram seguir os cdlculos adiante e obter
resultados.

As consideragdes que fizemos para chegar até a integral da Eq. (5.8)) séo:

1) H4 casamento de fase nos processos nﬁo—lineare{f] no nosso cristal, ou seja,

Ak =0, (5.12)

ii) O comprimento de Rayleigh € muito maior que o tamanho do crista]ﬂﬂ que

€ onde ocorrem os processos ndo-lineares, de modo que

Z =0; (5.13)

iii) SO resolveremos problemas envolvendo geracdo de segundo harmodnico e

3 Achamos algumas familias de solugdes, como em [[76] (que por sinal tem um pequeno deslize
nas contas, parece que houve uma confusdo entre a fungéo fatorial e a gama em todos os fatoriais
da Eq.(11) deles), mas ndo a solugéo geral.

“Essa consideragio j4 foi feita desde o Capitulo

SLembrando que Z = 2/zg, € zg é o comprimento de Rayleigh.

®Essa consideracdo também j4 foi feita desde o Capitulo
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com condig¢des iniciais iguais a:

ap(0) = ) dyebuaf (0), (5.14)

a;fulu(O) = Z(Spuo(;lnlja(‘)/lj(()), (515)
J

by (0) = 0. (5.16)

Ou seja, ndo vamos injetar nenhuma semente no feixe com frequéncia 2w.
Ambos os feixes de entrada de frequéncia w vao ter ordem radial zero, en-

tretanto estes podem ter diferentes combinag¢des de MAO.

Aplicando as condig¢bes acima, que equivale a substituir p’ = p” = 0, a

Eq. reduz parzﬂ

All/l// _ 5 , ., % |l| % ‘l ‘ p! o 1
»00 WA oy Wy (p+ I |||y

e.) |l\+‘l/‘+‘l”‘ m 733
X i dea 2 L) (z)e". (5.17)

Agora determinar as constantes de recobrimento a partir da Eq. (5.17) fica
bem mais agradével, e € isso que faremos. A estratégia que usamos aqui é compa-
rar essa equacao com a relacdo de ortogonalidade dos polindmios associados de

Laguerre, Eq. (5.9), e utilizar a Eq. (5.T1).

Primeiro vamos substituir a identidade

\l’+l”|*(2\l’\+\l”|)

=1 (5.18)

=D -
2 T

7A partir de agora entende-se A" por AUL'(0).
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dentro da integral, que nos leva a:

NN | T 1
All/l" = 5[ U+l _Zw _Zw L T
w0 = e ) ) e e e

X / dz x'l/H”‘xPLllf/H”' (x)e ™, (5.19)
0

definindo, convenientemente,

I "
p- M+l ’2 LR} (5.20)

Substituindo a Eq. (5.11)) e arrumando:

NN | . 1
All/l" = (Sl U1 _20.) _2w D T
w0 = e ) \we) e e

P m / "
5 (=)™ PL(|l' + 1" + P)! 521)

(P —m) ([l + "] + m)!

m=0

o)
|l/+l”‘ ‘ll+l//| |l/+l”‘ —x
X / dz z Ly, " ) Ly ™ () e,
0

Agora aplicando a ortogonalidade, Eq. (5.9), enfim chegamos a:

P [t'] [
11 Way, Way
AR = m}g: St O <—wH) <—wv ) (5.22)

1 (=L)P PU(|l +1"| + P)!
PL(p+ [+ P (P =p)! |

Enfim, esta é a nossa solugdo para as constantes de recobrimento - Eq. (5.22))

- uma solugdo geral, dentro das nossas consideragdes para os problemas que que-

remos tratar. Desta surgem detalhes interessantes que vale comentar:

» A primeira € a ja conhecida conservacdo de momento angular [ = [' + [”,

que surge em 6y ;45
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* A segunda, que ndo € tdo comentada assim em textos sobre GSH, € o surgi-

mento de ordens radiais diferentes de zero no feixe convertido.

* A terceira: ndo apenas surgem recobrimentos para ordens radiais diferentes

de zero, como elas estardo limitadas por P (definido na Eq. (5.20)), isto é:
p < P. (5.23)

Esta inequagdo surge gragas ao termo ZZ:O Omp-

Encontrar tal solu¢@o ja é uma boa vantagem, mas, para ficar ainda melhor,
estudaremos um pouco a quantidade P para observarmos o que surge de interes-

sante.

5.2 Avaliando os valores de P

Para finalizarmos esta parte sobre as constantes de recobrimento, discutiremos
sobre a quantidade P. Esta surge apenas como uma definicdo para auxiliar nos
célculos, mas vimos que possui propriedades interessantes.

Primeiro vamos relembrar sua defini¢ao:

B |l/|+|l”|—|l/—|—l”|

P 5 , (5.24)
que leva em
l/ l// l/ l//
P—|—|l’—i—l”|:| [+ |2+| + | (5.25)
J4 adiantando, estes calculos resultam em:
0, sel'l” >0,
P = (5.26)

min {|I], [I"]}, sel'l" < 0.
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A [+ 1", sel'l" >0,
Pl +1" = (5.27)
max {|I'|, [I”|}, sell” <O.

Traduzindo a parte operacional contida nesta equacdo, pode-se notar que somar
MAO de feixes que possuem o0 mesmo sinal, ou giram para o mesmo lado, é mais
simples de trabalhar}

As subsecOes a seguir sdo apenas para provar as relacdes que acabamos de

mostrar na Eq. (5.26).

521 I'">0

Primeiro vamos considerar que os feixes de entrada possuem MAO obede-

cendo as relacdes:

' = +a,a>0, (5.28)
" = +b b>0, (5.29)
" = ab > 0. (5.30)

Substituindo esses valores em P, Eq. (5.24):

_|Ea| + |£b] — [£a £ b|

P 5.31
5 ) (5.31)
P:a—i—b—|;i:(oz+b)]7 (5.32)
P=0. (5.33)

8Quando dizemos que é mais simples de trabalhar é porque este processo s6 contempla modos
com p = 0.
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Agora, substituindo em P + | + I”|, Eq. (5.24):
P+ |fatb|=|a|+b|. (5.34)
Logo, concluimos que - para I'l” > 0 -

P=0, (5.35)

P+I'+U"|=U'|+]l"]. (5.36)

Como p € menor ou igual a P, e, neste caso, P = 0, s6 sobrevive a ordem
radial zero, isto €é:

p=0, sel'l”>0. (5.37)

A constante de recobrimento, neste caso, se reduz a:

] |
11 W2, W2, l, + l” '
ALY = Sp00up (w_2> (_2) (vl et (5.38)

H wy T

522 I'l"<0

Agora, consideramos que os feixes de entrada possuem MAO obedecendo as

relacdes:

' = +a,a>0, (5.39)
" = b, b>0, (5.40)
" = —ab < 0. (5.41)
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Substituindo esses valores em P, Eq. (5.24):

_ |Eal 4 |Fb — [Fa F b

P 42
5 ; (5.42)
b— |+ (a—

p_atbmEe=bl (5.43)

2

b—la—b

padblaztl (5.44)

2
P = min{a,b}. (5.45)

Agora substituindo em P + |I' + I”], Eq. (5.24):
+ b+ |+a F b
P |daTh|— a|+|¢|2+| aFhl (5.46)
bt |+ (a—b
Pt |+(a—b)=2F +|2 (a= bl (5.47)
btla—b
Ptla—b =2F +2|a 5 (5.48)
P+ |a — b| = max{a,b}. (5.49)
Ou seja - para l'l” < 0 -
P =min{|/],|I"]}, (5.50)
€

P |l + 0" = max {|I], "]} (5.51)
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Sabendo que
PUP 4+ |I'+ ") = min {|I'|, |I” |} max {|I'|, |I"[}!, (5.52)

PUP + |+ 1) = 1], (5.53)

podemos substituir na Eq. (5.22)) e, finalmente, obter as constantes de recobri-

mento para ['l” < 0, que serdo:

P [¢'] "] Al (1)
All/l// _ (5 i 5 w2w w2w | ° °
po0. = ThIH mz::O o <wH wy plp+ U+ 1)(P—p)
(5.54)

ou,

. 5l v <M>l/ <M>|l”| ' |l/|!‘/l//“” | (_1)17” se p < P,
AWV . wi wy \V plp+l'+1"])! (P—p)! = (5.55)

0, sep > P.

Vimos aqui que, em processos de Geracdo de Segundo Harmonico envolvendo
modos que possuem Momento Angular Orbital, os modos participantes sdo aque-
les que possuem constantes de recobrimento ndo nulas. Calculamos essas constan-
tes de recobrimento para modos de entrada do primeiro harmonico que possuem
ordens radiais nulas e MAO quaisquer e observamos que somar feixes com MAO
de mesmo sinal produz resultado diferente de somar MAO com sinais opostos. E
mais, analisando esses resultados conseguimos também encontrar um limite supe-
rior para as ordens radiais que surgem no problema.

Esse € um resultado bem geral que pode ser usado como base para varios
experimentos, inclusive as aplicagdes que teremos no Capitulo(7]

A seguir vamos trabalhar o problema da Gera¢do de Segundo Harmonico, que
consiste em encontrar a solugdo das equagdes dindmicas (Eq. (2.80), Eq. (2.81)
e Eq. (2.82)). Nosso resultado neste capitulo serd uma generaliza¢do da solugdo
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obtida por Bloembergen e colaboradores [28], que podera ser aplicado em varios

experimentos, como, por exemplo, os descritos no Capitulo
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Capitulo 6

Resolvendo o problema da Geracao

de Segundo Harmonico

Agora que ja conhecemos as constantes de recobrimento, € com isso sabe-
mos quais modos contribuirdo nos processos, podemos retornar para as equagoes
dindmicas multimodos.

Neste capitulo reproduzimos de forma detalhada os solu¢cdes de Bloembergen
e colaboradores [28]], além de generalizar essas equacdes para o caso multimodo.

Antes de iniciar o problema € necessdrio fazer algumas consideragdes para
seguir, assim como fizemos nos calculos das constantes de recobrimento. Por
sinal, as consideragdes sdo as mesmas que as do Capitulo[5] Se¢do sendo que

o0 terceiro item possui mais uma implica¢do, que sera:

» Dadas as condig¢des iniciais,

all (0) = " dyeduaf (0), (6.1)

ay(0) = Y Sadym,af, (0), (6.2)
J

bu(0) = 0, (6.3)
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0os MAQO’s e as ordens radiais dos campos de frequéncia w se manterao

constantes ao longo da propagacao, isto é:

aﬁl,(z) = Z 5p/051/lia&(2), (64)
a;/ul,,(z) = Z 5p”05l“lj a(‘)/lj (Z) (65)
J
Ou seja, se os modos de entrada possuem p = 0, eles terdo p = 0 ao longo
do cristal.

A seguir, mostraremos as solu¢gdes que encontramos nos problemas que anali-
samos, onde teremos algumas generaliza¢des da solug¢do obtida por Bloembergen

e colaboradores [28]].

6.1 Problema a 2+1 modos

As condig¢des iniciais deste problema sdo:

ayy(0) = Gpodiyap,, (0), (6.6)
ayu(0) = Syrobumyag,, (0), (6.7)
bu(0) = 0, (6.8)
lgly > 0, (6.9)
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que pelas nossas consideragdes, e pelas regra de selecdo das constantes de reco-

brimento, Eq. (5.38]), evoluem para:

aby(2) = Syodu,ay, (2), (6.10)
ayun(z) = Syodimyag, (2), (6.11)
‘l/‘ Illll ! "
w . Wa, Wow (|l | + |l D'
ApOO - 5l,l’+l”5p0 <E) <w_v) W (612)

As equacdes que pretendemos resolver aqui sdo:

dalt N
= N Do )ag, (6.13)
daY, .
—5 = 10y ot (6.14)
dbo(iy+1) Ul
# = 12gAolh " agy ayy, - (6.15)

Estas equagdes ja sao bem conhecidas, figurando, por exemplo, em livros di-
daticos como [ 11, [12]].

No entanto, por mais que tenha deixado de ser um problema multimodo, ainda
sdo equacdes ndo-lineares e resolvé-las continua ndo sendo uma tarefa simples.

Redefinindo as varidveis do problema, para trabalhar com uma nota¢do menos

carregada, as equagcdes acima passam a ser

d

S G bay (6.16)
dz

d

SV wGbay (6.17)
dz

db

— = 120G ayg ay. (6.18)
dz

Uma outra vantagem em escrevé-las assim € que elas também podem ser usadas
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para solucionar o problema envolvendo 2 + (P + 1) modos, que seré discutido
na se¢do a seguir (Se¢do [6.2). Entdo, i, v, n e G sdo apenas parimetros para
resolvermos uma familia maior de problemas, inclusive as Eq. (6.13), Eq. (6.14)
e Eq. (6.15).

A forma que encontramos de trabalhar esse sistema, obtendo relagdes interes-
santes e uma solucdo analitica, foi substituir os campos por suas intensidades e

fases, como na Subsegdo. 2.3.1] Desta forma, escreve-se:

% =2uG/ JIgIy sen (§), (6.19)
IH% = uGr/JIgIy cos ( (6.20)
ili = QVG\/ JIHIV sen (g) N (621)
z

IV% = VG\/ JIHIV COS (622)
d

d_i = —4nG~/ JIyIy sen (§), (6.23)
J— = 2nG/JIy 1y cos ( (6.24)
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onde

§=¢n+ v — 1. (6.25)

As relagdes de Manley-Rowe, nesse caso (Eq. (??) e Eq. (??)), serdo:

Iy(z) = ;]H(Z) + (IV(O) - ;IH(O)) (6.26)
oy 0
JE) = =2 In(2) + (J(O)+2MIH(O)) (6.27)

Uma relagdo interessante surge quando derivamos a Eq. (6.24)) (ou Eq. (6.20)

ou Eq. (6.22)):

d (J%> _ { 206 <gIHIv+J%IV+JIH@)} cos (€)

dz \"dz 2/ J Iyl \ dz dz dz
d
+ 277G\/ J[H[V (— sen (f) d—§> (628)
z
d dey 2nG cos (€) dly
— | J—=) = ————==(-2nlyl JI JIy) ——
i (V50) = G Rt i)

— 2G\/JIyIy sen (€) (dc%q + %V —~ %) (6.29)

e adiantado alguns passos, chegamos a:

d [ dp)
4 (JE) 0. (6.30)

Ou seja, a quantidade entre parénteses é conservada. Assim temos, comparando

com a Eq. (6.24):

VI (2)Ig(2) 1y (2) cos (€(2)) = /J(0)Ig(0)1(0) cos (£(0)). (6.31)
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A Eq. (6.31) é uma importante relagdo de conservagdo, que nos trard mais in-
formacdes daqui para frente. Um caso especial desta aparece quando aplicamos as
condigdes iniciais do nosso problema, mais especificamente J(0) = 0 (Eq. (6.9)),

que €

VI (2) 1 (2) Iy (2) cos (£(2)) = 0, (6.32)
Aplicando Eq. (6.32) em Eq. (6.20), Eq. (6.22) e Eq. (6.24)

don

VA

[Vdc{ﬂ -0 (6.34)
VA
v _ 0 (6.35)
dz

e isso nos leva a concluir que:

* a intensidade, para um dado comprimento dentro do cristal, deve ser nula;

ou

* se a intensidade, para um dado comprimento dentro do cristal, ndo for nula

a fase necessariamente se conserva.

* se as trés fases se conservarem, ou seja, se as intensidades forem todas nao

nulas, da Eq.(6.32)) terifamos que

T
a)

§(=) = (2n +1)5 (6.36)

isto &, as fases estdo amarradas por essa relacdo junto com a Eq.(6.25). Esse

€ o caso de interesse, que serd melhor discutido a seguir.
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6.1.1 Solucao analitica

Aqui vamos buscar uma solu¢do analitica para o problema. Para isto vamos

considerar o Travamento de Fas obtido na Eq. (6.36), que leva em
cos ({(z)) =0, Vz. (6.37)

Ao substituir na Eq. (6.32)), chega-se a:

In(z) # 0, (6.38)

Iy(z) # O, (6.39)

J(z#0) # 0, (6.40)

Ou () +ov(x) —h(zx) = @n+1)7, (6:41)

Como as intensidades sdo todas ndo nulas ao longo do cristal, as fases, como

vimos anteriormente, serdo todas conservadas, ou seja,

ou(z) = ou(0), (6.42)
dv(z) = ¢v(0), (6.43)
Y(z) = ¥(0), (6.44)

e o que chamamos de Travamento de Fase € traduzido na equacao:

Oa(2) + 0v(2) = ¥(=) = 6u(0) + ¢r(0) = () = 2n+ )T (645)

Além de considerar o Travamento de Fase em todo o cristal, vamos considerar

"Em inglés é conhecido como Phase Lock.
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que:

Iy (0) = ng(O). (6.46)

Assim, as Eq. (6.26) e Eq. (6.27) se tornam:

Iy(z) = ng(z), (6.47)
J(z) = 2% (I1(0) = T (2)) - (6.48)

Substituindo essas equagdes e a Eq. (6.37) nas Eq. (6.19), Eq. (6.21)) e Eq. (6.23),
o sistema de equagdes para as intensidade se reduz a Eq. (6.47), Eq. (6.48) e

I
dz

(2) = (=1)"2G\/2nv /15(0) — I (2) I (2), (6.49)

que, por sua vez, t€m como solucio:

J(z) = QZIH(O)tanh2 <\/27]1/IH(O)G2>, (6.50)
In(z) = Iy(0)sech?® (\/QUVIH(O)Gz>, 6.51)
Iv(z) = %]H(z). (6.52)

Finalmente, para obter a solu¢do do nosso problema a 2 4+ 1 modos, basta
substituir

p=v=n=1, (6.53)

G = gAjalv (6.54)
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nas equacdes anteriores e chegamos a:

oy (2) = 2tanh2< 21§H(0)9Agggu>, (6.55)
I§,(z) = 1, (0)sech? (/2181 (gAY =) . (656)
Iy (z) = I3 (2). (6.57)

que ja € conhecida desde 1962 [28] pelo prémio nobel Bloembergen, e colabora-
dores, com a diferenca de que aqui a solucao serve para quaisquer [y e [y tais que

lgly > 0, aspecto ndo contemplado anteriormente.

6.2 Problemaa?2+ (P + 1) modos

Agora vamos considerar o caso em que os dois feixes de entrada geram P + 1

modos do segundo harmdnico, sendo produzidos pelas condi¢des iniciais:

alli(0) = Gyodyi,aly, (0), (6.58)
ayn(0) = Gprobynyagy, (0), (6.59)
bp(0) = 0, (6.60)
Igly < 0. (6.61)

Pelas nossas consideragdes, e pelas regra de selecdo das constantes de recobri-

mento, Eq. (5.54), evoluem para:

aby(2) = Syodu,ay, (2), (6.62)
a}‘,///lu(z) = 5p~0(5[~lva(‘)/lv(z), (663)
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P [t'] [ il (1)
All’l’l = Oy g dm _w2w _w2w ‘ : - .
o = e 20 (G0) W) G-

(6.64)
Entdo, as equacdes que pretendemos resolver aqui sdo:
dag i Uyl *
d—ZH = ZgZAp(I)%VbP(ZH-Hv)a&V )
p=0
dag; - gl H *
- = 19 Y A bptg 101001,
p=0
dbo(uy+1y) Ul
% = z2gA0§6Va5Ha(‘)/lv
dbi 1+
—HE = gAY aff, ap, (6.65)
dbyp (i, 41
p(dI; v) Z29AZ&)WG5HG(‘)/IV
dbp(iy+1v) Ul
# = 129Ap8Val ay -
Analisando as equacdes acima, é possivel notar que
dbp(lH‘HV) _ BIHZV dbOUH‘HV) (6 66)
dz P dz ’
com o
HUW
lagly _ 2"p00
Byt = Allalv” (6.67)
000
que, por sua vez, leva zﬂ
bp(iy+1v) = le?HlVbO(lHJrlv)' (6.68)

*Lembrando que By, 41,(0) = 0.
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Substituindo essas relacdes no sistema de Equagdes Dinamicas, descrito por

Eq. (6.65)), conseguimos reescrevé-lo como:

dagé
dz
da&v
dz
dbo(lH-‘er)
dz

conf’

GlHlV

Vigly

*

~ 1%
MNigly GlHlv bO(lH-HV)aOlV )

*

~ H
Wigty Gty Doy +1v) Qo

~ H V
Z2G1HlV aOlH a’OlV ?

_ llgly
= ngoo )
P

Z(BPIHZV)2'

p=0

(6.69)

(6.70)

(6.71)

(6.72)

(6.73)

As Eq. (6.69), Eq. (6.70) e Eq. nos dizem que a dindmica do problema a

2+ (P +1) modos se reduz ao problema a 2+ 1 modos. Fato este que nos foi bem

surpreendente e interessante - pois gracas a isso basta resolver o problema a 2 + 1

modos, que ja estamos solucionando toda a familia de problemas com 2+ (P + 1)

modos.

Logo, para encontrar uma solucdo analitica para este problema, basta voltar

nas Eq. (6.50), Eq. e Eq. (6.52)), e substituir

!

14

n
G

= Mgyly>

- /ylHlv7
=1

Y

= Gy,

30s calculos de v; uly serdo desenvolvidos no Apéndice
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que chegamos a

Iy, (0)
JO(lH-HV)(Z) = 2/11}[—[ tanh” ( QVIHZV[({?H (O)gAé)l(%lVZ) ) (6.78)
mlv

I(J)LZIH(Z) = Ié}[H(O) sech? ( 27;H1V15H(0)9Ag&lvz> , (6.79)

2
o) (2) = [BI] Jogmin) (2), (6.80)
[(‘)/lvv<z) = [él{H(Z) (6.81)

Para descobrir as fases 1,, basta retornar em Eq. e reescrevé-la como:
Bl = (=1)7| gt ]. (6.82)
Assim, substituindo em Eq. (6.68)),
bp(iy+1v) = (=1)” WJZDHIV‘ Doty +1v) (6.83)

V Jp(lH+lv)ewp(lHHV) =" B Jo(n 15 € Om+v) (6.84)

e, por fim, encontramos:

Vp(tu+ty) = You+iy) + (2n+p)T. (6.85)

E af estd a solug¢@o do problema a 2 + (P + 1) modos, que sdo as Eq. (6.78)),

Eq. (6.79), Eq. (6.80), Eq. (6.81) e Eq. (6.85f

Como podemos ver, os resultados desse capitulo generalizam aquele obtido

por Bloembergen e colaboradores [28]] E| para o caso multimodo envolvendo Mo-

“Lembrando que as fases sdo todas constantes, como calculamos na subsecio anterior.
Que era um problema a 2 + 1 modos e sem Momento Angular Orbital
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mento Angular Orbital. Encontramos a solu¢do de ambos os casos, onde foi usado
o fato surpreendente (pelo menos para nés) de que o problema a 2 + (P + 1) mo-
dos pode ser reduzido ao problema a 2 4+ 1 modos, o que simplificou bastante sua
resolucao.

No capitulo que segue, vamos juntar as informag¢des obtidas no capitulo atual
€ no anterior para propor uma explicacdo tedrica dos resultados experimentais

obtidos em [27] e sugerir um novo experimento.
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Capitulo 7

Soma de Momento Angular Orbital

na Geracao de Segundo Harmonico

Este capitulo tem como mote o artigo "Arbitrary orbital agular momentum ad-
dition in second harmonic generation", [27], pois foi observando estes resultados
interessantes que surgiram dividas que culminaram em uma andélise mais precisa
do processo de Geragao de Segundo Harmonico com vortices 6ticos.

O primeiro ganho obtido a partir desta analise foi o calculo das constantes de
recobrimento, descritas no Capitulo[5] seguido da solugdo das equagdes dindmicas
multimodos, no Capitulo[6] que sdo os resultados mais gerais dessa tese.

Além disso, obtivemos uma melhor descri¢do tedrica dos resultados experi-
mentais de [27] sobre soma de Momento Angular Orbital, propondo deixar a
questdo do astigmatismo (como pensavam 0s autores) mais para segundo plano
e, em contra partida, tomando a sua frente considerar ordens radiais maiores que
zero, mostrando que as constantes de recobrimento para esses casos ndo sio tao
despreziveis como se esperava.

E o ultimo ganho descrito nesta tese serd apresentarmos uma sequéncia ao
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esquema de Mistura de MAO Controlada por Polarizagﬁoﬂ proposto também em
[27], onde expomos novas ideias e resultados interessantes.

Sendo assim, esse € um capitulo em que aplicamos nossos resultados mais
gerais para propor uma explicacdo para um experimento ji existente, apresentar
um novo e, de certa forma, tentar confirmar nossa previsao tedrica, deixando-
a mais robusta. Por esse motivo vamos descrever e aproveitar todo o esquema
montado em [27].

O esquema experimental utilizado encontra-se na Fig.[7.1} Ele contém todos
os passos realizados para preparar e manipular o vortice inicial, o cristal onde
ocorrerd a dindmica nao-linear dos modos e o estidgio de medida. Como o objetivo
aqui ndo € detalhar o experimento nem extrair medidas, e sim propor célculos e
hipéteses que venham a, possivelmente, corrobora-los, este capitulo focarda em

alguns elementos deste aparato.

Figure 1. Sketch of the experimental setup.

Figura 7.1: Retirada de [27]. Esquema experimental proposto para soma de MAO na
GSH.

O primeiro elemento de interesse € a "barreira B", que serve para permitir a

passagem apenas do feixe que passa pela mascara (fungdo Mask), ou permitir a

Do inglés: Polarization Controlled OAM Mixing.
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passagem apenas do feixe que passa pelo SLM (fun¢ao SLM), ou ainda permitir
a passagem de ambos os feixes a0 mesmo tempo (fungdo Ambos).

O segundo elemento de interesse € "HWP-3". Este € uma lamina de meia
onda que estd livre para girar de um angulo «. Para realizar as medidas que
comprovam a soma de MAOQO, esta € mantida fixa em o = 0°. J4 no caso da
Mistura de MAO Controlada por Polarizacdo, ela fica livre para escolhermos os
angulos de interesse, que serdo discutidos na Se¢ao E possivel reparar que
este se encontra antes do cristal, seguindo a trajetéria do feixe.

O terceiro a ser analisado € a "lamina tiltada", representada por f3. Ela fard o
papel do conversor de modos descrito na Se¢do

O quarto elemento € a "Mask" (mdscara). A fun¢do desse componente € me-
morizar um dnico perfil Laguerre-Gauss LG, (que chamamos de u,,;) para trans-
formar um feixe 7'E My, nesse perfil gravado. Nesse experimento, o feixe fixado
na mascara é um LG;.

O quinto, e ultimo, elemento é o "SLM". Este terd quase a mesma fungdo da
"Mask", a diferenca € que um "SLM" € capaz de gravar varios perfis de Laguerre-
Gauss. Nesse experimento, os feixes possiveis sdo LGy, ,,» com —2 < lgry <
2.

Entdo o que vamos fazer nas secdes seguintes é: mostrar como converter os
nossos modos (Laguerre-Gauss) para os modos de Hermite-Gauss a 45, para as-
sim compararmos com os resultados experimentais; em seguida vamos destrinchar
a Soma de MAO; e por fim apresentar nossos avancos sobre Mistura de MAO

Controlada por Polarizacao.
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7.1 Conversao de modos

Aqui discutiremos a conversao entre os modos de Hermite-Gauss e Laguerre-
Gauss, que serd importante para realizarmos a simulacdo dos nossos resultados
tedricos para compararmos com os experimentais apresentados em [27]. Essa
conversdo de modos tem como referéncia o trabalho [[77]].

Primeiro vamos definir

[n—m|
LG 2 2 2 2y, r? n—m

w; 2 min(n,m) w;
(7.1)

2

mnlm!

CLG — min(n, m)!. (7.2)

Também vamos precisar dos modos de Hermite-Gauss:

) HG D) D) 7(:t2+y2) z(962-H/2>
i = G (fx> H, (\/—y> e wE e (7.3)

o wy wy w;

2
HG __
Com’ = V m2ntmplm!’ 74

e dos modos Hermite-Gauss a 45°:

wizm(xayvz) = ’U;m (x+y x_y,2’> . (7.5)
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De posse das equagdes acima, a conversao dos modos serd dada por

N

U:;m = leb(TL?maj)v};V—j,ja (76)
§=0
N
w;m = Z b(n7m7j)1}§\/—j,j7 (77)
=0
. NGt
b(n,m,j) = “Nplml Jldp [(L=2)"(1+)"] =0, (7.8)
N = n+m. (7.9)

Comparando o modo de Laguerre-Gauss, Eq. (2.60), com a Eq. (7.1)), encon-

tramos a relagacf]

wy, = (=1)PU},., (7.10)
com
p = min(n,m), (7.11)
I = n—m, (7.12)
ou, invertendo essa relacdo,
n = p+ max(l,0), (7.13)
m = p—min(l,0). (7.14)

Assim, conseguimos escrever as conversoes de modos Laguerre-Gauss para
Hermite-Gauss e Hermite-Gauss a 45° para Hermite-Gauss, agora precisamos en-

tender o que acontece experimentalmente para sabermos o que fazer com essas

2Repare que a Eq. (7.1) representa um modo de Laguerre-Gauss, definido a menos de uma fase

(~1).
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conversoes.
A "lamina tiltada" que, pela andlise dos dados experimentais, consideramos
fazer o papel de um conversor de modos, tem sua agdo traduzida pelo operador

"Q", tal que:
Qu.,. = (=)™, . (7.15)

Dessa maneira, quando um modo de Laguerre-Gauss passa pela 1amina ele sofrera
a transformacao

nm?’

Q uy = (—1)"w, (7.16)

ou seja, serd convertido em um modo Hermite-Gauss a 45°.
No Apéndice D] detalhamos algumas das conversdes aqui descritas. Isso serd

util para simular os perfis tedricos que serdao apresentados nas figuras a seguir, que

vao da Fig.[7.3|a Fig.

7.2 Soma de Momento Angular Orbital

O procedimento utilizado em [27]] para comprovar a soma de MAO arbitrario
foi comparar os perfis de intensidade do segundo harmonico encontrados experi-
mentalmente com os esperados. Portanto, vamos seguir a mesma orientagdo para
mostrar 0s nossos resultados.

A Fig. mostra o perfil experimental de feixes produzidos pela soma de
MAO na GSH, ou seja, o perfil do campo do segundo harmdnico (frequéncia
2w). O experimento somou [, = 1 com lgy, variando de —2 a 2 (como dito
anteriormente), resultando em lo, = lpqsk + lspas- Estes feixes passam pela
"lamina tiltada", que funcionard como um conversor de modos, e ai sim geram os

perfis de Hermite-Gauss correspondentes a cada feixe do segundo harmdnico com
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lo-
Ainda na Fig.[7.2] os perfis a—), c—), d—) e e—) se mostram compativeis com
o esperado, o que comprovaria a soma de MAO nestes casos. No entanto, o item
b—) apresenta um perfil oval, diferente do previsto, que era circular. Com isso,
a estratégia deles passou a ser a contagem de linhas nodais, argumentado que o
n " z. . ~ .
perfil oval", e outras possiveis deformacdes menos chamativas em outras figuras,

surgiu do astigmatismo promovido pela "lamina tiltada".

II.‘3[“\1

I\-‘Iask

Figure 3. Topological charge addition in type II SHG. The value of the topological
charge produced in the second harmonic field is determined by the number of nodal
lines and the orientation of the HG profiles. In all cases Iyax = 1. (a) Ispm = —2,
bo=—=1, (b) Issm=—1, l1,=0, () lssgm=0, lhp,=1, d) lssm=1, [, =2, (€)

Istm = 2, 15, = 3. The SHG topological charge is consistent with /2, = IMask + IsLM.

Figura 7.2: Retirada de [27]. Resultados experimentais para Soma de MAO arbitrario.
As figuras sdo os perfis de intensidade do segundo harmonico.

Finalmente todas as imperfei¢des foram justificadas e, contando as linhas no-
dais e observando a orientacdo do perfil dos feixes do segundo harmonico, que se
assemelha ao esperado, comprovaram experimentalmente a soma de MAO.

No entanto, ndo ficamos completamente satisfeitos com essas justificativas
para o "perfil oval", pois suspeitdvamos que ordens radiais ndo nulas (isto €, p > 0)
estariam produzindo esse efeito.

Assim, comecamos a estudar e calcular as constantes de recobrimento, descri-

89



tas anteriormente no Capitulo [5] Foi entdo que percebemos que o astigmatismo
pode ndo ser tdo central para explicar o "perfil oval"do item b—) da Fig.
Voltando no Capitulo [}

* Para [yly > 0, a Unica ordem radial do segundo harmonico que aparece no
problema é p = 0. Ou seja, os outros modos com p # 0 ndo sdo despre-
zados, eles de fato ndo vao surgir, pois as constantes de recobrimento que

acoplam estes modos no sistema serdo todas nulas.

» Paralyly < 0, vimos que as constantes de recobrimento vao acoplar modos
do segundo harmoénico com ordens radiais que estardo limitadas superior-
mente por P (isto é p < P, com P = min(|lg|, |lv])). Ou seja, neste caso
teremos modos de ordens radiais superiores que entrardo na dinamica do

sistema.

Retornando a Fig. temos que 0 MAO na mascara € fixado em 7,51 = 1.
Assim, quando [gyys > 0 sabemos que a tnica ordem radial que surge é p = 0 e
0 experimento vai de encontro ao esperado, como mostram as Fig. Fig. e
Fig.

Ja no caso em que lgp .y < 0, nds temos que P = 1. Ou seja, além do modo
com p = 0, participard do processo o modo com p = 1. Mas qual serd a relevancia
deste ultimo? Serd que ele ndo pode ser realmente desprezado?

Para comecar a responder essas perguntas, precisamos, primeiro, calcular as

constantes de recobrimento neste caso. Voltando na Eq. (5.22)) e aplicando P = 1,

Intask = 1 e lspyr = — |lspa| chegamos a:
11(—lisza]) - Wy way, ) 5 \lsearl!
A —tSLM — 5 _ 5 - _1 P _o.) _w .
p00 L1-lspml mz:O D ( ) (wH) (wv > D) (p n ‘ZSLM’ — 1>!

(7.17)
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Figura 7.3: Imagem do lado esquerdo retirada de [27]. Comparacdo entre o resultado
experimental (lado esquerdo) e a simulagdo dos resultados tedricos discutidos ao longo
desta tese na saida do cristal (lado direito) do perfil de intensidade do segundo harmdnico
para a soma "ljsqsk = 1" mais "lgryr = 0", resultando em "l = 1".

que equivale a:

wy

llsLnl
N L <—2) (—2) , (7.19)

WH wy

U(=llsLml) _ Wy, Woy, [lspl
AOOO = 5[,1—\ZSLM|\/W E —_— , (718)

e comparando estas duas, temos que:

Alll()((;‘lSLA4|) _ _;Aélo((;”SLMD (7.20)

Vlseaml

Agora, respondendo a questdo levantada:

* No caso em que lgryy = —2, temos que:

i 1 e
A = =AY (7.21)

Podemos pensar na competi¢do entre a geragdo dos modos By_1) € By(—1),

e o dltimo teria um peso 50% menor de surgir que o primeiro. Entdo, neste
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Figura 7.4: Imagem do lado esquerdo retirada de [27]. Comparacdo entre o resultado
experimental (lado esquerdo) e a simulacdo dos resultados tedricos discutidos ao longo
desta tese na saida do cristal (lado direito) do perfil de intensidade do segundo harmdnico
para a soma "ljsqsk = 1" mais "lgrpr = 1", resultando em "I = 2",

caso, d4 até pra vislumbrar a possibilidade de desconsiderar o modo com
p = 1. No entanto, esta pode ndo ser uma aproximac¢do tao boa. A compa-

ragdo entre o experimento e o que simulamos estd na Fig.

* No caso em que lg;y = —1, temos que:
Afgs = —A%5. (7.22)

Aqui ambos os modos By € B1p possuem 0 mesmo peso para serem gera-
dos, e desconsiderar o dltimo se torna uma aproximacao um tanto grosseira.

A comparacdo entre o experimento € o que simulamos estd na Fig.

A comparagdo das duas imagens da Fig. da um indicio de que as ordens
radiais podem, de fato, explicar esse "perfil oval". No entanto, elas fazem um
angulo de 90° entre si, o que torna nossa andlise muito pouco conclusiva. Mas,
depois de algumas reunides e discussoes, inclusive com os autores de [27]], nos
demos conta de algo importante, que € fase de Gouy ganha na propagacao fora do

cristal. Por esse motivo vamos descrever um pouco mais esse assunto a seguir.
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Figura 7.5: Imagem do lado esquerdo retirada de [27]. Comparacéo entre o resultado
experimental (lado esquerdo) e a simulacdo dos resultados tedricos discutidos ao longo
desta tese na saida do cristal (lado direito) do perfil de intensidade do segundo harmdnico
para a soma "lp;qsr = 1" mais "lgr s = 2", resultando em "l = 3".

7.2.1 Propagacao fora do cristal e fase de Gouy

Ao longo desta tese, as andlises da Geracdo de Segundo Harmonico foram
todas dentro do meio ndo-linear, que € o cristal. Mas, ao considerar a propagacao
fora desse meio, percebemos que € possivel melhorar ainda mais a comparacao
entre as figuras tedricas e experimentais envolvendo o "perfil oval"(Fig. [7.7).

Fora do cristal os feixes se propagam num meio linear, ou seja, xy = 0 (que é
o nosso x?). A dindmica dos modos continuard sendo descrita pelas Eq. ,
Eq. e Eq. (2.82)), mas por essa auséncia do cristal elas se tornam

dayy 0 7.23
= (7.23)

daY,
pl/l//

D ) 7.24
L (7.24)
db
—r _ (7.25)
dz
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Figura 7.6: Imagem do lado esquerdo retirada de [27]. Comparacdo entre o resultado
experimental (lado esquerdo) e a simulacdo dos resultados tedricos discutidos ao longo
desta tese na saida do cristal (lado direito) do perfil de intensidade do segundo harmdnico
para a soma "lpsqsx = 1" mais "lgpys = —2", resultandoem "l = —1".

o que leva em

agl,(z) = aﬁl,(zl) (7.26)
a;/,/l/,(z) = a;/,,l,,(zl) (7.27)
bpl(Z) = bpl(Zl) (728)

onde z; € a posi¢ao onde se encontra a saida do cristal. Em outras palavras, essas
amplitudes dos modos permanecerdo constantes, com os mesmos valores na saida
do cristal.

Assim, a variacdo do campo elétrico ao longo z (e de r) serd dada pelos modos
Laguerre-Gauss u, (r, z), definidos na Eq. . Vamos reescrevé-los de modo

que possamos evidenciar a tnica fase que depende de (p, 1)

Up (1, 2) = Ty (T, 2)e "), (7.29)
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Figura 7.7: Imagem do lado esquerdo retirada de [27]. Comparagéo entre o resultado
experimental (lado esquerdo) e a simulag¢do dos resultados tedricos discutidos ao longo
desta tese na saida do cristal (lado direito) do perfil de intensidade do segundo harmdnico
para a soma "lp;qsx = 1" mais "lgrpr = —1", resultando em "l = 0",

onde

o) = (2p+ 1] + 1) g~ (—) (7.30)
%R

¢ a fase de Gouy.

Lembrando... O campo elétrico do segundo harmonico € descrito por

By =Y iy Bye #riethaez—2e), (7.31)
pl
que ao passar pela "lamina tiltada" se torneﬂ
QFEy, = Y _(—1)Pwps, Bye*vie! w200, (7.32)

pl

Assim, as intensidades sem e com a "lamina tiltada" serdo, respectivamente,

Iy, = (7.33)

—2w —1
E upl ple Ppl
pl

*Lembre que, da Eq. (7.14), n = p + max(,0) e p — min(l,0).
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Jow = | > (= 1)Pwls e "o . (7.34)

pl
Agora sim, vamos discutir qual o perfil de intensidade do segundo harmonico

no experimento de [27] a medida que ele se propaga fora do cristal

) U'N">0
Neste caso, a dnica ordem radial € zero. Portanto, as intensidades, sem e

com a "lamina tiltada", serdo

Lo = Oy |02 boge™ 01| (7.35)
o = O |2 bore™ 9|7 (7.36)

Como s6 tem um modo, sua fase serd igual a fase global e a intensidade do

segundo harmonico ndo dependera de fase alguma, tendo a forma
w2
I, = 5z,l/+z~ !u%l ‘ Jor , (7.37)

w? % Jo . (7.38)

Jow = Opp 1

Concluindo... Nesse caso, a propagacdo fora do cristal ndo modifica o perfil
do segundo harmonico, ou seja, este serd o mesmo independentemente de

onde se coloque o anteparo para formar a imagem.

i) 'l" <0,coml'=1el" = —|lspu|

Neste caso, teremos ordem radial zero e um. Portanto, as intensidades, sem

e com a "lamina tiltada", serdao
—2w —1 —2w —1 2
Igw = 5l7l—|lSLM\ Uy bole poi + Uqg blle LU (739)
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w —1 w —1 2
sz = 5171*|ISLM| wg(_l)bole vor w%(l_l)blle L0l I (740)

Dessa vez ha dois modos com fases diferentes, ou seja, fase relativa ndao
nula, o que gera interferéncia entre os mesmos. Sendo assim, as intensidade

do segundo harmdnico, sem e com a "lamina tiltada", serdo
2
Fow = 8ottt | (Tary/Tor + e emem ey J7 ) | (7.41)
2

Jo., = 51717“SLM| ‘(wo(—l)‘ [ Jo — e—%(sou—%z)e@(wu—woz)wl(lil)‘ /J11>‘ 7
(7.42)

Substituindo as diferencas de fase e o resultado obtido na Eq. () temos

. 2
B = 81 tsunet | (Vllszrl i = 727 @y )| 2 (7.43)
|lSLJV[|
—2tan~1(Z) 2 ‘]Ol
Jow = 011|151 0] (\/ \lspa| wo—py + e w1(1—z)> Torm]’
LM
(7.44)

onde explicitamos a dependéncia em z na fase|

Portanto, nesse caso, a propaga¢ao fora do cristal modifica o perfil do se-
gundo harmoénico. Ele terd uma fase relativa de 7, ganha pela interagdo nao
linear dentro do cristal, e de —2 tan~!(Z) adquirida fora do cristal por causa

da fase de Gouy.

Entdo, gracas a essa andlise fora do cristal, simular o que acontece na propa-

gacdo do feixe do segundo harménico. No caso em que I'l” > 0 s6 haverd um

modo, sendo sua fase uma fase global que, consequentemente, ndo altera o perfil

de intensidade a medida que se propaga. Assim, a comparagao entre a simulacao

e 0 experimento continua sendo as ilustradas nas Fig. Fig.[7.4]e Fig.

“Lembre que Z = =

z
ZRr"
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Figura 7.8: Perfil de intensidade ao longo da propagagdo, com Z = tan (0/2), "lyjask =
1" mais "lgrpy = —2", resultandoem "l = —1".

Ja no caso em que ['l” < 0 a fase de Gouy ganha ao longo da propagacao

mudard sim o perfil de intensidade do segundo harmonico. Entdo vamos ilustrar

esse perfil a medida que o feixe se propaga nas figuras: Fig. [7.9| para I’ = 1,
" = —2, resultando em | = —1; e Fig.[7.8|para !’ = 1, 1" = —1, resultando em
[=0.

Logo, uma melhor comparagdo entre os perfis experimentais "a-)" e "b-)" da
Fig.[7.2] podem ser vistas, respectivamente, nas Fig. [7.10e Fig. [7.11] isto é, para
o detector colocado a uma distincia em torno de z = \/§zR. Esses resultados

nos dao mais um forte indicio de que as ordens radiais sdo capazes de explicar o
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Figura 7.9: Perfil de intensidade ao longo da propagagdo, com Z = tan (0/2), "lyrask =
1" mais "lgrpr = —1", resultando em "l = 0".

"perfil oval" e que devem ser levadas em conta em outros experimentos.

7.3 Mistura de MAO Controlada por Polarizacao

A ideia do experimento esquematizado na Fig. foi montar um dispositivo
capaz de realizar soma de MAO arbitrério, tanto somando dois feixes diferentes
quanto somando o mesmo feixe (que € a dobra do MAO). Os autores conseguiram
realizar vdrias possibilidades com o aparato. Entdo a questdo da soma de MAO,

esmiucada na secio anterior, retorna aqui, mas agora discutiremos melhor outra
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8=3 =772

Figura 7.10: Imagem do lado esquerdo retirada de [27]. Comparagéo entre o resultado
experimental (lado esquerdo) e a simulacdo dos resultados tedricos discutidos ao longo
desta tese na saida do cristal (lado direito) do perfil de intensidade do segundo harmdnico
para a soma "4 = 1" mais "lgryr = —2", resultando em "l = —1", detectado a uma
distancia de z = v/3zp.

possibilidade, que € o problema da Mistura de MAO Controlada por Polarizacio.
Com o auxilio da "barreira B" e da "HWP-3"(Fig.[7.1)), os autores foram capa-
zes de criar diferentes pesos nas combinagdes do feixe SLM e do feixe Mask, que
consequentemente dao origem aos perfis de intensidade do segundo harmdnico
mostrados em Fig. [7.12] Entdo vamos logo detalhar nosso objeto de trabalho.
Para obter o perfil do item a—) da Fig. foi preciso que a "barreia B" blo-
queasse totalmente o feixe SLM, operando no que vamos chamar aqui de funcao
Mask, e que a "HWP-3" fosse posicionada em oo = 45°. Assim, o modo resultante

que entra no cristal terd a forma:

I
Bt = [ (ugién +ugyév) e, (7.45)
0

isto é, g = ly = ljyjus = 1 e asoma ly + lyy = 2 nos da o dobramento de [,

como comprova o experimentoﬂ Lembramos, que a todo momento, mantemos

SNote que a dnica ordem radial que surgird aqui é p = 0, pois lgly = (I Mask)2 > 0 sempre.
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6=3=r4

Figura 7.11: Imagem do lado esquerdo retirada de [27]. Comparag@o entre o resultado
experimental (lado esquerdo) e a simulacdo dos resultados tedricos discutidos ao longo
desta tese na saida do cristal (lado direito) do perfil de intensidade do segundo harmdnico
para a soma "ljs.sx = 1" mais "lgryr = —1", resultando em "l = 0", detectado a uma
distincia de z = V/3zp.

fixo Iprask = 1.

J4 para selecionar o perfil do item b—) da Fig. foi necessario que a "bar-
reia B" operasse no que vamos chamar aqui de fun¢do SLM, e que a "HWP-3"
fosse posicionada em o = —45°. Assim, o modo resultante que entra no cristal
terd a forma:

1 N A 1(kz—w
ESIM — ﬁ (ubhen + uppéy ) ez, (7.46)
0

istoé, lg =y =gy = 2easomaly + Iy = 4 nos da o dobramento de g7,/
como comprova o experimentdﬂ Nesta secao, manteremos fixo, inicialmente,
lsiar = 2.

E por dltimo, vamos falar da montagem na fun¢cdo Ambos, que possibilitou
também a geragdo dos perfis da Fig. discutidos na secao anterior. Neste caso,

a "barreia B" vai operar na funcdo Ambos e o modo resultante, imediatamente

®Note que a tinica ordem radial que surgird aqui é p = 0, pois Izl = (Ispar)? > 0 sempre.
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2lg1m IMask+1s1M

EM.&‘LS-_& =1

Isim = 2

Figure 2. Arbitrary topological charge addition on type II second harmonic generation.
@) o = 2 Ivask = 2, (b) by = 2 lsim = 4, (C) hp = IMask + IsLm = 3.

Figura 7.12: Retirada de [27]. Resultados experimentais para Soma de MAO arbitrario
obtido utilizando a Mistura de MAO Controlada por Polariza¢do. As figuras sdo os perfis
de intensidade do segundo harmdnico.

antes de passar pela "HWP-3", sera:

[ 1 .
Efmbos _ ﬁ (uéfléH + U(‘]/Q@V) el(kz—wt)’ (7.47)
0

E, para selecionar o perfil do item ¢—) da Fig. apos passar pela "HWP-3",
basta escolher o = 0° que o feixe terd a mesma forma da Eq. (7.47).

Esta foi a Mistura de MAO Controlada por Polarizacdo proposta e realizada
experimentalmente por Buono e colaboradores [27]. Agora vamos mostrar nossa

contribui¢do sobre esse assunto.

7.4 Mistura de MAO Controlada por Polarizacao
Generalizada

Vamos mostrar nossos avancos nesse tema de uma forma mais geral, que pode
ser traduzida experimentalmente variando o MAO produzido no SLM, como feito
na Soma de MAO, e substituindo a mascara por mais um SLM (que chamaremos

de SLMask, para diferenciar do outro). Entdo, faremos a seguir uma releitura das
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funcdo Mask, funcdo SLM e funcao Ambos.
Agora, na Fun¢do SLMask (anteriormente chamada de fun¢do Mask), conti-
nuamos com um modo de entrada separdvel, descrito por:

21
SLMask 0 (., H ) v g hemt
Ew = C€g (UOZSL]\/IaSk COS(Oz)eH + Y0l parask sen(a)ev) €Z( o )’ (7.48)

com a diferenca que neste 0 momento angular pode variar.
J4 a Funcdo SLM difere da anterior pelo fato de que agora o SLM vai variar o

momento angular. De resto, continuamos com um modo separdvel, descrito por:

2]0 ~ ~ 1(kz—w
EgLM - ; (_ugsLJW Sen<a)6H + UE)/;SLI\/I COS(O‘)GV) € * t)’ (7.49)
0

Até aqui ndo tivemos uma contribuicao tao significativa para esses dois casos.
O que trazemos de interessante vem do estudo do problema na Fun¢do Ambos.

O que motivou analisar mais detalhadamente a Funcdo Ambos foi a pergunta:
"0 que acontece se girarmos a "HWP-3", gerando um « qualquer?" Entdo vamos

estudar a GSH em funcdo da polarizacdo dos campos de entrada.
Dado um angulo « qualquer, o modo que entrard no cristal, na Fun¢do Ambos,

sera:

21y
EAmbos — H A 14 5
w () Ul arask OH T W0Lgp 0 €V cos()

H N 7 A 1(kz—wt)
(UOZSLM €H = Ug, 1ruek ev) sen(a))} e (7.50)
Vamos analisar este processo em trés partes:

1) lSLMask = lSLM =1

103



1)

iif)

Neste caso, 0 modo de entrada descrito por Eq. (7.50) se reduz a:

[41,
EAmbos — ;0 <u5 cos <a + %) éx + uy cos (a - %) év> etlka—wt),
0

(7.51)

Ou seja, se tivermos dois SLM’s com o mesmo MAO e o = 0, por exemplo,

reproduzimos os casos dos dobramento do MAO (Egq. e Eq. (7.40),
e itens a—) e b—) da Fig. [7.12)) sem precisar usar a "barreira B" e com [

qualquerﬂ

lsLyask # lspav, com o = ng

Neste caso, o0 modo de entrada serd descrito por Eq. (7.50), substituindo

o= ng esta € reduzida ﬂ

e [a 5 5\ alkz—wt)
fAmbos (=1)2 /22 (Uotsp praan €H + Uotg €V) € , sen for par
A —
_1\n /20y A A 1(kz—wt) ;
(=1)" 1/ 22 (Wots 0 €H — U0lsparaun€V) € ( , sen for impar

(7.52)

e assim conseguimos reproduzir a soma de MAO representada no item c—)

da Fig. e também na Fig.

lsytask 7 lspar, com o # ng

Nesse caso, este modo possui uma dindmica mais complicada e, por esse
motivo, vamos separa-lo em duas partes, descrevendo-as nas duas subsecoes

seguintes. Para simplificar a notagdo, vamos utilizar lsz e = 1 € lspy =

ls.

"Repare que, nesse caso, se a = (2n + 1)7% ndo teremos GSH.
8Para n é um inteiro qualquer.
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7.4.1  lsiarask 7 lsoars com lgparasilsiar > 0

Nesse caso, ndo teremos mais um problema a 2 + 1 equagdes, apresentado

na Secdo mas sim um problema a 4 4+ 3 modos, isto é, 4 modos do primeiro

harmonico (entrada) e 3 modos do segundo harmonico, que sera descrito por

dz
dboaiy)

dz

dbo(ai,)

dz

dbo(ll -‘r—lz)

dz

211 l1ily Vv o* (Li+l2)ll2
g 000 boai)ag, + Apoo bo(iy+12) @ 0ls

212 VvV o* ll+l2)

lglg lll2
tg 000 bo(at) Agy, + Agoo bo(ty +12) a 04

(2Ll H * (Li+12) 12

g (Aooo b0(2l1 o T A000 bO(l1+lz aOlz
(212)12l2 H * (Li+l2)ll2

g <A000 bO 205) Ao, T+ A000 bo(l1+12 CLoll
@l H Vv

12900 Qor, Aoty 5
(202)l2l2 H V

12 A000 Qo1, Ao, 5

(Li+l2)l 12 H V H V
12 A000 (%11%12 + aozzaozl) .

*

*

)
)
)
)

(7.53)
(7.54)
(7.55)

(7.56)
(7.57)
(7.58)

(7.59)

Traduzindo as condic¢des iniciais para a notagdo usada nas equagdes dinami-

cas:

= +/Ipcos(a),

(0)

ay, (0) = /Tosen(a),
(0)
(0)

ali (0) = —+/Ipsen(a),
ap,(0) = +/Iycos(a),

onde « € o angulo de orientacdo da "HWP-3".

(7.60)
(7.61)
(7.62)
(7.63)

Para esse sistema de equacdes ndo encontramos nenhuma solu¢do analitica.

Entdo o que vamos mostrar aqui sdo solu¢des numéricas desenvolvidas no soft-
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ware MATLAB.
As Fig.[7.13] Fig.[7.14] Fig.[7.13] Fig.[7.16e Fig. mostram as curvas de

intensidade em funcao da posicao z do campo no cristal, para algumas orientagdes

() da "HWP-3". O valor destacado, z = 0.1268u.m., € um valor que podemos

considerar como nosso cristal pequenoﬂ

a) Intensidade do Primeiro Hamonico x z (ox=0°)

2 T T T T T T T T I
: : 00, ee)
: Z T
’ i ' i
_%:F . .:. . . O(ISLM) H
4 : : |V
++ : : N 00y,
0.5- + : : _
+ : ;
+4 ; _ ;
+4 : : :
: PR -2 S SN VRN SOOI SURNNGS SUPEPEF SUROOE: S
01268 1 3 4 5 6 7 8 9 10
z
b) Intensidade do Segundo Harmdnico x z («=0%)
2 T T T T T T T |
| : b,
: * 0@,
JO(IBLM +IM35L)
4 5 6 7 8 9 10
z

Figura 7.13: Produzida no MATLAB. Intensidades do problema a 7 modos em fungéo
do comprimento "z" dentro do cristal para a "HWP-3" orientada a o = 0° - com g,, =

lu.m., Iy = lum., lsppmask = 1 € lspayr = 2 - sendo: a) as 4 intensidades do primeiro
harmonico, e b) as 3 intensidades do segundo harmonico.

Quando o = 0° (Fig. e a = 90° (Fig.[7.17), as intensidades Jo(21s; ,/0.r)

e Jo(21g,,,,) S30 nulas, indicando que os dobramentos dos MAO’s sy rsask € [spar
ndo ocorrem, restando apenas Jo(g; ;... +1s2a)> dando origem ao feixe com MAO

lsparask + lspar- Além disso, eles seguem os mesmos tipos de solugdes encon-

Repare que os intensidades estdo variando muito pouco nessa regido.
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tradas no Capitulo [6} que sdo do tipo: tanh(z), para as intensidades do segundo

harmonico, e sech(z), para as intensidades do primeiro harménico.

a) Intensidade do Primeiro Haménico x z («=30°)
2 T T T T T T T T |

|H
O(ISLMasL)

*
U(IMask)

; H
1r E : : O(ISLM) [l

a3

0 ot
0.1268 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
4

b) Intensidade do Segundo Harmdnico x z (=307

2 T T T T T T T I
H J0(2IM€|SQ
15F : : : : : J
: ; * o,,)
J
10 O(ISLM +|Mask) L
Logp kR A EERR SNURRRR Y PSS ST
051 : L Sl Py NN axF ]
. L **% : +F :
T, : *
A *. *** :
0 i i I o ; i
01268 A 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 7.14: Produzida no MATLAB. Intensidades do problema a 7 modos em fung¢io

n_n

do comprimento "z" dentro do cristal para a "HWP-3" orientada a o = 30° - com g, =
lu.m., Iy = lum., lsppmask = 1 € lspar = 2 - sendo: a) as 4 intensidades do primeiro
harmoénico, e b) as 3 intensidades do segundo harmdnico.

Ja para a = 45° (Fig. acontece o0 oposto, o feixe contendo a soma
lsparask + lspar € suprimido, resultado no que nos foi bastante surpreendente,
restando o dobramento dos MAQO’S lsr.arask € lspar. Além disso, os dobramentos
surgem como se fossem dois problemas independentes, um envolvendo o MAO
lsrarask € 0 outro envolvendo o MAO lgr,,. Esses feixes também seguem os
mesmos tipos de solu¢des encontradas no Capitulo |§], que sdo do tipo: tanh(z),
para as intensidades do segundo harmonico, e sech(x), para as intensidades do

primeiro harmonico.
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Para as orientacdes o = 30° (Fig. e o = 60° (Fig.[7.16), tanto os do-
bramentos dos MAO’s com lgyasask € lspar, quanto a soma lsyarask + Lspas Sa0
gerados. Aqui os perfis ndo sdo nada simples de modelar.

Essas figuras e observagdes ilustram bem que esse experimento consegue tran-
sitar entre os dobramentos e a soma dos MAQO’s do primeiro harmdnico, com esse
controle sendo realizado pela orientagdo da "HWP-3- que por sua vez controla as
polarizacdes dos feixes envolvidos no processo.

Esse controle das polarizacdes dos feixes do primeiro harmonico, mediado
pela "HWP-3", fica ainda mais evidente na Fig. Nesta, plotamos as inten-
sidades em fun¢do de «, com cristal de comprimento z; = 0.1268u.m. (compri-

mento destacado nas Fig. [7.13| Fig. [7.14 Fig.[7.15| Fig.[7.16 ¢ Fig. E

possivel notar que todas as observacdes anteriores - sobre as intensidades em fun-
cdo das orientagdes («) - continuam valendo, e verificar outras possibilidades que

podem ser interessantes.

7.4.2  lsparask 7 lspar com lspasasklsar < 0

Nesse caso, teremos um problema a 4 + (P + 1) modos, que serd descrito por:

dag; (2h)hl (li+lo)l1l *
d—ozll =19 AO%)Ol) ! 1b0 Qll)(lgll + Z Apol(j_ 2)h pr(l1+12)aé/;2 (764)
p=0
v
daOll o A Qll)llhb A 11+l2)11l2b H * 7.65
q4z tg \ Sooo 0 211)%51 + Z P00 p(l1+12) A0l (7.65)
H
daOlg o A 212)1212b Vv o* A 11+12)1112b Vv * 7.66
a4z tg | Hooo 0(212) o, t Z P00 p(li+12) Ao, (7.66)
p=0
Vv
daOlQ _ A (212) l212b H* A l1+l2)lll2b H * 7.67
W\ oo 0(212) %01, +Z p00 p(li+12) Qol, (7.67)
p=0

10Valor qualquer, escolhido para realizar o clculo numérico.
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a) Intensidade do Primeiro Hamdnico x z (x=45°)

2 T T T T T T T I
! -

1 5 n(ISLMaSk)

Sk v
* |°('Mask)

: : H

: \

0.5 . - |0(ISLM)
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b) Intensidade do Segundo Harmonico x z («=45°)
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Figura 7.15: Produzida no MATLAB. Intensidades do problema a 7 modos em fung¢io
do comprimento "z" dentro do cristal para a "HWP-3" orientada a o« = 45° - com g, =
lum., Iy = lu.m., lspprask = 1 € lspar = 2 - sendo: a) as 4 intensidades do primeiro
harmoénico, e b) as 3 intensidades do segundo harmdnico.

db
R 769
z
db
2(212) — 12 A(()%lg)lzlz aé}g a(‘)/l2 (7.69)
z
db
Dotst) ALy (affaf, + aflaly)  (70)
db
1((:{;#2) _ Zngglol(;HQ)lllz (aglag;2 + a52a2)/l1) (771)
db
SHD A (ol +alfal)  (17)
db
%4_[2) _ 229A%Bgl2)l1l2 (agl a(‘)/l2 + a52a(‘)/l1> (7.73)
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a) Intensidade do Primeiro Hamdnico x z (x=60°)
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b) Intensidade do Segundo Harmonico x z («=60°)
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Figura 7.16: Produzida no MATLAB. Intensidades do problema a 7 modos em fung¢io
do comprimento "z" dentro do cristal para a "HWP-3" orientada a o« = 60° - com g, =
lum., Iy = lu.m., lspprask = 1 € lspar = 2 - sendo: a) as 4 intensidades do primeiro
harmoénico, e b) as 3 intensidades do segundo harmdnico.

Usando aqui a mesma ideia aplicada na Se¢ao a Eq. (7.73)) nos leva a:

Doty +12) = B b0ty +12), (7.74)

A5 quantidades ﬁfoll? € 71,1, sdo as mesmas definidas no Apéndice
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a) Intensidade do Primeiro Hamdnico x z (x=90°)
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b) Intensidade do Segundo Harmonico x z («=90°)
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Figura 7.17: Produzida no MATLAB. Intensidades do problema a 7 modos em fung¢io
do comprimento "z" dentro do cristal para a "HWP-3" orientada a o = 90° - com g, =
lum., Iy = lu.m., lspprask = 1 € lspar = 2 - sendo: a) as 4 intensidades do primeiro
harmonico, e b) possui as 3 intensidades do segundo harménico.

e substituindo no sistema acima chegamos a:

dz—ilh = ( é%%)l1l150(211)a(‘)/11* + VleaA(()%(;rb)hth(zﬁzz a 12*> (7.75)
dz_i/ll =1 </\o?)lo1 llllbo(ml)agl* + ’71112Aél§(;rl2 lllQbo L) Qo ) (7.76)
0 g (A ol + S o gly”) 7D
dzzvh =19 ( @lolep oall * by AT el > (7.78)
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dbo(au)

dz

dbo(ai,)

dz

dbo(h +lg)

dz

2gA

2A

22A

)l H vV
000 Aoy, Qo
(202)l2l2 H V
000 Aoy, Aoy,
(Li+2) 12 H V H V
000 (%11%12 + Ay, Aoy,

).

(7.79)
(7.80)

(7.81)

Ou seja, reduzimos o problema de 4 + (P + 3) modos para um problema de 4 + 3
modos, gracas a Eq. (7.74).

a)Intensidade do Primeiro Haménico x Angulo de orientagao da HWP-3
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b) Intensidade do Segundo Harménico x Angulo de orientagéo da HWP-3
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Figura 7.18: Produzida no MATLAB. Mistura de MAO Controlada por Polarizagdo -
intensidades do problema a 7 modos em funcdo do angulo de orientagdo "a" da "HWP-
3", para um cristal de comprimento z; = 0.1268u.m. - com g, = lu.m., Iy = lu.m.,
lspavask = 1elspa = 2 - sendo: a) as 4 intensidades do primeiro harmoénico, e b) as 3
intensidades do segundo harmonico.

A Fig. mostra que o controle de polarizacdo, através da orientacdo da

"HWP-3", também se aplica nesse caso.
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a)Intensidade do Primeiro Haménico x Angulo de orientagao da HWP-3
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b) Intensidade do Segundo Harménico x Angulo de orientagéio da HWP-3
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Figura 7.19: Produzida no MATLAB. Mistura de MAO Controlada por Polarizagio -
intensidades do problema a 8 modos em func¢do do dngulo de orientacdo "a'"da "HWP-
3", para um cristal de comprimento z; = 0.1261u.m. - com g, = lu.m., Iy = lu.m.,
lsryask = 1elsgpyr = —2 - sendo: a) as 4 intensidades do primeiro harmonico, e b) as
3 intensidades do segundo harmonico.

Assim, concluimos esse capitulo, salientando que nosso enfoque analitico foi
capaz de explicar os detalhes que contrariam o senso comum nos resultados pu-
blicados por Buono e colaboradores [27], e também conseguimos propor uma
generalizag¢do para um de seus experimentos.

A seguir vamos propor uma explicagdo para as ordens radiais dos feixes do
primeiro harmoénico permanecerem inalteradas durante o processo no cristal. Ou
seja, vamos descrever uma possivel forma de justificar que afj, (0) e ag;, (0) evo-
luem ao longo do meio ndo-linear para afj, (z) e aj; (z), isto é, mantendo p’ = 0

ep’ =0.
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Capitulo 8

Por que as ordens radiais dos feixes
do primeiro harmonico permanecem

inalteradas ao longo do cristal?

Ap6s varias tentativas, reflexdes e ideias para resolver as equagdes dinamicas
(muitas delas frustradas, diga-se de passagem) pensamos em uma ferramenta que
€ muito Uutil para resolver problemas: Expansdo em Série de Taylor. Assim, surge
mais uma opg¢ao para trabalhar essas equagdes e, quem sabe, extrair informagdes
que ainda ndo tinhamos.

Assumimos ao longo desta tese que as ordens radiais p’ e p” dos modos do pri-
meiro harmonico (entrada) permanecem inalteradas a medida que os feixes aden-
tram o cristal. Mas isso deveria ser necessariamente verdade? Agora com essa
ferramenta em maos, conseguimos responder essa pergunta com mais seguranga,
e a resposta é: NAO.

Mas, entdo, por que os calculos feitos com os p’ € p” dos modos do primeiro
harmonico constantes sdo considerados validos? Por que sdo comprovados ex-

perimentalmente? Também gracas a Expansdo em Série de Taylor temos uma
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resposta pra essa pergunta, que é: pelo fato da nao linearidade ser considerada
pequena, mesmo apds o uso de técnicas que aumentem a sua magnitude, dos ex-
perimentos serem realizados com cristais finos ao longo da dire¢do de propagacao
e pelos feixes de entrada ndo serem muito intensos.

Dito isso, mostraremos, a seguir, os calculos que nos guiaram a essas conclu-

soes.

8.1 Expansao em série de Taylor

A expansdo em série de Taylor dos campos é dada por:

da}{/ dQCLI—{/ 22
H H ! !
anp(z) = ayy(0)+ di (0)z + d;; (0)5 + ... (8.1)
daV/v/l// d2av//l// ,2’2
a;///l// (Z) = a/;///l// (O) + ﬁ( )Z + d§2 (0)5 4+ ... (82)
db d2b 22
bu(z) = bu(0)+ d—;’l(O)z + dzgl (0)5; + - (8.3)

Os termos de derivada primeira sdo determinados pelas equagdes dindmicas (Eq. (2.80),

Eq. (2.81) e Eq. (2.82))). J4 os termos de derivada segunda serdo obtidos derivando
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as equagdes dinamicas e terdo a forma:

dall,

dz?

d2 al‘)/;/l//

d2b,,
dz?

R DI

Hll/ pll li

ll/ ll/
2 E Ap; ;,,a //l//a ”l"
171

i
1l1

"D A D

pl p/l/ p’llla/

ey
2 ZApp’p’{ Pll' ’l’

/ll

YA

p/l/ p/ll// plll

lll/l// V * V
E Ap1p p/l/a //llll ap//l// —

//ll/

H
plp ! pl p1l1 'l ap’ll’la (84)

v
p1pp” bprts byt s (8.3)

H * H
(] a/p/l/ plll (8 6)

pipip’ Pl

Para ilustrar o nosso ponto aqui, vamos discutir o caso mais simples possivel,

que vem das condig¢des iniciais:

agl/ 0) = 6p’06l’lHa5H (0),

a;/,,l,,(O) = Oprolimy, a(‘)/év (0),
bu(0) = 0,
lgly > 0.
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Assim, teremos as derivadas primeiras em z = 0

dayy 0 0 8.11
daY,
p//l//
e = 0, (8.12)
dz
db,,;
(0 = Aoy ag, (0)ag, (0), (8.13)

e as derivadas segundas, também em z = 0,

d2 l/

dz; (0) = 2970, AgHe At Iy, (0)agy, (0), (8.14)
d2a;/,/l// 25 A”HlVA”HlV Vv

A2 (0) = —2g70pm, 00p” “*000 IOIH(O)GOIV(O)7 (8.15)
d2b

dZ;’l(o) = 0. (8.16)

. . Ul Ukl
Vemos que nas derivadas segundas surgem os recobrimentos Ay"," e Aygl .

Os calculos dested! resultam:

P+ ]!
Aufgzv _ 5 p
0p'0 P AL L L | Iv]! = Z

(lg +ly| + P +n)! (wa) At (%)NV, (8.17)

(" =)t ([la| +n)tn! \ wy wy

//| //_|_ ’lvl
Aply =5 (v
e\ i +zv|'|zH|'Z

(lg +ly| + P +n)! <w2w)2| o (%) v . (8.18)

(" =)t (Ilv] +n)n! \ wy wy

A Eq. (8.17) mostra que todos os indices p’ surgem no problema quando con-

IEstes cdlculos podem ser feitos substituindo A”H v Agé;l,, em Eq. 1! considerando

Z =0, e ap6s algumas manipulagdes chegamos nas equagoes referidas.
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. dQGH/ ’ , .
sideramos o termo — %% (0). E a Eq. (8.18]) mostra que todos os indices p” surgem

dz2

2 V
no problema quando consideramos o termo —- ().

Até agora, vimos que o problema sé complica a cada passo que damos. Se
considerarmos os termos de segunda ordem na expansdo em série de Taylor, ja
entram todos os valores de p’ e p” no problema e, a partir dai, tende a ficar mais
dificil de calcular. E assim, com o auxilio das Eq. e Eq. (8.18) e desses
argumentos, conseguimos justificar a resposta da primeira pergunta, que basica-
mente afirmava: se tivermos p’ = 0 e p” = 0 em z = 0, ao longo do cristal,
deverfamos ter todos os valores de p’ e p” ao invés de apenas p’ = 0e p” = 0.

O surgimento de ordens radiais ndo nulas nos feixes do primeiro harmdnico
(feixes de entrada), que € algo bastante contra intuitivo, pode ser entendido fisica-
mente como uma conversao paramétrica descendente vinda da interacdo do feixe
do segundo harmdnico, gerado dentro do cristal, com os feixes de entrada.

Para confirmar a resposta da segunda pergunta, vamos substituir os termos da

expansdo dos campos até segunda ordem:

agp(2) = Oyodii,ag,, (0)

— (G Al AR 1, 0, (0)) (927, (8.19)
ayn(2) = Syrodimy, agy, (0)

(e NS A I, (0)a, (0)) (927, (8:20)
b(2) = (G0t say A aff, (0)al, (0)) (92) (8.21)

Analisando essas equacdes, vemos que os termos problematicos, que vao envol-
o ot ~ 2 =
ver infinitas possibilidades de p’ e p”, sdo os que escalam com (gz)°. Entdo o
que precisamos fazer aqui € ajustar esses termos para que se tornem despreziveis

comparados com os outros. Voltando a estes:

* Todas as constantes de recobrimentos, da forma que definimos, sdo norma-
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/l//

lizadas, isto é, —1 < Aﬁp,p,, < 1, o que € algo que contribui para reduzir os

termos de segunda ordem:;

* Temos um controle das intensidades iniciais. Mas ndo podemos aumenta-
las muito, pois isto contribuiria para elevar a contribuicdo dos termos de
segunda ordem. Também ndo podemos diminui-las muito, porque assim
terfamos que, necessariamente, considerar efeitos quanticos, por exemplo,

(0 que niao fizemos aqui);

* A constante g escala com x® P que é considerada muito pequena. Mesmo
com seus outros componentes, continuamos com g << 1, o que leva em

9> =0;

* Para realizar os experimentos e, consequentemente, neste trabalho também,
foram usados cristais bem finos na direcdo de propagacdo, de modo que
z << 1 e, consequentemente, 22 2 (), assim desprezando os termos de

segunda ordem.

Entdo, juntando as informag¢des acima, concluimos que os termos que escalam
2 . . e - . . .
com (gz)“ e com intensidades iniciais ndo muito elevadas podem ser negligencia-
dos, assim justificando o fato das nossas consideragdes reproduzirem os resultados
tedricos e experimentais, desprezando modos com p’ > 0 e p” > 0. Com isso,
legitimamos também a resposta da segunda pergunta.
Para fechar esse capitulo, apresentamos a solu¢do dos campos obtidas por

expansdo em série de Taylor para as condigdes iniciais dadas pelas Eq. (8.7),

’Nio-linearidade de segunda ordem. Este é considerado muito pequeno, ao passo que esses
efeitos sdo bem dificeis de se observar.

119



Eq. (8-8), Eq. (8.9) e Eq. (8.10)

aﬁl/(z) = 5p/051/lHa5H (0), (8.22)
CL;///I// (Z) = 5;0”051”[\/ a(‘]/lv (O), (823)
bal2) = iy (A7 alf, (0l (0)) (92).  (8:24)

Nelas conseguimos extrair mais informagdes, passando para intensidade:

[Z%/(Z) = 5p’05l’lH](l)LlIH<O)a (825)
Lin(z) = Opodm, Iy, (0), (8.26)
2
a(2) = dndua (MGY) I, ()1, (0) (92, B27)
e fase:
O (2) = Opodui, Dy, (0), (8.28)
Qs;///l//(Z) = 5p”05l/’lv¢(‘)/;v(0>7 (829)
U(2) = Opo0igt, (001, (0) + dgy, (0)) - (8.30)

Nas Eq. (8.25) e Eq. (8.26), observamos que as intensidades dos primeiros
harménicos permanecerdo constantes ao longo do cristal. E pela Eq. (8.27), vemos
que a intensidade gerada no segundo harménico é muito pequena.

Jé nas Eq. e Eq. (8.29), vemos que as fases dos primeiros harmonicos
se manterdo inalteradas. E na Eq. (8.30) obtemos que a relagdo de Travamento
de FaseE] permanece constante ao longo do cristal, para quaisquer intensidades de
entrada (desde que sejam pequenas) dos primeiros harmonicos.

Assim concluimos que, na GSH com soma de MAO, as ordens radiais dos

30btida anteriormente na Eq. (6.45), sendo que nesta equacdo o Travamento de Fase s se
mantém para If] (0) = I3, (0).
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feixes do primeiro harmdnico permanecem inalteradas sempre que os valores da
ndo-linearidade do cristal, do comprimento do cristal e das intensidades de entrada
ndo sejam muito elevadas.

Por fim, vamos nos encaminhar para as conclusdes e perspectivas desta tese.
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Capitulo 9

Conclusoes e perspectivas

Vamos aqui retomar nossos resultados ja apresentados para, assim, concluir
este trabalho. Em seguida, apresentaremos algumas perspectivas destes estudos.

A primeira contribui¢@o original desta tese aparece no Capitulo @ Em [14],
foi mostrado que a desigualdade tipo Bell serviria como um critério para avaliar
a separabilidade do modo clédssico. O que fizemos foi dar sequéncia a este traba-
lho, mostrando que a coeréncia do estado quantico é um fator determinante para
o emaranhamento deste - da mesma forma que a coeréncia da superposi¢do de
modos é um fator determinante para a inseparabilidade de modos e para o ema-
ranhamento. Também apontamos o importante papel da flutuacdo do nimero de
foténs em testemunhar o emaranhamento.

No capitulo seguinte, apresentamos os cdlculos que fizemos das constantes de
recobrimento; um dos resultados gerais desta tese, capaz de ser aplicado em varios
experimentos. Esses cdlculos foram feitos pensando em solucionar o problema da
soma de MAO na GSH com cristal tipo-II, para ambos os feixes de entrada com
ordem radial nula, momento angular qualquer e baixa intensidade (de acordo com
o que foi discutido no Capitulo [§). Nessas condi¢des, obtivemos um resultado

geral para o valor das constantes de recobrimento, onde surgiram regras de selecao
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para as ordens radiais, além das regras de selecdo para os momentos angulares
que ja eram conhecidas. Esses resultados foram: se os feixes de entrada tiverem
Momento Angular Orbital de mesmo sinal ou pelo menos um deles for nulo (ou
seja, l1lo > 0), serd gerado apenas um feixe com ordem radial nula (p = 0); e se
os feixes de entrada tiverem MAO de sinais contrarios (isto é, [;l, < 0), surgirdo
P +1 feixes, sendo P o maior valor da ordem radial (p) nesse processo e igual ao
moédulo do menor dos momentos angulares de entrada (P = min {|l;, |l2|}).

No Capitulo 6] conseguimos generalizar a solugdo para as equagdes dindmicas
obtida por Bloembergen e colaboradores [28], que € o outro grande resultado desta
tese, também podendo ser utilizado em vdrias aplicagdes. Assim, mostramos uma
solucdo para o caso em que é gerado apenas um feixe com ordem radial nula e
MAO qualque e para o caso em que sdo gerados P + 1 feixes (cada um com
uma ordem radial diferente, comecando com p = 0 até p = P) e também com
MAO qualquer, que pode ser reduzido ao caso anterior.

Ja no Capitulo [/, desenvolvemos uma aplicacdo dos resultados anteriores para
propor uma explicacdo alternativa para o resultado inesperado, que foi o "perfil
oval" da "figure 3 b-)"de [27] (que também pode ser visto na Fig.|/.2]e na imagem
da esquerda da Fig.[7.7). Nossa proposta é que a constante de recobrimento para
a soma a5 = 1 € lspr = —1 diz que serdo gerados dois feixes, um com p = 0
e outro com p = 1, com pesos iguaisﬂ Entdo o feixe com p = 1, anteriormente
ignorado, tem papel extremamente importante nesse processo. A simulacdo desse
resultado tedrico pode ser vista na Fig. (que mostra o perfil ao longo da pro-
pagacdo), assim como a comparacao tedrico-experimental na Fig. Com essa
mesma hipdtese, vimos que a soma Iy, = 1 € lspy = —2 gera também um feixe

com p = 0 e outro com p = 1, também ignorado anteriormente, produzindo um

'A diferenca do nosso resultado para o que foi obtido h4 anos atrés por [28]] é que os feixes que
eles usaram ndo tinham estrutura espacial, € o nossos possuem estrutura espacial com momento
angular qualquer.

’Lembramos que o que chamamos de peso aqui é o médulo das constantes de recobrimento.

123



perfil um pouco diferente como mostra a Fig. (perfil ao longo da propagacao),
e a comparacgdo tedrico-experimental é dada por Fig.

Ainda no Capitulo[/|mostramos outra aplicacdo de nossos resultados mais ge-
rais, consistindo na generalizacao do problema também proposto em [27], que foi
o Mistura de MAO Controlada por Polarizagdo. Aproveitando o mesmo esquema
experimental, trocamos a mascara por outro SLM, que chamamos de SLMask, e
mostramos que, mudando a orientacdo da "HWP-3" e, consequentemente, alte-
rando a polarizag¢do dos feixes do primeiro harmonico, conseguiamos alternar as
medidas das intensidades do segundo harmodnico, alternando entre: apenas dobra-
mento dos MAQO’s; apenas a soma dos MAQ’s; e ambos os dobramentos e a soma
dos MAO’s.

E por tltimo, no Capitulo [§] justificamos as aproximagdes utilizadas anteri-
ormente fazendo a expansao em série de Taylor dos campos envolvidos na GSH.
Mostramos que os feixes do primeiro harmonico com ordens radiais ndo nulas sé
surgem no problema nos termos de segunda ordem da série de Taylor. Assim,
ao considerarmos cristais pequenos (z; < zr), ndo-linearidade de segunda ordem
pequena (o que leva em ¢ < 1) e intensidades pequenas (de modo que vIgl < 1,
que representa o termo de segunda ordem na expansao em série de Taylor), os ter-
mos de segunda ordem e de ordens superiores da expansdao em série de Taylor
serdo muito pequenos. Consequentemente, serdo desprezados, validando nossas
consideragdes e tornando nossos resultados das constantes de recobrimento gerais
para os casos de interesse. Além disso, mostramos que nessas condi¢des a rela-
cdo de travamento de fase se mantém para quaisquer intensidades de entrada dos
primeiros harmonicos (desde que sejam pequenas).

Nosso artigo [1]] possui algumas perpectivas ja concluidas por outros grupos,
como os trabalhos [78, [79, [80, 81} 82]], mostrando um pouco de sua relevante

contribui¢do nos estudos de inseparabilidade cldssica e quantica e emaranhamento
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em varios graus de liberdade numa mesma particula.

Uma outra perspectiva para esse trabalho é confirmar essa previsao tedrica do
surgimento de ordens radiais nao nulas, o que ja estd em andamento no Laboraté-
rio de Otica Quantica do Instituto de Fisica da UFF. E, confirmando essa previsao,
utilizar essas informagdes para aplica-las no OPO.

Mais uma perspectiva é obter resultados mais gerais para a constante de re-
cobrimento, considerar o descasamento de fase (Ak # 0). E para problemas
envolvendo feixes de entrada mais intensos (de acordo com o discutido no Ca-
pitulo [8), podemos considerar também as constantes de recobrimento em funcéo
do comprimento na direcao de propagacio (obtido ao considerar cristais maiores)
ou considerando ordens radiais quaisquer nos outros dois feixes (que no caso de
GSH, que foi o caso descrito nesta tese, chamamos de feixes de entrada).

Vimos que, ao considerar ordens radiais superiores, o perfil do segundo harmo-
nico que simulamos se assemelha bastante com o experimental. Isso indica que
considerar o modo com p = 1 pode ser uma explicacdo mais forte do que o
astigmatismo. No entanto, mais experimentos ainda precisam ser feitos para com-
provar o surgimento dessas ordens radiais superiores no problema.

Inicialmente, pretendiamos seguir o trabalho até o momento em que o estudo
sobre inseparabilidade clédssica e quantica e sobre SHG com soma de momento
angular se encontrassem para observarmos o que surgiria de interessante. Mas,
como a abordagem que utilizamos para resolver o SHG com soma de MAO se
mostrava cada vez mais desafiadora, ndo foi possivel chegarmos a esse patamar e
isto fica como uma perspectiva bem interessante, a0 nosso ver.

E por dltimo, mas ndo menos importante, realizar um experimento que con-
siga separar cada ordem radial em feixes independentes diferente, assim desen-

volvendo novas aplicacdes.
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Apéndice A
Calculo das desigualdades tipo Bell

Neste apéndice serdo apresentados os calculos detalhados que foram realiza-

dos para produzir os resultados apresentados em [1], que também estao descritos

na Segao[4.3]

A.1 Independéncia de fase ganha no MZIM para
medida de intensidade

Os campos de saida, Eq. (4.19)), ser@o reescritos aqui como:

B{Y(r,1) = el B (r, 1), (A.1)

onde
B: = xidy,tnen + ¢ray,oey + Gajp,bven + waatney, (A2)
B, = Cla%v%)eH + wla/\}hwhev + X2a§{hwheH + ¢2a%/v¢ve\/' (A.3)
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As intensidades de saida, substituindo as equagdes acima na Eq. (4.21)), sao:

L= PPy diy + o0 P ait,Tait, + |Gl a2 a2 + |wnl? a2y a2, (A4)

L= G a aly + o [P by by + [xal® a2y + 0ol a2, a2, (AS)

Como

(0]a2'a2|0) = 0, (A.6)

(O]aﬂagagaﬁcm} =0, paraj=2oul =2, (A7)

i

o vacuo de A, ndo influenciard nas medidas de intensidade e nem de flutuagdo de

intensidade. Por esse motivo, os termos a? serdo todos desconsiderados daqui por

diante, e as Eq. (A.4) e Eq. (A.5) passam a ser:

I =[xl ag{hTa%h + |n)? GGUTCL% (A.8)

L =[G a alyy + o ity il (A.9)

Como todos os termos envolvendo a? serdo desconsiderados, ser4 feita a troca

a} — a; (e também nas fases) para facilitar a notagdo daqui pra frente.
Substituindo os valores de a}', obtidos na Eq. (4.18), nas equagdes acima
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encontra-se:

sen(2p)
2

I = |x? KﬁHh cos? () cos? (a) — aLhaHu

sen(25)
2

2 2 2

cos?(a) — aly,avn COSQ(/B)W +ajpave sen2( ) sen2( a)>
2 2 2

cos? () + fugr, sen?(B) cos?(a) + aTHvavh senz( A) w - ClTHvaVv sen’(B) Sené a)>

+ (—afmam

+ (faLhaHh cos2(8) Senfo‘) +al,am, Sen;w ) Senfo‘) + fyp c0s2(8) sen2(a) — al,, vy 86“2(25 ) senz(a))

+ (o =222 g, sen?(3) ") v S sen @)+ vy sen () sen()) |

+ |g|? KﬁHh sen?(8) sen?(a) + al;, apr, Se“fﬁ ) sen?(a) + al,, avh sen?(8) sen(2) | al,,ave 56“2(26 ) Senéz"‘))
+ (g P sen (@) + iy cos2(9) sen (@) + aly, o " 2B 4y, cos?(5) <))

+ (aTVha,Hh sen2(g) Senf“) val,ame Senfﬁ ) Senfa) + fyh sen?(B) cos?(a) + al, avy 59“2(25 ) cosQ(a)>

sen2(25) w + a]\L/UaHv COS2(B)

sen(2a) sen (28
T( +ap,avh B )

+ (a]\L/UaHh cos? (@) + Ay cos® (B) COSZ(Q))]7

(A.10)

Iy =[¢]? |:(ﬁHh sen?(B) cos? () + aTHhaHU sen2(26) cos?(a) — aTHhth sen?(B) sen(2a) al . a sen(25) sen(2a))

2 THRTVUTT 2

+ (aTHvaHh % cos2(0c) + Mo cosQ(,B) cos? (a) — aLvth w sen;2a) — a}{vavv cos%,@)%)

+ (fa;r/haHh sen?(B) sen2(2a) — aJ{/,LaHU sen2(26) sen2(2a) + Ay, sen?(B) sen?(a) + aJ{/havv sen2(2ﬂ) sen? (a))

+ (*CLLUCLHh sen2(2,8) w — CLI/-UCLH’U cos? (B)w + aLUth% sen?(a) 4 Ay, cos2(8) senz(a))]
#1687 | (R cos? (8) cos(@) — alyaan, 2 sen?(@) + aly avn cos? (3) 2 — a2 220
+ (—GJ;IUGHh sen2(26) sen?(a) + fpy sen?(B) sen?(a) — aTHUth sen2(2,3) 786112(2&) + aLUaVU sen?(B) sen2(2a))

+ (aTVhaHh 0052(5)w - a]\L/haHv sen2(2,8) sen2(2a) + Ay cos?(B) cos? (o) — aTVhaVv sen2(25) cosQ(a))

sen(28) sen(2a) sen(2a) + sen(24)

+ a;r/vaHU sen2(,8)

+ (—aLvaHh —ay,,avh cos?(a) + Ay, sen?(B) cosQ(oz)>:|.

(A.11)

2 2 2

AT
onde n; = a;a;.

Considerando que a intensidade se conserva neste problema, isto é:

Bl .B,+Bl.B,= Al . A, + Al . A, (A.12)
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Isso que equivale a:
I+ I = fugn + gy + Aoy + Ay (A.13)

Substituindo as Eq. (A.10) e Eq. (A.T1)) em Eq. (A.13), obtém-se o sistema de

equagoes (organizado de forma conveniente para os cdlculos):

x| cos?(8) cos?(@) + [¢]* sen?(B) sen®(ar) + [¢|* sen?(B) cos?(a) + |w| cos®(8) sen?(a)
(A.14)

[x|? sen®(B) cos*(a) + 9] cos(8) sen®(a) + [¢|? cos?(B) cos? (@) + |w]* sen®(5) sen?(a)
(A.15)

[x|? sen®(B) sen®(a) + [g]” cos () cos®(ar) + [¢|? cos?(B) sen®(ar) + |w|* sen? () cos?(a)
(A.16)

[x|? cos?(8) sen®(a) + [¢]* sen®(5) cos®(ar) + [¢|* sen?(B) sen® () + |w]” cos?(8) cos?(a)
(A.17)

— x[? cos?(a) + |¢|” sen®(a) + || cos* (@) — |w|? sen®(a) = 0,(A.18)

—|x|? sen?(a) + |¢|” cos®(a) + |¢|* sen®(a) — |w[* cos®(a) = 0,(A.19)

—x|* cos*(B) + |¢|* sen(8) — [¢]? sen®(B) + |w|* cos*(B) = 0,(A.20)
— x|” sen®(8) + [¢|* cos*(B) — |¢[* cos®(B) + |w|® sen®(B) = 0,(A.21)

XI?+ o = 1¢)° = Jw]* = 0. (A.22)
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Resolvendo o sistema acima, encontra-se:
X =16 = [¢] = |w|* = 1. (A.23)
E substituindo nas Eq. (A.§) e Eq. (A.9), obtém-se:

7 1t n 1T

I, = dy), d'yy, + ayy, ay,, (A.24)

7 17 1 11t 1

I = dly, dyy, + ay, ayv, (A.25)
0 que mostra que as fases ganhas ao atravessar o MZIM nao contribuem para as

medidas de intensidade, e, consequentemente, para as medidas de flutuagcao de

intensidade.

A.2 Medidas efetivas

As intensidades Eq. (A.10) e Eq. (A.TT)) podem ser reescritas como:

A A

I, = Nki+ (Mg + tvn)l

(aLhaH,, + CLLMHh) + (aLhaVU + aLvth)} i

- - -

[— (aLhth + aL;ﬂHh) + <aLvavv + CLI/UCLHv)} T

(aLhaVv + ai,vaHh> + (a}{va‘/h + aLhaHU } 0;, (A.26)

com

A

N = al amn + al, av., (A.27)
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ki = ly = cos?(B) cos?(a) + sen?(B) sen?(«v), (A.28)

ky = 1) = cos?(8) sen®(a) + sen?(3) cos?(a), (A.29)
ks = —l3 = cos(28) cos(2a), (A.30)

fs = 201 = —2p15 = sen(28) cos(2a), (A31)

s = 2 = —2m = cos(28) sen(2a), (A.32)

03 = 20, = —20, = sen(23) sen(2a). (A.33)

Como as componentes Hv e V'h dos estados iniciais de interesse ndo estdo
excitadas, € possivel escrever um operador de intensidade efetivo (/.¢) e de inten-
sidade quadrada efetivo ((7?), £), necessdrio para determinar a flutua¢do de inten-

sidade, que obedecem as relacgoes:

~ ~

<Ief> = <I>7 (A34)
((1%)er) = (I%). (A.35)

Para determinar a intensidade efetiva, basta eliminar os termos que ndo con-

tribuem na Eq. (A.26)), o que leva a:
fefi = ]\Asz + (aLhaW + aJ{/UaHh> 0;. (A.36)

Ja o caso da intensidade quadrada efetiva ndo € tdo simples. Ndo basta elevar
a0 quadrado a intensidade efetiva ((12).; # (I.;)?). E preciso elevar ao quadrado

a intensidade definida na Eq. (A.26) e, depois de feito isso, eliminar os termos que
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ndo contribuem. Assim a intensidade quadrada efetiva se identifica comoﬂ

([AQ)efi = NQI{Z? + 2 (aLhavU + (JJI/UCLH}L> NklOl

N (20 4 0?) = 2 (v + abam, )

+

2 . 2
(a}{h avy? + 20 gnive, + aI/U aHh2> 0?. (A.37)
Que também pode ser escrito como:

(I%)es; = epi) + N (12 +n?) — 2 (aLhaw + a*VvaHh> [Li7);. (A.38)

'Para isso é necessério que [N, (a;{havl, + aLvaHh)} = 0, o que de fato é verdade.
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Apéndice B

Uma relacao importante envolvendo

polinomio de Laguerre associado

Aqui provamos que

p e, .. Plk+P)
= ) S e

m=0

anteriormente visto na Eq. (5.11)) do Capitulo 3]

Para provar essa relacdo, serd necessario utilizar as seguintes:

aLh(z) = (m+k)LE () — (m+1)LE Y (2),
xLlp(x) = 2m+1)Ly(z) —mLy,_1(x) — (m+ 1)Ly (x),

Lin(z) = Lyy(2).
Prova por indugdo:
' =LE(x) =1

O préximo passo é mostrar que essa relagdo funciona para z7 1.
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L Plk+P) .
:2_:0(_1) B+ my L) (B.6)

substituindo a Eq. (B.2))

= S e PR [+ L o) — (o DA G)

m=0 —m)l(k +m)!
(B.7)
( P) _ _XP: P!(k+P)! Lk—l( )
x(z = 2 e rp—— TRl x
- p Plk:+P)(m+1) o
fazendo a mudanga m + 1 — m no segundo tremo da equacao acima
- P!(k + P)!
h) = )™ k-1
r(z”) = n;)( 1) P—m)(k+m—1) L, (a:)]
[P+1 P!(k N p)!m
m—1 b1
: mz:l(_l) (P—m+1)!(k+m—1)!Lm ()|, (B.9)

trocando o sinal do segundo termo, por causa do (—1)~!, e igualando os somaté-

" [LE3 k1 Pl(k + P)! .
z(z") = ((k Lo @) + Z m>(!(k . 731 —yil (z)|  (B.10)
+ _mzl(_l)m (p —_ nlpiikl;;(i)—:fr; — 1)!Lfn—1($) + (_1)P+1(P + 1)!LIIC;.:_11] .

Somando e arrumando os termos da equagdo acima chega-se a:

Py opi Ny o PEDHE =D+ (P D),
p(af) =2 =) (1) (s [(k_1)+m]'Lm (z), (B.11)

m=0
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provando, assim, que a Eq. vale para todo k € N tal que k > 1.
Para provar que também vale para £ = 0, o primeiro passo € substituir este

valor na Eq. (B.T)), isto é:

PN~ gym (PY?
x :mZ:O(—U ml}m(x). (B.12)

Feito isso, € s6 seguir os mesmos passos utilizados chegar na Eq. (B.T1). Substi-

tuindo a Eq. (B.3), ao invés da Eq. (B.2), que chegamos a:

2(@”) =2 = (=) [(P[(+P1)+_1)Ti]!m!Lm(x)' ®19

m=0

Provando, assim, que a Eq. (B.1) vale para todo k£ = 0.

Por fim, com as Eq. (B.T1) e Eq. (B.13)), prova-se que a Eq. (B.I)) vale para
todo k € N.
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Apéndice C

Calculo da constante ;. ;.

Aqui apresentamos os cdlculos das constantes ;,,;,,, que serdo utilizados na

resolugdo das equagdes dindmicas a 2+ (P+1) modos (Capitulo[6), e a 4+ (P+3)

modos (Capitulo [7).
Relembrando as defini¢cOes apresentadas na Sec¢ao

lUgly

BIHZV — p00
" g
P
Lgly\2
Tuly = Z (5pH V) .
p=0

Substituindo a Eq. (5.54) em Eq. (C.1) encontramos:

P
I+ Iy P!
lnly _ 5 |l + v _1)P
W= 2 et T -t

que é 0 mesmo que:

[l +lv]! P! B
platv — pl(p+Hla+iv])! (p_p)g( 1P, se0<p<P
p

0 sep>P
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Dessa forma, o intervalo considerado serd 0 < p < P e, nesse intervalo, 7,1,

segue como:
Plily +1ly|! — P+|lH+lV|) P!
= ) C5
Yty = P iy + by ) |pz Gl WP i —pt &
Utilizando a identidade de Chu-Vandermonde [[83]], obtemos:
i (P + |zH+zv|) Pl 2P+ |la+1ly]) 6
— p+|lH+lv|)< )'p'(P—p)' P'(P+|ZH+Z\/|>' '
Assim chega-se ao valor de ;,,;,,, que é:
lg + Iy |\ (2P + |lg + Iy ])!
Vigly = ‘ = V‘ ( l . Vl) €7

(P + |l + Iy )
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Apéndice D
Conversoes na lamina tiltada

Aqui descreveremos em detalhes os calculos do que acontece com o feixe ao
passar pela "lamina tiltada", que servirdo para realizar as simulag¢des dos perfis
transversos apresentados no Capitulo

Apresentamos os cdlculos das conversdes entre os modos Laguerre-Gauss e

Hermite-Gauss a 45° produzidas na "lamina tiltada" da Fig.[7.I]do Capitulo

D1 p'=p"=0el'l">0

Nesse caso teremos que p = 0 e [ > 0. Assim, as transformagdes de interesse

serao:

Q uyy = (=1)Pwiy (D.1)
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e [=1

Q %1 = wio

wio _ U%o\;ﬁ“él

e[ =2

Q@ Uéz = wéo

i Ubg— V20l + vl
Wyy = 5

e[ =3

Q up3 = wig

VU3p — \/37)21 + \/§U12 k]

i _
Wyg =

2v/2

D2 ¢p=p"=0el'l”"<0

Aqui vamos considerar os casos apenas onde I’ = 1 e [”

(D.3)

(D.4)

(D.5)

(D.6)

D.7)

(D.8)

(D.9)

— s, 0 que

levaem {p} = {0,1} el = 1—|lspn| < 0. Assim, as transformagdes de interesse

serao:
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Qu2 = (—1)Pw (D.10)

pl p(p—1)

e p=0,1=0
Q uhy = wp (D.11)
why = Vb (D.12)
ep=1101=0
Quly = —wh, (D.13)
, Vi — Vg
wi, = % (D.14)
ep=01=-1
Quly | = wp, (D.15)
; vl + v
wh, = % (D.16)
ep=11=-1

Qui_, = —w, (D.17)
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wi. — \/gvgo + U%l - U%z - \/51’83 (D.18)
12 2\/5 .
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