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Resumo

Nesta tese, desenvolvo uma abordagem geral para o processo de Geragdo de
Segundo Harmonico, envolvendo modos do campo que apresentam Momento An-
gular Orbital, incluindo modos insepardveis que violam uma desigualdade clés-
sica tipo Bell, como sdo os vortices vetoriais.

Virios ingredientes inerentes ao processo sdo analisados com profundidade,
como o papel das constantes de recobrimento e a decomposi¢do modal dos cam-
pos envolvidos no processo, gerando resultados que, as vezes, fogem da intui¢dao
comum. Resultados analticos e numéricos sdo apresentados, assim como genera-
lizacdes multimodos desses processos.

Alguns dos resultados obtidos estdo sendo observados no laboratorio de 6ptica
quantica do IF-UFF e outras propostas experimentais poderdo vir a ser implemen-

tadas num futuro préximo.
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Abstract

In this thesis, we develop a general approach for the generation process of Se-
cond Harmonic involving modes of the Electromagnetic field that present Angular
Orbital Momentum, including inseparable modes that violate a classical Bell type
inequality, as are vector vortices.

Several ingredients inherent in the process are analyzed in depth, as the role
of overlap integrals, and the modal decomposition of the field involved in the pro-
cess, generating results that sometimes are beyond common intuition. Analytical
and numerical results are presented, as well as the generalizations of the multi-
mode processes.

Some of the results are being observed in the quantum optics laboratory in
the UFF institute of physics, and others experimental proposals are likely to be

implemented in the near future.



Capitulo 1

Introducao

A 6tica é uma linha de pesquisa que busca entender o espectro eletromagnético
na regido do visivel aos olhos humanos, ou seja, estuda a luz que enxergamos. S6
por esse fato ja é possivel motivar esse campo, pois efeitos 6ticos nos encantam
desde que nosso cérebro registra nossa primeira imagem Visua]ﬂ

Mas nio para por ai... A histdria mostra a observagdo de vdrios efeitos Gticos
que atrairam, e continuam atraindo, a aten¢do de todas as civilizacdes, desde os
mais simples, como a iluminacdo de um corpo escuro, a reflexdo da luz por uma
superficie refletora ou a refracdo da luz, até os mais sofisticados, como a hologra-
fia, o laser, os vértices Gticos, a geracdo de segundo harmdnico, entre outros.

Sendo assim, contribuir com as pesquisas e avancos tecnolégicos dessa area,
que, aos olhos do autor, € belissima, é a motivacao mais fundamental.

Agora, partindo para algo mais especifico, mais condizente com nosso tra-
balho no estdgio que se encontra - que ¢ um cendrio de avanco bem acelerado
(comparado com épocas passadas) em pesquisa cientifica e surgimento de novas

tecnologias - esta tese pretende melhor caracterizar fendmenos 6ticos de baixa in-

'A generalidade desta frase s6 cabe para quem enxerga ou, pelo menos, jd enxergou em algum
momento.



tensidade, em regimes cldssicos e quanticos, e em escalas compativeis com expe-
rimentos feitos em mesas Oticas. Esse trabalho traz resultados sobre inseparabili-
dade classica e quantica de vortices 6ticos de polarizacdo, que ja foram publicados
e podem ser vistos em [9], e resultados tedricos sobre soma de Momento Angular
Orbital na Geragdao de Segundo Harmonico que estdo sendo experimentados no
laboratério de Otica Quantica do Instituto de Fisica da UFF. Mas antes de chegar
nestes, que sdo os pontos mais aguardados desta tese, vamos contar um pouco das
referéncias que nos levam até nosso desejado fim.

Muita coisa ja foi feita, muita coisa mesmo, pois a fisica vem sendo aprimo-
rada desde a época da Grécia antiga, ou até antes. Entdo, pela impossibilidade
de contar toda essa trajetéria em detalhes e de forma bem precisa, escolhemos
como ponto de partida um assunto bem conveniente para esse trabalho, que € o
surgimento do laselﬂ

O laser, uma fonte de luz coerente descoberto em 1958 por Schalow e Townes
[1] e se consolidando com ajuda dos trabalhos [2} 3}, 4]], foi uma das mais incriveis
descobertas do século XX, servindo ndo apenas a 6tica, mas a muitas outras linhas
de pesquisa. Esse aparato possibilitou a realiza¢do de outros grandes experimen-
tos, como: ... [], ... [I, ... [] ..... Além de todos esses, o laser foi a base de nossos
trabalhos e desta tese.

Em seguida veio o experimento mental de Bell em 1964 [IS]EI - mais conhe-
cido atualmente como desigualdade de Bell - que foi feito com a proposta de
clarear a questdo levantada por Eistein, Podolsk e Rose (EPR) em 1935, [14], e
todo debate posterior, onde diziam que a mecanica quantica seria uma teoria in-
completa, o que costuma ser chamado de paradoxo EPR. Esse resultado obtido
por Bell deu origem a toda uma linha de pesquisa, que € a Informagdo Quantica,

onde se estuda o famoso emaranhamento, que € uma espécie de correlagdo "mais

Do inglés "Ligth Amplification by Stimulated Emission of Radiation" (LASER).
30 experimento foi realizado de fato por Aspect em 1982 [22]].



forte" que a correlagdo cldssica e que permitiu grandes avancgos, como o teletrans-
porte, criptografia quantica, codificacdo super densa, entre outros [6]. Esse tema
serd tratado com mais cuidado no Capitulo 3]

Também temos a Otica Ndo-Linear tentando explicar a interacio da luz com a
matéria, assim surgindo com a Gera¢ao de Segundo Harmonico (GSH) - também
conhecida como Conversao Paramétrica Ascendente, em 1961 [3]]. Depois disso,
outros processos paramétricosE] (processos em que a troca de energia entre campos
intermediada pelo meio nao-linear pode produzir novos campos que oscilam com
frequéncias distintas das frequéncias de entrada) foram observados, como soma
de frequéncia, subtracio de frequéncia, geracdo de pares de feixes emaranhados
[?] e o Oscilador Paramétrico Otico (OPO), efeito KeTodos esses, € outros,
processos paramétricos podem ser visto em [livro que contenha todos]. Nos con-
centraremos nos processos que ocorrem em meios com nao-lineares de segunda
ordem, que possuem trabalhos muito interessantes, como: ... [?] ... .

Ha também o tema conhecido como inseparabilidade classica, que é, relativa-
mente, novo, iniciando em 1998 com Spreeuw [20] - tema que ainda causa uma
certa estranheza na comunidade cientifica, e vem mostrando resultados com apli-
cacoes interessantes. Este vem com a proposta de se utilizar de ferramentas da
Mecéanica Quantica, como o emaranhamento, para aplicar na Mecanica Cléssica.
Essas pesquisas vém crescendo cada vez mais, surgindo importantes trabalhos,
como [, 37, 38 39, |40, 411 42| 43| 44) 45| 146, 47, 48]|Esse estudo € um dos
interesses especificos desta tese.

Todos esses importantissimos trabalhos foram fundamentais, direta e indireta-
mente, para o desenvolvimento desta tese, mas tiveram dois trabalhos que foram
os grandes motivadores para produzir os resultados aqui apresentados: "Bell-like

inequality for the spin-orbit separability of a laser beam" [8] e "Arbitrary orbi-

4Também conhecidos como mistura de ondas.
SEfeito com n#o-linearidade de terceira ordem.



tal angular momentum addition in second harmonic generation" [[11]]. E por esse
motivo € que eles terdo um destaque maior a seguir.

No artigo [[11] foi implementado um sistema controlado pela polarizacao dos
feixes, que usa o processo de geracdo de Segundo Harmonico para realizar uma
soma de Momento Angular Orbital (MAO) onde as parcelas sdo arbitrarias, isto
€, eles somam as cargas topoldgicas [, e [, de cada faixe, sendo [, e [, quaisquer.
Além disso, eles conseguiram medir o dobramento de cada MAO, o que ja era
conhecido [5]], usando o mesmo aparato experimental.

Daqui por diante, no decorrer desta tese, serd apresentada a parte técnica, que
estard dividida conforme descrito a seguir.

No segundo capitulo serd apresentado inicialmente como € feita a aproxima-
cao paraxial e os modos de Laguerre-Gauss, que sdo modos que possuem mo-
mento angulalﬂ e sdo solucdo desta equacdo. Em seguida faremos um apanhado
sobre a dtica ndo-linear, que terd como foco principal a Geragdo de Segundo
Harmonico. Aplicando a aproximagdo paraxial no meio nao-linear de interesse
chegamos nas equacdes dinamicas, que serdo trabalhadas na base dos modos
Laguerre-Gauss. Por dltimo, mostraremos as equagdes de Manley-Rowe multi-
modo.

O terceiro capitulo € essencialmente um capitulo de revisdo de literatura sobre
emaranhamento e desigualdade de Bell. Vamos definir essa incrivel ferramenta
da Mecanica Quantica, que é o emaranhamento, com foco maior em varidveis
continuas, e descreveremos o que sdo as desigualdades de Bell e como elas se
encaixam nesse cenario.

No quarto capitulo, falaremos dos nossos resultados sobre inseparabilidade
classica e quantica. Comecgaremos descrevendo um pouco do trabalho [8] e do

esquema proposto para obter as medidas. Aproveitando esse esquema, discutire-

®Momento Angular Orbital, no caso.



mos nosso trabalho [9]], mostrando que a coeréncia possui grande relevancia para
classificar modos insepardveis cldssicos e quanticos.

No quinto capitulo, come¢amos a construir o que serd o nosso segundo traba-
lho sobre soma de Momento Angular Orbital na Gera¢do de Segundo Harmonico.
Para isso falaremos das regras de selecao que encontramos ao calcular as constan-
tes de recobrimento, que terdo papel de suma importancia, pois nos dirdo quais
modos serdo acoplados na dinAmica do problema.

No sexto capitulo, apresentaremos solug¢des analiticas das equacdes dindmicas
multimodos, onde ambos os casos terdo dois feixes de entrada no cristal nao-
linear, sendo o primeiro caso com 1 feixe de sal’deﬂ e o segundo caso com P + 1
feixes de saida.

No sétimo capitulo juntamos os resultados obtidos nos dois capitulos imedi-
atamente anteriores, com fins de propor uma explicacdo alternativa para o perfil
oval, diferente do esperado, na figura 3 b-) de [[11]. Por isso, neste capitulo discu-
tiremos bem o trabalho [11], deixando claro qual € a nossa contribui¢ao sobre este.
Além disso faremos uma previsio tedrica para um experimento contendo quatro
feixes de entrada no cristal ndo-linear, utilizando o mesmo aparato experimental.

No oitavo capitulo, tentamos justificar as consideracoes feitas até entdo, dei-
xando claro o que queremos dizer com baixa intensidade, validando as constantes
de recobrimentos encontradas anteriormente como caso "geral" para o nosso pro-
blema e a resolucao mais simples para as equagdes dinamicas multimodos.

No nono capitulo, concluimos esta tese, destacando mais uma vez nossos re-

sultados e indicando perspectivas de como seguir daqui por diante.

"Essa solugdo jd é conhecida desde 1962 [[19], mas sem considerar MAO.



Capitulo 2

Otica Paraxial e Nao-Linear

Este é um capitulo, essencialmente, de revisdo da literatura, baseado no ar-
cabouco tedrico desenvolvido na referéncia [[12]. Esse assunto também pode ser
visitado, inclusive com uma outra abordagem para discutir a aproximac¢ao para-
xial, em textos como [23| 24} 25| 26] [citar livros, artigos, ...]. Mas € preciso
apresentar o procedimento que leva na Aproximagdo Paraxial e suas conjecturas.

Um breve resumo deste capitulo se inicia apresentado as equagdes de Maxwell
num meio material com uma breve descri¢cao dos termos envolvidos e dos termos
j4 desconsiderados nessa etapa, até chegar na equacdo diferencial em que serd
aplicada a Aproximagao Paraxial. J4 na Secdo [2.1] mostramos o que é a Aproxi-
macao Paraxial. Na Secao faremos uma breve exposicdo sobre a Otica Néo-
linear, mais voltada para a GSH. E por fim, na Secao as Equagdes Dinamicas,
com ajuda da Equagdo Paraxial, serdo expandidas na base de Laguerre-Gauss,
para seu uso em capitulos posteriores, € também serdo apresentadas as Equacoes
de Manley-Rowe multimodo nessa base, Subse¢do [2.3.1

Tomando como ponto de partida as equagdes de Maxwell num meio material



[29, 301,

V-D = pj, 2.1)
OB
E = —— 2.2
V X ot (2.2)
V-B = 0, (2.3)
oD
VxH = Ji+ o, (2.4)
onde
D = ¢E+P, (2.5)
H = iB—M, (2.6)
Ho

pode-se derivar as equacdes de onda que se propagam em meios materiais.

Essas equacOes sdo capazes de lidar com uma vasta gama de problemas, e
uma solucao que dé conta de todos os possiveis casos ainda estd muito distante da
atual realidade. Entdo a proposta aqui serd resolvé-las no ambito da Otica Clds-
sica, Otica Paraxial, mais especificamente, considerando que os campos elétrico e
magnético se propagam em um meio 6tico.

Um meio 6tico qualquer pode ser traduzido por:

pr = 0, 2.7)
Jr = 0, (2.8)
M = 0, (2.9)

ou seja, € um meio isolante sem cargas livres e correntes livres e sem proprieda-
des magnéticas. Mais adiante serd especificado com mais detalhes o meio a ser

utilizado nesse trabalho.



Substituindo as Eq. (2.7), Eq. (2.8) e Eq. (2.9) nas equagdes de Maxwell,

chega-se em

1’E 1 [10°P
VQE———:—( —V(V-P))

2N e \ 2o

sendo c a velocidade da luz no vacuo, dada por

Manipulando as Eq. (2.1), Eq. (2.5)) e Eq. (2.7) encontra-se
V(V-P)=—-¢V(V-E)

que consequentemente leva a Eq. (2.10) em

1 0’E 1 0P
’E — ‘E) - — =
v V(V-E) 2 Ot2  ec? Ot

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

que € a equacgdo geral do campo elétrico em meio 6tico qualquer, que obedece as

condi¢des Eq. (2.7), Eq. (2.8) e Eq. (2.9). A densidade de polarizacao pode ser

escrita como

P=P,+Py,,

(2.14)

onde Py é o termo linear e Py, o ndo-linear. Inicialmente vamos especificar

apenas meios lineares, deixando os meios ndo-lineares a serem trabalhados a partir

da sec¢do [6.1] - onde falaremos sobre os processos que ocorrem em meios nao-

lineares, focando na GSH.

Na busca pela solugdo da Eq. (2.13)), o primeiro passo serd uma resposta que



satisfaca a expansao em série de Fourier do campo elétrico

E(r,t) = Y Eu(rt), (2.15)
E,.(r,t) = ep(r)e”™ + gk (r)e“m, (2.16)
W = Mwi, 2.17)

sendo €,, os coeficientes da expansdo, onde carregam toda dependéncia espacial
do modo E,,(r, ), e w,, é a frequéncia de oscilagdo do modo m.

A densidade de polarizacdo linear ird acoplar a resposta do meio ao receber
uma radiagio de frequéncia w,, (x")(w,,)) com o campo elétrico oscilando tam-
bém na frequéncia wmﬂ Assim, consequentemente, a densidade de polarizagao

linear sera

Pi(rt) = &) xWEu(r1), (2.18)
X = XD (wn). (2.19)
Considerando, inicialmente, um meio linear (Py; = 0), e substituindo as

Eq. (2.15)), Eq. (2.16) e Eq. (2.18)) na Eq. (2.13)) encontramos, apds alguns passos,

Z {[VPemn = V (V- en) + kloern Nmem] €™+ (2.20)
+ [VPer, =V (V-€5) + ke €] €™} =0, (2.21)
onde
2
B = m*(2), (222)
C
M = T+ x, (2.23)

''S6 analisamos meios que obedecem esse acoplamento.



que sdo, respectivamente, o vetor de onda de frequéncia m no vacuo e um tensor
que gera os indices de refracao ao quadradoﬂ

Aplicando a relagdo de ortogonalidade da série de Fourier [Arfken, e outros]
e considerando apenas os processos com frequéncias ndo nulas (w,, # 0), final-

mente encontramos
Ve, =V (V&) + ki, ns€s =0, (2.24)

que servird como ponto de partida para a se¢do seguinte, onde descreveremos a

aproximagdo paraxial.

2.1 Aproximacao Paraxial

Lembrando que os coeficientes £4(r) carregam a informacao da parte espacial

da onda, defini-lo como
e, = (Fop, + F. 2) e (2.25)

servird de Ansatz para a Aproximagio Paraxial. O fator ¢** indica que a solugio
almejada se propaga na direcdo z. Dessa maneira, Fr, representa a amplitude
transversa a propagacdo, que € associada a dispersdo do feixe, e F’,, representa
a parte longitudinal do feixe, que € ligado ao ja conhecido conhecido Walk-off
[]. Outra consideracdo feita aqui é que o material possui 77, (Eq. (2.23)) diagonal,

com indices de refracao iguais nas trés dire¢des, ou seja,

(Xglz))ij - (Xg))u‘ 5ij> (2.26)

2Também conhecido como permissividade relativa.
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que leva em

ns = n’lL. (2.27)

Assim, o vetor de onda k;, na Eq. (2.25)), que € o vetor de onda dentro desse meio
material escolhido, sera
k2 =12k - (2.28)
Substituindo Eq. (2.27) e Eq. (2.28)) em Eq. (2.24) obtemos
Ve, —V(V-¢g,) +k’e, = 0. (2.29)

Aplicando o Ansatz da Eq. (2.25), e ap6s algumas manipula¢des, chegamos nas

equagoes
OF.,
vT (VT : FTs + + stFzs)
0z
’F F

_V2Fp, — % _ ZZkS% _ 9, (2.30)
a 2 2
5 (Vr-Frp,) +1ks (V- Fp,) — V3F,, — kK2F,, = 0. (2.31)

O préximo passo na busca pela aproximacao paraxial serd utilizar feixes com
distribuicdo gaussiana nas direcdes transversas a propagacdo. Assim este feixe
terd largura transversa caracteristica, também conhecido como cintura do feixe,

"

descrita por "w,", que € associado a divergéncia deste feixe. O comprimento
caracteristico ao longo da dire¢do de propagacdo, também conhecido como com-
primento de Reileigh, serd dado por "zp".

De posse desses comprimentos caracteristicos € possivel reescalar as dimen-

11



soes (x,y, z) como

r = wsXm
y = wsYs, (2.32)
z = 2zrJd,
com a cintura dada por
2ZR
s = ) 2.33
w . (2.33)

Considere agora que este feixe diverge muito pouco a medida que se propaga,
ou seja, wy; K zp, que € uma consideracdo central na aproximagdo paraxial.
Para inserir essa informacdo no problema, Eq. (2.30) e Eq. (2.31)), define-se o
parametro

Wy 2

fo= 0= (2.34)

ZR ksws '

Assim, aplicando estas relagdes em Eq. (2.30) e Eq. (2.31)), encontramos

OF;,
Vr (fsVT -Fp, + ffg + Zzes) -

0’F 7 OF 5
~[ViFr, — it il = 0, (2.35)
3 0 2¢r2
S % <VT : FTs) + Z2f8 (VT : FTs) - fs VTFES - 4F23 = O (2'36)

Mesmo apds todas as manipulacdes feitas até aqui, o sistema de equagdes
acima ndo é nada simples de se obter uma solucdo. Entdo para dar seguimento

faremos uma expansao das componentes do campo elétrico em poténcias de f;,

12



isto €,

Fr, = ZFT; i (2.37)

F, = Zszj i (2.38)

de modo que este trabalho vai perseguir solucdes de ordem zero (FTE,O) e Fggo))
nessa expansao, novamente pelo feixe divergir muito pouco a medida que o feixe
se propaga.

Sendo assim, substituindo as Eq. (2.37) e Eq. (2.38) nas Eq. (2.35) e Eq. (2.36)

obtemos

Z{VT (f”lvT R 2f@FgS) -

i

82FTS

A F
A S ST TS} =0, (239

> { f‘”’ (VT Fz!) +2fi (Vy-Fgl) — fI2VIEL —4 f;Fzg} =0.
Z (2.40)
, a solucdo requerida passa pelas etapas:

- substitua f; = 0 na Eq. (substituir na Eq. nao traz nenhuma infor-

macao adicional), e encontrard

9 =0 (2.41)

- depois derivar uma vez as Eq. (2.39) e Eq. (2.40) com relacdo a f; e faca f; = 0.

Resolvendo o sistema resultante encontrara

B0 = 2 (V7 F2l?) (2.42)

[\:JIN

13



F~(©
ViFz® +u? aTS =0 (2.43)

z

Como j4 dito antes, buscamos solucdo de ordem zero no parametro f,, por essa
ser uma boa aproximacao para os feixes de interesse - feixes que divergem muito
pouco a medida que se propaga (w, < zg) - ou seja, vamos desprezar todos os

termos com ordens maiores. Por fim, encontramos a solucgao:

F.O =0, (2.44)
OF 3
V2F:" 44 aT; =0. (2.45)

Antes de analisarmos essas duas equacgdes vamos voltar das dimensdes escaladas

para as dimensdes originaiﬂ que por fim nos levard a

EO =, (2.46)

OF ¥
0z

VZF1r© + 2k, =0. (2.47)

A Eq. (2.46) diz que ndo teremos o termo que gera polariza¢do na direcao de
propagacdo, ou seja, ndo teremos o efeito de Walk-off, como mencionado ante-
riormente. Entdo teremos apenas polarizacdes perpendiculares a direcdo de pro-
pagacdo. Isso simplifica a descricdo do problema, pois podemos escolher como
base do sistema de coordenadas (I—:T V, %), onde vamos chamar H de polarizacio
horizontal, V de polarizacgdo vertical e 2 de dire¢do de propagacgao.

E, finalmente, a Eq. ¢ a famosa Equacgdo Paraxial, que figura em vérias
referéncias, como [?]. Ele servird como base para toda a tese desenvolvida a
seguir.

E interessante mencionar que a Equacgdo Paraxial apresentada aqui foi ob-

(X5, Y5, Z) = (2,9, 2).
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tida de maneira um pouco diferente dos trabalhos [?]. Escolhemos essa aborda-
gem porque assim achamos menos complicado de trabalhar problemas em que
a relac@o entre a divergéncia e a propagacdo do feixe nio seja tdo grande assim
(ws ~ zg), podendo considerar efeito de Walk-off ou até mesmo feixes mais

complicados.

2.2 Otica nao-linear

Aqui faremos uma abordagem sintética dos efeitos 6ticos produzidos em meios
com nao-linearidade de segunda ordem, dando maior atencao para a Geracao de
Segundo Harmonico em cristais tipo-I, que € a aplicagdo nao-linear de interesse
dessa tese.

A densidade de polarizacdo ndo-linear, de segunda ordem, tem como expres-
sdo geral

Py. = X PEE. (2.48)

Essa equacdo nos diz que o meio acopla todas as combinagdes de polarizagao (H
e V) do campo elétrico total com as polarizacdes dele mesmo, através do tensor
de acoplamento nio linear x(?, assim polarizando as cargas ligadas do meio em
questao.

Os meios ndo-lineares de interesse serdo cristais 6ticos com y(® acoplando
apenas trés das possiveis frequéncias que o campo elétrico total pode ter, que sdo

wp, W1 € wy, de modo que estas obedecem a relagdo de conservacdo de energi;ﬂ
Wo = wqy + wq. (2.49)

Daqui por diante, vamos nos referir ao primeiro harmonico como sendo os

4?&02 = hwo + hw;.
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campos, definidos nas Eq. (2.15)) e Eq. (2.16)F} relacionados as frequéncias wy e

w1, que sdo as menores desse processo, € ao segundo harmonico como sendo os
campos relacionados as frequéncias wy, que € a mais alta.

Podemos entender a conservacdo de energia acima como um processo onde o
meio absorve dois fétons do primeiro harmonico e emite um do segundo harmo-
nico, conhecido como conversdo paramétrica ascendente (ou Geragdo de Segundo
Harmonico, que € o nosso interesse). Essa conservacdo de energia também des-
creve o processo reverso, onde o meio absorve um féton do segundo harmdnico
e emite dois do primeiro harmonico, conhecido como conversdo paramétrica des-
cendente.

Os cristais que escolhemos estudar sao os chamados tipo-I. Esse cristal tem
como finalidade acoplar um campo do primeiro harmonico de polarizacdo H,com
outro campo do primeiro harmonico também de polarizacdo H, com o campo

do segundo harmonico de polarizagcdo V, sendo descrito matematicamente pelo

sistemall[]

py(we) = X%{H(u&,w07w1)€H(wo)€H(W1)7 (2.50)
pr(wo) = X (Wo, wa, wi)ev (wa)er™ (wr), (2.51)
pu(w) = Xg}{v(whWo,w2)5v<w2)5H*(wo), (2.52)

onde esses acoplamentos possuem iguais pesos, que, para facilitar um pouco a

notacdo, chamaremos apenas de Y, isto é,

X%H(wQ,wO,wl) = xﬁ)VH(wo,wz,wl) = X%V(wl,wo,wz) = X- (2.53)

Essa € uma visao geral do que vamos precisar sobre efeitos ndo-lineares, de se-

’Lembrando: E(r,t) = > (e (r)e”“nt 4+ &F (r)e'“mt)
®Trocamos &,,, por (w,,) para ficar mais evidente na equagio o acoplamento descrito.
"Definimos aqui Pyp, = Y-, (p,,e”“m! + pie®mt), onde p,,, = p(wy,).
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gunda ordem. Para inserir essas informacdes no contesto da Otica Paraxial, basta
substituir o termo nao-linear na Eq. (2.13)) e fazer as manipula¢des necessarias,

utilizando os mesmos mecanismos da Apriximacao Paraxial, até enfim encontrar

oFH 2 .

VR 42kt = —XC—iFQVFIV , (2.54)
OFY : .

VIE kL = —%FQVFOH , (2.55)
OFY 2w)?

VIE) + a2kt = —X(C;’J) FHFY . (2.56)

Chamaremos estas de Equacgdes dindmicas, que sao Equacdes Paraxiais em cris-

tais com ndo-linearidades de segunda ordem.

2.3 Equacoes dinamicas multimodo na Geracao de

Segundo Harmonico

As Equacdes Dinamicas irdo descrever a interacao dos trés campos no cristal
no-linear (x?) tipo-I no processo de GSH. Escolhemos o problema em que os
dois feixes do primeiro harmdnico possuem a mesma frequéncia (wy = w; =

w), e, consequentemente, o segundo harmonico terd frequéncia 2w. Assim, as

Equagoes Dinamicas (Eq. (2.54), Eq. (2.55) e Eq. (2.56)) se tornardo

OFH : .
VE[ a2k, = = —XC—L;FQ‘;FX , (2.57)
V2EY +22kwa§°"v - —X—fFQZJFf*, (2.58)
z C
FY 2w)?
V2F¥J+z2kzw882w = —MFEFX : (2.59)
z C

Como as Equacdes Dindmicas s@o obtidas a partir da Aproximacgao Paraxial,

vamos expandir as equacOes acima na base de Laguerre-Gauss - que € solugdo da
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Equacio Paraxia]ﬂ em coordenadas polares - resultando em:

Flf(r,2) = ) ug(r,2) Alj(2), (2.60)
l

FY(rz) = > us(r,2) Ay(2), (2.61)
l

Fy,(r,z) = > ul(r,z)Bu(2), (2.62)

ondeﬂ

uplr2) = \/mﬁ(z?]zz!wu)! (ﬁw;@)w (wfgé))

2 r2 z —-1(_=
__r 1| == = —CpHl+Dtg™ ( = +19)
e =itle (wl (=) *R ( R) , (2.63)

sendo L°(z) os polindmios de Laguerre associados e t;(z) a cintura do feixe,

definida como

2
wi(z) = y/1+ (i) @, (2.64)
o = Qkﬁ (2.65)

Assim, substituindo as expansdes em modos de Laguerre nas Equacdes Dina-

8 A Equagio Paraxial estd definida na Eq. ti mas aqui vamos reescrevé-la apenas trocando
Fr® por uy;, resultando em VTupl + 12k, 2 = 0.

“’(’)z

Note, na Eq. (2. 63), que u,; ndo depende da polarizacdo, por isso esses fatores jd estdo sem
polarizagdo nas Eq. (2.60), Eq. (]TéTI) e Eq. (2.62).
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micas, e, apds algumas manipulagdes, encontramos:

dAH 1" *
dzpl (2) = 19, Z ZA;ZPH By (2) Ay (2) 2%, (2.66)

/l/ //l//

dAV; " 1Akz
(@) = 1o > Y AL (2) By (2) Al (2) e, (2.67)

/l/ //l//

dB "o
Pl (Z) = 1920 Z Z Aﬁplp// /l/( )A;{’l” (Z)e_lAkz, (2.68)

dz
/l/ //l//

onde

Ak = ky— (ko + ki) = koo — 2ko, (2.69)
2
Xw
% = g ——— R0, (2.70)
Rll l////
iy
App Ipl = ]gﬁoﬁ ) (2.71)
000
2.72)

sdo, respectivamente, o descasamento de fase, constante de acoplamento ndo-
linear (responsavel pelo acoplamento nao-linear entre diferentes frequéncias e di-

ferentes polarizacdes) e a constante de recobrimento (normalizadam sendo

Pp'p

i 2 2
R y = /U,plfuw/l/ Uu ”l”*d Ir. (273)

Considerando que o comprimento de Rayleigh (zr) € muito maior que a di-

mensao z do cristal. Isso nos levara a

w;(2) = w; (2.74)

10As constantes de recobrimento serdo melhor exploradas no Capitulo
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i 2p! r ) 11| 2r? )
0= ety (V25) 4 (22) e e

que implica em

ll/l” * . ll/l”
App/p” — App/p//, (276)
e, consequentemente, em
gw* = Jw- (2.77)

Também vamos considerar que hd casamento de fase na medida proposta para
o cristal de interesse, isto é:

Ak =0, (2.78)

o que leva a

kow = 2k,,. (2.79)

Esse casamento de fase substituido na Eq. (2.70) leva a

92 = 29w (2.80)

Por fim, substituindo as relacdes encontradas em Eq. (2.76), Eq. e
Eq. (2.80) nas Eq. (2.66), Eq. e Eq. (2.68) as equacdes dindmicas se tornam

H
dAp/l/ . All/lll AV * 2 81)
dz e Z pp/p” DplLip (2.
pl pl"
dA‘///l// " "
dpz - W Z Z Agpl’p” pl Agl' (2.82)
pl p'l
dB l 1
dzp = 29 Z Z Agpl’p”Agl’A;‘a/”l" (2.83)
p/l/ p//l//
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2.3.1 Representacao de intensidade e fase e relacoes de Manley-

Rowe multimodo

A solucdo das equagdes dindmicas (Eq. (2.81), Eq. (2.82) e Eq. (2.83)) nio
€ uma tarefa nada trivial, pois estdo envolvidos nesse processo infinitos campos
(A e A;/,,l,, e B,;), que por sua vez possuem infinitas possibilidades de acopla-

111 . . ~
mento (Aﬁpl,p,,). A forma que encontramos de obter mais informagdes sobre este
problema, inclusive encontrando algumas solucdes analiticas (descritas no capi-
tulo [6)) foi reescrever os campos como uma amplitude complexa (que chamamos

de intensidade deste campo) e uma fase, isto é:

W= L, (2:84)

By = +/Juer. (2.85)
Aplicando as equagdes acima nas Eq. (2.81)), Eq. (2.82)) e Eq. (2.83):

1 dIL’IZ’ d¢ p'l " d’}{ /+¢V// n=v
IH dI; +1 I[{’{l' =19y E E Aﬁplp \/T,,l,,e Z( p’l ol Pl)7
p'l

//l/l

(2.86)
1 dI‘{/ ” d¢ i " H v _
% 5 SRVeN P —2= ZQWZZAPPIP "/ TpiIle (et wpl),
z
2 Ip,,l,, pl p'l’
(2.87)

2\/17 dcijpl \/wapl _ Z ZAZPI;I)H \/mel(¢gl/+¢";'l//_wpl>. (288)

/l/ Hl/l
Separando estas equacdes em parte real e parte imagindria, e apds alguns passos

de simplificacdo, chegamos as equacdes dindmicas na representacido de intensi-

dade e fase, que sao:
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dI lll

Z Z AZpl;// \/ Jpl[;/Il/I;{/l// sen (qbgl/ + Qb;/;/l// — wpl) y (289)

//lll

dol, ” /
I}/Il/ ¢ - Z ZAZplp// plI ’l’[ v COS (¢ ' -+ ¢ ! wpl) y (290)

//lll

,,l,, ngZA;}pz;,,,/ T L L sen (o8 + dyn — ), (2.91)

/ll

d¢ i ” /
[Y/l// ! — Z Z AZplp plI ’l’[ au COS (¢ " + ¢ 1 wpl) ; (292)

pl  p'l

dJ ’
d_: = =40, Y Y AN T IV sen (Ghy + Gy — W), (2.93)

p/l/ p//l//

pld%l =20, ) > AT T IV cos (S8 + Gy — ) . (2.94)

/l/ /llll

Agora que chegamos as equacgdes dinamicas multimodos, podemos extrair

destas as relacdes de Manley-Rowe multimodo. Tais relacdes surgem ao anali-

sarmos as Eq. (2.89), Eq. (2.91) e Eq. (2.93) e observarmos que elas tém fatores
em comum. Primeiro é possivel notar que as Eq. (2.89), Eq. (2.91) podem ser

conectadas por
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d] /l/ _ d.[;{/l// (2 95)
dz dz ’ ’

p/l/ pl/ll/

que, por sua vez, recai na lei de conservagdo entre as intensidades do primeiro

harmonico

dz S Ly =Y 1IN =o0. (2.96)

//l// /l/

Essa lei de conservacgdo nos leva a primeira relacao de Manley-Rowe multimodo

S Lnw(z) =Y Lh(z) =D Ln(0) = > I (2.97)

p//l// ll/ //l// /l/

Para obter a segunda relacdo de Manley-Rowe multimodo basta notar que as

Eq. (2.89) e Eq. se correspondem por

d‘]pl = —22 ’l’, (2.98)

pl 24 dz

correspondendo a lei de conservagdo

(Z T +2) I ,l,) =0. (2.99)

/l/

Assim chegamos a segunda relacdo de Manley-Rowe multimodo, descrita por

> du(2) 42> I8(2) = Ju(0) +2> I (2.100)
pl

/l/ pl /ll

E importante mencionar que outras leis de conservagdo podem ser obtida

TA segunda relacdo de Manley-Rowe multimodo também pode ser escrita na forma mais
ConheCida, Zpl Jpl(Z) + Zp’l’ ];/Il/( ) + Z iy ”l”( ) = Zpl Jp[(o) + Zp’l’ I;{l'(o) +
Zp” v I;f, 1+ (0), que trds uma intuicdo melhor sobre o problema. Mas escolhemos a Eq. (2.100)
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mas as outras todas serdo combinacao das duas apresentadas aqui.

por ter uma varidvel a menos, o que facilita a resolugdo dos resultados do Capitulo @
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Capitulo 3

Desigualdade de Bell e

Emaranhamento

Este capitulo tem como objetivo fazer uma breve revisdo sobre desigualdade
de Bell e emaranhamento, que sdo conceitos chave para os resultados do Capi-
tulof] Para esse fim, usaremos como referéncia principal a dissertagdo "Emara-
nhamento e Desigualdade de Bell no Modelo XXZ" [[17].

O termo emaranhamento surge com Schrodinger, em 1935, ao analisar o que
conhecemos hoje como "paradoxo EPR" [14], publicado no mesmo ano. Schro-
dinger dizia que este era uma "acdo fantasmagorica a distancia" por exibir uma
espécie de correlagdo com um comportamento ndo local, o que era algo inconce-
bivel. No entanto, o paradoxo EPR ndo debate apenas a questao da ndo-localidade,
mas também o que eles chamam de realismo, sendo ambos melhor discutidos adi-
ante.

Einstein, Podolski e Rosen [14] assumiram que as interagdes na Mecanica
Quantica, assim como na Mecanica Cléssica, seriam locais e propuseram duas
condicdes que acreditavam que toda teoria completa devesse satisfazer, a conhe-

cer:
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i) cada elemento de realidade deve estar na teoria;

ii) se, sem perturbar o sistema, € possivel predizer com certeza o valor de uma
grandeza fisica, entdo existe um elemento de realidade associado a essa

grandeza.

Entdo surgem duas hipéteses, conhecidas como realismo e localidade, que ao se-

rem violadas pelo estado escolhido na ocasido os levou a concluir que

i) a descricdo de realidade dada pela fun¢do de onda na Mecanica Quantica

nao é completa; ou
1) os observdveis das partes em questdo ndo podem ter realidades simultaneas.

Hoje, ja sabendo da resposta, podemos dizer que lhes faltou questionar sobre
o fato da mecanica quantica ser local, como sugeriu Schrodinger.

Essa questdo ficou anos sendo debatida sem chegar a um consenso, até que,
em 1964, John S. Bell [15] conseguiu pensar numa forma de solucionar esse pro-
blema, desenvolvendo o que conhecemos como "desigualdades de Bell". Seu ex-
perimento mental propde justamente testar as hipdteses de localidade e realismo,
comprovando que a Mecanica Cléssica € realista e local e mostrando que a Me-
canica Quantica pode ter estados ndo-locais ou nao-realistas, que sao os estados

emaranhados.

3.1 Desigualdade de Bell

Ap6s EPR questionar a completeza da Mecanica Quantica e D. Bohm desen-

volver a ideia de uma teoria de varidveis oculta{] para completa-la [20, 21 da

'A ideia por traz das varidveis ocultas é argumentar que a Mecanica QuAntica parece nio ser
completa porque ndo estamos considerando algumas varidveis que estariam ocultas (daf o nome)
nas teorias. Assim, gracas a essas varidveis, os elementos de realidades poderiam ser representados
de forma deterministica nas teorias.
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minha dissertacao], foi a vez de J. S. Bell [[15] dar a sua contribui¢do. Bell criou
uma desigualdade que toda teoria local e realista deve obedecer, testada experi-
mentalmente por Aspect [22]]. Posteriormente, Clauser, Horne, Shimony e Holt
(CHSH) [16] apresentaram sua desigualdade baseada na proposta por Bell, sendo
esta utilizada aqui.

As desigualdades de Bell se baseiam em duas hipdteses que sdo bem intuiti-
vas, pelo menos classicamente, e que estavam sendo amplamente discutidas, que
seriam: dado um sistema composto existem elementos de realidade atribuidos a
cada observavel (varidveis ocultas) e os subsistemas interagem de forma local.
Sendo assim a desigualdade de Bell, descrita na versao CHSH, se apresenta da
seguinte maneira:

Uma fonte envia uma particula para Alice e outra para Bob, estando ambos
suficientemente distantes um do outro e da fonte para eliminar qualquer tipo de
interacao (local). Assim, para testar se esse sistema exibird localidade, Alice uti-
lizard um aparato capaz de realizar uma operacdo X e obter o resultado a, e Bob
usard um aparato com as mesmas propriedades onde realizard a operacdo Y com
resultado b, onde vamos supor que todo esse sistema estd correlacionado e que
essa correlacdo vem de uma varidvel oculta que gera estratégias que sustentam
essa correlacao.

Outra informag¢@o importante aqui € que as quantidades X, Y, a e b s@o di-
cotdmicas, isto é, {0, 1}. Isto pode representar, por exemplo, o problema de uma
fonte emitindo um par de elétrons de spin-1/2, sendo um enviado para Alice e
outro para Bob [?]. Alice escolhe duas orientagdes X para realizar a medida a,
que pode ser +A/2 ou —h/2 (que vamos representar simplesmente por —1 ou +1
a seguir), e Bob faz o mesmo procedimento, escolhendo outras duas orientagcdes
Y para realizar a medida b, também +%/2 ou —h/2.

Seja P(a|X \) a probabilidade de Alice obter o resultado a ao realizar a ope-
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racdo X dado a estratégia A e P(b|Y'\) a probabilidade de Bob obter o resultado
b ao realizar a operacdo Y dado a mesma estratégia A. Como eles estdo sufici-
entemente distantes um do outro, operacdes feitas por Alice em sua particula ndo
devem afetar a particula de Bob, e vice-versa, gerando probabilidades indepen-
dentes, que sdo fatordveis. Assim, se cada estratégia A for utilizada com peso

/\)ﬂ ao somar sobre todas as estratégias possiveis teriamos que a probabilidade
conjunta de Alice e Bob obterem as medidas a e b ao realizarem as operagdes X
e Y seria

Pp(ab|XY) = Z P(A\)P(a]X\)P(B]Y N), (3.1)

que sdo probabilidades locais e que obedecem a uma teoria de varidvel oculta.
Ou seja, ao dizermos que operacdes feitas por Alice ndo afetam Bob estamos
assumindo que esse sistema € local.

Portanto, a desigualdade CHSH serd uma combinacao das correlacdes, descri-
tas na Eq. (3.1)), limitadas por uma constante a determinar, que sera o limite (k)

que toda teoria local e realista (varidveis ocultas) deve obedecer. Ou seja,

> CHYPL(ablXY) < Ky, (3.2)
abXY
onde
CAY(CHSH) = (—1)2t0+XY, (3.3)

Substituindo a Eq. (3.3) na Eq. (3.15) encontramos

> (=) Y Pu(ab| XY) < ki (CHSH). (3.4)
abXyY

22 P(\) = 1.
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onde vamos chamar o lado esquerdo de

Sersu =y (=1)" ™Y Py (ab| XY). (3.5)
abXY

Desenvolvendo um pouco mais essa ultima equagdo, chegamos a

ScusH = Z(—l)xy {[PL(00|XY) + PL(11|XY)] — [PL(01]XY) + P(10[XY)]}.
o (3.6)

Definindo a quantidade entre chaves acima como
M(XY) = [P,(00|XY) + P (11| XY)] — [P,(01|XY) + P,(10|XY)], (3.7)

temos que

Scusay = M(OO) + M(Ol) + M(lO) — M(ll). (3.8)

Enfim chegamos na desigualdade CHSH, mas ainda falta encontrar o limite
local k;,(C'HSH) e interpretd-la. Para isso vamos voltar na defini¢io de M (XY)
e desenvolver melhor essa quantidade. Substituindo a Eq. (3.1) na Eq. (3.7)

M(XY) = ZP()\){[PL(O|X)\)PL(O|Y>\)+PL(1|X/\)PL(1|Y)\)]

— [PLOIXNPLAIYA) + Po(1XN) POV )]}, (3.9)
que pode ser escrito como

M(XY) =Y PNAXNB(YN), (3.10)
A
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com

A(XN) = P(0|X)\) — P(1] X)), 3.11)
B(YA) = P(0]YA)— P(1]Y\). (3.12)

Podemos determinar os valores de A(X\) e B(Y \) voltando na defini¢do de
varidveis ocultas - varidveis ocultas surgem para completar a teoria quantica, que
€ uma teoria probabilistica, tornando-a uma teoria deterministica - Dessa forma,
a varidvel oculta vai deixar predeterminado que uma medida X de Alice gera
o resultado @ = 0 com P(0|X\) = 1 (P(1|X)\) = 0), ou gera ¢ = 1 com
P(1| X)) =1(P(0|X\) = 0), e de forma andloga para Bob. Com isso as quanti-

dades A(X\) e B(Y \) devem serdo, necessariamente,

A(XN) = +1, (3.13)
B(Y)) = #+1. (3.14)

Substituindo estas em Eq. (3.13)):
Sensn = P(Nscusu(N), (3.15)
A
com
scasa(A) = A(ON)B(ON)+A(ON) B(1A)+A(IN)B(0OXN) — A(1N)B(1X), (3.16)
que pode ser reescrita como

sersa(N) = AON) [BON) + B(IN)] + A(1\) [B(OX) — BAN)],  (3.17)
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que, por sua vez, tem como solu¢do

Substituindo esta ltima na Eq. (3.15) chegamos na resposta final do problema,

que € a desigualdade CHSH, dada por
—2< Scusu < 2. (3.19)

Recapitulando... A desigualdade que encontramos na Eq. foi obtida
ao considerar hd uma correlacdo no as duas partes devido a uma varidvel oculta
no problema (traduzida como realismo), e que essas correlacdes sdo locais. En-
tdo toda teoria local e realista envolvendo esses aparatos e essas medidas devem

satisfazer essa desigualdade.

3.2 Emaranhamento

O termo emaranhamento ganha cada vez mais forca, passando a ser utilizado
como um recurso para indmeras aplicagdes, como citado anteriormente no capi-
tulo (Il Sua defini¢c@o foi, inicialmente, pensada para ter uma ligacdo direta com
a desigualdade de Bell, ao passo que todo estado emaranhado, ou nao-separavel,
viola a desigualdade de Bell, consequentemente violando realismo ou localidadeﬂ,
e todo estado ndo-emaranhado, ou separdvel, ndo viola a desigualdade de Bell.

A defini¢do matematica para um estado emaranhado € a seguinte: Um estado

puro separdavel de N partes (ou particulas, ou graus de liberdade) € escrito como

1) = 1h1) @ |1h2) @ ... ® [Uw). (3.20)

3Em virios texto se encontra que um estado emaranhado é ndo-local. Lembro que esta é uma
possibilidade, pois este também pode ser ndo-realista ou nao-local e ndo-realista.

31



Um estado puro emaranhado é um estado ndo-separavel, ou seja, ndo pode ser es-
crito como na equagio acima. E importante reiterar que essa defini¢do matemética
obedece a relacdo estreita com a desigualdade de Bell descrita anteriormente.

Porém, ao se aprofundar no estudo dessa incrivel ferramenta exclusiva da Me-
canica Quantica, que € o emaranhamento, descobriu-se que esta € ainda mais com-
plicada do que se apresentou até agora. Ao pesquisar estados mistos viu-se que a
relacdo entre a desigualdade de Bell e emaranhamento para estes estados ndo € tdo
préxima assim, confundindo um pouco o que foi entendido sobre emaranhamento
até entdo.

Estados mistos que violam a desigualdade de Bell sdo emaranhados, assim
como nos estados puros, indicando que estes sao ndo-locais ou nio-realistas. Po-
rém estados mistos que nao violam a desigualdade de Bell ndo sdo necessaria-
mente separaveis.

Este dltimo caso da inicio uma busca para entender o que sdo esses estados
mistos que ndo violam a desigualdade de Bell. Assim surge o chamado "emara-
nhamento ligado'ﬂ [?], o "emaranhamento oculto"[?], outras desigualdades para
tentar encontrar alguma que se comporte para estados mistos da mesma forma que
para estados puros [?].

Portanto emaranhamento em estados mistos ndo pode ser definido diretamente
de acordo com as desigualdades de Bell. Assim, a definicdo aceita hoje € a dada
por R. F. Werner [18], que € a seguinte: um estado misto separdvel, ou classica-

mente correlacionado, € aquele que pode ser produzido por Operagdes Locais e

“Do inglés Bound Entanglement.
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Comunicag¢do Cléssica (LOC(ﬂﬂ matematicamente escrito como
p=> mp @ @@ py, (3.21)
k

que ¢ uma combinagdo convexa dos subsistemas, com 0 < p, < le ) p, = L.
E, semelhante aos estados puros, um estado misto emaranhado € um estado misto
ndo separavel.

Assim, esse "gap" entre emaranhamento e violagc@o das desigualdades de Bell
"rebaixa" as desigualdades de Bell a testemunha de emaranhamento, que sdo me-
didas capazes de identificar, de atestar, de testemunhar (como o préprio nome su-
gere), a existéncia de emaranhamento no sistema. Basicamente uma testemunha
de emaranhamento nos fornece um limiar (como o 2 na desigualdade CHSH), de
modo que todo valor medido acima do limiar garante que o sistema € emaranhado,
e abaixo no limiar ndo se pode afirmar nada.

Dois exemplos de testemunha de emaranhamento em varidveis continuas, gaus-
sianas, sdo o critério de Duan [?] e o critério EPR [14]. J4 no caso em que os graus

de liberdade sdo discretos temos, por exemplo, ....

Do inglés Local Operation and Classical Communication
®Uma LOCC é uma operacio que gera correlagio cldssica por ser realizada localmente por
cada parte enquanto as mesmas se comunicam usando um canal cldssico de comunicagao.
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Capitulo 4

Inseparabilidade Classica e

Quantica

Este capitulo discute conceitos até pouco tempo controversos, mas agora ja
aceitos pela comunidade cientifica, que € a inseparabilidade de modos (ou insepa-
rabilidade classica) e sua relacdo com o emaranhamento (inseparabilidade quan-
tica).Em nosso trabalho [9], investigamos as propriedades do ruido quéntico de
polarizacdo em conexdo com uma desigualdade de Clauser-Horne-Shimony-Holt
(CHSH) baseada em intensidade para separabilidade dos graus de liberdade spin-
orbita. A desigualdade foi calculada para diferentes estados quanticos de entrada,
com suas correspondentes flutuagdes. Os papéis desempenhados pela coeréncia e
pela compressado (squeezing) do numero de fotons fornece um quadro sutil para a
caracterizacdo do emaranhamento de estado spin-6rbita puro. A inseparabilidade
estrutural do modo spin-6rbita requer coeréncia, uma questao inerente tanto a des-
cricdo cléssica, quanto a quantica. Em ambos os casos isso pode ser testemunhado
pela violacdo dessa desigualdade CHSH baseada em intensidade. No entanto, no
dominio quantico, emaranhamento requer tanto coeréncia, quanto reducao da flu-

tuagcdo do nimero de fotons.
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4.1 Vortices de polarizacao como modo spin-Orbita
inseparavel

Nesta sec¢do, discute-se a no¢cao de emaranhamento de modos e sua sutil dis-
tingdo do emaranhamento do estado quantico. Ambos invocam o conceito de
ndo-separabilidade de um produto tensorial de um espago vetorial. No entanto, a
estrutura tensorial de um modo eletromagnético ndo € exclusiva a teoria quantica,
ela ocorre também na eletrodinamica cldssica. A polarizagdo do feixe de luz é
diretamente relacionada com a natureza vetorial do campo eletromagnético. Ao
mesmo tempo, uma estrutura de espaco vetorial pode ser atribuida as fungdes es-
paciais usadas para descrever um feixe paraxial. Portanto, a estrutura completa
do modo requer uma combinagdo desses dois graus de liberdade na forma de um
produto tensorial entre os dois espagos vetoriais. Por exemplo, € possivel combi-
nar vetores de polarizacdo linear com funcdes espaciais Hermite-Gauss, que sdo
solucdes discretas da equacdo de onda paraxial em coordenadas retangulares.

As direcdes de polarizacdo serdo rotuladas pelas letras maitsculas H e V,
associados com os vetores unitarios ég = 2 e €, = 1. Os modos Hemite-Gauss
de primeira ordem orientados ao longo das dire¢des horizontal e vertical serdo
etiquetados com as letras mindsculas h e v, respectivamente, associados com as

funcdes espaciais

2 2
¢h($>yaz) - Najexp |:_a2:w——;(z) +Z¢(fl}',y,2’):| 5
2 2
Yoz, y,2) = Nyexp Hw—ié) +z¢<x,y,z>} (4.1)

onde N é uma constante de normalizagdo e ¢(z, y, z) é a distribuicdo espacial de
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fase. O modo vetorial de primeira ordem mais geral pode ser escrito como

W(r) = Agptnén + Aupén + Avatbnéy + Avyibpéy, 4.2)

2 - P . s~ A s
onde >, [A,,|" = 1. E possivel apropriar-se da defini¢do de concorréncia da

teoria da informagao quantica [?] para caracterizar a separabilidade spin-6rbita,
C =2||AunAvy — Ao Aval, (4.3)

ao passo que C' = 0 identifica um modo produto, ou separdvel, e 0 < C' < 1
identifica um nao-fatordvel, ou ndo-separdvel.

Uma base de modos spin-6rbita de primeira ordem também pode ser cons-
truida com modos maximamente ndo-separdveis andlogos aos estados de Bell na

mecanica quantica:

by k1),
\Ifi(r) _ wheH\/Ew ev7
o, (r) = DnévEdln (4.4)

V2

Eles correspondem a polarizacdes nao-uniformes na frente de onda. Dois exem-
plos simples de modos maximamente ndo-separdveis sdo os famosos modos de
polarizacao radial (¥ ) e azimutal (®_), mostrados na Fig. Eles tém atraido
aten¢do consideravel pelas suas propriedades de focalizagao.

E possivel notar que esses modos de Bell, Eq. , sdo todos maximamente

néo-separdveis - basta aplicar a Eq. (4.3)) e verificar que C' = 1.
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Figura 4.1: Retirada de [9]. Vortices de polarizagdo de primeira ordem andlogos aos
quatro estados de Bell.

4.2 Modos spin-6rbita quantizados

Considere o operador de Heisenberg que descreve a componente de frequéncia
positiva do campo eletromagnético associado a um feixe paraxial de primeira or-
dem propagando na diregdo z. Na base de modos ¢,¢,,com = H,V ev = h,v,

este operador serda

AN (e 1) = DN " a1, (r)é,, (4.5)

v
onde a,,, € o operador que aniquila um féton no modo v,¢,. Como de costume,
€ possivel definir novos operadores de aniquilacdo quando uma base de modos
diferente € usada para decompor o operador de campo. Para os modos de Bell
definidos na segdo anterior, Eq. (4.4), obtém-se as seguintes transformacdes para

os operadores de aniquilagdo:

QHAR + ayy

oy, = T?
A, T a
ap, = %, (4.6)
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e as transformacdes conjugadas correspondentes para os operadores de criagao.

Assim, o operador de campo elétrico pode ser escrito nesta nova base como:

AP () = DY " (ag, Wy + ag, D). (4.7)

+
Portanto torna-se interessante investigar diferentes tipos de estados. Primeiro
foi definido o estado de Fock de dois modos {]n)q, Lm)e. }, autovalores de
aihaq, L€ a&,iaq,f. Este pode ser construido para cada decomposi¢ao de modo
atuando o operador de criacdo correspondente no estado de vicuo. Considere, por
exemplo, um estado de Fock de /N fétons no modo ¥, e nenhum féton no estado

¥ _. Tenha em mente que estard sempre lidando com um espaco de Hilbert de

dois modos. Dessa forma, o modo em questao serd:

()"
(N)w [0)e = WI%JON, (4.8)

Ao utilizar a transformag@o conjugada descrita em Eq. (4.6), € possivel escrever o
operador de criagdo para W, em termo dos operadores de criacdo para Hh e Vv,

obtendo:

N m aT n aTU N—n
[N)e [0} =) 2J<\f/2IZL!2N<—‘;)>! 10} 120} v - (4.9)

n=0

A defini¢do andloga ao estado de Fock nos modos Hh e Vv é {|n) gn|m)v.}, que

sdo os autovalores de aLha Hh € aLvaVUﬂ Desenvolvendo a Eq. li chega-se a

'Note que o estado de vdcuo é o mesmo em qualquer parti¢do, isto &, |0)g, |0)g_ =
0 121 ]0) v
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transformacao entre os dois conjuntos de estados de Fock, dada por:

al N
|N>\I;+’O>\I;_ = Z m|n>Hh‘N — n)Vv. (410)
e ! !

Por exemplo, um estado de Fock com apenas um féton do modo W, pode ser

€scrito como
11) 1 |0)ve + 10) gra] 1) ve
NG )

E possivel notar que o lado esquerdo das a Eq. (4.10) e a Eq. (4.11)) sdo estados

produto, enquanto o lado direito sdo estados emaranhados. E conhecido que ema-

De,|0)e = (4.11)

ranhamento € independente da escolha de uma base local no espaco de Hilbert, no
entanto estas transformagdes nao sao locais, uma vez que elas envolvem diferen-
tes particdes de modos. Portanto a base do modo ndo deve ser confundida com a
base do estado quantico. Por isso preferimos empregar o termo parti¢io de modo,
a fim de evitar este tipo de confusao.

Emaranhamento, de fato, depende da maneira que o subsistema € definido e,
apesar dessa particdo ser normalmente evidente para sistemas materiais, a mesma
ndo € tao clara para o campo eletromagnético, uma vez que este, frequentemente,
possui mais de uma decomposi¢do de modo para as mesmas condi¢des de con-
torno. Por isso devemos ser cuidadosos quando comparamos o emaranhamento
nesses dois casos. Nesse contexto, estados puros coerentes desempenham um
papel bastante especial por serem sempre estados produtos em qualquer decom-
posicdo de modos.

Considere o operador de deslocamento que, quando atua no vicuo, produz o

estado coerente |u)w, |0)w_ dado por:

Dy, (u) = exp <uaTI,+ — u*a.;,+> . (4.12)
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Uma vez que apyy, € ay, comutam o operador deslocamento podera ser fatorado
como um produto entre os correspondentes operadores dos modos Hh e Vv. As-

sim, também com o auxilio da Eq. (4.12), obtém-se:
Dy (u) = Dpan(u/V2) Dyo(u/V2), (4.13)

tal que os estados coerentes na decomposicao de dois modos estdo relacionados
por

), |0y = |u/V2)unlu/vV2)ve, (4.14)

que em ambos os casos sdo estados produtos.

Desta discussdo foi possivel desenvolver algumas intui¢cdes sobre o papel de-
sempenhado pelo ruido do nimero de fétons na interface entre separabilidade de
modos e emaranhamento quantico.

As discussdes a seguir serdo feitas num contexto bem préximo ao apresentado

em [8]].

4.3 Medidas de Bell em estados com acoplamento
spin-6rbita

Considere o esquema mostrado na Fig. 4.2] para uma medida de Bell spin-
Orbita, como a realizada em [8]. Um modo de entrada inicialmente preparado em
um estado quintico |pg) entra num interferometro Mach-Zehnder com um espelho
extra em um dos bracos. Esse tipo de interferometro serd chamado de MZIM [31].
Quando os dois bragos estdo equilibrados, o interferdometro separa os modos pares
dos fmpares em diferentes portas de saida, ou seja, as componentes Hh e Vv
sairdo pela porta par enquanto as componentes Hv e V'h sairdo pela porta impar.

Os feixes de entrada sao descritos pelos operadores de campo elétrico:
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Figura 4.2: Retirada de [8]. Esquema para uma medida de Bell spin-6rbita.

A§~+) (I‘, t) _ pulkjr—wt) Z aquﬁy(r)ém (4.15)
J78%

com p = {H,V}, referente a polariza¢do, e v = {h, v}, referente a0 modo trans-
verso, j = {1,2}, referente as portas de entrada, e a{w sdo os operadores de
aniquilagdo correspondentes. O campo de entrada que atravessa a porta 1 passara
por elementos que produzem transformagdes unitdrias agindo nos graus de liber-
dade de polarizacido e de modo transverso. Esses elementos sdo utilizados para
fixar as bases das medidas de Bell. Estes podem ser um prisma de Dove (DPE])
para o modo transverso e uma lamina de meia-onda (HWPE]) para polarizacao.

Quando a HWP é orientada a um &ngulo /2 e o DP a um angulo 3/2, os

2Sigla do inglés Dove prism.
3Sigla do inglés Half-Wave Plate.
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operadores de aniquilacdo passam por uma transformacao, dada por:

a,, (. ) = U (a,Bal, (4.16)
€6
onde U € a transformacdo unitdria que descreve a combinacio dos dois elementos.
Ambos a HWP e o DP agem de forma similar, e eles produzem um operador de
reflexdo ao longo de seus eixos de orientacdo. Suas a¢des combinadas podem ser
escritas como o produto tensorial U(«, ) = T'(a) ® T'(5), onde
cos(f)  sen(0)

T(9) = . 4.17)
sen(f) —cos(f)

Assim, obtém-se, em notagdo tensorial:

i, T,
a’y cos(a)  sen(a Cos sen aj
o | _ (eoste) sente) \ _ (eost)senis) | b |
aty sen(a) — cos(a) sen(f) —cos(p) avy,
ayy ayy

A mesma decomposicio pode ser aplicada para os campos de saida, isto €,

B (r,1) = 00N " b1 1, (r)é,, (4.19)
v
onde bfw € o operador de aniquilagcdo correspondente ao modo i na saida j.
Uma das portas de saida do interferdmetro combinara os modos impares dos
vacuos de entrada com os modos pares das entradas excitadas (Hh e Vv), e a com-
binagdo oposta serd formada na outra porta de saida. As amplitudes b, do modo

quantizado sdo determinadas pelas relacdes de entrada-saida no interferf)metr(ﬂ

“Note que pode haver ganho de fase em cada componente ao atravessar o MZIM, mas como
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isto é,
On = Qs Oy = Qs iy = @y Uiy = @iy, (4.20)
byp =y, iy =y, by, =ap,, b, =ad,.
O operador de intensidade, integrado sobre toda drea do detector, é definido
como

I; =B . B (4.21)

Das relagdes de entrada-saida do aparato de medida (elementos 6ticos mais inter-
ferdmetro) € possivel determinar as intensidades nas portas de saida, que serdo;

T 71 71 71 71

Iy =Ty + Iyy + 1y + Iy,

) ) . ) . (4.22)
IQ = IIQJU + I\Q/h + I%Ih + I\Q/vu

onde [}, = b]jjbfw Note que os modos Hv e Vh na porta de saida 1 ndo estdo
excitados, assim como os modos Hh e Vv na porta de saida 2. Logo, estes ndo
contribuem para as medidas de intensidade, contribuirdo apenas para as flutua-
¢oes em cada porta de saida, e os operadores relevantes nas portas de saida do

interferdmetro sao:

Lo = L+1, (4.23)

M(a,8) = I — . (4.24)

A intensidade total de saida ndo depende das configura¢des de medida («v, 3).
Fazendo uma analogia com o parametro usado na desigualdade CHSH [16],
define-se:
<M(a7 ﬁ) + M<O‘7 6/) — M(O/? 6) + M(alv ﬁ,)>

S = 4.25
T) : (4.25)

essas fases ndo vao influenciar nas medidas de interesse deste trabalho (ver Apéndice [D.T)), estas
foram desconsideradas jd na Eq. (4.20)
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onde as médias sdo calculadas para o estado quéntico inicial |¢y). Para estados de
um féton, as intensidades normalizadas detectadas correspondem a probabilidades
de deteccdo, encontrando, assim, o cendrio usual para as medidas de Bell, onde
2 < S < 2V2 para estados spin-Orbita emaranhados. Como discutido em [8]],
esta violacdo pode ser alcancada com um vértice coerente de polarizacdo, que é
um estado produto na decomposi¢do Hh e Vv, como mostrado em Eq. (#.14). No
intuito de evidenciar o comportamento quantico, torna-se necessario monitorar o
ruido na diferenga de intensidade, AM?(a, 8) = (M?(a, B)) — (M(a, 3))?, €
comprar com o limite do shot-noise correspondente. Esta figura de mérito serd
utilizada na préxima secdo para estabelecer a comparacgao entre diferentes estados

de entrada.

4.4 Intensidades médias e ruidos quanticos

Assuma que apenas os modos al;, e ai,, estdo inicialmente ocupados, descri-
tos por um estado quéntico |pg), enquanto os outros modos (a};, € ai,,) estdo em
estado de véacuo. Para este fim, todos os operadores de saida sdo calculados em
termos dos modos de entraddf} utilizando as relagdes de entrada-saida, Eq. (4.20).
Portanto as intensidades médias e as flutuagdes quanticas correspondentes sdo cal-
culadas para um estado inicial especifico.

A seguir serdo discutidos diferentes estados de entrada, suas similaridades e

diferencas.

SLembrando que os modos de entradas sdo os modos |¢g) da Fig.
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4.4.1 Estados de Fock emaranhados

Considere inicialmente o estado emaranhado de um f6ton dado pela Eq. (@.T1).

Neste caso obtém-se:

{(M(ev, B))

o) = cos[2(8 — )], (4.26)

onde (I;,;) = 1. Para as configuragdes o = 7/8, &/ = 37/8, 8 = 0e ' =
7/4 o limite S = 2+/2 é alcangado, como esperado para um estado spin-6rbita
maximamente emaranhado. Também foi calculada a flutuacdo da diferenca de

intensidade correspondente para qualquer configuracéo («, /3),

AM?(a, B)

T = s 2(8 — a)]. (4.27)

Esses resultados podem ser generalizados para um estado de Fock arbitrario de
N fétons |N)g. |0)g_, dado pela Eq. (4.10), que possui (I;,;) = N. Para as
configuragdes da medida de Bell obtém-se 50% de compressﬁoﬂ de intensidade.
Quando 3 — a = mm /2 (m € Z), todos os fétons sdo registrados mesma porta de
saida, e a diferenca de intensidade € perfeitamente comprimida.

Note que a coeréncia entre modos € ingrediente chave para violacdo da desi-
gualdade CHSH, uma vez que a soma do lado direito das Eq. (4.10) e Eq. (4.T1)
evolvem uma superposicao coerente com fases relativas bem definidas. Quando
as fases sdo aleatorias, estes estados passam a ser estados de Fock mistos, que ndo

mais violam a desigualdade CHSH, como ser4 visto a seguir.

®Mais conhecido como squeezing.
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4.4.2 Estados de Fock mistos

E interessante desenvolver a desigualdade spin-6rbita CHSH para um estado
de Fock misto que exibe forte correlacdo no nimero de fétons, mas nenhum ema-

ranhamento. Este estado pode ser representado pela matriz densidade

N
NI
PN = ZO mwnm @ [N = n) (N = n|y, (4.28)

com um numero total NV de fétons bem definido, aleatoriamente distribuido entre

os modos Hh e Vv. Para este modo, encontra-se

(M(e, B))

o) = cos(2a) cos(20), (4.29)

que resulta em S = /2 para as configuragdes de medida de Bell.

O ruido na diferenca de intensidade é

AM?(a, B)

— sen? 2 (Liot) — 3 5 )
L) (20) + sen (25)+<T) sen”(2a) sen”(24), (4.30)

que pode ser perfeitamente comprimido para configuragdes especificas de («, 3),

mas em geral escala com o nimero de fétons. Por exemplo, se fixar o« = 5 = 7/4,

Eq. (4.30) resulta em (N + 1)/2, enquanto que Eq. (4.27) prevé compressao de

ruido perfeito.

4.4.3 Estado de Werner

No intuito de capturar o papel desempenhado pelo emaranhamento nas pro-

priedades do ruido quantico do estado de Fock considere um estado parcialmente
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emaranhado, do tipo

pn(p) = pIN)(Nlw, @[0){0le_ + (1 =)o, (4.31)

onde py é dado pela Eq. (4.28). Este é andlogo ao estado de Werner, frequente-
mente utilizado na drea da Informacao Quantica para discutir correlagdes presen-
tes em estados parcialmente emaranhados [[18]]. A média da diferenca de intensi-

dade para uma configuragio (o, /3) é

(M(e, B))

(Tor) = pcos[2(6 — a)] + (1 — p) cos(2c) cos(203), (4.32)

que resulta em S = (1 + p)v/2, contendo um limiar de violagdo dado por p =
V2 —1.

O ruido da diferenca de intensidade pode ser calculado diretamente como uma

combinagdo das Eq. (4.27) e Eq. (4.30), resultando em:

(AMZ)y = pIAM)re + (1= pHAM?) iz + p(1 = ) [(Mdgure + (M)is]?

(4.33)
onde (AM?),,,. é dado pela Eq. , que escala com ([;,), enquanto que
(AM?) i, é dado pela Eq. , que escala com ([;,;)?. Note que ambos
(M) pure € (M )iy sd0 proporcionais a (I;,), logo (AM?)y /() escala com
{Liot)-

4.4.4 Estado coerente puro

Para um estado coerente |u)w, |0)w_, dado pela Eq. (4.14), obtém-se

(M(a, B))

o) = cos[2(f — )], (4.34)

47



com (I,,;) = |ul?, resultando também em S = 24/2, assim como no estado de
Fock, embora o estado de entrada aqui (estado coerente puro) seja fatordvel. Para

distinguir os dois casos, calculou-se o ruido da diferenca de intensidade,

AM?(a, B)

=1 4.35
(o) ; (4.35)

de forma que para qualquer configuracgio («, 3) o ruido esperado € o "shot noise",
que é bem distinguivel do resultado correspondente para estados de Fock emara-

nhados.

4.4.5 Estado coerente misto

O papel desempenhado pela coeréncia na violagdo da desigualdade CHSH
spin-Orbita passa a ser o foco agora. Suponha um feixe laser preparado inicial-
mente em um estado coerente |u) g, |0)y,. Este feixe €, entdo, separado em duas
partes iguais, uma delas € transformada para o modo Vv e enviada para um divisor
de feixeﬂ, onde é contaminado com um laser independente também preparado no
modo Vv. Finalmente, essa mistura dos modos Vv € recombinada com o modo
Hh "polarizing beam splitter", como esquematizado na Fig. Uma vez que os
dois lasers possuem fases relativas aleatdrias, o estado quantico que descreve essa

mistura € escrito como:

do

po = |u) (ulzn ® / & (6) 0 Ol (4.36)

onde v/ (0) = u (r + tew) com 7 e ¢ sendo os coeficientes de reflexdo e transmis-
sdo do acoplador contaminado.

Considerando r = v/ Re*®, onde R é a refletancia e ¢ ¢ a fase adquirida na

"Mais conhecido como beam splitter.
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Figura 4.3: Retirada de [9]. Esquema proposto para produzir um estado coerente misto
ajustavel.

reflexdo, obtém-se:

(M(a, 5))

o) = cos(2a) cos(28) + VR cos(¢) sen(2a) sen(24), (4.37)

onde ([;,;) = 2|u

2 resultando em S = <1 + \/l_%cos(qﬁ)) V2 para as configu-
racOes da medida de Bell. Um limiar de violacdo € previsto em \/ﬁcos(gb) =

V2 —1. Para R = 1 e ¢ = 0, recupera-se os resultados do estado coerente puro,

obtido na Eq. (¢.34).

Para uma superposi¢do completamente incoerente (/2 = 0), obtém-se:

{(M(ev, B))

i) = cos(2a) cos(203), (4.38)
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resultando em S = /2 para as configura¢des da medida de Bell. Este resultado
sugere que coeréncia é um ingrediente essencial para violagdo da desigualdade
para a média de intensidades. Enquanto isso, o ruido da diferenca de intensidade

para uma configuragio (o, 3) é

AM?(av, B)
<Itot>

=1+ <I§t> sen”(2a)) sen?(23), (4.39)

que escala com (/) e estd acima do shot noise para a maioria das configuracdes.

4.4.6 Vacuo comprimido de dois modos

Também € interessante analisar os resultados obtidos para estados de vacuo
comprimido de dois modos, que apresentam emaranhamento de quadratura. Este
pode ser construido atuando o operador de compressdao de dois modos no estado

de vacuo, isto €é:

* TooT
ARGy — QA ppp Ay,
|0sq) = €xp << AV — Clgply ) 10) £21]0) v (4.40)

2

onde ¢ é o parAmetro de squeezing e a intensidade total serd (I,,,) = 2sinh?(|(|/2).

Neste caso, encontra-se:

(M(e, 8))

o) = cos(2a) cos(20), (4.41)

resultando em S = /2 para a configuracio da medida de Bell, o mesmo resultado
que o encontrado no estado coerente misto.

O ruido da diferenga de intensidade sera

AM?(e, B)

4.42
(o) (+42)

)+ 1) (1 + cos(da) Cos(4ﬁ)) |

2
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que também escala com (/). Portanto, apesar de possuir emaranhamento de
quadratura, as propriedades quanticas do vdcuo comprimido ndo aparecem neste

tipo de medida de Bell spin-6rbita.

4.5 Inseparabilidade Classica e Quantica

Ao longo desse capitulo, discutimos as medidas de Bell spin-6rbita em vorti-
ces paraxiais de polariza¢do do ponto de vista da Otica Quantica. Esses vortices
sdo tratados como modos insepardveis, e suas descricoes quanticas sdo compara-
das em diferentes decomposicdes de modos. A separabilidade de modo € avaliada
com uma desigualdade para as médias de intensidades de forma andloga a desi-
gualdade CHSH. Nossa desigualdade € violada para um estado spin-Orbita emara-
nhado, como esperado, mas € violada também por um estado coerente farotdvel.
Esses dois casos limites sdo investigados experimentalmente em [8}, 32, 33]]. As-
sim, surge uma questao natural sobre a interface entre emaranhamento e coeréncia
na violacao da desigualdade de Bell. Neste trabalho, comparamos diferentes esta-
dos de entrada, a fim de desenvolver alguma intui¢ao.

Nossos resultados indicam que o papel desempenhado pela coeréncia e pela

flutuacao do nimero de f6tons podem ser resumidos nos exemplos:

1) Sem coeréncia, esperamos nenhuma violacdo da desigualdade CHSH ba-
seada em intensidade, como ilustrado nos exemplos com os estados misto

coerente ou de Fock;

i1) Com coeréncia e distribui¢io poassoniana para o niumero total de fotons es-
peramos violagdo, mas nenhum emaranhamento, como vimos nos exemplos
com os estados coerentes puro. Notamos que esses estados sdo fatordveis

em qualquer decomposicao de modos, mas exibem violacdo méxima;
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iii) Com coeréncia e pequena flutuacdo do nimero de fétons (abaixo do shot-
noise), esperamos violagdo e emaranhamento, como ilustrado pelo estado

de Fock emaranhado.

E importante salientar que em todos os casos a coeréncia que estd sendo con-
siderada como relevante € a caracterizada pela fase relativa intramodo, e nio a
absoluta. Também apresentamos exemplos que intercalam entre estados puros
e mistos. E na subsecido "Vicuo comprimido de dois modos", mostramos que
o emaranhamento de quadratura ndo implica em violacdo da desigualdde CHSH
baseada em intensidade.

Inseparabilidade de modos ("inseparabilidade cldssica") e emaranhamento po-
dem ser simultaneamente obtidas medindo medias das intensidades e suas corres-
pondentes flutuagdes. Violacdo da desigualdade CHSH baseada em intensidade
certifica a inseparabilidade da estrutura do modo, enquanto que compressao das
diferencas de intensidades evidencia emaranhamento. Estados coerentes devem
exibir flutuagdo igual ao shot-noise para quaisquer configuracdes de medida, en-
quanto que estados com nimero de fétons comprimidos devem apresentar 50% de
compressao para as configuracdes usadas na desigualdade. Esses resultados po-
dem ser experimentalmente testados com vortices de polarizagdo produzidos por
fontes com intensidades comprimidas, como o OPO [34, 35] ou lasers de diodo

"pump-noise-suppressed” [36].
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Capitulo 5

Constantes de recobrimento

Conhecer as constantes de recobrimento € tdo importante neste trabalho, que
tal tema ganhou um capitulo exclusivo, onde discutiremos sua importancia em
processos multimodos ao apresentarmos nossos resultados.

As constantes de recobrimento, definidas matematicamente na Eq. , sao
responsdveis por acoplar as infinddveis possibilidades de modos de Laguerre-
Gauss que surgem na dinamica de problemas multimodos. Além disso, por serem
normalizadas, seus valores numéricos podem nos dar uma ideia do peso que cada

acoplamento terd ao longo desse processo.

O acoplamento entre os modos de Laguerre-Gauss ¢ dado pela Eq. (2.73))'

1 iy _ 3,1 * 1 %32
Lembrando... R} = [ 1wy, . d°r.
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isto €,
R /Oo / a9 2p! 2r . Ll 2r2\ % e
11 _— e @3
'y 0 0 rws? (p+ I\ =3 P\ ws?
V']
2p/! V2r I 212
’ — [
le P+ D\ @ P\ w2
//l

29" ” 2 2 _r? -
2 Z/)/ " \/—r L;zf”‘ (%) e =° " (51)
w2 (p + [I")!\ w1

Da Eq. (2.65)), junto com o casamento de fase, Eq. (2.79), obtemos a relagdo

entre a cintura dos feixes do primeiro harmonico e do feixe do segundo harmdnico

S
w= (5.2)

Assim comecamos a simplificar a Eq. (5.1), ja substituindo a relagéo acima,

nos levando a:

wrr 1+1 1 ! p'! P 2 (1= =1")0
Ry = % \/>2 e e (Jo e

e ) o
) k) (27“12) )

rar(25) 7 O (225) L (2

Nosso passo seguinte foi fazer a substituicdao de varidvel

r=—, (5.4)
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e realizar a integral angulalﬂ resultando em

w' 5[ U4 \l\+1 p”!
Ry = 7 " Y
p+|l! p+|l\) (" +11"])!

/ dm'“*“ L ) L @) L @) e (55)
0

Assim podemos calcular R90Y

2 o.9]
R = / dz e 5.6
000 = — ; re (5.6)

que possui como solugdo
1

wl\/7_T.

Dividindo Eq. (5.5)) por Eq. (5.7), chegamos ao recobrimento normalizado, o

Rygo = (5.7)

qual utilizaremos a partir de agora, que é:

| /| 4
Allll//// - 5l N l”2 ll‘2+2 p- p- p
" (p+ DL + DY + Ji7])!

PP
& [+ +]1] v " o
/0 de x> LL” (2x) LL,| (x) LL,/l (z)e?

(5.8)

Para resolver a integral acima e determinar o valor das constantes de reco-
brimento, precisaremos das propriedades dos polindmios associados de Laguerre

[mathworld]:

/ " LF (2) LE (z) e "da = O (5.9)
0 n:
LE(z) =1 (5.10)
P
(=1)" P! (k + P)!
B Z (P—m)!(k—l—m)!Lf”(x) .11

[e=]

m=

227 1-U'-1")6
fO de ez( )0 — 27‘&'5171/4_1”.
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sendo que esta dltima, Eq. (5.11)), serd discutida mais detalhadamente no Apén-

diceld

5.1 Solucoes para as Constantes de Recobrimento

Resolver a Eq. (5.8) de modo que contemple todos os indices radiais, todos
os indices angulares, o phase mismatch e sua variacdo ao longo da direcdo de
propagacdo € um problema que encontramos bastante dificuldade e ndo achamos
solucdo na literatureﬂ Por esse motivo, vamos trabalhar a partir de algumas con-
sideragdes que nos permitiram seguir os cdlculos adiante e obter resultados.

As consideragdes que fizemos para calcular a Eq. (5.8)) sdo:

1) H4 casamento de fase nos processos ndo-lineares no nosso cristal, ou seja,

Ak = 0. (5.12)

i1) O comprimento de Rayleigh é muito maior que o tamanho do crista]ﬂ que

¢ onde ocorrem os processos ndo-lineares, de modo que

Z = 0; (5.13)

iii) SO resolveremos problemas envolvendo geracdo de segundo harmodnico e

3 Achamos algumas familias de solucdes, como em [21] (que por sinal tem um pequeno deslize
nas contas, parece que houve uma confusao entre a fungdo fatorial e a gama em todos os fatoriais
da Eq.(11) deles), mas ndo a solugdo geral.

“Lembrando que Z = z/zg, e zr é o comprimento de Rayleigh.
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com condig¢des iniciais iguais a:

ALp(0) =D 600, A, (0), (5.14)

Ai//lu (0) - Z 5p”05l"lj Aglj (0), (515)
J

Bu(0) = 0. (5.16)

Ou seja, ndo vamos injetar nenhum feixe com frequéncia 2w. Ambos os
feixes de entrada de frequéncia w vao ter ordem radial zero e estes Ultimos

podem ter diferentes combinacdes de momento angular para cada polariza-

cdo.

Aplicando as condi¢des acima, a Eq. (5.8)) reduz par{]

1y ' ]_ 1
Alll — (5 ’ //2‘”;_2 p _
i e (p+ DI ]!

o \l|+|l/|+|l”| |l| —op
dex 2 L, (27)e (5.17)
0

que, com a mudanca de varidvel y = 2x, torna-se

ALY s 1 P! 11
p00 = OWH QT (| ) ]!

00 V" |+ |+ g
/ dy 2 e ) (5.18)
0

Agora, determinar as constantes de recobrimento a partir da Eq. (5.18)) fica
bem mais agraddvel e € isso que faremos. A estratégia que usamos aqui é compa-

rar essa equacdo com a relagdo de ortogonalidade dos polindmios associados de

Laguerre, Eq. (5.9), e utilizar a Eq. (5.T1).

SA partir de agora entende-se AUl por AU (0).
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Primeiro vamos substituir a identidade

- — [

2 y : (5.19)

dentro da integral, que nos leva a:

lll

All’ N 1 p' L 1
o0 = s\ [ G+ LT

/ dy y" YL (y) e, (5.20)
0

/ ne__ "
P — 1|+ |1 |2 |l+l|. (5.21)

Substituindo a Eq. (5.11) e arrumando:

A s 1 p! i 1
P00 T THEREA P (p 4 |1 ]!

P
(=1 PL(|I' + 1" + P)!
2 P (P 7 ) (5:22)

m=0

/ dy y L ) Ly () e
0

Agora aplicando a ortogonalidade, Eq. (5.9), enfim chegamos a:

P
11 1
i _
Ao = D 5l’ll+l//5mp\/2|l/|+l”p! (p+ [+ )|

m=0
(=P PL(JI' +1"| + P)!
(P —p)! '

(5.23)

Enfim, esta ¢ a nossa solugdo para as constantes de recobrimento - Eq. (5.23))
- uma solugdo geral, dentro das nossas consideragdes para os problemas que que-

remos tratar. Desta surgem detalhes interessantes que vale comentar:

* A primeira € a ja conhecida conserva¢do de momento angular [ = [’ + [”,
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que surge em 0; y/4;

* A segunda, que ndo € tdo comentada assim, € o surgimento de ordens radiais

diferentes de zero no feixe convertido.

* A terceira: ndo apenas surgem recobrimentos para ordens radiais diferentes

de zero, como elas estardo limitadas por P, isto é:
p<P. (5.24)

Esta inequagdo surge gragas ao termo ZZ:O 5mp.

Encontrar tal solucdo ja € um boa vantagem, mas, para ficar ainda melhor,

estudaremos um pouco a quantidade P e observar o que surge de interessante.

5.2 Avaliando os valores de P

Para finalizarmos esta parte sobre as constantes de recobrimento, discutiremos
sobre a quantidade P. Esta surge apenas como uma definicdo para auxiliar nos
célculos, mas vimos que possui propriedades interessantes.

Primeiro vamos relembrar sua defini¢ao:

’l/’+“//‘_|ll+l/l|
P = 2
5 ; (5.25)
l/ l// l/ l//
pelr+r = M |2+| il (5.26)

Ja adiantando, estes calculos resultam em:

0, sel'l” >0,
P = (5.27)
min {|I'|, [I"|}, sell” <O.
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A [+ 1", sel'l" >0,
Pl +1" = (5.28)
max {|I'|, [I”|}, sell” <O.

Traduzindo a parte operacional contida nesta equacdo, pode-se notar que somar
0 MAO dos dois feixes quando estes possuem o mesmo sinal, ou giram para o
mesmo lado, é mais simples de trabalhar]

As subsecOes a seguir sdo apenas para provar as relacdes que acabamos de

mostrar na Eq. (5.27).

521 I'">0

Primeiro vamos considerar que os feixes de entrada possuem MAO obede-

cendo as relacdes:

' = +a,a>0, (5.29)
" = +b b>0, (5.30)
" = ab > 0. (5.31)

Substituindo esses valores em P, Eq. (5.26):

_|Ea| + |£b] — [£a £ b|

P 5.32

5 : (5.32)

P:a+b—|ﬂ:(a+b)]’ (5.33)
2

P=0. (5.34)

®Quando digo que é mais simples de trabalhar é porque este processo s6 contempla modos com
p=0.
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Agora, substituindo em P + |I’ 4+ 1"|, Eq. (5.26):
P+ |fatb|=|a|+b|. (5.35)
Logo, concluimos que - para I'l” > 0 -

P = 0, (5.36)
P+ I'4+1" = ||+ "]. (5.37)

Como p é menor ou igual a P, e, neste caso, P = 0, s6 sobrevive a ordem
radial zero, isto €é:

p=0, sel'l">0. (5.38)

A constante de recobrimento, neste caso, se reduz a:

we (1] + ]!
ApOO - 6p051,l/+l//\/2l/+l// |l/|‘ ’l//" . (5.39)

522 '"<0

Agora, consideramos que os feixes de entrada possuem MAO obedecendo as

relacoes:

' = Za, a>0, (5.40)
" — Tb b>0, (5.41)
I'" = —ab < 0. (5.42)

Substituindo esses valores em P, Eq. (5.26):

_ |+a| + |Fb| — |£a F O

P ;
2

(5.43)
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a+b—|E£(a—0b)

P = 5.44
5 ; (5.44)
P:a—l—b—\a—b|7 (5.45)
2
P = min{a,b}. (5.46)
Agora substituindo em P + |I' + I”], Eq. (5.26):
+ b +aFb
P |daTh|— a|+|¢|2+| aFhl (5.47)
b+ |+ (a—>b
Pt|+(a—b)=2F +|2 (a= bl (5.48)
b —b
Pila—b=2F 2'“ 5 (5.49)
P+ |a — b| = max{a,b}. (5.50)
Ou seja - para l'l” < 0 -
P = min{|l'|,|l"|}, (5.51)
P+I'+1" = max{|l'|,|l"]}. (5.52)
Sabendo que
PUP 4+ |I'+ ") = min {|I'|, ||} max {|U'|, |I"[}!, (5.53)
PUP+I"+ 1" = '], (5.54)

podemos substituir na Eq. (5.23) e, finalmente, obter as constantes de recobri-
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mento para ['l” < 0, que serdo:

P
! (=1)"
ALY s S | 5.55
p00 LU+ mzzo pm 2|l/|+|l//|p! (p + |l/ + l//|)| (P . p)p ( )
ou,
1 (e (=D"
AZ(’)Z(;/ _ 5171 4 \/2|l'|+|l"|p!(p+|l’+l”|)! (P=p)l* sep < P, (5.56)
0, sep > P.
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Capitulo 6

Solucao Analitica das Equacoes

Dinamicas para SHG

Agora que ja conhecemos as constantes de recobrimento, € com isso sabe-
mos quais modos contribuirdo nos processos, podemos retornar para as equagoes
dindmicas miltimodos.

Foi necessario fazer algumas consideracdes para seguir, assim como fizemos
nos célculos das constantes de recobrimento. Por sinal, as consideracdes sdo as
mesmas que as do Capitulo 5] Secdo [5.1] sendo que o primeiro item neste tem

mais uma implicagdo, que sera:

e Ak =0levaem
Jow = 2g,,- (6.1)

E ndo s6 o primeiro item serd atualizado, mas também o terceiro, que passa a

incorporar:
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» Dadas as condi¢des iniciais,

ALp(0) = > 8001, Agy, (0), (6.2)

AZNI” (O) = Z 5p”05l"lj A(Q)lj (O), (63)
J

B,(0) = 0, (6.4)

os MAO’s e as ordens radiais dos campos de frequéncia w se manterdao

constantes ao longo da propagacdo, isto é:

Alli(z) = ) byt Al (2), (6.5)

A;/;/l//(Z) = Z(Sp//()(sl//le(‘)/lj (Z) (66)
J

A seguir, mostraremos as solu¢gdes que encontramos nos problemas que anali-

samos, inclusive algumas destas sao generalizacOes das analiticas ja conhecidas.

6.1 2+1 modos

As condigdes iniciais deste problema sdo:

Agp(0) = podu, Agr,, (0), (6.7)
AV (0) = Syrobumy, Al (0), (6.8)
Bu(0) = 0, (6.9)

lgly > 0, (6.10)
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que pelas nossas consideragdes, e pelas regra de selecdo das constantes de reco-

brimento, Eq. (5.39)), evoluem para:

ADL(2) = Opodin, Al (2), 6.11)
AVui(2) = Syolim, Ay, (2), (6.12)
wr (|I'] + [17])!
ApOO - 5l,l'+l”5p0\/2l/+l// |l,|‘ |l”" (613)

As equacdes que pretendemos resolver aqui sdo:

dAl \
d_ZlH = 19, Bousi) Al (6.14)
dA, .
d_zlv = 19,0008 Boy 4 Al (6.15)
dBoiy +1v) Uyl
—0 - 129,085 Al Al - (6.16)

Estas equagdes ja sdo bem conhecidas, figurando livros didaticos [citar livros],
notas de aula [citar algumas], artigos [] e, possivelmente, apareceram em outros
meios.

No entanto, por mais que tenham deixado de ser um problema multimodos,
ainda sdo equagdes nao-lineares e resolvé-las continua ndo sendo uma tarefa sim-
ples.

Em livros didéticos e notas de aula, elas costumam aparecer, inicialmente,

CcOomao:
dA
1 — WGBAy*, (6.17)
dz
dA
Y = WGBAy*, (6.18)
dz
dB
dz
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onde os campos sdo considerados ondas planas. Nessa configuracdo, natural-
mente, ndo se tem modos, tem-se apenas as polarizagdes para separar 0s campos.
E como a estrutura destas equacgdes € a mesma que das equacdes que queremos re-

solver (Eq. (6.14), Eq. (6.15) e Eq. (6.16)), vamos considerar essas por possuirem

uma nota¢do menos carregada.

Na verdade, vamos fazer uma pequena modifica¢do nas Eq. (6.17), Eq. (6.18)
e Eq. (6.19):

dA — — %

T — wuGBAy, (6.20)
dz
ddv _ wGBAy, (6.21)
dz_

dB -

z

por estas servirem também para solucionar o problema envolvendo 2 + (P + 1)
modos, que serd discutido na se¢do a seguir (Segao [6.2).

A forma que encontramos de trabalhar esse sistema, obtendo relagdes interes-
santes e uma solucao analitica, foi substituir os campos por suas intensidades e

fases, como na Subsecdo. Desta forma, escreve-se:

Al _ 2uG JIy Iy sen (€), (6.23)

dz

IH— = pG\ JIyly cos (€) (6.24)

=V _ 20GN JIg Iy sen (é) , (6.25)

dz
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IV%V =vG JIyly cos (§), (6.26)

g = —4nGv/ JIyly sen (§), (6.27)
_di) S
T4 = 2nG JIyly cos (), (6.28)
onde
€= du+ v — V. (6.29)

As relagdes de Manley-Rowe, nesse caso (Eq. (2.97) e Eq. (2.100)), serdo:

W) = Ziao)+ (10 - 1)) (630)

1(2) = —270,(2 J Uy .
J(z) = 2uIH( )+(J(O)+2MI (0)) (6.31)

Uma relagdo interessante surge quando derivamos a Eq. (6.28)) (ou Eq. (6.24)

ou Eq. (6.26)):

d [ -dvy 2nG dJ - - dly- -- dly

—(J=) = |—=_ (==7],1 —Hy I —Y

dz (sz) [2 JIg Ly (dz HV+sz V+JHdz )] cos(f)
+ G JIgly (— sen (f) %) (6.32)
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i G T
d (J%) = LC)S@(—Z?]IH]V+MJ]V+VJ]H)%

2/1\/ j[_HIV - -
— 29GV JIyIysen (€) (d¢H ‘Ml—d—w> (6.33)

dz dz dz

e adiantado alguns passos, chegamos a:

dy
P (J dz) 0. (6.34)

Ou seja, a quantidade entre paréntese € conservada. Assim temos, comparando

com a Eq. (6.28):

\/j(z)]_H(z)]_V( ) cos ( \/J (0) cos (£(0)) . (6.35)

A Eq. (6.35) ¢ uma importante relagdo de conservagio, que nos trard mais
informacdes daqui para frente. Um caso especial desta que aparece quando apli-

camos as condicdes iniciais do nosso problema, mais especificamente .J(0) = 0

(Eq. (6.10)) ¢

VI () (2) cos (&(2)) = (6.36)
Aplicando Eq. (6.36) em Eq. (6.24), Eq. (6.26) e Eq. (6.28)

don

Ip—2 — ¢ (6.37)
dz

IV% - 0 (6.38)
dz
’d‘z’ -0 (6.39)
dz

e isso nos leva a concluir que:

* aintensidade, para um dado comprimento, deve ser nula; ou

* se a intensidade, para um dado comprimento, ndo for nula a fase necessari-
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amente se conserva.

6.1.1 Solucao analitica

Aqui vamos buscar uma solu¢do analitica para o problema. Para isto vamos

considerar que ha Travamento de FaseE] em todo o cristal, ou seja,
cos (£(z)) =0, V=. (6.40)

Ao substituir em Eq. (6.36)), chega-se a:

In(z) # 0, (6.41)

Iy(z) # 0, (6.42)

J(z#0) # 0, (6.43)

Ou(2) +dv(z) —(z) = (@n+1)3, (6.44)

Como as intensidades sdo todas ndo nulas ao longo do cristal, as fases, como

vimos anteriormente, serdo todas conservadas, ou seja,

on(z) = ou(0), (6.45)
ov(z) = ov(0), (6.46)
(z) = P(0), (6.47)

e o que chamamos de Travamento de Fase € traduzido na equacao:

ou(z) + ov(z) —¥(z) = ou(0) + ¢y (0) —9(0) = (2n + 1) g (6.48)

Além de considerar o Travamento de Fase em todo o cristal, vamos considerar

'Em inglés é conhecido como Phase Lock.

70



que:

Iy (0) = ng(O). (6.49)

Assim, as Eq. (6.30) e Eq. (6.31) se tornam:

- 14

Iy(z) = ;fH(z), (6.50)
J(z) = 22 (Tu(0) — T (2)) . 6.51)

Substituindo essas equagdes e a Eq. (6.40) nas Eq. (6.23), Eq. (6.25)) e Eq. (6.27),
o sistema de equagdes para as intensidade se reduz a Eq. (6.50), Eq. (6.51) e

%(z) = (-1 2w G (22111(0) - J(Z)) J(2), (6.52)

que, por sua vez, tem como solucao:

J — 97 anh? ] vGz )

J(z) = QMIH(O)t h < 204 (0) /G > (6.53)
In(z) = IH(O)sech2< QIH(O)\/n_sz>, (6.54)
Tv(z) = EIH(Z). (6.55)

Finalmente, para obter a solu¢do do nosso problema a 2 + 1 modos, basta

substituir

p=v=n=1, (6.56)

G = g, ApY, (6.57)
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nas equacdes anteriores e chegamos a:

oty (2) = 2]5H(0)tanh2< zng(O)gwAﬁggle), (6.58)
I,(z) = 1, (0)sech? (218, (0)quAlg¥ =), (6.59)
]&V(z) = IéfH(z). (6.60)

que ja € conhecida desde 1962 [19], com a diferenca de que aqui a solugdo serve

para quaisquer [y e [y tais que lgyly > 0.

6.2 2+ (P + 1) modos

As condig¢des iniciais aqui sdo:

A;'l/(o) = 5p’051'lHA(1JlH<O)a (6.61)
ADn(0) = Gprodimy, Ay, (0), (6.62)
B,(0) = 0, (6.63)

lgly < 0, (6.64)

que pelas nossas consideragdes, e pelas regra de sele¢do das constantes de reco-

brimento, Eq. (5.53), evoluem para:

Allj,l,(z) = 5p/051/1HAélH(Z), (665)
Aiulu(z) == 5p”061"lvAglv<Z)7 (666)

A Y5 \/ [ GV
p00 = LU+ mp I I — . .
— U Il (p + |+ 1) (P — p)!
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As equacgdes que pretendemos resolver aqui sao:

dAOlH P

dz ZQW;AZ(%ZVB p(la+ly) AOZV ’
dfil,(:v = Yw iOAIIDl(%lV Bp(lH‘HV)AgH*’
-
Pt g g At AY,
% = 129,A160" Al A,
% = 29, A80" Al AY,
dBriv)

— Ugly
dz = 120,750 Agi, Ay, -

Analisando as equacdes acima, é possivel notar que

dBp(lH+lV) — /BZHZV dBO(lH“‘lV)
dz P dz 7
com
Ugrly
/BlHlV . p00
A”HZV

000

que, por sua vez, leva ﬂ

BP(ZHHV) = B]l:»HlV BO(ZHHV)'

Substituindo essas relagdes no sistema de Equagdes Dinamicas,

*Lembrando que By, 41,(0) = 0.
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descrito por



Eq. (6.68)), conseguimos reescrevé-lo como:

% = Z’YzHlvéBo(zHJrlv)AE)/zv*v (6.72)
% = WzHlvéBo(zHHV)AgH*a (6.73)
—dBogf;“” = 2GAH AV (6.74)
conl)
G = g Al (6.75)
p=0

As Eq. (6.72), Eq. (6.73) ¢ Eq. nos dizem que a dindmica do problema a

2+ (P +1) modos se reduz ao problema a 2+ 1 modos. Fato este que nos foi bem

surpreendente e interessante - pois gragas a isso basta resolver o problema a 2 + 1
modos, que ja estamos solucionando toda a familia de problemas com 2+ (P + 1)
modos.

Logo, para encontrar uma solucdo analitica para este problema, basta voltar

nas Eq. (6.53), Eq. e Eq. (6.55)), e substituir

B= Yigly, (6.77)
Vo= Yylv, (6.78)
G = G, (6.79)
n o= 1, (6.80)

30s célculos de ay,,;,, serdo desenvolvidos no Apéndice
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que encontramos

Jotnsiny(2) = @tanm( zylHlvng(O)gwAglgsz), 6.81)
I (z) = I8 (0)sech’ (« /QWHZV]({{H(O)gwAg(%le) . (6.82)
o) (2) = Vgt Joti) (2), (6.83)
Iy, (2) = I (2). (6.84)

Para descobrir as fases 1/, basta retornar em Eq. (6.70) e reescrevé-la como:
plalv = (—1)7 | gt . (6.85)
Assim, substituindo em Eq. (6.71),
Byy+iy) = (1) WIZDHIV‘ Bo(y+1v) (6.86)

% Jp(lHJrlv)ewp(lHHV) =" ‘BLHZV‘ vV J0(1H+zv)€z%(lH“V) (6.87)

e, por fim, encontramos:

Vp(ty+iy) = Yolly+iy) T (2n+p) 7. (6.88)
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Capitulo 7

Soma de Momento Angular Orbital

na Geracao de Segundo Harmonico

Este capitulo gira em torno do artigo "Arbitrary orbital agular momentum ad-
dition in second harmonic generation", [11]], pois foi analisando estes resultados
interessantes que surgiram dividas que culminaram em uma andélise mais precisa
do processo de SHG com vdrtices 6ticos.

O primeiro ganho obtido a partir desta anélise foi uma melhor defini¢do teo-
rica dos resultados experimentais de [[11] sobre soma de MAO, propondo deixar a
questao do astigmatismo mais para segundo plano e, em contra partida, tomando a
sua frente considerar ordens radiais maiores que zero, mostrando que as constan-
tes de recobrimento para esses casos nao sao tao despreziveis como se esperava.

Além disso, é apresentada uma sequéncia ao Mistura de MAO Controlada
por Polarizagé proposto também em [[11], expondo novas ideias e resultados
interessantes.

O esquema experimental utilizado encontra-se em Fig. Ele contém todos

os passos realizados para preparar e manipular o vértice inicial, o cristal onde

'Do inglés: Polarization Contolled OAM Mixing.
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ocorrerd a dinamica nao-linear dos modos e o estidgio de medida. Como o objetivo
aqui ndo € detalhar o experimento nem extrair medidas, e sim propor cdlculos
e hipdteses que venham a possivelmente corrobora-los, este capitula focard em

alguns elementos deste aparato.

Figure 1. Sketch of the experimental setup.

Figura 7.1: Retirada de [11]]. Esquema experimental.

O primeiro elemento de interesse € a "barreira B", que serve para permitir a
passagem apenas do feixe que passa pela mascara (fungdo Mask), ou permitir a
passagem apenas do feixe que passa pelo SLM (fun¢do SLM), ou ainda permitir
a passagem de ambos os feixes a0 mesmo tempo (fungdo Ambos).

O segundo elemento de interesse ¢ "HWP-3". Este é uma lamina de meia
onda que estard livre para girar de um angulo «. Para realizar as medidas que
comprovam a soma de MAO, esta € mantida fixa em o = 0°. J4 no caso da
Mistura de MAO Controlada por Polarizagdo, ela fica livre para escolhermos os
angulos de interesse, que serdao discutidos na Secao E possivel reparar que
este se encontra antes do cristal, seguindo a trajetoria do feixe.

O terceiro a ser analisado e dltimo elemento € a "lamina tiltada", representada
por f3. Ela fard o papel do conversor de modos descrito na Se¢ao (7.1

Entdo o que vamos fazer nas secdes seguintes €: mostar como converter os
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nossos modos (Laguerre-Gauss) para os modos de Hermite-Gauss a 45°, para as-
sim compararmos com os resultados experimentais; em seguida vamos destrinchar
a Soma de MAO; e por fim apresentar nossos avancos sobre Mistura de MAO

Controlada por Polarizacao.

7.1 Conversao de modos

A conversao de modos aqui apresentada é baseada em [procurar paper que
encontrei isso].
Primeiro vamos escrever os modos que vamos utilizalﬂ que sdo o modo Laguerre-

Gauss diferenciado, definido um pouco diferente da Eq. (2.63):

[n—m]| r

_ (_1>min(n,m)% (27"2 ) 2 pln—m| (27»2) o ;1.22 e’(wjﬁ("*m)@) (7.1)

w; \ @;? min(n,m) \ @;?2

Ui

nm

CLG — mﬁm! min(n, m)!. (7.2)

Também vamos precisar dos modos de Hermite-Gauss:

) CHG 2 2 7(12+y2) Z(IQerQ)
vio= Zmpg (Y g V) S . (13)
i T; ()

2
CHG — 7.4
nm V' w2ntmplm!’ 74

e dos modos Hermite-Gauss a 45°:

. . rT+y r—yY
wy (x,y,2) = v, , 2. 7.5

De posse das equacdes acima, a conversao dos modos de Laguerre-Gauss di-

?Lembrando que estamos considerando o comprimento de Rayleigh muito maior que o tama-
nho do cristal.
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ferenciado e Hermite-Gauss a 45° para Hermite-Gauss serd dada por

N
Urle = szb(n7maj)1}§v_j,j7 (76)
=0
N
W = Y b(nm, oy, (7.7)
=0
| N1 @ o
b(n,m,j) = Nplml 1A (1 =1)"(1+¢)"] [e=o, (7.8)
N = n+m. (7.9)

Comparando Eq. (2.63) com Eq. (7.1), temos a relacdo entre o modo de Laguerre-

Gauss diferenciado com o modo Laguerre-Gauss, que sera:

w, = (=1)7*U;,., (7.10)
p = min(n,m), (7.11)
I = n—m. (7.12)

Conseguimos escrever as conversdes de modos Laguerre-Gauss para Hermite-
Gauss e Hermite-Gauss a 45° para Hermite-Gauss, agora precisamos entender o
que acontece experimentalmente para sabermos o que fazer com essas conversoes.

A "lamina tiltada", que faz o papel de um conversor Laguerre-Gauss/Hermite-
Gauss a 45°, tem ac¢ao pelo operador "()", tal que:

% m, %
Q Unm = (_Z> Unm- (713)
Como o modo Laguerre-Gauss tem uma expansdao em modos de Hermite-Gaus,

dado pelas equacdes acima, estes dltimos terdo suas fases alteradas pela "lamina

tiltada", e com a diferenca de fase criada que se da a conversdo. Os cdlculos mais
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detalhados da conversdo podem ser vistos no Apéndice [A]

7.2 Somade MAO

O procedimento utilizado em [11] para comprovar a soma de MAO arbitréario
foi comparar os perfis de intensidade do segundo harmonico encontrados experi-
mentalmente com os esperados. Portanto, vamos seguir a mesma orientagao para
mostrar 0s nossos resultados.

Os perfis a—), ¢c—), d—) e e—) da Fig. se mostram compativeis com o
esperado, o que comprovaria a soma de MAO nestes casos. No entanto, o item
b—) apresenta um perfil oval, diferente do previsto, que era esférico. Com isso, a
estratégia deles passou a ser a contagem de linhas nodais, argumentado que o perfil
oval, e outras possiveis deformagdes menos chamativas, surgiu do astigmatismo

promovido pela "lente tiltada".

‘IS[‘\-T

'I\-1:.15k

Figure 3. Topological charge addition in type II SHG. The value of the topological
charge produced in the second harmonic field is determined by the number of nodal
lines and the orientation of the HG profiles. In all cases [yask = 1. (2) Ispm = —2,
Ip=—1, (b) Ispm=—1, [, =0, (©) Issm=0, [;,=1, ) Isgm=1, [, =2, (&)
Istm = 2, I3, = 3. The SHG topological charge is consistent with /2, = [Mask + IsLM.

Figura 7.2: Retirada de [11]. Resultados experimentais para Soma de MAO arbitrdrio.
As figuras sdo os perfis de intensidade do segundo harmonico.
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Finalmente todas as imperfeicdes foram justificadas e, contando as linhas no-
dais e observando a orientacao do perfil, obtemos 0 MAO experimentalmente, que
se assemelha ao esperado.

No entanto, ndo ficamos cem porcento satisfeitos com essas justificativaspara
o "perfil oval", pois suspeitdvamos que ordens radiais ndo nulas (isto €, p > 0)
estariam produzindo esse efeito.

Assim, comecamos a estudar e calcular as constantes de recobrimento, descri-
tas anteriormente no Capitulo [5] Foi entdo que percebemos que o astigmatismo
pode ndo ser tio central para explicar o perfil oval do item b—) da Fig.

Voltando no Capitulo [}

* Para [yly > 0, a inica ordem radial do segundo harmonico que aparece no
problema é p = 0. Ou seja, os outros modos com p # 0 ndo sdo despre-
zados, eles de fato ndo vao surgir, pois as constantes de recobrimento que

acoplam estes modos no sistema serdo todas nulas.

» Paralyly < 0, vimos que as constantes de recobrimento vao acoplar modos
do segundo harmoénico com ordens radiais que estardo limitadas superior-
mente por P (isto é p < P, com P = min(|lg|, |ly])). Ou seja, neste caso
teremos modos de ordens radiais superiores que entrardo na dinamica do

sistema.

Retornando a Fig. temos que 0 MAO na méascara € fixado em /.51 = 1.
Assim, quando lgyy, > 0 sabemos que a tnica ordem radial que surge é p = 0 e
o0 experimento vai de encontro ao esperado, como mostram as Fig. Fig. e
Fig.

Ja no caso em que lgpy; < 0, nds temos que P = 1. Ou seja, além do modo
com p = 0, participard do processo o modo com p = 1. Mas qual serd a relevancia

deste ultimo? Serd que ele ndo pode ser realmente desprezado?
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Figura 7.3: Figura do canto esquerdo retirada de [11]. Comparagdo entre o resultado
experimental (canto esquerdo) e a simulag@o dos resultados tedricos discutidos ao longo
desta tese (canto direito) do perfil de intensidade do segundo harménico para a soma
"Infask = 1" mais "lgrpr = 0", resultando em "l = 1".

Para comecar a responder essas perguntas, precisamos, primeiro, calcular as

constantes de recobrimento neste caso. Voltando na Eq. (5.23)) e aplicando P = 1,

Intask = 1 € lspr = — |lspa| chegamos a:
(~lisal) 1 lspul!
ATl — 5,1 Som L 7.14
p00 L1 |lsra] mZ:O p Mseal+1pl (p + |lgpa| — 1)! ( )

que equivale a:

11(—|1 ‘lSLM|
Ao M= 0 s\ Gt (7.15)
1
11(—|1
AIO(O lispal) _5l,1—|lsm\\/ SYIRESE (7.16)

e comparando estas duas, temos que:

A =liszal) 1 A (=ltspal) (7.17)

100 - m 000

Agora, respondendo a questdo levantada:
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Figura 7.4: Figura do canto esquerdo retirada de [11]. Comparagdo entre o resultado
experimental (canto esquerdo) e a simulag@o dos resultados tedricos discutidos ao longo
desta tese (canto direito) do perfil de intensidade do segundo harmonico para a soma
"Infask = 1" mais "lgrar = 1", resultando em " = 2",

* No caso em que lg;,y = —2, temos que:
_ 1
Moo =~ 500 - (7.18)

Podemos pensar na competi¢do entre a geragdo dos modos By_1) € By(1),
e o ultimo teria um peso 50% menor de surgir que o primeiro. Entéo, neste
caso, d4 até pra vislumbrar a possibilidade de desconsiderar o modo com
p = 1. No entanto, esta pode ndo ser uma aproximacao tao boa. A compa-

ragdo entre o experimento e o que simulamos estd na Fig.

* No caso em que lg;p = —1, temos que:
ALY = AN, (7.19)

Aqui ambos os modos By, € B1p possuem 0 mesmo peso para serem gera-
dos, e desconsiderar o ultimo se torna uma aproximagao um tanto grosseira.

A comparagdo entre o experimento e o que simulamos estd na Fig. [7.7] (re-
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Figura 7.5: Figura do canto esquerdo retirada de [11]. Comparagdo entre o resultado
experimental (canto esquerdo) e a simulag@o dos resultados tedricos discutidos ao longo
desta tese (canto direito) do perfil de intensidade do segundo harmonico para a soma
"Infask = 1" mais "lgryr = 2", resultando em "l = 3".

pare que hd uma rotacdo de 90° entre as figuras, que pode ter surgido numa

mudanca na orientagcdo da "camera CCD", por exemplo).

7.3 Mistura de MAO Controlada por Polarizacao

A ideia do experimento esquematizado na Fig. [7.1| foi montar um dispositivo
capaz de realizar soma de MAO arbitrério, tanto somando dois feixes diferen-
tes quanto somando o mesmo feixe (que é a dobra do MAO). Eles conseguiram
realizar vérias possibilidade com o aparato. Entdo a questdo da soma de MAO,
esmiucada na secdo anterior, retorna aqui, mas agora discutiremos melhor outra
possibilidade, que € o problema da Mistura de MAO Controlada por Polarizagao.

Com o auxilio da "barreira B" e da "HWP-3", eles foram capazes de criar
diferentes pesos nas combinacdes do feixe SLM e do feixe Mask, que consequen-
temente ddo origem aos perfis de intensidade do segundo harmdnico mostrados
em Fig. Entao vamos logo detalhar nosso objeto de trabalho.

Para obter o perfil do item a—) da Fig. foi preciso que a "barreia B"
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Figura 7.6: Figura do canto esquerdo retirada de [11]. Comparagdo entre o resultado
experimental (canto esquerdo) e a simulac@o dos resultados tedricos discutidos ao longo
desta tese (canto direito) do perfil de intensidade do segundo harmonico para a soma
"Infask = 1" mais "lgr s = —2", resultando em "l = —1".

bloqueasse o feixe SLM, operando no que vamos chamar aqui de fun¢do Mask,
e que a "HWP-3" fosse posicionada em o = 45°. Assim, o modo resultante que

entra no cristal tera a forma:

I
B (r,1) =\ Jug (x) (en + éy) e, (7.20)

isto €, Iy = Iy = lyjesk = 1 e asoma ly + [y = 2 nos da o dobramento de 7,5
como comprova o experimentoﬂ Lembramos, que a todo momento, mantemos
fixo Ipses = 1.

Jé para selecionar o perfil do item b—) da Fig. foi necessdrio que a "barreia

B" operasse no que vamos chamar aqui de fungcdo SLM, e que a "HWP-3" fosse

posicionada em o = —45°. Assim, o modo resultante que entra no cristal terd a
forma:
1
ESIM (r, 1) = 4/ EOUB’Q(r) (én + éy) ekt (7.21)

istoé, lg = lyy = lgrps = 2 e asomaly + Iy = 4 nos da o dobramento de g7,/

3Note que a tinica ordem radial que surgird aqui é p = 0, pois [yl =1 Mask> >0 sempre.
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Figura 7.7: Figura do canto esquerdo retirada de [11]. Comparagdo entre o resultado
experimental (canto esquerdo) e a simulag@o dos resultados tedricos discutidos ao longo
desta tese (canto direito) do perfil de intensidade do segundo harmonico para a soma
"Infask = 1" mais "lgr s = —1", resultando em "l = 0".

como comprova o experimentdﬂ Nesta secdo, manteremos fixo, inicialmente,
lsiv = 2.

E por dltimo, vamos falar da montagem na fun¢cdo Ambos, que possibilitou
também a gerago dos perfis da Fig.[7.2] discutidos na se¢do anterior. Neste caso,
a "barreia B" vai operar na funcdo Ambos e o modo resultante, imediatamente

antes de passar pela "HWP-3", sera:

/1 . 5 1 lkz—w
EJ"™(r,t) = EO o (r)én + uga(r)éy] e, (7.22)

E, para selecionar o perfil do item ¢—) da Fig. apods passar pela "HWP-3",
basta escolher a = 0° que o feixe terd a mesma forma da Eq. (7.22).

Esta foi a Mistura de MAO Controlada por Polarizacdo proposta e realizada
experimentalmente por Buono at al. [11]. Agora vamos mostrar nossa contribui-

¢do sobre esse assunto.

*Note que a tinica ordem radial que surgird aqui é p = 0, pois lgly = lgrn> > 0 sempre.
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EM.&‘LS-_& =1

Isim = 2

Figure 2. Arbitrary topological charge addition on type II second harmonic generation.
@) o = 2 Ivask = 2, (b) by = 2 lsim = 4, (C) hp = IMask + IsLm = 3.

Figura 7.8: Retirada de [11]]. Resultados experimentais para Soma de MAO arbitrario
obtido utilizando a Mistura de MAO Controlada por Polariza¢do. As figuras sdo os perfis
de intensidade do segundo harmdnico.

7.4 Mistura de MAO Controlada por Polarizacao

Generalizada

Vamos mostrar nossos avancos nesse tema de uma forma mais geral, que pode
ser traduzida experimentalmente variando o SLM, como feito na Soma de MAO,
e substituindo a médscara por mais um SLM (que chamaremos de SLMask, para
diferenciar do outro). Entdo, faremos a seguir uma releitura das funcdo Mask,
funcdo SLLM e fun¢cdao Ambos.

Agora, na Funcdo SLMask (anteriormente chamada de fungdao Mask), conti-

nuamos com um modo de entrada separdvel, descrito por:
EiLM“Sk(r, t) = \/[—OUBJISLMask (r) (cos(a)éy + sen(a)éy) e’(kz’“t), (7.23)

com a diferenca que neste 0 momento angular pode variar.
Ja a Funcao SLM difere da anterior pelo fato de que agora o SLM vai variar o

momento angular. De resto, continuamos com um modo separavel, descrito por:
s 5 5 kz—
ESMM(r 1) = \/I_Oufjlsm(r) (—sen(a)éy + cos(a)éy) ezt (7.24)
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Até aqui ndo tivemos uma contribuicao tdo significativa para esses dois casos.
O que trazemos de interessante vem do estudo do problema na Funcdo Ambos.

O que motivou analisar mais detalhadamente a Funcdo Ambos foi a pergunta:
"o que acontece se girarmos a "HWP-3", gerando um « qualquer?"O que faremos
a seguir € buscar uma resposta a essa questao.

Dado um angulo « qualquer, o modo que entrara no cristal, na Fun¢cdo Ambos,

sera:

E:lmbos(rv 2 O‘) = \/I_O{ [U'OlSLMask (r)éH + Uotgp (I‘)év] COS(CV)

- [UOZSLIM(r)éH — Wolsp pask (r>éV] Sen(a)) }6z(kz—wte7.25)

Vamos analisar este processo em trés partes:

1) lsomask = lspv =1

Neste caso, o modo de entrada descrito por Eq. (7.25)) se reduz a:

EA™05 (v 1) = \/2Iyu) (r) (cos (a + %) éy + cos (a - %) év> elka—wt),

(7.26)
Ou seja, se tivermos dois SLM’s com o mesmo MAO e o = 0, por exemplo,
reproduzimos os casos dos dobramento do MAO (Eq. e Eq. (7.21),
e itens a—) e b—) da Fig. sem precisar usar a "barreira B" e com [

qualquerﬂ
i) lsrnrask # lspar, coma = nf

Neste caso, o modo de entrada serd descrito por Eq. (7.25)), substituindo

5Repare que, nesse caso, se « = (2n + 1)% ndo teremos GSH.
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o= ngﬁ esta € reduzida a:

(_1)%\/1_0 [UOZSLMask <r>éH + Uolgy, (r)éV] ez(kz_m)7 sen fOT pbar

(—1)”\/[_0 [Wotgy 0, (T)EH — Uotgy ppuar (T)EV] elhz—wt)  gep for impar
(7.27)

Eufjmbos (I‘, t) —

e assim conseguimos reproduzir a soma de MAO representada no item c—)

da Fig. e também na Fig.

iii) lsrarask 7 lspy, com a # ng

Nesse caso, este modo possui uma dinamica mais complicada e, por esse
motivo, vamos separa-lo em duas partes, descrevendo-as nas duas subsecoes

seguintes. Para simplificar a notacdo, vamos utilizar gy yesk = 11 € lspy =

ls.

7.4.1  lsiaask 7 lspar, com lgparasklsiar > 0

Nesse caso, ndo teremos mais um problema a 2 + 1 equagdes, apresentado na

Seg¢do 0.1} mas sim um problema a 4 + 3 equagdes, que serd descrito por

®Para n é um inteiro qualquer.
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dAf,

dz

dAY,

dz

dAf,

dz

dAY,

dz

dBo(aiy)

dz

dBo(a1,)

dz

dBO(ll+l2)

dz

* (Aé%%)llllBo o)A+ A" Bog, 1y AV, ) (7.28)
¢ (Ao%lé)tho o Adn "+ At " Bog, s Adl, ) (7.29)
g (A5567"" Boam Al + gt ™" Bogy ) AL, ) (730)
1Ge ( A" By Al + Ao lll230(11+12)f151*> (7.31)
2ug, A AL AV (7.32)
29, A5 22 Al AV (7.33)
g, A P (AL A+ AR AV Y. (7.34)

Traduzindo as condicdes iniciais para a notacdo usada nas equagdes dinami-

cas:

Al (0) = +/Iycos(a), (7.35)
Ay (0) = V/Iysen(a), (7.36)
Al (0) = —+/Iysen(a), (7.37)
Ay, (0) = +/Icos(a), (7.38)

onde « € o angulo de orientagdo da "HWP-3".

Para esse sistema de equacdes ndo encontramos nenhuma solugdo analitica.

Entdo o que vamos mostrar aqui sdo solu¢cdes numéricas desenvolvidas no soft-

ware MATLAB.

As Fig. Fig.[7.10| Fig.[7.11] Fig.[7.12]e Fig. mostram as curvas de

intensidade em fung¢do do comprimento ao longo do cristal, para algumas orienta-

coes (o) da "HWP-3".
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a) Intensidade do Primeiro Haménico x z (ox=0°)
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b) Intensidade do Segundo Harménico x z («=07)
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Figura 7.9: Produzida no MATLAB. Intensidades do problema a 7 modos em fung¢io
do comprimento "z"dentro do cristal para a "HWP-3"orientada a « = 0° - com g,, =
lum., Iy = lu.m., lspaprask = 1 € lspar = 2 - sendo: a) as 4 intensidades do primeiro
harmoénico, e b) as 3 intensidades do segundo harmdnico.

Quando o = 0% e a = 90°, as intensidades Jo(2ig; 1/0.x) € Jo(20512,) $30 Nulas,
indicando que os dobramentos dos MAO’S s a7ask € lszas A0 ocorrem, restando

apenas Jy )» dando origem ao feixe com MAO sy 745k + lsrar. Além

lspaask s
disso, eles seguem os mesmos tipos de solu¢des encontradas no Capitulo [6] que
sdo do tipo: tanh(x), para as intensidades do segundo harmdnico, e sech(z), para
as intensidades do primeiro harmonico.

Ja para o« = 45° acontece o oposto, o feixe contendo a soma lszyrask + lsoir
€ suprimido, resultado que nos foi bastante surpreendente, restando o dobramento

dos MAO’s lsrarask € lspa. Mas ndo para por ai... Os dobramentos surgem

como se fossem dois problemas diferentes, um envolvendo o0 MAO lgpask € O
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a) Intensidade do Primeiro Haménico x z (x=30°)
2 T T T T T ! T I
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n(ISLMask)

1.5
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0d,..0

0
0.1268 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
r4

b) Intensidade do Segundo Harmonico x z («=30°)
2 T T T T

H : J0(2|MES”)
1.5 ¢ . : + J0(2|5LM)
3 : J
1 O Nt OO S Oy + el ||
3%k by ﬁ TR IR I
e C e, R = s
05 ik . [ y 7
oL sk* ot **
e e L %***
i} i i | %f*%ml i
0.1268 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 7.10: Produzida no MATLAB. Intensidades do problema a 7 modos em fung¢io
do comprimento "z"dentro do cristal para a "HWP-3"orientada a « = 30° - com g,, =
lum., Iy = lu.m., lspprask = 1 € lspar = 2 - sendo: a) as 4 intensidades do primeiro
harmoénico, e b) as 3 intensidades do segundo harmdnico.

outro envolvendo o MAO [g,);. Esses feixes também seguem os mesmos tipos de
solucdes encontradas no Capftulo@ que sdo do tipo: tanh(z), para as intensidades
do segundo harménico, e sech(z), para as intensidades do primeiro harménico.

Para as orientacdes o = 30° e a = 60°, tanto os dobramentos dos MAQO’s com
lsparask € lspar, quanto a soma lgparask + Lspa 30 gerados. Aqui os perfis ndo
sdo nada simples de modelar.

Essas figuras e observagdes ilustram bem que esse experimento consegue tran-
sitar entre os dobramentos e a soma dos MAQO’s do primeiro harmodnico, com esse
controle sendo realizado pela orientagao da "HWP-3- que por sua vez controla as

polarizacdes dos feixes envolvidos no processo.
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Esse controle das polariza¢des dos feixes do primeiro harmoénico, mediado
pela "HWP-3", fica mais evidente na Fig. Nesta, plotamos as intensidades
em funcdo de «, com cristal de comprimento z; = 0.1268m (comprimento des-

tacado nas Fig. Fig.[7.10| Fig.[7.11| Fig.[7.12|e Fig.[7.13). E possivel notar

que todas as observacdes anteriores - sobre as intensidades em fungao das orien-

tagdes («v) - continuam valendo, e verificar outras possibilidades que podem ser

interessantes.
a) Intensidade do Primeiro Hamoénico x z («x=45°)
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b) Intensidade do Segundo Harmonico x z («=45°)
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Figura 7.11: Produzida no MATLAB. Intensidades do problema a 7 modos em fung¢io
do comprimento "z"dentro do cristal para a "HWP-3"orientada a o = 45° - com g,, =
lum., Iy = lu.m., lspprask = 1 € lspar = 2 - sendo: a) as 4 intensidades do primeiro
harmoénico, e b) as 3 intensidades do segundo harmdnico.

93



a) Intensidade do Primeiro Hamdnico x z (x=60°)
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b) Intensidade do Segundo Harmonico x z («=60°)
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Figura 7.12: Produzida no MATLAB. Intensidades do problema a 7 modos em fung¢io
do comprimento "z"dentro do cristal para a "HWP-3"orientada a « = 60° - com g,, =
lum., Iy = lu.m., lspprask = 1 € lspar = 2 - sendo: a) as 4 intensidades do primeiro
harmoénico, e b) as 3 intensidades do segundo harmdnico.

7.4.2 lsiaask 7 lspar com lsparasklsrar < 0

Nesse caso, teremos um problema a 4 + (P + 1) equagdes, que serd descrito

por:
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dAl .
0 g, <Aggg>h’130 AL, + ZAplg;l2”1’ZB (h+12) AT, ) (7.39)

dz
pO

dAV 11)111 (L1+12)l1
dzh 19 <A8%5 " By AT+ Z Ao ™" By AL | (7.40)
p=0

dAX «
d;)lz =10, (A(()%lé)lzlzBO oLy A(‘)/lz + Z Aplol(;i—lz)hlzB ll+l2)A0l1 ) (741)
p=0

dAV; (212)121 (Li+12)l *
d;) 2 = 9w ( 003 : 230 2l2) Ol + Z Apol()Jr 2h QB (l1+l2 Ag1 (7.42)
p=0

% = g AZM AR AV (7.43)

% = 2ug.Ages " g A, (7.44)

% = 2ig.Ag0 " (Al A, + Al AL ) (7.45)
% = 2g.Alg ™" (Al Al, + AlLAY) (7.46)
(7.47)

% = g0 " (A A, + ASLAYL) (7.48)
(7.49)

% = 2uuNph " (AT AN, + ATLAT,) (7.50)

Usando aqui a mesma ideia aplicada na Secao a Eq. (7.50) nos leva a:

By, +1,) = 5;,1[230(11“2), (7.51)

7 As quantidades 6}@112 € 71,1, sdo as mesmas definidas no Apéndice
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a) Intensidade do Primeiro Hamdnico x z (x=90°)
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b) Intensidade do Segundo Harmonico x z («=90°)
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Figura 7.13: Produzida no MATLAB. Intensidades do problema a 7 modos em fung¢io
do comprimento "z"dentro do cristal para a "HWP-3"orientada a a = 90° - com g,, =
lum., Iy = lu.m., lspprask = 1 € lspar = 2 - sendo: a) as 4 intensidades do primeiro
harmonico, e b) possui as 3 intensidades do segundo harménico.

e substituindo no sistema acima chegamos a:

dAOl1

dz
dA011

dz
dA012

dz
dAOl2

dz

9w

19w

- Zgw

= 1g,,

(»
(
(
(

A

Al

(2[1 Il
000

2l
000

2[2 l2lo
000

(212)12l2
000

30(251)14(‘)/;1* + YA
Bo@iyAS," + A
BO(ng)AOZQ + %112/\

80(2l2)A52 ' + 71112A
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BU (Li+l2)

0
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1
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)
)
Bo i Al )
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dBoaiy)

= g,
dz Y9
dBy(at,)
—= = 29, ,A
dz 9
dBo,+12)
—12 = Qg,A
dz *g

(204
000

(2l
000

(l1+12)l1l2

000

Yali AH AV
A0l1 A0l1
Yolo AH AV
A0l2A0l2

(Agl Aggg + A52A(‘]/ll) :

(7.57)
(7.58)

(7.59)

Ou seja, reduzimos o problema de 4 + (P + 3) equagdes para um problema de

4 4 3 equagoes.

a)Intensidade do Primeiro Haménico x Angulo de orientagao da HWP-3
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b) Intensidade do Segundo Harménico x Angulo de orientagéo da HWP-3
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Figura 7.14: Produzida no MATLAB. Mistura de MAO Controlada por Polarizagdo -
intensidades do problema a 7 modos em funcdo do dngulo de orientacdo "a'"da "HWP-
3", para um cristal de comprimento z; 0.1268m - com g, = lu.m., Iy lu.m.,
lspavask = 1elspay = 2 - sendo: a) as 4 intensidades do primeiro harmoénico, e b) as 3
intensidades do segundo harmonico.

A Fig. mostra que o controle de polarizacdo, através da orientacdo da

"HWP-3", também se aplica nesse caso.
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a)Intensidade do Primeiro Haménico x Angulo de orientagao da HWP-3
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b) Intensidade do Segundo Harménico x Angulo de orientagio da HWP-3
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Figura 7.15: Produzida no MATLAB. Mistura de MAO Controlada por Polarizacao -

intensidades
3", para um

do problema a 8 modos em fun¢@o do angulo de orientacdo "a'"da "HWP-
cristal de comprimento z; = 0.1261m - com g, = lu.m., Iy = lu.m.,

lspavask = 1elspay = —2 - sendo: a) as 4 intensidades do primeiro harmonico, e b) as
3 intensidades do segundo harménico.
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Capitulo 8

Por que as nossas consideracoes

funcionam?

ApOs vdrias tentativas, reflexdes e ideias para resolver as equagdes dinamicas
(muitas delas frustradas, diga-se de passagem) pensamos em uma ferramenta que
€ muito util para resolver problemas: Expansdao em Série de Taylor. Assim, surge
mais uma opg¢ao para trabalhar essas equacdes e, quem sabe, extrair informagdes
que ainda ndo tinhamos.

Assumimos ao longo desta tese que as ordens radiais p’ e p” dos modos de
entrada permanecem inalteradas a medida que os feixes adentram o cristal. Mas
isso deveria ser necessariamente verdade? Agora com essa ferramenta em maos,
conseguimos responder essa pergunta com mais seguranca, e a resposta é: NAO.

Mas, entdo, por que os cdlculos feitos com os p’ e p” dos modos de entrada
constantes sdo considerados vélidos? Por que sdo comprovados experimental-
mente? Também gracas a Expansdo em Série de Taylor lhes fornecemos uma
resposta confiante, que é: pelo fato da ndo linearidade ser considerada pequena,
mesmo apods o uso de técnicas que aumentem a sua magnitude, dos experimentos

serem realizados com cristais finos ao longo da direcdo de propagacdo e pelos
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feixes de entrada ndo serem muito intensos.
Dito isso, mostraremos, a seguir, os cdlculos que nos guiaram a essas conclu-

soes.

8.1 Expansao em série de Taylor

A expansdo em série de Taylor dos campos é dada por:

dA]}){l’ O dQAZI;{l/ 22

Al (z) = ALL(0)+ (02— (0) 57 + - (8.1)
dAV;/l// d2AV;/l// 22
AV(z) = Abw(0) + d”z 0)z + d; (0)§+... (8.2)
dB 1 dQB 1 22
Bpl(z) = Bpl(0)+ dzp (0)Z+ d2;2p (O)g-'- (83)

Os termos de derivada primeira sdo determinados pelas equacgdes dinamicas (Eq.,

Eq. e Eq.). J4 os termos de derivada segunda serdo obtidos derivando as equagdes
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dindmicas e terdao a forma:

d2A /l/ All I
T4z _ngz i D
dZ pl il
11
Z w4 v Z Ll «
2 App/lp/l/ llllAp//l// Ap p p 111 pl A /l/ (8.4)
p1Y p1ly
d A !
l” "
d oz T % Z Z A Z
< Pl pl1
171
Z v Z ny X v
2 App/lp/l/ l/ A /l/ Ap pp plll pl Aplllllll7 (8.5)
iy p1ly
d’B

AR O DD

pll/ p//l// plll

j : Ly j : Iy
Ap1p p/l/A //l// A //l// Aplp p,,Ap l/ A /l/ Bp111‘(8'6)

Y pily

Para ilustrar o nosso ponto aqui, vamos discutir o caso mais simples possivel,

que vem das condig¢des iniciais:

ARL(0) = Gyodr, Al (0), (8.7)
AV (0) = 8oy, Ay, (0), (8.8)
Bp(0) = 0, (8.9)

lgly > 0. (8.10)
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Assim, teremos as derivadas primeiras em z = 0

Ay 0 0 8.11
?() = 0, (8.11)
dA‘//v/l//
7)) = o0, (8.12)
dz

dB

dz”l(()) = g A AR (0)AY (0), (8.13)

e as derivadas segundas também em z = 0

(00 = —2g20m, Aoyle" Aody " Ior, (0)AG,, (0), (8.14)
2 AV
d Ap//l// (0) _ _2925” AllHlVAllHl\/]H (O)AV (0) (8 15)
dz2 wll"ly £00p” 42000 01y oly ) :
d’B

—2(0) = 0. (8.16)

. . Ul Ukl
Vemos que nas derivadas segundas surgem os recobrimentos Ay"," e Aygl .

Os calculos dested! resultam:

op0 = Ollu+y P\ (] + D! (0 + ) i

n=0 m=0
(n + |lv‘)' (n + |lH| + |lv|)‘
nlp't (n+ |ly| —p')!

oo n+|lg|
2|l\+2p//!
AllHl/y — 5 S
oor sty 2 D (e + 1 D! (" + [l ])!

n=0 m=0

(1), (8.17)

(n+ g )t (n + [la| + |lv])!
nlp”! (n + |lg| — p")!

(1), (8.18)

A Eq. (8.17) mostra que todos os indices p’ surgem no problema quando con-

2 AH

. A=A, .-
sideramos o termo —%+(0). E a Eq. (8.18)) mostra todos os indices p” surgem no

_ 24V,
problema quando consideramos o termo —2~(0).

IEstes célculos podem ser feitos substituindo Ag;{é" e Ago’;l,)/ em Eq. (5.8), considerando

Z = 0, e ap6s algumas manipulagdes chegamos nas equacdes referidas.
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Até agora, vimos que o problema sé complica a cada passo que damos. Se
considerarmos os termos de segunda ordem na expansdo em serie de Taylor, ja
entram todos os valores de p’ e p” no problema e, a partir dai, tende a ficar mais
dificil de calcular. E assim, com o auxilio das Eq. e Eq. (8.18) e desses
argumentos, conseguimos justificar a resposta da primeira pergunta, que basica-
mente afirmava: se tivermos p’ = 0 e p” = 0 em z = 0, ao longo do cristal,
teriamos todos os valores de p’ e p” ao invés de apenas p’ = 0 e p” = 0.

Para confirmar a resposta da segunda pergunta, vamos substituir os termos da

expansdo dos campos até segunda ordem:

Agu(z) = Gpoding, Ag,, (0)

— (G AR A I, (AR, (0) (02, (B.19)
Apn(2) = Gprodim, Agy, (0)

_ <5l,,7lVAg5;l,,VAff§glVI£H(O)A&V(0)) (0u2)%,  (8.20)

Bu(z) = <5p05l,lH+lvAg§6lvA5H(O)A(‘)fzv(0)> (9w72) - (8.21)

Analisando essas equacdes, vemos que 0s termos problemdticos, que vao envol-
e ot ~ 2 ~

ver infinitas possibilidades de p’ e p”, sdo os que escalam com (g, z)". Entdo o

que precisamos fazer aqui € ajustar esses termos para que se tornem despreziveis

comparados com os outros. Voltando a estes:

. ~ . . , 11
« Todos as constantes de recobrimentos sio normalizadas, isto é, —1 < A%}

1, o que € algo que contribui para reduzir os termos de segunda ordem:;

* Temos um controle das intensidades iniciais. Mas ndo podemos aumenta-las
muito, pois surgiriam efeitos indesejados (como o derretimento do cristal,
por exemplo). Também ndo podemos diminui-las muito, porque assim te-

riamos que, necessariamente, considerar efeitos quanticos, por exemplo, (o
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que nao fizemos aqui);

« A constante g,, escala com x(® Pl que é considerada muito pequena. Mesmo
~

com seus outros componentes, continuamos com g,, << 1 €, portanto, g2 =

0;

* Para realizar os experimentos e, consequentemente, neste trabalho também,
foram usados cristais bem finos na direcdo de propagacdo, de modo que

z << 1 e, consequentemente, 222 0.

Entdo, juntando as informag¢des acima, concluimos que os termos que esca-
lam com (ng)2 podem ser negligenciado, assim justificando o fato das nossas
consideragdes reproduzirem os resultados tedricos e experimentais, desprezando
modos com p’ > 0 e p” > 0. Com isso, legitimamos também a resposta da
segunda pergunta.

Para fechar esse capitulo, apresentamos a solu¢do dos campos obtidas por

expansdo em serie de Taylor para as condi¢des iniciais dadas pelas Eq. (8.7),

Eq. (8.8), Eq. (8.9) e Eq. (8.10)

AlL(2) = Gyodi, Al (0), (8.22)
A;{/l//(Z) == (Sp//()(Sl//lVAXlV(O), (823)
Bu(z) = Snduay, (MY AL, (0045, (0)) (9,2).  (8:24)

Nelas conseguimos extrair mais informagdes, passando para intensidade:

I0(z) = bpobu, 14, (0), (8.25)
Lo (z) = bpodmy, Iy, (0), (8.26)
2
a(2) = dndua (MGY) I, (O)I,(0) (0.2, (827)

ZNio-linearidade de segunda ordem. Este é considerado muito pequeno, ao passo que esses
efeitos sdo bem dificeis de se observar.
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e fase:

oM (2) = Syoduy it (0), (8.28)
Ovun(2) = Sprodun, iy, (0), (8.29)
U(2) = Opobiigt, (001, (0) + dgy, (0)) . (8.30)

Nas Eq. (8.25) e Eq. (8.26), observamos que as intensidades dos primeiros
harménicos permanecerdo constantes ao longo do cristal. E pela Eq. (8.27), vemos
que a intensidade gerada no segundo harmonico € muito pequena, tendendo a zero.

Ja nas Eq. e Eq. (8.29), vemos que as fases do primeiros harmdnicos
se manterdo inalteradas. E na Eq. (8.30) obtemos que a relagdo de Travamento
de FaseE] permanece constante ao longo do cristal, para quaisquer intensidades de

entrada dos primeiros harmonicos.

30btida anteriormente na Eq. (6.48), sendo que nesta equacdo o Travamento de Fase s6 se
mantém para If] (0) = Iy (0).
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Capitulo 9

Conclusoes e perspectivas

Vamos aqui retomar nossos resultados ja apresentados para, assim, concluir
este trabalho. Em seguida, apresentaremos algumas perspectivas destes estudos.

A primeira contribui¢do original desta tese aparece no Capitulo 4 Em [8],
foi mostrado que a desigualdade tipo Bell serviria como um critério para avaliar
a separabilidade do modo clédssico. O que fizemos foi dar sequéncia a este traba-
lho, mostrando que a coeréncia do estado quantico é um fator determinante para
o emaranhamento deste - da mesma forma que a coeréncia da superposi¢do de
modos € um fator determinante para a inseparabilidade de modos.

No capitulo seguinte, apresentamos os cdlculos que fizemos das constantes de
recobrimento. Esses cdlculos foram feitos pensando em solucionar o problema
da soma de MAO na GSH com cristal tipo-I, para ambos os dois feixes de en-
trada com o ordem radial nula, momento angular qualquer e baixa intensidade (de
acordo com o que foi discutido no Capitulo[8)). Nessas condi¢des, obtivemos um
resultado geral para o valor das constantes de recobrimento, onde surgiram regras
de selecdo para as ordens radiais, além das regras de selecao para os momentos
angulares que ja eram conhecidas. Esses resultados foram: se os feixes de entrada

tiverem o mesmo sinal ou pelo menos um deles for nulo (ou seja, I/, > 0), serd
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gerado um feixe com ordem radial nula (p = 0); e se os feixes de entrada tiverem
sinais contrdrios (isto é, [l < 0), surgirdo P + 1 feixes, sendo P o maior valor
da ordem radial (p) nesse processo e igual ao médulo do menor dos momentos
angulares de entrada (P = min {|l1], |l2| }).

No Capitulo [6] conseguimos mostrar algumas solugdes para as equagdes di-
namicas, apresentadas no capitulo [2] sendo que todas essas solugdes t€m como
condicdes iniciais que os dois feixes de entrada possuem a mesma intensidade,
ordem radial nula e momentos angulares quaisquer, e o feixe convertido comeca
com intensidade nula. Assim obtivemos solu¢do para o caso em que € gerado ape-
nas um feixe com ordem radial nuleﬂ; e para o caso em que € gerado P + 1 feixes
(cada um com uma ordem radial diferente, comecando com p = 0 até p = P),
que pode ser reduzido ao caso anterior.

Ja no Capitulo [7, usamos as informagdes obtidas nos capitulos anteriores,
sendo central o cdlculo das constantes de recobrimento, para propor uma explica-
cdo alternativa para o resultado inesperado da "figure 3 b-)"de [11] (que também
pode ser visto na Fig. e na imagem da esquerda da Fig. [7.7)). Nossa proposta
€ que a constante de recobrimento para a soma Iy, = 1 € lspyy = —1 diz que
serdo gerados dois feixes, um com p = 0 e outro com p = 1, com pesos iguaiﬂ
Entdo o feixe com p = 1, anteriormente ignorado, tem papel extremamente im-
portante nesse processo. A simulacdo desse resultado tedrico pode ser vista na
Fig. lado a lado com o resultado experimental previsto por [11]. Com essa
mesma hipdtese, vimos que a soma [y, = 1 € lgpyy = —2 gera também um
feixe com p = 0 e outro com p = 1, também ignorado anteriormente, produzindo
um perfil um pouco diferente como mostra a Fig. (nosso resultado tedrico

comparado com o experimental também obtido em [11]).

'A diferenga do nosso resultado para o que foi obtido a anos atras por [19] é que os feixes que
eles usaram ndo tinham estrutura espacial, € o nossos possuem estrutura espacial com momento
angular qualquer.

’Lembramos que o que chamamos de peso aqui é o médulo das constantes de recobrimento.
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Ainda no Capitulo [/, generalizamos o problema também proposto em [11],
que foi o Mistura de MAO Controlada por Polarizacao. Aproveitando o mesmo
esquema experimental, trocamos a médscara por outro SLM, que chamamos de SL-
Mask, e mostramos que, mudando a orientagdo da "HWP-3"e, consequentemente,
alterando a polarizacao dos feixes do primeiro harmonico, conseguiamos alternar
as medidas das intensidades do segundo harmonico, alternando entre: apenas do-
bramento dos MAQ’s; apenas a soma dos MAQO’s; e ambos os dobramentos e a
soma dos MAQO’s.

E por dltimo, no Capitulo [8] justificamos as aproximacdes utilizadas anteri-
ormente fazendo a expansdo em série de Taylor dos campos envolvidos na GSH.
Mostramos que os feixes do primeiro harmonico com ordens radiais ndo nulas sé
surgem no problema nos termos de segunda ordem da série de Taylor. Assim, ao
considerarmos cristais pequenos (I < zr), ndo-linearidade de segunda ordem pe-
quena (o que leva em g, < 1) e intensidades pequenas (de modo que v/1g,,l < 1,
que representa o termo de segunda ordem na expansao em série de Taylor), os ter-
mos de segunda ordem e de ordens superiores da expansao em série de Taylor
serdo muito pequenos. Consequentemente ,serdo desprezados, validando nossas
consideragdes e tornando nossos resultados das constantes de recobrimento gerais
para os casos de interesse. Além disso, mostramos que nessas condi¢des a rela-
cdo de travamento de fase se mantém para quaisquer intensidades de entrada dos
primeiros harmonicos.

Nosso paper [9] possui algumas perpectivas ja concluidas por outros grupos,
como os trabalhos [49, 50, 51, 152} 53], mostrando um pouco de sua relevante
contribui¢do nos estudos de inseparabilidade cldssica e quantica e emaranhamento
em varios graus de liberdade numa mesma particula.

Uma perspectiva para esse trabalho € confirmar essa previsao tedrica do sur-

gimento de ordens radiais nao nulas, o que ja estd em andamento no Laboratdrio
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de Otica Quantica do Instituto de Fisica da UFF. E, confirmando essa previsao,
utilizar essas informacdes para aplica-las no OPO.

Outra perspectiva € obter resultados mais gerais para a constante de recobri-
mento, considerar o descasamento de fase (Ak # 0). E para problemas envol-
vendo feixes de entrada mais intensos (de acordo com o discutido no capitulo @
podemos considerar também as constantes de recobrimento em fun¢do do compri-
mento na direcdo de propagagdo (obtido ao considerar cristais maiores) ou consi-
derando ordens radiais quaisquer nos outros dois feixes (que no caso de GSH, que
foi o caso descrito nesta tese, chamamos de feixes de entrada).

Vimos que, ao considerar ordens radiais superiores, o perfil do segundo harmo-
nico que simulamos se assemelha bastante com o experimental. Isso indica que
considerar o modo com p = 1 pode ser uma explicacdo mais forte do que o
astigmatismo. No entanto, mais experimentos ainda precisam ser feitos para com-
provar o surgimento dessas ordens radiais superiores no problema.

Inicialmente, pretendiamos seguir o trabalho até o momento em que o estudo
sobre inseparabilidade classica e quantica e sobre SHG com soma de momento
angular se encontrassem para observarmos o que surgiria de interessante. Mas,
como a abordagem que utilizamos para resolver o SHG com soma de MAO se
mostrava cada vez mais desafiadora, ndo foi possivel chegarmos a esse patamar e
isto fica como uma perspectiva bem interessante, a0 nosso ver.

Realizar o experimento que consiga separar cada valor de p em um feixe dife-

rente, assim comprovando, de fato, o surgimento de p > 0.
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Apéndice A

Conversoes

A.1 Resultados das Conversoes

*p=0,l=0=n=0,m=0,N=0

Q ugy = wyg

'p:O,l:1¢n:1,m:O,N:1
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wi, = Q0% (A.5)

Q gy = wig (A.6)

ep=0,l=2=>n=2,m=0,N =2

Voo — “/57)11 — Upa
2

uby = (A7)

' i i
why = o) \/—21)11 + Vpo (A.8)
Q ugy = wh (A.9)

e p=0,l=3=n=3,m=0,N=3

S Uéo - Z\/gvél - \/gvliz + wéz (A.10)
03 — 2\/§ ’

wi _ /UZ:‘)O B \/3'051 + \/§Ui2 B Ué3 (A 11)
30 — 2\/5 ’

Qui, = wiy (A.12)

op:O,l:—1:>n:O,m:1,N=1
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i i
V1o + W

we = 0 (A.13)
wh, —Um:/r;m (A.14)
Q uf_y = wp, (A.15)

0p:1,l:O:>n:l,m:1,N:2

wiy, = —~207 %) (A.16)

Wi = Y20 ~ Yo2 (A.17)

Q ujy = —wi (A.18)

(V3viy 4 1y + viy + 1v/3vi5)

i _ A.19
i N (A.19)

i \/gvzi),o + Uél - 011'2 — \/§Ué3 A20

112




Quy_y = —wi,

A.2 Intensidades dos campos convertidos

e entrada com Py,q5r = Psiy = 0 € lpasklsiyr > 0

— 3 1(k2wz—2wt)
E2w - uo(lmask""lSL]M)Bo(lmask+lSLM)6 ¢
— o +1
Bo(lmask+lSLA£f) = Jo(lmask+lSLA/I)e Umask+isLa)
_ .3 1(k2w z—2wt)
EQUJ - uo(l»,nask"rlSL]\,j)Bo(lmask+lSL]V1)e

3 1(k2w z—2wt)
Q Ezw - w(lmask+lSLM)OBO(lma5k+lSL]w)e

2 3 2
|E2w| - ’uO(lmask-HSL]w)l Jo(lmask'HSLM)

2 3 2
|Q E2w| - ‘w(lmask+15[,1u)0| Jo(lmask'HSLlw)

(A.21)

(A.22)
(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.20)
(A.27)

e entrada com Pmask = PSLM = Oe lmasleLM <0 (lmask =1le ZSLM -

— |lseml)

3 3 ko, z—2wt,
Ey, = <u0(1—|ZSLM\)BO(l—IISLMU + ul(l—llsuu|)B1(1—|lSLM|)) eha weA‘ZS)
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/J ¢0 1—|t
B (A=llscml) — 0(1—|lsLam]) € llsarl)
/J ’/’1(1 l
B 1 |lSLM‘ 1 |lSLM ‘SLM')
Jo(—lispml) = \lsral J1(1—1spa)

¢1(1—|lsm|) - 1/10(1_|15LM|) = (j — z’)7r

Fyy = <ug(1*|ISLM\)+<_1)j7i\/mu?(lf|ISLM|)>

Jl( 11/11(1—“5LM\)ez(kzuz—Zwt)

1-|lsLm )€

Q Ey = (wgwsm—l)—(—1)j_iv|lSLM|w§usm\>

Jl(l—‘lSLM|)elw1(17|lSLM|) eU(k2wz—20wt)

2 .
’EQU"’ - ‘(ug(lfﬂsuw\) + (_1)J V |lSLM|U:1)’(1,|lSLM|))

(A.29)
(A.30)
(A31)
(A32)

(A.33)

(A.34)

(A.35)
(A.36)

Ji(1-lispal)

(A.37)

2
2 L
|Q E2w| = ’(wg(‘lSLM|_1) - (—1)] \/ |lSLM|wi1’)‘lSLM|>‘ Jl(lf‘lSLMD
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Apéndice B
Calculo da constante ;. ;.

Este apéndice contém as contas realizadas para encontrar «;,,;,,, usado em ...

Relembrando as defini¢des apresentadas na Sec¢ao[6.2}

aly
lgly _ ~p00
B = Alntv (B.1)
000
P 2
Yty = D (BF) (B.2)
p=0

Substituindo a Eq. (5.8) em Eq. (B.I) encontra-se:

P
Ly + ! P!
lHlV: 5m |H \4
g mzzo "\ pl(p + |1y + v ])! (P — p)!

(=1, (B.3)

que € 0 mesmo que:

lg+lv]! P _
gute _ JV oo (U se0sps P (B.4)

0 sep>P

Dessa forma, o intervalo considerado serd 0 < p < P e, nesse intervalo, 7,1,
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segue comao:

P

Pl|iy + 1y ! (P + |l + Iy ))! P!
= 3

<P+ ‘ZH—G—ZV

p=

Utilizando a identidade de Chu-Vandermonde [[10], obtém-se:

(0 + [l + W )P =) p(P =p)t PUP + [l + ly|)!

i P+|ZH+IV|) Pl 2P+ |lg + 1y
p=

Assim chega-se ao valor de v;,,;,,, que é:

g+ |'(2P + |lg + Iy|)!
(P + L+ v )Y

Vigly =
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Apéndice C

Uma relacao importante envolvendo

polinomio de Laguerre associado

row Pl(k + P)!
. _Z(_l) (P —m)!(k+m)!

m=0

Para provar essa relacdo, serd necessario utilizar as seguintes:

Ly, (x)

eLF (z) = (m+k)LE Y 2) — (m+ 1)Lfnjr11(x),

xLlp(x) = 2m+1)Ly(z) —mLy,_1(x) — (m+ 1)Ly (),

Ly(z) = L?n(x)'

Prova por indugdo:

2= LE(z) =1

O préximo passo é mostrar que essa relacdo funciona para z¥ + 1.

P!(k + P)!

p(z”) =) (=" (P —m)l(k+m)!

m=0
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substituindo a Eq. (C.2))

= S e PR [+ L ) — (o DA )

m=0 —m)'(k+m)'
(C.7)
o) - Z PP
T m—=0 —m)l(k+m—-1)"" x
S P'k+P)(m+1) .
fazendo a mudanga m + 1 — m no segundo tremo da equacao acima
Py [ P " Pl(k + P)! i
r(zh) = n;)<_ ) P—m)l(k+m—1)™ (z)
[P+1 P!(k N p)!m
m k—1
) mzl(_l) (P—m+Dl(k+m— 1)!Lm ()|, (C9)

trocando o sinal do segundo termo, por causa do (—1)~!, e igualando os somaté-

rios
Py _ _(k?—i-P 1 Pik 4 P! .
2(a”) = _FL )+ Z Gt m Tl @[ (€10
" _mzl(_Dm (P— mpiifkl;(iln; _ 1)!Lfn_1($) + (=)™ (P + 1)![/1;3;11] ‘

Somando e arrumando os termos da equacao acima chega-se a:

Py Ny e PO (=1 (PD]
p(af) =2 =) (1) (s [(k_le]'Lm (z), (C.11)

m=1

provando, assim, que a Eq. (C.1) vale para todo £ € N tal que £ > 1.

Para provar que também vale para £ = 0, o primeiro passo € substituir este
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valor na Eq. (C.I)), isto é:

zF = Z(—l)me)QL (z). (C.12)

— Im! ™
. P —m)im!

Feito isso € s6 seguir os mesmos passos utilizados para provar essa relagdo para

um k qualquer (k& > 1), substituindo a Eq. (C.3), ao invés da Eq. (C.2), que

chegamos a:
wlaf) =2 = Z{)(_nm [(P[(+P1)+_1):;]ﬂb]!m!Lm(x)' (19

Provando, assim, que a Eq. (C.I)) vale para todo k& = 0.

Por fim, com as Eq. (C.T1) e Eq. (C.13)), prova-se que a Eq. (C.I)) vale para
todo £ € N.
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Apéndice D
Calculos do Bell-like com 2 saidas

Neste apéndice serdo apresentados os calculos detalhados que foram realiza-

dos para produzir os resultados apresentados em [9], que também estdo descritos

na Segao[4.3]

D.1 Independéncia de fase ganha no MZIM para
medida de intensidade

Os campos de saida, Eq. (4.19)), ser@o reescritos aqui como:

B{Y(r,1) = el B (r, 1), (D.1)

onde
B = xidjpbnen + gray by + Gag,een + waaibney, (D.2)
B, = Cla%v%)eH + wla/\}hwhev + X2a§{hwheH + ¢2a%/v¢ve\/' (D.3)
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As intensidades de saida, substituindo as equagdes acima na Eq. (4.21)), sao:

L=l diy + o0 P ait,Tait, + |Gl a2 a2 + |wnl? a2y a2, (D.4)

L= |G a alhy + [P ity by + [xal® a2y + o) a2, a2, (D.S)

Como

(0]a2'a2|0) = 0, (D.6)

(O]aﬂagagaﬁcm} =0, paraj=2oul =2, (D.7)

i

o vacuo de A, ndo influenciard nas medidas de intensidade e nem de flutuagdo de

intensidade. Por esse motivo, os termos a? serdo todos desconsiderados daqui por

diante, e as Eq. e Eq. passam a ser:

I =[xl ag{hTa%h + |n)? GGUTCL% (D.8)

L =[G a alyy + o ity il (D.9)

Como todos os termos envolvendo a? serdo desconsiderados, ser4 feita a troca

a} — a; (e também nas fases) para facilitar a notagdo daqui pra frente.
Substituindo os valores de a}', obtidos na Eq. (4.18), nas equagdes acima
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encontra-se:

sen(2p)
2

I = |x? KﬁHh cos? () cos? (a) — aLhaHu

sen(25)
2

2 2 2

cos?(a) — aly,avn COSQ(/B)W +ajpave sen2( ) sen2( a)>
2 2 2

cos? () + fugr, sen?(B) cos?(a) + aTHvavh senz( A) w - ClTHvaVv sen’(B) Sené a)>

+ (—afmam

+ (faLhaHh cos2(8) Senfo‘) +al,am, Sen;w ) Senfo‘) + fyp c0s2(8) sen2(a) — al,, vy 86“2(25 ) senz(a))

+ (o =222 g, sen?(3) ") v S sen @)+ vy sen () sen()) |

+ |g|? KﬁHh sen?(8) sen?(a) + al;, apr, Se“fﬁ ) sen?(a) + al,, avh sen?(8) sen(2) | al,,ave 56“2(26 ) Senéz"‘))
+ (g P sen (@) + iy cos2(9) sen (@) + aly, o " 2B 4y, cos?(5) <))

+ (aTVha,Hh sen2(g) Senf“) val,ame Senfﬁ ) Senfa) + fyh sen?(B) cos?(a) + al, avy 59“2(25 ) cosQ(a)>

sen2(25) w + a]\L/UaHv COS2(B)

sen(2a) sen (28
T( +ap,avh B )

+ (a]\L/UaHh cos? (@) + Ay cos® (B) COSZ(Q))]7

(D.10)

Iy =[¢]? |:(ﬁHh sen?(B) cos? () + aTHhaHU sen2(26) cos?(a) — aTHhth sen?(B) sen(2a) al . a sen(25) sen(2a))

2 THRTVUTT 2

+ (aTHvaHh % cos2(0c) + Mo cosQ(,B) cos? (a) — aLvth w sen;2a) — a}{vavv cos%,@)%)

+ (fa;r/haHh sen?(B) sen2(2a) — aJ{/,LaHU sen2(26) sen2(2a) + Ay, sen?(B) sen?(a) + aJ{/havv sen2(2ﬂ) sen? (a))

+ (*CLLUCLHh sen2(2,8) w — CLI/-UCLH’U cos? (B)w + aLUth% sen?(a) 4 Ay, cos2(8) senz(a))]
#1687 | (R cos? (8) cos(@) — alyaan, 2 sen?(@) + aly avn cos? (3) 2 — a2 220
+ (—GJ;IUGHh sen2(26) sen?(a) + fpy sen?(B) sen?(a) — aTHUth sen2(2,3) 786112(2&) + aLUaVU sen?(B) sen2(2a))

+ (aTVhaHh 0052(5)w - a]\L/haHv sen2(2,8) sen2(2a) + Ay cos?(B) cos? (o) — aTVhaVv sen2(25) cosQ(a))

sen(28) sen(2a) sen(2a) + sen(24)

+ a;r/vaHU sen2(,8)

+ (—aLvaHh —ay,,avh cos?(a) + Ay, sen?(B) cosQ(oz)>:|.

(D.11)

2 2 2

AT
onde n; = a;a;.

Considerando que a intensidade se conserva neste problema, isto é:

Bl .B,+Bl.B,= Al . A, + Al . A, (D.12)
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Isso que equivale a:
I+ I = fugn + gy + Aoy + Ay (D.13)

Substituindo as Eq. (D.10) e Eq. em Eq. (D.13), obtém-se o sistema de

equagoes (organizado de forma conveniente para os cdlculos):

x| cos?(8) cos?(@) + [¢]* sen?(B) sen®(ar) + [¢|* sen?(B) cos?(a) + |w| cos®(8) sen?(a)
(D.14)

[x|? sen®(B) cos*(a) + 9] cos(8) sen®(a) + [¢|? cos?(B) cos? (@) + |w]* sen®(5) sen?(a)
(D.15)

[x|? sen®(B) sen®(a) + [g]” cos () cos®(ar) + [¢|? cos?(B) sen®(ar) + |w|* sen? () cos?(a)
(D.16)

[x|? cos?(8) sen®(a) + [¢]* sen®(5) cos®(ar) + [¢|* sen?(B) sen® () + |w]” cos?(8) cos?(a)
(D.17)

— x[? cos?(a) + |¢|” sen®(a) + |¢|* cos* (@) — |w|? sen®(a) = 0,(D.18)

—|x|? sen?(a) + |¢|” cos®(a) + |¢|* sen®(a) — |w[* cos®(a) = 0,D.19)

—x|* cos*(8) + |¢|* sen(8) — [¢]? sen®(B) + |w|* cos*(B) = 0,(D.20)
— |x|” sen®(8) + [¢* cos*(B) — |¢[* cos®(B) + |w|® sen®(B) = 0,(D.21)

XI?+ o = 1¢)° = Jw]* = 0. (D.22)

123



Resolvendo o sistema acima, encontra-se:
X =16 = [¢] = |w|* = 1. (D.23)
E substituindo nas Eq. (D.§) e Eq. (D.9), obtém-se:

7 1t n 1T

I, = dy), d'yy, + ayy, ay,, (D.24)

7 17 1 11t 1

I = dly, dyy, + ay, ayv, (D.25)
0 que mostra que as fases ganhas ao atravessar o MZIM nao contribuem para as

medidas de intensidade, e, consequentemente, para as medidas de flutuagcao de

intensidade.

D.2 Medidas efetivas

As intensidades Eq. (D.10) e Eq. podem ser reescritas como:

A A

I, = Nki+ (Mg + tvn)l

(aLhaH,, + CLLMHh) + (ai/haw + aLvth)} i

- - -

[— (aLhth + aL;ﬂHh) + <aLvavv + CLI/UCLHv)} T

(aLhaVv + ClLMHh) + (aLvth + aLhaHU } 0;, (D.26)

com

A

N = CLLUCLHh + CLJ{/UCLVU, (D.27)
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ki = ly = cos?(B) cos?(a) + sen?(B) sen?(«v), (D.28)

ky = Iy = cos?() sen(c) + sen?(8) cos?(ar), (D.29)
ks = —l3 = cos(28) cos(2a), (D.30)

ps = 21 = —2p15 = sen(28) cos(2a), (D.31)

15 = 2m1 = — 21 = cos(28) sen(2a), (D.32)

03 = 20, = —20, = sen(283) sen(2a). (D.33)

Como as componentes Hv e V'h dos estados iniciais de interesse ndo estdo
excitadas, € possivel escrever um operador de intensidade efetivo (/.¢) e de inten-
sidade quadrada efetivo ((7?), £), necessdrio para determinar a flutua¢do de inten-

sidade, que obedecem as relacgoes:

~ ~

<Ief> = <I>7 (D34)
((1%)er) = (I%). (D.35)

Para determinar a intensidade efetiva, basta eliminar os termos que ndo con-

tribuem na Eq. (D.26)), o que leva a:
fefi = ]\Afkrz + (aLhaW + aJ{/UaHh> 0;. (D.36)

Ja o caso da intensidade quadrada efetiva ndo € tdo simples. Ndo basta elevar
a0 quadrado a intensidade efetiva ((12).; # (I.;)?). E preciso elevar ao quadrado

a intensidade definida na Eq. (D.26) e, depois de feito isso, eliminar os termos que
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ndo contribuem. Assim a intensidade quadrada efetiva se identifica comoﬂ

([AQ)efi = NQI{Z? + 2 (aLhavU + (JJI/UCLH}L> NklOl

N (20 4 0?) = 2 (v + abam, )

+

2 . 2
(a}{h avy? + 20 gnive, + aI/U aHh2> 0?. (D.37)
Que também pode ser escrito como:

(f2)efi = (Aefi)2 +N (,uf + nf) -2 (a}{havy + aLvaHh> L7 (D.38)

'Para isso é necessério que [N, (a;{havl, + aLvaHh)} = 0, o que de fato é verdade.
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