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Resumo

O trabalho realizado nesta tese tem inicio em uma teoria de calibre euclidiana (Chern-
Simons/Yang-Mills) e termina com uma teoria de gravidade. Os casos em trés e quatro
dimensdes serdao analisados. No primeiro caso, a gravidade emerge de uma teoria de
Chern-Simons, devido a associcdo de um pardmetro de massa disponivel na teoria
(constante de acoplamento) com a constante gravitacional de Newton. Em quatro
dimensdes, a gravidade s6 pode ser induzida quando assumimos um parametro de
massa e o relacionamos as constantes de Newton e cosmoldgica. Nesse interim, também
serao discutidos o envolvimento dos grupos e campos de calibre na construcao da
gravidade efetiva obtida em cada caso. Um teorema proposto por E. Witten associa
cada setor do grupo de calibre com os difeomorfismos e isometrias locais, sem a
necessidade de utilizar a prescricdo de Inoni-Wigner. Ademais, os resultados também
sao generalizados ao caso off-shell. Para isso, vamos explorar a geometria subjacente
aos vinculos obtidos a fim de validar os resultados para o caso off-shell — a consisténcia
destas restricoes com o formalismo de Arnowitt-Deser-Misner é investigada. O resultado
é que, para assegurar esta prescricao no formalismo Arnowitt-Deser-Misner a nivel
off-shell, os difeomorfismos devem ser quebrados a um subgrupo puramente espacial.
Consequentemente, uma gravidade isométrica local surge naturalmente sem fazer uso
da contracao de Inoni-Wigner, mostrando que nossa teoria de gravidade emergente é
consistente quando formulada a partir de uma teoria de calibre, sendo completamente

invariante de difeomorfismos na folheacao tipo-espaco.

Palavras-chave: teorias de calibre, Chern-Simons, Yang-Mills, gravidade, difeomorfis-

mos, folheacdo ADM



Abstract

The work accomplished in this thesis begins with a gauge theory Euclidean (Chern-
Simons/Yang-Mills) and ends with a gravity theory. The cases in three and four
dimensions are analyzed. In the first case, gravity emerges from a Chern-Simons theory
due to association of a mass parameter available in theory (coupling constant) with
a cosmological and Newton's gravitational constant. In four dimensions, gravity can
only be induced when assume a mass parameter and relate it with the Newton's and
cosmological constant. In the meantime will be also discussed the involvement of
gauge group and fields in the construction of the effective gravity obtained in each
case. A theorem proposed by E. Witten associates each sector of the gauge group
with diffeomorphisms and local isometry without the need employing an Inoni-Wigner
prescription. Moreover, the results are also generalized to the off-shell case. For that,
we explore the underlying geometry of the constraints obtained in order to validate the
results to the off-shell case — the consistency of such constraints with the Arnowitt-
Deser-Misner formalism is investigated. The result is that, in order to the prescription
hold in the Arnowitt-Deser-Misner formalism at off-shell level, diffeomorphisms must be
broken to a spatial subgroup. Hence, a local isometric gravity arise naturally without the
use Inéni-Wigner contraction showing that our emerging gravity theory is consistent
when formulated from a gauge theory, being fully diffeomorphisms invariant at spacelike

foliation.

Keywords: gauge theories, Chern-Simons, Yang-Mills, gravity, diffeomorphisms, ADM

foliations
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1 Introducao

Atualmente, sabemos que pelo menos trés das quatro teorias fundamentais da

naturezal

. a eletrodinamica quantica, a cromodinamica quantica e a teoria fraca, sdo
teorias quanticas [?,7,7?,?] bem sucedidas e que se afirmam ainda mais diante de dados
experimentais, como por exemplo, a confirmacdo da existéncia do bdéson de Higgs pelo

Large Hadron Collider (LHC).

Foi o sucesso atribuido ao MP em sustentar estas trés interacdes fundamentais
que despertou na comunidade cientifica a busca pela inclusdo da interacdo gravitacional
como parte deste modelo. Um outro detalhe ndo menos importante esté relacionado aos
problemas da cosmologia moderna, mais especificamente as singularidades no universo
primordial e nos buracos negros, os quais carecem de uma teoria quantica da gravidade,
pois os efeitos quanticos nao podem ser desprezados quando estamos lidando com a
escala de Planck. Atrelado a isso, espera-se que algumas questdes ligadas a origem da
energia e da matéria escura possam ser resolvidas por uma versao quantica da gravidade.
Hoje, pode-se dizer que o problema da quantizacido da interacao gravitacional esta no

podium dos maiores desafios da Fisica.

Ha uma incessante busca por uma teoria quantica da gravidade partindo da
acao de Einstein-Hilbert, mas ainda temos muitos problemas, ja que se procedermos
da mesma maneira que fazemos no caso das outras interacdes, teremos uma teoria
que ndo é renormalizavel, e portanto, ndo pode ser usada para fazer previsoes fisicas
significativas no ambito de uma teoria fundamental. O terreno da gravidade quantica,
embora amplo e diversificado, ainda n3o foi totalmente explorado. S3o as teorias do
tipo Loop Quantum Gravity [?,7,7?], Higher Derivatives Quantum Gravity [?,7?], String
Theory, [?,7,?,?] e Emergent Gravities [?,?] que mostram-se propicias para aplainar
esse vasto territério, apesar das dificuldades em suas respectivas construcdes e na

elaboracdo de experimentos que as comprovem.

E importante dizer que as trés interacGes mencionadas sao teorias quantizaveis

pelo fato de serem do tipo calibre, e foi neste sentido que os trabalhos de R. Utiyama, T.

1 O casamento destas trés interacdes d origem ao chamado Modelo Padrdo (MP).
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Kibble e D. Sciama, respectivamente [?,7?,?], também buscaram desvelar a gravidade

como uma teoria deste tipo. Adiante, neste mesmo intuito, afloraram outros trabalhos:
[7,2,2,2,2,2,7].

Nesta tese nds vamos apresentar os aspectos classicos de uma teoria de gravidade

induzida. Dividimos este trabalho da seguinte forma:

No Capitulo 2, serdo abordados os fundamentos basicos sobre as teorias de
calibre, como por exemplo, as transformacdes de calibre, a construcdo das acGes de
Yang-Mills e Chern-Simons a partir dos campos fundamentais e seus aspectos algébricos

e geométricos, com intuito de preparar o caminho para os capitulos posteriores.

Dando continuidade no Capitulo 3, vamos construir uma teoria de gravidade por
meio de uma teoria de calibre usando dois ingredientes bésicos: a vielbein? e a conexdo
de spin. Veremos que todas as informacdes sobre a geometria do espaco-tempo esta
codificada nestes dois campos, e a partir deles se originam todos os outros objetos
geométricos, como por exemplo a curvatura e a torcao. Teorias de gravidade que
adotam estes campos em seu alicerce sdo conhecidas como Formalismo de Primeira
Ordem da Gravidade.

De fato, é no Capitulo 4 que surgem as novidades. Inicialmente, assumimos
a acdo de Chern-Simons sob uma variedade em trés dimensdes euclidianas, a fim de
mostrar que é possivel induzir uma teoria de Einstein-Hilbert [?,7?] e Einstein-Hilbert
acrescida do termo de constante cosmolégica, quando se escolhe os grupos de Poincaré
e de Sitter, respectivamente, como grupos de calibre da teoria. Além disso, a teoria de
gravidade s6 emergirad quando lancarmos mao das propriedades topolégicas da acao de
Chern-Simons, e também associarmos os campos de calibre da teoria inicial com objetos
geométricos. Nesta construcdo a constante de Newton e a constante cosmoldgica serao
identificadas com o parametro de acoplamento disponibilizado pela teoria. A partir dai
o trabalho toma um outro rumo, pois, ndo deformaremos o grupo original ao grupo de
Poincaré — este é o ponto onde destoamos das propostas que fazem uso da contracio
de Indni-Wigner [?,7?,7,7,?]. Utilizaremos alguns aspectos matematicos para mostrar
que o grupo de difeomorfismos estd contido no grupo de calibre, desde que sejam

feitas previamente algumas escolhas [?]. Assim, as isometrias locais serdo associadas

2 Para o caso 4-dimensional e 3-dimensional é tratada como vierbein e dreibein, respectivamente.
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a um setor do grupo de calibre, de modo que uma gravidade isométrica local surja
naturalmente. Consequentemente, devido ao fato de termos escolhido uma abordagem
que n3o faz uso das equacdes de movimento, diferentemente do que foi mostrado por E.
Witten em [?], surge a necessidade de compreendermos a geometria que esta por tras
de algumas relacées. Como sabemos que a descricdo feita por Arnowitt-Deser-Misner
(ADM) folheia o espaco-tempo [?,7,7,7,7,?,?] e preserva os difeomorfismos nas folhas,
vamos discutir os aspectos geométricos do parametro difeomorfo neste contexto para
que nossa teoria de gravidade induzida seja localmente isométrica. Obviamente que
isso contempla o fato da teoria de gravidade ser construida a partir de uma acdo de
Yang-Mills sem que o grupo de calibre seja reduzido ao de Poincaré via contracdo de

Inoni-Wigner.

No Capitulo 5 mostraremos uma acdo de gravidade induzida tomando como
base a acdo de Yang-Mills para o grupo SO(5), em um espaco-tempo euclidiano
quadridimensional. A escolha de uma teoria ndo-abeliana também n3o foi por mero
acaso, ja que a teoria de Yang-Mills pura é invariante por transformacdes de Poincaré,
renormalizavel por contagem de poténcias e invariante de calibre, além de ser uma
teoria local e que conserva a probabilidade. Como estamos sob uma acdo de Yang-Mills
pura, os campos de calibre nao podem ser interpretados como objetos geométricos, e
dai surge a necessidade de incluirmos uma escala de massa que nos permitird associar o
parametro de massa com as constantes cosmolégica e de Newton, emergindo assim uma
acao de gravidade efetiva. Ademais, uma redefinicdo no termo de constante cosmoldgica
sera aplicada para possivelmente compensar o alto valor previsto pela teoria quantica
de campos. Pelo fato de termos escolhido trabalhar de modo off-shell, a descricdo de
uma gravidade isométrica local também dependera de classificarmos o parametro de
difeomorfismos sob a geometria da folheacdo ADM, mostrando entdo que a teoria de
gravidade apresentada é formulada a partir dos campos de Yang-Mills sem a necessidade

de quebra da simetria de calibre pelo teorema de Inéni-Wigner [?].

O Capitulo 6 esta incumbido de tratar sobre alguns detalhes matematicos
relativos a geometria das teorias de Yang-Mills, aspectos formais do mapeamento entre
teorias de calibre e teorias de gravidade e algumas questdes sobre a cohomologia da

teoria de Chern-Simons e Yang-Mills.

Finalmente, o Capitulo 7 resumira os resultados obtidos, além de apresentar
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nossas perspectivas sobre o que pretendemos fazer futuramente.
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2 Teoria de Yang-Mills

De antemado, é importante notificar que nosso intuito principal neste trabalho é
mostrar como uma teoria de gravidade pode emergir naturalmente de uma teoria de
Yang-Mills pura. Por esse motivo, no presente capitulo apresentaremos os principais
fundamentos das teorias de calibre nao-abelianas, tais como o Principio de Calibre, a
algebra de Lie, o campo de calibre (ou conex3o), as transformacdes associadas ao grupo
a serem empregadas, a 2-forma intensidade de campo e a acdo de Yang-Mills, onde toda
essa estrutura, a priori, estd acomodada sob uma variedade M"™. Obviamente que, para

maiores detalhes, deixamos ao leitor as seguintes sugestdes de literaturas [?,7,7,7,7].

2.1 Principio de calibre

Simetrias sdo (teis, ndo somente na construcao de acdes classicas, elas revelam-
se capazes de poder assegurar a viabilidade de uma teoria quantica construida a
partir de uma determinada acdo classica. Simetrias do espaco-tempo sdo consideradas
simetrias externas e estdo relacionadas a invariancia por transformacdes sob o grupo de
difeomorfismos. No caso das simetrias de calibre [?,?], as transformagdes ocorrem no
ambito do espaco interno dos campos. Matematicamente isso significa que um grupo
age sobre um conjunto de campos que carregam uma representacdo especifica desse

grupo, sem afetar as coordenadas do espaco-tempo.

No contexto das interacdes fundamentais, em particular, as simetrias de calibre
possuem um papel de destaque, ja que elas sdo o guia para dissecar trés das quatro forcas
na natureza (fraca, forte e eletromagnética) — todas estas bem sucedidas teorias estdo
no escopo de Yang-Mills. Posto isso, vemos que este tipo de simetria pode ser um bom
laboratério para construir Fisicas renormalizaveis, onde a elaboracdo de lagrangianas
que tornam a acao localmente invariante de calibre estd baseada no chamado Principio
de Calibre, o qual afirma o seguinte: toda quantidade fisica (observaveis), bem como as
acoes devem ser invariantes por transformacdes de calibre. E foi a partir dai que veio a

tona a seguinte questdo: devido ao fato da maioria das interacoes serem de calibre, por
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que nao buscar incluir a gravitacional neste mesmo patamar, ou seja, construir uma
teoria quantica para a gravidade que seja renormalizavel? Esse é, sem ddvida, um dos

maiores problemas da Fisica Moderna.

2.2 Algebra e campo de calibre

Considere um conjunto de geradores, (Q¢, representados por matrizes anti-
hermitianas (Q* = —Q°') e associados a um grupo de Lie compacto, semi-simples, G,
tal que obedece a seguinte relacdo

Q% Q" = f*.Q°, (2.1)
com {a,b,c} € {1,2,...,dim G}. Lembrando que a normalizacdo dos geradores é do
tipo [?,7]

1

~ cab
S0 (2.2)

T (Q"Q") = -

Para reforcar, um grupo de Lie é dito semi-simples [?,?] quando sua &lgebra

de Lie, g, o é. De maneira formal isso equivale dizer que g satisfaz ao critério de
Cartan [?], ou seja, possui uma forma de Cartan-Killing (invariantes do grupo) n3o-
degenerada. Grupos deste tipo sdo escolhidos pois esses invariantes podem ser usados
para definir termos cinéticos nos campos de calibre. Como exemplo temos os grupos

O(n),SO(m,n), SL(n,R), SU(n) [?,2,7].

Além disso, um grupo de Lie possui a estrutura de uma variedade suave, logo,
o fato dele ser compacto esta atrelado a variedade ser compacta, i.e., quando ela pode
ser coberta por um nimero finito de coordenatizacGes. Essa caracteristica dos grupos
de Lie também diz respeito a um ndmero finito de pardametros que variam em um
intervalo fechado e limitado. Outrossim, a principal importancia da compacidade é que

ela nos permite obter propriedades globais a partir de propriedades locais. S3o exemplos
de grupos compactos: O(n), SO(n), U(n) SU(n) [?,7,7].

As constantes de estrutura do grupo, fabc, s3o totalmente antissimétricas em
seus indices. Se f® =0, V a,b,c, dizemos que o grupo é abeliano. Além disso, os
geradores de (2.1) satisfazem a identidade de Jacobi, o que automaticamente produz a

seguinte relacdo
fabdfdce + bedfdae + fcadfdbe == O . (23)
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Agora, vamos introduzir os campos, ® (vetores no espaco do grupo), que se

transformam na representacdo fundamental de G como

O(z) = '(z) =UDP(z) (2.4)
onde
o,
b = : , (2.5)
Oy

U = e é um elemento unitario de G e ¢ = ¢*(Q, sdo parAmetros locais que dependem

das coordenadas do espaco-tempo.

O problema com esta construcdo é que a derivada do campo n3o é covariante

sob a transformacio?
dd = (dU)P +UdD . (2.6)

Observe a quebra da covaridncia no primeiro termo de (2.6). Para resolvermos esse
impasse, introduzimos um novo operador, V, covariante sobre o grupo de calibre [?],

conhecido como derivada covariante,
V=d+Y. (2.7)

Ademais, também lancamos m3o do campo de calibre?, Y, que assume g-valores em
um aberto [?,?] U; C M". Com isso, Y pode ser expandido no conjunto de geradores

{Q°} de g através da seguinte relacdo
Y = QY% da" (2.8)

Por fim, o teorema abaixo mostra que este campo pode ser usado para construir uma

1-forma® de conex3o sobre o fibrado* principal P(G,M").

Teorema 1. Dado uma 1-forma 'Y com g-valores em um aberto U e uma secdo local

o:U — 7 Y(U), entdo existe uma 1-forma de conexdo w tal que Y = o*w.

O operador d = 9,,dz* é chamado derivada exterior [?,7].
Sempre que possivel omitiremos qualquer dependéncia espaco-temporal.
Uma 6tima leitura sobre formas diferenciais pode ser encontrada em [?,7,2,7

1
2
3
*  Lembrando que G é o grupo de estrutura e M" o espaco base [?,?,7,7,7].
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A definicao da projecao 7, da secdo local o e do retrocesso o*, bem como
a demonstracdo do teorema, podem ser encontradas em [?,?]. Assim, localmente, a

especificacao do campo de calibre é equivalente a de uma conexdo.

Doravante, retomaremos o quesito sobre da quebra de covariancia para mostrar
que a derivada covariante do campo ® ¢, de fato, covariante mediante a transformacao
(2.4), logo,

(V®) = do' +Y'd
= UdD + (dU)D +Y'UD
= UV, (2.9)

visto que dlf é cancelado através da transformacao

Y =UY +dU . (2.10)

Pensando nos capitulos vindouros, é interessante relembrar como funciona a
atuacdo do operador (2.7), e.g., em uma 1-forma ¥ = Q, ¥, dz* com g-valores. Daf

entao

V(Qaqfaudxu) = d(Qa\I’audxH) + {Yiqlbz/(dxﬂ (039 dq;”) - \IJbVY‘L(d:L'V ® dl’“)}[@a, Qb]

Y AW

= d(QaV, dx") + f,, QY N T, (2.11)

onde A é o produto exterior® e ® denota o produto tensorial. De maneira compacta
VU = dU® + f, VP AT (2.12)

ou ainda®
VU =dU +Y AU, (2.13)

Cabe ressaltar que a derivada exterior é uma mapa do tipo d : ¥ — QP! ou seja,
leva uma p-forma em (p + 1)-forma, onde o conjunto de todas as p-formas compdem o
espaco vetorial (). Pelo fato de Y ser uma 1-forma, o produto exterior serda um mapa

exatamente igual a d, logo, A: 7 — QP! como era de se esperar.

5
6

Sua extensdo entre p-formas e g-formas é imediata e pode ser encontrada em [?,7?,7].
Daqui em diante o produto exterior serd exprimido sem o simbolo A.
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Agora sera conveniente tomarmos uma transformacao infinitesimal do elemento
unitario de G para ¢ < 1, entdo,

U1+ ¢+ O(¢) + ... (2.14)
e consequentemente em primeira aproximacdo (2.10) torna-se

Y -V =6Y =V¢. (2.15)

Essencialmente, as transformacdes de calibre sao aquelas cujos pardametros com
valores na algebra de Lie do grupo dependem de maneira arbitraria dos pontos do
espaco-tempo, i.e., » = ¢(x). A 1-forma Y é um campo que carrega informacdes sobre
a simetria interna do sistema, obedecendo a este tipo de transformacao, e por isso, é

conhecida como campo de calibre.

Pensando de um modo mais formal isto é equivalente a considerar o espaco de
todas as conexdes de calibre, ), e de todos os elementos do grupo, G = {U/} de forma

a construir o fibrado principal P.

Para complementar, é importante considerar que a simetria de calibre apresenta
algumas semelhancas com a simetria de difeomorfismos, a saber: ambas sio locais
e possuem parametros que sao funcdes do espaco-tempo e o operador de derivada
covariante num espacgo-curvo muito se assemelha ao operador (2.7) das teorias de Yang-
Mills, com a ressalva do primeiro se transformar covariantemente sob difeomorfismos, e o
segundo sob transformacdes de calibre (como visto em (2.9)). Entretanto, o argumento
dos campos sdo alterados quando transformados por difeomorfismos, o que ndo ocorre
nas transformacoes de calibre, onde somente os campos sao afetados. Traduzindo para
a teoria de fibrados: essa acdo do grupo de difeomorfismos ndo provoca movimento das
fibras, e deste modo os simbolos de Christoffel ndo podem ser definidos como conexdes.
A despeito disso ndo podemos, sob esta avaliacdo superficial, dizer que a gravidade

também é uma teoria de calibre (pelo menos em principio).

Posteriormente sera discutido que os difeomorfismos podem estar contidos na
simetria de calibre, uma vez que escolhemos as teorias topoldgicas em trés dimensoes
[?,7?]. Ademais, iremos mais a fundo e generalizaremos este resultado para as teorias

de Yang-Mills em quatro dimensdes.
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2.3 Acao de Yang-Mills pura

Agora, vamos definir

iy = V(V)y
= (d+Y)(d+Y)
= d*Y+dYY) +Ydy + YY)
= dY +YY)y, (2.16)

onde ) é uma p-forma com g-valores. Além disso, foram consideradas a nilpoténcia do
operador d e a operac3o de derivada exterior de um produto [?]. Observe que a partir
daf

F=dY +YY, (2.17)

também conhecida como a 2-forma de curvatura de Yang-Mills (ou intensidade do
campo de calibre) definida sobre o aberto U da variedade. Visto que F' contém termos
de derivada e de auto-interacdo, logo, descreve a dindmica do campo de calibre e indica

a presenca de energia’.

Devido ao fato de V ser covariante, por construcao, entdo F', também o é
F—UFU™. (2.18)

De posse dessas informacdes e uma vez estabelecido um grupo de simetria de calibre,

podemos construir uma acao invariante de calibre tal, que satisfaca alguns critérios:

(i) seja composta pelos campos e por duas derivadas desses campos em cada ponto

do espaco-tempo, isso implica na localidade da acdo;
(i) renormalizavel por contagem de poténcias;

(iii) invariante por transformacdes de Poincaré de coordenadas;

7 Em unidades naturais tanto o campo Y quanto d, possuem dimensdo de massa, assim, naturalmente

F possui dimensdo de E2.
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(iv) produza equacdes de movimento contendo no méximo derivadas de segunda or-
dem em Y, pois derivadas mais altas colocaria em xeque a unitariedade da matriz

S, produzindo assim graus de liberdade n3o-fisicos (estados com norma negativa);

(v) seja real de maneira que conserve a probabilidade.

Assim, o invariante mais simples atendendo as exigéncias é dado por,

Tr(UFU'UFU™Y) = Te(FF) . (2.19)

E a acdo de Yang-Mills pura pode ser escrita como

Sya = —;/Tr(F*F)
_ 1/(F“*Fa), (2.20)

2K2

onde o traco foi tomado com relaciao ao grupo e x é o parametro de acoplamento

2.4 Aspectos da quantizacao

Quando quantizamos uma teoria do tipo Yang-Mills via formalismo integral de
caminho [?,7?,7?], estamos somando sobre diversas configuracbes de Y, e isso, de fato,
ja inclui aquelas configuracGes que sao equivalentes. A partir dai é notério que estamos
induzindo uma forma de mdltiplas contagens, cuja origem esta nas infinitas configuracdes
de campo ligadas por uma transformacao de calibre. Matematicamente, essa condicao
é correspondente a definir uma sec3o sob o fibrado principal e as transformacdes de

calibre s3o exatamente translacdes ao longo das fibras [?,7,7,7].

Uma maneira de evitar essas redundancias é introduzir um vinculo na integral de
caminho através da fixacdo do calibre — o chamado método de Faddeev-Popov [?,7,7].
Esse método extrai as divergéncias outrora presentes na integral de trajetéria, contudo,
ganhamos um sistema de campos fantasmas. Esses, por sua vez, nao sdo observaveis
fisicos, ja que aparecem apenas em lacos fechados e assim n3do comprometem a

causalidade da teoria. Além disso, os fantasmas de Faddeev-Popov sdo os responsaveis
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pela preservacdo da unitariedade da matriz S garantindo assim que a teoria quantica

tenha sua interpretacao probabilistica.

O método de Faddeev-Popov usado na quantizacdo das teorias de Yang-Mills é
uma boa ferramenta para um tratamento no setor perturbativo. Entretanto, isso ndo
deixa o regime n3o-perturbativo (setor infravermelho)® isento de alguns problemas,
ja que neste regime sdo verificados alguns resquicios de uma simetria residual — as

chamadas ambiguidades (ou cépias) de Gribov [?].

Para solucionar o imbroglio das cépias, Gribov restringiu uma regido na integral
de caminho (regido de Gribov) usando o calibre de Landau. Isso equivale a descrever
uma acao de Yang-Mills neste calibre, tal que a regido de integracdo na integral de

caminho coincida com a regido de Gribov, o que de fato, elimina muitas das cépias.

Porém, descobriu-se posteriormente que a prépria regido de Gribov no calibre
de Landau possui cépias em seu interior. Uma leitura mais detalhada sobre esse aspecto
pode ser encontrada em [?,7?]. Para complementar, deve ficar claro que independente do
calibre escolhido, a estrutura geométrica das teorias de Yang-Mills diz que ndo se pode

1'% 0 que impossibilita

definir qualquer secdo global sobre um fibrado principal ndo trivia
a quantizacdo dessa teoria sem que n3o reste cépias de Gribov. Os detalhes técnicos

podem ser verificados em [?].

2.5 Acao de Chern-Simons

Nesta secdo vamos nos enderecar a uma pequena introducdo sobre as formas
de Chern-Simons com o intuito de fornecer ao leitor um notavel embasamento para o
momento em que serd exposto o mapeamento entre a acao de Chern-Simons e a acdo
de Einstein-Hilbert.

8

Onde sao descritos fendmenos fisicos tais como a geracdo dindmica de massa e o confinamento de
quarks e glions [?,7].

Um detalhe n3o menos importante, mas que ainda n3o foi mencionado, diz respeito a liberdade
assintética do modelo [?,?]. Quando é feita a renormalizagdo da constante de acoplamento,
observa-se que a mesma diminui na regido de altas energias — isso sinaliza que quarks e gltions
estdo praticamente livres. Neste setor, a teoria é bem sucedida. J4 com a diminuicao na energia,
temos um crescimento no pardmetro de acoplamento que é da ordem do inverso da funcdo
logaritmo, o que compromete drasticamente o tratamento nesta regido.

10 Se o fibrado for trivial é possivel definir secdes globais.
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Definicdo 1. Seja Poy(F) um invariante polinomial [?] que, pelo lema de Poincaré',

pode ser localmente escrito como uma forma exata do tipo
Pok(F) = dCox 1 (Y, F) (2.21)

onde Cor—1 (Y, F) é conhecido como (2k — 1)-forma de Chern-Simons, Y o campo de
calibre e F = dY +YY é a 2-forma de curvatura de Yang-Mills, ambos definidos

respectivamente nas Secées 2.2 e 2.3.
Definicdo 2. Py (F) = P(F*) = Tr(FF).
Assim, podemos usar as definicGes acima para mostrar que
Tr(F?) = Tr(dYdY +2YYdY +YYYY), (2.22)
todavia, o Gltimo termo é nulo, pois Tr(Y*) = Tr(Y3Y) = —Tr(YY?), entdo’?
Tr(F?) = Tr(dYdY +2YYdY), (2.23)
e consequentemente dCs = Tr(dYdY +2YYdY), logo,
C3 =YdY + §YYY : (2.24)
Dai, a acdo de Chern-Simons é dada pela integracdo de Cj, i.e.,
Ses = /Cg — Tr/ (YdY + gyyy) . (2.25)

Para uma revisao completa sobre teoria de Chern-Simons recomendamos fortemente
[7,2,2,2,7].

11
12

Qualquer forma fechada ¢ pode ser localmente expressa como uma forma exata ¢ = dw.
Aqui foi usado a propriedade ciclica do traco e a permutacdo de formas de grau impar.
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3 Gravidade no formalismo de primeira

ordem

O grande éxito logrado pelas teorias de calibre pode ser atribuido a sua bem
sucedida intencdo em explicar pelo menos trés, das quatro, interacdes fundamentais da
natureza. Em particular, a simetria de calibre é a chave para provar a renormalizabilidade
das teorias quéanticas de campos que descrevem corretamente trés (forte, fraca e
eletromagnética) das quatro interacdes conhecidas, restando apenas a teimosa interacdo
gravitacional. Neste sentido, somos levados a buscar uma descricao da gravidade por
meio de uma teoria de calibre, ja que a Gltima mostra-se bem receptiva para acomoda-la

em sua estrutura.

A partir de agora veremos, ao longo deste capitulo, que o formalismo de primeira
ordem é bem adequado para relacionar a gravidade com uma teoria de calibre [?,7].
Para isso, sera introduzida a estrutura geométrica do formalismo que abrange conceitos
como mapeamentos, vielbein, conexao de spin, transporte paralelo, fibrados, curvatura

e torcao.

3.1 Principio de equivaléncia

Um dos postulados de Einstein para descrever a Teoria da Relatividade Geral é
o Principio de Equivaléncia [?,?], que em sua versdo mais tradicional (forma forte) é
proferido da seguinte maneira: localmente n3o existem quaisquer experimentos capazes
de diferenciar os efeitos produzidos por um referencial acelerado uniformemente e um
campo gravitacional uniforme, i.e., em uma regido do espaco-tempo onde os efeitos
gravitacionais (curvatura) sdo pequenos, podemos aproxima-lo a um espaco-tempo de
Minkowski, onde s3o validas as leis determinadas pela Relatividade Restrita. Obviamente,
é importante mencionar que a forma fraca deste principio dita a equivaléncia entre as
massas inerciais e gravitacionais, ou seja, localmente, qualquer particula estara sujeita

a acao do mesmo campo gravitacional.
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Pensando de um modo mais formal, vamos classificar o espaco-tempo como uma
variedade suave n-dimensional, M™ [?,7,7], tal que em cada ponto € M" pode ser
definido um espaco tangente plano, T,,(M™), dotado de uma assinatura local lorentziana
ou euclidiana, por exemplo. Quanto mais préximo da vizinhanca deste ponto for feita
determinada analise, mais evidente se torna o Principio de equivaléncia, obviamente
que tudo isso depende do nivel de precisdo dessas medidas, assim, T, (M"™) pode ser
uma boa aproximacio da variedade em alguma vizinhanca aberta® de z, ou seja, existe

um homeomorfismo? que conecta estes espacos e mantém suas estruturas topoldgicas.

3.2 A vielbein

Localmente M" é homeomorfo a T,(M"), e isso quer dizer que, ao redor de
qualquer elemento x de M" existe uma vizinhanca aberta V; e um homeomorfismo de
Vi numa vizinhanca aberta de 7, (M™). Assim, este homeomorfismo pode ser usado
para relacionar tensores de M™ com tensores de T),(M™) através de uma transformacio
de coordenadas entre as vizinhancas abertas do espaco tangente e da variedade; a saber

“ Oz
€ H(x) = O’ (3.1)

onde os z* s3o as coordenadas em M" e x* as coordenadas de T, (M") (além disso,
a={1,...,n}; p=A{1,..,n}).
E razoavel considerarmos pontos infinitesimalmente préoximos na variedade: se

dois pontos na variedade possuem uma distancia dx* entre eles, a distancia entre seus

respectivos mapeamentos no espaco tangente sera
dz® = e (z)dx" . (3.2)

A esse conjunto de e () que define um referencial ortonormal na variedade, chamamos

de vielbein. Pela definicdo (3.1), este objeto se transforma como um vetor covariante sob

1 Seja X um espaco topolégico. Chamamos V' C X de vizinhanca de um ponto = se V contém

algum conjunto aberto que, por sua vez, contenha x. Se, além disso, o préprio V' for um conjunto
aberto, ele serd chamado de vizinhanca aberta.

Sejam X e Y espacos topolégicos. Um mapa f: X — Y é chamado homeomorfismo se ele é
bijetivo (1 — 1 e sobrejetivo) e além disso é continuo e sua inversa existe e é continua.
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difeomorfismos® em M"; mediante o grupo de Lorentz em T,.(M™), ele se transforma

como um vetor contravariante.

Seja agora T#1#~(x) um tensor em M". Seu representante em 7, (M") é dado
por
Toon () = e, (2) - €%, ()T () (33)

p1

Observe que a vielbein projeta os indices do espaco-tempo em indices do espaco

tangente e vice-versa através de sua inversa e/ ().

Agora, vamos utilizar as caracteristicas de T, (M™) para reproduzir a métrica

na variedade. No espaco tangente, o elemento de arco é dado por

2 a b
— Tlab ’ :
ds™™ = ngdx®dx (3.4)

onde 7y, = diag(—,+,- -+ ,+) possui assinatura minkowskiana*. Assumindo a invari-

ancia do comprimento de arco, ds? = ds”
9 () datdx” = napda’*da’ (3.5)
e usando (3.2), chegamos em

(%) = Nave” ()€’ () - (3.6)

Ainda, cabe ressaltar que por ser um homeomorfismo bijetivo, a vielbein possui inversa,
de modo que também pode ser obtida pela invariancia do elemento de arco, assim, a

vielbein e sua inversa satisfazem a seguinte relacao

e’y (x)efy(z) = 0%,
e’ (r)e” (z) = o, . (3.7)
Da equacdo (3.6) podemos interpretar, a grosso modo, que a vielbein é uma
espécie de raiz quadrada da métrica. A partir dai nota-se que e“u(a:) é quem carrega

todas informacBes métricas do espaco-tempo (¢ um campo mais fundamental que a

Quando f e f~! sdo bijetivos e continuamente diferenciaveis.

De um modo geral nada impede de T, M"™ ter uma assinatura euclidiana, todavia, como estamos
falando de Principio de Equivaléncia, é mais conveniente utilizarmos a métrica de Minkowski, para
nao precisarmos lancar mao das rotacoes de Wick.

4
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métrica neste formalismo), pois esta dltima é dada pela composicdo das vielbeins; ja
o contrario n3o é verdade, visto que existe uma infinidade de maneiras de definir as
vielbeins de forma a descreverem a mesma métrica. Em particular, rotacdes na base do
espago tangente geram coeficientes e (z) diferentes, pois sob uma transformacdo de

Lorentz ela se comporta como
e (z) = A“bebu(x) , (3.8)

porém, relacionados a mesma métrica na variedade, ou seja, g, € invariante por trans-
formacdes locais de Lorentz. Para entender melhor, observe o esquema representando a

quantidade de componentes independentes em cada uma das matrizes.

dim(eau) I dlm(g,uu) D dim(Aab)
9 n(n+1) + n(n—1)

n® = 5

Dai é facil ver que a vielbein carrega mais informagdo que a métrica. Os n(n — 1)/2
componentes que estdo sobrando, s3o exatamente o nimero de rotacdes no espaco
tangente ndo contabilizados por g,, (como foi dito, a métrica é um invariante de

Lorentz).

E importante mencionar que através do uso das formas diferenciais [?,?,7], a
vielbein pode ser representada em TF(M™) (espaco cotangente - dual a T;,(M")), por

uma 1-forma, e® = e (z)dz*, cuja prescricdo seré adotada daqui em diante.

3.3 A conexao de spin

Devido ao fato do espaco euclidiano (R™) ser um espaco afim, é possivel comparar
vetores, de modo natural, em pontos distintos. Para ver isso, vamos considerar um
caminho fechado C, tal que C' = C; + (5. O transporte paralelo de um vetor V', de um
ponto p € C até outro ponto ¢ € C, por meio de C; e (5, deixa o vetor V' inalterado.

A diferenca fundamental entre os espacos planos e curvos é que, em um espaco

curvo, o resultado de um vetor transportado paralelamente de um ponto a outro
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dependerad do caminho percorrido entre esses pontos. Para ver isso de modo mais
ilustrativo, sejam s; e s, as geodésicas de uma esfera S. Um vetor V transportado
paralelamente de T),(M") sobre s;, ndo ird coincidir com ele mesmo quando transportado
pelo caminho sy a seu vizinho T,,(M™). Veremos a seguir que, para definirmos o
transporte paralelo numa variedade mais geral, serd necessario introduzir uma conexao,

a fim de que a estrutura diferencial permaneca invariante por transformacdes de Lorentz.

Vimos anteriormente que cada 7, (M") possui assinatura lorentziana, i.e., ha
presenca de transformacdes de Lorentz locais, logo, o grupo SO(1,n — 1) age in-
dependentemente em cada espaco tangente (as matrizes de transformagdo sdo do
tipo A = A(x)). Além disso, queremos definir a derivada de um tensor W no espaco
tangente, de forma que ela carregue as mesmas caracteristicas tensoriais de . Assim,
devemos inserir um termo (a conexdo de spin®, w®,(x)) para compensar o fato de que
cada espaco tangente associado a pontos diferentes sao espacos vetoriais independentes.
Ja no escopo da teoria de fibrados temos que, a unido de todos os espacos tangentes
em cada ponto da variedade define um fibrado tangente, o qual contém o grupo de
Lorentz como grupo de estrutura, entdao, como as matrizes desse grupo dependem do
ponto x, a Unica maneira de conectar duas fibras (por exemplo) é através da conexdo

de spin.

Agora, considere um campo \*(z) que se transforma como um vetor sob
SO(1,n — 1). Transportando-o paralelamente entre os pontos infinitesimalmente proxi-

mos x e x + dz, temos
N(z) = A(x + dz) + dat'w®y, (2) A (2) = A(x) + da* D\ () | (3.9)

onde
DA\ (z)da" = DA (x) = d\* + w3 A", (3.10)

é a derivada covariante que também se transforma como um vetor perante o grupo de
Lorentz — note que ela mede a mudanca no campo vetorial transportado paralelamente.
Consequentemente, ndo é dificil enxergar que todas a propriedades afins do espaco-
tempo estdo embutidas na conexao de spin, ou seja, € nela que encontramos as nocoes

de paralelismo.

> No espaco cotangente w®, = wabu(m)d:c” é uma 1-forma, cuja notacdo serad adotada daqui em

diante.
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Sob a acdo de SO(1,n — 1), os dois campos fundamentais se comportam de
maneira diferente; a vielbein se transforma como um vetor e ndo como uma conexao. Em
teorias de calibre, os campos vetoriais desempenham o papel de matéria, ja a conexao
é aquela que contém as interacoes. Além disso, sabemos que toda forma de matéria é
composta por férmions, entdo, se desejamos unificar gravidade e matéria, nada mais
justo do que acoplar a geometria do espaco-tempo com os campos fermidnicos — esse

é o papel da conexao de spin.

3.4 A estrutura do formalismo

3.4.1 Tensores invariantes

Dois objetos sdo do tipo invariantes sob o grupo SO(1,n—1), a saber: a métrica
de Minkowski 7,, e o pseudo-tensor de Levi-Civita €,,...,, . Por serem invariantes sob
o grupo de Lorentz, consequentemente devem ser constantes em M", e dai podemos

concluir que,

dney = degy.q,, =0 . (3.11)
Além disso,
Dnap = Deégy.,, =0, (3.12)
o que resulta em
wWlea + Wy = 0,
€y azrsan @y €arbaan ey F oo T Caran e = 0, (3.13)

e consequentemente pela primeira relacdo de (3.13)
wh = -’ (3.14)

que também pode ser verificada a partir da algebra de SO(1,n — 1). Isto impde
que apenas existirdo componentes antissimétricas na conexdo de spin, o que reduz
consideravelmente a quantidade de componentes do tensor, que passa a ter n?(n—1)/2
componentes.

A partir de agora, vamos mostrar o quao menos laborioso sera trabalhar geome-

tricamente com®

6

e’ e w, suas derivadas e produtos exteriores.

Daqui em diante por questdes de simplicidade, e* = e*(z) e w% = w® ().
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3.4.2 Curvatura

Dado uma 2-superficie com curvatura gaussiana [?] n3o nula, temos que o
transporte paralelo de um vetor ao longo de um caminho fechado n3o leva o vetor nele
mesmo. A partir desta propriedade, generaliza-se o conceito de curvatura de superficies

para as variedades n-dimensionais, cujo detalhamento técnico pode ser visto em [?,7,7].

Conforme discutido na Secdo 3.3, o vetor transportado paralelamente sobre
o caminho fechado n3o coincidird com ele mesmo quando transportado pelo outro
caminho. Essa diferenca que ha entre os vetores é exatamente a medida da curvatura

da superficie ou da variedade.

Na equacdo (3.9) é mostrado como a derivada covariante contém as informacdes
de mudanca do campo através do transporte paralelo. Entretanto, também sabemos
que a curvatura mede a diferenca entre os campos transportados paralelamente, logo,
nada mais justo do que atuarmos duas vezes consecutivas a derivada covariante sobre

um campo ¢%,
D(D¢%) = D(d¢® + w,¢") = D¢ = R%,6" (3.15)

onde,
Rab — dwab ‘I‘ wacwcb B (316)

o que ndo é dificil ver a similaridade com a curvatura de Yang-Mills dada por (2.17), s6

que agora, R%, esta definida sobre P(G,M"), i.e., F' é um representante local de R.

A expressdo (3.16) representa a 2-forma de curvatura, que também pode ser

escrita como

1
RY = §R“ dz"dx"”

buv

1 a C v
= §R bed€ uedyda:“dx . (3.17)

Um relacao igualmente importante envolvendo o tensor de Riemann, e que serd utilizada

posteriormente, pode ser derivada imediatamente de (3.17), logo

1
Rab = 7eaa66bRa

5 dxtdx” . (3.18)

Buv
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3.4.3 Torcao

A fim de n3o tornar a leitura um tanto enfadonha, omitiremos detalhes muito

técnicos sobre a tor¢do, para isso recomendo [?,7?,7].

Geometricamente também n3o é complicado entender o conceito de torcdo.
Se transportarmos paralelamente dois vetores ao longo de dois caminhos diferentes
no espaco tangente, a torc3o serd proporcional ao nao-fechamento do paralelogramo

formado pelo deslocamento destes vetores.

Sendo assim, vamos definir a 2-forma de torc3o, que nada mais é do que a

atuacdo do operador derivada covariante na vielbein,
T = De® = de® + w%e” (3.19)

também sendo interpretada como o acoplamento minimo da vielbein. Agora parece
ficar claro quando foi mencionado sobre o fato da conex3o de spin acoplar os campos
de matéria com a geometria do espaco-tempo, com o adendo que tudo isso ocorre via

torcdo. Além disso, a equacdo (3.19) pode ser representada por

1 1
T = §T‘L dztdx” = §Tabcebuecl,dx“dx” . (3.20)

buv
Tanto (3.16) quanto (3.19) sdo conhecidas como as equagdes estruturais de Cartan [?,7?].

Poderiamos tentar construir outros objetos independentes a partir de derivadas

covariantes de ordens mais altas, mas isto se mostra impossivel devido as identidades
de Bianchi,

DT® = dT° + w%T" = dwe® — w*de’ + wde® + ww’ e

C

= R%¢", (3.21)

DRab = dRab + waCRCb _'_ waRCLC = 0 . (322)

Vale mencionar que por ser uma identidade, qualquer conexdo a satisfaz. Ademais, o

conjunto de relagdes (3.19), (3.21) e (3.22) formam as chamadas relacdes de hierarquia.

Por fim, cabe uma observacdo nao menos importante. Note que ao definirmos
a derivada covariante ndo foi preciso de um espaco métrico (munido de métrica), entre-
tanto, sob a conexao de Levi-Civita, isso ja ndo é verdade — neste caso é imprescindivel

que as seguintes relacdes sejam satisfeitas:
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(1) D¢, = 0 (compatibilidade da métrica);

(i) torcdo nula.

S3o destas condicbes que os simbolos de Christoffel (I'* ) revelam-se dependentes do

nv
tensor métrico, como aponta a Teoria Geral da Relatividade. Em contrapartida, w?, é

totalmente independente de g, .

3.5 Teorias de gravidade

Antes de desvelarmos as acOes de gravidade no formalismo de primeira ordem,
vamos expor um pouco sobre como tudo comecou. Vimos na Secdo 3.1 que a génese da
Teoria da Relatividade Geral esta no cerne do Principio de Equivaléncia, i.e, hd uma linha
ténue entre o campo gravitacional e a dinamica do espaco-tempo. A partir dai, Einstein
vislumbrou que a gravidade se manifesta através da deformacdo dindmica da geometria
do espaco-tempo causada pela presenca de matéria-energia nele; a esse casamento
chamamos de geometrodinamica. Matematicamente, tudo isso é representado pelas

equacoes de Einstein, usualmente descritas por

1
~(R—2A) g = 87GT,, (3.23)

R“l’_2

aqui I, = gO‘BRBWV =R, é o tensor de Ricci’, R = 9" R,,,, o escalar de curvatura,
A a constante cosmoldgica, g,, o tensor métrico, G’ a constante de Newton e 7),, o
tensor energia-momento. Veja que (3.23) exibe a forma matematica do que foi dito ha
pouco: a mudanca na geometria se da pela distribuicdo da matéria-energia, esta Gltima,

codificada no tensor energia-momento.

Por motivos 6bvios, nos refutaremos a adentrar tecnicamente pela teoria de
Einstein, para tanto, deixamos étimas referéncias [?,7?,?]. Entretanto, cabe aqui expor
en passant a agdo proposta por Hilbert [?] para as equacbes de campo de Einstein com

o termo de constante cosmoldgica, a saber

Sen = [day/g [161@ (R—20)] | (3.24)

Contracdo do tensor métrico com o tensor de Riemann.

7



Capitulo 3. Gravidade no formalismo de primeira ordem 37

g =|det g,.|.

No formalismo de primeira ordem, a acdo (3.24) assumird uma forma que

contempla os entes geométricos descritos nas Secdes 3.2, 3.3 e 3.4, assim
1 a b pecd A2 a, b c d
SEH:m/eabcd e’e’R —I—?eeee , (3.25)
tal que, nesta descricao, sera nosso objeto de estudo no préximo capitulo.

Além desta acdo, que por sinal foi exemplificada em quatro dimensdes, um
teorema proposto por D. Lovelock [?], propde sob algumas condicdes, uma acdo de

gravidade mais geral.

Teorema 2. (Lovelock). A acdo de gravidade mais geral que ndo envolve torcdo e

resulta no maximo em equacdes de campo de segunda ordem na métrica é da forma

%
S, :/Zcrﬁg, (3.26)
n=0
visto que ¢, sdo constantes arbitrarias e L] a densidade de lagrangiana dada por

L] = €0y, RO . ROr-1rger1 | gon (3.27)

N3o ¢é dificil ver que a acdo (3.25) esta contida em (3.26) quando n =4, i.e.,

1
Shuy = 90 /Eabcd (coe“ebeced + e’ R + ch“bRCd) , (3.28)
A2
para ¢ = — e ¢; = 1. O termo que acompanha o fator ¢y é conhecido como
Gauss-Bonnet [?,7?], e por ser um invariante topoldgico, obviamente n&o tera qualquer

relevancia nas equacoes de campo.

Mas, e se pensarmos em incluir termos de torcao na acao? Ai abre-se um novo
caminho outrora apresentado por A. Mardones e J. Zanelli que generaliza a teoria de
Lovelock. Particularmente, iremos nos ater somente na apresentacao de duas acoes da
teoria de Mardones-Zanelli e tecer alguns comentarios sucintos, os maiores detalhaes

segue em [?].

Comecaremos com o caso 3-dimensional, pois em duas dimensdes nao ha

qualquer mudanca com relacdo ao teorema de Lovelock, assim

1
220 = 35 [ [€ave (cocelet + 1 B) + 2105 + o€ (3.29)
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. 2
onde os novos termos sao C5 = e, 1" e C§ = (w“bdwba + 3w“bwbcwca>, que representam

as 3-formas de Chern-Simons.

Passando ao caso 4-dimensional temos
Syvz., = L / {eabed (coe“ebeced + e’ R + czR“bRCd) + &Py
4 327G
+  Gae"e’ Ry + T T (3.30)
observe que P, € o invariante topoldgico de Pontryagin, dado por
734 = RabRab = dCéd, (3.31)

além disso, por uma simples combinacdo entre os coeficientes ¢, e ¢3, os dois Gltimos

termos dao exatamente o invariante topolégico de Nieh-Yang, N4, computado por
Ny =TT, — e®e® Ry, = dCS . (3.32)

Note que tanto P, quanto N4 sdo escritos em funcdo de uma derivada total, logo, na
integracao representam termos de superficie, os quais podem ser descartados fazendo

uso do teorema de Stokes.
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4 Gravidade em trées dimensoes

Conforme abordado no Capitulo 3, o formalismo de primeira ordem nos permite
trabalhar com teorias de gravidade induzidas por teorias de calibre. Neste sentido, a
ideia central deste capitulo esté na reinterpretacdo de um teorema de Witten [?], o qual,
propde descrever uma teoria de gravidade (com e sem constante cosmoldgica) a partir
de uma teoria de calibre num espaco-tempo 3-dimensional euclidiano, tal que cada setor
do grupo de calibre seja identificado com as isometrias locais e os difeomorfismos; tudo
feito on-shell. A releitura que faremos deste teorema possui um importante diferencial:
trataremos todo o problema de modo off-shell, e a partir dai veremos que serad necessario

lancar m3o dos aspectos da folheacao ADM.

4.1 Chern-Simons e gravidade: simetria de Poincaré

Nesta secdo vamos elucidar o mapeamento da teoria de Chern-Simons em uma
teoria de gravidade, tal como feito em [?]. Para que isso seja possivel, comecemos
com a definicdo da algebra do grupo de Poincaré [?,?,7?] na representacio’ 150(3) =

SU(2) x R e das formas quadraticas, dadas respectivamente por

(i Jj] = ed®,

[Jz‘,Pj] = ez‘jkpk )

[P Pyl =0, (4.1)
Tr(J;J;) = 0,

Te(PP;) = 0,

Tr(J;P;) = 4, (4.2)

onde J¢ e P s3o respectivamente os geradores associados a SU(2) e R,; os indices

latinos mintsculos variam em {0, 1,2}.

1 Chamamos de R o setor das translacdes.
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Para mostrarmos a equivaléncia entre as aces de Chern-Simons e Einstein-

Hilbert, vamos decompor o campo de calibre Y,
Y =AJ; + 0P, (4.3)

onde A’ e #' também s3o campos de calibre representados em cada setor da algebra de
Poincaré. Aplicando as relagdes (4.1), (4.2) e (4.3), na acdo de Chern-Simons (2.25)

ficamos com

Seo = [ AN Tr(JiJy) + A7 Te(JiPy) +09dA Te(Py ) +6'07 Te(PiF) +
0 5ij 5ji 0
2 A . A A .
+ 3T (AZJi+‘9ZPz‘> ATAR LT, i) +A708 LT, Pi) +67 A% [Py, Ji] +
N—— —— N——
ekt €k Pl —€jr1 P!
+ eﬂ'ek[Pj,Pk]) : (4.4)
——
0
entao
S, = /A A" + O dA" + Zejpy | = (AT AT AP Tr(J;JY) += AT A% Te(J,PY) +
0 oL
L i ak Iy o L i 4d Ak i o L g aigh I
— —APATY(J,P)+=0" A’ A" Tr(P,J") +=0' A’ 0" Tr( P, P')
st st 0
Loini 4k I
— 0P A"Te(PP)| (4.5)
2 ——
0

resultando em
S.. = / A" + AN + Sep [FAN + AAR LAY (46)

que, ao usar a antissimetria do tensor de Levi-Civita e a permutacdo das 1-formas,

pode ser escrito como

S.. = / AldO + Od A" + €,;,0" AT AR (4.7)
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Mas,
d(A'0") = dA'G' — A'dd'" (4.8)
logo,
Aldo' = dA'G' — (A% (4.9)
entao
Ses = [2Wadi+ e aa* — [d(A'g) . (4.10)

O dltimo termo de (4.10) é descartado por ser um termo de borda?. Assim, finalmente

chegamos em
S = 2/0"Fi , (4.11)

sabendo que F' = dA’ + 3¢’ ;; AT A" é a 2-forma curvatura de Yang-Mills associada a
4lgebra su(2). Visto que* SU(2) ~ SO(3), a transicdo para 1SO(3) = SO(3) x R

requer [?]

) 1 ..
A — —§e”kwjk :
0" — K’ (4.12)

onde a segunda relacao sé é valida se tivermos a nossa disposicao um parametro com

1/2

dimens3o de massa?, por isso, [k] = [massa]'/?, pois [e] = 0. Do mesmo modo, as

relagdes (4.1) nesta representacdo serdo

Jt= ;eijkﬂ’“ : (4.13)
produzindo
[Jij’ chl} _ _; [(nikjjl + nleik) B (niljjk + nijil)] :
PP =0,
9P = ; (n*77 =" J) (4.14)

O espaco euclidiano é considerado trivial, infinito e sem borda.

Matematicamente o grupo SU(2) é uma cobertura dupla de SO(3), i.e., existe um homomorfismo
sobrejetivo 2 +— 1 entre estes grupos.

Observe que em trés dimensdes k € inerente a teoria e pode ser associado ao acoplamento de
Yang-Mills.
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que é a algebra de Poincaré na representacdo 1SO(3) = SO(3) x R. Substituindo
(4.12) em (4.11) temos

U 1 . .
Seg V> Sppsy = K2 / —e”kezdwjk + Ze’jkeﬂmek”pwlmwnp , (4.15)
tal que, usando a relacdo
Ejlmeknp — 6jk(6ln5mp_5lp6mn) _6jn(5lk’5mp _6lp6mk:_|_6jp(5lk:6mn_5ln5mk) 7 (416)
chegamos em
2 i 7 gk 1 i m
Ses > Sppsy =K /—eijke dw’™ + 1 (—4w W k) , (4.17)
para finalmente obtermos

1 i
Sos — SEHBd = —m/ezjke R ) (4_]_8)

onde G = ——— ¢é a constante de Newton®, €' a dreibein e RI* = duw’, + w’,,w™, a
K

2-forma de curvatura, as duas Ultimas definidas nas Secbes 3.2 e 3.4. As equacdes de

campo podem ser calculadas através da variacdo da acdo, em termos de uma p-forma

Q [?]. Assim temos

55:/55:/25@% [ggl—(—md (a(?zgf)ﬂ , (4.19)

tal que, quando 0S5 = 0, obtemos as equacdes de Euler-Lagrange (EL),

oL oL
= (=17 =0. 4.2
v~ 7 (g ) = 2
Aplicando (4.20) para a acdo (4.18), onde agora, Qf = ¢’ e L,,., = €ne'R*¥,
encontramos
OLowss _ Rt —0 - R* =0 (4.21)
8€l — Cljk - .. - ) .

Devido ao pardmetro x? ser intrinseco 3 teoria de Chern-Simons em trés dimensdes, é viabilizada
uma dualidade Chern-Simons-gravidade (em qualquer nivel de escala), o que torna fixo o valor de
G. Isto equivale a dizer que as propriedades topoldgicas do termo de Chern-Simons determinam
univocamente a constante gravitacional de Newton.
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onde o segundo termo na equacao de EL é nulo, pois £ nio depende de de'.

EH3d

Fazendo o mesmo para a conexao de spin,

€ijk m (dwjk + wjnw"k) +

8‘CEngz +d 8£EH3d _
Buolm o(dwm) )

6jl5;nwpk_wjp6pl5km

8 ik 7 nk %

§ilgkm

De' = T'=0, (4.22)

onde usamos a relacdo® x(e‘e’) = €7*(e;,). Com isso, obtemos o conjunto de equacdes

de campo,

RY =
T = (4.23)

Note que a ac3o (4.18) agora estd sob uma variedade diferenciavel M, outrora,
plana e euclidiana, R?, que foi deformada pela presenca da gravidade. Essencialmente,
isso mostra que uma teoria de gravidade pode ser induzida quando assumimos as
condicdes (4.12), e definimos corretamente o campo Y sob o grupo de calibre. Em
outras palavras, dizemos que as informacdes de simetria interna na teoria de calibre,

codificadas em Y, estdo intimamente ligadas a simetria externa’.

4.2 Transformacoes de calibre e difeomorfismos

O grupo de Poincaré [?,7] é o grupo de simetria padrdo da Fisica de Particulas,
o qual também possui uma relacao muito intima com o espaco-tempo de Minkowski.
Embora isso seja bastante interessante, este grupo ndo se enquadra no escopo de uma

teoria de gravidade que emerge de uma teoria de calibre, fato que decorre dele nao

A atuacdo do dual de Hodge sobre uma 2-forma em trés dimensdes resulta em uma 1-forma.
As simetrias espaco-temporais sdo consideradas simetrias externas, que neste caso, manifestam-se
como gravidade.

7
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ser um grupo semi-simples (e nem compacto), inviabilizando® assim a obtencio de
uma acao via campos de Yang-Mills. Um modo de contornar esse impasse é buscar
um grupo semi-simples que esteja nos anseios da gravitacdo e de alguma forma se
conecte ao grupo de Poincaré — eis o grupo de de Sitter® [?,?]. Geometricamente isso
se da através da chamada contracdo de In6ni-Wigner [?,7,7,?]. De modo sucinto,
essa contracdo afirma o seguinte: um grupo pode ser deformado em outro por meio de
algum parametro associado ao primeiro. Para se enxergar isso, basta recorrermos ao
simples exemplo da mecanica classica como um limite da Relatividade Restrita, ou seja,
o grupo de Lorentz é reduzido ao grupo de Galileu desde que v < ¢. Por outro lado,
quando o pardmetro de contracdo’® C — oo, o grupo de de Sitter (bem agregado a
Relatividade Geral) é reduzido ao de Poincaré, viabilizando ent3o a descricdo de uma

acao mediante a teoria gravitacional.

Neste trabalho, conforme dito, utilizaremos o método delineado por E. Witten [?],
o qual apresenta suas vantagens em relacdo a contracao de Inoni-Wigner no que tange
a ndo ser preciso quebrar o grupo original por meio de algum parametro. Para que a
teoria de gravidade seja completa, a grande ideia é associar os setores do grupo de
calibre (Poincaré/de Sitter) em voga, respectivamente com as isometrias locais e os
difeomorfismos, i.e., mostrar que o grupo de calibre contém essas isometrias bem como
os difeomorfismos. Usualmente, difeomorfismos ativos sdo chamados de transformacoes

de calibre da gravitacdo [?,7].

E importante deixar bem claro que existem duas interpretacdes geométricas
para os difeomorfismos [?,?, ?]. Quando falamos de invaridncia sob transformacido
geral de coordenadas, estamos nos referindo aos difeomorfismos passivos, i.e., 0 mesmo
objeto é representado em diferentes sistemas de coordenadas. Ja os difeomorfismos
ativos'! relacionam diferentes objetos da variedade no mesmo sistema de coordenadas;

enquanto o primeiro atua no espaco das funcdes da métrica, o segundo age no espaco

8 As equacBes de campo aplicadas em grupos desse tipo produzem teorias que n3o s3o quantizaveis

[?].

Existem outras abordagens onde as teorias de Yang-Mills com base no grupo de Sitter produzem
tanto a formulacdo de Ashtekar para a gravidade [?] quanto a versdo de Einstein-Cartan da
Relatividade Geral [?].

. . . . 1
10 Est4 relacionado ao raio do universo de de Sitter por R o ik

2
Daqui em diante qualquer mencdo ao termo difeomorfismos estard automaticamente ligada a
difeomorfismos ativos.

11
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da métrica.

Por outro lado, hd uma estreita relacdo entre os difeomorfismos ativos e a

derivada de Lie, detalhes em [?,?,7?]. Deste modo, a derivada de Lie de um campo

|12

vetorial*= v é definida por

€, = iy(d) + d(iy) (4.24)

onde i, denota o produto interior [?,?] de uma p-forma € QP, tal que sua atuacdo é

do tipo i, : 2?7 — QP! ou seja, a p-forma passa a ser uma (p — 1)-forma.
Ent3o, vamos computar a transformacao de calibre para Y na representacdo
SU(2) x R. Reescrevendo a equacdo (2.15) temos

Y’:Y+V¢:Y+d¢+;(Y¢—ng), (4.25)

onde ¢ = o' J;+£'P; é o pardmetro de calibre infinitesimal em cada setor de SU(2) x R..
Agora, substituindo (4.3) em (4.25), encontramos

Y' = AJ+60P +do'J;+&P)+ 5[(AZJi +0'P), (o' J; + £'P)]
= (A"+da")J; + (0" + &P+ A [Ty, Jj) + A [T, Pyl +
+ 0[P, Jj) +0¢ P, P . (4.26)
Usando (4.1), é possivel explicitar as transformacdes para cada campo em cada setor,
A" — A4 Do,
0" — 0+ D&+ 0800 (4.27)
sabendo que D = d + ¢A é a derivada covariante em relacio ao setor SU(2). Como

estamos mais interessados numa descricdo em termos do grupo SO(3), facamos uso
de (4.12) em (4.27) para obter'?

w” — W+ Da"

e — e+ Dp+a'je, (4.28)

12 Lembrando que v é um elemento do espaco vetorial V(M"). Obviamente que aqui nossa variedade

é descrita por M. A partir de agora este campo serd chamado parametro de difeomorfismo ou
simplesmente difeomorfismo.

13 Além disso também usamos a relaggo €'le, ’ = 26%.



Capitulo 4. Gravidade em trés dimensées 46

onde D = d + w é a derivada covariante agora com relagcdo ao setor SO(3), e desde

que sejam feitas as seguintes identificacOes extras
al = etk
. 1 .
pl = 7251 s (429)
K
para caracterizar completamente as transformacgdes SU(2) — SO(3).

Calculemos com este fito, os difeomorfismos dos campos fundamentais via
(4.24)

Lw? = iy RY — iy (W) 4+ d(iyw) = i, RY + d(i,w") — (i)W +
+ wik(ivwkj) ) (4.30)

onde usamos

dw? = RY — o Wk | (4.31)
juntamente com atuacao de i, sob o produto de uma p-forma e com uma ¢-forma 3,
dado por
iv(af) =i, () + (=1)Pa(i,f) , (4.32)
e agora lancando mao de
D(iyw™) = d(i,w™) + w', (i,w*) — (iyw’,)w | (4.33)
chegamos em
Lw” =i, RY 4+ D(i,w") . (4.34)

Analogamente para a dreibein
get =i, T" — i (w'je!) + d(iye’) = i, T" + D(i,e") — (i,w';)e’ (4.35)
onde foram usadas as relacdes

de' =T —w';e! (4.36)

D(iye') = d(ive’) + w';(ive’) . (4.37)
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Consoante ao foi dito no inicio da Secdo 4.2, para se obter uma gravidade
isométrica local sem a necessidade de quebrar o grupo por meio de um parametro, é
preciso checar se o setor das translacdes do grupo de calibre esta estritamente ligado

aos difeomorfismos, ou seja, (4.28) deve ser restringida a R, dando origem a

w? =0, (4.38)
J.et = Dp'. (4.39)

E por fim, a diferenca entre (4.34) e (4.38) e (4.35) e (4.39) fornece

(L, — T )w” = i,RY 4+ D(i,w")

(L, —Tp)e" = i, T+ D(ine' — p') — (i,w';)e’ | (4.40)
sendo reescrita como
(&, —J)w” = Dav
(L, —Tp)e" = —a'jel, (4.41)

que nada mais sdo do que as desejadas isometrias locais quando assumimos

Q¥ = ivwij,

plo= e, (4.42)
iwRY = 0,
iT" = 0. (4.43)

Assim, fica demonstrado que R esta associado aos difeomorfismos e SO(3) as isometrias.

Posto isso, finalmente serd necessario entender sob quais condicdes geométricas
as equacdes (4.43) sdo satisfeitas. Antes de tal fato, vamos escrever as equacdes (4.43)

em componentes,

T =0, (4.45)

onde foi definido i, (dz") := v”, e além disso, os indices gregos também variam em {0}
(temporal) e {P, Q) = 1,2} (espacial).
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4.2.1 Analise geométrica

Doravante, para que nossa questdo seja completamente dirimida, as possiveis

solucBes para as equacdes (4.43) s3o:

(i) RY =0; T? = 0; que é exatamente o caso on-shell discutido em [?]. Esse mostra
a simetria completa de difeomorfismos, entretanto, as solucdes classicas de vacuo

devem ser aplicadas.

(i) v¥ = 0; isso significa que os difeomorfismos sdo completamente quebrados.
Obviamente, isso ndo é uma situacdo interessante, ja que desejamos obté-los em

nosso resultado final.

(iii) O caso mais geral possivel estd entre [(i)] e [(ii)]. Na verdade, as relagGes
(4.44) e (4.45) serdo analisadas pela ética da folheacdo ADM, com a quebra dos

difeomorfismos completos para um grupo reduzido

Diff(3),,, = {v € Diff(3) | i,7" =0 ; i, RY =0} . (4.46)

A priori, vamos assumir torcao nula por questdes de simplicidade. Na abordagem descrita
por ADM, os graus de liberdade do campo gravitacional estdo sobre hipersuperficies
espaciais que folheiam o espaco-tempo e a dindmica do campo gravitacional pode
ser vista como a evolucdo temporal dessas hipersuperficies ao longo do tempo. Neste
impeto, somos levados a folhear o espaco-tempo de tal modo que possamos separa-lo
nas partes espacial e temporal, para isso sera util partir da premissa de que ele é

globalmente hiperbélico* [?]:

Teorema 3. Seja M" um espaco-tempo globalmente hiperbdlico. Neste caso, uma
funcdo global do tempo, t, é escolhida de modo que cada hipersuperficie de t constante
seja uma hipersuperficie de Cauchy. Consequentemente o espaco-tempo pode ser
folheado, e sua topologia sera S x Ry, onde S representa qualquer hipersuperficie de

Cauchy.

Obviamente que no caso em voga teremos M? = M? x R;, onde M? representa

a parte puramente espacial'®. Ademais, nés queremos classificar completamente os

14
15

Podemos assumir uma variedade geral como hiperbdlica [?].
Vale ressaltar que a assinatura local de M? é euclidiana.
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difeomorfismos, e para isso, recorremos a curvatura destas superficies espaciais (M?)
com relac3o ao espaco maior (M?). E importante dizer que, como estamos lidando com
um problema de superficie imersa, serd necessario fazer uso de propriedades extrinsecas
para localizar o espaco dentro do espaco-tempo. Mais especificamente quem assume
esse papel é a chamada curvatura extrinseca. A relacdo entre a curvatura da folheacao
(n — 1)-dimensional, R, a curvatura n-dimensional do espaco-tempo, R, e a curvatura
extrinseca da folheacdo, K, é dada pela equacao de Gauss

R, = Ro‘ﬁwefae']ﬁ - K' K’ + K’ K", (4.47)

onde os indices espaciais {I,J = 1,2} caracterizam a superficie M? e

KIM = —e! D,n", (4.48)

a diferenca entre o vetor normal n”, transportado paralelamente ao longo da superficie
puramente espacial, de um ponto a outro, é uma medida da curvatura dessa superficie

no espaco-tempo que esta imersa.

Por fim, vamos mostrar como (4.44) satisfaz (4.47). Primeiramente, multipli-

quemos a equacao de Gauss em trés dimensdes por v”, segue entdo
RY 0 = el e RO v 4 (K K+ KR o (4.49)
e agora podemos usar as dreibeins para projetar (4.44) em T, (M?),
eIaeJBRaﬂWv” =0. (4.50)
Facilmente nota-se que (4.50) estd contida em (4.49), logo,
RY " = (=K' K, + K K)o (4.51)

A interpretacdo da expressdo (4.51) é imediata, i.e., os difeomorfismos caracterizados por
v#, sdo tais que a 2-curvatura é completamente determinada pela curvatura extrinseca.
Isso é consistente com o formalismo ADM uma vez que as folhas sdo superficies
puramente espaciais. Além disso, a expressdo (4.51) pode ser reescrita da seguinte

forma

', p'|v, = (-K' K, + K K')v, (4.52)
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que expressa o comportamento do campo v* quando transportado paralelamente ao
longo de uma curva tipo-espaco (sobre uma folha da folheacdo ADM). Agora, abrindo

a soma da equacdo (4.51) no indice v e j& descartando os termos triviais'®, obtemos

0
RYp’ + RY pu? = (KoK + K/ pK') o2, (4.54)

e de acordo com a expressdo (4.52) fica

D!, D)% = o0, (4.55)
(D', D7) o" = (—K'pK g+ KK ) 09 (4.56)

A equacdo (4.55) afirma que o componente temporal do pardmetro difeomorfo é
invariante sob o transporte paralelo ao longo de uma curva fechada puramente espacial.
Isso também é esperado no formalismo ADM, ja que todos os pontos em uma folha sdo
simultaneos. Por outro lado, a equac3o (4.56) indica que o vetor espacial difeomorfo
(pertencente a superficie da folheac3o) sofre uma modificacdo ao longo do transporte
paralelo, e esta alteracdo é determinada pela curvatura extrinseca. Veja as Figuras 1
e 2.

16

Lembrando que K € M?, ent3o, quando tivermos indices temporais, K = 0.
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Figura 1 — Invariancia de v° quando transportado paralelamente ao longo de dois
caminhos fechados, representados pelas cores azul e vermelha.
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75

Rtg +dt

>

0

Figura 2 — Geometria extrinseca da folha afetando o transporte paralelo de v* pelos

caminhos azul e vermelho.

A conclus3o que podemos tirar disso é que v° é fixo, enquanto v¥ permanece
livre e sujeito a geometria da folha. Isso mostra a consisténcia da relacdo (4.44) quando
assumimos a condicdo de torcdo nula com o formalismo ADM. Ent3o, quando os

difeomorfismos completos sdo quebrados ao subgrupo

Diff(2)y> = {v € Diff(3) | M* = M* xR, ; T"=0 ; i,R/ =0} ,  (457)



Capitulo 4. Gravidade em trés dimensées 53

a gravidade isométrica local'” no fibrado coframe (ver Secio 6.1) surge naturalmente,
e isso mostra que a gravidade geometrodinamica pode ent3o ser formulada a partir dos

campos de calibre sem a necessidade de quebrar o grupo de calibre.

4.3 Simetria de calibre de de Sitter: inclusdo da constante

cosmoldgica

O segundo caso considerado em [?] é a generalizacdo da abordagem anterior,
ou seja, a acdo de Chern-Simons serd descrita em termos do grupo de de-Sitter [?,7?]
SO(4) = SU(2) x S(3), onde S(3) representa as pseudo-translacdes'®. A algebra agora
é do tipo

[sz Jj] = Eijkjk )
[Jia Pg] = Gijkpk )

e as formas quadraticas invariantes sdo exatamente as mesmas encontradas em (4.2).
Usando as relacdes (4.3), (4.2) e (4.58) em (2.25)

S.. = / ATdAT Te(JJ;) +A'dg? Te(J; Py) +67d A Te(P;.J;) +07d6? Te(PP;) +
0 0ii 0ij 0

2 . . . . .
+ ST (A4 0P | ATAR [, ]+ AT08 [, P +07 AR [Py, i) +
3 —— —— —
Ejlil EjklPl —EjklPl
+ 00 [P, P | ] (4.59)
N——

€jlil

17
18

Representada pelo Principio de Equivaléncia [?].
Setor do grupo de calibre que ndo é um subgrupo, mas sim um espaco coset simétrico [?,?].
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dando origem a

R
Sos = [ A+ OAA + Zeju | SAATA Te(S ) +
3 2 ——

0

1 . . 1 . . 1 ..
+ ZATAIOFTe(J,PY) — - AT AR Tr(J; P+ A'070% Tr(J;J') +
ot ot
+ loaiar Tr(PJY) +19iAJ'9’€ Tr(PPY) ~Lyigi 4 Tr(PP) +

6L 0 0

1 . .
+ =000" Te(PJY| (4.60)
2 \_\l,_/
ot

que é o mesmo resultado da acdo de Einstein-Hilbert, acrescido do termo 6660, ou seja,
. . 1 .
Seo=2[# (F 4 GEijkefek) . (4.61)
De fato, se fizermos uso de (4.12), n3o sera novidade que (4.61) se torna
1 ; : A2 .
Ses ¥ Spnee = ~ o5 / €ijke (RJ’“ - 3%’“) : (4.62)
agora A? = k* é identificado como o termo de constante cosmolégica. Usando a mesma

prescricdo de (4.21) e (4.22) para (4.62), obtemos

8£EH3dcc o ik 2 7 k\ __ . ik _ A2 7 k
T—qijW —A e]e>—0 oo R =Aele (4.63)

e exatamente igual a equacdo (4.22)

De =T =0. (4.64)
Assim, as equacdes de campo sdo

RY9 = A%e

T = 0. (4.65)

Veja que, assim como no caso de Einstein-Hilbert, nossa teoria sai de um espaco plano
euclidiano e naturalmente emerge uma teoria de gravidade sob uma variedade curva

que neste caso denotaremos por M?3.
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4.3.1 Transformacoes de calibre e difeomorfismos

Do mesmo modo feito na Secao 4.2, vamos ao calculo das transformac3o de
calibre para Y, na representacdo SU(2) x S(3). Ent3o, fazendo uso de (4.26) e (4.58),

temos

Y' = A+ 0P +d'J;+EP) + 5[(14% +0'P), (o' J; + £'P)]
= (A" +da")J; + (0" + dE P, + A [ J;, J;) + ATy, Py) +
+ 0[P, Jj)+ 0P, P . (4.66)

N3o é dificil ver que, devido a algebra [P, P;] = €;;xJ* (em (4.1) esse comutador
era nulo), as transformacdes de calibre para A serdo acrescidas de um termo que é
justamente o Gltimo de (4.66), logo, temos as seguintes transformacdes para cada

setor,

A" A Dal 4 € per
0" — 0+ D¢+ 0500 (4.67)

tal que, ao empregar (4.12) e (4.29) obtemos

w9 — w4 Da¥ — A? (eipj - €jﬂi> ,

e' — e+ Dp'+a'je, (4.68)

que sdo as transformacdes de calibre na representacdo SO(3)x.S(3). E as transformagdes

restritas a S(3) sdo

jS(B)wij = —A? <€ipj_€jpi) 5

Jome = Dp', (4.69)

e igualmente ao feito anterior, conforme (4.40),

5(3)

— U= R4 D(iw) + A2 (elpl — el pf

(L — T, w i + <ZU_J_)+ (ep] e,o),

L, —Ty)e = T+ D(ive' —p') — (i,w'y)e’ . 4.70
( 5)€ T+ (Z? p) = (1ww'))e (4.70)

p aid
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Quando novamente admitimos as relacdes (4.42), as equacdes acima serdo isometrias

locais se e somente se

Ty (Rij — AQeiej) = 0,
iwT" = 0, (4.71)

afirmando ent3o que o coset S(3) também esta associado aos difeomorfismos e o setor
SO(3) as isometrias.

Agora, vamos discutir as relacdes (4.71) igualmente como fizemos na Subse-
c30 4.2.1: se RV = A%¢’e? e T = () temos exatamente o caso on-shell, i.e., as solucdes
das equacdes de movimento precisam ser empregadas; caso v = 0, ndo faz muito
sentido para nds, porque queremos entender os difeomorfismos. Assim, novamente
lancaremos mao das folheacdes ADM com torcao nula, ja que este problema é bastante
semelhante ao anterior. Finalmente, comegamos reescrevendo as equagdes (4.71) em

componentes,
[RU — — (eiuej,/ — eiyej#)] v =0, (4.72)

e em seguida, projetamos a equacio (4.72) em M?, desde que’® M?® = M? x R; (pelo

Teorema 3), temos

e A2 (6% « v
[elaeJﬁR ﬁm, - ( L e ueJﬁeﬁV —el e Vejﬂeﬁu)] v =0, (4.73)

onde foram usadas as relacdes da inversa da vielbein (equacdo (3.7)). Agora substituindo
em (4.47) obtemos

2
RY o = [_KIMKJ,,+KJMKQ+/;(5@5{,-5{,5-@)] v (4.74)

A partir dai, usando a expressdo (4.52), a equagdo (4.74) resulta em

(D', D'|vy = 0, (4.75)
(D! D'|vp = (—K'oK7y+ K/pK'y) o9 +
+ A; (67567 — 070075 ) v? | (4.76)

19 Lembrando que M? também possui assinatura euclidiana.
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o que ndo é dificil ver que (4.75) coincide com (4.55), logo, possui a mesma interpretacdo
dada anteriormente. Além disso, (4.76) contém (4.56) quando A = 0. Isso ja deveria ser
pressentido devido a presenca do termo de constante cosmolégica.?’ De fato, pode-se
dizer ent3o que além de v” ser modificado pelas correcdes de curvatura extrinseca, ele

também ¢é influenciado pela geometria de fundo do tipo de Sitter.

Por fim, concluimos que as condicdes (4.71) estdo de acordo com a folheacio
ADM com torcdo nula, classificando assim os difeomorfismos nas superficies espaciais

através do subgrupo

Diff(2)pe = {v € Diff(3) | M* = M2 xR, ; T'=0 ; i, (RY — A%'¢/) = 0},
(4.77)
nos permitindo entdo, descrever uma teoria de gravidade isométrica local sem qualquer

necessidade de quebrar o grupo de calibre.

20 E basicamente a curvatura do espaco de de Sitter.
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5 Gravidade em quatro dimensoes

No presente capitulo faremos exatamente a mesma abordagem descrita no
capitulo anterior, i.e., mostraremos que é possivel induzir uma teoria de gravidade
partindo da acdo de Yang-Mills pura para o grupo de de Sitter euclidiano em quatro
dimensdes, sem que seja implementada a contracdo de Inoni-Wigner. Lembrando que
este caso estende a proposta original de E. Witten [?], ndo s6 pela escolha de uma acdo
diferente de Chern-Simons, mas também na dimens3o do espaco e na nao utilizacao

das equacoes de movimento.

5.1 Yang-Mills e gravidade

Vamos comecar assumindo o grupo de calibre SO(5), o qual é escolhido por ser
compacto e semi-simples (conforme discutimos na Sec&o 2.2). O referido grupo define

um espaco plano 5-dimensional!, R®, com métrica de Killing dada por
P = diag(1,1,1,1,1) , (5.1)

tal que os indices latinos maitsculos acima variam como {4,0,1,2,3}. Além disso, de

acordo com [?], sua decomposicdo é representada por
SO(5) = S0(4) x S(4) . (5.2)

Neste caso, a algebra de SO(5) em funcdo dos geradores antissimétricos e anti-

hermitianos, J®, devidamente projetada na quinta coordenada, pode ser escrita como

[Jab7 ch: — _; [(naCde + nde{lC) o <7,Iadjbc + nbc{rzd)} ’
{Ja’ Jb — _;Jab 7
[Jab’ Jc — ; (naCJb . anJa) ’ (53)

1 N3o ha qualquer relacido com o espaco-tempo R*. Ademais, deve-se lembrar que as isometrias

locais relacionadas a este grupo sdo de um espaco euclidiano. Caso queira-se isometrias de um
espaco de Minkowski, serd necessario usar o método das rotacoes de Wick.
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onde J® = J' € S(4), J® € SO(4) e os indices {a,b,c,d} variam de acordo com
{0,1,2,3}. Além disso, n? = diag(1,1,1,1).

A conexdo de calibre decomposta nos setores SO(4) e S(4), respectivamente,
é dada por
Y = A%J. 0%, (5.4)

e consequentemente a 2-forma de curvatura (2.16), segundo (5.4), temos

F = dA%J > +do*J, + A% A [J.°, J.% + A%0°[J,°, J.] +

a )¢

+ 0°A° [T, 1,6+ 0°0°[ T, T . (5.5)
Usando a algebra (5.3), a equacdo anterior se reduz a
1
P (dA“b +A° A, — 49a9b> Tt + (do* + A%6Y) T, (5.6)

de modo que, se definirmos X%, = dA% + A% A, e ®* = df* + A% 0°, finalmente
obtemos

1
F= (zab - 49a0b> 1l 40, . (5.7)

A partir dai, a acdo (2.20) fica

]' a
SYM = 2K2/Fb*Fab
= 1/[za*zb+1q>a*q> lza*(eebw
T 92 b™Ta T 9 @ g bT e

1 a b
00 (6,0 )] . (5.8)

Mantendo as ideias desenvolvidas no capitulo anterior, é possivel realizarmos
0 mapeamento entre a teoria de calibre proposta e uma teoria de gravidade quando
assumimos que os campos de calibre podem ser descritos pela vierbein e pela conex3o

de spin, a saber
A% — WY,
04 — e, (5.9)

onde 7 é uma escala de massa. Essa escala é requerida porque [f] = [A] = [massa]

enquanto [w] = [massa] e [e] = 0, entdo, necessariamente [y] = [massa]. Além disso, é
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importante notar que, em trés dimensoes, o parametro de acoplamento possui dimensao
de massa, ja em quatro dimensdes ndo ha nenhum parametro de massa disponivel,
assim, a sua existéncia deve ser assumida. Na verdade, tal pardmetro pode surgir a
partir de efeitos de condensados e/ou ndo-perturbativos como o pardmetro Gribov [?,7].
A partir dai a acdo de Yang-Mills (5.8), mapeada numa ac3o de gravidade sob uma

variedade M*, é descrita por

S [ g R s R T Ty~ Sepeace” (R A e
= — o W — —€abed€”e€ — —ce ,
dawren) — 167G ) [2A27 P o “abed 6
(5.10)
onde usamos o Hodge dual
a b 1 a b
x(ete’) = S Cabeac’e” (5.11)
a a a, a a a b /{2 2 4A2 3 ;
e R = dw® +w w, T = de® +w%e’, G = 12 e = gA" sao, respectivamente,

as 2-formas de curvatura e torcao e, as constantes de Newton e cosmolégica.

De posse da acao, podemos agora calcular as equacdes de campo, tal como
feito em (4.21) e (4.22). Entretanto devemos salientar que o segundo termo da equagdo
de Euler-Lagrange (o qual foi nulo anteriormente) no formalismo de formas diferenciais
devera ser levado em conta, e isso se deve ao surgimento de termos nao triviais quando
variamos a acdo (5.10), um exemplo disso esta no termo de torcdo, o qual depende
explicitamente da derivada da vierbein. Usando (4.20), computemos o primeiro termo,

denotado por £1 = R x R, logo

oL
5Ly = aTcl = Ry * (R™e®) (5.12)
onde usamos as relacoes,
ab 1 ab 1 v a 7.8 1 ab _df g _h
*RY = §R w | € apdz®dx” | = ZRabR g€ gnele’ (5.13)
dzt' = el'e”, (5.14)
. . 0Ly
além de considerar que 2(de”) = (. Para o segundo termo, Lo =T T temos
eC

oL
a—Q =W x Ty + T (The,) , (5.15)
eC
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onde usamos a relacdo (5.13) andloga para a 2-forma de tor¢do, T e lembrando que

T¢ = de® 4+ w* e°. Complementando,

d ((%) —d*T,, (5.16)

somando (5.15) e (5.16) e usando D % T, = d * T, + w®.T,, chegamos em

(5£2—€;§5—D*Ta+T“*(Taec) . (5.17)

Finalmente, as variacdes dos termos L3 = €gpeqe®e® R e L4 = egpeqe®elele? sio

imediatas, logo,

oL
0Ls = 8—(;’ = 2ecqpRe? (5.18)
oL
0Ly = 863 = depgpac?ele? | (5.19)
N , . oL . ~
lembrando que neste dois ultimos também foi usado B(de”) = 0. Com isso, a equacdo
ec

de campo (levando em conta os respectivos fatores da acdo (5.10)) relativa a vierbein

sera

0Ly + 0Ly +0Ls+ 0Ly = 0

3
WRab * (Rabec> + D * Ta + T * (Ta€c> - EcabdRabed +
A2
+?€mbd€a6b€d = 0. (520)

Agora vamos fazer o mesmo com respeito a conexao de spin, entdo,

0L,
owe,

= 2w," * Ry — w®, % Raq, (5.21)

onde levamos em conta que a conexao de spin ndao depende do Hodge. Prosseguindo

temos

oL, '\
d (chd) = 2(d* R.) | (5.22)

e finalmente, somando (5.21) e (5.22) obtemos

0L1 =2 (w, % Roy + w," % Rag + d % Reg) = 2(D % Rea) . (5.23)
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Para o segundo termo L,

oL

6£2:72:€C*Td_6d*Tc> (524)
owe,

0L,

ddwe,

Lo nao depende de dw. Por fim, o Gltimo termo que devemos calcular é L3, devido

uma vez que os indices ja foram antissimetrizados e usamos d = 0, pois
ao fato de £4 ndo ter qualquer dependéncia em w. Deste modo, seguindo o mesmo
passo tomado em (4.22) e transformando o termo ee em *(ee) através relacdo (5.11),

obtemos

5L 0Ly +d< 0L,

- owe, Odw®,

Ent3o, a equacdo de campo (levando em conta os respectivos fatores da acdo (5.10))

) = 2€cqayTe" . (5.25)

com respeito a conexao de spin é

0Ly + 0Ly +0L3+ 0Ly = 0,

3
ﬁD sk Rog+e.xTy—eygxTo— eogapT = 0. (5.26)

Por fim, o conjunto de equacdes de campo referentes a vierbein e a conexao de spin,

respectivamente sao,

3 A2
WRI’C * (Rbcea) +DxT,+ TP« (Tyeq) — apca R + ?eabcdebeced =0,

3
ED xRy +ep Ty —eq Ty — €apeaTe® = 0.
(5.27)

Meramente por questdes de simplicidade, vamos escolher T = 0. Dai, as

equacdes (5.27) se reduzem a

3 be be d A2 b c d
wac * (R ea) - EadeR e+ ?‘Eabcde ee = 0 )
3
pD * Rab = 0. (528)

1
Além disso, D % R, = ZDRabR“bdfedfghegeh = 0, quando usamos (5.13), juntamente
com a identidade de Bianchi (3.22) e T = De® = 0. Veja que isso reduz ainda mais

nossas equacdes de campo, que agora assumem a forma

3 A?
WRI’C % (R"eq) — €qpeaR™ e + ?eabcdebeced =0. (5.29)
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Neste momento serd importante redefinirmos o termo de constante cosmolégica para

A2 =A% A%, (5.30)

ob tgc

o que é uma boa caracteristica do modelo porque A? (constante cosmolégica da

2

tqer O qual possui um valor tedrico muito grande,

teoria) possivelmente ird compensar A
conforme previsto pela teoria quantica de campos. Assim, ainda ha esperanca de se
obter uma constante cosmoldgica completa que coincida com as observacdes [?,7?].

Ent3o, ao usarmos a redefinicdo (5.30) em (5.10) temos

1 3 a b a 1 a b cd K2 c, d
S4d(gm>=m/ WR v ¥ R+ T *Ta—§€abcd€€ R —Fee ,
(5.31)
cuja equacdo de campo, andloga a (5.29), é
3 p s (R"e,) — Rbcd+E beced = 0 (5.32)
9IA\2 be €a €abcd € 3 €abcd€ € € = U . .
Uma solucdo para (5.32) é do tipo
R™ = \ee’ (5.33)

tal que, A é uma constante relacionada a curvatura do espaco. Entdo, ao substituirmos
(5.33) em (5.32), obtemos

3 A
W)xzebec *(ebecea) “+€abed <—>\€beced + 3€abcd€beced> =0 ) (534)
————
6a.bcded

que resulta em

Capeac’efe? (23/&2)\2 — AN+ ?:) =0, (5.35)
logo, B
(23A2/\2 — A+ A;) =0. (5.36)
Ao resolver (5.36), facilmente encontramos®
1
R = ];2 1+ (1 - 222) et (5.37)

2

~ 1 A
2 Aescolha A% = §A2 resulta em R = ?eaeb. Isso n3o faz qualquer sentido do ponto de vista

fisico, embora matematicamente seja aceito e caracterize a curvatura de um espaco de de Sitter.
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5.2 Transformacoes de calibre e difeomorfismos

Nesta secao, vamos nos abster de um discurso inicial sobre este tépico, pois
ja o fizemos nas Secdes 4.2 e 4.3.1. Ent3o, dando prosseguimento, passemos as

transformacoes de calibre tal como feito nas referidas secdes, via

Y =Y+ (d+Y)é, (5.38)
\Y

agora com o parametro de calibre ¢ = a%J," + £%J,. Usando a algebra (5.3) e a

decomposicdo (5.4), temos

1
Y= AN+ 00+ d(aty ], + ) + G(A 00 ), (0 + €]
= (A% +da%)J," + (0" + dE") o + A%a®y[J, ", I+ ABELT,", o) +

a ’*c

+ 0% o, L1+ 0%, ] (5.39)

tal que, as transformacdes de calibre para os campos A e 6, respectivamente nos setores
SO(4) e S(4), sdo

~ 1
A% — A%+ Da%, — 1 (076 — 0,E°)
0 — 0%+ DE*+ 0", (5.40)

lembrando que D = d + A. Lancando m3o da relacdo (5.9), as transformacées (5.40)

tomam a forma de

WY — wY+ Da% — % (e — enk?) (5.41)
1.
e’ — e+ —DE& +a%e”, (5.42)
Y
e ainda se definirmos .
pr=—£, (5.43)
Y
2 _ 400
e usarmos y* = §A , chegamos em
AQ
wh — wY + Da% — 3 (e*pp — epp®) (5.44)

e’ — e"+ Dp" +a%e’, (5.45)
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onde D = d+ w. Mais uma vez, queremos obter os difeomorfismos a partir do grupo de
calibre, sé que neste caso, para o setor S(4). Assim, o método prescrito na Secdo 4.2

serd exatamente o mesmo, entao, agora vamos determinar as transformacdes restritas

3 S(4),

~ a A2 a a
T — 3 (e"pp — epp?), (5.46)
Jswe® — Dp*. (5.47)

De posse desta informacdo, calculemos os difeomorfismos pela derivada de Lie,

vaab — Z’vRab - Z'rU (Wacwcb) + d(@vwab) — Z’vRab + D(vaab) ; (548)
Lo = i, T —iy(whe’) + d(ine®) = i,T*+ D(i,e®) — (i,w®)e’ (5.49)

onde foram usadas, respectivamente, as relacdes

dwab — Rab — wacwcb y (550)
D(i,w%) = d(i,w) + w?.(1,w5) — (w®,)ws , (5.51)
e
de = T"—we’, (5.52)
D(iye) = d(ise”)w®, + (iveb) - (ivwab>eb . (5.53)

Finalmente, tomando a diferenca entre as equacdes (5.48) e (5.46) e (5.49) e (5.47),

obtemos

~ a N a N a A2 a a
(Sv_‘JS(4))wb = ZURb—f—D(lvw b)—l_?(e pb_ebp)’

AQ
= i, (R“b - 36“6;,) + D(i,w%) , (5.54)
(Lo —Tgy)e" = 0,1 + D(ive”) — (iyw”c)e — Dp® . (5.55)

Quando assumimos

(5.56)
(5.57)
iy (R“b—meaeb> =0, (5.58)
(5.59)
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as equacdes (5.54) e (5.55) se reduzem a

(’Qv - 35(4))w“b = D(ivaab) )
(Lo =Ty )e" = —(iwe)e, (5.60)

que representam as isometrias locais. Dai, concluimos que de fato, S(4) é associado
aos difeomorfismos e SO(4) as isometrias, sem a necessidade de quebrarmos o grupo
via contracdo de Inoni-Wigner. Todavia, o preco pago em obter essas isometrias de
modo off-shell nos leva a perscrutar a geometria que esta por tras das condicdes (5.58)
e (5.59).

5.3 Aspectos geométricos

Para entendermos a geometria de (5.58), pois também assumiremos a torcdo
nula, vamos nos suster ao que foi feito na Secao 4.3.1 sem muitas delongas, ja que

temos praticamente o mesmo caso com uma dimensdo a mais.

Podemos observar que a equagdo (5.37) ndo satisfaz (5.58), ja que R%, #
A? -
ge“eb, e portanto n3o temos um caso on-shell bem definido®(para a curvatura). Como
nosso maior interesse é estudar os difeomorfismos, também descartaremos a solucao
v* = 0. Assim, vamos trabalhar do mesmo modo que fizemos na Subsecdo 4.2.1, i.e.,
projetando (5.58) em M3, desde que M* = M?® x R, (de acordo com o Teorema 3),

temos
leAaeB/gRaﬁW - — (eAaeo‘#eBBGBV - eAaeo‘VeB/geﬂu)] v =0, (5.61)

onde lancamos mao da relacdo (3.7). Aqui, é importante ressaltar que os indices
gregos estdo variando como {0}, {P,Q = 1,2,3} e os latinos maiusculos sdo indices
puramente espaciais, logo, variam como {1, 2, 3}. Substituindo a equac3o anterior em
(4.47) obtemos

2

A
RAB;WUV = _KAMKBZ/ + KB;LKAV + 6

Por hora isso n3o é substancial pois nossa abordagem n3o requer o uso direto das equacdes de
campo. Todavia, ainda pretendemos analisar esse pequeno contratempo para que o caso on-shell
seja respeitado dentro do caso off-shell.

(0%,08, — 5/*,,53#)] v”. (5.62)

3
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A partir dai (5.62) resulta em

(DA, Dp|vg = 0, (5.63)
[DA, DB] vp = (—KAPKBQ + KBPKAQ) 09 +
+ 122 (5AP5BQ - 5AQ58P) UQa (5.64)

que também coincide com a interpretacdao geométrica dada ao caso de trés dimensoes

com constante cosmoldgica, com a ressalva do fator 6

Finalmente, quando os difeomorfismos completos sao quebrados ao subgrupo

A2
Diff(3)p = {v € Diff(4) \ M'=M* xR, ; T*=0 ; i, (R“b — 36a6b> = 0} :
(5.65)
uma teoria de gravidade local é determinada, desde que a relacdo (5.58) seja submetida

ao crivo de uma folheac3o do tipo ADM com torc3o nula. E neste ponto que estendemos
a proposta de Witten abordada em [?].
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6 Aspectos matematicos

Neste capitulo vamos esbocar os detalhes matematicos concernentes aos mape-
amentos das teorias de Yang-Mills em teorias de gravidade, passando pela teoria de
fibrados. Algumas questdes sobre a cohomologia presente na teoria de Chern-Simons
e Yang-Mills relacionadas as condicdes (4.43), (4.71), (5.58) e (5.59) também ser&o

discutidas.

6.1 Fibrados, teorias de calibre e gravidade emergente

A descricao matematica das teorias de calibre estd concentrada na teoria de
fibrados [?,?]. N&o é nosso objetivo fornecer uma revisdo completa da teoria de fibrados e
suas respectivas aplicacdes a Fisica. Aqui, nos restringiremos somente ao caso especifico

das teorias de calibre e gravidade [?,7,7,7].

Vamos comecar com um fibrado principal mais simples para o qual uma conexao

de calibre é gerada [?],

P = {GM", ¢},
T : Pr—M"
¢+ T H({M"}) — (M} x G, (6.1)

onde a fibra e o grupo de estrutura sdo ambos um grupo de Lie G, o espaco base
é uma variedade n-dimensional M", usualmente designado pelo espaco-tempo e o
espaco total é o produto ndo trivial P = G x M". O mapa de projecdo m é um
mapa continuo sobrejetivo e a condicdo de trivialidade local de P é garantida pelo
homeomorfismo ¢;, onde {M"}, sdo abertos que cobrem M". A definicdo do fibrado
principal é simplesmente uma maneira formal para descrever a localizacdo do grupo de
Lie G no espaco n-dimensional, reunindo em cada ponto em M"™ um valor diferente

para os elementos de G. O espaco P ¢é, entdo, um grupo de Lie local G.

A conexao de calibre surge na definicao do transporte paralelo em P. As

transformacdes de calibre sdo associadas com mudancas de coordenadas em P mantendo
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fixas as coordenadas do espaco base, i.e, uma translacdo ao longo da fibra 7.

Além disso, para qualquer 1-forma de conexdo Y, existe uma 2-forma de

curvatura definida sobre P, dada por

F=VY =dY +YY. (6.2)

As teorias de gravidade podem ser descritas em termos de fibrados principais,
e consequentemente, como uma teoria de calibre. Inicialmente, vamos tomar uma
variedade diferencidvel M" e seus respectivos espacos tangentes 7, (M"), x € M". A
colecdo de todos os espacos tangentes define o que chamamos de fibrado tangente.
Nesta estrutura, M" é o espaco base, a fibra é denotada por 7,(M") e o grupo de
estrutura é o grupo GL(n,R™). Analogamente, o fibrado cotangente 7™ é definido como
a unido de todos os espacos cotangentes definidos em M. A estrutura fundamental para
a gravidade esta no fibrado coframe P*. O fibrado coframe esta associado ao fibrado
cotangente, onde a fibra em = € M"™ é o conjunto de todos os coframes locais, que sao
representados pelas vielbeins e® = e dx", definidas em T;(M"). Consequentemente,
todos os coframes sdo relacionados pelas transformacdes de GL(n,R") e as fibras
coincidem com o grupo. Deste modo, P* é na verdade P* = (GL(n,R™),M"). Um
detalhe ndo menos importante é que GL(n,R™) pode ser reduzido ao grupo ortogonal
SO(n) o que leva ao fibrado P™*(SO(n),M™) que coincide com a estrutura matematica
da gravidade de Einstein-Cartan onde a conexdo em SO(n) é a conexdo de spin w?.
Assim, podemos considerar a gravidade como uma teoria de calibre onde o grupo de

calibre é identificado com as isometrias locais do espaco-tempo.

6.1.1 Caso tridimensional

Primeiramente vamos considerar a acdo de Chern-Simons original (2.25) cons-
truida sobre uma variedade plana, por exemplo, o espaco-tempo euclidiano em trés
dimensdes. Quando assumimos essa hipétese, a acdo (2.25) é descrita por uma teoria

de calibre usual de Chern-Simons que, em principio, ndo tem nada a ver com gravidade.

Podemos observar em [?] a proposta de um mapeamento em quatro dimensdes
entre uma teoria de calibre sobre o espaco-tempo euclidiano e uma teoria de gravidade

geometrodinamica. Todavia, uma contracdo de Inoni-Wigner e a quebra de simetria
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foram necessarias. No presente trabalho, nenhum destes métodos foram utilizados. Na
verdade, o mapa formal f : (SU(2) x R,R3) — (SO(3),M?) pode ser construido
através de uma sequéncia de mapas f;. Primeiramente, um isomorfismo entre os
espacos base fy : R® —— M3. Em seguida, o setor SU(2) do grupo de calibre
é mapeado no grupo de isometrias locais SO(3) de M3, enquanto R é mapeado
no grupo de difeomorfismos, respectivamente através de f; : SU(2) — SO(3) e
f2 : R — Diff(3). Também vamos identificar o espaco das p-formas em R* com o
espaco das p-formas em M?, chamados de II” e I, respectivamente, por meio de
f3 - TI? — TI”. Finalmente, ao impor a relacio (4.12) como uma condicio extra para
f3, o fibrado coframe (SO(3),M?), pode ser construido a partir de (SU(2) x R, R?).
Essencialmente, o campo Y é uma conex3o sobre o fibrado principal (SU(2) x R, R?)
onde o espaco base é o espaco euclidiano tridimensional R3 e o grupo de estrutura (e
fibra) é o grupo de calibre. Por outro lado, a acdo (4.18) é uma acdo de gravidade que
descreve a geometrodindmica de uma variedade tridimensional M. Assim, a conex3o
de spin w é uma conex3o ao longo de um fibrado coframe (SO(3),M?), onde M?® é o
espaco base, SO(3) o grupo de estrutura, e uma fibra tipica em um ponto z € M3 é o
conjunto de todos os coframes que podem ser definidos no espaco tangente T, (M?).
Obviamente, esses coframes s3o identificados com a dreibein e. E possivel, entao,
reinterpretar a transicdo da acdo (2.25) para (4.18) como uma espécie de dualidade
entre a acdo de Chern-Simons no espaco-tempo euclidiano e uma acdo da gravidade

sobre uma variedade diferenciavel geral.

E importante ressaltar que f, deve ser um isomorfismo, caso contrario podem
surgir ambiguidades. Para ver isso, vamos supor que f, ndo possui correspondéncia um-
para-um. Ent3o, duas fibras em um ponto ; € R? e 25 € R? podem ser identificadas
com uma fibra em = € M?3. Claramente, isso n3o é possivel porque supomos as
duas fibras originais independentes umas das outras. A forma explicita de fy pode ser

facilmente obtida para um espaco-tempo n-dimensional, como descrito em [?],

g 1/27:,
LV# = (g) guaga;“ (63)

onde g = |det g,| € § = |det g, g, € G S30 respectivamente as métricas original
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e efetiva. Obviamente que para o caso tridimensional teremos

1\
LV“ = (g) gyagal“ (64)

jaque|detg,|=1en=3.

Uma outra importante observacdo com relacdo ao mapa f, é que ele pode
ser obtido a partir de valores especificos dos parametros que sdo funcdes de e e w.
Isso significa que f» ndo é uma equivaléncia direta entre R e Diff(3), mas um caso
especial quando (4.29) é imposta. Notavelmente, todas as propriedades geométricas do
fibrado principal (SU(2) x R,R?) podem ser usadas para construir o fibrado coframe

(SO(3),M?), incluindo as funcdes de transicdo difeomorfas.

No caso em que o termo de constante cosmoldgica é incluido, um mapa
semelhante também pode ser definido. A diferenca em relacdo ao caso anterior é que
fo : S(3) — Diff(3). Deste modo, (4.29) possui um apelo mais forte porque f> gera
difeomorfismos de um setor nao-abeliano do grupo de calibre, que nao é um subgrupo,

mas um espaco coset simétrico.

Mais uma vez, ressaltamos que a identificacdo (4.12) sé é possivel se um
parametro de massa estiver a nossa disposicao. Em trés dimensdes, nés usamos a
constante de acoplamento x. Uma vez que este parametro é inerente a teoria, a
dualidade Chern-Simons-gravidade pode ser realizada em qualquer escala da teoria,
um recurso que n3o é possivel em quatro dimensdes (ver proxima secdo). Além disso,
é importante entender que a ac3o (2.25) é uma teoria em que a simetria de calibre
ndo tem nada a ver com as propriedades geométricas do espaco-tempo. Somente apds
0 mapeamento, a simetria de calibre é identificada com as propriedades geométricas
do espaco base e os campos com os objetos geométricos que descrevem a dindmica
desta geometria. Por outro lado, uma vez que a teoria de Chern-Simons é finita [?,7?]
em todas as ordens na teoria de perturbacao, também é esperado que a dualidade
seja mantida em nivel quantico. No entanto, esta questdo esta fora do ambito deste

trabalho e fica como perspectiva futura.

Uma vez que a variedade inicial é um espaco euclidiano, também podemos

interpretar a variedade resultante como um espaco efetivo deformado cujas propriedades
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geométricas sao definidas através de

Guv = 61]92913/7
L%, = 659705 (0,0] + Al05) (6.5)

Nesse sentido, o campo de calibre é visualizado como “absorvido™ pelo préprio

espaco-tempo. Esta “absorcdo” deforma o espaco base e gera a geometria efetiva.

Mapeamentos alternativos que podem ser aplicados no mesmo contexto também

sdo encontrados em [?].

6.1.2 Caso quadridimensional

Seguindo as ideias discutidas na Secdo 6.1, podemos facilmente estendé-las
ao presente caso. Primeiramente, vamos assumir que a acdo de Yang-Mills (5.8) é
construida sobre uma variedade euclidiana plana quadridimensional. A transicao da acao
(5.8) para (5.10) pode ser vista como uma dualidade entre uma a¢do de Yang-Mills no
espaco-tempo euclidiano e uma acdo da gravidade sobre uma variedade diferenciavel
qualquer. O campo Y é uma conex3o sobre o fibrado principal de (SO(5),R*). A
acdo de gravidade (5.10) descreve a geometrodindmica de uma variedade em quatro

dimensdes M*, assim, a conex3o de spin w é uma conexdo ao longo do fibrado coframe
ortogonal (SO(4), M*).

Novamente, a contracdo de Inoni-Wigner e a quebra de simetria n3o serdo
utilizadas. Deste modo, agora lancamos m3o de um mapa h : (SO(5), R?)
— (SO(4), M*) que pode ser consistentemente definido através de uma série de mapas
h;. Para isso, precisamos de um isomorfismo entre os espacos base: hy : R* — M*,
da identidade entre o setor SO(4) do grupo de calibre e o grupo de isometrias locais
SO(4) de M*: hy = id : SO(4) — SO(4), e do setor S(4) = SO(5)/SO(4) do
grupo de calibre mapeado nos difeomorfismos: hy : S(4) — Diff(4). Além disso, o
espaco das p-formas em R*, denotado por ©P, pode ser identificado com o espaco das
p-formas em M*, chamado de or, por meio de h3 : OF — ©P. Finalmente, ao impor
as relacdes (5.9) como uma condicdo extra para hy, o fibrado coframe (SO(4), M*),
pode ser construido a partir de (SO(5), R*). Devemos observar que hy precisa ser um

isomorfismo pelas mesmas razdes do caso tridimensional. Obviamente que hy ndo é
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uma equivaléncia direta entre S(4) e Diff(4), mas um caso especial quando as relacdes
(5.56) e (5.57) sdo impostas.

Também podemos ver que a forma explicita para hg pode ser computada através
de (6.3), resultando em

1\
LV‘u e () gVaga“. (66)
g
Outro ponto importante é a generalizacdo de (6.5), dada por

Guv = 5ab9a Qb

pwovo

%, = 0wg™?0h (0,05 + ALGE) . (6.7)

uc’v

caracterizando a geometria efetiva do mapeamento tal que o campo de calibre é

“absorvido"” pelo espaco-tempo.

Novamente devemos observar que a identificacdo (5.9) somente é possivel se um
pardmetro de massa estiver a nossa disposicdo. Em quatro dimensdes (contrastando com
0 caso em trés dimensdes), a acdo (5.8) ndo possui pardmetro de massa, deste modo,
para que o mapeamento seja realizado consistentemente, a teoria precisa desenvolver
parametros de massa. Felizmente, as teorias de Yang-Mills descrevem alguns efeitos ndo-
perturbativos que levam ao aparecimento de escalas de massa. Assim, o mapeamento

s6 estad garantido abaixo do regime de baixas energias.

6.2 Cohomologia

Visto que i, é nilpotente, i2 = 0, e as relacdes (4.43) podem ser tratadas por

um problema de cohomologia. Vamos considerar a acdo de i,, em uma p-forma arbitraria
()
T 1

iyr® =0 (6.8)

A soluc3o para r®) consistird em uma parte n3o-trivial da cohomologia de i, e uma

parte trivial da cohomologia de 1,,

r® = p®) 4 Pt (6.9)

onde r?) é uma p-forma com i,r® =0 | rP) £ j,7P+D @) e 7P s50 (p + 1)-

formas. O método pode ser aplicado para todos os casos que nés estudamos. Ademais,
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uma vez que as relacoes obtidas neste trabalho obedecem a covariancia, do mesmo modo
podemos impor covariancia para a solucdo. Entdo, r(P) e r»*1) podem ser construidos
a partir dos ingredientes basicos RY, T", ¢', w” e v = v,dz* e os invariantes 1"/ e
€. Além disso, trabalharemos no espaco dos polindmios locais n3o-integrados. Outra
observacdo importante é que as relacdes ndo dependem explicitamente do operador
Hodge dual, uma propriedade que pode ser estendida para as solucdes que estamos

procurando.

6.2.1 Chern-Simons em trés dimensodes

Primeiramente vamos comecar com o caso de Chern-Simons para a simetria
de Poincaré. A solucdo das relacdes (4.43) estdo ligadas a solucdo do problema da
cohomologia de i, no espaco das 2-formas em trés dimensdes. No caso da primeira

relacdo de (4.43), nés podemos reescrevé-la na forma geral
i,P7 =0 . (6.10)

Neste caso, temos que o polindmio mais geral nos campos e suas derivadas no espaco

das 2-formas, que obedecem a covariancia é dado por
P = aie'e? + ayRY + age” wek + age”? TF + i, AY (6.11)
onde nds usamos a antissimetria no lado direito, a,, sdo constantes arbitrarias e

A7 = by(e'TV — T + byve'e’ + bsvRY + bye” wT* +
+ bs(éy RMe? — € RMe") + bge dve® | (6.12)
é a 3-forma® mais geral possivel; além disso os b,'s também s3o constantes arbitrarias.

Agora, aplicando i, em ambos os lados de (6.11) e usando as relagdes (6.10) e (4.32),

encontramos
ariye’e’ — areliye? + agiy R + ase? iyve® — age” wiye® + age? i, TF = 0. (6.13)

Caso n3o empreguemos as relacdes (4.43), observamos que a; = ay = a3 =ay=0e€ a

cohomologia de 7, € trivial no espaco das 2-formas locais de rank-2 antissimétrica sobre

1 A 3-forma de Chern-Simons n3o esta presente porque ela n3o é antissimétrica.
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o espaco tangente. Por outro lado, se impormos ambas relacdes de (4.43), podemos
compara-las com (6.13), logo, os termos que acompanham as e a4 somem e a expressio
(6.13) se reduz a

ariye'e’ — areliye? + aze” ive® — azge” wie® =0, (6.14)
dai, temos que a; = a3 = 0, e entao
PV = ayR9 + aye” [ T" + i, AV . (6.15)

Consequentemente, podemos dizer que as relacdes (4.43) funcionam como condicdes

de contorno nao-triviais da cohomologia de i,.

Para a segunda relacdo de (4.43), temos
i, P'=0. (6.16)
Dai,
P’ =dj€ e + dye' y R7" + ajoe’ + ajT" + i, A" (6.17)
onde
Al = bﬁ&ijkvejek + bgeijkijk + béeijkeka + VT + by DT +
, A 2 .
+ b€ (w]ldwlk + 3w’lwlmwmk> . (6.18)
Aplicando i, em (6.17) e usando (6.16) e (4.32), chegamos a
2ai€ jive’ € + ahe' iy 7Y + alive’ — ajviye’ + alyi, TP =0 . (6.19)

Novamente, quando n3o lancamos mao de (4.43), a) = a, = a3 = a}, = 0, e a

cohomologia é trivial. Porém, se impormos (4.43), a expressdo (6.19) se reduz a
2a1€'jive’ " + ajiyve’ — ajvie’ =0, (6.20)
e dai, aj = a4 = 0. Finalmente
P' = dye'  R" + alT" + i, A" (6.21)

Para o caso onde temos a presenca da constante cosmolégica, as expressdes

(6.13) e (6.19) serdo mantidas. Do mesmo modo, quando n3o usamos as relacdes
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(4.71), a cohomologia é trivial. Todavia, ao aplicarmos (4.71), podemos compara-las
com (6.13) e ver que o termo que acompanha a4 some e az = 0, assim, a expressdo
(6.13) se torna

ariye’e’ — aretiye’ + asi, R =0, (6.22)
que é exatamente
i (Rij + ““eiej) _0. (6.23)
a2
Consequentemente,
1
as = _ﬁal ) (6.24)

Para a expressdo (6.19) temos um caso completamente anélogo, assim

ay = 0,
1
ay = —Pa'l : (6.25)
Finalmente,
PY = o (e’ej — AzR”) + a4€”,€Tk + i, A",
P = die'y, (ejek - A2R9k> +a,T" + i, A" . (6.26)

Podemos dizer entdo que as relacdes (4.43) (ou (4.71)) implicam em uma
cohomologia n3o-trivial para i,,. Em outras palavras, as relaces mencionadas funcionam
como condicoes de contorno para a cohomologia do produto interior que passam a
ser n3o-triviais devido ao uso de (4.43) e (4.71). Além disso, os termos i,A%¥ e i, A’
podem sempre ser adicionados aos argumentos das relacdes (4.43) (ou (4.71)) porque

eles pertencem ao setor trivial da cohomologia.

6.2.2 Yang-Mills em quatro dimensdes

Uma anélise similar pode ser feita para este caso, concentrando-se nas relacdes
(5.58) e (5.59) e os objetos R%, T, w®, €%, 1™ e €4pcq- Dai, também podemos definir

o problema de cohomologia dado por

i,P®* = 0,
WwP* = 0. (6.27)
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Partindo da primeira equacdo de (6.27), podemos escrever a 2-forma covariante mais

geral possivel com os dois indices simetrizados no espaco tangente como
P = qie%® + aa R + aze™ e eq 4+ ae®U Ry + iy AP (6.28)
onde

A? = bvee + byv R® + bye®™pe ey + bie® Ry + by (T“eb — Tbe“) +

2
+  bge®e Ty + bre®ed (wcedwed + chewefwfd) ) (6.29)

Aplicando i, em ambos os lados da equacdo (6.28) e usando a primeira relagdo de
(6.27) temos

aripete® —age%iye’+agi, R +az3e®di e ey —aze™ e ipe g+ a iy Reg = 0 . (6.30)

Observe que, quando n3o usamos (5.58), a cohomologia é trivial, ou seja, a} = af), =
ay = a) = 0. Se escolhermos impor as relacdes citadas, podemos reescrever (6.30) da

seguinte forma
iy(agR® + are®e®) 4 iy (a4€™ Reg + aze™eqeq) = 0, (6.31)

e compara-la com (5.58), assim

3
Qg = _ﬁal ;
3
Qy —Eag . (632)

Utilizando a mesma prescricdo para P“, obtemos a 2-forma mais geral possivel
P = a\T* + ayve® +i,A” (6.33)

onde
A" = VT 4 by R™ey + bgeadeebeced + Ve Ryceq . (6.34)

Novamente, quando aplicamos i, em (6.33) e usamos a segunda relacdo de (6.27)
obtemos
ayT* + apve® =0 . (6.35)
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Note que se ndo usarmos (5.59), a cohomologia é trivial, logo, a} = a} = 0. No
caso contrario, i.e., quando fazemos uso da relacdo (5.59), podemos compara-la com
(6.35) e ver que ah, = 0 e a} é arbitrario. Deste modo, (5.58) e (5.59) implicam na
nao-trivialidade da cohomologia do espaco das 2-formas locais de rank 1 e 2 sobre
T, (M), i.e.,

P® = ¢ (e“eb — BR“b) + age?ed (eced — 3Rcd> + i, A%

A? A?
P = T+ i,A". (6.36)

Além disso, os termos i, A% e i,A% também podem ser adicionados aos argumentos

das relagdes (5.58) e (5.59) porque eles pertencem ao setor trivial da cohomologia.
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7 Conclusoes e perspectivas

Neste trabalho, nosso ponto de partida foi revisitar um teorema proposto por E.
Witten [?] e estendé-lo ao caso off-shell para trés dimensdes e generaliza-lo a quatro
dimensdes tudo sob um espaco-tempo euclidiano. Dai mostraremos que é possivel
deformar esta variedade inicialmente plana e obter uma teoria gravitacional efetiva por
meio de uma teoria de calibre, tendo em vista que o limite einsteiniano esteja neste

€scopo.

No Capitulo 4 partimos da acdo de Chern-Simons em trés dimensdes para os
grupos de Poincaré e de Sitter, respectivamente, e mostramos que o primeiro passo
a ser tomado é decompor o campo de calibre original, Y, em termos das 1-formas A
e 6 em cada setor dos grupos. Posteriormente, induzimos as acGes gravitacionais de
Einstein-Hilbert e Einstein-Hilbert com constante cosmolégica no interim da associacdo
dos campos de calibre com objetos geométricos [?] e as propriedades topoldgicas da
teoria de Chern-Simons. Esta dltima nos permite descrever a constante de acoplamento
em termos da constante gravitacional da teoria Newtoniana, fixando univocamente
seu valor. Vale ressaltar que para a simetria de de Sitter, hd uma necessidade em
agregar a constante de acoplamento com a constante cosmoldgica. Veja também que as
associacoes do parametro de acoplamento, respectivamente com a constante de Newton
e a constante cosmoldgica, ndo é algo forcado, pois se observarmos bem as acdes (4.11)
e (4.61) antes do mapeamento, somos praticamente conduzidos a fazer uso deste tipo
de escolha. Até porque, também precisamos ajustar as unidades da acdo. Em seguida,
trabalhamos com a derivada de Lie e as transformacdes de calibre restritas ao setor
das translacoes para mostrar que as isometrias locais e os difeomorfismos s3o partes
do grupo de calibre, perfazendo assim a construcao de uma teoria de gravidade por
meio de uma teoria do tipo calibre sem a utilizacdo da contracdo de Inoni-Wigner. Isso
implica que ndo ha qualquer necessidade de deformarmos o grupo original ao grupo de
Poincaré para garantir a formulacao de uma teoria de gravidade a partir de uma teoria
de calibre. Entretanto, quando adotamos um sistema off-shell, somos surpreendidos com
duas relacGes (4.42), que obviamente carecerdo de uma atencdo bem especial. Durante

todo este trabalho escolhemos 7% = 0 por questdes iniciais e deixamos uma anélise
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mais profunda somente para a primeira relacdo da equacdo (4.42). Neste ponto, surge
a necessidade de classificar completamente os difeomorfismos, e para isso escolhemos
o formalismo ADM [?,?,7,?7,7,7,7] justamente pelo fato dele quebrar parcialmente
os difeomorfismos. A partir dai, é a equacao de Gauss que nos conduz a geometria
associada ao pardmetro de difeomorfismos, i.e., quando i, Y = 0, os difeomorfismos
caracterizados por v*, sdo tais que a 2-curvatura é completamente determinada pela
curvatura extrinseca. Isso é consistente com o formalismo ADM uma vez que as folhas
s3o superficies puramente espaciais. Na primeira anélise, vimos que o pardmetro v°
ndo é afetado pelas propriedades extrinsecas da folha, ou seja, ele é completamente
invariante: Figura 1, o que é esperado no formalismo ADM, ja que todos os pontos em
uma folha sdo simultaneos. Em seguida, quando analisamos os difeomorfismos espaciais
(pertencentes a superficie da folheacdo), observamos a influéncia direta da geometria
extrinseca no transporte paralelo — v é determinado exclusivamente por correcdes de
curvatura extrinseca, contrastando com o resultado anterior: Figura 2. Passando ao caso
com constante cosmolégica, temos um fator extra na descricdo do pardmetro v, pois,
além da curvatura extrinseca da folha, ha também a influéncia direta da geometria do
espaco de de Sitter. Em suma, temos um v° fixo, enquanto v” fica sujeito & geometria
da folha. Deste modo, para caracterizar o parametro v* sob o formalismo ADM, ha
uma necessidade de quebra-lo ao subgrupo de difeomorfismos restrito as superficies
espaciais da folheacdo ADM. A partir dai podemos dizer que, dentro destas condicdes,
uma gravidade isométrica local surge naturalmente, mostrando que de fato uma teoria
de gravidade geometrodindmica pode ser formulada a partir dos campos de calibre sem

que o grupo original seja reduzido ao grupo de Poincaré.

No Capitulo 5 nossa acdo inicial foi a de Yang-Mills em um espaco-tempo
quadrimensional euclidiano para o grupo de calibre de Sitter também euclidiano. O
mesmo exercicio do Capitulo 4 para se obter uma teoria de gravidade também foi
realizado. Desta vez, além do campo de calibre, a 2-forma intensidade de campo também
foi decomposta em cada setor do grupo SO(5) = SO(4) x S(4). Contudo, para se
fazer o contato com a gravidade, os campos A e 6 precisam dar lugar, respectivamente,
ao objetos geométricos w e e, e isso foi feito quando admitimos uma escala de massa
(7), ja que em quatro dimensdes ndo temos um parametro disponivel inerente a teoria.

Ademais, para que de fato emerja uma teoria de gravidade, somos levados a associar a
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constante gravitacional de Newton aos pardmetros de acoplamento « (inerente a teoria
de Yang-Mills, mas adimensional) e +, tal que este Gltimo é relacionado diretamente
com a constante cosmolégica da teoria e a constante de Newton. Por fim, a acdo
de Yang-Mills da lugar a uma acdo de gravidade efetiva contendo termos além de
Einstein-Hilbert e constante cosmoldgica, a saber: temos o quadrado da curvatura e da

torcao.

Quando passamos as equacdes de campo (também fazendo torcdo nula) foi
necessario lancarmos mao da redefinicao do termo de constante cosmoldgica (/N\fbs =
quc + A?%) [?,7] para possivelmente compensar o valor previsto pela teoria quantica de
campos, i.e., desejamos aproximar o valor do nosso modelo com o valor observacional.
Posto isso, seguimos com a mesma prescricdo feita no Capitulo 4 e mostramos que
isometrias locais e difeomorfismos estdo contidos no grupo de calibre, produzindo assim
relacGes que também s3o estudadas via formalismo ADM. O resultado final segue sendo
o mesmo encontrado em trés dimensdes com simetria de de Sitter, i.e., o parametro
difeomorfo temporal n3o é afetado pela geometria extrinseca das hipersuperficies
espaciais, enquanto o contrario acontece quando tratamos do parametro espacial, o
qual exibe o mesmo resultado do caso tridimensional sob o grupo de de Sitter, com a

Unica diferenca no fator da constante cosmoldgica.

Concluimos entdo que os resultados encontrados em trés (Chern-Simons) e
quatro dimensdes (Yang-Mills) generalizam a proposta de E. Witten [?] por tratar do
mesmo problema de modo off-shell. Todavia, para se obter uma gravidade isométrica
local a partir da associacdo dos setores do grupo de calibre com os difeomorfismos
e as isometrias locais, sem usar as equacoes de movimento, é necessario quebrar os
difeomorfismos totais sob o formalismo ADM. Assim, pode-se dizer que é possivel
construir uma teoria de gravidade via campos de Yang-Mills sem quebrar o grupo de
calibre original por meio de algum parametro, como ocorre na contracao de Inénii-

Wigner.

Resumidamente, o nicleo do Capitulo 6 estd na geometrizacdo das teorias
de calibre, as quais sdo descritas matematicamente por fibrados [?,?]. A partir dai
mostramos como os mapeamentos entre os fibrados principais e os associados constituem
uma série de mapas que levam a construcdo formal das teorias de gravidade induzidas

por teorias de calibre. Finalmente, também mostramos, tanto para trés quanto para
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quatro dimensdes, que as respectivas relacdes (4.43) (ou (4.71)) e (5.58) e (5.59)
implicam em uma cohomologia nao-trivial para i,, i.e., as relacdes mencionadas podem
ser consideradas como condicdes de contorno para a cohomologia do produto interior e
que passam a ser n3o-triviais devido ao uso de (4.43), (4.71), (5.58) e (5.59), lembrando

que neste caso nao impomos 1" = 0.

Como primeira perspectiva, pretendemos fazer o procedimento inverso: vamos
escolher T' # 0 e R = 0 dentro deste mesmo contexto fazendo uso da equacdo de
Gauss com torcdo na folheacdo ADM. Em seguida vamos escolher tanto R quanto T
diferentes de zero. Obviamente que compreender os pardametros difeomorfos para casos

em que ha torcdo e curvatura juntos, pode nos levar a geometrias bem mais complexas.

Em segundo plano, pretendemos aumentar o grupo de calibre para formular
uma teoria de gravidade que seja localmente isométrica, sem empregar a contracao
de Inénii-Wigner. Por exemplo, pensamos no grupo SL(5,R) [?], cuja decomposicdo
produz dois setores a mais que estao associados aos campos de matéria, assim, teriamos
uma acdo gravitacional mais geral do que aquela encontrada no Capitulo 5. Consoante
a isso, é possivel que as relacdes (4.43) exibam termos de matéria, o que demandaria
um estudo mais rigoroso, provavelmente sob os aspectos de outros tipos de folheacdes

do espaco-tempo.

E importante deixar claro que apesar deste trabalho ser totalmente classico, a
acao de gravidade resultante da acao de Yang-Mills estd pronta para ser quantizada.
Obviamente que essa escolha n3o foi aleatéria, ja que a teoria de Yang-Mills pura
atende as propriedades de invariancia por transformacdes de Poincaré, renormalizabili-
dade, invariadncia de calibre, localidade e conservacdo de probabilidades (para grupos
compactos). Ademais, nesse escopo quéantico, também estd em nossos planos futuros a

investigacao sobre os valores numéricos da constante cosmolégica deste modelo.

Finalmente, temos a pretensdo de aplicar o método utilizado aqui neste trabalho
para estudar outras acdes topoldgicas, como por exemplo, Pontryagin e Nieh-Yang em

quatro dimensoes.
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