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Physical laws must have mathematical beauty.

Paul Dirac

Seriously, there are really just a few PhD fellowships to study Quantum Gravity, there

are even less postdoctoral positions and the possibilities to get a tenure are basically

the same as winning the lottery. So you if you decide to study Quantum Gravity, please

do it if and only if this is really what makes you happy.

Francesca Vidotto

Okay. Alright, the way I see it, there’s only two possible outcomes. Either I make it

down there in one piece and I have one hell of a story to tell, or I burn up in the next

ten minutes. Either way, whichever way, no harm, no foul! Because either way, it’ll be

one hell of a ride.

Ryan Stone

(Character performed by Sandra Bullock in Gravity)



Resumo

Constrúımos teorias de gravidade induzidas a partir de teorias de Yang-Mills para os

grupos SO(m,n) e SL(5,R), onde m ∈ {0, 1, 2} e m + n = 5. No cerne destas

construções empregamos um mecanismo que envolve a quebra dinâmica de simetria e

a contração do grupo inicial. Através das equações de gap de massa a 1 e 2-laços,

estimamos valores para o parâmetro de massa, o qual está envolvido no mecanismo.

Este parâmetro, juntamente com parâmetro de acoplamento de Yang-Mills, determi-

nam a constante gravitacional de Newton na teoria de gravidade induzida. Estimativas

também foram realizadas para a constante cosmológica renormalizada da teoria, as-

sim como para o corte na escala de energia, o qual consiste em um marcador para a

transição entre os regimes ultravioleta e infravermelho da teoria. Estudamos também

o aspectos clássicos da teoria de gravidade induzida, onde realizamos um estudo cos-

mológico preliminar e analisamos soluções esfericamente simétricas estáticas. Para o

estudo cosmológico mostramos que uma fase de expansão acelerada pode ser obtida

usando as equações de campo da teoria de gravidade induzida para o grupo SO(5).

Mostramos também ser posśıvel conectar as equações cosmológicas da presente teoria

com as do modelo ΛCDM. No caso das soluções esfericamente simétricas estáticas, de-

monstramos soluções para o grupo SO(5) perante dois regimes: (i) com alta influência

do termo quadrático de curvatura; (ii) tratando o termo quadrático de curvatura como

uma perturbação. Usando tais soluções, perturbativa e exata, determinamos os hori-

zontes de eventos e realizamos um breve estudo da temperatura e da entropia destes

horizontes.



Abstract

We built induced gravity theories from pure Yang-Mills theories for SO(m,n) and

SL(5,R) groups, where m ∈ {0, 1, 2} and m+n = 5. In the kernel of these construc-

tions, we have employed a mechanism that encodes the dynamical symmetry breaking

and the contraction of the initial group. Through the mass gap equation at 1 and

2-loops, we have estimated numerical values for mass parameter related with the me-

chanism. This parameter, together with the Yang-Mills coupling parameter, determines

the Newton’s gravitational constant in the induced gravity theory. We also have pro-

vided estimates for the renormalized cosmological constant of the theory even as the

cut-off in the energy scale, which consists in a landmark for the transition between

the ultraviolet and infrared sectors of the theory. Furthermore, we have studied the

classical aspects of the induced gravity, namely, a preliminary cosmological study and

spherically symmetric static solutions. For the cosmological study, we have demons-

trated that an accelerated phase of expansion can be obtained from the field equations

of the induced gravity theory for the SO(5) group. We also showed to be possible to

connect the cosmological equations of the present theory of gravity with those from

ΛCDM model. In the case of spherically symmetric static solutions, we have found

solutions for the induced gravity originated from the Yang-Mills theory for the SO(5)

group under two regimes: (i) with high influence of the quadratic term of curvature;

(ii) dealing with the quadratic term of curvature as a perturbation. Using such so-

lutions, perturbative and exact, we have calculated the event horizons and we briefly

analyzed the thermodynamics associated with these horizons.
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de toda a minha vida. O lado melhor de tudo que vivi até agora e o que terei por
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meus estudos. Como parte de um páıs pobre e desigual, inclúıdos em uma nação com

recursos limitados, fico impressionado como meus pais me deixaram trocar a enxada
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Caṕıtulo 1

Introdução

Utiyama, em 1956, Kibble, em 1961 e Sciama, em 1964, publicaram trabalhos que

se tornaram seminais quando se trata de descrever a gravidade como uma teoria de

calibre [2–4]. Até o momento, seis décadas se passaram e encontramos na literatura

diversos trabalhos sobre como tratar a interação gravitacional da mesma forma que as

demais interações fundamentais descritas pelo Modelo Padrão [5–10].

De fato, três das quatro interações fundamentais que conhecemos são descritas por

teorias de calibre, ou seja, a cromodinâmica quântica, a eletrodinâmica quântica e a

teoria fraca. O sucesso de tais teorias vem se confirmando diante dos dados experi-

mentais coletados no LHC1, principalmente pela confirmação da existência do bóson

de Higgs.

O sucesso do Modelo Padrão é uma grande motivação para o desenvolvimento de uma

teoria de gravidade codificada a partir de uma teoria de calibre [11]. Priorizamos as

referências [12–20]. Para citar alguns importantes trabalhos que buscaram tratar o

campo gravitacional como um campo de calibre.

Na construção de uma teoria de calibre de gravidade, entendemos que dois campos

são necessários: a vierbein e e a conexão de spin ω. Os demais campos podem ser

constrúıdos a partir destes dois previamente citados. As informações sobre a geometria

do espaço-tempo está contida na vierbein e na conexão de spin ω [21]. Teorias de

gravidade que adotam os campos e e ω são conhecidas por formalismo de Einstein-

Cartan, o qual distoa do usual formalismo da métrica que conta com o tensor métrico

1N.T.: Sigla do inglês Large Hadron Collider.
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Introdução 2

como ente geométrico fundamental, tal como originalmente apresentado por Einstein

na construção da Relatividade Geral [22].

Na busca por uma teoria quântica da gravidade várias tentativas têm sido implemen-

tadas a partir da ação gravitacional de Einstein-Hilbert, mas a profunda relação entre

o tensor métrico e o espaço-tempo oferece uma dificuldade imensa para se construir

uma teoria de gravidade quântica. Esforços têm sido feitos nesse sentido e existem

interessantes abordagens, tais como Loop Quantum Gravity [23–25], Higher Derivati-

ves Quantum Gravity [26, 27], Causal Sets [28, 29], Causal Dynamical Triangulations

[30, 31], String Theory [32–36], Asymptotic Safety [37–39], e Emergent Gravities

[26, 40]. Embora apresentem resultados promissores, todas estas abordagens lidam

com seus problemas inerentes tanto na sua formulação quanto na falta de experi-

mentos que as comprovem totalmente. Além das teorias de gravidade mencionadas

anteriormente, existem teorias topológicas que usam campos escalares extras para que

a emergência do campo e ocorre via o mecanismo de Higgs como quebra de simetria

[20, 41]. Temos outras teorias topológicas que não empenham o mecanismo de Higgs,

mas a inclusão de um parâmetro de comprimento para a devida identificação com uma

teoria de gravidade [42].

O problema em encontrar uma formulação definitiva para uma teoria de gravidade

quântica consiste em um dos maiores desafios da f́ısica teórica nos dias de hoje. A

comunidade cient́ıfica clama por uma teoria de gravidade que descreva plenamente e

corretamente os fenônemos próximos da escala de Planck, onde tais efeitos quânticos

não podem mais ser desprezados [43]. Essa busca, por exemplo, pode nos levar a uma

melhor compreensão das singularidades no universo primordial e em buracos negros,

assim como estabelecer de vez uma solução para o paradoxo da informação proposto

por Hawking [24, 44]. Nestes limites, a Relatividade Geral de Einstein não é mais

válida e, realmente, necessitamos de uma teoria de gravidade quântica. Apesar disso, a

Relatividade Geral é muito bem-sucedida em largas escalas, tal como podemos observar

pelo atual Modelo Cosmológico Padrão que trata o Universo como uma única entidade

f́ısica [45–47]. Não somente, o sucesso da Relatividade Geral para descrever o Sistema

Solar também ocorre na explicação de fenômenos astrof́ısicos, tais como o colapso e

formação estrelas [47]. Portanto, uma teoria de gravidade que se proponha ir além

da de Einstein necessita passar por testes que recuperem o limite clássico. Assim,

comumente encontramos na literatura estudos cosmológicos e de buracos negros em

tais propostas de modificação à teoria einsteiniana [24, 25]. Indo além, ainda temos em

aberto as questões sobre a natureza da enegia e da matéria escura, as quais esperamos
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ser totalmente explicadas via uma teoria quântica para a interação gravitacional [45,

48].

Apresentaremos uma abordagem que contorna o problema da quantização do campo

gravitacional e, por sua vez, evita problemas como renormalizabilide e estabilidade

quântica de teorias tipo Einstein-Hilbert.

Iniciaremos esta tese com fundamentos sobre teorias de calibre e de gravidade no

formalismo de primeira ordem que serão apresentados no Caṕıtulo 2.

No Caṕıtulo 3 mostraremos a primeira ação gravitacional induzida. Nesta construção,

a ação de Yang-Mills para o grupo SO(m,n), onde m ∈ {0, 1, 2} e m + n = 5, em

um espaço-tempo euclidiano será o espaço de base [11]. A escolha de uma teoria não-

abeliana também não foi mero acaso. Tais teorias são assintoticamente livres [49, 50]

e renormalizáveis em todas as ordens de teoria de perturbação. Um efeito importante,

necessário para a teoria que constrúımos, é a geração dinâmica de massa no regime

infravermelho. Inicialmente, o termo de massa não é assumido na lagrangiana de

Yang-Mills e, portanto, os campos de calibre na ação inicial não podem ser interpre-

tados como entes geométricos. Além disso, a geração dinâmica de massa permitirá

uma quebra de simetria, tal que uma contração de Inönü-Wigner [51] possa ser imple-

mentada e uma ação efetiva de gravidade emerge. Nesta construção, a constante de

Newton e a constante cosmológica são identificadas com o parâmetro de acoplamento

e o parâmetro de massa. Discutiremos ainda os aspectos formais do mapeamento

entre os campos de calibre redefinidos pelo parâmetro de massa e o de acoplamento.

Terminaremos este caṕıtulo por apresentar as equações de campo deduzidas a partir

da ação de gravidade.

No Caṕıtulo 4 apresentaremos as primeiras estimativas para o parâmetro de massa, o

qual é tão crucial na construção das teorias de gravidade induzida que desenvolvemos.

As estimativas para o parâmetro de massa, o qual escolhemos, por simplicidade, o

parâmetro de Gribov, permitirá que façamos estimativas para a constante cosmológica

da teoria, assim como o corte na escala de energia, o qual assumimos como um

parâmetro de ordem que separe os dois setores da teoria, ou seja, o setor ultravioleta,

onde uma teoria de Yang-Mills é quanticamente consistente, e o setor infravermelho,

onde teremos a teoria geometrodinâmica de gravidade. As estimativas serão embasadas

pelo emprego de métodos numéricos, os quais serão detalhados durante o caṕıtulo.

Também faremos a discussão sobre a transição de fase que separa tais setores. Apesar

desta tese não tratar especificamente o cenário de Gribov-Zwanziger, onde obtemos
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o parâmetro de masssa a ser utilizado neste trabalho, colocamos no Apêndice A um

panorama sobre este ponto.

No Caṕıtulo 5 faremos um primeiro teste clássico para a teoria de gravidade induzida

a partir da ação de Yang-Mills para o grupo SO(5). Teremos como base a solução de

Schwarzschild-de Sitter, uma das mais famosas soluções para as equações de Einstein.

A compreensão de tais geometrias permitiu avanços signficativos na previsão teórica

de buracos negros e espaços-tempo cosmológicos.

Usaremos as equações de campo para encontrar soluções esfericamente simétricas sob

a influência do termo quadrático de curvatura na equação de campo obtida. Neste

contexto, como um estudo inicial, assumiremos torção nula, pois dessa forma, mostra-

remos os efeitos causados por este termo extra na equação de campo, a qual também

conta com os familiares termos de Einstein-Hilbert com constante cosmológica. As

geometrias obtidas serão em dois regimes: (i) um regime de pequena influência do

termo quadrático de curvatura, o qual será tratado como um perturbação da equação

de Einstein com constante cosmológica; (ii) um regime de completa influência do termo

quadrático, onde mostraremos que as soluções mais simples a serem obtidas será uma

geometria do espaço-tempo de de Sitter. De posse destas soluções neste dois regimes,

mostraremos os horizontes de eventos obtidos em cada regime e discutiremos o quão

próximo ficamos dos horizontes de eventos encontrados na literatura. Por último,

será apresentado um breve estudo termodinâmico, onde pretendemos mostrar como

as grandezas entropia e temperatura se comportam diante das soluções obtidas nesta

teoria de gravidade modificada.

No Caṕıtulo 6 mostraremos um estudo preliminar que nos permitiu encontrar modelos

cosmológicos para a teoria de gravidade induzida a partir da teoria de Yang-Mills

para os grupos SO(m,n). Também aqui assumimos espaços livres de torção e os

modelos que deduzimos refletem a influência do termo extra nas equações de campo

que modificam as tradicionais equações dinâmicas do Modelo Cosmológico Padrão no

regime de altas curvaturas. Também mostraremos como recuperar o modelo ΛCDM

em um regime de baixas curvaturas.

No Caṕıtulo 7 teremos a ação de Yang-Mills para o grupo SL(5,R) como ação de

partida. Este grupo foi utilizado em cenários de supergravidade [13] e em teorias to-

pológicas [41]. Por ser um grupo que apresenta mais setores em sua decomposição,

buscamos estudá-lo para a obtenção de uma teoria de gravidade que, portanto, contará

não somente com os campos vierbein e e conexão de spin ω, mas também com um
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setor extra de matéria. Um outro fato motivador para estudarmos este grupo consiste

no mecanismo dinâmico de geração de massa que empregamos no Caṕıtulo 3, o qual é

bem distinto do mecanismo de Higgs usado em [41], o qual é o responsável pela que-

bra de simetria e a obtenção da vierbein como ente geométrico daquela teoria efetiva

de gravidade. Nesta construção também assumiremos um parâmetro de massa que

será responsável pela quebra suave de simetria BRST, tal que a teoria também tenha,

assim como no desenvolvimento para o SO(m,n), dois setores distintos: o ultravioleta

e o infravermelho. Neste último habitará a teoria de gravidade efetiva. No primeiro,

teremos a recuperação da teoria de Yang-Mills em altas energias. Reforçamos que

a exigência de um parâmetro de massa que emerja dinamicamente é totalmente ne-

cessária para que a teoria geometrodinâmica não se estabeleça no regime ultravioleta

da teoria inicial. Novamente, empregaremos o mapeamento dos campos de calibre

devidamente redefinidos através dos parâmetros de acoplamento e de massa. Este

último, o parâmetro de Gribov continua sendo responsável, em um certo limite, pela

quebra de simetria e induza a contração do grupo inicial para o grupo tipo Lorentz.

Como objetivo final deste caṕıtulo, mostraremos a ação gravitacional induzida e ob-

teremos as equações de campo a partir desta ação. Não pretendemos resolver tais

equações, mas faremos incursões para mostrar como recuperar a Relatividade Geral

em um determinado limite.

Finalizaremos esta tese no Caṕıtulo 8, onde resumiremos e discutiremos os resultados

que obtivemos. Adicionalmente, elencaremos nossas perspectivas de trabalho.
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Teorias de Yang-Mills e teorias de

gravidade

Descreveremos brevemente o cerne da construção de teorias de calibre não-abelianas,

ou seja, as teorias de Yang-Mills. Seremos breves quanto a apresentação dos conceitos

fundamentais das teorias de Yang-Mills e recomendamos o bom arcabouço literário,

[10],[52],[7],[9] e [6], para o leitor que está iniciando seus estudos sobre este tópico.

Em seguida, apresentaremos rapidamente os principais elementos da teoria de gravi-

dade de Einstein no formalismo de segunda ordem. Abordaremos, também de forma

sucinta, o formalismo de primeira ordem e duas posśıveis construções de teorias de

gravidade sob este formalismo. Os conceitos relacionados aos dois formalismos estão

fortementente embasados nas referências [21, 47, 53].

Estes pontos serão importantes na nossa busca pela construção de uma teoria de

gravidade com origem em teorias de Yang-Mills.

2.1 Teorias de Yang-Mills

2.1.1 A ação de Yang-Mills

Primeiramente, tomemos um um grupo de Lie semi-simples G, cuja coleção de gera-

dores gA se relacionem através da álgebra de Lie,

[gA, gB] = fABCg
C, (2.1)

6
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onde {A,B, C} ∈ {1, · · · , dim G}. Enquanto as constantes de estrutura do grupo,

fABC, têm ı́ndices completamente antissimétricos. Se fABC = 0, ∀A,B, C , clas-

sificamos o grupo como abeliano. Representamos os geradores por matrizes anti-

hermitianas, ou seja, gA† = −gA, com respectiva normalização

Tr
(
gAgB

)
= −1

2
δAB . (2.2)

Tal como os geradores do grupo, as constantes de estrutura obedecem a identidade

de Jacobi,

fABDfDCE + fBCDfDAE + fCADfDBE = 0. (2.3)

Agora, consideremos uma coleção de campos descrita por

Φ =


φ1

φ2

...

φN

 , (2.4)

a qual se transforma como

Φ(x)→ Φ′(x) = UΦ(x), (2.5)

onde U = eκζ , com ζ = gAζ
A, tal que ζA sejam funções das coordenadas do espaço-

tempo. Os campos Φ são campos de matéria por causa da sua lei de transformação

(2.5), onde vemos imediatamente que Φ se transforma na representação fundamental

[54],[55]. As derivadas desses campos se transformam como

dΦ(x)→ UdΦ(x) + (dU)Φ(x) , (2.6)

onde d representa a derivada exterior. Dessa maneira, observamos que dΦ não se trans-

forma como matéria. Portanto, introduzimos uma nova derivada, a qual se transforma

como

∇′Φ′(x) = U∇Φ(x), (2.7)

com ∇ representando a derivada covariante em relação à conexão de calibre Y ,

∇ = d+ κY, (2.8)
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tal que κ seja o parâmetro de acoplamento, o qual é adimentsional. A 1-forma de

conexão Y representa o campo de calibre Y , tal que este se transforme como

Y = λAY
A
µdx

µ , (2.9)

ou seja, uma transformação na representação adjunta [54],[55].

Usamos (2.5) e (2.7) para realizar a transformação do campo Y .

Y ′ = U

(
d

κ
+ Y

)
U−1. (2.10)

Na forma infinitesimal, temos U ≈ 1 + κζ. Logo, a transformação (2.10) reduzimos a

Y ′ = Y +∇ζ . (2.11)

Definimos a 2-forma de intensidade de campo por

F = dY + κY Y , (2.12)

a qual não é invariante por transformações de calibre locais, mas é covariante de calibre,

sujeita à transformação

F ′ = UFU−1 , (2.13)

a qual podemos escrever em componentes como

F ′A = dAA + κfABCA
BAC . (2.14)

O próximo passo consiste em usar FA para construirmos uma ação invariante de

calibre. Sobre esta construção, precisamos atender às seguintes condições:

• A densidade lagrangiana deve ser local, o que significa que deva depender so-

mente dos campos e de suas derivadas em cada ponto do espaço-tempo [56].

• Sob contagem de potências, a ação precisa ser renormalizável [9],[56].

• Os campos de Yang-Mills devem ser não-massivos, pois termos de massa geral-

mente podem corromper a invariância de calibre quando inseridos explicitamente

na lagrangiana [9],[56].
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• A variação da ação em relação aos campos deve levar a equações clássicas de

movimento não apresentando derivadas de ordem superior a segunda [9].

• Possivelmente, a ação deve ser invariante sob simetrias internas. Claramente,

estas são associadas às simetrias de calibre[9],[54].

Portanto, temos a ação mais simples que atende as demandas acima listadas,

S = −
∫
M

tr F ∗ F =
1

2

∫
M

FA ∗ FA , (2.15)

cujo traço tomamos em relação ao grupo. Temos, assim, uma ação de Yang-Mills

pura, pois não inclui campos de matéria.

Ressaltamos que todos os observáveis f́ısicos devem ser invariantes sob transformações

de calibre, assim como as respectivas ações, pois isto é consistente com o Prinćıpio de

calibre [8],[54].

2.1.2 Propriedades f́ısicas

A teoria de Yang-Mills tem duas propriedades importantes: [9]

• Renormalizabilidade: Em todas as ordens em teoria de perturbação, a ação

de Yang-Mills é renormalizável, tal que as divergências ultravioletas podem ser

eliminadas. Essa é uma prova da estabilidade das teorias de Yang-Mills no ńıvel

quântico [57]. Lembramos que a simetria BRST é crucial quando se trata da

renormalizabilidade de uma teoria de calibre.

• Liberdade assintótica: Esta propriedade decorre da renormalização do parâmetro

de acoplamento [49, 50]. Quando uma teoria é assintoticamente livre, temos o

parâmetro de acomplamento se tornando cada vez menos significativo em altas

energias. Por outro lado, quando a energia diminui, tal parâmetro aumenta. No

regime de acoplamento forte, observamos uma teoria não-perturbativa. Ainda

não existe um cenário completamente compreendido neste regime.

No regime de baixas energias, a fixação de calibre não é posśıvel através de um simples

v́ınculo. É justamente neste regime que as ambiguidades de Gribov se tornam comuns

[58]. O emprego da quantização BRST, juntamente com o método de Faddeev-

Popov, não é completamente realizada em baixas energias, pois ao fixar o calibre, não
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temos uma eliminação total da simetria de calibre e, portanto, reśıduos dessa simetria

sobrevivem. Foi mostrado esse é um problema que ocorre para qualquer calibre [59].

As configurações residuais de calibre são denominadas cópias de Gribov. Tais cópias se

tornam relevantes em baixas energias unicamente, portanto, o setor de altas energias

não muda, uma vez que o parâmetro de Gribov diminui com o aumento da energia,

como podemos observar na Figura 4.1. No calibre de Landau, cópias infinitesimais

podem ser eliminadas quando intruduzimos um termo de quebra suave de BRST1.

Em cromodinâmica quântica, o tratamento deste problema leva a evidências sobre o

confinamento de quarks e glúons [58, 61–64]. Deixamos um panorama sobre a ação

de Gribov-Zwanziger no Apêndice A, o qual está relacionado ao parâmetro de Gribov.

O modo de obter tal parâmetro, mostraremos no Caṕıtulo 4.

2.2 Teoria de gravidade no formalismo de segunda

ordem

Em 1915, Einstein elaborou aquela que hoje denominamos Teoria Geral da Relativi-

dade [22]. No coração da teoria proposta por Einstein, temos incrustado o Prinćıpio

da Equivalência, enquanto na estrutura da teoria, definitivamente, notamos o papel

geométrico da interação gravitacional. De acordo com Einstein, efeitos gravitacionais

podem ser localmente anulados do ponto de vista de um observador em queda livre.

Enfatizamos que, localmente, tal observador se encontra em uma pequena região do

espaço-tempo, onde os efeitos gravitacionais são insignificantes. Esta percepção é o

que definimos como a essência do Prinćıpio da Equivalência. Temos, principalmente,

duas formulações para este prinćıpio, tal como segue.

• Forma fraca do Prinćıpio da Equivalência: Massas inerciais e gravitacionais

são equivalentes.

Este enunciado do Prinćıpio da Equivalência afirma que a massa inercial de

um corpo é igual à sua massa gravitacional. Como consequência, qualquer

part́ıcula-teste experimenta, localmente, a mesma aceleração da gravidade. Esta

é uma forma de estabelecer que não sentiremos um campo gravitacional por uma

escolha sutil de um referencial não-inercial.
1A quebra suave de simetria BRST ocorre quando um termo não local, a função horizonte é

introduzida na ação de Yang-Mills. A quebra suave sempre ocorrerá mediante a inclusão de um
parâmetro de massa com dimensão menor que a do espaço-tempo. Detalhes sobre o cenário onde
essa quebra ocorre podem ser encontrados em [60]
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• Forma Forte do Prinćıpio da Equivalência: Os prinćıpios da Relatividade

Especial são localmente válidos em uma região do espaço-tempo.

O ponto central neste enunciado consiste em afirmar que, localmente, o espaço-

tempo é um espaço-tempo de Minkowski. Entretanto, em regiões extensas no

espaço-tempo, as inomogeneidades do campo gravitacional são significativas e

constatadas pelas forças de maré.

No decorrer desta tese, quando mencionarmos o Prinćıpio de Equivalência, estaremos

nos referindo à sua forma forte.

Foi a partir do Prinćıpio de Equivalência que Einstein descreveu a interação gravitacio-

nal por meios de uma formulação da dinâmica do espaço-tempo. Na teoria de Einstein,

a matéria informa como espaço-tempo deve se deformar, enquanto a deformação do

espaço-tempo informa à matéria como ela deve se mover. Por essa caracteŕıstica, ou

seja, como a geometria do espaço-tempo é dinamicamente modificada pela presença

de matéria, chamamos tal teoria de geometrodinâmica. Finalmente, Einstein descre-

veu a dinâmica do espaço-tempo através de uma coleção de equações que podem ser

simplesmente apresentadas como

Rµν −
1

2

(
R− 2Λ̃2

)
gµν = 8πGTµν , (2.16)

onde Rµν são as componentes do tensor de Ricci, R = gµνRµν é o escalar de cur-

vatura, gµν são as componentes do tensor métrico, G é a constante gravitacional de

Newton, Λ̃2 é a constante cosmológica e, finalmente, Tµν representa as componen-

tes do tensor energia-momento da distribuição de matéria. Como podemos notar, a

equação de Einstein tem um lado puramente geométrico e um outro que puramente

descreve a distribuição da matéria, onde se encontra o tensor energia-momento. O

ente fundamental da formulação de Einstein é o tensor métrico. Ressaltamos que, ao

tomarmos o traço da Eq. (2.16), obtemos

R = 4Λ̃2 − 8πGT , (2.17)

onde T é o traço do tensor energia-momento. No vácuo, temos simplesmente,

R = 4Λ̃2. Logo, notamos que o escalar de curvatura pode ser diretamente relaci-

onado com a constante cosmológica. Nitidamente, vemos que um universo dominado

por constante cosmológica jamais será plano. Logo, no caso de desprezarmos a cons-

tante cosmológica, teremos a mais simples solução das equações de Einstein, isto
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é, um espaço-tempo plano. Apenas lembramos que a constante cosmológica obser-

vacional é muito pequena nos dias atuais, cujo valor é da ordem de grandeza de

10−92 TeV 2. Hoje, temos cenários que colocam a constante cosmológica como a

principal responsável pela expansão acelerada do Universo. Uma energia do vácuo que

reconhecemos como energia escura.

O formalismo de segunda ordem conhecemos como formalismo da métrica, uma vez

que o tensor métrico é o único ente fundamental da gravidade. Qualquer outra in-

formação geométrica pode ser obtida a partir de gµν . Elencaremos rapidamente os

principais pontos do formalismo de segunda ordem. Comecemos o tensor métrico, o

qual carrega informações sobre comprimentos, ângulos, áreas e volumes sobre uma

variedade diferenciável M4. Por exemplo, a distância entre dois pontos x e x + dx,

calculamos como

ds2 = gµνdx
µdxν , (2.18)

onde notamos o caráter simétrico do tensor métrico, ou seja, gµν = gνµ. O tensor

métrico inverso é determinado por

gνλg
λµ = δµν , (2.19)

onde δµν é a métrica euclidiana.

Um importante e essencial objeto geométrico surge primeiramente quando tratamos

o transporte paralelo de vetores em M4. Chamamos tal objeto de conexão afim e ele

pode ser constrúıdo diretamente com o tensor métrico. A conexão afim generaliza a

ação da derivada parcial, tal que a derivada covariante de um tensor de ordem k se

transforme como um tensor ordem k+ 1. Definimos a atuação da derivada covariante

por

∇βT µ1µ2···µkν1ν2···ν` = ∂βT µ1µ2···µkν1ν2···ν`
+ Γµ1βλT

λµ2···µk
ν1ν2···ν` + Γµ2βλT

µ1λ···µk
ν1ν2···ν` + · · ·

− Γλβν1T
µ1µ2···µk

λν2···ν` − Γλβν2T
µ1µ2···µk

ν1λ···ν` − · · · .(2.20)

onde a conexão afim Γµβν é definida sob os seguintes requerimentos:

• Compatibilidade da métrica: A derivada covariante do tensor métrico é nula,

i.e., ∇βgµν = 0. Isso preserva o comprimento dos vetores diante de qualquer

transporte paralelo. Esta é a condição de não-metricidade nula.
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• Torção nula: Resultado imediato da simetria da conexão afim em seus ı́ndices

superiores, i.e., Tαµν = Γαµν − Γανµ = 0⇒ Γαµν = Γανµ .

No formalismo de segunda ordem, a conexão afim é unicamente determinada como

função de gµν . Algo que, geralmente, não é necessário. Há formulações geométricas

onde a conexão afim independe da métrica. Quando os dois itens acima são atendidos,

não observamos não-metricidade ou torção em qualquer ponto do espaço-tempo. A

conexão afim simétrica é conhecida como conexão de Levi-Civita ou, simplesmente,

śımbolo de Christoffel, a qual escrevemos como

Γαµν =
1

2
gαρ (−∂ρgµν + ∂µgρν + ∂νgµρ) . (2.21)

O tensor de Riemann-Christoffel, ou mais comumente, o tensor de Riemann, descreve

a curvatura do espaço-tempo. Podemos determinar tal tensor através do comutador

de duas derivadas covariantes de um vetor, ou seja,

[∇µ,∇ν ]V
α = ∇µ∇νV

α −∇ν∇µV
α = Rα

βµνV
β , (2.22)

onde

Rα
βµν = ∂µΓανβ − ∂νΓαµβ + ΓαµλΓ

λ
νβ − ΓανλΓ

λ
µβ . (2.23)

A seguir, listamos as principais propriedades do tensor de Riemann.

• Antissimetria no primeiro e no segundo par de ı́ndices:

Rα
βµν = −Rα

βνµ e Rα
βµν = −R α

β νµ.

• Simetria perante a troca do primeiro com o segundo par de ı́ndices:

Rα
βµν = R α

µν β ou, equivalentemente, Rαβµν = Rµναβ.

O tensor de Riemann nos permite determinar dois objetos bastante úteis na equação

de Einstein, tal como segue. O tensor de Ricci,

Rµν = gαβRβµαν = Rα
µαν , (2.24)

e o escalar de curvatura,

R = gµνRµν . (2.25)

Ressaltamos que o tensor de Riemann depende unicamente do tensor métrico.
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Lembramos que existe uma maneira de determinar as equações de Einstein usando o

prinćıpio variacional. Conseguimos tal feito por definirmos a ação de Einstein-Hilbert

com matéria como

SEH−CC =

∫
d4x
√
g

[
1

16πG
(R− 2Λ) + T µµ

]
, (2.26)

onde g = | det gµν |. As equações de Eisntein (2.16) são deduzidas através da extre-

mização da ação (2.26) em relação ao tensor métrico gµν .

Como última equação que apresentaremos neste formalismo de segunda ordem, temos

a equação da geodésica
d2xα

ds2
= −Γαµν

dxµ

ds

dxν

ds
. (2.27)

onde s é o elemento de linha não-nulo da geodésica e xµ é a posição da part́ıcula

ao longo da curva. Tal equação nos ajuda a interpretar que gµν faz o papel de po-

tencial relativ́ıstico, enquanto Γαµν fica associada com a força gravitacional. Esta

interpretação vem do fato de que as equações de campo de Einstein incorporam a

gravidade newtoniana em um certo limite. Este limite de campo fraco, tal como o

chamamos, recupera a teoria de Newton da gravitação, onde a componente g00 está

relacionada ao potencial newtoniano.

2.3 Teoria de gravidade no formalismo de primeira

ordem

E. Cartan e A. Palatini consideraram, no cenário do formalismo de segunda ordem

da Teoria Geral da Relatividade, o tensor métrico e a conexão afim como campos

independentes. Isso levou à uma teoria de gravidade com mais graus de liberdade

quando comparada à teoria de Einstein. Especificamente, porque uma resulta em

uma nova equação de campo, a qual é obtida por δSEH/δΓ = 0. Ainda, conforme

Cartan, a parte antissimétrica da conexão deve ser considerada. Conhecemos tal parte

como torção. O formalismo de primeira ordem usa dois objetos distintos, ou seja,

a vierbein eaµ(x) e a conexão de spin ωabµ(x), onde ı́ndices latinos se referem às

coordenadas do espaço tangente correspondente a um ponto do espaço-tempo M4.

Nesta seção seremos sucintos na apresentação deste formalismo, onde daremos ênfase

nas definições que empregaremos no decorrer desta tese, assim como a introdução
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da linguagem de formas diferenciais como ferramenta matemática que adotamos em

diversos pontos do trabalho.

2.3.1 Vierbein

O isomorfismo entre a variedade M4 e a coleção de espaços tangentes {Tx(M4)} pode

ser descrito por uma transformação de coordenadas entre o espaço Tx(M4) e o sistema

de coordenadas locais em uma vizinhança aberta de x, a qual obtemos por

∂xa

∂xµ
= eaµ(x), (2.28)

onde xµ ∈M4 e xa ∈ Tx(M4). A coleção eaµ(x), onde a = {0, 1, 2, 3}, denominamos

vierbein, a qual define um referencial local ortonormal sobre M4. Similarmente, existe

uma correspondência 1 pra 1 entre os tensores que pertencem a M4 e Tx(M4), tal que

Fa1···aN (x) = ea1µ1(x) · · · eaNµN (x)Fµ1···µN (x) (2.29)

Onde escrevemos Fµ1···µN (x) e Fa1···aN (x) como as componentes dos tensores F em

M4 e Tx(M4), respectivamente. No espaço Tx(M4), representamos o comprimento de

arco por

ds′2 = ηabdx
adxb . (2.30)

Se preservarmos o comprimento de arco pelo mapeamento, isto é, ds2 = ds′2, então

obtemos o tensor métrico em função da vierbein2 eaµ,

gµνdx
µdxν = ηabdx

adxb = ηabe
a
µdx

µebνdx
ν

gµν = ηabe
a
µe
b
ν (2.31)

Descrevemos, no espaço tangente, a ação do grupo de Lorentz sobre a vierbein como

eaµ → e′aµ = Labe
b
µ , (2.32)

tal que Lab ≡ Lab(x) ∈ SO(3, 1) seja uma transformação local de Lorentz. Uma vez

que o espaço tangente é diferente em cada ponto do espaço-tempo, temos

ηcd = LacL
b
dηab . (2.33)

2Por simplicidade e economia, usaremos ea ≡ ea(x) e ωab ≡ ωab(x), onde ωab definiremos na
próxima subseção.
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A vierbein, sendo um isomorfismo, possui inversa, a qual podemos obter pela in-

variância do comprimento de arco. Logo, a vierbein e sua inversa estabelecem entre

si v́ınculos, os quais são

eaµe
µ
b = δab, (2.34)

eaµe
ν
a = δµν . (2.35)

Quando admitimos que vierbein possui inversa e usamos a equação (2.31), obtemos

ηab = gµνe
µ
ae
ν
b , (2.36)

ou seja, uma relação inversa da métrica. Definimos o determinante da vierbein por

e = |det eaµ| . (2.37)

Ao usarmos (2.31), podemos estabelecer uma relação entre os determinantes da

métrica e da vierbein, i.e.,

|g| = |det gµν | = |det eaµ|2 ⇒ e =
√
|g| . (2.38)

As seguintes relações surgem dos resultados obtidos em (2.31), (2.32) e (2.38):

• Todas as propriedades do tensor métrico do espaço-tempo estão armazenadas

na vierbein.

• Sob uma transformação de Lorentz, a vierbein se transforma de acordo com

(2.32). Aqui SO(3, 1) é interpretado como um grupo de calibre de maneira que

o tensor métrico gµν seja invariante de calibre.

• A diferença entre as N2 componentes independentes da vierbein e as (N2+N)/2

componentes independentes da métrica é justamente a quantidade (N2−N)/2,

o número de rotações em N dimensões. Aqui, usaremos N = 4.

A vierbein eaµ, sendo um vetor do espaço tangente, podemos igualmente representar

pelo seu dual no espaço cotangente T ∗x (M4), ea = eaµdx
µ. Esta quantidade ea é uma

1-forma que substitui a métrica como campo fundamental no formalismo de primeira

ordem.
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2.3.2 Conexão de spin

Na Teoria da Relatividade Geral, quando realizamos um transporte paralelo de qualquer

vetor sobre a variedade, temos uma conexão afim relacionada a tal deslocamento. Essa

conexão afim, conhecida também como conexão de Levi-Civita, é simétrica em seus

ı́ndices e recebe o nome de śımbolo de Christoffel. A ausência de torção, tal como foi

formulada a Relatividade Geral, é o que caracteriza a conexão ser simétrica. Teorias

com torção, tal como a Teoria métrica-afim, não simplificam a conexão e a parte

anissimétrica da conexão é considerada. Enquanto isso, no formalismo de primeira

ordem, quem está relacionada ao transporte paralelo é a conexão de spin,

ωab = ωabµdx
µ , (2.39)

a qual está presente, também, no acoplamento ḿınimo dos campos de matéria com a

geometria do espaço-tempo. A conexão de spin não depende da métrica e seus valores

são tomados na álgebra de Lorentz. Entendemos melhor a geometria da conexão de

spin quando escolhemos dois pontos, x e x+dx, onde existem os espaços cotangentes

T ∗x (M4) e T ∗x+dx(M4), respectivamente, em uma variedade M4. Adicionalmente, te-

mos um campo vetorial ψa(x) transportaremos paralelamente do ponto x ao x+ dx.

Medimos tal efeito por

ψ′a(x) = ψa(x) +Dψa(x), (2.40)

tal que Dψa(x) = dψa(x) +ωab(x)ψb(x) é a derivada covariante exterior, a qual atua

sobre o campo. O papel da derivada covariante consiste em medir a mudança no

tensor paralelamente deslocado. Desse modo, temos as propriedades afins do espaço

codificadas na 1-forma de conexão. Se transformamos a derivada covariante, definida

em (2.40), perante o grupo de Lorentz, então a conexão de spin (2.39) transformamos

como

ωabµ → ω′abµ = Λa
cω

c
dµΛd

b + Λa
c∂µΛc

b . (2.41)

Em cada espaço cotangente T ∗x (M4) definimos a ação do grupo SO(3, 1), pois as

matrizes de transformação Λ dependem de x. Portanto, necessariamente, introduzimos

um tipo de conexão que compense o fato do grupo agir independentemente em cada

ponto da variedade, assim como em uma teoria de calibre. Para uma determinada

variedade existe uma única conexão correspondente ao sistema de coordenadas. Para

todos os efeitos, o formalismo de primeira ordem é, realmente, uma teoria de calibre.

Do mesmo modo que associamos a vierbein ea com gµν mediante (2.31), associamos
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a conexão spin ωab com a conexão afim Γab. Obtemos tal relação quando a condição

de compatibilidade Dαgµν = 0 é satisfeita. Para tal, definimos a derivada covari-

ante completa, ou seja, a derivada que carrega ı́ndices do espaço-tempo e do espaço

tangente, e impomos D̃αe
a
µ = 0. Claramente temos

D̃αe
a
µ = ∂αe

a
µ + ωaαbe

b
µ − Γβαµe

a
β , (2.42)

pela qual obtemos

Γαµν = eαa∂µe
a
ν + ωaµbe

α
ae

b
ν . (2.43)

Podemos mostrar que a equação (2.43) pode ser escrita como o śımbolo de Chris-

toffel mais um termo associado à torção. Isso nos mostra o quanto a torção surge

naturalmente no formalismo de primeira ordem.

2.3.3 Estrutura do formalismo de primeira ordem

A métrica de Minkowski, ηab, e o pseudo-tensor de Levi-Civita, εabcd, são tensores

invariantes perante o grupo de rotações SO(1, 3). Logo, quando submetemos tais

tensores à ação do grupo de Lorentz, vemos todos eles permanecerem constantes em

toda a variedade M4. Portanto, dηab = 0 e dεa1,··· ,aN = 0. Analogamente, Dηab = 0

e Dεa1,··· ,aN = 0. Diante de tal implicação, temos

ηacω
c
b = −ηbcωca

εb1,a2,··· ,aNω
b1
a1

+ εa1,b2,··· ,aNω
b2
a2

+ · · ·+ εa1,a2,··· ,bNω
bN
aN

= 0. (2.44)

Empregamos a vierbein ea e a conexão de spin ωab para descrever, direta ou indireta-

mente, todas as propriedade geométricas de M4. Vemos, então, que a vierbein ocupa

um papel análogo aquele ocupado pelo clássico tensor métrico da Teoria da Relati-

vidade Geral. Do mesmo modo, relacionamos a conexão de spin, juntamente com a

vierbein, com a conexão afim do espaço-tempo.

Tomemos, por exemplo, sem que ocorra perda de generalidade, um campo descrito por

uma 0-forma ψa , e uma derivada covariante D atuando sobre ele, Dψa = dψa+ωabψ
b.

Em seguida, impomos que D atue novamente, ou seja,

D2ψa = D(dψa + ωabψ
b) = Ra

bψ
b, (2.45)
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onde utilizamos a nilpotência da derivada exterior d. Sobre (2.45), observamos que

Ra
b = dωab + ωacω

c
b, (2.46)

o qual definimos como 2-forma de curvatura Ra
b. Por outro modo,

Ra
b =

1

2
Ra

bµνdx
µdxν . (2.47)

Podemos ver que a curvatura está relacionada ao tensor de Riemann como

Ra
b =

1

2
eaαe

β
bR

α
βµνdx

µdxν . (2.48)

Logo depois, atuamos com o operador derivada covariante na vierbein e o resultado

que obtemos é a 2-forma de torção i.e.,

T a = Dea ≡ dea + ωabe
b , (2.49)

a qual, nada mais é do que o acoplamento ḿınimo de ea. Sabemos que torção Tαβν ,

no formalismo da métrica, dependende das conexões afins, e isto está de acordo com

a 2-forma (2.49), onde a derivada covariante da vierbein ea conduz a uma clara de-

pendência com a conexão de spin ωab,

T a =
1

2
eaαT

α
µνdx

µdxν , (2.50)

onde Tαµν = Γαµν − Γανµ.

Mostraremos a seguir uma sequência de atuações da derivada covariante que resulta

em relações de hierarquia.

Dea = T a (2.51)

DT a = Ra
be
b, (2.52)

DRa
b = 0. (2.53)

Notamos que a relação entre a curvatura e a derivada covariante, mostrada em (2.53),

é, simplesmente, a conhecida identidade de Bianchi. Nenhuma das identidades, (2.52)

ou (2.53), representam um conjunto de equações que possam resultar em informações

f́ısicas obtidas a partir delas. Como consequência dessas identidades, ao tomarmos

derivadas covariantes sucessivas, não haverá o aparecimento de novos tensores com
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posśıveis propriedades geométricas. Ressaltamos que, neste formalismo, quando com-

paramos com a teoria de calibre, a conexão de spin se comporta como a conexão de

calibre, enquanto a vierbein desempenha o papel de campo de matéria. Do mesmo

modo, relacionamos a 2-forma de curvatura com o tensor intensidade de campo, en-

quanto temos a torção como um acoplamento ḿınimo da vierbein.

2.3.4 Teorias generalizadas de gravidade no formalismo de pri-

meira ordem

No formalismo de primeira ordem, usamos ea, ωab, R
a
b, T

a e os tensores invariantes

de calibre, ηab e εabcd, como os elementos principais na construção de uma teoria

de gravidade. Entretanto, não há tanta liberdade para construirmos lagrangianas

fisicamente consistentes neste formalismo [21]. A seguir, sob a restrição de possuir

apenas derivadas de primeira ordem, apresentaremos duas teorias que generalizam

a ação de Einstein-Hilbert, as quais são conhecidas como ação de Lovelock e de

Mardones-Zanelli.

2.3.4.1 O teorema de Lovelock

Em 1971, D. Lovelock formulou uma teoria de gravidade, a qual consistia em descrever

a interação gravitacional como uma extensão da Teoria da Relatividade Geral proposta

por Einstein [65]. A formulação de Lovelock considerava a adição de todos os termos

posśıveis à ação de Einstein-Hilbert, desde que, tais termos extras fossem locais e

não carregassem derivadas maiores que 1. Além dessas condições, a torção nula era

outro ponto necessário na elaboração da ação de Lovelock. Uma vez que o quesito

torção nula fosse atendido, assim como apenas derivadas primeiras, podemos notar o

aparecimento de derivadas segundas da vierbein na 2-forma de torção.

A ação geral proposta por Lovelock em D dimensões pode ser escrita como

SLovelock =

∫ D
2∑

k=0

akLkD , (2.54)

onde ak são constantes arbitrárias e

LkD = εa1a2···aNR
a1a2 · · ·Ra2k−1a2kea2k+1 · · · eaD . (2.55)
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Para qualquer dimensão do espaço-tempo, as equações de campo deduzidas a partir

da variação da ação (2.54) serão equações diferenciais de segunda ordem relativas à

métrica.

Para exemplificarmos, em D = 2 temos

SL2 =
1

32πG

∫
εab
(
a0e

aeb + a1R
ab
)
, (2.56)

a qual é a ação usual de Einstein-Hilbert com constante cosmológica em duas di-

mensões. Sabemos que é uma ação topológica e, portanto, verificamos que a mesma

não resulta em qualquer equação de campo.

Como um segundo exemplo, para D = 4 obtemos

SL4 =
1

32πG

∫
εabcd

(
a0e

aebeced + a1R
abeced + a2R

abRcd
)
, (2.57)

Diretamente observamos em (2.57), o primeiro termo relacionado à constante cos-

mológica, enquanto o segundo é o termo de Einstein-Hilbert. O último termo (2.57)

é um extra que, por estarmos em quatro dimensões, tem papel topológico e, conse-

quentemente, não contribui com qualquer termo nas equações de campo oriundas da

variação de (2.57). Tal parte da ação é denominado termo de Gauss-Bonnet. Este

termo pode ter relevância quântica e sua importância foi estudada em [66, 67].

2.3.4.2 A teoria de Mardones-Zanelli

Em 1991, J. Zanelli e A. Mardones propuseram uma generalização da ação de Lovelock

(2.54) descartando a condição de torção nula. Para o caso D-dimensional, não existe

uma ação genérica. Nesta nova formulação, há termos de Chern-Simons, além das

séries que envolvem torção. A seguir, alguns exemplos para nos ajudar a esclarecer

essa nova teoria.

Em duas dimensões, não há qualquer modificação na ação que envolva a lagrangiana

(2.56). Entretanto, em três dimensões, temos

SMZ3 =
1

32πG

∫ [
εabc

(
a0e

aebec + a1R
abec
)

+ b1T
aea + b2

(
ωabdω

b
a +

2

3
ωabω

b
cω

c
a

)]
.

(2.58)

Conforme vimos antes, o primeiro é o termo de constante cosmológica, o segundo é o

termo de Einstein-Hilbert, o terceiro é o termo que envolve a 3-forma de Chern-Simons
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para a vierbein, enquanto o último é o termo topológico que consiste na 3-forma de

Chern-Simons para a conexão. Sob certas circunstâncias, o último termos é equivalente

aos dois primeiros termos da ação (2.58) [68].

Para o caso 4-dimensional, temos

SMZ4 =
1

32πG

∫ [
εabcd

(
a0e

aebeced + a1R
abeced + a2R

abRcd
)

+ b1R
abRab

+ b2Rabe
aeb + b3T

aTa
]
. (2.59)

Os primeiros três termos coincidem com a ação de Lovelock. O quarto termo é termo

topológico de Pontryagin e está relacionado ao termo de Chern-Simons para a conexão

como

RabRab = d

(
ωabdω

b
a +

2

3
ωabω

b
cω

c
a

)
. (2.60)

Os últimos dois termos são termos de superf́ıcie. Além do mais, para b2 = −b3, os

últimos dois termos se tornam, respectivamente, no termo topológico de Nieh-Yang,

o qual está relacionado ao termo de Chern-Simons relativo à vierbein [69],

Rabe
aeb − T aTa = d(T aea) . (2.61)



Caṕıtulo 3

Gravidade induzida para o grupo

SO(m,n): uma revisão

Neste caṕıtulo brevemente descreveremos a teoria de gravidade induzida, a qual foi

constrúıda em [70]. Apresentaremos os detalhes da construção dando ênfase nos

aspectos quânticos e matemáticos que permitem tal indução.

3.1 Teoria de Yang-Mills para os grupos de de Sitter

Sejamos mais espećıficos a partir deste ponto. Isto significa que atribuiremos ı́ndices

referentes ao grupo SO(m,n), isto é, faremos A ≡ AB. Dessa forma, a ação de

Yang-Mills (2.15) pode ser representada como

SYM =
1

2

∫
FA

B ∗ FBA , (3.1)

onde FA
B é a 2-forma de intensidade de campo, tal que F = dY + κY Y , d é a

derivada exterior, κ é o parâmetro de acoplamento e Y é a conexão de calibre, i.e., o

campo fundamental na representação adjunta. O operador Hodge no espaço euclidiano

é denotado por ∗. A ação (3.1) é invariante sob transformações do grupo de calibre

SO(m,n), Y 7−→ U−1 (κ−1d+ Y )U , com U ∈ SO(m,n). A forma infinitesimal

desta transformação de calibre é

Y 7−→ Y +∇α , (3.2)

23
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ond ∇ = d+κY é a derivada covariante para a conexão Y , enquanto α é o parâmetro

infinitesimal.

Antes de prosseguirmos, detalharemos brevemente a estrutura do grupo SO(m,n).

3.1.1 Estrutura do grupo SO(m,n)

O SO(m,n) restrito a m ∈ {0, 1, 2} e m + n = 5 é o grupo de calibre que represen-

tará as simetrias internas da ação de Yang-Mills pura que usaremos como ponto de

partida. Ao mesmo tempo, representaremos o espaço-tempo como uma variedade di-

ferenciável euclidiana 4-dimensional, a qual denotaremos por R4. Usaremos a seguinte

classificação:

• Quando m=0, temos o grupo ortogonal SO(5).

• Quando m=1, temos o grupo de de Sitter SO(1, 4).

• Quando m=2, temos o grupo de anti-de Sitter SO(2, 3).

Para simplificarmos a chamada de tais grupos durante o restante do texto, referiremo-

nos ao SO(m,n) como grupo de Sitter. Quando for necessário, faremos a devida

distinção entre eles.

O grupo SO(m,n) define um espaço plano 5-dimensional, Rm,n
S , cuja métrica de Killing

escrevemos como ηAB = diag (ε, ε, 1, 1, 1), tal que ε = (−1) (2−m)! e ε = (−1)m!+1.

Neste ponto, não há qualquer relação entre este espaço e o espaço-tempo R4.

A álgebra do grupo SO(m,n) é representada pela relação

[
JAB, JCD

]
= −1

2

{(
ηACJBD + ηBDJAC

)
−
(
ηADJBC + ηBCJAD

)}
, (3.3)

com JAB = −JBA, onde JAB representa os 10 geradores anti-hermitianos e antis-

simétricos do grupo. {A, B, C, D} são rotuladas por {5, 0, 1, 2, 3}.

De acordo com [55], podemos decompor um grupo segundo um produto direto de dois

outros grupos. Consideremos, necessariamente, as seguintes definições:

Definição 3.1. Seja um grupo G e um subgrupo H. Um espaço coset C é definido

como C = G/H e G = H × C. Seja h e c, respectivamente, as álgebras de H
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e C, enquanto h̃ = {h, 0}. A álgebra se decompõe como [h, h] ⊆ h, [c, c] ⊆ h̃ e

[c, h] ⊆ c⊕ h̃. Assim, o subgrupo H é um subgrupo de estabilidade.

Definição 3.2. cosets são classificados como:

1. Se [c, c] ⊆ 0, então o espaço C também é um subgrupo de G, nesse caso,

abeliano.

2. Se [c, h] ⊆ c, então C é um espaço simétrico ou invariante.

Enfim, decompomos SO(m,n) conforme

SO(m,n) ≡ SO(r, s)× S (4) , (3.4)

com r = (1 − ε)/2, s = 4 − r e S (4) sendo um coset simétrico com 4 graus de

liberdade,

S (4) = SO(m,n)/SO(r, s) . (3.5)

A projeção na quinta coordenada do grupo original nos permite decompor a álgebra

(3.1.1) como

[
Jab, J cd

]
= −1

2

{(
ηacJ bd + ηbdJac

)
−
(
ηadJ bc + ηbcJad

)}
, (3.6)[

Ja, J b
]

= − ε
2
Jab, (3.7)[

Jab, J c
]

=
1

2

(
ηacJ b − ηbcJa

)
, (3.8)

onde (a, b, c, d) rotulamos com {0, 1, 2, 3}e Ja ≡ J5a. Enquanto, ηab = diag (ε, 1, 1, 1).

Podemos representar a 1-forma de conexão Y usando a álgebra decomposta, i.e.,

Y = Y A
BJ

B
A = AabJ

b
a + θaJa , (3.9)

tal que Aab e θa sejam os campos de calibre para cada setor da álgebra. A equação

(7.14) mostra como uma transformação de calibre afeta Y . Com U ≈ 1 + κζ ∈
SO (m,n), temos

Y ′ = Y + (d+ κY ) ζ . (3.10)
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O parâmetro de calibre segue a decomposição, ou seja, ζ = αabJ
b
a + ξaJa, tal que as

transformações de calibre para cada setor sejam

Aab → Aab +Dαab −
εκ

4
(θaξb − θbξa) , (3.11)

θa → θa +Dξa + καabθ
b. (3.12)

Agora D = d+ κA é a derivada covariante em relação ao setor SO (r, s).

Decompomos a 2-forma de intensidade de campo como

F = FA
BJ

B
A = F a

bJ
b

a + F 5aJa

=
(

Ωa
b −

εκ

4
θaθb

)
J b
a +KaJa, (3.13)

onde Ωa
b = dAab + κAacA

c
b e Ka = dθa + κAabθ

b. Finalmente, escrevemos a ação de

Yang-Mills em sua forma decomposta, i.e.,

SYM =
1

2

∫ (
FA

B ∗ F B
A

)
=

1

2

∫ (
F a

b ∗ F b
a + 2F a ∗ Fa

)
=

1

2

∫ {
Ωa

b ∗ Ω b
a +

1

2
Ka ∗Ka −

εκ

2
Ωa

b ∗
(
θaθ

b
)

+
κ2

16
θaθb ∗

(
θaθ

b
)}

.(3.14)

3.2 A contração de Inönü-Wigner

O mecanismo conhecido como contração de Inönü-Wigner [51] é empregado sob o

seguinte teorema.

Teorema 1. Seja um grupo de Lie G tal que exista um subgrupo não-trivial H, cuja

álgebra permaneça fixa sob contração, enquanto o grupo contráıdo G′ tenha um sub-

grupo abeliano invariante1 S sobre o qual H = G′/S. Reciprocamente, a condição

necessária para que um grupo G′ seja determinado por contração, a partir de um outro

grupo, é a existência, em G′, de um subgrupo abeliano invariante S e um subgrupo

H tal que G′ seja o produto semi-direto de H e S.

De acordo com [51], simplesmente para ilustrarmos o alcance deste teorema, temos a

mecânica newtoniana como o limite da mecânica einsteiniana sob a condição υ
c
→ 0,

ou seja, o grupo de Lorentz é reduzido ao grupo de Galileu.

1Quando é dito que S é invariante, significa que [s, h] ∈ s, o que implica que H é um subgrupo
de estabilidade.
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O Teorema 1 garante que certa álgebra possa ser transformada em outra via um

processo de contração, no qual, um certo grupo é reduzido a outro, o qual é ligado ao

primeiro por um certo parâmetro.

Vamos a um exemplo do nosso interesse, ou seja, tomemos o grupo de anti-de Sitter

SO(2, 3), devidamente projetado na quinta coordenada, conforme (3.6), (3.7) e (3.8),

nas quais aplicamos a transformação

Ja = `P a, (3.15)

tal que o parâmetro de contração ` seja associado ao raio do universo de de Sitter

relacionado à curvatura desse espaço como R ∝ 1
`2

. Uma vez que (3.7) e (3.8) são as

únicas a serem alteradas pela introdução do parâmetro `, temos

[
P a, P b

]
=

1

R2

[
Ja, J b

]
= − ε

2R2
Jab, (3.16)[

Jab, P c
]

=
1

2

(
ηac

J b

R
− ηbcJ

a

R

)
=

1

2

(
ηacP b − ηbcP a

)
.. (3.17)

Tomamos o limite `→∞ e obtemos a álgebra do grupo de Poincaré, i.e,

[
Jab, J cd

]
= −1

2

{(
ηacJ bd + ηbdJac

)
−
(
ηadJ bc + ηbcJad

)}
, (3.18)[

P a, P b
]

= 0, (3.19)[
Jab, P c

]
=

1

2

(
ηacP b − ηbcP a

)
. (3.20)

Portanto, mostramos, via um parâmetro ligado ao grupo original, que o grupo de de

Sitter SO(2, 3) pode ser reduzido ao grupo de Poincaré ISO(1, 3).

Esse mecanismo de contração será crucialmente empregado na deformação da teoria

de calibre original em uma teoria de gravidade. O teorema de Inönü-Wigner nos

permitirá aplicar um mecanismo de contração que desempenhará um papel importante

no processo de indução da teoria de gravidade que constrúımos.
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3.3 Redefinição, contração e quebra dinâmica de si-

metria

Assumimos, independente do mecanismo f́ısico de geração de massa [64, 71], um

parâmetro de massa γ para que possamos redefinir os campos de calibre como

A → 1

κ
A, (3.21)

θ → γ

κ
θ . (3.22)

Portanto, sob tal redefinição, o campo de calibre θa, que outrora tinha componentes

θaµ com dimensão 1, agora possuem dimensão 0. Agora, escrevemos a ação (3.14) na

forma

S =
1

2κ2

∫ {
Ωa

b ∗ Ω b
a +

γ

2

2

Ka ∗Ka −
εγ2

2
Ωa

b ∗
(
θaθ

b
)

+
γ4

16
θaθb ∗

(
θaθ

b
)}

.

(3.23)

Usando Ωa
b = dAab +AacA

c
b e Ka = dθa +Aabθ

b, obtemos a ação modificada com a

introdução dos parâmetros de acoplamento κ e de massa γ. Ressaltamos que, agora, o

parâmetro de acoplamento κ pode ser retirado do integrando da ação (3.23) e, enfim,

a ação modificada pode ser interpretada como uma ação de gravidade.

Devido a introdução de um parâmetro de massa, reparametrizamos os geradores do

grupo SO (m,n). Através do parâmetro de massa, devidamente identificado com

o raio da variedade Rm,n
S , temos liberdade para realizar uma projeção estereográfica

[72, 73]. Assim, obtemos

Ja = −κ
γ
P a +

ε

16

γ

κ

(
2xax

bPb + σ2P a
)
, (3.24)

onde xa representam as coordenadas estereográficas do espaço R(m!−1),n
S . Logo, a

partir de (3.21) e (3.22), encontramos

θ → γ

κ
θ ≡ γ

κ
θaJa = −θaPa +

γ2

κ2
θa
(
ε

8
xaxbP

b +
εσ2

16
Pa

)
. (3.25)
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Portanto, após tal projeção, obtemos uma nova forma da álgebra de de Sitter, i.e.,

[
Jab, J cd

]
= −1

2

{(
ηacJ bd + ηbdJac

)
−
(
ηadJ bc + ηbcJad

)}
, (3.26)[

Ja, J b
]

= − εγ
2

2κ2
Jab, (3.27)[

Jab, J c
]

=
1

2

(
ηacJ b − ηbcJa

)
. (3.28)

Exploremos agora, a liberdade assintótica do modelo [49, 50], a qual significa que em

baixas energias ocorre o aumento do parâmetro κ, possibilitando que, nesse limite,
γ2

κ2
→ 0, para algumas escalas não-perturbativas. Sob tal condição a álgebra de de

Sitter (3.26), (3.27) e (3.28) é contráıda para a de Poincaré, isto é,

[
Ja, J b

]
= − εγ

2

2κ2
Jab −→

[
P a, P b

]
= 0. (3.29)

Notamos claramente como o gerador projetado se reduz ao gerador de translações em

R(r,s)
S ,

Ja −→ −κγ−1P a, (3.30)

θ −→ −θaPa . (3.31)

Dessa forma, a simetria de calibre é dinamicamente deformada ao grupo de Poincaré,

SO(m,n) −→ ISO(r, s), para alguns valores do regime de acoplamento forte. Si-

multaneamente, a contração de Inönü-Wigner induz uma quebra de simetria da ação

(3.14), esta invariante sob SO(m,n), mas não sob ISO(r, s), pois ISO(r, s) *
SO(m,n). Entretanto, ISO(r, s) ⊃ SO(r, s) ⊂ SO(m,n), isto é, SO(r, s) é sub-

grupo de ambos. Adicionalmente, SO(r, s) é um subgrupo estável. Consequen-

temente, a contração de Inönü-Wigner implica diretamente na quebra de simetria

SO(m,n) −→ SO(r, s).

Portanto, as transformações (3.11) e (3.12) se reduzem a

Aab → Aab +Dαab, (3.32)

θa → θa − αabθb, (3.33)

o que decorre da redefinição assumida em (3.21) e (3.22). Quando comparamos

(3.32) e (3.33) com (3.11) e (3.12), observamos a retirada do setor da álgebra que
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corresponde a quinta coordenada, reduzindo assim a dimensão do espaço interno Rm,n
S

5-dimensional para 4-dimensional. A partir deste ponto, os campos Aab se comportam

como campos de calibre, enquanto os campos θa ficam associados a campos de matéria.

Sempre nos referindo ao grupo de estabilidade SO(r, s).

3.4 Gravidade induzida

Realizaremos o mapeamento da ação (3.23) apresentada na Seção 3.1 para o grupo

SO(r, s), a qual terá cada configuração (A, θ) mapeada em uma geometria efetiva

(ω, e). O mapeamento que estamos implementando é biuńıvoco, tal que, cada ponto

x ∈ R4 seja relacionado a outro ponto X ∈M4. O mapeamento necessariamente deve

ser um isomorfismo para garantir a preservação da estrutura algébrica definida em R4.

Primeiro, mapeamos cada campo de calibre em um respectivo ente geométrico, i.e.,

ωa
b = δaaδ

b
bA

a
b, (3.34)

ea = δaaθ
a, (3.35)

com os ı́ndices a, b, . . . referentes ao espaço T ?X (M). Agora, expandimos (3.34) e

(3.35) em componentes, as quais tomam a forma

ωa
bµ (X) dXµ = δaaδ

b
bA

a
bµ(x)dxµ, (3.36)

eaµ (X) dXµ = δaaθ
a
µ(x)dxµ, (3.37)

Analogamente, mapeamos os Hodges duais em R4 em seus respectivos Hodges duais

em M4. Logo,

?ωa
b = δaaδ

b
b ∗ Aab, (3.38)

?ea = δaa ∗ θa . (3.39)

Similarmente, em componentes, obtemos

ωaµ
b (X)

√
g̃εµαβγdX

αdXβdXγ = δaaδ
b
bA

aµ
b (x)
√
gεµαβγdx

αdxβdxγ, (3.40)

eaµ (X)
√
g̃εµαβγdX

αdXβdXγ = δaaθ
aµ(x)

√
gεµαβγdx

αdxβdxγ, . (3.41)
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Em seguida, mapeamos e identificamos cada termo da ação (3.23) conforme a estru-

tura geométrica:

Ωa
b ∗ Ω

b

a = (dAab + AacA
c
b) ∗

(
dA b

a + A c
a A

b
c

)
= (dωa

b + ωa
cω

c
b)︸ ︷︷ ︸

Ra
b

?
(
dω b

a + ω c
a ω

b
c

)︸ ︷︷ ︸
R b

a

, (3.42)

com Ra
b sendo a 2-forma de curvatura em M4. Similarmente,

K
a ∗Ka = Dθa ∗Dθa

= Dea︸︷︷︸
T a

? Dea︸︷︷︸
Ta

, (3.43)

com T a sendo a 2-forma de torção em M4.

Os outros dois termos são

Ω
a

b ∗
(
θaθ

b
)

= (dAab + AacA
c
b) ∗

(
θaθ

b
)

= Ra
b ?
(
eae

b
)
, (3.44)

(θaθb) ∗
(
θaθ

b
)

= (eaeb) ?
(
eae

b
)
, (3.45)

e o termo comum às duas equações acima será

?
(
eaeb

)
=

1

2
εabcdeced. . (3.46)

Portanto, quando consideramos os novos termos mapeados, (3.42), (3.43), (3.44) e

(3.45), conjuntamente com (3.46), deduzimos que a ação (3.23) se torna

S =
γ2

4κ2

∫ {
2

γ2
Ra

b ? R
b

a + T a ? Ta −
ε

2
εabcdR

abeced +
γ2

16
εabcde

aebeced
}
. (3.47)

Antes do último e crucial passo para identificarmos esta ação (3.47) com uma ação

gravitacional 4-dimensional, precisamos associar os parâmetros κ e γ com a constante

gravitacional de Newton, G, e a constante cosmológica Λ2, i.e.,

γ2

κ2
=

1

4πG
e γ2 =

4Λ2

3
. (3.48)
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Finalmente, encontramos a construção final de uma ação de gravidade, ou seja,

S =
1

16πG

∫ {
3

2Λ2
Ra

b ? R
b
a + T a ? Ta −

ε

2
εabcdR

abeced +
Λ2

12
εabcde

aebeced
}
.

(3.49)

3.4.1 Equações de campo

No intuito de explorarmos os limites desta teoria de gravidade, precisamos determinar

as equações de campo. Antes de atacarmos a ação (3.49), vamos explicitar o modo

mais geral posśıvel de variar uma ação sob o formalimo que estamos empregando nesta

tese. De acordo com [74] podemos variar a ação usando formas diferenciais. Logo, a

variação da ação relativa à p-forma Φi pode ser escrita como

δS =

∫
M
δL =

∫
M

∑
i

δΦi∧
[
∂L
∂Φi
− (−1)pd

(
∂L

∂(dΦi)

)]
+

∫
M
d

(∑
i

δΦi ∧ ∂L
∂(dΦi)

)
,

(3.50)

onde L ≡ L(Φi) e d é a derivada exterior. Considerando o último termo de (3.50)

nulo na fronteira e usando o prinćıpio de Hamilton, i.e., δS = 0, temos as equações

de Euler-Lagrange na linguagem de formas diferenciais,

∂L
∂Φi
− (−1)pd

(
∂L

∂(dΦi)

)
= 0 . (3.51)

Agora, podemos aplicar o mesmo desenvolvimento que apresentamos acima para en-

contrar (3.50) e as equações de campo serão obtidas considerando as variações da

ação (3.49) em relação à vierbein ea e à conexão de spin ωa
b, ambas 1-formas.

Detalhemos estes cálculos, tal como segue. Primeiro, reescrevemos (3.52) de forma

simplificada, i.e.,

Sgrav =
1

16πG

∫ (
3

2Λ2
LR2 + LT 2 − ε

2
LRe2 +

Λ2

12
Le4
)
, (3.52)

onde LR2 ≡ Rab ? R
ab, LT 2 ≡ T a ? Ta, LRe2 ≡ εabcdR

abeced e Le4 ≡ εabcde
aebeced.

Segundo, tomemos as derivadas parciais em relação aos campos e em relação às suas

derivadas exteriores, tais como aparecem em (3.51).
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Antes, devemos ter uma certa cautela porque o Hodge dual carrega informações rela-

cionadas à vierbein. Isto implica que o termo LR2 precisa ser explicitado, ou seja,

LR2 ≡ Rab ? R
ab

= Rab ?

(
1

2
Rab

µνdx
µdxν

)
= Rab

[
1

2
Rab

µν

(
1

2
εµναβdx

αdxβ
)]

=
1

4
RabR

ab
dfε

df
ghe

geh , (3.53)

onde usamos ea = eaµdx
µ ⇔ dxµ = e µa e

a.

∂LR2

∂ec
=

1

4
Rab

[
Rab

dfε
df
gh

(
δgc e

h − egδhc
)]

= Rab

(
1

2
εdfghR

ab
dfe

h

)
=

= Rab ?
(
Rabec

)
. (3.54)

Como ∂LR2/∂(dec) = 0, então temos

(δLR2)e = δecRab ?
(
Rabec

)
. (3.55)

Prosseguimos com o termo quadrático da torção. Primeiro, temos

∂LT 2

∂ec
= −ωa

bδ
b
c ? Ta + T a ∂

∂ec
? Ta

= ωa
c ? Ta +

1

4
Tabdε

bd
ef

(
δece

f − eeδfc
)

= ωa
c ? Ta +

1

2
Tabdε

bd
cfe

f︸ ︷︷ ︸
=?(Taec)

= ωa
c ? Ta + T a ? (Taec) . (3.56)

Segundo,

∂L
∂(dec)

= ?Tc . (3.57)

Logo,

(δLT 2)e = δec
[
∂LT 2

∂ec
− (−1)p=1d

(
∂LT 2

∂(dec)

)]
= δec [D ? Tc + T a ? (Taec)] , (3.58)
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onde D ? Tc = d ∗ Tc + ωa
cTa. Diretamente, temos o termo de Einstein-Hilbert,

∂LRe2
∂ec

= εabdfR
ab
(
δdce

f − edδfc
)

= 2εcabdR
abed , (3.59)

e uma vez que ∂LRe2/∂(dec) = 0, obtemos, a partir de (3.51),

(δLRe2)e = δec
(
2εcabdR

abed
)
. (3.60)

De maneira tão direta quanto ao termo anterior, obtemos o termo da constante cos-

mológica,

(δLe4)e = δec
(
4εcabde

aebed
)
. (3.61)

Após obtermos todas as variações parciais, (3.55), (3.58), (3.60) e (3.61), podemos

substituir na variação completa da ação (3.52) relativamente à ec, i.e.,

(δSgrav)e =
1

16πG

∫ (
3

2Λ2
(δLR2)e + (δLT 2)e −

ε

2
(δLRe2)e +

Λ2

12
(δLe4)e

)
=

1

16πG

∫
δec
[

3

2Λ2
Rab ?

(
Rabec

)
+D ? Tc + T a ? (Tae

c)

− ε

2

(
2εcabdR

abed
)

+
Λ2

12

(
εcabde

aebed
)]

, (3.62)

e, com δSGrav = 0, finalmente determinarmos a primeira equação de campo,

3

2Λ2
Rbc ? (Rbcea) + εabcd

(
−εRbced +

Λ2

3
ebeced

)
+T b ? (Tbe

a) +D?Ta = 0 . (3.63)

Temos uma equação de campo bastante diferente daquela obtida por Einstein, pois

além do termo entre parênteses em (3.63), o qual caracteriza as equações de Einstein

com constante cosmológica, temos termos extras como o quadrado da curvatura, o

quadrado da torção e uma derivada covariante da torção.

A partir de agora, faremos as variações em relação à conexão de spin. Primeiro, deter-

minamos as derivadas parciais do termo de curvatura quadrática para que possamos

escrever sua variação.

∂LR2

∂ωc
d

=
∂

∂ωc
d

Rab ? Rab +Rab ∂

∂ωc
d

(?Rab)

= 2
(
δacδ

f
dωf

b − ωa
fδ

f
cδ

b
d

)
? Rab

= 2
(
ωd

b ? Rcb − ωa
c ? Rad

)
, (3.64)
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onde salientamos que o fator 2 é devido ao operador Hodge não depender de ωc
d,

diferentemente do que aconteceu em relação à vierbein. Em seguida, obtemos

∂LR2

∂ (dωc
d)

= 2δacδ
b
d ? Rab = 2 ? Rcd . (3.65)

Logo,

(δLR2)ω = δωcd
[
2
(
d ? Rcd + ωd

b ? Rcb + ωc
a ? Rad

)]
= δωcd (2D ? Rcd) . (3.66)

Para o termo de torção quadrática, temos somente

LT 2

∂ωc
d

=
∂

∂ωc
d

T a ? Ta + T a ∂

∂ωc
d

(?Ta)

= 2δacδ
d
fe

f ? Ta = 2ed ? Tc , (3.67)

uma vez que ∂LT 2/∂ (dωc
d) = 0. Portanto, encontramos, após o devido cuidado com

antissimetrização dos ı́ndices,

(δLT 2)ω = δωcd (ec ? Td − ed ? Tc) . (3.68)

Como não teremos que nos precupar com o termo de constante cosmológica, pois este

não depende da conexão de spin, determinamos a variação do último termo, ou seja,

o termo de Einstein-Hilbert, cuidando primeiramente das derivadas parciais, tal como

segue:

∂LRe2
∂ωc

d

=
(
δacδ

f
dωfb − ω

a
fδ

f
cδ

b
d

)
? 2 (eaeb)

= 2
[
ωd

b ? (eceb) + ωc
a ? (eaed)

]
. (3.69)

∂LRe2
∂ (dωc

d)
= δacδ

b
d [2 ? (eaed)] = 2 ? (eced) , (3.70)

logo, obtemos

(δLRe2)ω = δωcd
{

2
[
d ? (eced) + ωd

b ? (eceb) + ωc
a ? (eaed)

]}
= δωcd [2D ? (eceb)]

= δωcdD
(
εcdabe

aeb
)

= δωcd
(
εcdabDe

aeb
)

= δωcd
(
2εcdabT

aeb
)
. (3.71)
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Portanto, utilizamos (3.66), (3.68) e (3.71) e determinamos a variação completa da

ação em relação à ωcd, i.e.,

(δSgrav)ω =
1

16πG

∫ (
3

2Λ2
(δLR2)ω + (δLT 2)ω −

ε

2
(δLRe2)ω

)
=

1

16πG

∫
δωcd

[
3

2Λ2
(2D ? Rcd) + ec ? Td − ed ? Tc −

ε

2

(
2εcdabT

aeb
)]

,

(3.72)

tal que, com (δSGrav)ω = 0, encontramos a segunda equação de campo,

3

Λ2
D ? Rab + eb ? Ta − ea ? Tb − εεabcdT ced = 0 . (3.73)

Agora, uma vez que as equações de campo foram determinadas, podemos obter uma

solução simples para o sistema composto por (3.63) e (3.73) ao considerar torção nula.

Isso nos leva a Rab = Λ2/3 (1± i) eaeb, a qual, embora incomum, é matematicamente

consistente.

Quando consideramos todas as contribuições de vácuo oriundas de todas as outras

interações, modificamos a ação gravitacional de modo a incluir a constante cosmológica

observacional, tal como descreveremos em seguida.

SGrav = Sgrav + Svac

=
1

16πG

∫ (
3

2Λ2
LR2 + LT 2 − ε

2
LRe2 +

Λ2

12
Le4
)

+
1

16πG

∫
Λ2
QFT

12
Le4

=
1

16πG

∫  3

2Λ2
LR2 + LT 2 − ε

2
LRe2 +

1

12

(
Λ2 + Λ2

QFT

)︸ ︷︷ ︸
=Λ̃2

Le4

+

SGrav =
1

16πG

∫ (
3

2Λ2
LR2 + LT 2 − ε

2
LRe2 +

Λ̃2

12
Le4
)

, (3.74)

onde LR2 ≡ Rab ? R
ab, LT 2 ≡ T a ? Ta, LRe2 ≡ εabcdR

abeced e Le4 ≡ εabcde
aebeced.

Logo, encontramos uma outra solução quando consideramos distintamente a constante

cosmológica observacional, a qual representamos por Λ̃2, e a constante cosmológica

renormalizada da teoria, Λ2. Esta modificação se reflete consistentemente na equação
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de campo relacionada à vierbein, isto é,

3

2Λ2
Rbc ? (Rbcea) + εabcd

(
−εRbced +

Λ̃2

3
ebeced

)
+T b ? (Tbe

a) +D?Ta = 0 , (3.75)

Com T = 0, simplicamos ainda mais para

− 3

2Λ2
Rbc ? (Rbcea) + εabcd

(
Rbced − Λ̃2

3
ebeced

)
= 0 . (3.76)

3.4.2 Aspectos formais do mapeamento

O mapeamento que realizamos é um isomorfismo entre o R4 e M4, tal que cada ponto

x ∈ R4 é mapeado em um ponto X ∈ M4. Consequentemente, uma configuração

(A, θ) foi identificada com uma geometria (ω, e). Quando associamos θ com a vierbein

e, implica que, em cada ponto X ∈ M4, o espaço cotangente TX (M4) adquire uma

isometria local caracterizada pelo grupo de calibre SO(r, s). Podemos ilustrar este

processo com a Figura 3.1.

Figura 3.1 Cada x ∈ R4 é mapeado em um X ∈ M4. Cada configuração (A, θ)
é mapeada com uma geometria (ω, e), tal que A→ ω e θ → e.

Similarmente, mapeamos a 1-forma de campo de calibre Aab na 1-forma de conexão

de spin ωa
b. Necessariamente e suficientemente, o isomorfismo garante que tenhamos

que cada configuração (A, θ) defina unicamente a geometria (ω, e). Mostraremos a
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seguir, como mapeamos o espaço das p-formas Ep em R4 no espaço das p-formas Ẽp

em M4. E, analogamente, para os respectivos espaços duais, ou seja,

Ep → Ẽp,

∗Ep → ?Ẽp . (3.77)

Assumimos uma métrica original geral gµν , a qual estaremos livre para fixá-la a alguma

métrica conhecida. Isto é o que denominamos liberdade de escolha da métrica original,

a qual pode ser euclidiana ou lorentziana. Denotaremos a métrica efetiva por g̃µν . É

necessário que g = | det gµν | 6= 0 e g̃ = | det g̃µν | 6= 0. Aplicamos o mapeamento

(3.77) a uma p-forma qualquer,

fµ1...µp(x)dxµ1 . . . dxµp = f̃µ1...µp(X)dXµ1 . . . dXµp , (3.78)

onde x ∈ Rd e X ∈Md. A partir de (3.78), computamos

fµ1...µp(x) = Lν1µ1 . . . L
νp
µp f̃ν1...νp(X) , (3.79)

onde Lνµ = ∂Xν

∂xµ
. Para os respectivos Hodge duais, temos

√
gεµ1...µpνp+1...νdf

µ1...µp(x)dxνp+1 . . . dxνd =

=
√
g̃εµ1...µpνp+1...νd f̃

µ1...µp(X)dXνp+1 . . . dXνd , (3.80)

e, a partir deste, obtemos

fµ1...µp =

(
g̃

g

)1/2(
L

d

)d−p
f̃µ1...µp , (3.81)

com L = Lµµ. Substituindo (3.79) e (3.81) nos permite escrever

fµ1...µp =

(
g̃

g

)1/2(
L

d

)d−p
g̃ν1α1gα1µ1 . . . g̃

νpαpgαpµp f̃ν1...νp . (3.82)

Agora, manipulando (3.82) e (3.79), deduzimos que

Lνµ =

(
g̃

g

)1/2p(
L

d

)(d−p)/p

g̃ναgαµ , (3.83)
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onde p > 0. Entretanto, para garantirmos a validade de (3.83), necessariamente temos

o v́ınculo envolvendo o traço, ou seja,(
g̃

g

)1/2(
L

d

)d
= 1 , (3.84)

o qual implica em

Lνµ =
d

L
g̃ναgαµ . (3.85)

E, portanto, usando (3.84) e (3.85), obtemos

L = d

(
g

g̃

)1/2d

,

L = d1/2(g̃µνgµν)
1/2 , (3.86)

respectivamente. Usando as relações (3.86), determinamos um outro v́ınculo, i.e.,

(g̃µνgµν)
1/2 = d1/2

(
g

g̃

)1/2d

. (3.87)

Finalmente, deduzimos a equação final para a matriz de mapeamento,

Lνµ =

(
g̃

g

) 1
8

g̃ναgαµ . (3.88)

onde Lνµ = ∂Xν

∂xµ
. Portanto, obtemos a inversa de Lνµ,

(Lνµ)−1 =

(
g

g̃

) 1
8

gναg̃αµ . (3.89)

A unicidade é um ponto crucial neste modelo de mapeamento, caracterizando, desse

modo, a sua não-degenerescência. Assim, quando obtemos a inversa de Lνµ, ga-

rantimos que o mapeamento é não-degenerado. Calculamos a métrica efetiva pelas

equações de campo, entretanto, a métrica original é arbitrariamente escolhida. Por

causa do espaço euclidiano original, temos

Lνµ = (g̃)
1
8 g̃ναδαµ . (3.90)

Para sabermos quais simetrias estão em voga, devemos saber o valor de m. Quando

m = 0 ou m = 1, a redução recai no grupo SO(4), ocasionado em isometrias de

um espaço euclidiano. Quando m = 2, a redução leva ao SO(1, 3), cujas isometrias
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locais são aquelas de um espaço-tempo de Minkowski. Para m = 2 podemos ter

a iminência do Prinćıpio de Equivalência da Relatividade Geral. Enquanto isso, para

m = 0 e, consequentemente, com isometrias para o grupo SO(4), temos a garantia da

unitariedade, pois este é um grupo compacto. Entretanto, cabe ressaltar que podemos

abrir mão da unitariedade em favor de uma descrição geométrica clássica do campo

gravitacional. O elo entre entre os casos m = 2 e m = 0 pode ser encontrado através

do método das rotações de Wick.

3.4.3 Interlúdio: Uma analogia entre cromodinâmica quântica

e gravidade

A teoria de gravidade quântica euclidiana que estamos propondo é uma analogia com a

cromodinâmica quântica. Assumimos que a teoria de gravidade quântica seja descrita

por uma teoria de Yang-Mills em um espaço-tempo 4-dimensional euclidiano R4. O

motivo que nos levou a escolher o espaço-tempo euclidiano foi por este ser um espaço

de geometria mais simples. Logo, os cálculos estabelecidos em teorias quânticas de

campos também serão mais simples. Em relação ao número de dimensões, permane-

cemos com o mesmo número que a Teoria da Relatividade Geral se apresenta na sua

forma original proposta por Einstein [22]. Um fator relevante à construção da teoria

de gravidade induzida se refere ao parâmetro de acoplamento, o qual, em quatro di-

mensões, é adimensional e não afeta os setores de calibre durante a redefinição dos

campos A e θ. O único parâmetro que afeta a dimensão é o parâmetro de massa, o

qual, por sua vez, afeta somente o setor que habita θ.

O campo de calibre está agregado aos geradores do grupo de calibre, o qual, por

sua vez, está associado à álgebra daquele grupo com dim(G). Exigimos as seguintes

caracteŕısticas para o grupo de calibre G:

(i) dim(G) ≥ dim(ISO(4)). Isto garante que os graus de liberdade da teoria de

gravidade estejam presentes.

(ii) O fibrado principal que usaremos para descrever a teoria não pode ser trivial. Para

que o problema de Gribov insurja e, portanto, a respectiva escala de massa possa

vir a ser implementada no mecanismo de quebra, necessariamente precisamos de

um fibrado não-trivial [58, 59, 75–77].
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(iii) O grupo deve se decompor como G = H +Q, tal que Q = G/H seja um coset

simétrico e, consequentemente, H seja um grupo de estabilidade. O grupo de

estabilidade H deve ser homomorfo a grupos tipo-Lorentz e Q deve definir uma

representação vetorial de H. Dessa forma, identificamos H com transformações

locais de Lorentz e Q com o setor que expande a vierbein. Consequentemente,

podemos identificar as componentes de calibre com a conexão de spin e a vier-

bein.

(iv) Que tenhamos uma quebra de simetria G→ H, tal que o campo no setor Q se

transforme como campos de matéria em relação a H, o que resulta do fato de

Q ser um espaço coset.

Um ingrediente indispensável à nossa construção da teoria é o parâmetro de massa

que aplicamos na redefinição do campo de calibre relacionado ao setor Q. Conforme

mencionamos anteriormente, caso a adimensionalização do campo θ não seja feita,

não podeŕıamos identificar esse campo com a vierbein e nenhuma teoria de gravidade

poderia ser induzida. Enfim, usaremos o parâmetro de Gribov, o qual surge quando

tentamos implementar a escolha de um calibre via o método de Faddeev-Popov no

processo de quantização das teorias de Yang-Mills. Detalharemos a obtenção desse

parâmetro no Caṕıtulo 4. Juntamente com o parâmetro de Gribov, temos uma quebra

de simetria BRST. Em linhas gerais, podemos entender a relação entre o parâmetro

de Gribov e a quebra de BRST da seguinte forma:

A teoria pode ser dividida em dois regimes. O setor ultravioleta (UV), o regime de

altas energias, a qual é uma teoria de calibre não-massiva, e o setor infravermelho (IR),

o regime de baixas energias, o qual apresenta uma quebra suave de simetria BRST e

gera dinamicamente parâmetros de massa. A teoria de calibre não-abeliana que habita

o setor UV tem liberdade assintótica, cujos campos de calibre carregam spin 1. Ape-

sar dos graus de liberdade coincidirem em número com uma teoria de gravidade de

primeira ordem, não podemos realizar tal identificação a menos que um parâmetro de

massa tome seu lugar na teoria e possamos definir a vierbein. Se a energia diminuir,

então ocorre uma quebra suave de BRST com a iminência do parâmetro de Gribov

e outros posśıveis parâmetros de massa. Neste estágio, os propagadores dos campos

fundamentais têm polos complexos, o que nos permite interpretar que as excitações

f́ısicas são extirpadas do espectro f́ısico da teoria. Na cromodinâmica quântica compre-

endemos esse efeito como uma evidência do confinamento de quarks. Neste momento,

podemos definir os observáveis f́ısicos, os quais, em cromodinâmica quântica, inter-

pretamos como hadrons e glueballs, enquanto em gravidade, os observáveis devem
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ter caráter geométrico. Por essa condição, neste regime de baixas energias, podemos

identificar a conexão de spin no setor H, enquanto a vierbein no setor Q. Eis, então,

a teoria de gravidade no formalismo de primeira ordem, cujas identificações foram

detalhadas em (3.34) e (3.35). Diante do atendimento de todas as demandas explici-

tadas anteriormente, temos, portanto, uma analogia entre gravidade e cromodinâmcia

quântica.



Caṕıtulo 4

Estimativas: O parâmetro de

Gribov, a constante gravitacional de

Newton e a constante cosmológica

O parâmetro de Gribov é o principal parâmetro de massa que utilizamos na construção

desta teoria de gravidade. Embora outros parâmetros possam ser utilizados, este foi

escolhido por ser o mais simples e muito bem estudado dentre todos que são mostrados

na literatura. Ademais, o parâmetro de Gribov é um invariante de calibre [78].

Conforme revisamos no Caṕıtulo 3, constrúımos um modelo de gravidade induzida de

uma teoria de Yang-Mills para os grupos SO(5), SO(1, 4) e SO(2, 3). A teoria possui

dois principais parâmetros da Teoria da Relatividade Geral, a constante gravitacional

de Newton e a constante cosmológica, as quais são especificamente identificadas com

os parâmetros de Gribov e o parâmetro de acoplamento que estão presentes nas teorias

de Yang-Mills no regime infravermelho. O parâmetro de Gribov é obtido a partir da

equação de gap de massa, a qual é determinada através da minimização da ação

quântica para a Teoria de Yang-Mills. O parâmetro de acoplamento é obtido a partir

da função β [49]. No trabalho desenvolvido por Ford e Gracey [79] foi calculada a

equação de gap de massa e a função β a 2-laços usando imperativamente métodos

computacionais1.

Atualmente a constante cosmológica desempenha um papel essencial no debate sobre

energia escura, a qual está associada à expansão acelerada do Universo. Os dados

1Conforme os autores: Sem uma ferramenta computacional, torna-se uma tarefa humanamente
imposśıvel calcular 17 diagramas de Feynman a 1-laço e 1 diagrama a 2-laços.

43
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observacionais colocam tal constante como um grande desafio para a Teoria Quântica

de Campos devido a discrepâcia entre o valor observacional e a previsão teórica para

a constante cosmológica. Esperamos que a constante cosmológica renormalizada da

nossa teoria possa compensar este valor encontrado teoricamente via Teoria Quântica

de Campos. Apenas relembrando que tal compensação é esperada quando somarmos

as duas estimativas teóricas: Λ2
QFT , a previsão feita pela Teoria Quântica de Campos,

e Λ2, nossa constante cosmológica renormalizada. Desse modo, conforme estabelecido

no Caṕıtulo 3, a constante cosmológica observacional será dada por Λ̃2 = Λ2
QFT + Λ2.

A estimativa do parâmetro de Gribov nos oferece um modo conhecido para calcular-

mos o corte na escala de energia e os parâmetros runninng que estão associados aos

parâmetros gravitacionais do nosso modelo. Recentemente, em [80], estimamos tais

parâmetros através de cálculos a 1-laço para uma teoria de gravidade induzida similar a

do SO(m,n). Os valores encontrados se situaram próximos à escala de Planck. Com

este razoável ińıcio, desenvolvemos um refinamento de tais estimativas a 1-laço, os

quais serão mostrados e detalhados neste Caṕıtulo 4. Além das melhorias a 1-laço, de-

monstraremos também como obter o parâmetro de Gribov a partir da equação de gap

de massa e da função β a 2-laços, cujo objetivo está centrado em obtermos melhores

estimativas para os parâmetros gravitacionais da teoria que estamos propondo.

4.1 Parâmetros running e estimativas a 1-laço

Em teorias de calibre não-abelianas, empregamos o método de quantização de Faddeev-

Popov. Entretanto, no regime infravermelho este método não fixa totalmente o calibre,

deixando reśıduos não-f́ısicos e a quebra de simetria não é completa. Entra em cena o

problema de Gribov, o qual foi abordado por Zwanziger que desenvolveu uma maneira

de enfrentar esse problema ao utilizar um função que restringisse as tais cópias inde-

sejáveis. Essa formulação de Zwanziger nos referimos frequentemente como cenário

de Gribov-Zwanziger, o qual permite que encontremos um parâmetro de massa que

minimize a ação quântica oriunda da ação de Yang-Mills. Este parâmetro, conhe-

cido como parâmetro de Gribov, é o responsável por demarcar a função horizonte que

cercaria as tais cópias indesejáveis, ou seja, as cópias de Gribov. Não pertence ao

escopo desta tese uma ampla exposição do cenário de Gribov-Zwanziger, entretanto,

uma vez que utilizaremos a equação de gap de massa para estimar os parâmetros

que desejamos, disponibilizamos no Apêndice A uma breve descrição sobre a ação de

Gribov-Zwanziger.
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4.1.1 A equação de gap de massa a 1-laço e o parâmetro de

Gribov

Nesta seção, faremos uso da notação tensorial por ser mais comum na literatura que se

refere à abordagem do problema de Gribov. Neste contexto, temos ı́ndices com letras

gregas indicando o espaço-tempo e os ı́ndices latinos indicando o grupo de calibre.

Retornemos, então, à ação original (3.1) e tomaremos somente sua parte livre de

interações, isto é, sua parte quadrática [75],

Squad =

∫
ddx

{
1

4

(
∂µY

A
ν − ∂νY A

µ

)2
+

1

2α
(∂µY

A
µ )2 + ϕ̄ABµ ∂2ϕABµ +

−λ2κ
(
fABCY A

µ ϕ
BC
µ + fABCY A

µ ϕ̄
BC
µ

)
− λ4d

[
N(N − 1)

2

]}
,

(4.1)

onde
(
ϕABµ , ϕABµ

)
é um par de campos bosônicos complexos, fABCY A

µ ϕ
BC
µ e fABCY A

µ ϕ̄
BC
µ

são operadores locais compostos e λ é o parâmetro de Gribov. Adotaremos, por ini-

ciativa simples, o uso de N = 5, uma vez que estaremos tratando uma teoria de

Yang-Mills para o grupo SO(5). Empregaremos este valor em algum momento, entre-

tanto, por agora, usaremos N , como forma geral. Embora iremos trabalhar em d = 4

dimensões, por hora, também deixaremos d no elemento de volume de Squad.

A 1-laço, a ação efetiva é definida como

e−Γ(1)

=

∫
[DΦ]e−Squad . (4.2)

Integramos sobre todos os campos e encontramos∫
[DΦ]e−Squad = e

dN(N−1)
2

λ4
∫

[dY ] exp

[
−1

2

∫
ddp

(2π)d
(
Y a
µOabµνY b

ν

)]
, (4.3)

onde

Oabµν = δab
[
p2δµν −

(
1− 1

α

)
pµpν +

2Nκ2λ4

p2
δµν

]
. (4.4)

Usamos uma conhecida fórmula, i.e., detO = eTr lnO, logo∫
[DΦ]e−Squad = e

dN(N−1)
2

λ4
(
detOabµν

)− 1
2

= exp

{
λ4d

[
dN(N − 1)

2

]
− 1

2
Tr lnOabµν

}
. (4.5)
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Agora, calculamos o traço,

Tr lnOabµν = λ2

[
N(N − 1)

2

]
(d− 1)

∫
ddp

(2π)d
ln

(
p4 + 2Nκ2λ4

p2

)
, (4.6)

o que nos permite obter

Γ(1) = −λ4d

[
N(N − 1)

2

]
+

(d− 1)

2

[
N(N − 1)

2

] ∫
ddp

(2π)d
(
ln
(
p4 + 2Nκ2λ4

))
,

(4.7)

onde usamos ∫
ddp

(2π)d
ln p2 = 0 . (4.8)

Em (4.7) aplicamos a regularização dimensional d = 4− ε, juntamente com o método

MS de renormalização [81]. Logo, cada termo em (4.7), será modificado como segue.

Primeiro, a integral d-dimensional,∫
ddp

(2π)d
[
ln
(
p4 + 2Nκ2λ4

)]
= −

(
2Nκ2λ4

32π2

)(
2Nκ2λ4

µ4
− 3

)
+

(
4

ε

)(
2Nκ2λ4

32π2

)
.

(4.9)

Enquanto isso, o parâmetro bruto2, tem origem a partir de

− d
[
N(N − 1)

2

]
λ4

0 = −(4− ε)
[
N(N − 1)

2

]
Z2
Mλ

4 , (4.10)

onde o fator Z2
M de renormalização, conforme [63, 82], explicitamente escrevemos

Z2
M =

[
1 +

3

2

(
Nκ2

16π2

)
1

ε

]
λ4 . (4.11)

Usamos (4.10) e (4.9) em (4.7) e temos, portanto, a ação quântica renormalizada a

1-laço,

Γ(1)
r = −4λ4

[
N(N − 1)

2

]
− 3

32π2

[
N(N − 1)

2

]
(Nκ2λ4)

[
ln

(
2Nκ2λ4

µ4

)
− 8

3

]
.

(4.12)

Definimos

γ4 ≡ 2κ2λ4 , (4.13)

por ser um parâmetro de massa mais conveniente. Quando observamos em um primeiro

momento, tal escolha parece ser meramente um ansatz algébrico para simplificar os

2N.T. Do inglês bare.
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cálculos. Entretanto, mostraremos na Seção 4.3 como tal escolha é fisicamente con-

sistente no lugar de usar λ. Portanto, (4.12) se torna

Γ(1)
r = − γ4

2k2
4

[
N(N − 1)

2

]
− 3

32π2

[
N(N − 1)

2

]
Nγ4

2

[
ln

(
Nγ4

µ4

)
− 8

3

]
. (4.14)

Seguindo a prescrição de Gribov-Zwanziger [75], podemos determinar o parâmetro de

Gribov pela minimização da ação quântica, ou seja,

∂Γ
(1)
r

∂γ2
= 0 . (4.15)

E obtemos o resultado

Nκ2

16π2

[
5

8
− 3

8
ln

(
Nγ4

µ4

)]
= 1 . (4.16)

Equivalentemente, podemos colocá-lo na forma

γ2 =
e

5
6

√
N
µ2e

− 4
3

(
16π2

Nκ2

)
. (4.17)

Adicionalmemte, temos o parâmetro de acoplamento a 1-laço [50] como

Nκ2

16π2
=

1
11
3

ln µ2

Λ
2

, (4.18)

onde Λ é corte na escala de energia. Pela inserção de (4.18) dentro de (4.17) par

N = 5, encontramos

γ2 =
e

5
6

√
5

Λ
2
(
µ2

Λ
2

)−35/9

. (4.19)

Portanto, quanto maior for a escala de energia, será menor o parâmetro de Gribov,

cujo comportamento plotamos na Figura 4.1.

Conforme mencionamos na Seção 3.4, a razão a seguir é crucial para a teoria que

modelamos.
γ2

κ2
= αΛ

2
(
µ2

Λ
2

)−35/9

ln

(
µ2

Λ
2

)
, (4.20)

com α = 55e5/6/
(
48π2
√

5
)
. O comportamento dessa razão é ilustrado na Fi-

gura (4.2). E o importante limite γ2/κ2 → 0 é atingido em µ2 = Λ
2
.



Caṕıtulo 4. Estimativas: O parâmetro de Gribov, a constante gravitacional de
Newton e a constante cosmológica 48

Figura 4.1 Parâmetro de Gribov em função da escala de energia. A energia µ2

está em unidades de Λ
2

e o parâmetro de Gribov em unidades de (e5/6/
√

5)Λ
2
.

Figura 4.2 A razão γ2/κ2 como função da escala de energia. A razão γ2/κ2 está

em unidades de αΛ
2

e a escala de energia µ2 está em unidades de Λ
2
.

Após combinarmos (3.48) e (4.20), obtemos

κ2

γ2
≡ 4πG =

1

αΛ
2

(
µ2

Λ
2

)35/9
1

ln
(
µ2

Λ
2

) , (4.21)

o qual nos mostra o comportamento da constante gravitacional de Newton. Enquanto

isso, o comportamento de κ2/γ2 é mostrado na Figura 4.3. As equações (4.20) e (4.21)

demarcam a transição entre a teoria quântica e o regime de gravidade geometricamente
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Figura 4.3 A razão κ2/γ2 ≡ 4πG como função da escala de energia. 4πG está

em unidades de 1/(αΛ
2
) e a escala de energia em unidades de Λ

2
.

clássica. Tal transição ocorre em µ = Λ. Quando µ < Λ teŕıamos uma fase geométrica

da teoria. Para µ > Λ, passamos para região quântica. A divergência na transição,

ou seja, justamente no polo de Landau, indica uma descont́ınua transição entre os

setores da teoria, embora estejamos em temperatura zero. Ademais, o fato de termos

uma mudança de sinal, a qual está associada ao cruzar o polo de Landau, induz uma

mudança de sinal global na ação (3.49).

4.1.2 Estimativas numéricas a 1-laço

Uma maneira usual de resolver a equação de gap de massa consiste em fixar Λ e µ,

entretanto resolveremos de outra forma, isto é, fixaremos a constante gravitacional de

Newton e checaremos se esta é uma solução consistente.

Contudo, para que tenhamos uma solução consistente, necessitamos de um parâmetro

de acomplamento tão menor quanto posśıvel. Adicionalmente, devemos ter µ2 > Λ
2

como, pelo menos, em uma primeira tentativa. Conformemente, temos um determi-

nado intervalo para tal realização, ou seja,

0 <
Nκ2

16π2
< 1 ,

0 < ln

(
µ2

Λ
2

)
< 1 . (4.22)
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Consideremos, por exemplo, µ2 = 2Λ
2

em (4.21), o qual fornece ln(µ2/Λ
2
) = 0, 6931,

sendo este satisfatório ao intervalos (4.22). Uma maneira de obtermos a escala Λ

consiste em impor o valor experimental da constante gravitacional de Newton, isto é,

G = 6, 707× 10−33 TeV −2 em (4.21). Tal imposição nos resulta que

Λ
2 ≈ 2, 122× 1033 TeV 2 . (4.23)

Este resultado nos permite estimar a constante cosmológica renormalizada. Ao com-

binarmos (3.49), (4.19) e (4.23), obtemos

Λ2 ≈ 1, 106× 1032 TeV 2 . (4.24)

Comparamos (4.24) com a bem conhecida predição teórica realizada pela teoria quântica

de campos [85], i.e. , Λ2
QFT ∼ −3, 71× 1028 TeV 2, e vemos diretamente que o resul-

tado (4.24) que obtivemos está três ordens de grandeza acima daquela estabelecida

teoricamente. Portanto, vislumbramos que nossa primeira tentativa para estimar o

valor teórico da constante cosmológica renormalizada da nossa teoria nos aponta um

caminho razoável para percorremos com os cálculos realizados no regime infravermelho

das teorias de Yang-Mills no cenário de Gribov-Zwanziger. Por isso, faremos refina-

mentos ao valor (4.24) sob duas perspectivas: (i) Empregaremos métodos numéricos

de aprimoramento; (ii) Adotaremos cálculos em laços superiores.

Este é um momento oportuno para lembrar que os dados observacionais indicam que

a constante cosmológica vale Λ̃2 ∼ 1, 686 × 10−92 TeV 2. Portanto, o problema

da constante cosmológica continua perante o valor (4.24) que primariamente estima-

mos. Afinal, conforme mencionamos sobre a imposição de que o valor da constante

cosmólogica renormalizada venha compensar o valor da predição teórica feita através

da teoria quântica de campos.

Por último, mas não menos importante, ponderamos o corte na escala de energia,

o qual é mostrado em (4.23), e uma vez que a energia de Planck é E2
p = 1, 491 ×

1032TeV 2, observamos que Λ
2

em (4.23) está 1 ordem de grandeza acima da ordem de

grandeza da energia de Planck. Por outro lado, a constante cosmológica renormalizada

e a energia de Planck são da mesma ordem de grandeza.
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4.1.2.1 Métodos de aprimoramento

O principal objetivo nesta seção é calcularmos os melhores valores para Nκ2/16π2 e

ln(µ2/Λ
2
), os quais estão restritos aos intervalos indicados em (4.22). Para lidarmos

com esta tarefa, aplicamos três métodos, tal como descreveremos a seguir.

M1 : Método da série de Taylor

Apenas por brevidade, escrevemos (4.18) como

1

a
=

11

3
ln b , (4.25)

onde

a =
Nκ2

16π2
,

b =
µ2

Λ
2 . (4.26)

Agora, expandimos o lado direito de (4.25) como uma série de Taylor no ponto cŕıtico

µ = Λ, i.e. , b = 1, tal como segue

ln(b) =
∞∑
n=1

1

n
(−1)n−1(b− 1)n , (4.27)

com 0 < ln b < 1, o qual concorda com o permitido em (4.22). Investigamos a série

(4.27) sob duas perspectivas:

• Perspectiva (i): O ponto extremo

A expansão para ln(b) tem raio de convergência igual a 1. Precisamente, usamos

o teste da série alternada para verificar que em b = 0 a série não converge, mas

converge em b = 2. Logo, a série é convergente enquanto 0 < b 6 2. Portanto,

o ponto extremo ocorre em b = 2 e este é um máximo global. Há um curioso

fato quando trucamos em nth com n = 2`, ` ∈ N. Todos os truncamentos

têm um máximo em b = 2, i.e. , µ2/Λ
2

= 2. Novamente, temos somente um

máximo global em cada truncamento. Quando procuramos o máximo global

para ln(b), encontramos o ḿınimo global para Nκ2/16π2. Assim, com b = 2,

obtemos ln(µ2/Λ
2
) = 0, 6931 e Nκ2/16π2 = 0, 3935, o qual é válido para os

intervalos descritos em (4.22) e eles combinam com as estimativas numéricas
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anteriores. Neste sentido, temos uma confirmação da primeira investida que

realizamos em [80].

• Perspectiva (ii): Um limite para a expansão de ln(b) como uma série de Taylor

Se a < 1, então

ln(b) > 3/11⇐⇒
∞∑
n=1

1

n
(−1)n−1(b− 1)n > 3/11 . (4.28)

Neste intervalo, resolvemos a inequação (4.28) para vários valores de n. A

Tabela 4.1 mostra alguns destes valores para ilustrar nosso próximo argumento.

Notamos que as escolhas para os valores de b estão restritas a 1, 314 < b < bsup

n bsup
2 2, 674
4 2, 476
8 2, 305
10 2, 261
20 2, 158
50 2, 079
100 2, 046
1000 2, 007
5000 2, 002
10000 2, 000

Tabela 4.1 O limite superior para o intervalo que limita os valores de b através
do uso unicamente de valores pares para n.

enquanto n é par, onde os valores de bsup diminuem quando os valores de n

aumentam. Como podemos observar na Tabela 4.1, por exemplo, n = 8 ⇒
bsup ≈ 2, 305, n = 10 ⇒ bsup ≈ 2, 261 e — como exatamente esperávamos

— n → ∞ ⇒ bsup → 2, 000. Enquanto n é ı́mpar, obtemos intervalos como

b > 1, 313, ou seja, sem um limite superior. Portanto, temos um modo distinto

de confirmar a primeira escolha que fizemos para ln(µ2Λ
2
). Mais uma vez,

estamos livres para escolher qualquer valor para ln(b) com relação aos intervalos

(4.22). Se escolhemos, por exemplo, a = 0, 4300, temos b = 1, 886 ⇒ ln(b) ≡
ln(µ2Λ

2
) ≈ 0, 6342.

Aplicando estes valores na equação (4.21), obtemos

Λ
2 ≈ 1, 845× 1033TeV 2 (4.29)

e

Λ2 ≈ 1, 208× 1032TeV 2 . (4.30)
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interpretamos estes resultados como uma verificação numérica dos valores (4.23)

e (4.24) devido ao fato de que as ordens de grandeza deles são mantidas. Assim,

confirmamos a primeira intuição que apresentamos em [80].

M2 : Método via valor de equiĺıbrio

Aplicaremos uma técnica que permite determinar um valor de equiĺıbrio entre dois

valores retornados pelas funcões Nκ/16π2 e ln(µ2/Λ
2
), as quais apresentam compor-

tamento monotônicos. Por mera simplificação, escrevemos (4.18) como

f(κ2)h(µ2,Λ
2
) =

3

11
, (4.31)

onde

f(κ2) =
Nκ2

16π2
,

h(µ2,Λ
2
) = ln

(
µ2

Λ
2

)
. (4.32)

Com o intuito de obtermos pequenos valores para h(µ2,Λ
2
) e f(κ2), a melhor escolha

para obtermos o valor de equiĺıbrio é atribuir h(µ2,Λ
2
) = f(κ2), tal que

h(µ2,Λ
2
) =

(
3

11

) 1
2

⇒ ln

(
µ2

Λ
2

)
≈ 0, 5222 ⇒ µ2

Λ
2 ≈ 1, 686 . (4.33)

Portanto,

Λ
2 ≈ 1, 449× 1033TeV 2 (4.34)

e

Λ2 ≈ 1, 468× 1032TeV 2 . (4.35)

Conclúımos que (4.34) e (4.35) não mostram qualquer melhoria significativa em relação

aos valores (4.23) e (4.24).



Caṕıtulo 4. Estimativas: O parâmetro de Gribov, a constante gravitacional de
Newton e a constante cosmológica 54

M3 : Método via série geométrica

Façamos uma analogia com a série geométrica para tratarmos a busca do melhor

logaritmo. Devido aos intervalos (4.22), podemos tratar o logaritmo em (4.18) como

uma série geométrica. Primeiro, definimos

q = 1− ln
µ2

Λ
2 (4.36)

onde q deve obedecer
∞∑
n=0

qn =
1

1− q
, (4.37)

tal que a expressão em (4.18) seja escrita como

Nκ2

16π2
=

3

11

(
1

1− q

)
. (4.38)

Segundo, usamos (4.22) e (4.38) para escrever

∞∑
n=0

qn <
11

3
. (4.39)

A partir deste ponto, testamos vários truncamentos da inequação (4.39) para lidar com

uma desigualdade polinomial de grau N . Tal procedimento nos permite determinar o

ótimo intervalo q ∈ (0, 0, 7273). Para esclarecer este ponto, por exemplo, a Tabela 4.2

mostra a evolução deste intervalo para q, o que diretamente implica em determinar

os valores dos logaritmos. Para N > 30 podemos observar que não há obtenção

N qsup
5 0, 7974
8 0, 7470
10 0, 7367
20 0, 7276
30 0, 7273
40 0, 7273
100 0, 7273
1000 0, 7273

Tabela 4.2 O limite superior qsup para o intervalo de valores de q como função
do polinômio de grau N .

de d́ıgitos signitificativos para o limite superior para q. Deste modo, escolhemos

q ≈ 0, 7273 como um valor extremo válido, o qual implica em ln(µ2/Λ
2
) ≈ 0, 2727 e
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Nκ2/16π2 ≈ 0, 3803. Tais valores oferecem os seguintes resultados.

Λ
2 ≈ 1, 052× 1032TeV 2 , (4.40)

e

Λ2 ≈ 2, 810× 1032TeV 2 . (4.41)

Portanto, Λ
2

diminui de uma ordem de grandeza. Observamos diretamente que tais

valores podem ser obtidos a partir de (4.38). O método polinomial foi empregado aqui

para verificar a peculiar caracteŕıstica de colocarmos a equação (4.18) como uma série

geométrica. Reforçamos que o limite superior para N < 30 nos leva a um intervalo

inválido para Nκ2/16π2.

Pelo outro extremo, escolhemos q = 1, 000 × 10−4, o que resulta em ln(µ2/Λ
2
) ≈

0, 9999 e Nκ2/16π2 ≈ 0, 2728. Usamos tais valores para determinar

Λ
2 ≈ 4, 851× 1033TeV 2 . (4.42)

e

Λ2 ≈ 7, 666× 1031TeV 2 . (4.43)

Todavia, obtivemos um melhor valor para a constante cosmológica renormalizada.

Entretanto, o corte na escala de energia é o pior encontrado até este ponto. Para

resumir os resultados encontrados em cada método, constrúımos a Tabela 4.3.

I M1 M2 M3a M3b

Λ
2
(TeV 2) 2, 122× 1033 1, 845× 1033 1, 449× 1033 1, 052× 1032 4, 851× 1033

Λ2(TeV 2) 1, 106× 1032 1, 208× 1032 1, 468× 1032 2, 810× 1032 7, 666× 1031

Tabela 4.3 O corte na escala Λ
2

e a constante cosmológica renormalizada Λ2

obtidos em cada método. A coluna I mostra as estimativas iniciais. As demais
colunas, M1,M2,M3a e M3b, mostram os valores obtidos via série de Taylor, valor
de equiĺıbrio e série geométrica, respectivamente.

Ao compararmos os valores numéricos obtidos para Λ
2

e Λ2 através do emprego dos

métodos M1, M2 and M3, os quais estão listados na Tabela 4.3, observamos que as

ordens de grandeza daqueles resultados são quase imutáveis. A única exceção ocorre

para Λ
2

na coluna M3b, a qual é causada pelo alto valor extremo para o logaritmo

ln(µ2/Λ
2
).
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4.1.3 Λ
2

como a energia de Planck

Introduziremos um caminho diferente para determinar os valores da constante gravita-

cional de Newton e a constante cosmológica. Assim, fizemos diferentemente tudo

quando fixamos o corte da escala de energia Λ
2

igual à energia de Planck, i.e ,

Λ = Ep = 1, 221× 1016 TeV . Anteriormente, na Seção 4.1.2 encontramos um valor

otimizado para o o logaritmo, tal que pudéssemos determinar o corte e a constante

cosmológica renormalizada. Com a ajuda do logaritmos determinados anteriormente e

a equação (4.61), podemos calcular a constante gravitacional de Newton Gp para cada

método utilizado em 4.1.2. Os valores que encontramos estão dispostos na Tabela 4.4.

I M1 M2 M3a M3b

Gp(TeV
−2) 9, 551× 10−32 8, 301× 10−32 6, 521× 10−32 5, 254× 10−32 2, 183× 10−31

Λp(TeV
) 7, 766× 1030 9, 765× 1030 1, 510× 1031 6, 271× 1031 2, 355× 1030

Tabela 4.4 Os valores da constante gravitacional de Newton e a constante cos-
mológica calculados com base nos logaritmos determinados em cada método apre-
sentado na Seção 4.1.2 enquanto o corte da escala de energia for igual à energia de
Planck.

Observamos que todos os valores de Gp permanecem em 1 ordem de grandeza acima

da ordem de grandeza de G. Um confronto direto com os valores apresentados na

Tabela 4.2 podemos notar que um melhor valor é obtido quando usamos o método

M3b, i.e. , enquanto aplicamos o logaritmo obtido com a série geométrica para κ2.

O mais próximo que podemos ficar de G = 6, 707 × 10−33 TeV 2 ocorreu quando

usamos o método M3a. O respectivo preço a pagar consiste em lidar com um valor da

constante cosmológica maior do que o encontrado pelo método M3b. Entretanto, a

ordem de grandeza é a mesma quando comparamos com os valores determinados para

Λ2 através da utilização dos métodos M3a e M3b. Consequentemente, o par de valores

obtidos usando o método M3a é escolhido o melhor para futuros esclarecimentos.

Finalizados todos os esforços para fornecer os melhores valores a 1-laço, teremos que

pesquisar novos valores para Λ
2

e Λ2 a 2-laços na Seção 4.2.

4.2 Estimativas numéricas a 2-laços

O cálculo da equação de gap de massa a 2-laços é uma tarefa inviável para ser exe-

cutada simplesmente usando mãos, lápis e papel. Portanto, sofisticados programas
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algébricos foram constrúıdos, tais como os programas FORM e QGraph, para lidar

com o cálculo da equação de gap de massa. Usaremos o principal resultado que Ford

e Gracey obtiveram em [79] para servir ao nosso propósito de obter valores melhores

para o corte na escala de energia e para a constante cosmológica renormalizada.

4.2.1 Função β a 2-laços

Primeiro, temos a função β a 2-laços [79, 81],

β(κ2) = −11N

3

(
κ2

16π2

)2

− 34

3
N2

(
κ2

16π2

)3

. (4.44)

E o parâmetro de acoplamento,

Nκ2

16π2
=

1

11
3

ln
(
µ2

Λ
2

) − 102

121


ln
[
ln
(
µ2

Λ
2

)]
[
ln
(
µ2

Λ
2

)]2

 , (4.45)

com Λ como o corte na escala de energia. A evolução do parâmetro de acoplamento

κ em relação à escala de energia µ pode ser observada na Figura 4.4.

Figura 4.4 Evolução do termo associado ao parâmetro κ2 como função do loga-

ritmo ln(µ2/Λ
2
) associado à escala de energia µ2.
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Apenas para simplificar a notação, usaremos (4.32). Realizamos a expansão de Taylor

em (4.45), tal que

f(κ) =
3

11
− 135

121
(h− 1) +

288

121
(h− 1)2− 475

121
(h− 1)3 +

125

22
(h− 1)4 +O((h− 1)5) ,

(4.46)

onde h ≡ h(µ). Logo, se truncarmos a expansão (4.46) na quarta ordem e, simultane-

amente, obedecermos ao intervalo 0 < f(κ) < 1, então encontramos h(µ) > 0, 6938.

Portanto, obtemos 0, 6938 < ln(µ2/Λ
2
) < 1, 000, o que nos permite escolher valores

para o logaritmo em h(µ) e, consequentemente, possibilitar que calculemos Λ
2

e Λ2.

Isto nos leva a escolha para o logaritmo, i.e. , ln(µ2/Λ
2
) = 0, 9999.

Para outros truncamentos não obtivemos qualquer novo resultado que fosse significa-

tivo quando comparado com o obtido por (4.44).

4.2.2 Equação de gap de massa a 2-laços

Em [79], Ford e Gracey determinaram a equação de gap de massa a 2-laços com

quarks massivos. O método MS foi utilizado no processo de renormalização. Por

estarmos lidando com uma teoria de Yang-Mills pura, ou seja, sem férmions, temos

total liberdade para fazer Nf = 0 e mq = 0 em [79] e, agora, a equação de gap de

massa é simplificada para ser escrita como

1 =

(
Nκ2

16π2

)[
5

8
− 3

8
ln

(
Nγ4

µ4

)]
+

+

(
Nκ2

16π2

)2{
3893

1536
− 22275

4096
s2 +

29

128
ζ(2)− 65

48
ln

(
Nγ4

µ4

)
+

+
35

128
ln2

(
Nγ4

µ4

)
+

411

1024

√
5ζ(2)− 1317π2

4096

}
, (4.47)

com s2 = (2
√

3/9)Cl2(2π/3). Lembramos que Cl2(θ) é conhecida como função de

Clausen, a qual é definida por

Cl2(θ) = −
∫ θ

0

ln

{
2 sin

(
θ′

2

)}
dθ′ . (4.48)
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Com θ = 2π/3, temos Cl2(θ = 2π/3) = −π2/6. Ainda, ζ(z) é função ζ de Euler-

Riemann, a qual é definida como

ζ(z) =
∞∑
`=1

1

zj
. (4.49)

Portanto, ζ(2) = π2/6.

Primeiro, resolvemos o sistema de equações composto por (4.45) e (4.47), tal que nos

permita analisar o comportamento do parâmetro de Gribov relacionado à escala de

energia. Por esse procedimento, obtemos duas ráızes, as quais são

γ2
m =

1√
5
µ2 [h(µ)]−

187
35
P(µ)
Q(µ) eR(µ) ,

γ2
p =

1√
5
µ2 [h(µ)]−

187
35
P(µ)
Q(µ) eW(µ) , (4.50)

tal que

h ≡ h(µ) = ln

(
µ2

Λ
2

)
, P(µ) = h2 (65h+ 88) , Q(µ) =

[
11h3 − 34 ln (h)

]2
,

R(µ) =
1

1680Q(µ)

[
S(µ)−

√
2T (µ)

]
,

W(µ) =
1

1680Q(µ)

[
S(µ) +

√
2T (µ)

]
,

S(µ) = c1h
6 + c2h

5 + c3 ln2 (h) ,

T (µ) =
√
Q(µ)

[
−c4h6 − c5h5 + c6h4 + c7 ln (h)h3 + c8 ln (h)h2 − c9 ln2 (h)

]
,

(4.51)

com c1 = 94.380, c2 = 255.552, c3 = 901.680, c = 197.728+7
(
−3.487 + 2.475

√
3 + 822

√
5
)
π2,

c4 = 1.815c, c5 = 158.442.240, c6 = 2.368.796.672, c7 = 11.220c, c8 = 48.9730.560

e c9 = 17.340c.

O comportamento de γ2
m e γ2

p em (4.50) pode ser claramente observado na Figura 4.5

e na Figura 4.6, respectivamente.

Comparando os comportamentos de γ2
p e γ2

m, temos este último unicamente como

aquele com comportamento esperado no regime infravermelho, ou seja, o parâmetro

de massa diminui enquanto a energia aumenta. Consequentemente, descartamos a

raiz γ2
p sob esta justificativa f́ısica.
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Figura 4.5 O parâmetro de Gribov γ2
m como função da escala de energia µ2.

Ambos, γ2
m e µ2, estão quantificados em unidades de Λ

2
.

Figura 4.6 O parâmetro de Gribov γ2
p como função da escala de energia µ2.

Ambos, γ2
p e µ2, estão quantificados em unidades de energia de Λ

2
.

4.2.3 Estimativas numéricas para a constante cosmológica re-

normalizada e o corte da escala de energia

Neste ponto, realizamos manipulações algébricas com a equação de gap de massa

(4.47) e a escolha para o logaritmo ln(µ2/Λ
2
). Em consequência da forma quadrática

da equação de gap de massa a 2-laços, somos levados a dois resultados para o corte
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da escala de energia, isto é, Λ, os quais são

Λ
2 ≈ 6, 150× 1032TeV 2 (4.52)

e

Λ
2 ≈ 1, 574× 1030TeV 2 , (4.53)

entretanto, o segundo valor não nos interessa por ter sido obtido com a equação para

γ2
p em (4.50), o qual apresenta um comportamento não-f́ısico. Todavia, o primeiro

valor (4.52) para Λ
2

está situado, em ordem de grandeza, como τo = 10−44s, ou seja,

uma ordem de grandeza ao redor do tempo de Planck. O resultado completo, ou

seja, τ = 2, 654× 10−44s, está muito próximo daquele estabelecido teoricamente, isto

é, tp = 5, 391 × 10−44s. O primeiro valor está bem próximo do tempo de Planck,

tornando-se, portanto, uma boa estimativa para a transição entre os setores desta

teoria de gravidade induzida. Finalmente, (4.52) é um resultado aprimorado para o

corte na escala de energia até este ponto.

O principal objetivo na busca do logaritmo nos permite obter

Λ2 ≈ 7, 665× 1031TeV 2 , (4.54)

o qual é um resultado significativo através da equação de gap de massa a 2-laços.

Os resultados (4.54) e (4.42) são melhores que aqueles obtidos em [80].

4.2.4 Eliminação mais simples dos logaritmos

O procedimento mais simples e direto para simplificar a equação de gap de massa

(4.47) consiste em zerar os logaritmos através de uma espećıfica razão entre µ e Λ.

Neste intuito, impomos
γ2

µ2
=

1√
5
. (4.55)

Portanto, a equação (4.47) pode ser resolvida e ela retorna um único valor permitido,

ou seja, Nκ2/16π2 ≈ 0, 4013 e, na sequência, encontramos ln(µ2/Λ
2
) ≈ 0, 9067.

Estes valores são utilizados para determinarmos os seguintes resultados a 2-laços para

o corte da escala de energia e a constante cosmológica renormalizada,

Λ
2 ≈ 1, 066× 1030TeV 2 (4.56)
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e

Λ2 ≈ 3, 589× 1031TeV 2 . (4.57)

Verificamos que esta simples escolha para eliminar logaritmos não é válida a 1-laço

porque nesta ordem temos Nκ2/16π2 = 1, 600 e este valor par o termo relacionado

ao parâmetro de acoplamento está fora do intervalo descrito em (4.22). Consequente-

mente, não podemos determinar os valores do corte na escala de energia e da constante

cosmológica renormalizada.

4.3 A escolha do parâmetro de massa

Embora os resultados anteriormente determinados sejam adequados, podeŕıamos argu-

mentar se outro parâmetro de massa nos daria condições consistentes e melhores para

determinar a constante cosmológica renormalizada ou o corte na escala de energia.

Uma vez que não estamos considerando qualquer efeito relacionados aos condensados

de dimenão 2, a outra possibilidade seria adotar λ4 ao invés de γ4, os quais foram

definidos na Seção 4.1.1. Vamos reconsiderar (4.13) e reescrever a equação de gap de

massa levando em conta λ4 no lugar de γ4. Tal troca nos leva a

λ2 = e
5
6

µ2

(2Nκ2)1/2
e
− 4

3

(
16π2

Nκ2

)
. (4.58)

Ao manipularmos (4.18) e (4.58), obtemos

λ2 = ξΛ
2
(
µ2

Λ
2

)−35/9

ln1/2

(
µ2

Λ
2

)
, (4.59)

com ξ = e5/6(11/(96π2)1/2. E (4.59) indica novamente que o menor parâmetro de

Gribov está relacionado à mais alta energia. Podemos observar na Figura 4.7 o com-

portamento do parâmetro de massa λ2 quando a escala de energia aumenta. Assim,

podemos observar o valor nulo para λ2 quando µ = Λ. Existe outra grave questão aqui

porque o parâmetro de massa λ2 apresenta um máximo local quando µ2 = e9/70Λ
2
, o

que indica —antes deste ponto —uma diminuição do parâmetro de massa enquanto

a escala de energia também está diminuindo. Fisicamente, tal comportamento é com-

pletamente antagônico ao esperado no regime de baixas energias. Neste regime, espe-

ramos um comportamento monótono de crescimento do valor do parâmetro de massa

enquanto a escala de energia diminui.
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Figura 4.7 O alternativo parâmetro de Gribov como função da escala de energia.

A energia está quantificada em unidades de Λ
2

e o parâmetro λ2 em unidades de

ξΛ
2
.

A partir de (4.13), (4.18) e (4.19) obtemos

λ2

κ2
= ρΛ

2
(
µ2

Λ
2

)−35/9

ln
3
2

(
µ2

Λ
2

)
, (4.60)

com ρ = 55e5/6/(192π3)(11/6)1/2. O comportamento da razão (4.60) pode ser ob-

servado na Figura 4.8. A Figura 4.8 claramente mostra a inexistência da transição de

regimes, uma vez que a contração de Inönü-Wigner nunca irá acontecer. Tal improbi-

dade é imediatamente notável quando não temos a fase geométrica induzida devido ao

limite nulo para a razão λ2/κ2. Novamente, podemos usar a identificação (3.48) em

(4.60) para obtermos a relação direta entre a escala de energia, o corte e a constante

gravitacional de Newton,

1

G
= τΛ

2
(
µ2

Λ
2

)−35/9

ln
3
2

(
µ2

Λ
2

)
, (4.61)

onde τ = 55
48π2 e

5
6

(
11
6

) 1
2 . Fatalmente, a inversa de (4.60) é

κ2

λ2
≡ 4πG =

1

ρΛ
2

(
µ2

Λ
2

)35/9
1

ln
3
2

(
µ2

Λ
2

) . (4.62)

Ela está ilustrada na Figura (4.9).
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Figura 4.8 A razão λ2/κ2 ≡ 1/(4πG) como função da escala de energia µ2. A

escala de energia está quantificada em unidades de Λ
2

enquanto a razão λ2/κ2 está

em unidades de ρΛ
2
.

Reforçamos mais uma vez sobre a fat́ıdica inexistência da contração de Inönü-Wigner,

assim como a ausência do ponto de transição de regimes quando usamos λ2 como

parâmetro de massa da teoria. Portanto, fizemos a escolha correta ao empregar o

parâmetro de Gribov γ2 na construção da presente teoria de gravidade induzida.

Após a análise do comportamento dos parâmetros quânticos relacionados aos parâmetros

gravitacionais, continuamos pesquisando estimativas melhores para o corte da escala

de energia Λ
2

e a para a constante cosmológica renormalizada Λ2.
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Figura 4.9 A razão κ2/λ2 ≡ 4πG como função da escala de energia µ2. A escala

de energia está quantificada em unidades de Λ
2

enquanto 4πG é quantificada em

unidades de 1/(ρΛ
2
).



Caṕıtulo 5

Geometrias de Schwarzschild-de

Sitter modificadas

No Caṕıtulo 3 desenvolvemos uma teoria de gravidade induzida e fomos bem sucedi-

dos nesta construção ao propor que uma teoria de Yang-Mills para o grupo SO(m,n)

pudesse ser mapeada em uma teoria de gravidade [11]. Neste ponto estamos inte-

ressados em testar tal teoria através da investigação de questões clássicas, tais como

soluções com simetria esférica. O interesse em estudar soluções esféricas não somente

tem peso astrof́ısico, mas também leva em conta o ponto de vista teórico para tes-

tar qualquer teoria de gravidade. Como mostraremos, este é o principal ponto deste

caṕıtulo, ou seja, vamos estudar as primeiras soluções de buracos negros para a teoria

de gravidade induzida para o grupo SO(5) sem considerar efeitos de torção neste pri-

meiro momento. O principal objetivo é entendermos qual o ńıvel de contribuição que

as equações de campo da nossa teoria se assemelham às de Einstein e, claro, em qual

limite a recuperamos.

5.1 A geometria do espaço-tempo de Schwarzschild-

de Sitter

A primeira solução anaĺıtica encontrada para as equações de Einstein foi a geometria

de Schwarzschild em 1916 [86]. Em seguida, de Sitter apresentou uma solução que

envolveu apenas a constante cosmológica. Quando o limite newtoniano e a constante

cosmológica são considerados, temos o espaço-tempo de Schwarzschild-de Sitter.

66
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Mostraremos a obtenção da solução que leva ao espaço-tempo de Schwarzschild-de

Sitter usando formas diferenciais. Por ser uma forma de solução raramente apresentada

na literatura padrão da Relatividade Geral, explicitaremos certos passos dos cálculos

de forma mais detalhada.

Primeiramente, assumiremos uma geometria esfericamente simétrica mais geral, O

espaço-tempo esfericamente simétrico em coordenadas de Schwarzschild descrito por

e0 = eα(t,r)dt , e1 = eβ(t,r)dr , e2 = rdθ , e3 = rsenθdφ , (5.1)

onde α(t, r) e β(t, r) são funções escalares, enquanto dt, dr, dθ, dφ é uma base no

espaço cotangente. Na Relatividade Geral de Einstein, a torção é nula, portanto,

T a = 0⇒ dea + ωa
be

b = 0 , (5.2)

onde a ∈ {0, 1, 2, 3}, o que equivalentemente corresponde à (t, r, θ, φ). Usamos (5.2)

para determinar as componentes da conexão de spin, como segue.

de0 = eα(t,r) (∂tα(t, r)dtdt + ∂rα(t, r)drdt)

= eα(t,r)∂rαdrdt ≡ e−β(t,r)∂rα(t, r)e1e0 ,

de1 = eβ(t,r) (∂tβ(t, r)dtdr + ∂rβ(t, r)drdr)

= eβ(t,r)∂rβdtdr ≡ e−α(t,r)∂tβ(t, r)e0e1 ,

de2 = drdθ ≡ 1

r
eβ(t,r)e1e2 ,

de3 = senθdrdφ+ r cos θdθdφ =
1

r
e−β(t,r)e1e3 +

1

r
cot θe2e3 , (5.3)

em seguida,

de0 + ω0
ce

c = 0

ω0
0e

0 + ω0
1e

1 + ω0
2e

2 + ω0
3e

3 = −de0

⇒ ω0
1 = e−β(t,r)∂rα(t, r)e0 e ω0

2e
2 + ω0

3e
3 = 0 . (5.4)

Acima, usamos o caráter antissimétrico da conexão de spin, o que nos leva à ωa
a = 0,

enquanto a métrica do espaço tangente, η = (−1, 1, 1, 1), nos permite deduzir que

ωi
0 = ω0

i, onde i ∈ {1, 2, 3} . Devido a estes motivos, teremos ainda pela frente

ωi
j = −ωj

i , com j ∈ {1, 2, 3}. Continuamos, analogamente, na busca das demais
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componentes,

de1 + ω1
ce

c = 0⇒ ω1
2e

2 + ω1
3e

3 = −e−α(t,r)∂tβ(t, r)e0e1

de2 + ω2
ce

c = 0⇒ ω2
0e

0 + ω2
1e

1 + ω2
3e

3 = −1

r
e−β(t,r)e1e2 , (5.5)

com ω0
2e

2 + ω0
3e

3 = 0, temos ω0
2 = 0 e ω0

3 = 0 ou ω0
3 ∝ e3 .

de3 + ω3
ce

c = 0⇒ ω3
0e

0 + ω3
1e

1 + ω3
2e

2 = −1

r
e−β(t,r)e1e3 − 1

r
cot θe2e3 , (5.6)

o que nos permite concluir que ω0
3 = ω3

0 = 0, ω2
1 = r−1e−β(t,r)e2, ω3

1 = r−1e−β(t,r)e3

e ω3
2 = r−1 cot θe3. Ademais, ω2

1 = −ω1
2, ω3

1 = −ω1
3 e ω2

3 = −ω2
3 . Logo,

ω1
2e

2 + ω1
3e

3 = −e−α(t,r)∂tβ(t, r)e0e1

−1

r
e−β(t,r) e2e2︸︷︷︸

=0

−1

r
e−β(t,r) e3e3︸︷︷︸

=0

= −e−α(t,r)∂tβ(t, r)e0e1

⇒ −e−α(t,r)∂tβ(t, r)e0e1 = 0 ⇒ ∂tβ(t, r) = 0 . (5.7)

Portanto, somente o fato de não admitirmos torção, conforme a equação de estrutura

de Cartan, chegamos à conclusão que β é independente do tempo. O próximo passo

é mostrar se ocorre independência temporal para α. Para tal, precisaremos resolver a

equação de campo de Einstein com constante cosmológica,

εabcd

(
Rbc − Λ̃2

3
ebec

)
ed = 0 . (5.8)

Antes, necessitamos calcular as 2-formas de curvatura. Como mencionamos no Caṕıtulo 3,

a primeira equação de estrutura de Cartan, Ra
b = dωa

b+ωa
cω

c
b, relaciona a curvatura

com a conexão de spin. Uma vez que temos as componentes da conexão, obtemos

Ra
a = dωa

a︸︷︷︸
=0

+ωa
cω

c
a

⇒ R0
0 = ω0

1ω
1

0 + ω0
2ω

2
0 + ω0

3ω
3

0

R0
0 =

[
∂rα(t, r)e−β(r)

]2
e0e0 = 0 ,

⇒ Ri
i = dωii︸︷︷︸

=0

+ωi1ω
1
i︸ ︷︷ ︸

=0

+ωi2ω
2
i︸ ︷︷ ︸

=0

+ωi3ω
3
i︸ ︷︷ ︸

=0

Ri
i = 0 . (5.9)
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De forma análoga, obtemos as demais 2-formas de curvatura,

R1
0 = e−2β(r)

[
∂2
rα(t, r) + (∂rα(t, r))− ∂rα(t, r)∂rβ(r)

]
e1e0 ,

R2
0 =

1

r
e−2βr∂rα(t, r)e2e0 ,

R3
0 =

1

r
e−2βr∂rα(t, r)e3e0 ,

R2
1 =

1

r
e−2βr∂rβ(r)e2e1 ,

R3
1 =

1

r
e−2βr∂rβ(r)e3e1 ,

R3
2 =

1

r2

(
1− e−2βr

)
e3e2 . (5.10)

Podemos agora, substituir (5.9) e (5.10) em (5.8). Logo, com a = 0,

ε0bcd

(
Rbc − Λ̃2

3
ebec

)
ed = 0[

2
(
R3

1e
2 −R3

2e
1 −R2

1e
3
)
− 2Λ̃2

]
e1e2e 3 = 0

2re−2β∂rβ(r) + 1− e−2β − Λ̃2r2 = 0 . (5.11)

Com a = 1,

ε1bcd

(
Rbc − Λ̃2

3
ebec

)
ed = 0[

2
(
R3

0e
2 −R3

2e
0 −R2

0e
3
)
− 2Λ̃2

]
e0e2e 3 = 0

2re−2β(r)∂rα(t, r)− 1 + e−2β(r) + Λ̃2r2 = 0 . (5.12)

Somamos as equações diferenciais oriundas de (5.11) e (5.12), obtemos

∂r [α(t, r) + β(r)] = 0⇒ α(t, r) = f(r) + g(t) . (5.13)

Agora, quando reescalonamos a coordenada temporal, ou seja, dt→ e−g(t)dt, obtemos

eα(t,r) = ef(r), o que seria equivalente a escolhermos g(t) = 0. Enfim, simplesmente

renomeando f(r) para α(r), temos ∂r (α(r) + β(r)) = 0⇒ α(r) = −β(r).

Finalmente, vamos resolver a equação diferencial em (5.11). Um fato bastante interes-

sante, ao usarmos o formalismo de formas diferenciais, consiste em não precisarmos da
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segunda equação diferencial em (5.12) para encontrar a forma de β(r). Prosseguindo,

2re−2β∂rβ(r) + 1− e−2β∂rβ(r)− Λ̃2r2 = 0

∂r
(
re−2β

)
= 1− Λ̃2r2 .

(5.14)

Integrando a última linha de (5.14) e assumindo o limite newtoniano para fixar a

constante de integração como −2GM , encontramos

e−2β(r) = 1− 2GM

r
− 1

3
Λ̃2r2 , (5.15)

o que nos leva à métrica de Schwarzschild-de Sitter,

ds2 = −
(

1− 2GM

r
− 1

3
Λ̃2r2

)
dt2 +

1(
1− 2GM

r
− 1

3
Λ̃2r2

) + r2dΩ2 , (5.16)

onde dΩ2 = dθ2 + rsen2θdφ2 .

Quando fazemos Λ̃2 = 0, ou seja, estamos lidando com uma geometria sem cons-

tante cosmológica, retornamos diretamente para a primeira solução anaĺıtica para as

equações de Einstein, i.e., a solução de Schwarzschild.

5.2 Soluções esfericamente simétricas da teoria de

gravidade induzida

Para obtermos soluções para as equações de campo (3.63) e (3.73), as quais foram

determinadas no Caṕıtulo 3, assumiremos um espaço-tempo esfericamente simétrico.

Primeiro, mostraremos as equações de campo (3.63) e (3.73) simplificadas para o

grupo SO(5) e não levaremos em conta os efeitos da torção. Segundo, estudaremos

dois regimes relacionados ao termo de curvatura quadrático. No primeiro, trataremos

o termo quadrático de curvatura como uma perturbação da equação de campo obtida

pela ação de Einstein-Hilbert com constante cosmológica. No segundo regime, vamos

em busca de uma geometria do espaço-tempo sob a forte influência daquele termo

quadrático de curvatura.
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5.2.1 O sistema de equações diferenciais

Conforme mencionamos anteriormente, consideraremos um espaço-tempo com torção

nula. Uma vez que estamos considerando a teoria de gravidade induzida a partir da

ação de Yang-Mills para o grupo SO(5), devemos atribuir ε = 1. Portanto, temos as

equações de campo na sua forma simplificada,

3

2Λ2
Rbc ? (Rbcea)− εabcd

(
Rbced − Λ̃2

3
ebeced

)
= 0 , (5.17)

D ? Rab = 0 . (5.18)

O espaço-tempo esfericamente simétrico em coordenadas de Schwarzschild descreve-

mos como

e0 = eα(r)dt , e1 = eβ(r)dr , e2 = rdθ , e3 = rsenθdφ . (5.19)

Portanto, aplicamos (5.19) em (5.17), analogamente como realizamos na Seção 5.1 e

encontramos as respectivas equações diferenciais

σ

[
2

(
e−2β∂rβ

r

)2

+

(
1− e−2β

r2

)2
]

+ 2

(
e−2β∂rβ

r

)
+

1− e−2β

r2
+ 3λ = 0 , (5.20)

σ

[
2

(
e−2β∂rα

r

)2

+

(
1− e−2β

r2

)2
]
− 2

(
e−2β∂rα

r

)
+

1− e−2β

r2
+ 3λ = 0 , (5.21)

σ

{[
e−(α+β)∂r

(
e−β∂re

α
)]2

+

(
e−2β∂rα

r

)2

+

(
e−2β∂rβ

r

)2
}

+

−e−(α+β)∂r
(
e−β∂re

α
)
− e−2β∂rα

r
+
e−2β∂rβ

r
+ 3λ = 0 , (5.22)

∂rR = 0 , (5.23)

para a = 0 , a = 1 e a = 2, respectivamente. Em (5.23), R é o escalar de curvatura.

Observamos que as equações diferenciais obtidas para a = 2 e a = 3 são idênticas.

As constantes em (5.20), (5.21) e (5.22) são σ ≡ −3/(2Λ2) e λ ≡ −Λ̃2/3.

Subtraimos (5.20) e (5.21) e obtemos

2

r
e−2β (∂rβ + ∂rα)

[
1 +

σ

2

(
e−2β

r

)
(∂rβ − ∂rα)

]
= 0 , (5.24)
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que nos mostra dois posśıveis v́ınculos:

(i) ∂r(α + β) = 0 ;

(ii) 1 + σ
2

(
e−2β

r

)
(∂rβ − ∂rα) = 0 .

O v́ınculo (i) nos leva a α = −β, o qual é o padrão em estudos de soluções esferica-

mente simétricas. Tal v́ınculo nos permite simplificar o sistema formado por (5.20),

(5.21), (5.22). Isto é o mais próximo da literaratura padrão e, diretamente, ele nos

abre uma janela para investigar nossos propósitos. Portanto, deixamos o v́ınculo (ii)

para futuros trabalhos.

Vale ressaltar que, mesmo quando aplicamos o v́ınculo (i) ficamos com um sistema

sobredeterminado composto por três equações diferenciais, (5.20), (5.22) e (5.23).

5.2.2 A solução perturbativa

Aqui, assumiremos a busca por uma geometria do espaço-tempo sob uma pequena

influência do termo quadrático de curvatura a partir de (5.20). Para tal, multiplicamos

(5.20) por λ e encontramos

η

[
2

(
e−2β∂rβ

r

)2

+

(
1− e−2β

r2

)2
]

+ λ

[
2

(
e−2β∂rβ

r

)
+

1− e−2β

r2
+ 3λ

]
= 0 ,

(5.25)

onde η = σλ ≡ Λ̃2/2Λ2 é o que consideramos como parâmetro de perturbação devido

à Λ2 � Λ̃2. Nesta forma, resolvemos tal equação diferencial aplicando teoria de per-

turbação. Os termos quadráticos em (5.25), os quais surgem após tratamos o termo

de curvatura quadrática, formam a parte da equação diferencial que será tratada como

uma perturbação. Os demais termos de (5.25) são aqueles comumentes encontrados

quando substitúımos a métrica esfericamente simétrica na equação de campo de Eins-

tein com constante cosmológica. Tal parte, quando resolvida isoladamente, nos leva à

bem conhecida solução de Schwarzschild-de Sitter.

Por simplicidade, definimos u(r) = 1− e−2β(r), pois dessa maneira, podemos escrever

(5.25) em um formato mais compacto, i.e.,

η

[
1

2

(
d

dr
u(r)

)2

+

(
u(r)

r2

)2
]

+ ρ

(
r
d

dr
u(r) + u(r) + 3ρr2

)
= 0 . (5.26)
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A solução perturbativa é da forma geral

u(r) = u0(r) + ηu1(r) + η2u2(r) + η3u3(r) + · · · . (5.27)

Ao substituirmos (5.27) em (5.26), encontramos

η

[
1

2

(
ηkdk

)2
+
(
ηkuk

)2
]

+ ρ
(
rηkdk + ηkuk + 3ρr2

)
= 0 , (5.28)

onde adotamos a notação dk ≡ duk(r)/dr e uk ≡ uk(r), com k ∈ [0,∞) . Empre-

gamos a convenção de soma em k para facilitar a escrita de (5.28). Desse modo, a

partir de (5.28), determinamos as equações diferencias, ordem a ordem, como segue:

d

dr
(ru0) + 3ρr2 = 0 ,

d

dr
(ru1) +

1

2ρ

(
du0

dr

)2

+
u2

0

ρr2
= 0 ,

d

dr
(ru2) +

1

ρ

(
du0

dr

du1

dr

)
+

2u0u1

ρr2
= 0 ,

d

dr
(ru3) +

1

2ρ

(
du1

dr

)2

+
u2

1

ρr2
+

1

ρ

(
du0

dr

du2

dr

)
+

2u0u2

ρr2
= 0 ,

d

dr
(ru4) +

1

ρ

(
du0

dr

du3

dr

)
+

2u0u3

ρr2
+

1

ρ

(
du1

dr

du2

dr

)
+

2u1u2

ρr2
= 0 ,

... (5.29)

Com a hierarquia de equações (5.29), resolvemos, iterativamente, as equações acima.

Primeiro, na ordem zero, encontramos

u0 =
Λ̃2

3
r2 +

2GM

r
, (5.30)

onde a constante em 1/r, encontramos no limite newtoniano. Em seguida, substitui-

mos na ordem 1 para determinarmos u1. Em cada ordem, encontramos as funções

uk que serão usadas na equação diferencial da ordem seguinte, isto é, k + 1. Desse

modo encontramos as funções uk para cada ordem k a menos de uma constante de

integração. Logo, determinamos a seguinte solução para (5.25).

e−2β = 1−
∞∑
k=0

ηk
k+2∑
`=1

Ck`r5−3` , (5.31)

com constantes Ck`’s. As constantes Ck2, com k = 0, 1, 2, . . . , são as constantes



Caṕıtulo 5. Geometrias de Schwarzschild-de Sitter modificadas 74

de integração. As demais constantes são dependentes daquelas presentes nas ordens

anteriores.

A seguir, dispomos uma lista das constantes Ck`, até a quarta ordem, estão dispostas

na matriz a seguir.

Λ̃2

3
2GM

Λ̃2

3
C12

6G2M2

Λ̃2

2 Λ̃2

3
C22

6GM
Λ̃2 Ω1 −36G3M3

Λ̃4

5 Λ̃2

3
C32

9
2Λ̃2 Ω2

54G2M2

Λ̃4 Ω4
312G4M4

Λ̃6

14 Λ̃2

3
C42 − 3

Λ̃2 Ω3
3GM

Λ̃2 Ω5
54G2M2

Λ̃4 Ω6 −3564G5M5

Λ̃8


onde

Ω1 = C12 − 2GM ,

Ω2 =
[
C2

12 + 4GM (6GM − 2C12 − C22)
]
,

Ω3 = [C12 (C12 + C22 − 12GM)− 2GM (2C22 + C32 − 20GM)] ,

Ω4 = (8GM − 3C12) ,

Ω5 =
[
3C2

12 − 2GM (12C12 + 3C22 − 24GM)
]
,

Ω6 = 2 (C12 − 3GM) . (5.32)

De forma mais expĺıcita, truncando (5.31) na quarta ordem, temos

e−2β ≈

(
1− 2GM

r
− Λ̃2

3
r2

)
− η

(
C12

r
+ C11r

2 +
C13

r4

)
+

− η2

(
C22

r
+ C21r

2 +
C23

r4
+
C24

r7

)
+

− η3

(
C32

r
+ C31r

2 +
C32

r4
+
C34

r7
+
C35

r10

)
+

− η4

(
C42

r
+ C41r

2 +
C43

r4
+
C44

r7
+
C45

r10
+
C46

r13

)
. (5.33)

Em regiões bem distantes do horizonte de eventos da distribuição de massa, onde

r � 2GM , obtemos

ds2 = −
(

1− Υ̃r2
)
dt2 +

1(
1− Υ̃r2

) + r2dΩ2 , (5.34)
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com

Υ̃ ≈ Λ̃2

3
+ η

(
Λ̃2

3

)
+ η2

(
2

Λ̃2

3

)
+ η3

(
5

Λ̃2

3

)
+ η4

(
14

Λ̃2

3

)
, (5.35)

a qual é, perturbativamente, um espaço-tempo assintoticamente de Sitter. Vemos di-

retamente que no limite η → 0, recuperamos um espaço-tempo de de Sitter. Ademais,

sem qualquer tipo de truncamento, temos

e−2β = 1−
∞∑
w=0

ηwaw

(
Λ̃2

3
r2

)
, (5.36)

onde

aw =
(2w)!

(w + 1)!w!
(5.37)

são os chamados números de Catalan1.

O próximo passo consiste em determinarmos os horizontes de eventos. Concentraremos

nossos cálculos na análise em primeira ordem. Logo, escrevemos a solução perturbativa

como

e−2β ≈ 1− 2GM

r
− Λ̃2

3
r2 − η

(
C12

r
+

Λ̃2

3
r2 − 1

r4

6G2M2

Λ̃2

)
. (5.38)

Na busca de uma solução perturbativa, não houve motivo para nos preocuparmos

com a segunda equação de campo, pois esta fica na forma η∂R = 0, logo, não

havendo ordem zero, e, portanto, sem possibilidade alguma de empregarmos teoria de

perturbação para encontrar uma solução consistente.

5.2.2.1 Horizonte de eventos da distribuição de massa e o horizonte de

eventos cosmológico

Usaremos a solução perturbativa (5.38) para calcular o horizonte de eventos da dis-

tribuição de massa e o horizonte de eventos cosmológico. Tais horizontes são deter-

minados quando atribúımos e−2β = 0. Logo, devemos resolver a seguinte equação

1Tais números receberam esse nome após a descoberta de tal sequência pelo matemático belga
Eugène C. Catalan (1814− 1894), o qual foi responsável por várias contribuições para a matemática
combinatória[87].
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algébrica

r3

(
r − 2GM − Λ̃2

3
r3

)
− η

(
Λ̃2

3
r6 + C12r

3 − 6G2M2

Λ̃2

)
= 0 , (5.39)

onde C12 é uma constante de integração. Desse modo, temos uma equação algébrica

com uma perturbação. Portanto, devemos encontrar a solução perturbativamente, a

qual, em primeira ordem, temos a seguinte forma da solução,

r ≈ r0 + ηr1 . (5.40)

Não há razão para nos preocuparmos com termos de ordem mais elevada, pois usaremos

o elemento de linha truncado na primeira ordem. Substitúımos (5.40) em (5.39) e

encontramos um sistema de duas equações algébricas. Em ordem zero, prontamente

com a substituição das constantes C’s, temos

r3
0 −

3

Λ̃2
r0 +

6GM

Λ̃2
= 0 , (5.41)

enquanto, em primeira ordem,

3r1r
3
0

(
1− Λ̃2

3
r2

0

)
− C12r

3
0 −

Λ̃2

3
r6

0 +
6G2M2

Λ̃2
= 0 . (5.42)

Para determinarmos a natureza das ráızes de (5.41), devemos verificar o seu polinômio

discriminante, o qual é

∆ =
108

Λ̃6

(
1− 9G2M2Λ̃2

)
, (5.43)

Se, e somente se ∆ > 0, a equação (5.41) tem ráızes reais. Para satisfazermos tal

condição, devemos ter 3GM Λ̃ < 1, uma vez que Λ̃ ≡
√

Λ̃2, G e M são quantidades

positivas.

Usamos o método trigonométrico para encontrar todas as ráızes de (5.41). Neste

sentido, obtemos suas duas ráızes positivas,

r01 =
2

Λ̃
cos

[
1

3
arccos

(
3GM Λ̃

)
− π

3

]
,

r02 =
2

Λ̃
cos

[
1

3
arccos

(
3GM Λ̃

)
+
π

3

]
, (5.44)
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ou, em uma forma sucinta, após aplicarmos a regra de soma e subtração de arcos,

escrevemos

r01 =
1

Λ̃

(
cξ +

√
3sξ

)
,

r02 =
1

Λ̃

(
cξ −

√
3sξ

)
, (5.45)

onde cξ ≡ cos ξ, sξ ≡ senξ e ξ = 1/3 arccos
(

3GM Λ̃
)

. A última raiz é r03 =

− (r01 + r02), a qual é essencialmente negativa e ela não tem significado f́ısico pelo

fato de estarmos calculando horizontes de eventos. As ráızes em (5.44) representam os

termos de ordem zero dos horizontes eventos, tanto cosmológico quanto da distribuição

de massa. Devido 0 < 3GM Λ̃ < 1, então 0 < arccos
(

3GM Λ̃
)
< π/2, o que implica

em r01 > r02 > 0. Assim, r02 é o termo de ordem zero do horizonte de eventos

da distribuição de massa M , enquanto r01 é o termo de ordem zero do horizonte de

eventos cosmológico.

Consequentemente, o derradeiro passo que daremos para determinar os horizontes de

eventos consiste na substituição de (5.44) em (5.42). Após completarmos esta tarefa,

podemos descrever os dois horizontes como rb = r02 +ηr12, o horizonte de eventos da

distribuição esférica de massa, e rc = r01 + ηr11, o horizonte de eventos cosmológico,

tal que

r1` =
1

3
(

1− Λ̃2

3
r2

0`

) (−6G2M2

Λ̃2

1

r3
0`

+ C12 +
Λ̃2

3
r3

0`

)
, (5.46)

com ` = 1 ou ` = 2.

Logo, escrevemos a forma completa dos horizontes de eventos,

rb =
1

Λ̃

{(
cξ −

√
3sξ

)
+

+ η
sec(3ξ)

6

[
− 18G2M2Λ̃2(

cξ −
√

3sξ
)2 + 3C12

(
cξ −

√
3sξ

)
+
(
cξ −

√
3sξ

)4
]}

,

rc =
1

Λ̃

{(
cξ +

√
3sξ

)
+

+ η
sec(3ξ)

6

[
− 18G2M2Λ̃2(

cξ +
√

3sξ
)2 + 3C12

(
cξ +

√
3sξ

)
+
(
cξ +

√
3sξ

)4
]}

.

(5.47)

Vemos imediatamente que no limite η → 0 recuperamos os dois horizontes de eventos

de um espaço-tempo de Schwarzschild-de Sitter.
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5.2.2.2 Sobre singularidades no regime perturbativo

Neste momento, através de alguns invariantes de curvatura, analisaremos a questão das

singularidades na solução perturbativa. Em primeira ordem, calculamos o invariante

de Kretschmann,

RαβγδRαβγδ =
48G2M2

r6
+

8

3
Λ̃4 + η

[(
24C2

02

r6
− 180C3

01

Λ̃2r9

)
+

(
2Λ̃4 − 8Λ̃4

r6

)]
,

(5.48)

logo,

lim
r→0
RαβγδRαβγδ →∞ , (5.49)

o qual é ligeiramente desviado do tradicional invariante de Kretschamn por causa do

termo perturbativo. Interpretamos que este é um tipo de singularidade f́ısica na origem.

Temos aqui uma peculiar caracteŕıstica do escalar de curvatura

R = 4Λ̃2 + η

(
6C13

r6
+ 4Λ̃2

)
. (5.50)

Não há singularidades caso consideremos apenas ordem zero. Caso contrário, a natu-

reza f́ısica do termo quadrático na equação de campo nos remete a

lim
r→0
R →∞ . (5.51)

A singularidade f́ısica em r = 0, evidenciada em (5.48) está de acordo com o resultado

usual obtido na Relatividade Geral de Einstein. Podeŕıamos ir adiante e realizar cálculos

de outros invariantes de curvatura, mas percebemos que (5.48) sozinho garante a

singularidade f́ısica na origem, tal como esperado. Quando tomamos o limite η → 0,

encontramos o escalar de curvatura constante, tal como se apresenta na teoria original

de Einstein.

5.2.3 A solução exata

Neste ponto, estudaremos o regime onde existe uma forte influência do termo quadrático

de curvatura. Analiticamente, para tal fim, subtraimos as equações diferenciais que

obtivemos para a = 2 e a = 0, i.e., (5.21) e (5.22), respectivamente. Adicionalmente,
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sob o v́ınculo α + β = 0, encontramos a seguinte equação diferencial,

σ

[(
∂2
re
−2β

2

)2

−
(

1− e−2β

r2

)2
]
− 1

2
∂2
re
−2β − 1− e−2β

r2
= 0 . (5.52)

A partir da equação (5.52), encontramos apenas duas soluções permitidas, i.e.,

e−2β = 1−Υpr
2 ,

e−2β = 1−Υmr
2 , (5.53)

com

Υp =
Λ2

3

1 +

√
1− 2

Λ̃2

Λ2

 ,

Υm =
Λ2

3

1−

√
1− 2

Λ̃2

Λ2

 . (5.54)

Ambos Υp e Υm são constantes que caracterizam o elemento de linha quadrado, ds2,

de cada espaço-tempo, ou seja,

ds2 = −
(
1−Υpr

2
)
dt2 +

1

(1−Υpr2)
+ r2dΩ2 , (5.55)

e

ds2 = −
(
1−Υmr

2
)
dt2 +

1

(1−Υmr2)
+ r2dΩ2 . (5.56)

Verificamos que as soluções (5.53) satisfazem o sistema de equações diferenciais cons-

titúıdo por (5.20),(5.21), (5.22) e (5.23), simultanteamente. Entendemos que é uma

verificação necessária, uma vez que este sistema de equações é sobredeterminado, tal

como mencionamos anteriormente. Não obstante, enquanto Λ2 � Λ̃2, expandimos

(5.54), truncamos na primeira ordem e encontramos

Υn ≈
Λ̃2

3
,

Υw ≈ 2

3
Λ2 , (5.57)

o que simplifica os espaços-tempo descritos por (5.55) e (5.56), tal como segue.

ds2 = −(1−Υnr
2)dt2 +

2

(1−Υnr2)
dr2 + r2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
, (5.58)
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o qual notamos ser um espaço-tempo de de Sitter com um raio muito elevado, pois

Υn tem um valor baixo. E,

ds2 = −(1−Υwr
2)dt2 +

2

(1−Υwr2)
dr2 + r2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
, (5.59)

representa uma geometria do tipo de Sitter, mas com um raio muito pequeno, pois

o valor de Λ2 é bastante elevado, conforme calculamos no Caṕıtulo 4. Seja como

for, observamos que cada uma das soluções exatas aproximadas, (5.58) e (5.59),

descrevem um espaço-tempo sem um horizonte de eventos de uma distribuição esférica

de massa. A influência do termo quadrático de curvatura em (5.20) nos deixa, em

uma aproximação em primeira ordem, com dois espaços-tempo assintoticamente de

Sitter, as quais são as geometrias mais simples que podeŕıamos determinar.

Lembrando que η = Λ̃2/2Λ, fazemos a expansão,

Υm =
Λ2

3

(
1−

√
1− 4η

)
=

Λ2

3

(
2η + 2η2 + 4η3 + 10η4 + 28η5 · · ·

)
, (5.60)

onde os termos apresentam uma ordem escondida, uma vez que, após expandirmos

(5.60) em torno do parâmetro η, substituimos Λ2 = Λ̃2/(2η) e obtemos

Υm =
Λ̃2

3
+ η

(
Λ̃2

3

)
+ η2

(
2

Λ̃2

3

)
+ η3

(
5

Λ̃2

3

)
+ η4

(
14

Λ̃2

3

)
+ · · · . (5.61)

Finalmente, enquanto olhamos para regiões onde r >> 2GM , temos Υ̃ = Υm, e

encontramos essa compatibilidade entre ambas as soluções geométricas encontradas,

(5.58) e (5.34).

5.2.3.1 Horizontes cosmológicos

Analisaremos a estrutura do espaço-tempo calculado na Seção 5.2.3. Atribuimos

e−2β = 0 para encontrar o horizonte de eventos cosmológico associado a cada um

dos valores de Υ, i.e., Υp e Υm,

rcp =
1√
Υp

,

rcm =
1√
Υm

. (5.62)
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Quando aplicamos as aproximações (5.57), temos

rcn =
1√
Υn

,

rcw =
1√
Υw

, (5.63)

onde cada um deles está relacionado às geometrias descritas por (5.58) e (5.59). O

horizonte rcn é muito maior que o horizonte rcw devido aos valores Υn e Υw. A aparente

singularidade pode ser evitada quando colocamos (5.58) e (5.59) em coordenadas de

Kruskal-Szekeres. Logo, o elemento de linha escrevemos

ds2 =
1√
Υ

1

(1− UV )2

[
−4dUdV + (1 + UV )2] dΩ2 , (5.64)

embora, também podemos escrever em novas coordenadas para dois eixos auxiliares,

os quais são definidos como X = (U + V )/2 e T = (U − V )/2. Logo,

ds2 =

(
1√
Υ

+ r

)2 (
−dT 2 + dX2

)
+

1√
Υ

(
1 +X2 − T 2

1−X2 − T 2

)2

dΩ2 , (5.65)

onde dΩ2 = dθ2 + sin2 θdφ2. Uma vez que não precisamos distinguir estas constantes

no diagrama de Kruskal, deixaremos Υ para representar Υn, Υn, Υp ou Υm. A estru-

tura do espaço-tempo em cada cenário correspondente ao seu respectivo horizonte de

eventos cosmológico elencados em (5.62) ou (5.63) pode ser visualizada na Figura 5.1.

Reforçamos que a diferença entre eles consiste unicamente nos valores que Υ pode

assumir e no alcance de r para cada uma dessas circunstâncias.

Sobre os vetores de Killing, temos os seguintes pontos a serem levantados para cada

região na Figura 5.1:

• (I):O vetor de Killing ∂t é tipo-tempo e futuro-orientado.

• (II) e (III): O vetor de Killing ∂t é tipo-espaço.

• (IV): O vetor de Killing ∂t é tipo-tempo e passado-orientado.

Além disso, nas superf́ıcies U = 0 e V = 0 o vetor de Killing ∂t é tipo-luz.
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Figura 5.1 Diagrama do espaço-tempo de de Sitter sob coordenadas de Kruskal-
Szekeres. Em r = 0 as linhas pontilhadas são origens ant́ıpodas das coordenadas
polares sobre a 3-esfera. O infinito futuro F+ e infinito passado F− são delimitados
por r →∞. As geodésicas tipo-luz são representadas pelas linhas cheias inclinadas
em 45◦ em relação aos eixos T e X. Υ significa aqui tanto para Υn quanto para
Υw, assim como para Υp ou Υm. Optamos por escrever apenas Υ uma vez que
os elementos de linha (5.55), (5.56), (5.58) e (5.59) têm estruturas geométricas
similares.

5.2.3.2 Sobre singularidades nas soluções exatas

Determinamos o escalar de curvatura, ou seja, R = 12Υ e o invariante de Kretsch-

mann, K = 24Υ2. Claramente, há um valor distinto do invariantes para cada valor

de Υ. Tanto R quanto K são finitos e não temos singularidades f́ısicas na origem, o

que entendemos ser significativo devido ao fato de que o espaço-tempo de de Sitter

originalmente também não apresenta singularidade f́ısica em r = 0.

5.3 Um breve estudo termodinâmico

A fim de completar nossa análise das soluções encontradas nas Seção 5.2.2 e Seção 5.2.3,

estudaremos as quantidades termodinâmicas relacionadas aos horizontes de eventos,
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tanto cosmológicos quanto dos buracos negros. Primeiramente, na Subseção 5.3.1

apresentaremos brevemente os fundamentos da termodinâmica de buracos negros,

onde nos concentraremos nas definições e conceitos mais importantes, os quais estarão

fortemente baseadas em [1]. Segundo, mostraremos as quantidades termodinâmicas

envolvidas com as nossas soluções.

5.3.1 Fundamentos

A gravidade de superf́ıcie podemos definir da seguinte forma. Seja um vetor de Killing

ξa normal ao horizonte de eventos. Como xia é uma superf́ıcie ortogonal, ele deve

satisfazer a equação da geodésica

ξa∇aξ
b = κξb . (5.66)

Sobre a mecânica dos buracos negros, temos as quatro leis [88]:

• Lei zero: A gravidade de superf́ıcie é constante sobre todo o horizonte de eventos.

• Primeira lei : Para um buraco negro estacionário com área da superf́ıcie do

horizonte A, carga elétrica Q e momento angular J , a variação da sua massa

M durante um processo quasi-estático é dada por

δM =
κ

8πG
δA+ ΦδA+ ΩδJ , (5.67)

onde Φ é o potencial eletrostático e Ω é a velocidade angular do horizonte de

eventos.

• Segunda lei : A área da superf́ıcie A nunca diminuirá em processo f́ısicos se o

tensor energia-momento Tab satisfaz a condição dominante de energia Tabξaξb ≥
0 .

• Terceira lei : A gravidade de superf́ıcie nula jamais pode ser atingida por qualquer

processo f́ısico durante um finito intervalo de tempo.

Enfatizamos que em nosso estudo, não levaremos em conta efeitos de rotação ou

a carga elétrica da distribuição de massa. Desse modo, na segunda lei, temos a

simplificação δM = κ/8πGδA que atenderá plenamente os cálculos que empregamos
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na termodinâmica das soluções que encontramos anteriormente. Em geral, os termos

ΩδJ + ΦδQ são mostrados como a variação do trabalho realizado durante o processo

e simbolizado, frequentemente, pelo breve śımbolo δW .

Temos um notável paralelo entre as leis da mecânica dos buracos negros e a as leis

termodinâmicas, tal como mostra a Tabela 5.1.

Lei Termodinâmica Buracos negros
Zero A temperatura T de um corpo em A gravidade de superf́ıcie do horizonte de um

equiĺıbrio térmico é constante. buraco negro estacionário é constante.
Primeira dU = TdS + dW dM = κ

8πGdA+ ΩdJ + ΦdQ
Segunda ∆S ≥ 0 em qualquer processo f́ısico. ∆A ≥ 0 em qualquer processo f́ısico.
Terceira T = 0 é imposśıvel de ser atingida κ = 0 é imposśıvel de ser atingida

através de qualquer processo f́ısico. através de qualquer processo f́ısico.

Tabela 5.1 Um quadro-resumo da correspondência entre as leis termodinâmicas
e as leis da mecânica dos buracos negros. Adaptada de [1].

Como é mostrado na Tabela 5.1, U ↔M , T ↔ ακ e S ↔ (1/8πG)A, sendo α uma

constante. Logo, U e M representam a mesma quantidade f́ısica: a energia do sistema.

Tamanho paralelo levou Bekenstein, em 1973, a estabelecer uma conjectura onde

T ∝ κ e S ∝ A [89]. Isto levou à solução de um paradoxo, o qual pode ser descrito

como: Se uma parte da entropia da matéria é gradualmente diminúıda dentro de um

buraco negro, então a entropia global no universo observável diminuirá. A entropia

no sentido usual é simplesmente perdida. Entretanto, quando a entropia dos buracos

negros é proporcional à área da superf́ıcie do horizonte de eventos, então a segunda lei

da termodinâmcia é posta na forma generalizada δSUniverso + δSblack hole ≥ 0 [89].

Desse modo, o paradoxo é solucionado.

Hawking, em 1974, mostrou que efeitos quânticos no processo de criação de part́ıculas

resultam em uma emissão efetiva de part́ıculas do buraco negro com uma temperatura

termodinâmica proporcional à superfićıe de gravidade [44]. Esta é conhecida como

temperatura Hawking e está relacionada à gravidade de superf́ıcie por

Thor =
κ}
2π

. (5.68)

Deixamos a constante de Planck reduzida em (5.68), pois é uma forma imediata de

vermos que a mecânica quântica está presente nas leis termodinâmicas que regem os

buracos negros. Em breve, retomaremos nossa convenção, onde } = 1.

Uma vez fixada a constante de proporcionalidade entre T e κ, conforme os cálculos de

Hawking, a constante de proporcionalidade para a entropia é, portanto, determinada
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sob a imposição de que TδS = κ/(8πG)δA. Logo, temos a entropia de Bekenstein-

Hawking,

S =
A

4G
≡ πr2

G
, (5.69)

onde r é o raio do horizonte de eventos e A é área da superf́ıcie do horizonte. Esta é a

maneira de escrever a entropia a partir da sua forma plena, ou seja, S = AkBc
3/(4}G),

após usarmos kB = c = } = 1.

As contribuições de Bekenstein e Hawking abriram janelas para importantes inves-

tigações no cenário da gravidade quântica. Entendemos que qualquer teoria de gra-

vidade modificada deve ser preocupar em investigar a natureza termodinâmica dos

horizontes de eventos como uma forma de testar a consistência dessas teorias.

5.3.2 A termodinâmica das geometrias de uma teoria de gra-

vidade induzida

Apresentaremos os resultados obtidos para as grandezas termodinâmicas das soluções

que encontramos para a teoria de gravidade induzida. Conforme segue, separamos os

resultados que concernem à cada natureza de solução, isto é, a de origem perturbativa

e a de origem exata.

5.3.3 Sobre os horizontes de eventos como soluções perturba-

tivas

Calculamos a gravidade de superf́ıcie relacionada a cada horizonte de eventos e analisa-

mos seus comportamentos perante uma mudança na massa M . Como vimos, no caso

perturbativo, temos dois horizontes, rb e rc, os quais estão explicitamente mostrados

em (5.47). Portanto, aplicamos (5.66) para obtermos

κb =
1

3
Λ̃2rb −

GM

r2
b

+
η

2

[
−2GM

r2
b

+
2

3
Λ̃2rb +

48

Λ̃2

G2M2

r5
b

]
, (5.70)

a qual é, em primeira ordem, a gravidade de superf́ıcie no horizonte de eventos da

distribuição de massa. Para analisar o comportamento da gravidade de superf́ıcie,

colocamos rb na forma

rb = r02

(
1 + η

r12

r02

)
. (5.71)
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Logo, expandimos (5.70), truncamos na primeira ordem e obtemos

κb ≈
Λ̃2

3
r02−

GM

r2
02

+η

[
2GMr12 +

2GMr12

r3
02

− GM

r2
02

Λ̃2

3
r02 +

24G2M2

Λ̃2
r5

02

]
, (5.72)

onde r02 e r12 são mostrados em (5.44) e (5.46). Neste ponto, assumimos, por

hipótese, C12 ≈ 2GM , o que interpretamos ser razoável, uma vez que esta constante

de integração aparece no fator 1/r em (5.47) e, além disso, multiplicada pelo termo

de expansão, o qual estimamos ter um valor muito pequeno. Embora seja uma forte

hipótese, esta é importante para um primeiro estudo do comportamento dos horizontes

de eventos e das grandezas termodinâmicas relacionadas.

Qualitativamente, apresentamos os comportamentos de rb e κb na Figura 5.2 e na

Figura 5.3. A fim de obtermos uma melhor visualização do comportamento dos ho-

rizontes, exageramos o valor do parâmetro de expansão. Adotamos este procedi-

mento para todos os gráficos desta seção, onde também adotamos a parametrização

3GM Λ̃ = x(M) e, portanto, tanto os horizontes quanto as gravidades de superf́ıcies

a eles relacionadas serão escritas em função de x(M).

Figura 5.2 Horizonte de eventos da distribuição de massa em função da massa.
rb(x(M)) se encontra em unidades de 1/Λ̃. As curvas vermelha, verde e azul
correspondem a η = 0.001, η = 0.0005 e η = 0.0001, respectivamente. Todas
curvas obtidas mostram que o horizonte aumenta quando a massa aumenta.

Portanto, observamos que o crescimento da massa M implica no aumento do horizonte

de eventos rb, enquanto que há uma diminuição de κb. De acordo com (5.68), a
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Figura 5.3 Gravidade de superf́ıcie em função da massa M . As curvas magenta,
marron e laranja são obtidas com η = 0.001, η = 0.0005 e η = 0.0001, respec-
tivamente. Todas curvas obtidas mostram que a gravidade de superf́ıcie diminui
quando a massa da distribuição esférica aumenta.

temperatura associada a esta gravidade de superf́ıcie, Tb = κb/2π, tem o mesmo

comportamento de κb. Durante todo o processo de aumento da massa M , mantivemos

Λ̃2 constante.

Para os esboços das curvas mostradas tanto na Figura 5.2 quanto na Figura 5.3, devido

à parametrização, tomamos o devido cuidado com os valores atribúıdos a x(M), tal

que não obtivéssemos resutados não-f́ısicos, tal como κb 6 0 ou rb 6 0.

Analogamente, determinamos a gravidade de superf́ıcie do horizonte de eventos cos-

mológico,

κc =
1

3
Λ̃2rc −

GM

r2
c

+
η

2

[
−2GM

r2
c

+
2

3
Λ̃2rc +

48

Λ̃2

G2M2

r5
c

]
, (5.73)

cuja expansão, truncada em primeira ordem, obtemos como

κc ≈
Λ̃2

3
r01−

GM

r2
01

+η

[
2GMr11 +

2GMr11

r3
01

− GM

r2
01

Λ̃2

3
r01 +

24G2M2

Λ̃2
r5

01

]
. (5.74)

A Figura 5.4 e a Figura 5.5 qualitativamente mostram o comportamento do horizonte

cosmológico e da gravidade de superf́ıcie, respectivamente, quando mudamos a massa

M .
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Figura 5.4 Horizonte cosmológico em função da massa da distribuição. rc(x(M))
se encontra em unidades Λ̃

. As curvas vermelha, verde e azul são obtidas para η = 0.001, η = 0.0005 e
η = 0.0001, respectivamente, e mostram que o horizonte cosmológico diminui

quando a massa da distribuição aumenta.

Em suma, quando a massa M da distribuição esférica aumenta, então, tanto rc quanto

κc diminuem. Novamente, conforme (5.68), a temperatura Hawking Tc = κc/2π

associada a este horizonte de eventos cosmológico também diminuirá.

A partir de (5.69), determinaremos as seguintes entropias relaciondas às áreas das

superf́ıcies dos horizontes de eventos. Por hipótese, a fórmula para a entropia será

aquela obtida por Hawking e Bekenstein, tal como indicada em (5.69).

Primeiro, a entropia da distribuição de massa,

Sb =
πr2

b

G
≈ π

G
r2

02

(
1 + 2η

r12

r02

)
. (5.75)

Enquanto isso, a entropia relacionada à área da superf́ıcie do horizonte cosmológico,

Sc =
πr2

c

G
≈ r2

01

(
1 + 2η

r11

r01

)
, (5.76)

com rb e rc são mostrados em (5.47), enquanto r03, r13, r01 e r11 estão elencados em

(5.44) e (5.46). Usando novamente C12 ≈ 2GM , o comportamento de cada entropia

é mostrado na Figura 5.6 e na Figura 5.7.
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Figura 5.5 Gravidade de superf́ıcie no horizonte cosmológico em função da massa.
As curvas magenta, marron e laranja são obtidas com η = 0.001, η = 0.0005 e
η = 0.0001, respectivamente, e mostram que a gravidade de superf́ıcie diminui
quando a massa da distribuição aumenta.

De acordo com o comportamento dos horizontes em relação à massa M , conclúımos

que um aumento de M implica em um aumento da entropia Sb. Contrariamente,

tal aumento da massa M , implica na diminuição da entropia Sc. Notamos que tais

comportamentos das entropias estão em acordo com o mostrado em [90], claro, con-

siderando o pesqueno desvio numérico devido à aproximação de origem perturbativa.

5.3.4 Sobre os horizontes de eventos como soluções exatas

Neste caso, temos f(r) = 1−Υr2, com Υ ∈ {Υp,Υm,Υn,Υw}. Diretamente, obte-

mos cada gravidade de superf́ıcie correspondente à cada valor de Υ. Portanto, quando

aplicamos (5.66), a gravidade de superf́ıcie do horizonte de eventos cosmológico é

dada por

κc =
√

Υ . (5.77)

Com (5.68), obtemos a temperatura Tc = κc/2π. No caso Υ = Υn, a respectiva

gravidade de superf́ıcie assim como a respectiva temperatura são ambas compat́ıveis

com aquelas obtidas originalmente para um espaço-tempo de de Sitter [90].
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Figura 5.6 Entropia da distribuição em função da massa. As curvas se sobrepõem,
mesmo com η = 0.001, η = 0.0005 e η = 0.0001.

Figura 5.7 Entropia do horizonte cosmológico. As curvas preta, ciano e púrpura
são obtidas com η = 0.001, η = 0.0005 e η = 0.0001. À medida que a massa da
distribuição aumenta, tais curvas se sobrepõem.

Ao aplicarmos (5.69), temos a entropia relacionada à geometria tipo de Sitter,

Sc =
π

GΥ
. (5.78)
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Quando Υ = Υn, encontramos

Sc ≈
3π

GΛ̃2
, (5.79)

a qual está em acordo com a entropia padrão do espaço-tempo de de Sitter.

Notavelmente, na região r � 2GM , observamos que as entropias, tanto no cenário

perturbativo quanto no exato, podem ser conectadas, a menos de correções em η.

Claramente conclúımos que, no limite η → 0, ambas as entropias são equivalentes.



Caṕıtulo 6

Estudo cosmológico preliminar

Estudaremos o cenário cosmológico da teoria de gravidade emergente desenvolvida no

Caṕıtulo 3.

Estamos interessandos, particularmente, nas soluções cosmológicas que possam des-

crever o universo primordial. Sabemos que o paradigma atual para descrever o universo

primordial é a inflação [91–94]. Neste cenário, o modelo cosmológico padrão, também

denominando ΛCDM, é precedido por uma fase exponencialmente acelarada que de-

veria ser o principal responsável na resolução de problemas relacionados à métrica de

Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker (FLRW), tais como: o problema da planeza,

isotropia, o problema do horizonte e o excesso de monopolos.

Na comunidade cosmológica, percebemos um grande interesse em modelos de rico-

chete1. Estes modelos são alternativas viáveis à inflação [95–97]. Universos em rico-

chete são modelos que não apresentam singularidades, os quais podem ser deduzidos

a partir de teorias que consideram derivadas superiores e teorias de gravidade quântica

[98–105]. Todos estes resultados sugerem que o universo primordial é o cenário mais

proeminente para investigar teorias f́ısicas que trabalham com energias muito elevadas.

Neste caṕıtulo nos concentraremos em obter modelos cosmológicos para a teoria de

gravidade induzida a partir da teoria de Yang-Mills para o grupo SO(m,n) que apresen-

tamos no Caṕıtulo 3. Da mesma maneira que fizemos no Caṕıtulo 5, consideraremos as

contribuições de todos os vácuos para a teoria. Desse modo, aplicaremos as 1-formas

relacionadas à métrica de FLRW nas equações de campo (3.76) e (3.73). Apresen-

taremos uma śıntese do Modelo Cosmológico Padrão na Seção 6.1. Na Seção 6.2

1N.T.: Do inglês bouncing

92
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modelaremos as equações dinâmicas que governarão a cosmologia da teoria de gravi-

dade induzida. Nas Seções 6.3 e 6.4 discutiremos os modelos cosmológicos.

6.1 Sobre o Modelo Cosmológico Padrão

6.1.1 Prinćıpios cosmológicos e as equações de Friedmann

O principal foco da cosmologia é a descrição do Universo como uma única entidade

[45, 47]. O Modelo Cosmológico Padrão é fundamentado no Prinćıpio Cosmológico.

Podemos enunciar tal prinćıpio da seguinte forma:

Em larga escala o Universo é homogêneo e isotrópico.

Este prinćıpio assume que o espaço-tempo pode ser folheado em hipersuperf́ıcies tipo-

espaço que são esfericamente simétricas em qualquer ponto sobre elas. A formulação

do prinćıpio cosmológico é realizada considerando uma escala de tempo cosmológica,

onde em cada folheação o instante é constante. Esta é uma maneira de estabelecer a

homogeneidade em cada 3-superf́ıcie. Uma vez que isotropia também é um requeri-

mento do Prinćıpio Cosmológico, demanda-se, então, que não há direções privilegiadas.

A radiação cósmica de fundo em microondas é uma das evidências que garantem a va-

lidade do Prinćıpio Cosmológico. A detecção desta radiação indica que a temperatura

atual do Univeso é T = 2, 726K, mas para que esta temperatura seja registrada hoje,

estima-se que o Universo emitiu essa radiação quando ele tinha 3, 8 × 105 anos. As

caracteŕısticas da radiação cósmica de fundo em microondas delineam que o Universo

era muito denso e com temperatura muito elevada, tal que, para que a temperatura

atual fosse atingida, então este sofreu uma expansão e foi sendo resfriado.

Um outro prinćıpio adotado na construção dos modelos cosmológicos pode ser enun-

ciado como segue.

Postulado de Weyl: As linhas mundo das part́ıculas de um fluido cosmológico são

hipersuperf́ıcies ortogonais.

Este postulado nos possibilita definir um sistema de coordenadas co-móveis, onde não

há termos como dxidxj, com i 6= j, no tensor métrico. De acordo com os prinćıpios

cosmológico e de Weyl, podemos introduzir um tempo cósmico, o qual é o tempo

próprio de um observador se movendo com a matéria em expansão. Portanto, o
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elemento de linha que descreve um Universo homogêneo e isotrópico em expansão, em

coordenadas co-móveis pode ser escrito como

ds2 = −dt2 + a2(t)

[
1

1− kr2
dr2 + r2

(
dθ2 +mathrmsen2θdφ2

)]
, (6.1)

a qual conhecemos como métrica FLRW. Juntamente com o prinćıpio cosmológico

e o de Weyl, as equações de Einstein governam o Universo em expansão no Modelo

Cosmológico Padrão. A partir da métrica FLRW e as equações de Einstein, obtemos

as equações de Friedmann,(
ȧ

a

)2

+
k

a2
− Λ̃2

3
=

8πG

3
ρ ,

2

(
ä

a
− Λ̃2

3

)
= −8πG

3
(ρ+ 3p) , (6.2)

onde a ≡ a(t) é o fator de escala e Λ̃2 é a constante cosmológica. Oriundos do

tensor energia-momento na equação de Einstein, ρ ≡ ρ(t) e p ≡ p(t) representam a

densidade de energia e a pressão do fluido. O fator de curvatura k pode assumir os

valores 1, 0 ou −1, referindo-se à forma da seção espacial, a qual pode ser fechada,

plana ou aberta, respectivamente.

Em cada instante cósmico t, podemos construir os parâmetros cosmógicos H(t) =

ȧ/a, o parâmetro de Hubble, q(t) = −äa/ȧ2, o parâmetro de desaceleração, ρc =

3H2/(8πG), a densidade cŕıtica, e Ω(t) = ρ/ρc, o parâmetro de densidade. Estes

parâmetros são frequentemente utilizados nas pesquisas em Cosmologia, pois permi-

tem caracterizar a dinâmica do Universo em cada momento de sua evolução. Dentre

estes parâmetros, destacamos o parâmetro de desaceleração q(t) que mede a evolução

temporal do fator de escala.

Derivando a primeira equação em (6.2) e substituindo na segunda, encontramos

ρ̇+ 3H(ρ+ p) = 0 , (6.3)

ou seja, a equação que caracteriza a conservação de energia, conforme a Relativi-

dade Geral, pois (6.3) é também derivada através da conservação do tensor energia-

momento. Uma maneira de resolver (6.3) é através de uma equação de estado p = wρ,
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onde w é uma constante arbitrária. Desse modo, usando a equação de estado, inte-

gramos (6.3) e encontramos

ρ =
constante

a3(1+w)
, (6.4)

a relação entre a densidade de energia e o fator de escala. De acordo com o valor

de w na (6.4), podemos caracterizar diferentes épocas do Universo, as quais foram

governadas por alguma forma predominante no fluido de matéria. Citando as situações

mais frequentes na literatura, temos: (i) w = 0, caracteriza uma época dominada por

poeira; (ii) w = 1/3, uma época dominada por radiação; (ii) = −1, época dominada

pela constante cosmológica.

6.1.2 Os modelos cosmológicos de Lemâıtre e de Friedmann

Os modelos de Lemâıtre assumem que a constante cosmológica seja significativa na

dinâmica do Universo, embora assuma também que a densidade de energia e de matéria

seja despreźıvel quando comparada com a constante cosmológica.

Para cada forma da seção espacial, encontramos um modelo como solução para (6.2)

com ρ = p = 0. Para k = 1, encontramos

a(t) =

√
3

|Λ̃2|
senh

√ |Λ̃2|
3
t

 , (6.5)

onde, necessariamente, devido às equações dinâmicas, Λ̃ < 0 .

Para k = 0,

a(t) = a0 exp

√−Λ̃2

3

 , (6.6)

onde temos uma geometria de de Sitter, compat́ıvel apenas com Λ̃2 < 0. Consequen-

temente, o H é constante.

Para k = −1,

a(t) =

√
3

|Λ̃2|
senh

√ |Λ̃2|
3
t

 , se Λ̃2 < 0 ,

a(t) =

√
3

Λ̃2
sen

√Λ̃2

3
t

 , se Λ̃2 > 0 . (6.7)
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Os modelos de Friedmann usam um fluido perfeito para descrever o conteúdo de mate-

rial do Universo. Isso nos leva a considerar plenamente o sistema de equações composto

por (6.2) e (6.4). Para pequenos intervalos de tempo e w > −1/3, desprezamos o

termo k/a2 na primeira equação em (6.2). Através de (6.4) e a primeira equação em

(6.2), colocamos o fator de escala como

a(t) ∝ t(
2
3

(1+w)) . (6.8)

Para uma fase de radiação, isto é, w = 1/3, obtemos a(t) ∝ t1/2, onde o Universo

primordial era composto predominantemente por part́ıculas relativ́ısticas. Na fase em

que a matéria não-relativ́ıstica predomina, com w = 0 e um universo plano, temos

a(t) ∝ t2/3.

6.2 Equações de Friedmann modificadas

Na construção de um cenário cosmológico, levaremos em conta um universo sem

torção, tal como realizamos no Caṕıtulo 5. Portanto, a ação (3.74) sem os termos de

torção será também considerada, em tal forma que, novamente, duas constantes serão

empregadas: a constante cosmológica renormalizada Λ2 e a constante cosmológica

observacional Λ̃2. Adicionalmente à ação de gravidade induzida (3.49), teremos a

ação de matéria ,

SGrav−mat = εSgrav + Smat . (6.9)

No ńıvel semi-clássico, devido à identificação (3.48), ocorre uma dependência da escala

de energia associada ao parâmetro Λ2. Desse modo, detalharemos como a teoria se

comporta perante três regimes ditados pela curvatura: o regime dominado por curva-

turas com alt́ıssimas magnitudes (HC), o regime de curvaturas com altas magnitudes

(AC) e o regime de curvaturas com baixas magnitudes (BC).

A ação de matéria que acoplaremos à ação de gravidade induzida modificada, terá um

fluido perfeito como responsável para descrever o conteúdo de matéria do universo que

estamos considerando. A 3-forma energia-momento τa é obtida a partir da ação de

matéria quando a variamos em relação a vierbein,

δSmat
δea

= −τa , (6.10)
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onde ?τa = Tabeb. Logo,

τa =
1

6
Tabεbcdfecedef . (6.11)

As componentes desta 3-forma podemos associar, conforme nossos objetivos, ao tensor

energia-momento de um fluido perfeito, o qual pode ser escrito como

Tab = (ρ+ p)uau
b + pδa

b , (6.12)

onde as quantidades ρ e p representam a densidade de energia e a pressão. No

referencial co-móvel, temos u0u0 = −1 e uiui = 0, com i ∈ {1, 2, 3}. Portanto, na

presença de matéria e sem termos de torção, podemos escrever as equações de campo

(3.76) e (3.73) como

3ε

2χρ̂
Rbc ? (Rbcea)− εabcd

(
Rbced − εχρ̃

3
ebeced

)
− 2χτa = 0 (6.13)

D

(
3

χρ̂
? Ra

b

)
= 0 , (6.14)

onde definimos ρ̃ = Λ̃2/χ, ρ̂ = Λ2/χ e χ = 8πG.

Assumiremos a métrica FLRW, uma vez que consideraremos uma geometria do espaço-

tempo homogênea e isotrópica, o que significa que há uma folheação particular onde

cada seção espacial é maximalmente simétrica [1, 45, 47, 106]. Portanto, temos as

seguintes componentes da 1-forma vierbein para tal geometria,

e0 = dt ,

e1 =
a(t)√

1− kr2
dr ,

e2 = a(t)rdθ ,

e3 = a(t)rsenθdφ . (6.15)

A partir da equação de estrutura com torção nula,

ωa
b = −dea , (6.16)
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encontramos as componentes da conexão de spin, tal como segue. Primeiramente,

devido à antissimetria da conexão, temos ωa
b = ωb

a e ωa
a = 0.

ω0
be

b = −de0 = 0⇒ ω0
1e

1 + ω0
2e

2 + ω0
3e

3 = 0 ,

ω1
be

b = −de1 = − ȧ
a
e0e1 ⇒ ω1

0 =
ȧ

a
e1 ,

ω2
be

b = −de2 = − ȧ
a
e0e2 − u

ar
e1e2

⇒ ω2
0 =

ȧ

a
e2 , ω2

1 =
u

ar
e2 ,

ω3
be

b = −de3 = − ȧ
a
e0e3 − cot θ

ar
e2e3

⇒ ω3
0 =

ȧ

a
e3 , ω3

1 =
u

ar
e3 , ω3

2 =
cot θ

ar
e3 .

(6.17)

Com as componentes da conexão de spin, listadas em (6.17), o próximo passo consiste

em determinarmos as componentes da 2-forma de curvatura. Usamos Ra
b = dωa

b +

ωa
cω

c
b para obtermos

R1
0 = dω1

0 + ω1
cω

c
0 =

ä

a
e0e1 ,

R2
0 = dω2

0 + ω2
cω

c
0 =

ä

a
e0e2 ,

R3
0 = dω3

0 + ω3
cω

c
0 =

ä

a
e0e3 ,

R2
1 = dω2

1 + ω2
cω

c
1 =

(
ȧ2

a2
+
k

a2

)
e2e1 ,

R3
1 = dω3

1 + ω3
cω

c
1 =

(
ȧ2

a2
+
k

a2

)
e3e1 ,

R3
2 = dω3

3 + ω3
cω

c
3 =

(
ȧ2

a2
+
k

a2

)
e3e2 .

(6.18)
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Substituiremos as componentes (6.18) em (6.13). Logo, com a = 0, termo a termo,

encontramos

Rbc ? (Rbce0) = 2
[
R21 ? (R21e0) +R31 ? (R31e0) +R32 ? (R32e0)

]
= 6

(
ȧ2

a2
+
k

a2

)2

e1e2e3 ,

ε0bcdR
bced = 2

(
R31e2 −R21e3 −R32e1

)
= 6

(
ȧ2

a2
+
k

a2

)
,

ε0bcde
beced = 6e1e2e3 ,

τ0 =
1

6
τ0

bεbcdfe
cedef = −ρe1e2e3 . (6.19)

Finalmente, substituindo os termos acima em (6.13), temos a primeira equação de

Friedmann modificada pela teoria,

3ε

2χρ̂
h2 − h+

χ

3
(ερ̃+ ρ) = 0 , (6.20)

onde

h = H2 +
k

a2
, H =

ȧ

a
, (6.21)

com H como parâmetro de Hubble.

Com a = 1, procedemos os cálculos de maneira análoga ao que realizamos anterior-

mente e determinamos

3ε

χρ̂
`2 − 2`− εχ

3
ρ̃− h+

3ε

2χρ̂
h2 − χp = 0 , (6.22)

onde

` =
ä

a
. (6.23)

Subtraimos (6.20) de (6.22) e obtemos a segunda equação de Friedmann modificada,

ou seja,
3ε

2χρ̂
`2 − `− χ

6
(−2ερ̃+ ρ+ 3p) = 0 . (6.24)

Quando considerarmos Λ2 ≡ Λ2(t), torna-se mais eficaz traduzir (6.14) em coordena-

das espaço-temporais, tal que

∇α

(
1

Λ2
Rα

βµν

)
= 0 . (6.25)
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Calculamos o escalar de curvatura, o qual é R = 6(` + h), usamos a identidade de

Bianchi em (6.25) e encontramos

∂t (`+ h)− `∂t ln Λ2 = 0 . (6.26)

O sistema composto por (6.20), (6.24) e (6.26) governa a evolução dos modelos

cosmológicos que discutiremos em seguida.

No Caṕıtulo 3, mostramos a indução de uma teoria geometrodinâmica a partir da

teoria de Yang-Mills pura. No Caṕıtulo 4 mostramos que a escala de energia desta

transição entre tais teorias é próximo da ordem de grandeza da energia de Planck.

Logo, o peŕıodo desta transição é compat́ıvel com o fim da Era de Planck, tal como é

conhecido na cosmologia. Portanto, esperamos que esta descrição clássica de gravidade

seja válida em energias muito altas, o que entendemos como o regime de curvatura

com alt́ıssimas magnitudes, o qual denominamos regime de hipercurvaturas do espaço-

tempo.

De acordo com a identificação que implementamos no Caṕıtulo 3, temos a cons-

tante gravitacional de Newton G relacionada aos parâmetros κ2 e γ2. Enquanto os

parâmetros κ2 e γ2 mostrarem um comportamento como parâmetros runnings, de-

veŕıamos ter Λ2 ou G também variando nesta pequena região de transição de regimes

em torno da escala de Planck. Suponhamos que G seja constante, enquanto Λ2 se

comporte como um parâmetro running, embora esperamos que ocorra uma estabi-

lização desse Λ2 quando a energia for muito elevada. Não obstante, consideraremos

uma pequena região, muito próxima ao limite de Planck, na qual a gravidade se com-

porta classicamente, mas Λ2 ainda possui um comportanto running intŕınsico. Este

curto peŕıodo nos referiremos como regime de hipercurvaturas, o que se assemelha

a um regime de alt́ıssimas energias desta teoria de gravidade. Tais afirmações são

razoáveis quando a curvatura está sendo comparada com outra quantidade equiva-

lente, a qual deveria ser a escala de energia caracteŕıstica da teoria, dada por ρ̂, a qual

está relacionada a Λ2.

Para resolver o sistema composto por (6.20), (6.24) e (6.26) devemos especificar

a dependência temporal de Λ2. O comportamento do Λ2 dependente do tempo

é similarmente próximo do comportamento do parâmetro de Gribov γ2 no regime

não-perturbativo da teoria de Yang-Mills original. Ainda não foi posśıvel estabe-

ler um método para calcular tal dependência temporal, uma vez que técnicas não-

perturbativas não mais são válidas. Atualmente, procuramos tal forma de calcular
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essa dependência, mas até o momento nada encontramos e deixamos como uma pers-

pectiva de trabalho que está fora do escopo desta tese.

6.3 Regime de altas curvaturas

Neste regime, cujas curvaturas possuem altas magnitudes, os parâmetros G e Λ2

atingiram estabilidade. Aqui, os efeitos relacionados aos runnings serão desprezados.

Este é um regime de curvaturas elevadas nesta teoria de gravidade induzida. Por Λ2

não depender do tempo, temos a dinâmica cosmológica governada por

∂t (h+ `) = 0 , (6.27)

juntamente com (6.20) e (6.24).

Mostraremos, a seguir, dois tipos de universos: um espaço-tempo preenchido com

matéria e outro com a ausência da mesma, ou seja, o vácuo.

6.3.1 Universo vazio

No caso do vácuo, temos (6.20) e (6.24) simplificadas como

3ε

2Λ
h2 − h+

εΛ̃

3
= 0 ,

3ε

2Λ
`2 − `+

εΛ̃

3
= 0 . (6.28)

Podemos imediatamente observar que as equações acima possuem ráızes

Λp,m ≡
εΛ2

3

1±

√
1− 2

Λ̃2

Λ2

 . (6.29)

Uma vez que tanto h quanto ` são constantes, temos (6.26) satisfeita. Como o escalar

de curvatura é dado por R = 6(h + `), então, quando ` = h, temos R = 12Λp,m.

Enquanto ` 6= h, temos R = 4εΛ2 .
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Determinamos a evolução do fator de escala a ≡ a(t), simplesmente integrando h =

Λp,m. Logo, encontramos como soluções,

a(t) =
1

Λp,m

cosh
(√

Λp,mt
)

para k = −1 ,

a(t) =
1

Λp,m

exp
(√

Λp,mt
)

para k = 0 ,

a(t) =
1

Λp,m

senh
(√

Λp,mt
)

para k = 1 , (6.30)

onde Λp,m está detalhado (6.29). Se ε = 1, verificamos que estas três soluções acima

representam folheações distintas de um universo de de Sitter com uma constante

cosmológica efetiva Λp,m. Caso ε = −1, consequentemente, Λp,m < 0, e as funções

hiperbólicas são, na verdade, funções trigonométricas usuais. Dessa forma, quando

ε = −1, as soluções listadas em (6.30) representam folheações distintas de um universo

de anti-de Sitter.

Consideremos o parâmetro de desaceleração

q ≡ − äa
ȧ2

=
−1

1− k
a2Λp,m

. (6.31)

Tal parâmetro será sempre negativo, indicando, portanto, que o universo se encontra

em sua fase de expansão acelerada. A constante cosmológica efetiva Λp,m depende

de Λ2 e Λ̃2. Levando em conta que Λ̃2/Λ2 � 1, podemos expandir (6.29), cujo

truncamento em primeira ordem nos leva a

Λp,m ≈
εΛ2

3

[
1±

(
1− Λ̃2

Λ2

)]
. (6.32)

Logo, obtemos uma raiz de valor superior e outra de valor inferior, respectivamente,

Λp ≈
2εΛ2

3
,

Λm ≈
εΛ̃2

3
. (6.33)

O elevado valor de Λp, juntamente com ε = 1, indica que o universo se encontraria

em uma fase de de Sitter bastante intensa. Portanto, ele pode estar relacionado à

uma expansão inflacionária. Em um outro extremo, teremos uma fase de expansão

calmamente acelerada, a qual entendemos como similar à expansão indicada pelo

modelo ΛCDM.
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6.3.2 Universo preenchido por matéria

Consideramos agora um universo cujo conteúdo de matéria é descrito por um fluido

perfeito. Uma descrição completa leva em conta uma equação de estado, a qual,

usualmente, estabelece uma relação entre a densidade de energia e a pressão, ou seja,

p = ρ(p). Denomimanos fluidos com este tipo de equação de estado como fluidos

barotrópicos. De forma bem comum em Relatividade Geral, tal espécie de fluido

especifica plenamente a dinâmica do sistema de equações cosmológicas. Mostraremos

que no regime em questão, tal fato não se aplica.

A dinâmica do espaço-tempo preenchido por matéria, neste regime, é dada pelo sis-

tema composto por (6.20), (6.24) e (6.26). Temos um sistema, inicialmente, de três

equações e as variáveis a(t), ρ(t) e p(t) que determinarão a evolução do espaço-tempo

e da matéria. Se considerarmos a equação de estado, passaremos a ter um sistema de

equações sobredeterminado. Observando atentamente o conjunto de equações (6.20),

(6.24) e (6.26), conclúımos que este pode ser resolvido independentemente de uma

equação de estado. Uma forma de reconciliarmos esta situação com uma posśıvel

descrição termodinâmica da matéria, interpretaremos que o campo gravitacional não

distingue a natureza dos campos de matéria. Isso nos leva a deduzir que qualquer

fluido perfeito, no regime AC, gravitaria de forma similar.

Resolvemos o sistema mencionado acima, partindo da (6.26), que nos mostra um

escalar de curvatura constante, pois R = 6(h+ `). Desse modo, temos liberdade para

definir uma constante R0, tal que

` =
R0

6
− h . (6.34)

Logo, substituindo (6.34) em (6.24) e combinando com (6.20), obtemos

h =
χ2ρ̂

4χρ̂−R0

(ρ+ p) +
R0

12
. (6.35)

Por outro lado, simplesmente pela definição de h, temos

ḣ = 2H(`− h)⇒ ḣ =
1

3
H (R0 − 12h)⇒ h =

C0

a4
+
R0

12
, (6.36)
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onde C0 é uma constante de integração. Para encaminharmos a solução de (6.36),

primeiro definimos a2(t) = z(t), tal que

ż2 − R0

3
z2 + 4kz = 4R0 . (6.37)

As soluções que encontramos para (6.37) foram designadas em três situações.

(I) R0 6= 0: Nesta, obtemos a solução

z(t) = z0e±αt +
9k2 − 3R0C0

R2
0z0

e∓αt +
6k

R0

, (6.38)

com α = (R0/3)1/2 e z0 como uma constante de integração positiva. As posśıveis

facetas desta solução dependem dos valores atribúıdos a k, R0 e C0. Caso, particular-

mente, R0C0 < 3k2, a solução pode descrever um ricochete2.

(II) R0 = 0 e k 6= 0: Desse modo, a solução que encontramos mostra que o fator de

escala evolui como

a(t) =

√
C0k − k

(
t±
√
|C0|
)2

, (6.39)

onde a origem do tempo foi escolhida para representar a singularidade clássica. Obser-

vamos que não há mudança qualitativa em relação ao uso dos sinais dentro do termo

quadrático. Quando k = 1, temos uma solução do tipo Big Bang ou do tipo Big

Crunch com uma singularidade inicial e uma singularidade final. O fator de escala tem

um intervalo máximo de ∆t = 2
√
R0, onde amax =

√
R0. Quando k = −1, temos

dois cenários disjuntos:

(i) Um universo em expansão com uma singularidade inicial;

(ii) Um universo em colapso com uma singularidade no futuro.

Por exemplo, para o sinal positivo, a singularidade inicial está localizada em t = 0,

enquanto a singularidade final na fase de colapso está em t = −2
√
C0 .

(III) k = 0

2Do inglês bounce
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Para a derradeira forma de solução, consideramos uma seção espacial plana. Desse

modo, encontramos uma solução dada por

a(t) =

√
−2t

√
C0 , se t < 0 ,

a(t) =

√
2t
√
C0 , se t > 0 . (6.40)

Em (6.40) adequamos a constante de integração para localizar a singularidade clássica

em t = 0. Quando observamos (6.40), temos a fase de colapso para t < 0, a qual

atinge a singularidade. Enquanto, uma singularidade em t = 0 inicia uma fase de

expansão.

Abordaremos agora a questão da densidade de energia e da pressão. Podemos combinar

(6.20), (6.35) e (6.36) para obtermos

ρ =

[
3C0 (4χρ̂−R0)

4χ2ρ̂

]
1

a4
−
(

9C2
0

2χ2ρ̂

)
1

a8
−
(
ρ̃− R0

4χ
+
R2

0

32χ2ρ̂

)
, (6.41)

p = −ρ+

(
4χ−R0

χ2ρ̂

)
C0

a4
. (6.42)

Se particularizarmos (6.42) para C0 = 0, encontramos a densidade de energia fixada em

termos das demais densidades ρ̂ e ρ̃, enquanto a relação entre pressão e densidade de

energia se torna p = −ρ. Observamos que esta é uma circunstância que nos leva a uma

redefinição simples de ρ̃. Entretanto, saindo desse cenário restrito, assumiremos ξ0 6=
0. Podemos usar a(t) para determinar ρ(t) e p(t). Entretanto, se tivéssemos assumido

um fluido barotrópico, ou seja, p = wρ com w constante, deveŕıamos encontrar w =

−1 através de (6.35) e (6.36). Portanto, a teoria neste regime de curvatura não

permite uma equação de estado para um fluido barotrópico. Consequentemente, claro,

somente quando consideramos p̃ = −ρ̃, temos um resultado consistente para a equação

de estado com apenas a constante cosmológica observacional.

No universo de FLRW, a conservação do tensor energia-momento de um fluido ba-

rotrópico permite obtermos a densidade de energia em função do fator de escala.

Comumente, quando p = wρ, temos ρ ∝ a−3(1+w). Interpretamos que a densidade de

energia e a pressão dadas por (6.41) e (6.42) devem estar relacionadas com alguma

forma de não-conservação do tensor energia-momento. Algo bastante peculiar na te-

oria. Podemos mostrar essa expectativa ao derivarmos (6.20) em relação ao tempo e,
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em seguida, combinamos com (6.24) e (6.36) para determinarmos

ρ̇+ 3H(ρ+ p) +
ρ̇2

8(H(ρ+ ρ̃− ρ̂/2)
= 0 , (6.43)

onde o terceiro termo da equação acima nos indica, em geral, essa caracteŕıstica não

conservativa. Sem o terceiro termo de (6.43), encontramos a equação de compatibili-

dade do universo de Friedmann usual (6.3). Logo, o terceiro termo é uma consequência

da parte quadrática na equação de campo obtida em relação a vierbein.

6.4 Regime de baixas curvaturas

Neste regime de curvaturas com baixas magnitudes, conseguimos resgatar o modelo

ΛCDM. Este é um regime que conseguimos atingir quando Λ2 → ∞. Portanto, a

dinâmica do universo é governada por

h =
χ

3
(ρ+ ερ̃) , (6.44)

` = −χ
6

(ρ+ 3p− 2ερ̃) , (6.45)

as quais são similares às obtidas pelas equações de Einstein com o termo de constante

cosmológica. Um detalhe que adicionamos, fica por conta do parâmetro ε, o qual

determina o sinal da constante cosmológica. Particularmente, apenas quando ε = 1,

temos as soluções que satisfazem o modelo ΛCDM.

A transição de regimes que induz esta teoria de gravidade, esperamos que ocorra em

escalas de energia da ordem de 1016TeV . Portanto, o regime BC deveria ser válido

muito antes da nucleosśıntese do universo primoridal, a qual ocorreu na ordem de MeV .

Entendemos, portanto, que o regime BC imita o modelo ΛCDM com constante Λ̃2.
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Gravidade induzida para o grupo de

calibre SL(5,R)

No intuito de investigarmos novas simetrias, enveredaremos em um grupo com maio-

res desdobramentos, especificamente o grupo de calibre SL(5,R). A motivação para

tal construção está intrinsicamente relacionada ao que realizamos para os grupos de

calibre SO(m,n), conforme apresentamos no Caṕıtulo 3. Um ponto importante que

ressaltamos é acerca da relevância das teorias de calibre de gravidade explicitarem

que o Prinćıpio de Equivalência e a deformação do espaço-tempo são consequências

dinâmicas de tais teorias, cruciais no desenvolvimento de uma teoria quântica de gra-

vidade. Nos trabalhos desenvolvidos em [13–16, 19, 41, 107] temos claramente o

emprego do mecanismo de Higgs para a emergência da vierbein. O mecanismo em-

pregado aqui, novamente, será dinâmico. A geração dinâmica de um parâmetro de

massa sob o cenário de Gribov-Zwanziger nos trará o parâmetro necessário para adi-

mensionalizar o campo de calibre que unicamente poderá ser relacionado a um ente

geométrico de gravidade, ou seja, a vierbein.

Nosso trabalho, portanto, é mostrar uma nova indução de uma teoria de Yang-Mills a

uma teoria clássica de gravidade, tal como desenvolvemos no Caṕıtulo 3.

107
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7.1 Teoria de Yang-Mills para o grupo SL(5,R)

7.1.1 A estrutura do grupo SL(5,R)

O grupo linear especial SL(5,R) é representado por um conjunto de todas as matrizes

reais 5 × 5, as quais são inverśıveis com determinante igual a 1. Por construção,

GL(5,R) ⊃ SL(5,R), e por tal relação podemos tomar os 25 geradores do grupo

linear geral, GL(5,R), os quais serão denotados por LAB, para construirmos os 24

geradores de traço nulo do grupo especial linear, SL(5,R), tais que

JAB = LAB −
1

5
δABL, (7.1)

onde os ı́ndices latinos maiúsculos são rotulados como {0, 1, 2, 3, 4}. O traço é deno-

tado como L = LAA. Da mesma forma que apresentado em [41], escolhemos J4
4 = 0.

A métrica de Killing é normalizada por Tr
(
JABJ

C
D

)
= −δADδCB. Consequente-

mente, obtemos a álgebra de Lie do grupo linear especial,

[
JAB, J

C
D

]
= δCBJ

A
D − δADJCB . (7.2)

Segundo [108], há uma forma de representação matricial para o grupo linear especial,

SL(5,R) ≡ R4 ×GL(4,R)× R4
∗ ,

onde GL (4,R) é o grupo linear geral de matrizes reais inverśıveis 4×4, R4 e R4
∗ são os

grupos de pseudo-translações. Conseguimos obter tal representação quando realizamos

uma projeção na quarta coordenada A = (a, 4). Ao aplicarmos esta decomposição à

álgebra (7.2) teremos as álgebras relacionadas a cada setor de (7.1.1). O grupo

SL (5,R) é um grupo de Lie com sua respectiva álgebra de Lie sl, a qual podemos

decompor na forma

sl = r⊕ gl⊕ r∗ , (7.3)
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e este tipo de decomposição nos permite construir as seguintes relações de comutação

entre os elementos de cada grupo.

[gl, gl] ⊆ gl ,

[r, r] ⊆ ∅ ,

[r∗, r∗] ⊆ ∅ ,

[r, gl] ⊆ r ,

[r∗, gl] ⊆ r∗ ,

[r, r∗] ⊆ gl , (7.4)

onde gl é a álgebra de Lie do grupo GL (4,R), r e r∗ são as álgebras dos grupos de

pseudo-translações.

Por simplicidade, denotamos Ja = J4
a e Ja∗ = Ja4, onde ı́ndices latinos minúsculos

são rotulados como {0, 1, 2, 3}. Agora, com tais geradores, obtemos a álgebra das

pseudo-translações,

[Ja, Jb] = 0 ,[
Ja∗ , J

b
∗
]

= 0 ,[
Ja, J

b
∗
]

= −J ba . (7.5)

Enquanto a álgebra do setor linear geral é

[Jab, Jc] = −δacJb ,

[Jab, J
c
∗ ] = δcbJ

a
∗ ,

[Jab, J
c
d] = δcbJ

a
d − δadJ cb . (7.6)

Antes de prosseguirmos, decompomos o grupo linear geral, GL(4,R), tal que o grupo

ortogonal especial SO(4) fique expĺıcito, ou seja,

GL(4,R) = SO(4)× S(10) . (7.7)
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O conjunto S(10) é um espaço simétrico com 10 parâmetros. Consequentemente,

decompomos a álgebra de Lie gl de GL (4,R) da seguinte maneira

gl = h⊕ c , (7.8)

onde as subálgebras h e c são relacionadas ao SO(4) e ao S(10), respectivamente. A

partir de (7.8),

[h, h] ⊆ h ,

[h, c] ⊆ c ,

[c, c] ⊆ h . (7.9)

A decomposição (7.1.1) nos permite escrever Jab = Qa
b + P a

b, onde Q ∈ SO(4) e

P ∈ S(10). Portanto, a álgebra (7.6) será adequadamente separada, i.e.,

[Qa
b, Jc] = −1

2
(δacJb − δbcJa) ,

[P a
b, Jc] = −1

2
(δacJb + δbcJ

a) ,

[Qa
b, J

c
∗ ] =

1

2
(δcbJ

a
∗ − δacJ∗b) ,

[P a
b, J

c
∗ ] =

1

2
(δcbJ

a
∗ + δacJ∗b) , (7.10)

onde percebemos claramente uma mescla entre os setores de pseudo-translações. En-

quanto isso, para o setor referente ao GL(4,R), obtemos a seguinte forma de decom-

posição da álgebra,

[Qa
b, Q

c
d] = −1

2
(δadQ

c
b − δbdQca + δcaQbd − δcbQa

d) ,

[P a
b, P

c
d] =

1

2
(δcbQ

a
d + δacQbd − δbdQca − δadQc

b) ,

[Qa
b, P

c
d] =

1

2
(δcbP

a
d − δacPbd + δbdP

ac − δadP c
b) . (7.11)

Finalmente, temos a decomposição completa, i.e.,

SL(5,R) ≡ R4 × [SO(4)× S(10)]× R4
∗ ,

cuja álgebra é composta pelas sub-álgebras (7.5), (7.10) e (7.11).

A seguir, algumas observações importantes:



Caṕıtulo 7. Gravidade induzida para o grupo de calibre SL(5,R) 111

(i) O grupo SO(4) é um grupo de estabilidade, tanto em relação ao grupo SL(5,R)

quanto para o grupo GL(4,R). Isto pode ser confirmado quando observamos

as decomposições das algébras (7.10) e (7.11).

(ii) O coset S(10) é trivial. Isto significa que ele pode ser contráıdo a um ponto

[109].

(iii) As pseudo-translaçõs são simétricas, mas devido à terceira comutação em (7.5),

este não é, devidamente, um espaço trivial.

(iv) De posse de uma escala de massa, podemos empregar a contração de Inönü-

Wigner para tornar abelianas as comutações entre as pseudo-translações [51] e,

por sua vez, tornar, em algum momento, o espaço trivial.

7.1.2 A ação de Yang-Mills para o grupo SL(5,R) e os campos

de calibre

Inicialmente, escrevemos a ação de Yang-Mills pura relacionada ao grupo SL(5,R) em

um espaço euclidiano 4-dimensional, R4,

SYM =
1

2

∫
FA

B ∗ FBA , (7.12)

onde F = dY + κY Y é 2-forma da intensidade de campo relacionada a 1-forma da

conexão de calibre Y , d é a derivada exterior e κ é o parâmetro de acoplamento. Por

clareza, escrevemos em componentes, tanto a 2-forma intensidade de campo quanto

a 1-forma da conexão de calibre Y ,

Y = Y B
A JA B ,

F = FA
BJAB . (7.13)

A ação (7.12) é invariante sob transformações de calibre associadas ao grupo SL(5,R),

ou seja, Y 7−→ U−1
(

1
κ
d+ Y

)
U , onde U ∈ SL(5,R). Infinitesimalmente tais trans-

formações simplificadamente se apresentam como

Y 7−→ Y +Dα , (7.14)

com D = d+ κY representando a derivada covariante exterior relacionada à conexão

de calibre Y .
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Da mesma maneira que descrevemos no Caṕıtulo 3, neste ponto o espaço-tempo e o

espaço do grupo de calibre não estão dinamicamente associados um ao outro. Não

podemos relacionar os graus de liberdade da ação de Yang-Mills pura com os de

uma ação de gravidade. Ressaltamos que isto se deve porque o campo de calibre

tem dimensão UV igual 1 e a vierbein é adimensional, tal como o tensor métrico.

Aqui, temos imediatamente o ponto onde um parâmetro de massa se faz totalmente

necessário, tal que a constante gravitacional de Newton possa vir à tona. Seguimos,

então, aplicando a decomposição do grupo que foi detalhada na Seção 7.1.1 à ação

(7.12). Primeiro, vemos que a 1-forma da conexão de calibre se decompõe como

Y = YA
BJAB = Aa

bQa
b +Ma

bP a
b + θaJa + πaJ

a
∗ , (7.15)

e, por sua vez, decompomos a 2-forma da intensidade de campo, i.e.,

F = FA
BJAB

=
[
Fa

b + κMa
cMc

b +
κ

2

(
πaθ

b − πbθa
)]
Qa

b +
[
∇Ma

b +
κ

2

(
πaθ

b + πbθa
)]
P a

b +

+
(
∇θa − κMb

aθb
)
Ja +

(
∇πa + κMa

bπb
)
Ja∗ , (7.16)

tal que ∇ = d+ κA represente a derivada covariante em relação a conexão de calibre

do setor SO(4). Adicionalmente, denotamos Fa
b = dAa

b+κAa
cAc

b. Assim, podemos

escrever a ação (7.12) como

SYM =
1

2

∫ {
Fa

b ∗ F a
b + 2κFa

b ∗ (πbθ
a) + 2∇θa ∗ ∇πa + κ2πaθ

b ∗ (πbθ
a) +

+ ∇Ma
b ∗ ∇Ma

b + κ2Ma
cMc

b ∗
(
Mb

dMd
a
)

+ 2κFa
b ∗
(
Mb

dMd
a
)

+

+ 2κ∇θa ∗
(
Ma

bπb
)
− 2κ∇πa ∗

(
Ma

bθ
b
)

+ 2κ∇Ma
b ∗ (πaθb) +

− 2κ2Ma
bθ
b ∗ (Ma

cπc) + 2κ2Ma
cMc

b ∗ (πbθ
a)
}

. (7.17)
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As transformações de calibre (7.14) também podem ser separadas de acordo com cada

setor,

Aa
b 7−→ Aa

b + dζa
b + κ

(
Aa

cζc
b − Abcζca +Ma

cξc
b −M b

cξ
c
a

)
+

− κ

2

(
θaβ

b − θbβa − πaηb + πbηa
)
,

Ma
b 7−→Ma

b + dξa
b + κ

(
Ma

cζc
b −M b

cζa
c + Aa

cξc
b + Abcξ

c
a

)
+

− κ

2

(
θaβ

b + θbβa − πaηb − πbηa
)
,

θa 7−→ θa + dηa + κ
(
Aabη

b −Ma
bη
b − θbζab + θbξab

)
,

πa 7−→ πa + dβa + κ
(
A b
a βb +M b

a βb − πbζ b
a + πbξ

b
a

)
,

(7.18)

uma vez que o parâmetro de calibre também é separadado de um modo similar, ou

seja, na forma

α = ζa
bQa

b + ξa
bP a

b + ηaJ
a + βaJ

a
∗ .

Observamos, notoriamente, que a ação (7.17) é invariante sob uma simetria discreta,

tal como segue,

A 7−→ A ,

M 7−→ −M ,

θ 7−→ π ,

π 7−→ θ . (7.19)

Deduzimos que tal simetria implica em uma indistinguibilidade dos campos de calibre

π e θ.

7.2 Gravidade induzida

Mostramos que (7.17) é a forma decomposta da ação de Yang-Mills para o grupo

SL(5,R). Mostraremos como a ação (7.17) pode ser associada com uma teoria geo-

metrodinâmica de gravidade. Consideraremos unicamente a ação (7.17) e o parâmetro

de massa, ou seja, o parâmetro de Grivov γ2, conforme discutimos no Caṕıtulo 4 e no

Caṕıtulo 3. Deste ponto em diante, assumiremos um parâmetro de massa, tal como
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fizemos no Caṕıtulo 3. O parâmetro de Gribov é o que empregamos para este fim e a

quebra suave de simetria de BRST agregada a este parâmetro.

7.2.1 Redefinições dos campos de calibre e a contração de

Inönü-Wigner

A entrada de um parâmetro de massa nos permite realizar a redefinição dos campos.

Portanto, eis as redefinições de cada um deles.

{Aab,Ma
b} 7−→ 1

κ
{Aab,Ma

b} ,

{θa, πa} 7−→
γ

κ
{θa, πa} . (7.20)

Logo, reescrevemos ação (7.17) como

SYM =
1

2κ2

∫ {
F a

b ∗ F a
b + 2γ2F a

b ∗ (θbπ
a) + 2γ2∇πa ∗ (∇θa) +

+ γ4(θaπ
b) ∗ (θbπ

a) +∇Ma
b ∗
(
∇Ma

b

)
+Ma

cMc
b ∗
(
Mb

dMd
a
)

+

+ 2F a
b ∗
(
Mb

dMd
a
)
− 2γ2∇πa ∗

(
Ma

bθb
)

+ 2γ2∇θa ∗
(
Ma

bπ
b
)

+

− 2γ2∇Ma
b ∗ (θaπb)− 2γ2Ma

bπ
b ∗ (Ma

cθc)− 2γ2Ma
cMc

b ∗ (θbπ
a)
}
.

(7.21)

O uso das redefinições nos deixa com os campos de calibre θa e πa com dimensão zero.

Dessa forma, ambos são candidatos a exercer o papel da vierbein. Por outro lado, os

campos de calibre A e M permanecem com dimensão 1. Ademais, ressaltamos que

evidenciar 1/κ durante a redefinição é considerado um procedimento usual em teorias

de Yang-Mills [9]. Consequentemente, temos a fatorização da ação (7.21). Podemos

notar tal fato quando olhamos para as quantidades F a
b

= dAa
b+Aa

cAc
b e ∇ = d+A.

Para preservar a estrutura algébrica dos campos θ e π, impomos que o mapeamento

seja realizado também sobre as álgebras, ou seja, {Ja, Ja∗ } 7−→ κγ−1{Ja, Ja∗ }. Essa

imposição garante que {θ, π} 7−→ {θ, π}. Notavelmente, tal feito apenas afeta a

última relação de comutação da álgebra (7.5), a qual se apresenta agora como

[
Ja, J

b
∗
]

= −γ
2

κ2
J ba . (7.22)
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Agora, executaremos a deformação da teoria baseada no grupo SL(5,R) em uma teoria

reduzida com invariância de calibre do grupo SO(4). Podemos realizar esta redução

em duas etapas distintas. Primeiramente, no regime de baixas energias, devido ao

parâmetro de massa que permitiu a redefinição dos campos de calibre, deduzimos a

ação (7.21). A respectiva consequência para a álgebra é descrita pela comutação

(7.22). Portanto, para um regime no qual temos γ2/κ2 → 0, as pseudo-translações

se tornam dois pares independentes de translações. O teorema de Inönü-Wigner [51]

garante essa contração. Logo, a partir da trivialidade das translações, o grupo pode

ser continuamente deformado como SL(5,R) 7−→ GL(4,R), tal como pode ser cons-

tatado em [11, 109]. Na segunda etapa, temos a contração GL(4,R) 7−→ SO(4), a

qual é garantida por causa da trivialidade do setor S(10). Este setor é isomórfico a

um espaço vetorial [109]. Além disso, o Teorema de Redução, o qual se encontra em

[109](pág. 83), sobre a redução de um fibrado principal em um subfibrado principal

menor, garante que a conexão reduzida A define uma conexão para o setor SO(4). O

restante dos campos de calibre sobrevivem como campos de matéria. Depois de todas

as contrações realizadas, as transformações de calibre (7.18) são reduzidas a

Aa
b 7−→ Aa

b +∇ζab ,

Ma
b 7−→ Ma

b +Ma
cζc

b −M b
cζa

c ,

θa 7−→ θa − θbζab ,

πa 7−→ πa − πbζ b
a . (7.23)

Logo, obtemos as transformações de calibre para o grupo SO(4).

7.2.2 Observáveis, geometria e gravidade

Podemos, portanto, identificar a teoria de calibre para o grupo SO(4), descrita pela

ação (7.21), com uma teoria de gravidade. Para tal, é crucial identificarmos alguns

operadores invariantes de calibre. Por estarmos interessados em uma teoria no regime

infravermelho, precisamos saber quais os operadores que serão observáveis f́ısicos. Ape-

nas como um breve exemplo, embora ainda não estando em sua forma final devido à

ausência de experimentação, há uma previsão teórica em cromodinâmica quântica so-

bre os operadores invariantes de calibre associados com hádrons e glueballs [110],[111].
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Se estivermos falando de teorias de gravidade, os operadores invariantes de calibre de-

vem corresponder aos entes geométricos da teoria. Logo, os operadores

σµν = δabθ
a
µπ

b
ν

Θα
µν = δabσ

αβθbβ (∂µπ
a
ν + Aaµ cπ

c
ν) , (7.24)

são invariantes de calibre e carregam graus de liberdade do tensor métrico gµν e a

conexão afim Γαµν . Assim, é razoável identificarmos uma geometria efetiva como

gµν = 〈σµν〉 ,

Γαµν = 〈Θα
µν〉 , (7.25)

onde o valor esperado deveria ser tomado em relação à ação mais completa posśıvel,

tal como mostraremos na Seção seguinte. As relações (7.25) podem ser exatamente

realizadas pelo mapeamento dos campos de calibre π e θ na vierbein do espaço-tempo

efetivo, enquanto A é mapeada na conexão de spin. Conforme apresentado em (7.19),

a simetria discreta entre θ e π é necessária para que possamos identificar ambos os

setores translacionais com a vierbein. Sob tal consideração, mapeamos a teoria de

calibre, cujo espaço base é o R4, em um espaço-tempo deformado, cujo espaço base,

agora deformado, é o M4. Tal mapeamento é constrúıdo similarmente como fizemos

em [11]. Primeiro, impomos que as p-formas em R4 sejam mapeadas em p-formas em

M4 e, consequentemente, os Hodge duais em R4 sejam mapeados em Hodge duais

em M4. Segundo, após a quebra de simetria, os campos θ e π são redundantes. Esta

caracteŕıstica e a simetria (7.19) permitem, conforme mencionamos há pouco, que os

redefinidos campos de calibre sejam identificados com a vierbein. Mantendo o mesmo

procedimento para os campos A e M , consistentemente, demandamos

ωa
b = δaaδ

b
bAa

b ,
1

2
ea = δaaθ

a = δaaπ
a ,

ma
b = δaaδ

b
bMa

b , (7.26)

onde ωa
b é a 1-forma da conexão de spin, ma

b é a 1-forma do campo de matéria. Os

ı́ndices latinos góticos a, b, c.. se referem ao espaço tangente TX(M) em X ∈M4.

O mapeamento representado em (7.26) quando aplicamos na ação (7.21), resulta-nos

uma nova ação, isto é,

SYM 7−→ Smap ,
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a qual explicitamente escrita se apresenta como

Smap =
γ2

κ2

∫ {
1

2γ2
Ra

b ? Rb
a +

1

8
εabcdR

abeced +
1

4
T b ? Tb −

γ2

64
εabcde

aebeced+

+
1

2γ2
Dma

b ? Dmb
a +

1

2γ2
ma

cmc
b ? (mb

dmd
a) +

1

γ2
Ra

b ? (mb
cma

c)+

+
1

4
mb

aeb ? (ma
cec) +

1

8
εabcdmalm

l
beced

}
. (7.27)

Para interpretarmos a ação (7.27) como um teoria de gravidade em 4 dimensões, de-

vemos identificar o parâmetro de Gribov γ e o parâmetro de acoplamento κ com a

constante cosmológica Λ2 e a constante gravitacional de Newton G, tal como rea-

lizamos na teoria para o grupo SO(m,n). Como segue, realizamos a identificação

como

γ2 =
κ2

4πG
=

4Λ2

3
. (7.28)

Portanto, obtemos a ação gravitacional efetiva da teoria,

SGrav =
1

16πG

∫ {
− 3

2Λ2
Ra

b ? Ra
b +

1

2
εabcdR

abeced + T b ? Tb −
Λ2

12
εabcde

aebeced+

+
3

2Λ2
Dma

b ? Dmb
a +

3

2Λ2
ma

cmc
b ? (mb

dmd
a) +

3

Λ2
Ra

b ? (mb
cma

c)+

+ mb
aeb ? (ma

cec) +
1

2
εabcdmalm

l
beced

}
.

(7.29)

A ação (7.29) descreve uma teoria de gravidade no formalismo de primeira ordem, o

qual usa a vierbein ea e a conexão de spin ωa
b como campos fundamentais, acoplada a

campos de matéria ma
b. Terminamos, portanto, a construção de uma ação gravitaci-

onal modificada em relação à ação que descreve a Relatividade Geral. Imediatamente

reconhecemos o termo de Einstein-Hilbert e o termo da constante cosmológica quando

olhamos para os quatro primeiros termos de (7.29), onde também encontramos o termo

quadrático de curvatura e o termo quadrático da torção. Enquanto isso, os cinco ter-

mos restantes de (7.29) são acoplamentos da curvatura e da torção com os campos

de matéria, assim como interações entre os próprios campos de matéria e estes com a

vierbein.

Analisando (7.28), temos o alto valor para a constante cosmológica renormalizada,

uma vez que a constante gravitacional de Newton é esperada com um valor muito

pequeno no presente estágio do Universo. Interpretamos esta relação entre as cons-

tantes gravitacionais como uma razoável caracteŕıstica do modelo em questão, pois
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um dos seus principais ansätze consiste em uma compensação entre a constante cos-

mológica supracitada, Λ2, e a constante cosmológica prevista pela teoria quântica de

campos. Existe, então, uma chance de se obter uma constante cosmológica completa

que coincida com os dados observacionais [85, 112]. A compensação que esperamos

está expressa na imposição Λ̃2 = Λ2 + Λ2
qft. Uma possibilidade para tal condição

consiste em considerar a questão da energia escura, o qual ainda é um ponto que

requer mais investigações. Outro ponto, agora apontando para o setor de matéria, é

observar que m é massivo, tal como pode ser constatado olhando para os dois últimos

termos em (7.29), e desse modo, tem alcance finito. A fim de, futuramente, enten-

dermos a dinâmica desta teoria de gravidade, obtemos, tal como segue, as equações

de campo ao variarmos (7.29) em relação à vierbein, à conexão de spin e ao campo

de matéria, respectivamente. Logo, desenvolvemos os mesmos passos executados no

Caṕıtulo 3. Isso nos remete a aplicar a equação de Euler-Lagrange (3.51) para cada

campo mencionado anteriormente. Assim, obtemos

− 3

2Λ2
Rbc ? (Rbcea) +D ? Ta + T b ? (Tbea) + εabcdR

bced +

− Λ2

3
εabcde

beced = − 3

2Λ2

[
Dmb

c ? (Dmb
cea)+

+ mb
cmc

d ? (md
lml

bea) + 2Rb
c ? (mc

dm
dbea)

]
+

+ mb
a ? (mc

bec)−mb
cec ? (md

bedea)− εabcdmb
lm

lced ,

(7.30)

3

Λ2
D ? Rab − εabcdT ced + ea ? Tb − eb ? Ta =

= − 3

Λ2
[ma

c ? Dmcb −mb
c ? Dmca +D ? (ma

cmcb)] , (7.31)

D ? Dmab +ma
c ? (mc

dmdb) +

+ mb
c ? (mc

dmda) +ma
c ? Rcb +mb

c ? Rca +

− Λ2

3
[eb ? (mace

c) + ea ? (mbce
c)] +

+
Λ2

3

(
εacdlm

l
be

ced + εbcdlm
l
ae

ced
)

= 0 . (7.32)

Sobre o limite clássico da (7.30), enfatizamos que sob baixas curvaturas e devido ao

elevado valor da constante cosmológica renormalizada Λ2, conforme determinamos

no Caṕıtulo 4, a divergência da 2-forma de curvatura na (7.31) não é problemática,
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pois, neste caso, permite soluções com torção nula. Em curvaturas com pequenas

magnitudes temos (3/Λ2)D ?Rab ≈ 0, logo encontramos uma equação algébrica para

a torção, i.e.,

− εabcdT ced + ea ? Tb − eb ? Ta = Fab(m) , (7.33)

onde resumimos os termos que contêm campos de matéria à Fa(m). Com esta equa

cão, T = 0 é uma solução. Sob tais limites, i.e., pequenas curvaturas e T = 0, temos

(3/2Λ2)Rbc ? (Rbcea) ≈ 0 e (7.30) se torna

εabcdR
bced − Λ2

3
εabcde

beced = Fa(m) , (7.34)

onde as equações de Einstein com a constante cosmológica renormalizada são recu-

peradas com m = 0. Se considerarmos todas as contribuições de vácuo, temos, ao

invés de Λ2, a constante cosmológica observacional Λ̃2. Caso m 6= 0, encontramos

as equações de Einstein com constante cosmológica (renormalizada ou observacional)

acopladas a campos de matéria, os quais ainda precisam de maiores estudos para afir-

marmos algo sobre sua natureza. Se abandonarmos a condição T = 0, então temos

os acoplamentos com os campos de matéria m, o que consideramos promissor nesta

teoria de gravidade, pois esta não necessita, em um primeiro momento, receber de

maneira ad hoc qualquer tipo de tensor energia-momento para acoplar geometria e

matéria. Neste contexto, teremos o oportuno cenário para estudar como a torção pode

revelar o conteúdo de spin dos campos de matéria m. Indo além, poderemos inserir

um tensor densidade de spin na (7.31) para lidar com uma distribuição de matéria para

compreender cenários com torção.

7.3 Sobre os setores quântico e efetivo da teoria

A teoria de gravidade que constrúımos necessita de um parâmetro de massa que se-

para dois setores: (i) o setor quântico, i.e., a teoria perturbativa de Yang-Mills pura;

(ii) o setor efetivo, i.e., a teoria geometrodinâmica de gravidade. O parâmetro de

massa que implementamos foi o parâmetro de Gribov, o qual é necessário para man-

ter a consitência quântica das teorias de Yang-Mills no regime de baixas energias,

ou seja, no setor infravermelho [58, 61, 63]. O termo de Gribov-Zwanziger, relacio-

nado ao parâmetro de Gribov, é o encarregado pela quebra suave de BRST no regime

infravermelho, embora em altas energias a simetria BRST é totalmente restaurada.

Relembramos que disponibilizamos um panorama do cenário de Gribov-Zwanziger no
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Apêndice A e não entraremos em detalhes neste momento. A consequência para a

teoria de gravidade induzida que apresentamos consiste no fato de que, em altas ener-

gias, a teoria é quanticamente consistente. Assim, em alguma escala mais baixa de

energia, a quebra suave de BRST ocorre. Nesta escala, os propagadores dos campos

fundamentais não podem mais ser relacionados com excitações f́ısicas [61, 63, 64] por

causa do aparecimento de polos complexos, tal como podemos observar a seguir.

〈
Aabµ A

cd
ν

〉
p

=
κ2

2

(
δacδbd − δadδbc

)( p2

p4 + γ4

)
Tµν ,〈

Mab
µ M

cd
ν

〉
p

=
κ2

2

(
δacδbd + δadδbc

)( p2

p4 + γ4

)
Tµν ,〈

θaµπ
b
ν

〉
p

= δab
κ2

γ2

(
p2

p4 + γ4

)
Tµν , (7.35)

onde Tµν = δµν − pµpν/p2 é o projetor transversal no espaço de momentos. Também

usamos a redefinição dos campos. Como tais propagadores não possuem uma re-

presentação de Källén-Lehmann, então notamos que estes estados são removidos do

espectro f́ısico da teoria. Esta é uma das motivações que nos levaram a identificar

os novos operadores invariantes de calibre com estados f́ısicos. Tal como discutimos

anteriormente, identificamos estes operadores com uma geometria efetiva do espaço-

tempo.

Finalmente, ressaltamos que a escolha do parâmetro de Gribov como parâmetro de

massa que permitiu a transição de uma teoria de Yang-Mills para um teoria de gravi-

dade, foi a escolha mais simples. O cenário de Gribov-Zwanziger pode ser melhorado

quando se considera operadores compostos de dimensão 2 e seus respectivos con-

densados [63, 64]. Denominam tal melhoria como formalismo de Gribov-Zwanziger

refinado. Por simplicidade, não adotamos este formalismo refinado. Deixamos as

pesquisas neste cenário para o futuro, onde, eventualmente, esperamos melhores esti-

mativas numéricas na obtenção dos parâmetros quânticos que adotamos na construção

da presente teoria.



Caṕıtulo 8

Conclusões e perspectivas

Teorias de calibre aliadas com mecanismos dinâmicos de geração de massa que permi-

tem as redefinições dos campos podem induzir uma teoria de gravidade que, sob limites

adequados, recuperam a Teoria Geral da Relatividade. Extensivamente, tal como era

de se esperar de uma teoria efetiva de gravidade, termos além de Einstein-Hilbert

expandem os limites das previsões teóricas da gravidade einsteiniana.

O parâmetro de massa na teoria, ou seja, o parâmetro de Gribov é de suma importância

nesta teoria de gravidade induzida. O parâmetro de Gribov é responsável por conduzir a

deformação da teoria de Yang-Mills no regime infravermelho a uma teoria geométrica de

gravidade. Tal efeito, denominamos indução. Há dois mecanismos sutis que governam

tal indução: A quebra dinâmica de simetria, sustentada pelo parâmetro de Gribov, e a

contração de Inönü-Wigner que se torna o núcleo do mapeamento entre Yang-Mills e

gravidade. Mostramos como empregar este mecanismo no Caṕıtulo 3 para os grupos

SO(m,n).

No Caṕıtulo 4, com o intuito de entendermos e determinarmos essa transição de

setores, ou seja, a migração de uma teoria de calibre não-abeliana e a teoria geome-

trodinâmica de gravidade, fizemos estimativas para os valores do corte na escala de

energia Λ
2

e a constante cosmológica renormalizada Λ2.

Primeiro, buscamos realizar essas estimativas através do uso de métodos numéricos, os

quais mostramos na Seção 4.1.2. Tais métodos foram aplicados nas equações de gap a

1 e 2-laços e permitiram, sob um valor G fixado, que chegássemos a duas conviccões:

(i) Nossa primeira tentativa em escolher um valor do logaritmo no intervalo (4.22) foi

bem razoável e concordou com o que realizamos em [80]. (ii) As estimativas a 1-laço

121
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receberam aprimoramentos. A prova disso está nos valores Λ
2

= 1, 052× 1032 TeV 2

e Λ2 = 7, 666 × 1031 TeV 2 para o corte na escala de energia e para a constante

cosmológica renormalizada, respectivamente, usando o método M3a e M3b, i.e., os

dois limites do método da série geométrica. Entretanto, o método M3b nos deixa com

o melhor par de estimativas a 1-laço.

Ainda considerando a equação de gap a 1-laço, alternativamente, assumimos Λ igual a

energia de Planck e estimamos os valores da constante de Newton Gp e da constante

cosmológica Λp. O resultado, após empregarmos os métodos M1, M2, M3a e M3b

nos manteve 1 ordem de grandeza acima do valor exato da constante gravitacional

de Newton G. A razão Gp/G = 7, 834 foi a menor que obtida quando comparamos

todas as razões Gp/G em todos os métodos. A constante cosmológica renormalizada,

portanto, estimamos Λ2 = 6, 271×1031 TeV 2, a qual está ancorada na mesma ordem

de magnitude do que hav́ıamos estimado anteriormente, sem igualar o corte da escala

de energia com a energia de Planck em Seção 4.1.2.

Depois que esgotamos as estimativas a 1-laço, fomos para uma terceira tentativa,

onde consideramos a equação de gap a 2-laços. Após expandirmos a equação de gap,

encontramos o alto valor do logaritimo ln(µ2/Λ
2
) = 0, 9999. A forma quadrática da

equação de gap a 2-laços resultou em dois valores γm e γp para o parâmetro de massa.

Portanto, foi necessário investigarmos a validade f́ısica desses valores. Observamos

que um comportamento não-f́ısico para os valores de γp, pois discorda com compor-

tamento do parâmetro de Gribov em função da escala de energia, como mostramos

na Figura 4.4. Entretanto, o comportamento f́ısico de γm é mostrado na Figura 4.5.

Logo, calculamos o corte da escala de energia e a constante cosmológica renormali-

zada, Λ
2

= 6, 150×1032 TeV 2 e Λ
2

= 7, 665× 1031 TeV 2, respectivamente. Quando

comparamos com o melhor par de estimativas a 1-laço, i.e., Λ
2

= 4, 851× 1033 TeV 2

e Λ2 = 7, 666 × 1031 TeV 2, notamos que houve uma correção pequena, mas não

influenciou na ordem de grandeza da constante cosmológica renormalizada. Para o

corte da escala de energia, a estimativa ficou 1 ordem de grandeza abaixo. A quarta

e última tentativa consistiu na eliminação simples dos logaritmos. Para tal, usamos o

valor γ4 =
√

5µ e calculamos o menor Λ
2
, mas a ordem de grandeza de Λ2 permaneceu

igual àquelas que encontramos através dos outros métodos mostrados na Seção 4.1 e

na Seção 4.2. Apesar de encontrarmos estimativas razoáveis após usar esta simples

eliminação dos logaritmos na equação de gap a 2-laços, não conseguimos sucesso com

esta mesma realização na equação a 1-laço. Isso ocorreu porque o valor da função beta

a 1-laço ficou fora do intervalo permitido, i.e., encontramos Nκ/16π2 > 1. Todavia,
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o método mais simples de eliminar logaritmos não leva a valores otimizados para o

parâmetro de massa, principalmente pela ausência de um valor válido para a função

beta a 1-laço. Como perspectiva, buscaremos novos métodos de aprimoramento das

estimativas numéricas.

No Caṕıtulo 5 e no Caṕıtulo 6, buscamos realizar testes clássicos para a teoria de

gravidade induzida que constrúımos para os grupos SO(m,n). No Caṕıtulo 5, ficamos

restritos à teoria de gravidade induzida a partir da teoria de Yang-Mills para o grupo

SO(5) e buscamos soluções esfericamente simétricas para as equações de campo.

De forma simplificada, neste primeiro estudo das soluções, optamos por não considerar

a torção naquelas equações. Através da torção nula e das equações de campo de Eins-

tein, mostramos que a geometria de Schwarzschild-de Sitter apresenta simetria esférica

e, portatnto, conseguimos representar as componentes da métrica com funções esca-

lares que não dependam do tempo. Essa simetria também foi assumida nas equação

de campo (5.17) e (5.18). Usamos esta simetria esférica e constrúımos um conjunto

de equações diferenciais que permitiram que estudássemos o termo quadrático de cur-

vatura em (5.17). Analisamos tal termo em dois regimes: (i) Perturbativo: Neste

regime, tratamos a contribuição oriunda do termo quadrático de curvatura como

uma perturbação com parâmetro η ≡ Λ̃2/2Λ2; (ii) Exato: Neste regime, o termo

quadrático de curvatura foi plenamente considerado. No regime (i), Encontramos

uma solução perturbativa e a explicitamos até quarta ordem, tal como pode ser visu-

alizado em (5.2.2). O uso das funções e−2β permitiram que uma métrica modificada

de Schwarzschild-de Sitter fosse determinada. Através dela, vemos que o termo de

ordem zero contempla o conhecido espaço-tempo de Schwarzschild-de Sitter. Diante

da geometria deformada, quando lidamos com regiões r � 2GM , encontramos a

métrica de de Sitter com os devidos termos de correção perturbativa. Isso pode ser

visto em (5.35). Na ordem zero, temos a própria solução para uma geometria de de

Sitter com constante cosmológica Λ̃2. Interessantemente, encontramos que os coefi-

cientes da expansão são os números de Catalan, os quais formam uma bem conhecida

sequência em matemática combinatória. Ainda não entendemos o signficado completo

de encontrarmos tal sequência na solução de de Sitter. Este é um curioso fato que

exploraremos futuramente.

Usamos a solução perturbativa, até primeira ordem, e encontramos os horizontes de

eventos para a geometria de Schwarzschild-de Sitter deformada (5.47). Observamos

que estes horizontes são aqueles encontrados para uma geometria de Schwarzschild-de
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Sitter mais uma correção em primeira ordem. Claramente, notamos que no limite

η → 0, tal geometria é recuperada.

Sobre a singularidade na origem, determinamos o invariante de Kretschmann, até

primeira ordem, e verificamos que em (5.48) temos uma singularidade em r = 0. O fato

interessante a respeito da solução perturbativa encontramos no invariante de curvatura

(5.50), o qual mostra que o termo de correção também indicou uma singularidade em

r = 0, diferentemente do que obtemos em Relatividade Geral, onde este invariante

é constante, o que mostra ser um ind́ıcio da natureza f́ısica do termo quadrático de

curvatura.

No regime (ii), encontramos uma geometria de de Sitter, onde há uma dependência

nas constantes Λ̃2 e Λ2. A solução exata (5.53) nos mostrou que não teremos o termo

de massa. As geometrias (5.55) e (5.56) mostram esse fato. Tais soluções satisfazem o

sistema sobredeterminado composto pelas equações diferenciais (5.20), (5.22) e (5.23),

onde está assumido α+β = 0. Esta solução, realmente, era o que deveŕıamos esperar

como a mais simples posśıvel. Quando expandimos Υm em (5.54), temos Υ̃ = Υm.

Para regiões onde r >> 2GM , obtemos a compatibilidade desejada entre ambas

as soluções geométricas encontradas, (5.58) e (5.34). Os horizontes cosmológicos

respectivos aos valores Υ foram determinados e encontramos uma estrutura causal

similar àquela obtida para a geometria de de Sitter, tal como ilustramos na Figura 5.1.

Conforme esperado, não temos singularidade f́ısica em r = 0, uma vez que os in-

variantes de curvatura e de Kretschmann são constantes mesmo nessa geometria de

Schwarzschild-de Sitter modificada.

Realizamos um breve estudo termodinâmico para os horizontes obtidos tanto no regime

perturbativo quanto no exato. Para a gravidade de superf́ıcie, encontramos os com-

portamentos esperados quando a massa aumenta, ou seja, esta, mesmo com o termo

de correção, diminui com a expansão do horizonte devido ao aumento da massa. No

que se refere à anomalia para pequenos valores de M , a gravidade de superf́ıcie do

horizonte da distribuição esférica de massa também sofre tal anomalia, mostrando-se

crescente para pequenas massas. A gravidade de superf́ıcie no horizonte cosmológico

seguiu, mesmo com o termo de correção em primeira ordem, o mesmo protocolo que

a original de um espaço-tempo de de Sitter. O comportamento dessas gravidades de

superf́ıcie são diretamente relacionados a temperatura Hawking. No caso da entro-

pia, encontramos, conforme (5.75) e (5.76), para a solução perturbativa, um pequeno

desvio da entropia determinada para a geometria de Schwarzschild-de Sitter. No caso
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da solução exata, a alteração no valor da entropia se deu por causa dos valores de Υ.

Entretanto, quando tomamos o limite, ou seja, para Υn, encontramos a entropia do

espaço-tempo de de Sitter com constante cosmológica observacional Λ̃2.

Como perspectiva, buscaremos soluções perturbativas com rotação e carga elétrica.

Ainda considerando soluções no vácuo, estudaremos os termos de correção de ordem

superior a 1. Nosso interesse consiste em verificar se a adição de termos de correção

maiores que 1 mostrarão alguma anomalia no comportamento dos horizontes de even-

tos, assim como nas quantidades termodinâmicas associadas.

No Caṕıtulo 6, estudamos a cosmologia da teoria de gravidade induzida a partir das

teorias de Yang-Mills para os grupos SO(m,n). Consideramos a métrica de FLRW

como primeira abordagem quando assumimos um espaço-tempo riemanniano devido

ao anulamento dos termos de torção nas equações de campo. O termo quadrático de

curvatura permitiu que determinássemos uma dinâmica modificada comparada com a

dinâmica do modelo cosmológico padrão. As dinâmicas encontradas estão relacionadas

aos regimes governados por Λ2. No setor de baixas curvaturas, a cosmologia da teoria

de gravidade induzida imita o modelo ΛCDM quando o grupo inicial para a teoria de

Yang-Mills é o SO(5), portanto, quando ε = 1, conforme nossas convenções. Neste

caso, o termo de correção vindo do acoplamento com Λ2, o qual é da ordem de

1032TeV 2, é suprimido. Portanto, esperamos que o regime de baixas curvaturas seja

atingido antes da nucleosśıntese do universo primordial, a qual ocorre na ordem de

MeV . Essa recuperação do modelo ΛCDM é feita unicamente para ε = 1. Os demais

grupos contidos em SO(m,n), ou seja, para (anti)-de Sitter, quando ε = −1, não

permitem que recuperemos o modelo ΛCDM. No setor de curvaturas elevadas, a escala

de energia é similar àquela da usual fase inflacionária. Analisamos, neste regime, tanto

o universo vazio quanto o universo preenchido com um fluido perfeito. Para o vácuo,

encontramos três soluções para o fator de escala, cuja dependência tem relação com ε

e a curvatura da seção espacial, tal como podemos observar em (6.30). Deduzimos que

apenas soluções com ε = 1 mostram uma fase de Sitter de expansão. Isso indica que a

gravidade induzida com o grupo SO(5) permite um modelo cosmológico com uma fase

primordial de de Sitter que está conectada ao modelo ΛCDM de forma consistente.

A teoria de gravidade induzida que empregamos neste estudo cosmológico preliminar

aumenta a quantidade de equações dinâmicas. A equação dinâmica extra torna o

sistema determinado e, consequentemente, não introduzimos uma equação de estado

para o fluido perfeito. Isso nos levou a interpretar que no regime de altas curvaturas,

qualquer fluido gravitaria da mesma maneira. Para as soluções posśıveis, encontramos
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soluções singulares, seja uma singularidade no passado ou no futuro, respectivamente,

um Big Bang ou Big Crunch. Ademais, encontramos uma solução não singular com

um único ricochete, o qual pode ser simétrico ou assimétrico, pois dependerá dos

parâmetros livres desta solução singular. No regime de hipercurvaturas devemos lidar

com um valor running para Λ2. Entretanto, ainda não temos um estudo completo

sobre como lidar com este running e deixamos esse ponto para trabalhos futuros.

Além dessa perspectiva, investigaremos como a cosmologia desta teoria de gravidade

induzida pode ser modificada com a presença de torção, o que traria um grau de

liberdade a mais.

No Caṕıtulo 7 implementamos para o grupo SL(5,R) a mesma prescrição usada para

os grupos SO(m,n). Mostramos no Caṕıtulo 4 que estimativas a 1 e 2-laços, a razão

entre o parâmetro de Gribov e o parâmetro de acoplamento pode ser associada com

um parâmetro que descreve a transição entre os dois setores da teoria. O regime de

altas energias onde temos uma teoria de Yang-Mills para o grupo SL(5,R) em quatro

dimensões euclidianas e o regime de baixas energias onde obtivemos uma teoria geo-

metrodinâmica com o termo de Einstein-Hilbert, a constante cosmológica e o campo

de matéria. A transição entre os setores é mediada pela quebra suave de simetria

de BRST associada ao parâmetro de Gribov. Conforme observamos na Figura 4.2,

quando a razão γ2/κ2 aumenta com a diminuição da energia e, após um máximo, tal

razão vai a zero rapidamente. Neste ponto, o grupo de calibre sofre uma quebra de

simetria para o grupo SO(4) e a fase geométrica se inicia. Nesta fase, identificamos

os graus de liberdade da teoria original com a vierbein, a conexão de spin e o campo

de matéria. Realmente, assumimos que a razão γ2/κ2 é um razoável candidato para

demarcar essa transição e que ele pode descrever a teoria em qualquer escala.

A teoria de gravidade induzida, no presente caso, é governada pela ação gravitacional

(7.29). Nesta ação temos o termo quadrático de curvatura proporcional a 1/Λ2.

Devido ao alto valor de Λ2, conforme estimamos no Caṕıtulo 4, este termo é despreźıvel

quando comparado ao termo de Einstein-Hilbert em um regime de baixas curvaturas.

Se não levarmos em conta, por um momento, os campos de matéria, temos uma ação

de gravidade similar a encontrada em Relatividade Geral acrescentada com termos de

torção. Estes termos serão significativos quando levarmos em conta o acoplamento

com férmions. Caso contrário, esperamos que sejam pouco significativos. Levando

em consideração os campos de matéria, podemos observar em (7.29) que tais campos

têm alcance bem pequeno, devido ao fator Λ2. Estamos procurando entender como

podemos relacionar este campo m com matéria escura, entretanto, até o momento,
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ainda não compreendemos completamente a natureza desse campo e, portanto, esta é

apenas uma perspectiva de trabalho. No caso da constante cosmológica renormalizada,

procuraremos associá-la com energia escura, ou seja, uma outra perspectiva. Neste

processo, a constante de Newton, sendo um fator global, não interferiu em nossa

análise.

Sobre a equação de campo (7.30), conseguimos recuperar as equações de Einstein no

limite onde o termo quadrático de curvatura é bem menor que o valor de Λ2 e, ao

mesmo tempo, quando desprezamos os termos de matéria e os de torção. Se, neste

limite, considerarmos T 6= 0, teremos como investigar a maneira como torção e tais

campos se acoplam. Existe ainda a possibilidade de introduzirmos um tensor densidade

de spin em (7.31) para investigarmos o conteúdo de spin dos campos de matéria

acoplada à torção. Um outra perspectiva bem promissora para esta teoria é, sem

incluir um tensor energia-momento como ansatz, buscarmos entender o acoplamento

entre geometria e matéria. Compreendemos que este é um trabalho que demandará

muitos esforços diante do sistema sofisticado das equações de campo obtidas para esta

teoria de gravidade induzida.



Apêndice A

Um panorama do cenário

Gribov-Zwanziger

Uma breve descrição do cenário de Gribov-Zwanziger apresentaremos neste ponto,

tal que os pontos principais desta teoria sejam apresentados ao leitor, juntamente

com as referências para um futuro aprofundamento sobre o tópico a quem interessar

possa. O amplo espectro de tecnicalidades pode ser encontrado nas referências [58–

60, 63, 71, 75, 113]. Uma abordagem didática e esclarecedora se encontra na teses

[111] e [110] e outras nestas citadas.

A quantização das teorias de Yang-Mills nos confronta como uma árduo trabalho a

ser realizado. Inicialmente, o procedimento estabelecido por Faddeev e Popov [114]

foi bem-sucedido no regime perturbativo quanto à quantização dos campos de ca-

libre. Entretanto, há uma falha durante tal processo implementado por Faddeev e

Popov, pois ocorrem cópias ileǵıtimas, fisicamente falando, que tornam o processo de

quantização incompleto no regime infravermelho. Neste ambiente não-perturbativo

das teorias de calibre nasce o problema de Gribov. O que chamamos de problema

de Gribov, o qual também foi demonstrado por Singer [59] é a verificação de réplicas

dos mesmos campos de calibre em uma determinada região. A maneira ideal de tra-

tar a eliminação de tais réplicas consiste em determinar a famosa RMF, ou seja, a

denominada Região Modular Fundamental, cuja resolução é um problema em aberto

e bastante desafiador. Uma forma de contornar tal dificuldade em cálculos expĺıcitos

compete em nos restringirmos ao que conhecemos como Primeira região de Gribov.

De acordo com [60, 71, 75, 113], tais cópias dentro da Primeira Região de Gribov não

afetam os propagadores da teoria e podem ser calculados em tal doḿınio. Zwanziger
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implementou um procedimento para atacar o problema, onde seu método consistiu em

introduzir um conjunto de campos na integral funcional em um espaço euclidiano, o

qual ficou restrito à região de Gribov Ω sob o calibre de Landau, ou seja, ∂µY
A
µ = 0.

Desta forma, temos o operador de Faddeev-Popov,

MAB = −∂µDAB
µ , (A.1)

o qual é positivo definido, e, ainda, temos que

Ω = {Y A
µ , ∂µY

A
µ = 0,MAB > 0 , } (A.2)

com DAB
µ = δAB∂µ − gfABCY BY C .

A quantização tem seu ińıcio com a ação clássica de Yang-Mills para o grupo SU(N),

SYM =

∫
d4xFA

µνF
A
µν , (A.3)

o qual ganha um termo não-local que lida com o problema de Gribov conforme se

segue,

Sh =

∫
d4xγ4g2fABCY B

µ M
AB
fDECY Eµ , (A.4)

onde, MAB(x)M
BC

(x, y) = δ4(x − y)δAC . O parâmetro de Gribov γ é determinado

sob o cálculo da equação de gap de massa. Em [60, 63, 71] é demonstrado que

e−Sh =

∫
[dΦ] e−Sloc , (A.5)

o qual [dΦ] ≡ [dϕ][dϕ][dω][dω] e

Sloc =

∫
d4x

[
−ϕACµ MABϕBCµ + ωacµ M

abωbcµ − γ2gfABCY A
µ

(
ϕBCµ + ϕBCµ

)]
, (A.6)

de forma que o par conjugado (ϕACµ , ϕBCµ ) são campos bosônicos e (ωACµ ωACµ ) são

campos fermiônicos.

A ação local é constrúıda por

Z =

∫
[dΨ]e−SGZ , (A.7)
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com [dΨ] ≡ [dY ][dϕ][dϕ][dω][dω][db][dc][dc] e SGZ é chamada ação de Gribov-

Zwanziger, a qual é pode ser extendida na seguinte maneira

SGZ = SYM + Sgf + Sloc + Sγ , (A.8)

na qual,

Sgf =

∫
d4x

(
bA∂µY

A
µ − cAMABcB

)
,

Sγ =

∫
d4x4γ4(N2 − 1) . (A.9)

A inserção crucial Sγ é uma maneira de satisfazer a condição horizonte, ou seja, a

equação de gap de massa,
∂Γ

∂γ2
= 0 , (A.10)

onde Γ é a ação quântica, a qual é determindada por

e−Γ =

∫
[dΨ]e−SGZ . (A.11)

A ação quadrática (4.1) como mencionada na Seção 4.1.1 é obtida a partir da SGZ ,

onde consideramos apenas a parte livre de interações, comumente chamada de par-

ter quadrática, ou seja, a parte não-interagente da ação de Gribov-Zwanziger. Di-

retamente, podemos observar que os campos fermiônicos não contribuem na ação

quadrática.
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