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Physical laws must have mathematical beauty.

Paul Dirac

Seriously, there are really just a few PhD fellowships to study Quantum Gravity, there
are even less postdoctoral positions and the possibilities to get a tenure are basically
the same as winning the lottery. So you if you decide to study Quantum Gravity, please

do it if and only if this is really what makes you happy.

Francesca Vidotto

Okay. Alright, the way [ see it, there's only two possible outcomes. Either | make it
down there in one piece and | have one hell of a story to tell, or | burn up in the next
ten minutes. Either way, whichever way, no harm, no foul! Because either way, it'll be

one hell of a ride.

Ryan Stone
(Character performed by Sandra Bullock in Gravity)



Resumo

Construimos teorias de gravidade induzidas a partir de teorias de Yang-Mills para os
grupos SO(m,n) e SL(5,R), onde m € {0,1,2} e m +n = 5. No cerne destas
construcdes empregamos um mecanismo que envolve a quebra dindmica de simetria e
a contracao do grupo inicial. Através das equacoes de gap de massa a 1 e 2-lagos,
estimamos valores para o parametro de massa, o qual estd envolvido no mecanismo.
Este pardmetro, juntamente com parametro de acoplamento de Yang-Mills, determi-
nam a constante gravitacional de Newton na teoria de gravidade induzida. Estimativas
também foram realizadas para a constante cosmoldgica renormalizada da teoria, as-
sim como para o corte na escala de energia, o qual consiste em um marcador para a
transicao entre os regimes ultravioleta e infravermelho da teoria. Estudamos também
o aspectos classicos da teoria de gravidade induzida, onde realizamos um estudo cos-
moldgico preliminar e analisamos solu¢des esfericamente simétricas estaticas. Para o
estudo cosmoldgico mostramos que uma fase de expansio acelerada pode ser obtida
usando as equagdes de campo da teoria de gravidade induzida para o grupo SO(5).
Mostramos também ser possivel conectar as equag¢des cosmoldgicas da presente teoria
com as do modelo ACDM. No caso das solucdes esfericamente simétricas estaticas, de-
monstramos solugdes para o grupo SO(5) perante dois regimes: (i) com alta influéncia
do termo quadratico de curvatura; (ii) tratando o termo quadratico de curvatura como
uma perturbacdo. Usando tais solugdes, perturbativa e exata, determinamos os hori-
zontes de eventos e realizamos um breve estudo da temperatura e da entropia destes

horizontes.



Abstract

We built induced gravity theories from pure Yang-Mills theories for SO(m,n) and
SL(5,R) groups, where m € {0,1,2} and m+n = 5. In the kernel of these construc-
tions, we have employed a mechanism that encodes the dynamical symmetry breaking
and the contraction of the initial group. Through the mass gap equation at 1 and
2-loops, we have estimated numerical values for mass parameter related with the me-
chanism. This parameter, together with the Yang-Mills coupling parameter, determines
the Newton's gravitational constant in the induced gravity theory. We also have pro-
vided estimates for the renormalized cosmological constant of the theory even as the
cut-off in the energy scale, which consists in a landmark for the transition between
the ultraviolet and infrared sectors of the theory. Furthermore, we have studied the
classical aspects of the induced gravity, namely, a preliminary cosmological study and
spherically symmetric static solutions. For the cosmological study, we have demons-
trated that an accelerated phase of expansion can be obtained from the field equations
of the induced gravity theory for the SO(5) group. We also showed to be possible to
connect the cosmological equations of the present theory of gravity with those from
ACDM model. In the case of spherically symmetric static solutions, we have found
solutions for the induced gravity originated from the Yang-Mills theory for the SO(5)
group under two regimes: (i) with high influence of the quadratic term of curvature;
(i) dealing with the quadratic term of curvature as a perturbation. Using such so-
lutions, perturbative and exact, we have calculated the event horizons and we briefly

analyzed the thermodynamics associated with these horizons.
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Capitulo 1

Introducao

Utiyama, em 1956, Kibble, em 1961 e Sciama, em 1964, publicaram trabalhos que
se tornaram seminais quando se trata de descrever a gravidade como uma teoria de
calibre [2-4]. Até o momento, seis décadas se passaram e encontramos na literatura
diversos trabalhos sobre como tratar a interacao gravitacional da mesma forma que as

demais interagdes fundamentais descritas pelo Modelo Padrdo [5-10].

De fato, trés das quatro interacdes fundamentais que conhecemos sdo descritas por
teorias de calibre, ou seja, a cromodinamica quéantica, a eletrodindmica quantica e a
teoria fraca. O sucesso de tais teorias vem se confirmando diante dos dados experi-
mentais coletados no LHC!, principalmente pela confirmacdo da existéncia do bdson

de Higgs.

O sucesso do Modelo Padrao é uma grande motivagdo para o desenvolvimento de uma
teoria de gravidade codificada a partir de uma teoria de calibre [11]. Priorizamos as
referéncias [12-20]. Para citar alguns importantes trabalhos que buscaram tratar o

campo gravitacional como um campo de calibre.

Na construcao de uma teoria de calibre de gravidade, entendemos que dois campos
s3o necessdrios: a vierbein e e a conexao de spin w. Os demais campos podem ser
construidos a partir destes dois previamente citados. As informagdes sobre a geometria
do espago-tempo estd contida na vierbein e na conexdo de spin w [21]. Teorias de
gravidade que adotam os campos e e w sao conhecidas por formalismo de Einstein-

Cartan, o qual distoa do usual formalismo da métrica que conta com o tensor métrico

IN.T.: Sigla do inglés Large Hadron Collider.
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como ente geométrico fundamental, tal como originalmente apresentado por Einstein

na constru¢do da Relatividade Geral [22].

Na busca por uma teoria quantica da gravidade varias tentativas tém sido implemen-
tadas a partir da acdo gravitacional de Einstein-Hilbert, mas a profunda relacdo entre
o tensor métrico e o espaco-tempo oferece uma dificuldade imensa para se construir
uma teoria de gravidade quantica. Esforcos tém sido feitos nesse sentido e existem
interessantes abordagens, tais como Loop Quantum Gravity [23-25], Higher Derivati-
ves Quantum Gravity [26, 27|, Causal Sets [28, 29], Causal Dynamical Triangulations
[30, 31], String Theory [32-36], Asymptotic Safety [37-39], e Emergent Gravities
[26, 40]. Embora apresentem resultados promissores, todas estas abordagens lidam
com seus problemas inerentes tanto na sua formulacdo quanto na falta de experi-
mentos que as comprovem totalmente. Além das teorias de gravidade mencionadas
anteriormente, existem teorias topoldgicas que usam campos escalares extras para que
a emergéncia do campo e ocorre via o mecanismo de Higgs como quebra de simetria
[20, 41]. Temos outras teorias topolégicas que ndo empenham o mecanismo de Higgs,
mas a inclusdo de um parametro de comprimento para a devida identificacdo com uma

teoria de gravidade [42].

O problema em encontrar uma formula¢do definitiva para uma teoria de gravidade
quantica consiste em um dos maiores desafios da fisica tedrica nos dias de hoje. A
comunidade cientifica clama por uma teoria de gravidade que descreva plenamente e
corretamente os fendnemos proximos da escala de Planck, onde tais efeitos quanticos
ndo podem mais ser desprezados [43]. Essa busca, por exemplo, pode nos levar a uma
melhor compreens3o das singularidades no universo primordial e em buracos negros,
assim como estabelecer de vez uma solucdo para o paradoxo da informacdo proposto
por Hawking [24, 44]. Nestes limites, a Relatividade Geral de Einstein n3o é mais
valida e, realmente, necessitamos de uma teoria de gravidade quantica. Apesar disso, a
Relatividade Geral é muito bem-sucedida em largas escalas, tal como podemos observar
pelo atual Modelo Cosmolégico Padrao que trata o Universo como uma Unica entidade
fisica [45—47]. N3o somente, o sucesso da Relatividade Geral para descrever o Sistema
Solar também ocorre na explicacdo de fendmenos astrofisicos, tais como o colapso e
formagdo estrelas [47]. Portanto, uma teoria de gravidade que se proponha ir além
da de Einstein necessita passar por testes que recuperem o limite classico. Assim,
comumente encontramos na literatura estudos cosmolégicos e de buracos negros em
tais propostas de modificacdo a teoria einsteiniana [24, 25]. Indo além, ainda temos em

aberto as questdes sobre a natureza da enegia e da matéria escura, as quais esperamos
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ser totalmente explicadas via uma teoria quantica para a interagdo gravitacional [45,
48].

Apresentaremos uma abordagem que contorna o problema da quantiza¢ao do campo
gravitacional e, por sua vez, evita problemas como renormalizabilide e estabilidade

quantica de teorias tipo Einstein-Hilbert.

Iniciaremos esta tese com fundamentos sobre teorias de calibre e de gravidade no

formalismo de primeira ordem que serdo apresentados no Capitulo 2.

No Capitulo 3 mostraremos a primeira a¢do gravitacional induzida. Nesta construcao,
a acdo de Yang-Mills para o grupo SO(m,n), onde m € {0,1,2} e m +n =5, em
um espago-tempo euclidiano serd o espaco de base [11]. A escolha de uma teoria n3o-
abeliana também n3o foi mero acaso. Tais teorias sdo assintoticamente livres [49, 50]
e renormalizaveis em todas as ordens de teoria de perturbacdo. Um efeito importante,
necessdrio para a teoria que construimos, é a geracao dinamica de massa no regime
infravermelho. Inicialmente, o termo de massa nao é assumido na lagrangiana de
Yang-Mills e, portanto, os campos de calibre na ac¢do inicial ndo podem ser interpre-
tados como entes geométricos. Além disso, a geracao dindmica de massa permitira
uma quebra de simetria, tal que uma contragdo de Inoni-Wigner [51] possa ser imple-
mentada e uma agao efetiva de gravidade emerge. Nesta construcdo, a constante de
Newton e a constante cosmoldgica sdo identificadas com o parametro de acoplamento
e o parametro de massa. Discutiremos ainda os aspectos formais do mapeamento
entre os campos de calibre redefinidos pelo parametro de massa e o de acoplamento.
Terminaremos este capitulo por apresentar as equacoes de campo deduzidas a partir

da acdo de gravidade.

No Capitulo 4 apresentaremos as primeiras estimativas para o parametro de massa, o
qual é tao crucial na construcao das teorias de gravidade induzida que desenvolvemos.
As estimativas para o pardmetro de massa, o qual escolhemos, por simplicidade, o
parametro de Gribov, permitira que facamos estimativas para a constante cosmoldgica
da teoria, assim como o corte na escala de energia, o qual assumimos como um
parametro de ordem que separe os dois setores da teoria, ou seja, o setor ultravioleta,
onde uma teoria de Yang-Mills é quanticamente consistente, e o setor infravermelho,
onde teremos a teoria geometrodindmica de gravidade. As estimativas serdo embasadas
pelo emprego de métodos numéricos, os quais serdo detalhados durante o capitulo.
Também faremos a discussdo sobre a transicdo de fase que separa tais setores. Apesar

desta tese nao tratar especificamente o cendrio de Gribov-Zwanziger, onde obtemos
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o parametro de masssa a ser utilizado neste trabalho, colocamos no Apéndice A um

panorama sobre este ponto.

No Capitulo 5 faremos um primeiro teste classico para a teoria de gravidade induzida
a partir da a¢do de Yang-Mills para o grupo SO(5). Teremos como base a solugdo de
Schwarzschild-de Sitter, uma das mais famosas solu¢cGes para as equacgdes de Einstein.
A compreensao de tais geometrias permitiu avanc¢os signficativos na previsdo tedrica

de buracos negros e espacos-tempo cosmoldgicos.

Usaremos as equacdes de campo para encontrar solucdes esfericamente simétricas sob
a influéncia do termo quadratico de curvatura na equacdo de campo obtida. Neste
contexto, como um estudo inicial, assumiremos tor¢do nula, pois dessa forma, mostra-
remos os efeitos causados por este termo extra na equacdo de campo, a qual também
conta com os familiares termos de Einstein-Hilbert com constante cosmoldgica. As
geometrias obtidas serdo em dois regimes: (i) um regime de pequena influéncia do
termo quadratico de curvatura, o qual serad tratado como um perturbacio da equagdo
de Einstein com constante cosmoldgica; (ii) um regime de completa influéncia do termo
quadratico, onde mostraremos que as solucdoes mais simples a serem obtidas sera uma
geometria do espaco-tempo de de Sitter. De posse destas solu¢Ges neste dois regimes,
mostraremos os horizontes de eventos obtidos em cada regime e discutiremos o quao
préoximo ficamos dos horizontes de eventos encontrados na literatura. Por ultimo,
serd apresentado um breve estudo termodinamico, onde pretendemos mostrar como
as grandezas entropia e temperatura se comportam diante das solu¢cdes obtidas nesta

teoria de gravidade modificada.

No Capitulo 6 mostraremos um estudo preliminar que nos permitiu encontrar modelos
cosmoldgicos para a teoria de gravidade induzida a partir da teoria de Yang-Mills
para os grupos SO(m,n). Também aqui assumimos espacos livres de tor¢cdo e os
modelos que deduzimos refletem a influéncia do termo extra nas equacdes de campo
que modificam as tradicionais equa¢des dinamicas do Modelo Cosmolégico Padrdo no
regime de altas curvaturas. Também mostraremos como recuperar o modelo ACDM

em um regime de baixas curvaturas.

No Capitulo 7 teremos a agdo de Yang-Mills para o grupo SL(5,R) como a¢do de
partida. Este grupo foi utilizado em cendrios de supergravidade [13] e em teorias to-
poldgicas [41]. Por ser um grupo que apresenta mais setores em sua decomposi¢do,
buscamos estuda-lo para a obtencao de uma teoria de gravidade que, portanto, contard

nao somente com os campos vierbein e e conexao de spin w, mas também com um
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setor extra de matéria. Um outro fato motivador para estudarmos este grupo consiste
no mecanismo dinamico de geracdo de massa que empregamos no Capitulo 3, o qual é
bem distinto do mecanismo de Higgs usado em [41], o qual é o responsével pela que-
bra de simetria e a obten¢ao da vierbein como ente geométrico daquela teoria efetiva
de gravidade. Nesta construgdo também assumiremos um parametro de massa que
sera responsavel pela quebra suave de simetria BRST, tal que a teoria também tenha,
assim como no desenvolvimento para o SO(m, n), dois setores distintos: o ultravioleta
e o infravermelho. Neste dltimo habitard a teoria de gravidade efetiva. No primeiro,
teremos a recuperacao da teoria de Yang-Mills em altas energias. Reforcamos que
a exigéncia de um parametro de massa que emerja dinamicamente é totalmente ne-
cessdria para que a teoria geometrodindmica nao se estabeleca no regime ultravioleta
da teoria inicial. Novamente, empregaremos o mapeamento dos campos de calibre
devidamente redefinidos através dos parametros de acoplamento e de massa. Este
altimo, o parametro de Gribov continua sendo responsdvel, em um certo limite, pela
quebra de simetria e induza a contracao do grupo inicial para o grupo tipo Lorentz.
Como objetivo final deste capitulo, mostraremos a acdo gravitacional induzida e ob-
teremos as equagbes de campo a partir desta acdo. Nao pretendemos resolver tais
equacgoes, mas faremos incursGes para mostrar como recuperar a Relatividade Geral

em um determinado limite.

Finalizaremos esta tese no Capitulo 8, onde resumiremos e discutiremos os resultados

que obtivemos. Adicionalmente, elencaremos nossas perspectivas de trabalho.



Capitulo 2

Teorias de Yang-Mills e teorias de

gravidade

Descreveremos brevemente o cerne da construcao de teorias de calibre nao-abelianas,
ou seja, as teorias de Yang-Mills. Seremos breves quanto a apresentagdo dos conceitos
fundamentais das teorias de Yang-Mills e recomendamos o bom arcabouco literario,

[10],[52],[7].[9] e [6], para o leitor que esta iniciando seus estudos sobre este tépico.

Em seguida, apresentaremos rapidamente os principais elementos da teoria de gravi-
dade de Einstein no formalismo de segunda ordem. Abordaremos, também de forma
sucinta, o formalismo de primeira ordem e duas possiveis construcdes de teorias de
gravidade sob este formalismo. Os conceitos relacionados aos dois formalismos estdo

fortementente embasados nas referéncias [21, 47, 53].

Estes pontos serdao importantes na nossa busca pela construcdo de uma teoria de

gravidade com origem em teorias de Yang-Mills.

2.1 Teorias de Yang-Mills

2.1.1 A acao de Yang-Mills

Primeiramente, tomemos um um grupo de Lie semi-simples (7, cuja colecao de gera-

dores g se relacionem através da 4lgebra de Lie,

g4, 8% = f%e”, (2.1)
6
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onde {A4,B,C} € {1,--- ,dim G}. Enquanto as constantes de estrutura do grupo,

fAB,, tém indices completamente antissimétricos. Se fA5, = 0, VA, B,C , clas-

sificamos o grupo como abeliano. Representamos os geradores por matrizes anti-

hermitianas, ou seja, g““T = —gA, com respectiva normalizacao
Tr (g'g®) = Lyan (2.2)
2

Tal como os geradores do grupo, as constantes de estrutura obedecem a identidade
de Jacobi,
f.ABDfDC5 + fBCDfD.AS + fC.ADfDBS = 0. (23)

Agora, consideremos uma colecao de campos descrita por

_gbl_
o— || . (2.4)
_¢N_
a qual se transforma como
O(z) = d'(z) =UD(x), (2.5)

onde U = "¢, com ¢ = g4(*A, tal que (* sejam funcdes das coordenadas do espaco-
tempo. Os campos ¢ sdo campos de matéria por causa da sua lei de transformacio
(2.5), onde vemos imediatamente que ® se transforma na representacdo fundamental

[54],[55]. As derivadas desses campos se transformam como
dd(z) — UdD(z) + (dU)D(x) , (2.6)

onde d representa a derivada exterior. Dessa maneira, observamos que d® ndo se trans-
forma como matéria. Portanto, introduzimos uma nova derivada, a qual se transforma

V' (x) =UVP(z), (2.7)

com V representando a derivada covariante em relacdo a conexao de calibre Y,

V =d+ kY, (2.8)



Capitulo 2. Teorias de Yang-Mills e teorias de gravidade 8

tal que k seja o parametro de acoplamento, o qual é adimentsional. A 1-forma de

conexdo Y representa o campo de calibre Y, tal que este se transforme como
Y =AY dat (2.9)

ou seja, uma transformagdo na representa¢do adjunta [54],[55].

Usamos (2.5) e (2.7) para realizar a transformagdo do campo Y.
/ d —1
Y'=U(-+Y |U . (2.10)
K
Na forma infinitesimal, temos U = 1+ k(. Logo, a transforma¢&o (2.10) reduzimos a

Y =Y + V(. (2.11)

Definimos a 2-forma de intensidade de campo por
F=dY +rYY , (2.12)

a qual n3o é invariante por transformacdes de calibre locais, mas é covariante de calibre,
sujeita a transformacdo
F'=UFU", (2.13)

a qual podemos escrever em componentes como

FA = dAA 4 g fA5, AP AC (2.14)

O préximo passo consiste em usar FA para construirmos uma acdo invariante de

calibre. Sobre esta construcdo, precisamos atender as seguintes condi¢oes:
e A densidade lagrangiana deve ser local, o que significa que deva depender so-
mente dos campos e de suas derivadas em cada ponto do espago-tempo [56].
e Sob contagem de poténcias, a agdo precisa ser renormalizavel [9],[56].

e Os campos de Yang-Mills devem ser ndo-massivos, pois termos de massa geral-
mente podem corromper a invariancia de calibre quando inseridos explicitamente

na lagrangiana [9],[56].



Capitulo 2. Teorias de Yang-Mills e teorias de gravidade 9

e A variacdo da acdo em relacdo aos campos deve levar a equagdes classicas de

movimento ndo apresentando derivadas de ordem superior a segunda [9].

e Possivelmente, a acdo deve ser invariante sob simetrias internas. Claramente,

estas sdo associadas as simetrias de calibre[9],[54].

Portanto, temos a acao mais simples que atende as demandas acima listadas,

1
S:—/trF*F:—/FA*FA, (2.15)
M 2 M

cujo traco tomamos em relacdo ao grupo. Temos, assim, uma acao de Yang-Mills

pura, pois nao inclui campos de matéria.

Ressaltamos que todos os observaveis fisicos devem ser invariantes sob transformacoes
de calibre, assim como as respectivas acoes, pois isto é consistente com o Principio de
calibre [8],[54].

2.1.2 Propriedades fisicas
A teoria de Yang-Mills tem duas propriedades importantes: [9]

e Renormalizabilidade: Em todas as ordens em teoria de perturbacdo, a acao
de Yang-Mills é renormalizavel, tal que as divergéncias ultravioletas podem ser
eliminadas. Essa é uma prova da estabilidade das teorias de Yang-Mills no nivel
quantico [57]. Lembramos que a simetria BRST é crucial quando se trata da

renormalizabilidade de uma teoria de calibre.

e Liberdade assintética: Esta propriedade decorre da renormalizacdo do parametro
de acoplamento [49, 50]. Quando uma teoria é assintoticamente livre, temos o
parametro de acomplamento se tornando cada vez menos significativo em altas
energias. Por outro lado, quando a energia diminui, tal parametro aumenta. No
regime de acoplamento forte, observamos uma teoria nao-perturbativa. Ainda

nao existe um cendrio completamente compreendido neste regime.

No regime de baixas energias, a fixacao de calibre ndo é possivel através de um simples
vinculo. Ejustamente neste regime que as ambiguidades de Gribov se tornam comuns
[58]. O emprego da quantizagdo BRST, juntamente com o método de Faddeev-

Popov, ndo é completamente realizada em baixas energias, pois ao fixar o calibre, ndo
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temos uma eliminagao total da simetria de calibre e, portanto, residuos dessa simetria
sobrevivem. Foi mostrado esse é um problema que ocorre para qualquer calibre [59].
As configuracgdes residuais de calibre s3o denominadas cépias de Gribov. Tais copias se
tornam relevantes em baixas energias unicamente, portanto, o setor de altas energias
nao muda, uma vez que o parametro de Gribov diminui com o aumento da energia,
como podemos observar na Figura 4.1. No calibre de Landau, cépias infinitesimais
podem ser eliminadas quando intruduzimos um termo de quebra suave de BRST®.
Em cromodindmica quantica, o tratamento deste problema leva a evidéncias sobre o
confinamento de quarks e glions [58, 61-64]. Deixamos um panorama sobre a a¢do
de Gribov-Zwanziger no Apéndice A, o qual estd relacionado ao parametro de Gribov.

O modo de obter tal parametro, mostraremos no Capitulo 4.

2.2 Teoria de gravidade no formalismo de segunda

ordem

Em 1915, Einstein elaborou aquela que hoje denominamos Teoria Geral da Relativi-
dade [22]. No cora¢do da teoria proposta por Einstein, temos incrustado o Principio
da Equivaléncia, enquanto na estrutura da teoria, definitivamente, notamos o papel
geométrico da interacdo gravitacional. De acordo com Einstein, efeitos gravitacionais
podem ser localmente anulados do ponto de vista de um observador em queda livre.
Enfatizamos que, localmente, tal observador se encontra em uma pequena regido do
espaco-tempo, onde os efeitos gravitacionais s3o insignificantes. Esta percepc¢do é o
que definimos como a esséncia do Principio da Equivaléncia. Temos, principalmente,

duas formulagdes para este principio, tal como segue.

e Forma fraca do Principio da Equivaléncia: Massas inerciais e gravitacionais

sdo equivalentes.

Este enunciado do Principio da Equivaléncia afirma que a massa inercial de
um corpo € igual a sua massa gravitacional. Como consequéncia, qualquer
particula-teste experimenta, localmente, a mesma aceleracdo da gravidade. Esta
é uma forma de estabelecer que ndo sentiremos um campo gravitacional por uma

escolha sutil de um referencial n3o-inercial.

A quebra suave de simetria BRST ocorre quando um termo n3o local, a funcdo horizonte é
introduzida na acdo de Yang-Mills. A quebra suave sempre ocorrerd mediante a inclusdo de um
pardmetro de massa com dimensdo menor que a do espagco-tempo. Detalhes sobre o cendrio onde
essa quebra ocorre podem ser encontrados em [60]
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e Forma Forte do Principio da Equivaléncia: Os principios da Relatividade

Especial sdo localmente validos em uma regido do espaco-tempo.

O ponto central neste enunciado consiste em afirmar que, localmente, o espaco-
tempo é um espaco-tempo de Minkowski. Entretanto, em regides extensas no
espago-tempo, as inomogeneidades do campo gravitacional s3o significativas e

constatadas pelas forcas de maré.

No decorrer desta tese, quando mencionarmos o Principio de Equivaléncia, estaremos

nos referindo a sua forma forte.

Foi a partir do Principio de Equivaléncia que Einstein descreveu a intera¢do gravitacio-
nal por meios de uma formulacdo da dinamica do espaco-tempo. Na teoria de Einstein,
a matéria informa como espaco-tempo deve se deformar, enquanto a deformacdo do
espaco-tempo informa a matéria como ela deve se mover. Por essa caracteristica, ou
seja, como a geometria do espaco-tempo é dinamicamente modificada pela presenca
de matéria, chamamos tal teoria de geometrodindmica. Finalmente, Einstein descre-
veu a dinamica do espaco-tempo através de uma colecao de equacdes que podem ser

simplesmente apresentadas como

1 s
Ruw = 5 (R~ 242) g = 87GT, (2.16)

onde R, sao as componentes do tensor de Ricci, R = ¢g""’R,, é o escalar de cur-
vatura, g, sao as componentes do tensor métrico, G é a constante gravitacional de
Newton, A2 é a constante cosmoldgica e, finalmente, 7T, representa as componen-
tes do tensor energia-momento da distribuicdo de matéria. Como podemos notar, a
equacgao de Einstein tem um lado puramente geométrico e um outro que puramente
descreve a distribuicdo da matéria, onde se encontra o tensor energia-momento. O
ente fundamental da formulacdo de Einstein é o tensor métrico. Ressaltamos que, ao

tomarmos o trago da Eq. (2.16), obtemos
R = 4A? — 87GT , (2.17)

onde 7 é o traco do tensor energia-momento. No vacuo, temos simplesmente,
R = 4A2. Logo, notamos que o escalar de curvatura pode ser diretamente relaci-
onado com a constante cosmoldgica. Nitidamente, vemos que um universo dominado
por constante cosmoldgica jamais sera plano. Logo, no caso de desprezarmos a cons-

tante cosmoldgica, teremos a mais simples solucdo das equagdes de Einstein, isto
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é, um espaco-tempo plano. Apenas lembramos que a constante cosmoldgica obser-
vacional é muito pequena nos dias atuais, cujo valor é da ordem de grandeza de
107°2 TeV?2. Hoje, temos cendrios que colocam a constante cosmoldgica como a
principal responsdvel pela expansao acelerada do Universo. Uma energia do vacuo que

reconhecemos como energia €scura.

O formalismo de segunda ordem conhecemos como formalismo da métrica, uma vez
que o tensor métrico é o tnico ente fundamental da gravidade. Qualquer outra in-
formacdo geométrica pode ser obtida a partir de g,,. Elencaremos rapidamente os
principais pontos do formalismo de segunda ordem. Comecemos o tensor métrico, o
qual carrega informagbes sobre comprimentos, angulos, areas e volumes sobre uma
variedade diferencidvel M*. Por exemplo, a distdncia entre dois pontos = e x + dx,
calculamos como

ds® = g, datdz” (2.18)

onde notamos o cardter simétrico do tensor métrico, ou seja, g, = Gu,. O tensor

métrico inverso é determinado por
gag™t = 6" (2.19)

onde d*, é a métrica euclidiana.

Um importante e essencial objeto geométrico surge primeiramente quando tratamos
o transporte paralelo de vetores em M*. Chamamos tal objeto de conexdo afim e ele
pode ser construido diretamente com o tensor métrico. A conexao afim generaliza a
acao da derivada parcial, tal que a derivada covariante de um tensor de ordem k se
transforme como um tensor ordem k + 1. Definimos a atuacdo da derivada covariante

por

[ p2 e — W1 p2 e
VﬁT Vivavp 857' ViV
1 )‘M21uk: 12 NIA/—Lk .
- FB}‘T vive vy + Fﬁ)\T ViV vy +
A H1p2 Mk A L1 2
FBVlT Avg-vp F,BVQ ViAvp T (220)

onde a conexao afim I'#3, é definida sob os seguintes requerimentos:

e Compatibilidade da métrica: A derivada covariante do tensor métrico é nula,
i.e., Vggu = 0. lIsso preserva o comprimento dos vetores diante de qualquer

transporte paralelo. Esta é a condicao de nao-metricidade nula.
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e Torcdo nula: Resultado imediato da simetria da conexdo afim em seus indices

H o (6% _ (6% (6% _ 6% _ (6%
superiores, 1.c., 1%, =I1'*, - I'*,, =0=1%,, =17, .

No formalismo de segunda ordem, a conexdo afim é unicamente determinada como
fungao de g,,. Algo que, geralmente, ndo é necessario. H4 formulagdes geométricas
onde a conexdo afim independe da métrica. Quando os dois itens acima s3o atendidos,
nao observamos nao-metricidade ou torcdo em qualquer ponto do espaco-tempo. A
conex3do afim simétrica é conhecida como conexdo de Levi-Civita ou, simplesmente,

simbolo de Christoffel, a qual escrevemos como

1
qu = igap (_apg;w + a,ugpu + augup) . (221)

O tensor de Riemann-Christoffel, ou mais comumente, o tensor de Riemann, descreve
a curvatura do espaco-tempo. Podemos determinar tal tensor através do comutador

de duas derivadas covariantes de um vetor, ou seja,

V., V,|V*=V,V,V* -V, V, V=R V7 (2.22)

Buv

onde

o o o o a A o TA
R4 = 0,08 — 9,0% + T Ih, — T, (2.23)

A seguir, listamos as principais propriedades do tensor de Riemann.

e Antissimetria no primeiro e no segundo par de indices:

«
Raﬁuv - _Raﬁvu € Raﬁlw = T e

e Simetria perante a troca do primeiro com o segundo par de indices:

R, = ’RW“B ou, equivalentemente, Rosu = Ruvap-

O tensor de Riemann nos permite determinar dois objetos bastante (teis na equacdo

de Einstein, tal como segue. O tensor de Ricci,

R;u/ = gaﬁRﬁ;uxu =R” (224)

pov

e o escalar de curvatura,
R=¢"Ru . (2.25)

Ressaltamos que o tensor de Riemann depende unicamente do tensor métrico.
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Lembramos que existe uma maneira de determinar as equagdes de Einstein usando o
principio variacional. Conseguimos tal feito por definirmos a a¢do de Einstein-Hilbert

com matéria como
1
co= 4 — (R-2A w 2.2
Sen-co = [ dvi | o (R-20)+ T | (2.26)

onde g = |det g,,|. As equagbes de Eisntein (2.16) sdo deduzidas através da extre-

mizagdo da ag¢do (2.26) em relagdo ao tensor métrico g,,.

Como ultima equagdo que apresentaremos neste formalismo de segunda ordem, temos

a equacgao da geodésica
d?>x” dz#* dx”
T e, (2.27)

ds? "ds ds

onde s é o elemento de linha n3o-nulo da geodésica e x* é a posicdo da particula

ao longo da curva. Tal equagdo nos ajuda a interpretar que g,, faz o papel de po-
tencial relativistico, enquanto I'“,, fica associada com a forca gravitacional. Esta
interpretacdo vem do fato de que as equacdes de campo de Einstein incorporam a
gravidade newtoniana em um certo limite. Este limite de campo fraco, tal como o
chamamos, recupera a teoria de Newton da gravitacdao, onde a componente gg, estd

relacionada ao potencial newtoniano.

2.3 Teoria de gravidade no formalismo de primeira

ordem

E. Cartan e A. Palatini consideraram, no cendrio do formalismo de segunda ordem
da Teoria Geral da Relatividade, o tensor métrico e a conexdao afim como campos
independentes. Isso levou a uma teoria de gravidade com mais graus de liberdade
quando comparada a teoria de Einstein. Especificamente, porque uma resulta em
uma nova equagdo de campo, a qual é obtida por 6Sgy /0" = 0. Ainda, conforme
Cartan, a parte antissimétrica da conexdo deve ser considerada. Conhecemos tal parte
como tor¢do. O formalismo de primeira ordem usa dois objetos distintos, ou seja,
a vierbein e”,(x) e a conexdo de spin w,(z), onde indices latinos se referem as
coordenadas do espaco tangente correspondente a um ponto do espaco-tempo M.
Nesta secdo seremos sucintos na apresentacio deste formalismo, onde daremos énfase

nas definicoes que empregaremos no decorrer desta tese, assim como a introducdo
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da linguagem de formas diferenciais como ferramenta matematica que adotamos em

diversos pontos do trabalho.

2.3.1 Vierbein

O isomorfismo entre a variedade M* e a colec3o de espacos tangentes {7, (M%)} pode
ser descrito por uma transformacdo de coordenadas entre o espaco T}, (M*) e o sistema

de coordenadas locais em uma vizinhanca aberta de z, a qual obtemos por

ox®
Oz

= e, (7), (2.28)

onde z# € M e z* € T,(M*). A colegdo e (x), onde a = {0,1,2, 3}, denominamos
vierbein, a qual define um referencial local ortonormal sobre M. Similarmente, existe

uma correspondéncia 1 pra 1 entre os tensores que pertencem a M* e T),(M*), tal que
FOan () = e (x) -+ - e (x) FHHN () (2.29)

Onde escrevemos FF1FN(g) e F* N () como as componentes dos tensores F em
M* e T,,(M*), respectivamente. No espaco T,.(M*), representamos o comprimento de
arco por

ds? = nydzdz® . (2.30)

Se preservarmos o comprimento de arco pelo mapeamento, isto ¢, ds? = ds?, entdo

obtemos o tensor métrico em funcdo da vierbein? eau,

gudxtdz” = nabdxadxb :nabe"udx“ebydx”

b

G = Na€”,€", (2.31)

Descrevemos, no espaco tangente, a acao do grupo de Lorentz sobre a vierbein como
a la __ 1a b

e, =€, =L%e, , (2.32)

tal que L% = L%(x) € SO(3,1) seja uma transformagdo local de Lorentz. Uma vez

que o espaco tangente é diferente em cada ponto do espaco-tempo, temos

Ned = LacLde/ab . (233)

2Por simplicidade e economia, usaremos €% = e%(z) e w% = w%(z), onde w? definiremos na
préxima subsecdo.
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A vierbein, sendo um isomorfismo, possui inversa, a qual podemos obter pela in-
variancia do comprimento de arco. Logo, a vierbein e sua inversa estabelecem entre

si vinculos, os quais sao

e’ ey = 0%, (2.34)
e’ e, = o, (2.35)

Quando admitimos que vierbein possui inversa e usamos a equa¢ao (2.31), obtemos
Nab = € €’y (2.36)
ou seja, uma relacdo inversa da métrica. Definimos o determinante da vierbein por
e =|det e*| . (2.37)

Ao usarmos (2.31), podemos estabelecer uma relagdo entre os determinantes da

métrica e da vierbein, i.e.,

lg| = |det g| = |det eau\z =e=1/|g| . (2.38)

As seguintes relagdes surgem dos resultados obtidos em (2.31), (2.32) e (2.38):

e Todas as propriedades do tensor métrico do espaco-tempo estdo armazenadas

na vierbein.

e Sob uma transformacdo de Lorentz, a vierbein se transforma de acordo com
(2.32). Aqui SO(3,1) é interpretado como um grupo de calibre de maneira que

o tensor métrico g, seja invariante de calibre.

e A diferenca entre as N2 componentes independentes da vierbein e as (N?+N) /2
componentes independentes da métrica ¢ justamente a quantidade (N2 — N)/2,

o ntimero de rotacdes em N dimensoes. Aqui, usaremos N = 4.

A vierbein e®,, sendo um vetor do espago tangente, podemos igualmente representar
pelo seu dual no espago cotangente T (M*), e* = e®,dx". Esta quantidade e® é uma
1-forma que substitui a métrica como campo fundamental no formalismo de primeira

ordem.
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2.3.2 Conexao de spin

Na Teoria da Relatividade Geral, quando realizamos um transporte paralelo de qualquer
vetor sobre a variedade, temos uma conex3o afim relacionada a tal deslocamento. Essa
conexao afim, conhecida também como conexdao de Levi-Civita, é simétrica em seus
indices e recebe o nome de simbolo de Christoffel. A auséncia de torcado, tal como foi
formulada a Relatividade Geral, é o que caracteriza a conexdo ser simétrica. Teorias
com torcdo, tal como a Teoria métrica-afim, ndo simplificam a conexdo e a parte
anissimétrica da conexao é considerada. Enquanto isso, no formalismo de primeira

ordem, quem esta relacionada ao transporte paralelo é a conexao de spin,
w = whydst (2.39)

a qual esta presente, também, no acoplamento minimo dos campos de matéria com a
geometria do espago-tempo. A conexao de spin nao depende da métrica e seus valores
sao tomados na dlgebra de Lorentz. Entendemos melhor a geometria da conexao de
spin quando escolhemos dois pontos, x e x + dx, onde existem os espacos cotangentes
T:(M*) e Tr ,,(M*), respectivamente, em uma variedade M*. Adicionalmente, te-
mos um campo vetorial 1)%(z) transportaremos paralelamente do ponto z ao x + dz.

Medimos tal efeito por

() = o (z) + Dy (x), (2.40)

tal que Dy (x) = dyp®(x) + w®(x)y°(x) é a derivada covariante exterior, a qual atua
sobre o campo. O papel da derivada covariante consiste em medir a mudanca no
tensor paralelamente deslocado. Desse modo, temos as propriedades afins do espaco
codificadas na 1-forma de conexdo. Se transformamos a derivada covariante, definida
em (2.40), perante o grupo de Lorentz, entdo a conexdo de spin (2.39) transformamos

como
w“bu — w’“bu = AacwcduAdb + A“cf)uAcb . (241)

Em cada espaco cotangente T (M*) definimos a agdo do grupo SO(3,1), pois as
matrizes de transformacdo A dependem de z. Portanto, necessariamente, introduzimos
um tipo de conexdao que compense o fato do grupo agir independentemente em cada
ponto da variedade, assim como em uma teoria de calibre. Para uma determinada
variedade existe uma (inica conexao correspondente ao sistema de coordenadas. Para

todos os efeitos, o formalismo de primeira ordem é, realmente, uma teoria de calibre.

Do mesmo modo que associamos a vierbein ¢* com g,,, mediante (2.31), associamos
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a conexdo spin w® com a conexao afim I'*,. Obtemos tal relagdo quando a condi¢do
de compatibilidade D,g,, = 0 é satisfeita. Para tal, definimos a derivada covari-
ante completa, ou seja, a derivada que carrega indices do espagco-tempo e do espago

tangente, e impomos [)aez = (. Claramente temos

Doel = Daely + wyeh —T7 el | (2.42)
pela qual obtemos
e, =e;oue, + w“#beg‘eg . (2.43)

Podemos mostrar que a equagdo (2.43) pode ser escrita como o simbolo de Chris-
toffel mais um termo associado a tor¢do. Isso nos mostra o quanto a tor¢cao surge

naturalmente no formalismo de primeira ordem.

2.3.3 Estrutura do formalismo de primeira ordem

A métrica de Minkowski, 7, e o pseudo-tensor de Levi-Civita, €44, S30 tensores
invariantes perante o grupo de rotagdes SO(1,3). Logo, quando submetemos tais
tensores a acao do grupo de Lorentz, vemos todos eles permanecerem constantes em
toda a variedade M*. Portanto, dn,, = 0 e de,, ... oy = 0. Analogamente, Dn,;, = 0

e Deg, ... o = 0. Diante de tal implicagao, temos

(& C
NacWp = —TheW g
€ W e w2 4t W =0 (2.44)
b1,a2,,an% a; a,b2,,an% ay ay,az, bW any T : :

Empregamos a vierbein e® e a conexao de spin w; para descrever, direta ou indireta-
mente, todas as propriedade geométricas de M*. Vemos, ent3do, que a vierbein ocupa
um papel andlogo aquele ocupado pelo classico tensor métrico da Teoria da Relati-
vidade Geral. Do mesmo modo, relacionamos a conexdo de spin, juntamente com a

vierbein, com a conexao afim do espaco-tempo.

Tomemos, por exemplo, sem que ocorra perda de generalidade, um campo descrito por
uma 0-forma )® , e uma derivada covariante D atuando sobre ele, Dy® = di)®+w? 1)’

Em seguida, impomos que D atue novamente, ou seja,

D*p® = D(dy® +wyy’) = R%”, (2.45)
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onde utilizamos a nilpoténcia da derivada exterior d. Sobre (2.45), observamos que
Rab — dwab _|'_ wacwcb, (246)
o qual definimos como 2-forma de curvatura R%,. Por outro modo,
1
R = ERadeIdeV- (2.47)

Podemos ver que a curvatura esta relacionada ao tensor de Riemann como

1
R%, = 5e“oéeﬁbRaﬁwdav“dx” . (2.48)

Logo depois, atuamos com o operador derivada covariante na vierbein e o resultado

que obtemos é a 2-forma de torc3o i.e.,
T = De = de® + w™ye’ (2.49)

a qual, nada mais é do que o acoplamento minimo de e®. Sabemos que tor¢do T,
no formalismo da métrica, dependende das conexdes afins, e isto estd de acordo com
a 2-forma (2.49), onde a derivada covariante da vierbein e* conduz a uma clara de-

pendéncia com a conexao de spin w%,
a 1 aro w ..V
T = §€aT dtdz”, (2.50)

onde 77, , =17, — I

v vy

Mostraremos a seguir uma sequéncia de atuacOes da derivada covariante que resulta

em relagdes de hierarquia.

De* = T¢ (2.51)
DT* = R%e, (2.52)
DR = 0. (2.53)

Notamos que a relagdo entre a curvatura e a derivada covariante, mostrada em (2.53),
é, simplesmente, a conhecida identidade de Bianchi. Nenhuma das identidades, (2.52)
ou (2.53), representam um conjunto de equagdes que possam resultar em informagdes
fisicas obtidas a partir delas. Como consequéncia dessas identidades, ao tomarmos

derivadas covariantes sucessivas, nao havera o aparecimento de novos tensores com



Capitulo 2. Teorias de Yang-Mills e teorias de gravidade 20

possiveis propriedades geométricas. Ressaltamos que, neste formalismo, quando com-
paramos com a teoria de calibre, a conexao de spin se comporta como a conexao de
calibre, enquanto a vierbein desempenha o papel de campo de matéria. Do mesmo
modo, relacionamos a 2-forma de curvatura com o tensor intensidade de campo, en-

quanto temos a torcao como um acoplamento minimo da vierbein.

2.3.4 Teorias generalizadas de gravidade no formalismo de pri-

meira ordem

No formalismo de primeira ordem, usamos €%, w?,, R%, T e os tensores invariantes
de calibre, 74, € €upeq, cOMoO 0s elementos principais na constru¢do de uma teoria
de gravidade. Entretanto, n3o ha tanta liberdade para construirmos lagrangianas
fisicamente consistentes neste formalismo [21]. A seguir, sob a restricdo de possuir
apenas derivadas de primeira ordem, apresentaremos duas teorias que generalizam
a acao de Einstein-Hilbert, as quais s3o conhecidas como acdo de Lovelock e de

Mardones-Zanelli.

2.3.4.1 O teorema de Lovelock

Em 1971, D. Lovelock formulou uma teoria de gravidade, a qual consistia em descrever
a interagdo gravitacional como uma extens3o da Teoria da Relatividade Geral proposta
por Einstein [65]. A formulacdo de Lovelock considerava a adicdo de todos os termos
possiveis a acao de Einstein-Hilbert, desde que, tais termos extras fossem locais e
nao carregassem derivadas maiores que 1. Além dessas condicdes, a torcao nula era
outro ponto necessario na elaboracdo da acdo de Lovelock. Uma vez que o quesito
torcao nula fosse atendido, assim como apenas derivadas primeiras, podemos notar o

aparecimento de derivadas segundas da vierbein na 2-forma de tor¢ao.

A acdo geral proposta por Lovelock em D dimensdes pode ser escrita como

D
SLovelock = /Zak‘CkD ) (254)
k=0

onde a; sdo constantes arbitrarias e

L) = €qyagmay BT -+ - ROZE-102k 02041 L 0D (2.55)
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Para qualquer dimensao do espaco-tempo, as equagcdes de campo deduzidas a partir
da variagdo da agdo (2.54) serdo equagdes diferenciais de segunda ordem relativas a

métrica.

Para exemplificarmos, em D = 2 temos

1 a al
Sp, = e /eab (aoe e’ + a1 R b) , (2.56)

a qual é a acdo usual de Einstein-Hilbert com constante cosmolégica em duas di-
mensbes. Sabemos que é uma acdo topoldgica e, portanto, verificamos que a mesma

nao resulta em qualquer equagao de campo.

Como um segundo exemplo, para D = 4 obtemos

1
Sr =
L= 390G

/eabcd (aoe“ebeced + a; R%®ece? + agR“bRCd) , (2.57)

Diretamente observamos em (2.57), o primeiro termo relacionado a constante cos-
moldgica, enquanto o segundo é o termo de Einstein-Hilbert. O dltimo termo (2.57)
€ um extra que, por estarmos em quatro dimensoes, tem papel topoldgico e, conse-
quentemente, nao contribui com qualquer termo nas equac¢des de campo oriundas da
variagdo de (2.57). Tal parte da agdo é denominado termo de Gauss-Bonnet. Este

termo pode ter relevancia quéntica e sua importancia foi estudada em [66, 67].

2.3.4.2 A teoria de Mardones-Zanelli

Em 1991, J. Zanelli e A. Mardones propuseram uma generaliza¢io da agao de Lovelock
(2.54) descartando a condi¢do de tor¢do nula. Para o caso D-dimensional, ndo existe
uma acgao genérica. Nesta nova formulagdo, ha termos de Chern-Simons, além das
séries que envolvem torcdo. A seguir, alguns exemplos para nos ajudar a esclarecer

essa nova teoria.

Em duas dimensdes, ndao ha qualquer modificacao na acdo que envolva a lagrangiana

(2.56). Entretanto, em trés dimensGes, temos

1

Mz = 5o

2
{sabc (aoe“ebec + alR“bec) + 01T, + by (w“bdwba + gwabwbcwca
(2.58)
Conforme vimos antes, o primeiro é o termo de constante cosmoldgica, o segundo é o

termo de Einstein-Hilbert, o terceiro é o termo que envolve a 3-forma de Chern-Simons
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para a vierbein, enquanto o ultimo é o termo topoldgico que consiste na 3-forma de
Chern-Simons para a conexdo. Sob certas circunstancias, o tltimo termos é equivalente

aos dois primeiros termos da a¢do (2.58) [68].

Para o caso 4-dimensional, temos

1
Svz, = 50 / [&tabcd (aoe“ebeced + a; R%eced + agR“bRCd) +bR™R,,

+  boRuee” + bsT°T,] . (2.59)

Os primeiros trés termos coincidem com a a¢do de Lovelock. O quarto termo é termo
topoldgico de Pontryagin e esta relacionado ao termo de Chern-Simons para a conexao

como
2
R®R,, =d (w“bdwba + gwabwbcwca) : (2.60)

Os dltimos dois termos s3o termos de superficie. Além do mais, para by = —bs3, os
tltimos dois termos se tornam, respectivamente, no termo topoldgico de Nieh-Yang,

o qual estd relacionado ao termo de Chern-Simons relativo a vierbein [69],

Rape®e® — T°T, = d(T%,) . (2.61)



Capitulo 3

Gravidade induzida para o grupo

SO(m,n): uma revisao

Neste capitulo brevemente descreveremos a teoria de gravidade induzida, a qual foi
construida em [70]. Apresentaremos os detalhes da constru¢do dando énfase nos

aspectos quanticos e matematicos que permitem tal inducdo.

3.1 Teoria de Yang-Mills para os grupos de de Sitter

Sejamos mais especificos a partir deste ponto. Isto significa que atribuiremos indices
referentes ao grupo SO(m,n), isto é, faremos A = AB. Dessa forma, a a¢do de

Yang-Mills (2.15) pode ser representada como

1

Sym = §/FAB * FBA ) (3-1)

onde F45 é a 2-forma de intensidade de campo, tal que FF = dY + kYY, d é a
derivada exterior, k é o parametro de acoplamento e Y é a conexao de calibre, i.e., 0
campo fundamental na representacdo adjunta. O operador Hodge no espaco euclidiano
é denotado por x. A ac3o (3.1) é invariante sob transformacdes do grupo de calibre
SO(m,n), Y — U (k'd+Y)U, com U € SO(m,n). A forma infinitesimal

desta transformacdo de calibre é

Yr—Y +Va, (3.2)

23
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ond V = d+ kY ¢é a derivada covariante para a conexao Y, enquanto « é o parametro

infinitesimal.

Antes de prosseguirmos, detalharemos brevemente a estrutura do grupo SO(m,n).

3.1.1 Estrutura do grupo SO(m,n)

O SO(m,n) restrito am € {0,1,2} e m+n =5 é o grupo de calibre que represen-
tara as simetrias internas da acao de Yang-Mills pura que usaremos como ponto de
partida. Ao mesmo tempo, representaremos o espaco-tempo como uma variedade di-
ferenciavel euclidiana 4-dimensional, a qual denotaremos por R*. Usaremos a seguinte

classificacdo:

e Quando m=0, temos o grupo ortogonal SO(5).
e Quando m=1, temos o grupo de de Sitter SO(1,4).

e Quando m=2, temos o grupo de anti-de Sitter SO(2, 3).

Para simplificarmos a chamada de tais grupos durante o restante do texto, referiremo-
nos ao SO(m,n) como grupo de Sitter. Quando for necessario, faremos a devida

distincdo entre eles.

O grupo SO(m, n) define um espago plano 5-dimensional, R, cuja métrica de Killing
escrevemos como 78 = diag (e,¢,1,1,1), tal que € = (—1) @' e ¢ = (—1) ™+,

Neste ponto, ndo ha qualquer relacio entre este espaco e o espaco-tempo R*.

A algebra do grupo SO(m,n) é representada pela relagdo

[JAB, JCDj| _ _% {('I’/ACJBD +T]BDJAC) . ('I’/ADJBC +77BCJAD)} ’ (33)

JAB _ _ JBA JAB

com , onde representa os 10 geradores anti-hermitianos e antis-

simétricos do grupo. {A, B, C, D} s3o rotuladas por {5,0,1,2,3}.
De acordo com [55], podemos decompor um grupo segundo um produto direto de dois
outros grupos. Consideremos, necessariamente, as seguintes defini¢Ges:

Definicdo 3.1. Seja um grupo G e um subgrupo H. Um espaco coset C' é definido

como C' = G/H e G = H x C. Seja h e c, respectivamente, as algebras de H
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e C, enquanto h = {h,0}. A &lgebra se decompde como [h,h] C h, [c,c] C h e
[e,h] Ccd h. Assim, o subgrupo H é um subgrupo de estabilidade.

Definicdo 3.2. cosets sao classificados como:
1. Se [e,c¢] € 0, entdo o espago C' também é um subgrupo de G, nesse caso,
abeliano.

2. Se [e,h] C ¢, entdo C' é um espaco simétrico ou invariante.

Enfim, decompomos SO(m,n) conforme
SO(m,n) = SO(r,s) x S (4), (3.4)

comr = (1—¢€)/2, s =4—1reS(4) sendo um coset simétrico com 4 graus de
liberdade,
S(4) =S0O(m,n)/SO(r,s) . (3.5)

A projecao na quinta coordenada do grupo original nos permite decompor a algebra
(3.1.1) como

1
[Jab’ ch] _ -3 {(naCde + nde@C) _ (nadec + anJad)} , (3.6)
[Je, "] = —%J‘Lb, (3.7)
[Jab’ JC] _ % (naCJb _ anJa) ’ (38)

onde (a, b, ¢, d) rotulamos com {0, 1,2, 3}e J* = J5*. Enquanto, n® = diag (¢,1,1,1).

Podemos representar a 1-forma de conexdo Y usando a algebra decomposta, i.e.,
Y =Y4JB =A%J+6"J, , (3.9)

tal que A% e 0 sejam os campos de calibre para cada setor da dlgebra. A equagdo
(7.14) mostra como uma transformagdo de calibre afeta Y. Com U ~ 1+ k( €
SO (m,n), temos

Y=Y+ ([d+rY)C. (3.10)
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O pardmetro de calibre segue a decomposicio, ou seja, ¢ = a%,J.% + £%J,, tal que as

transformacoes de calibre para cada setor sejam

A% = A%+ Dot — % (0°€, — 0,67 , (3.11)
0" — 0"+ DE* + ra®0P. (3.12)

Agora D = d + kA é a derivada covariante em relagdo ao setor SO (r, s).
Decompomos a 2-forma de intensidade de campo como

F = FABJAB — ab‘]ab + F5aJa

_ (Q“b - %eaeb) TP+ K, (3.13)

onde Q% = dA% + kA, A% e K® = df* + kA% 6°. Finalmente, escrevemos a acdo de

Yang-Mills em sua forma decomposta, i.e.,

Sym = %/(FAB*FAB):%/(Fab*Fab"'ZFa*Fa)
1 “ 1 .. €K g K
= 5/{Qb*9ab+§[( *Ka—?Qb*(GQQb)—i—E@ eb*(eaeb)@m)

3.2 A contracao de Inoni-Wigner

O mecanismo conhecido como contragdo de Inonii-Wigner [51] é empregado sob o

seguinte teorema.

Teorema 1. Seja um grupo de Lie GG tal que exista um subgrupo n3o-trivial H, cuja
algebra permaneca fixa sob contracdo, enquanto o grupo contraido GG’ tenha um sub-
grupo abeliano invariante! S sobre o qual H = G’/S. Reciprocamente, a condigdo
necessdria para que um grupo GG’ seja determinado por contrac3o, a partir de um outro
grupo, é a existéncia, em G’, de um subgrupo abeliano invariante S e um subgrupo

H tal que GG seja o produto semi-direto de H e S.

De acordo com [51], simplesmente para ilustrarmos o alcance deste teorema, temos a
mecanica newtoniana como o limite da mecanica einsteiniana sob a condicdo ¢ — 0,

ou seja, o grupo de Lorentz é reduzido ao grupo de Galileu.

1Quando é dito que S ¢é invariante, significa que [s, h] € s, o que implica que H é um subgrupo
de estabilidade.
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O Teorema 1 garante que certa dlgebra possa ser transformada em outra via um
processo de contracao, no qual, um certo grupo é reduzido a outro, o qual é ligado ao

primeiro por um certo parametro.

Vamos a um exemplo do nosso interesse, ou seja, tomemos o grupo de anti-de Sitter
S0O(2,3), devidamente projetado na quinta coordenada, conforme (3.6), (3.7) e (3.8),

nas quais aplicamos a transformacado
J* = (P, (3.15)

tal que o parametro de contracdo ¢ seja associado ao raio do universo de de Sitter
relacionado a curvatura desse espago como R 5. Uma vez que (3.7) e (3.8) sdo as

inicas a serem alteradas pela introducdo do parametro ¢, temos

1 €

[P, P’ = =3 [J%, "] = _2_722Jab’ (3.16)
1 Jb Je 1
[, Pe] = (nacﬁ - n”‘%) =5 (P =P . (317)

Tomamos o limite ¢ — oo e obtemos a algebra do grupo de Poincaré, i.e,

1
[Jab’ ch} = —3 {(naCde + ndeac) _ (Uadjbc + anJad)} 7 (3.18)
[Pa7 Pb:| — 07 (319)
[Jab’ Pc] _ % (naCPb _ anPa> ) (3.20)

Portanto, mostramos, via um parametro ligado ao grupo original, que o grupo de de
Sitter SO(2, 3) pode ser reduzido ao grupo de Poincaré 1.50(1, 3).

Esse mecanismo de contracdo serd crucialmente empregado na deformacao da teoria
de calibre original em uma teoria de gravidade. O teorema de Inonu-Wigner nos
permitird aplicar um mecanismo de contracao que desempenhard um papel importante

no processo de inducdo da teoria de gravidade que construimos.
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3.3 Redefinicao, contracao e quebra dinamica de si-

metria

Assumimos, independente do mecanismo fisico de geracdo de massa [64, 71|, um

parametro de massa y para que possamos redefinir os campos de calibre como

Ao g (3.21)
K

6 - g, (3.22)
KR

Portanto, sob tal redefinicao, o campo de calibre 8%, que outrora tinha componentes
0%, com dimensdo 1, agora possuem dimensdo 0. Agora, escrevemos a acdo (3.14) na

forma

1 o o 2 . 2 4
= — {Q”‘b # Q)+ 2 K Ky = -0+ (0a6) + %696% . (eaeb)} .

22
(3.23)
Usando Q% = dA% + A% A, e K% = df* + A%0°, obtemos a agdo modificada com a
introducdo dos parametros de acoplamento x e de massa . Ressaltamos que, agora, o
pardmetro de acoplamento k pode ser retirado do integrando da agdo (3.23) e, enfim,

a acao modificada pode ser interpretada como uma ac¢ao de gravidade.

Devido a introducdao de um parametro de massa, reparametrizamos os geradores do
grupo SO (m,n). Através do pardmetro de massa, devidamente identificado com
o raio da variedade R, temos liberdade para realizar uma proje¢do estereografica
[72, 73]. Assim, obtemos
a K 5a € — —=b 2 pa
J'=—P'+ —— (22,2’ P, + 0" P") , 3.24
Cpe s L2 (AR o) (320

onde 7% representam as coordenadas estereograficas do espaco Rgm!fl)’". Logo, a
partir de (3.21) e (3.22), encontramos

2 2
Yo 7Y pa a T pa [ €= = pb €o
00— —0=-0"J,=—-0"P, + =0 | =2, 0, P°+ —PF, | . 3.25
~k K +/i2 (896% +16 ) (3:25)
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Portanto, apds tal projecdo, obtemos uma nova forma da algebra de de Sitter, i.e.,

1
[Jab’ ch} — _5 {(,',]aCde + 77bd(]ow) o (nadjbc + anJad)} 7 (326)
ey?
(7% "] = —@J“b, (3.27)
[Jab’ Jc] —_ % (naCJb o anJa) ) (328)

Exploremos agora, a liberdade assintética do modelo [49, 50], a qual significa que em

baixas energias ocorre o aumento do parametro x, possibilitando que, nesse limite,
2

~

— — 0, para algumas escalas ndo-perturbativas. Sob tal condi¢do a dlgebra de de

K
Sitter (3.26), (3.27) e (3.28) é contraida para a de Poincaré, isto é,

b e w b
[0 = =5 5" — [P*.P'] =0. (3.29)

Notamos claramente como o gerador projetado se reduz ao gerador de translacdoes em
(r,5)
RS Y

J* — —ky 1P (3.30)
o — —0°P, . (3.31)

Dessa forma, a simetria de calibre é dinamicamente deformada ao grupo de Poincaré,
SO(m,n) — ISO(r,s), para alguns valores do regime de acoplamento forte. Si-
multaneamente, a contracdo de Inonu-Wigner induz uma quebra de simetria da acdo
(3.14), esta invariante sob SO(m,n), mas ndo sob ISO(r,s), pois ISO(r,s) €
SO(m,n). Entretanto, 1SO(r,s) D SO(r,s) C SO(m,n), isto é, SO(r,s) é sub-
grupo de ambos. Adicionalmente, SO(r,s) é um subgrupo estdvel. Consequen-
temente, a contragdo de Inonu-Wigner implica diretamente na quebra de simetria
SO(m,n) — SO(r,s).

Portanto, as transformacdes (3.11) e (3.12) se reduzem a

A% — A%+ Da%, (3.32)
0" — 6 — a0, (3.33)

o que decorre da redefinicdo assumida em (3.21) e (3.22). Quando comparamos

(3.32) e (3.33) com (3.11) e (3.12), observamos a retirada do setor da algebra que
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corresponde a quinta coordenada, reduzindo assim a dimensdo do espaco interno R
5-dimensional para 4-dimensional. A partir deste ponto, os campos A% se comportam
como campos de calibre, enquanto os campos 6 ficam associados a campos de matéria.

Sempre nos referindo ao grupo de estabilidade SO(r, s).

3.4 Gravidade induzida

Realizaremos o mapeamento da a¢do (3.23) apresentada na Secdo 3.1 para o grupo
SO(r, s), a qual terd cada configuragcdo (A, #) mapeada em uma geometria efetiva
(w,e). O mapeamento que estamos implementando ¢ biunivoco, tal que, cada ponto
x € R* seja relacionado a outro ponto X € M*. O mapeamento necessariamente deve
ser um isomorfismo para garantir a preservacdo da estrutura algébrica definida em R*,

Primeiro, mapeamos cada campo de calibre em um respectivo ente geométrico, i.¢.,

wab - 5aa5bb ab, (334)
= 6 ge (3.35)
com os indices a,b, ... referentes ao espago T% (M). Agora, expandimos (3.34) e

(3.35) em componentes, as quais tomam a forma

W, (X)dX" = 0°%0% A%, (v)da", (3.36)
e’ (X)dX" = 6°0° (z)dz", (3.37)

Analogamente, mapeamos os Hodges duais em R* em seus respectivos Hodges duais

em M*. Logo,

*W% = 080 x A%, (3.38)
*xe® = 0% x6%. (3.39)

Similarmente, em componentes, obtemos

W (X)) V GepapdXdXPAXT = 5% 0% A (2)\/€pap dx®da’dz”, (3.40)
e (X) V/ G€uapydX“dXPAXT = 6% 0% (2)\/gepapydada’da” . (3.41)
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Em seguida, mapeamos e identificamos cada termo da agdo (3.23) conforme a estru-

tura geométrica:

Q%+ Q) = (dA% + A% A%) x (dAL + ASAL)

= (dw® + wacwch)l*\(dwab + wu‘wcb)l : (3.42)
R, Rt

com R% sendo a 2-forma de curvatura em M*. Similarmente,

K «xK, = D6%x D0,

_ a
= De® x De, , (3.43)
Te T,
com T° sendo a 2-forma de torcdo em M*.
Os outros dois termos sdo
Q% (0,0°) = (A% + A" A%) * (0,6°) = R * (eq€”) (3.44)
(0°0y) * (0,60") = (e%€p) * (eqe”) (3.45)
e o termo comum as duas equagdes acima serd
a_b 1 abcd
* (ee’) = € e - (3.46)

Portanto, quando consideramos os novos termos mapeados, (3.42), (3.43), (3.44) e

(3.45), conjuntamente com (3.46), deduzimos que a a¢do (3.23) se torna

,Y2

T aR?

2 € 2
{WR“[, * R+ T % T, — éeabcaRabecea + Z—Geabcaeaebeceb} . (3.47)

Antes do dltimo e crucial passo para identificarmos esta a¢do (3.47) com uma agdo
gravitacional 4-dimensional, precisamos associar os parametros x e 7 com a constante
gravitacional de Newton, G, e a constante cosmoldgica A2, i.e.,

V2 1 , AN

S=a ¢ T =3 (3.48)
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Finalmente, encontramos a construcao final de uma ag¢do de gravidade, ou seja,

S_ 1 3 Ra Rb Ta T € Rabca A2 a b _c 0
= e A2 p X I, + *Ag— égabca ee + —125ame eee
(3.49)

3.4.1 Equacoes de campo

No intuito de explorarmos os limites desta teoria de gravidade, precisamos determinar
as equagdes de campo. Antes de atacarmos a agdo (3.49), vamos explicitar o modo
mais geral possivel de variar uma agdo sob o formalimo que estamos empregando nesta
tese. De acordo com [74] podemos variar a agdo usando formas diferenciais. Logo, a

variacdo da ac3o relativa a p-forma ®’ pode ser escrita como

55:/}\/{{55:/1%;5@4%—(—1)% (a(zgi)>}+/Md(;WAE)(%Z.))
(3.50)

onde £ = L(®) e d é a derivada exterior. Considerando o (ltimo termo de (3.50)

nulo na fronteira e usando o principio de Hamilton, i.e., 6S = 0, temos as equacdes

de Euler-Lagrange na linguagem de formas diferenciais,

oL oo 0L\
% (apa(25) <o, s

Agora, podemos aplicar o mesmo desenvolvimento que apresentamos acima para en-
contrar (3.50) e as equagdes de campo serdo obtidas considerando as variagdes da

agdo (3.49) em relagdo a vierbein e e a conexdo de spin w%, ambas 1-formas.

Detalhemos estes célculos, tal como segue. Primeiro, reescrevemos (3.52) de forma

simplificada, i.e.,

1 3 € A?
Sg,.,w = 167TG/ (21\2 Lr2+ L2 — §£Re2 + E£e4> , (352)

onde Lz = Ry * R®, L2 = T+ Ty, Lre2 = capaaRe€® € Lo = qpere’e’ee’.
Segundo, tomemos as derivadas parciais em relacdo aos campos e em relacao as suas

derivadas exteriores, tais como aparecem em (3.51).
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Antes, devemos ter uma certa cautela porque o Hodge dual carrega informacdes rela-

cionadas a vierbein. Isto implica que o termo Lz2 precisa ser explicitado, ou seja,

Lr: = Rg * R
= R LRov dutda® ) = Ry | 2R (2o dooda?
= ab*§/wxx = R | SR { 5 apdr"dr
1 a
= ZRabR gfgafghegeh ) (3.53)
onde usamos e* = €° dzt & dat = ef'e”.
0L 2 1 1
8613 = ZLRab [Rabofffafgh ((cheh — Ggé?)] = Ra[, (éEnghRabafeh) =
= Ry * (R™€°) . (3.54)
Como 0Lg2/0(de) = 0, entdo temos
(0Lg2), = 0€ Rap + (R%€) . (3.55)

Prosseguimos com o termo quadratico da tor¢do. Primeiro, temos

OLp2 0
8eTc = —w%° x Ty + T“@ * T,

1
= W' xTy+ ZTabagbdef (6ecef — eeéfc)

1
= wac * Ta + §Tabbéb°cfef

(Taec)
=*(Tqe.
= W' x T+ T % (The,) - (3.56)
Segundo,
oL
— T 357
B(des) (357)
Logo,

(0Ly2), = o¢f ageTf—(—l)pld(aﬁW)}

= §e [D* T+ T+ (Theo)] (3.58)
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onde DxT.=dxT. + w*.T,. Diretamente, temos o termo de Einstein-Hilbert,

OL pe2
Oe*

= Eabngab (5Dc€f — eaéfc)
= 2RV, (3.59)

e uma vez que OLg.2/0(def) = 0, obtemos, a partir de (3.51),
(0LRe2), = def (2€meRahe°) . (3.60)

De maneira tao direta quanto ao termo anterior, obtemos o termo da constante cos-
moldgica,
(0Lea), = € (45cabae“ebe°) ) (3.61)

Apéds obtermos todas as variagdes parciais, (3.55), (3.58), (3.60) e (3.61), podemos

substituir na variagdo completa da aco (3.52) relativamente a €, i.e.,

(0Syrm). = — / 3 G+ (0Lp), — & (0Lpe). + 5 (5L)
gravie = 6rG | \2A2 e e ™ g \OHRet)e T g \Oete

1
= TG /56‘ [%Rab * (R“bec) + D * T, + T x (T4ef)

€ ab 0 A2 a b o
-3 (2ecapa RY€%) + E (camoe’e’e®) | (3.62)

e, com 0SGrqew = 0, finalmente determinarmos a primeira equacdo de campo,

2

3 A
WRb‘*(Rbcea) ~+ Eabed (—ERE"ea + ?6[’6‘@) +T % (Tye") + D+ T, =0 . (3.63)
Temos uma equacdo de campo bastante diferente daquela obtida por Einstein, pois
além do termo entre parénteses em (3.63), o qual caracteriza as equagdes de Einstein
com constante cosmoldgica, temos termos extras como o quadrado da curvatura, o

quadrado da torcao e uma derivada covariante da torcao.

A partir de agora, faremos as variacdes em relacdo a conexao de spin. Primeiro, deter-
minamos as derivadas parciais do termo de curvatura quadratica para que possamos

escrever sua variagao.

= L R™s Ry + RV (xR,
awca &,uca * b + awca <* b)

= 2 (5ac5fDWfb — w“féfcéha) * Rab
= 2 (wab * Rep — w % Raa) , (3.64)
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onde salientamos que o fator 2 é devido ao operador Hodge n3o depender de w*,

diferentemente do que aconteceu em relacdo a vierbein. Em seguida, obtemos

OLp>
0 (dw‘a)

= 266" x Ry = 2% Ry . (3.65)
Logo,
(0Lp2), = 0w® [2 (d* R + wy" * Ry + we* * Rp)| = 6w® (2D x Ryy) . (3.66)

Para o termo de tor¢ao quadratica, temos somente

L2 0
= T % T, +T*
8&1‘3 awca * e + 8(,0%

= 20°8%€e x T, = 2e° x T, (3.67)

(xTy)

uma vez que 0L72/0 (dw§) = 0. Portanto, encontramos, apés o devido cuidado com

antissimetrizacao dos indices,
(6Lp2), = ow® (e x Ty — ey x Tt) . (3.68)

Como ndo teremos que nos precupar com o termo de constante cosmoldgica, pois este
nao depende da conexado de spin, determinamos a variagdo do dltimo termo, ou seja,

o termo de Einstein-Hilbert, cuidando primeiramente das derivadas parciais, tal como

segue:
OL pe2 . .
&ﬁg = (5 céfawfb —w féfcéba) * 2 (eqep)
= 2 [wab * (ecep) + w" * (eaea)} ) (3.69)
OL e .
a(d—jca) = 0°0% [2 % (eqea)] = 2% (eces) (3.70)

logo, obtemos

(0LRe2), = 6w {2[d* (ecer) + wy’ * (ecep) + we * (eaes)] }
= 0w?[2D * (ecep)]
= 6w®D (acdabe“eb
= w® (capDe’e’)
).

= 0w (2ecu e’ (3.71)
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Portanto, utilizamos (3.66), (3.68) e (3.71) e determinamos a variagdo completa da

acdo em relacido a w?, i.e.,

1 3 €
(5‘99"“(“’)w - 167G / (2A2 (5£R2)w + (5£T2)w - 5 <5£R62)w)

1 3
= /5w‘° {_ (2D * Repy) +ecxTy — ey % T — % (25CdabTa@h>] 7

167G 2A2
(3.72)
tal que, com (0.S¢rqv),, = 0, encontramos a segunda equagdo de campo,
3 c 0
PD * Ry +ep % Ty — eq Ty — €cqpenl“e® =0 . (3.73)

Agora, uma vez que as equacgdes de campo foram determinadas, podemos obter uma
solugdo simples para o sistema composto por (3.63) e (3.73) ao considerar tor¢do nula.
Isso nos leva a R® = A?/3 (1 4 i) %", a qual, embora incomum, é matematicamente

consistente.

Quando consideramos todas as contribuicGes de vacuo oriundas de todas as outras
interacdes, modificamos a ac3o gravitacional de modo a incluir a constante cosmoldgica

observacional, tal como descreveremos em seguida.

SGrav - Sgrav + Svac
1 3 € A? 1 AEQFT
= 167TG/(2A2£R2+£T2 _§£R62+E£64) + 167TG/ 12 L4

1 1
= / 5 L2+ L2 — EﬁRez + — (A2 + AéFT) Lo | +
2 12— < 2

167G 2A2
—A2

1 3 € A2
SGrcw — 167G / (QAQLRQ + ETQ — §LR€2 + E£e4> s (374)

onde L2 = Ry * R®, L2 =T+ Ty, Lpe2 = capaR€5€® € L1 = egppe’eete’.

Logo, encontramos uma outra solucao quando consideramos distintamente a constante
cosmoldgica observacional, a qual representamos por A2, e a constante cosmoldgica

renormalizada da teoria, A%. Esta modificacdo se reflete consistentemente na equacio
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de campo relacionada a vierbein, isto é,
3 be be 0 ‘7\2 b _c 0 b a
WR * (Rpc€q) + Eaper | —€R™€° + Jeee +T° % (Tye*)+ D*T, =0, (3.75)
Com T = 0, simplicamos ainda mais para
- in‘ * (Rpceq) + € R — Eebe°eD =0 (3.76)
2A2 bcCa abcd 3 : .

3.4.2 Aspectos formais do mapeamento

O mapeamento que realizamos é um isomorfismo entre o R* e M*, tal que cada ponto

x € R* é mapeado em um ponto X € M*. Consequentemente, uma configuracio

(A, 0) foi identificada com uma geometria (w, €). Quando associamos ) com a vierbein

e, implica que, em cada ponto X € M*, o espaco cotangente T'x (M*) adquire uma

isometria local caracterizada pelo grupo de calibre SO(r,s). Podemos ilustrar este

processo com a Figura 3.1.

Figura 3.1 Cada x € R* é mapeado em um X € M*. Cada configuracio (A, 6)

é mapeada com uma geometria (w,e), tal que A > w e 6 — e.

Similarmente, mapeamos a 1-forma de campo de calibre A% na 1-forma de conexao

de spin wf. Necessariamente e suficientemente, o isomorfismo garante que tenhamos

que cada configuracdo (A, 0) defina unicamente a geometria (w,e). Mostraremos a
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seguir, como mapeamos o espaco das p-formas EP em R? no espaco das p-formas EP
em M*. E, analogamente, para os respectivos espacos duais, ou seja,
EF — [P,
«EP — «EP . (3.77)

Assumimos uma métrica original geral g,,,, a qual estaremos livre para fixa-la a alguma
métrica conhecida. Isto é o que denominamos liberdade de escolha da métrica original,
a qual pode ser euclidiana ou lorentziana. Denotaremos a métrica efetiva por g, . E
necessario que g = |detg,,| # 0 e § = |detg,,| # 0. Aplicamos o mapeamento

(3.77) a uma p-forma qualquer,
Fur oy (@)da . datr = f, o (X)dX™M . dXM (3.78)

onde z € R? e X € M. A partir de (3.78), computamos

Faro(@) =L, L, for (X)) (3.79)

onde L”# = %ﬁ. Para os respectivos Hodge duais, temos

\/ge,ul~~-,upl/p+1...1/df#1mup (x)d«ryp+1 e d.’]}yd —
= VB P (X)AX T AX (3.80)

e, a partir deste, obtemos

~\ 1/2 d—p
frbn = (%) (g) frat (3.81)

com L = L . Substituindo (3.79) e (3.81) nos permite escrever

g 1/2 L d_p ~V1Q1 ~VUpQ 3
f,ul...,up = E E g Gaqpr -+ -9 P pgap,upfmml/p . (382)

Agora, manipulando (3.82) e (3.79), deduzimos que

~\ 1/2p (d—p)/p
g L .
LY == — " Jops 3.83

! (9) (d) g G (3.83)
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onde p > 0. Entretanto, para garantirmos a validade de (3.83), necessariamente temos

o vinculo envolvendo o traco, ou seja,

GNORS

v d ~VQ
L no Z 9 YGap - (385)

E, portanto, usando (3.84) e (3.85), obtemos

1/2d
()™
g

L = d'*§"g.)"*, (3.86)

o qual implica em

respectivamente. Usando as relacdes (3.86), determinamos um outro vinculo, i.e.,

1/2d
(7" gyu) "/ = d'? (%) : (3.87)

Finalmente, deduzimos a equacdo final para a matriz de mapeamento,

v g %~z/a
L w = (E) 9 Gap - (388)

onde L”M = %fu . Portanto, obtemos a inversa de L”M,

(L")~ = (%)ég”aéaﬂ : (3.89)

A unicidade é um ponto crucial neste modelo de mapeamento, caracterizando, desse
modo, a sua nao-degenerescéncia. Assim, quando obtemos a inversa de L”H, ga-
rantimos que o mapeamento é ndo-degenerado. Calculamos a métrica efetiva pelas
equacoes de campo, entretanto, a métrica original é arbitrariamente escolhida. Por

causa do espaco euclidiano original, temos

LY, =(3)® §"%6ap - (3.90)

Para sabermos quais simetrias estdo em voga, devemos saber o valor de m. Quando
m = 0 ou m = 1, a redugdo recai no grupo SO(4), ocasionado em isometrias de

um espaco euclidiano. Quando m = 2, a redugdo leva ao SO(1,3), cujas isometrias
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locais s3o aquelas de um espago-tempo de Minkowski. Para m = 2 podemos ter
a iminéncia do Principio de Equivaléncia da Relatividade Geral. Enquanto isso, para
m = 0 e, consequentemente, com isometrias para o grupo SO(4), temos a garantia da
unitariedade, pois este é um grupo compacto. Entretanto, cabe ressaltar que podemos
abrir mao da unitariedade em favor de uma descricao geométrica classica do campo
gravitacional. O elo entre entre os casos m = 2 e m = 0 pode ser encontrado através

do método das rotacoes de Wick.

3.4.3 Interlidio: Uma analogia entre cromodinamica quantica

e gravidade

A teoria de gravidade quantica euclidiana que estamos propondo é uma analogia com a
cromodinamica quantica. Assumimos que a teoria de gravidade quantica seja descrita
por uma teoria de Yang-Mills em um espaco-tempo 4-dimensional euclidiano R*. O
motivo que nos levou a escolher o espaco-tempo euclidiano foi por este ser um espaco
de geometria mais simples. Logo, os célculos estabelecidos em teorias quanticas de
campos também serao mais simples. Em relacdo ao nimero de dimensdes, permane-
cemos com o mesmo nimero que a Teoria da Relatividade Geral se apresenta na sua
forma original proposta por Einstein [22]. Um fator relevante a construgdo da teoria
de gravidade induzida se refere ao parametro de acoplamento, o qual, em quatro di-
mensoes, € adimensional e n3o afeta os setores de calibre durante a redefinicao dos
campos A e 0. O lnico parametro que afeta a dimens3o é o pardametro de massa, o

qual, por sua vez, afeta somente o setor que habita 6.

O campo de calibre esta agregado aos geradores do grupo de calibre, o qual, por
sua vez, esta associado a algebra daquele grupo com dim(G). Exigimos as seguintes

caracteristicas para o grupo de calibre G:

(i) dim(G) > dim(1SO(4)). Isto garante que os graus de liberdade da teoria de

gravidade estejam presentes.

(ii) O fibrado principal que usaremos para descrever a teoria ndo pode ser trivial. Para
que o problema de Gribov insurja e, portanto, a respectiva escala de massa possa
vir a ser implementada no mecanismo de quebra, necessariamente precisamos de
um fibrado n3o-trivial [58, 59, 75-77].
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(iii) O grupo deve se decompor como G = H + @, tal que Q = G/H seja um coset
simétrico e, consequentemente, H seja um grupo de estabilidade. O grupo de
estabilidade H deve ser homomorfo a grupos tipo-Lorentz e () deve definir uma
representacdo vetorial de H. Dessa forma, identificamos H com transformacdes
locais de Lorentz e () com o setor que expande a vierbein. Consequentemente,
podemos identificar as componentes de calibre com a conexao de spin e a vier-

bein.

(iv) Que tenhamos uma quebra de simetria G — H, tal que o campo no setor () se
transforme como campos de matéria em relacdo a H, o que resulta do fato de

() ser um espago coset.

Um ingrediente indispensdvel a nossa construgcao da teoria € o parametro de massa
que aplicamos na redefinicdo do campo de calibre relacionado ao setor (). Conforme
mencionamos anteriormente, caso a adimensionalizacao do campo # ndo seja feita,
nao poderiamos identificar esse campo com a vierbein e nenhuma teoria de gravidade
poderia ser induzida. Enfim, usaremos o parametro de Gribov, o qual surge quando
tentamos implementar a escolha de um calibre via o método de Faddeev-Popov no
processo de quantizacdo das teorias de Yang-Mills. Detalharemos a obtencao desse
parametro no Capitulo 4. Juntamente com o parametro de Gribov, temos uma quebra
de simetria BRST. Em linhas gerais, podemos entender a relacdo entre o parametro

de Gribov e a quebra de BRST da seguinte forma:

A teoria pode ser dividida em dois regimes. O setor ultravioleta (UV), o regime de
altas energias, a qual é uma teoria de calibre ndo-massiva, e o setor infravermelho (IR),
o regime de baixas energias, o qual apresenta uma quebra suave de simetria BRST e
gera dinamicamente parametros de massa. A teoria de calibre ndo-abeliana que habita
o setor UV tem liberdade assintética, cujos campos de calibre carregam spin 1. Ape-
sar dos graus de liberdade coincidirem em nidmero com uma teoria de gravidade de
primeira ordem, n3o podemos realizar tal identificacdo a menos que um parametro de
massa tome seu lugar na teoria e possamos definir a vierbein. Se a energia diminuir,
entdo ocorre uma quebra suave de BRST com a iminéncia do pardmetro de Gribov
e outros possiveis parametros de massa. Neste estdgio, os propagadores dos campos
fundamentais tém polos complexos, o que nos permite interpretar que as excitacdes
fisicas sao extirpadas do espectro fisico da teoria. Na cromodindmica quantica compre-
endemos esse efeito como uma evidéncia do confinamento de quarks. Neste momento,
podemos definir os observaveis fisicos, os quais, em cromodindmica quantica, inter-

pretamos como hadrons e glueballs, enquanto em gravidade, os observaveis devem
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ter cardter geométrico. Por essa condicdo, neste regime de baixas energias, podemos
identificar a conexdo de spin no setor H, enquanto a vierbein no setor (). Eis, entdo,
a teoria de gravidade no formalismo de primeira ordem, cujas identificagdes foram
detalhadas em (3.34) e (3.35). Diante do atendimento de todas as demandas explici-
tadas anteriormente, temos, portanto, uma analogia entre gravidade e cromodinamcia

quantica.



Capitulo 4

Estimativas: O parametro de
Gribov, a constante gravitacional de

Newton e a constante cosmolodgica

O parametro de Gribov é o principal parametro de massa que utilizamos na construcdo
desta teoria de gravidade. Embora outros parametros possam ser utilizados, este foi
escolhido por ser o mais simples e muito bem estudado dentre todos que s3o mostrados

na literatura. Ademais, o parametro de Gribov é um invariante de calibre [78].

Conforme revisamos no Capitulo 3, construimos um modelo de gravidade induzida de
uma teoria de Yang-Mills para os grupos SO(5), SO(1,4) e SO(2,3). A teoria possui
dois principais parametros da Teoria da Relatividade Geral, a constante gravitacional
de Newton e a constante cosmoldgica, as quais s3o especificamente identificadas com
os parametros de Gribov e o pardmetro de acoplamento que estdo presentes nas teorias
de Yang-Mills no regime infravermelho. O pardmetro de Gribov é obtido a partir da
equacao de gap de massa, a qual é determinada através da minimizacao da agao
quantica para a Teoria de Yang-Mills. O parametro de acoplamento é obtido a partir
da fungdo 3 [49]. No trabalho desenvolvido por Ford e Gracey [79] foi calculada a
equacao de gap de massa e a fungdo [ a 2-lacos usando imperativamente métodos

computacionais?.

Atualmente a constante cosmoldgica desempenha um papel essencial no debate sobre

energia escura, a qual estd associada a expansdo acelerada do Universo. Os dados

LConforme os autores: Sem uma ferramenta computacional, torna-se uma tarefa humanamente
impossivel calcular 17 diagramas de Feynman a 1-la¢o e 1 diagrama a 2-lagos.
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observacionais colocam tal constante como um grande desafio para a Teoria Quantica
de Campos devido a discrepacia entre o valor observacional e a previsdo tedrica para
a constante cosmoldgica. Esperamos que a constante cosmoldgica renormalizada da
nossa teoria possa compensar este valor encontrado teoricamente via Teoria Quantica
de Campos. Apenas relembrando que tal compensacao é esperada quando somarmos
as duas estimativas tedricas: AéFT, a previsao feita pela Teoria Quantica de Campos,
e A%, nossa constante cosmoldgica renormalizada. Desse modo, conforme estabelecido
no Capitulo 3, a constante cosmoldgica observacional seré dada por A% = A%FT + A2,
A estimativa do parametro de Gribov nos oferece um modo conhecido para calcular-
mos o corte na escala de energia e os parametros runninng que estao associados aos
parametros gravitacionais do nosso modelo. Recentemente, em [380], estimamos tais
parametros através de calculos a 1-lago para uma teoria de gravidade induzida similar a
do SO(m,n). Os valores encontrados se situaram préximos a escala de Planck. Com
este razoavel inicio, desenvolvemos um refinamento de tais estimativas a 1-laco, os
quais serao mostrados e detalhados neste Capitulo 4. Além das melhorias a 1-laco, de-
monstraremos também como obter o pardmetro de Gribov a partir da equagdo de gap
de massa e da funcao [ a 2-lagos, cujo objetivo esta centrado em obtermos melhores

estimativas para os parametros gravitacionais da teoria que estamos propondo.

4.1 Parametros running e estimativas a 1-laco

Em teorias de calibre nao-abelianas, empregamos o método de quantizacao de Faddeev-
Popov. Entretanto, no regime infravermelho este método n3o fixa totalmente o calibre,
deixando residuos nao-fisicos e a quebra de simetria ndo é completa. Entra em cena o
problema de Gribov, o qual foi abordado por Zwanziger que desenvolveu uma maneira
de enfrentar esse problema ao utilizar um funcdo que restringisse as tais cépias inde-
sejaveis. Essa formulacao de Zwanziger nos referimos frequentemente como cendrio
de Gribov-Zwanziger, o qual permite que encontremos um parametro de massa que
minimize a a¢do quantica oriunda da acdo de Yang-Mills. Este pardmetro, conhe-
cido como parametro de Gribov, é o responsavel por demarcar a funcao horizonte que
cercaria as tais copias indesejaveis, ou seja, as copias de Gribov. N3o pertence ao
escopo desta tese uma ampla exposicdo do cendrio de Gribov-Zwanziger, entretanto,
uma vez que utilizaremos a equagao de gap de massa para estimar os parametros
que desejamos, disponibilizamos no Apéndice A uma breve descricao sobre a acao de

Gribov-Zwanziger.
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4.1.1 A equacao de gap de massa a 1-laco e o parametro de
Gribov

Nesta secao, faremos uso da notacdo tensorial por ser mais comum na literatura que se
refere a abordagem do problema de Gribov. Neste contexto, temos indices com letras
gregas indicando o espago-tempo e os indices latinos indicando o grupo de calibre.
Retornemos, ent3o, a agdo original (3.1) e tomaremos somente sua parte livre de

interagdes, isto é, sua parte quadratica [75],
1 a2 1 A _ A
SQuad = /dd‘r {Z (a.uYyA - aVY;L ) + %(aﬂyu )2 + SOZ?BaQSDMB—i_

Y K(fABCYA% +fABcYA% ) — At {N(N— 1)}} 7

onde (%, 47) é um par de campos bosénicos complexos, f45PCY ApBC e fABCY ApHC
sdo operadores locais compostos e A é o parametro de Gribov. Adotaremos, por ini-
ciativa simples, o uso de N = 5, uma vez que estaremos tratando uma teoria de
Yang-Mills para o grupo SO(5). Empregaremos este valor em algum momento, entre-
tanto, por agora, usaremos N, como forma geral. Embora iremos trabalhar em d = 4

dimensoes, por hora, também deixaremos d no elemento de volume de S;yq4.

A 1-laco, a ac3o efetiva é definida como

TV = / [DPe—Swt (4.2)

Integramos sobre todos os campos e encontramos

[t = 252 [aviep |4 [ £ pogrn)] . @y

1 2N K2\
OZI; _ 5ab |:p251“/ — (1 — _> Dulv + p—25MV:| . (44)

Usamos uma conhecida férmula, i.e., det O = ™€ logo

onde

/[ch]e_sq““d = edNU2V71>”\4 (det Ozll’,)_%

= exp {)\4d [%1 — %Trln (’)ff,} : (4.5)
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Agora, calculamos o traco,

u N(N —-1) ) p* + 2NK2M
Trin 0% = X [T} (d - 1)/ 2n) In 2 : (4.6)

0 que nos permite obter

T — g [N(NQ— 1)1 4 (d; b [N(N2— 1>1 / (;ij;d (In (p* + 2NK20Y))

onde usamos i
P 2
—1 =0. 4.8
[ Gt (48)
Em (4.7) aplicamos a regularizacdo dimensional d = 4 — ¢, juntamente com o método
MS de renormalizagdo [81]. Logo, cada termo em (4.7), serd modificado como segue.

Primeiro, a integral d-dimensional,

dep A o4 2NKZAYY [ 2NK2N 4\ (2NrK*X\
[ et == (50 (5 -9)+(0) (B )

(4.9)
Enquanto isso, o pardmetro bruto?, tem origem a partir de
N(N -1 N(N -1

Y L) PRI XL PRI

onde o fator ZJQW de renormaliza¢do, conforme [63, 82], explicitamente escrevemos

3 N/<;2 1
2 4
ZM = {1+ —2 (16 2) —J A% (4.11)

Usamos (4.10) e (4.9) em (4.7) e temos, portanto, a a¢do quéntica renormalizada a

1-laco,
N(N —1 N(N -1 2N K2\
p = gyt [NV =D 3 INIV= DI gy |y, (VAT 8
2 3272 2 1 3
(4.12)
Definimos
vt = 2620 (4.13)

por ser um parametro de massa mais conveniente. Quando observamos em um primeiro

momento, tal escolha parece ser meramente um ansatz algébrico para simplificar os

2N.T. Do inglés bare.
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calculos. Entretanto, mostraremos na Secdo 4.3 como tal escolha é fisicamente con-

sistente no lugar de usar \. Portanto, (4.12) se torna

PO _27_;4 [N(NQ— 1)} B 3237T2 {N(Nz_ 1)} N;‘* [m (]\Lf) B 21 (4.14)

Seguindo a prescricdo de Gribov-Zwanziger [75], podemos determinar o parametro de

Gribov pela minimizacdo da ac3o quantica, ou seja,

ory
=0. 4.15
- (4.15)
E obtemos o resultado
2 4
Nk §—§1n Ny —1. (4.16)
1672 |8 s

2o © (i) (4.17)

Adicionalmemte, temos o parametro de acoplamento a 1-lago [50] como

Nk?

1
1672 Uy 2

(4.18)

>w|t

onde A é corte na escala de energia. Pela insercio de (4.18) dentro de (4.17) par

N =5, encontramos
ol o 422 —35/9

Portanto, quanto maior for a escala de energia, serd menor o parametro de Gribov,

cujo comportamento plotamos na Figura 4.1.

Conforme mencionamos na Secdo 3.4, a razdo a seguir é crucial para a teoria que

2 2\ —35/9 2
L - (ﬁ_) In (ﬁ_) , (4.20)
K A A

com o = 55¢”/%/(487%\/5). O comportamento dessa razdo é ilustrado na Fi-

gura (4.2). E o importante limite 7%/x?* — 0 € atingido em p? = A

modelamos.
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4 6 8

Figura 4.1 Parametro de Gribov em funcdo da escala de energia. A energia >

estd em unidades de A e o pardmetro de Gribov em unidades de (65/6/\/5)K2.

= |-e
ka

|21

—003}

Figura 4.2 A razio 72 /k? como funcdo da escala de energia. A razdo v2/k? esta
: -2 : , : -2
em unidades de aA” e a escala de energia ;1 estd em unidades de A”.

Apéds combinarmos (3.48) e (4.20), obtemos

2 1 2 35/9 1
e (ﬁ—2> —, (4.21)
v ok’ \R In <ﬁ_2)

A

o qual nos mostra o comportamento da constante gravitacional de Newton. Enquanto
isso, 0 comportamento de k2 /% é mostrado na Figura 4.3. As equagdes (4.20) e (4.21)

demarcam a transicdo entre a teoria quantica e o regime de gravidade geometricamente
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40 |
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Figura 4.3 A razio k?/7? = 4G como fungdo da escala de energia. 47G esta
em unidades de 1/(aA”) e a escala de energia em unidades de A"

classica. Tal transicio ocorre em ;o = A. Quando i < A teriamos uma fase geométrica
da teoria. Para ;1 > A, passamos para regido quantica. A divergéncia na transicio,
ou seja, justamente no polo de Landau, indica uma descontinua transicao entre os
setores da teoria, embora estejamos em temperatura zero. Ademais, o fato de termos
uma mudanca de sinal, a qual estd associada ao cruzar o polo de Landau, induz uma

mudanga de sinal global na a¢do (3.49).

4.1.2 Estimativas numéricas a 1-laco

Uma maneira usual de resolver a equacdo de gap de massa consiste em fixar A e p,
entretanto resolveremos de outra forma, isto é, fixaremos a constante gravitacional de

Newton e checaremos se esta é uma solucdo consistente.

Contudo, para que tenhamos uma solucdo consistente, necessitamos de um parametro

~ Ve . - 2 _2
de acomplamento tdo menor quanto possivel. Adicionalmente, devemos ter pu* > A
como, pelo menos, em uma primeira tentativa. Conformemente, temos um determi-

nado intervalo para tal realizacdo, ou seja,

2

1672
12
0<ln (?) <1. (4.22)

0< <1,
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Consideremos, por exemplo, p? = 28" em (4.21), o qual fornece 1n(,u2/K2) = 0,6931,
sendo este satisfatério ao intervalos (4.22). Uma maneira de obtermos a escala A
consiste em impor o valor experimental da constante gravitacional de Newton, isto é,
G = 6,707 x 10723 TeV 2 em (4.21). Tal imposi¢do nos resulta que

N~ 2,122 x 103 TeV? . (4.23)

Este resultado nos permite estimar a constante cosmolégica renormalizada. Ao com-
binarmos (3.49), (4.19) e (4.23), obtemos

A% =~ 1,106 x 10* TeV? . (4.24)

Comparamos (4.24) com a bem conhecida predi¢do tedrica realizada pela teoria quantica
de campos [85], i.e. , Agpp ~ —3,71 x 10°® T'eV?, e vemos diretamente que o resul-
tado (4.24) que obtivemos estd trés ordens de grandeza acima daquela estabelecida
teoricamente. Portanto, vislumbramos que nossa primeira tentativa para estimar o
valor tedrico da constante cosmoldgica renormalizada da nossa teoria nos aponta um
caminho razodvel para percorremos com os calculos realizados no regime infravermelho
das teorias de Yang-Mills no cendrio de Gribov-Zwanziger. Por isso, faremos refina-
mentos ao valor (4.24) sob duas perspectivas: (i) Empregaremos métodos numéricos

de aprimoramento; (ii) Adotaremos calculos em lagos superiores.

Este é um momento oportuno para lembrar que os dados observacionais indicam que
a constante cosmoldgica vale A2 ~ 1,686 x 10792 TeV2. Portanto, o problema
da constante cosmoldgica continua perante o valor (4.24) que primariamente estima-
mos. Afinal, conforme mencionamos sobre a imposicao de que o valor da constante
cosmofogica renormalizada venha compensar o valor da predicdo tedrica feita através

da teoria quantica de campos.

Por dltimo, mas ndo menos importante, ponderamos o corte na escala de energia,
o qual é mostrado em (4.23), e uma vez que a energia de Planck é Eg = 1,491 x
10%2TeV2, observamos que A~ em (4.23) est4 1 ordem de grandeza acima da ordem de
grandeza da energia de Planck. Por outro lado, a constante cosmoldgica renormalizada

e a energia de Planck sdo da mesma ordem de grandeza.
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4.1.2.1 Métodos de aprimoramento

O principal objetivo nesta secdo é calcularmos os melhores valores para Nx?/1672 e
—2 . ~ . . . . .
In(2/A”), os quais estdo restritos aos intervalos indicados em (4.22). Para lidarmos

com esta tarefa, aplicamos trés métodos, tal como descreveremos a seguir.
M, : Método da série de Taylor

Apenas por brevidade, escrevemos (4.18) como

1 11
—=—1Inb 4.25
a 3 nos ( )
onde

Nk?
a = ,

1672

2
7

Agora, expandimos o lado direito de (4.25) como uma série de Taylor no ponto critico

uw=A, ie ,b=1, tal como segue

il )N - 1) (4.27)

3

com 0 < Inb < 1, o qual concorda com o permitido em (4.22). Investigamos a série

(4.27) sob duas perspectivas:

e Perspectiva (i): O ponto extremo

A expansdo para In(b) tem raio de convergéncia igual a 1. Precisamente, usamos
o teste da série alternada para verificar que em b = 0 a série nao converge, mas
converge em b = 2. Logo, a série é convergente enquanto 0 < b < 2. Portanto,
0 ponto extremo ocorre em b = 2 e este é um maximo global. H& um curioso
fato quando trucamos em n'* com n = 2¢, ¢ € N. Todos os truncamentos
tém um maximo em b = 2, i.e. , p?/KQ = 2. Novamente, temos somente um
maximo global em cada truncamento. Quando procuramos o maximo global
para In(b), encontramos o minimo global para Nx?/167%. Assim, com b = 2,
obtemos In(y2/A”) = 0,6931 e Nk2/1672 = 0,3935, o qual é valido para os

intervalos descritos em (4.22) e eles combinam com as estimativas numéricas
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anteriores. Neste sentido, temos uma confirmacdo da primeira investida que

realizamos em [80].

e Perspectiva (ii): Um limite para a expansio de In(b) como uma série de Taylor

Se a < 1, entdo
=1
1 11 (=) Yp-1)" 11 . 4.2
n(b) > 3/ @;n( )b —1)" >3/ (4.28)

Neste intervalo, resolvemos a inequagdo (4.28) para varios valores de n. A
Tabela 4.1 mostra alguns destes valores para ilustrar nosso préximo argumento.

Notamos que as escolhas para os valores de b estdo restritas a 1,314 < b < by,

n bsup
2 2,674
4 2,476
8 2,305
10 2,261
20 2,158
50 2,079
100 2,046
1000 2,007
5000 2,002
10000 2,000

Tabela 4.1 O limite superior para o intervalo que limita os valores de b através
do uso unicamente de valores pares para n.

enquanto n € par, onde os valores de b, diminuem quando os valores de n
aumentam. Como podemos observar na Tabela 4.1, por exemplo, n = 8 =
bsup ~ 2,305, n = 10 = by, ~ 2,261 € — como exatamente esperdvamos
— n — 00 = bsyp — 2,000. Enquanto n é impar, obtemos intervalos como
b > 1,313, ou seja, sem um limite superior. Portanto, temos um modo distinto
de confirmar a primeira escolha que fizemos para ln(,u2K2). Mais uma vez,
estamos livres para escolher qualquer valor para In(b) com relagdo aos intervalos
(4.22). Se escolhemos, por exemplo, a = 0,4300, temos b = 1,886 = In(b) =
In(42A7) & 0, 6342.

Aplicando estes valores na equagdo (4.21), obtemos

-2

A"~ 1,845 x 10**TeV? (4.29)

A% 2 1,208 x 10%TeV? . (4.30)
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interpretamos estes resultados como uma verificagdo numérica dos valores (4.23)
e (4.24) devido ao fato de que as ordens de grandeza deles sio mantidas. Assim,

confirmamos a primeira intui¢do que apresentamos em [80].

M, : Método via valor de equilibrio

Aplicaremos uma técnica que permite determinar um valor de equilibrio entre dois
~ -2 :
valores retornados pelas funcdes N /1672 e In(u?/A”), as quais apresentam compor-

tamento monotdnicos. Por mera simplificagdo, escrevemos (4.18) como

PR B = 2 (431)
onde
Nk?
f(’f2) = 16n2
2
h(p2,K) = In (%) . (4.32)

Com o intuito de obtermos pequenos valores para h(,Lﬂ,KQ) e f(k?), a melhor escolha

para obtermos o valor de equilibrio é atribuir h(u2, A”) = f(x2), tal que

1
. 3 3 ’u2 MQ
2 A = (= = m(E)=0522 = £ ~168. (433
Portanto,
N~ 1,449 x 10%3Tel/2 (4.34)
e
A? = 1,468 x 10%TeV? . (4.35)

Concluimos que (4.34) e (4.35) ndo mostram qualquer melhoria significativa em relagdo
aos valores (4.23) e (4.24).
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M; : Método via série geométrica

Facamos uma analogia com a série geométrica para tratarmos a busca do melhor
logaritmo. Devido aos intervalos (4.22), podemos tratar o logaritmo em (4.18) como

uma série geométrica. Primeiro, definimos

2

W
¢g=1-In= (4.36)

onde ¢ deve obedecer
> 1
"= 4.37

tal que a expressdo em (4.18) seja escrita como

AL (L) . (4.38)

1672 11 \1—g¢

Segundo, usamos (4.22) e (4.38) para escrever

"< = . (4.39)

A partir deste ponto, testamos varios truncamentos da inequagdo (4.39) para lidar com
uma desigualdade polinomial de grau N. Tal procedimento nos permite determinar o
Stimo intervalo ¢ € (0,0, 7273). Para esclarecer este ponto, por exemplo, a Tabela 4.2
mostra a evolugdo deste intervalo para ¢, o que diretamente implica em determinar

os valores dos logaritmos. Para N > 30 podemos observar que nao hd obtencao

N sup
5 0,7974
8 0,7470
10 0,7367
20 0,7276
30 0,7273
40  0,7273
100 0,7273
1000 0,7273

Tabela 4.2 O limite superior g, para o intervalo de valores de ¢ como fungao
do polinémio de grau N.

de digitos signitificativos para o limite superior para q. Deste modo, escolhemos

q ~ 0,7273 como um valor extremo vélido, o qual implica em ln(uz/KQ) ~ 00,2727 e
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Nk?/1672 & 0,3803. Tais valores oferecem os seguintes resultados.

-2

A

Q

1,052 x 10%2TeV? , (4.40)

A? 2,810 x 10%2TeV? . (4.41)

Portanto, A’ diminui de uma ordem de grandeza. Observamos diretamente que tais
valores podem ser obtidos a partir de (4.38). O método polinomial foi empregado aqui
para verificar a peculiar caracteristica de colocarmos a equa¢do (4.18) como uma série
geométrica. Reforcamos que o limite superior para N < 30 nos leva a um intervalo
invdlido para Nx?/1672,

Pelo outro extremo, escolhemos ¢ = 1,000 x 1074, o que resulta em In(p2/A’) ~
0,9999 e Nk%/167% =~ 0,2728. Usamos tais valores para determinar

A ~ 4,851 x 10%3TeV? . (4.42)

A? 27,666 x 103 TeV? . (4.43)

Todavia, obtivemos um melhor valor para a constante cosmolégica renormalizada.
Entretanto, o corte na escala de energia é o pior encontrado até este ponto. Para
resumir os resultados encontrados em cada método, construimos a Tabela 4.3.

I M1 M2 M3a MBb

XQ(T6V2) 2,122 x 1073 1,845 x 1033 1,449 x 10%3 1,052 x 10°2 4,851 x 1033
A%2(TeV?) 1,106 x 1032 1,208 x 1032 1,468 x 102 2,810 x 1032 7,666 x 103!

Tabela 4.3 O corte na escala A~ e a constante cosmoldgica renormalizada A?
obtidos em cada método. A coluna I mostra as estimativas iniciais. As demais
colunas, My, My, M3, € Ms,, mostram os valores obtidos via série de Taylor, valor
de equilibrio e série geométrica, respectivamente.

‘. . =<2 .
Ao compararmos os valores numéricos obtidos para A~ e A? através do emprego dos
métodos M, M5 and M3, os quais estdo listados na Tabela 4.3, observamos que as
ordens de grandeza daqueles resultados sao quase imutaveis. A (nica exce¢ao ocorre

-2 , .

para A” na coluna Ms,, a qual é causada pelo alto valor extremo para o logaritmo
—2

In(22/1).
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4.1.3 1 como a energia de Planck

Introduziremos um caminho diferente para determinar os valores da constante gravita-
cional de Newton e a constante cosmoldgica. Assim, fizemos diferentemente tudo
quando fixamos o corte da escala de energia A igual a energia de Planck, i.e ,
A= E, =1,221 x 10'® TeV . Anteriormente, na Se¢3o 4.1.2 encontramos um valor
otimizado para o o logaritmo, tal que pudéssemos determinar o corte e a constante
cosmoldgica renormalizada. Com a ajuda do logaritmos determinados anteriormente e
a equagdo (4.61), podemos calcular a constante gravitacional de Newton G, para cada

método utilizado em 4.1.2. Os valores que encontramos est3o dispostos na Tabela 4.4.

I M, M, M, Mz,

G,(TeV=2) 9,551 x 10732 8,301 x 10732 6,521 x 10732 5,254 x 10752 2,183 x 10731

A, (TeV) 7,766 x 100 9,765 x 1030 1,510 x 1037 6,271 x 1037 2,355 x 103

Tabela 4.4 Os valores da constante gravitacional de Newton e a constante cos-
moldgica calculados com base nos logaritmos determinados em cada método apre-
sentado na Sec3o 4.1.2 enquanto o corte da escala de energia for igual a energia de
Planck.

Observamos que todos os valores de G, permanecem em 1 ordem de grandeza acima
da ordem de grandeza de G. Um confronto direto com os valores apresentados na
Tabela 4.2 podemos notar que um melhor valor é obtido quando usamos o método
Msy,, i.e. , enquanto aplicamos o logaritmo obtido com a série geométrica para k2.
O mais préximo que podemos ficar de G = 6,707 x 10733 TeV? ocorreu quando
usamos o método M3,. O respectivo preco a pagar consiste em lidar com um valor da
constante cosmoldgica maior do que o encontrado pelo método Ms,. Entretanto, a
ordem de grandeza é a mesma quando comparamos com os valores determinados para
A? através da utilizacio dos métodos Ms, e Ms,. Consequentemente, o par de valores

obtidos usando o método M3, é escolhido o melhor para futuros esclarecimentos.

Finalizados todos os esforcos para fornecer os melhores valores a 1-laco, teremos que

. -2 .
pesquisar novos valores para A~ e A? a 2-lacos na Secdo 4.2.

4.2 Estimativas numéricas a 2-lacos

O célculo da equacdo de gap de massa a 2-lacos é uma tarefa inviavel para ser exe-

cutada simplesmente usando maos, lapis e papel. Portanto, sofisticados programas
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algébricos foram construidos, tais como os programas FORM e QGraph, para lidar
com o célculo da equacdo de gap de massa. Usaremos o principal resultado que Ford
e Gracey obtiveram em [79] para servir ao nosso propdsito de obter valores melhores

para o corte na escala de energia e para a constante cosmoldgica renormalizada.

4.2.1 Funcao 3 a 2-lacos

Primeiro, temos a fun¢do /5 a 2-lagos [79, 81],

ﬁ(ﬁz):—ﬂ( w )2—%4N2( v >3 | (4.44)

3 1672

E o parametro de acoplamento,

N&? 1 102 | In [m(%—i)
= —L A (4.45)

2 T 991 2
167 %m(%-i) 121 [m(%—i)]

com A como o corte na escala de energia. A evolucao do parametro de acoplamento

k em relacdo a escala de energia 1 pode ser observada na Figura 4.4.

100}

40F

T
1 1 | ]n __h
02 04 0.6 0.8 1.0 A

2

Figura 4.4 Evolugdo do termo associado ao pardmetro k“ como fun¢do do loga-

ritmo 1n(u2/K2) associado 3 escala de energia 2.
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Apenas para simplificar a notagdo, usaremos (4.32). Realizamos a expans3o de Taylor

em (4.45), tal que

3 135 288

f(k) ———(h—1)+ﬁ(h—1)2——(h—1)3—|—

B 125
11 121

b=+ O((h-1)°).

(4.46)
onde h = h(u). Logo, se truncarmos a expansao (4.46) na quarta ordem e, simultane-
amente, obedecermos ao intervalo 0 < f(x) < 1, entdo encontramos h(u) > 0,6938.
Portanto, obtemos 0, 6938 < ln(,LL?/KQ) < 1,000, o que nos permite escolher valores
para o logaritmo em h(u) e, consequentemente, possibilitar que calculemos A e A2

Isto nos leva a escolha para o logaritmo, i.e. ln(/f/KQ) =0,9999.

Para outros truncamentos ndo obtivemos qualquer novo resultado que fosse significa-

tivo quando comparado com o obtido por (4.44).

4.2.2 Equacao de gap de massa a 2-lacos

Em [79], Ford e Gracey determinaram a equagdo de gap de massa a 2-lagos com
quarks massivos. O método MS foi utilizado no processo de renormalizac3o. Por
estarmos lidando com uma teoria de Yang-Mills pura, ou seja, sem férmions, temos
total liberdade para fazer Ny = 0 e m, = 0 em [79] e, agora, a equa¢do de gap de

massa é simplificada para ser escrita como

N 2 4
1 = " 5 §hﬂ Ny +
1602) |8 8 "\
Nw2\? (3803 22275 29 65 (N~
- o) = 20
* (167r2> {1536 1096 2 T 125° T 3 n( 1 )+

35 N~* 411 131772
In? 5((2) — 4.47
TR ( e >+ 021 V> ~ ~jo56 } ’ (4.47)

com sy = (2v/3/9)Cly(27/3). Lembramos que Cly(6) é conhecida como funcdo de

Clausen, a qual é definida por

Cly(6) = — /09 In {28111 <%) } i (4.48)
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Com 0 = 27/3, temos Cly(6 = 27/3) = —n%/6. Ainda, ((z) é funcdo ¢ de Euler-

Riemann, a qual é definida como
=1

Portanto, ((2) = 7 /6.

Primeiro, resolvemos o sistema de equagdes composto por (4.45) e (4.47), tal que nos
permita analisar o comportamento do pardmetro de Gribov relacionado a escala de

energia. Por esse procedimento, obtemos duas raizes, as quais sao

T = %;ﬂ ()] 5 2t R
= %pﬂ ()] 5 2ty V0 | (4.50)
tal que
h=hip)=In (%—Z) L P(n) = h? (65h +88) , Q) = [114° — 341In (h)]”
Rin) = Tggr [S0) = vaT]
Wp) = m S+ V2T ()]

S(p) = c1h8 + coh® 4 c3In® (h)
T(p) = \/ Q(1) [—cahS — c5h3 + cgh* + crIn (h) h3 + csIn (h) h? — o In* ()] |
(4.51)

com ¢ = 94.380, ¢; = 255.552, ¢3 = 901.680, ¢ = 197.728+7 (—3.487 + 2.475\/3 + 822v/5) 72,
c1 = 1.815¢, 5 = 158.442.240, ¢ = 2.368.796.672, ¢; = 11.220¢, 5 = 48.9730.560
e ¢y = 17.340¢.

O comportamento de 2, e 713 em (4.50) pode ser claramente observado na Figura 4.5

e na Figura 4.6, respectivamente.

Comparando os comportamentos de fyz e 72, temos este (ltimo unicamente como
aquele com comportamento esperado no regime infravermelho, ou seja, o parametro
de massa diminui enquanto a energia aumenta. Consequentemente, descartamos a

raiz fyg sob esta justificativa fisica.
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Figura 4.5 O pardmetro de Gribov 72, como fungio da escala de energia 1.
Ambos, 72, e 12, estdo quantificados em unidades de X

/
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Figura 4.6 O pardametro de Gribov 7:3 como funcdo da escala de energia y?.

Ambos, 72 e 11, estdo quantificados em unidades de energia de A

4.2.3 Estimativas numéricas para a constante cosmolodgica re-

normalizada e o corte da escala de energia

Neste ponto, realizamos manipulacdes algébricas com a equacdo de gap de massa
: -2 N ...
(4.47) e a escolha para o logaritmo In(u?/A”). Em consequéncia da forma quadrética

da equacgao de gap de massa a 2-lagos, somos levados a dois resultados para o corte
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da escala de energia, isto é, A, os quais sao

A ~ 6,150 x 10327}/ (4.52)

A~ 1,574 x 10¥TeV? | (4.53)

entretanto, o segundo valor n3o nos interessa por ter sido obtido com a equac¢ao para
fyﬁ em (4.50), o qual apresenta um comportamento n3o-fisico. Todavia, o primeiro
valor (4.52) para KQ estd situado, em ordem de grandeza, como 7, = 10~*s, ou seja,
uma ordem de grandeza ao redor do tempo de Planck. O resultado completo, ou
seja, T = 2,654 x 10~**s, estd muito préximo daquele estabelecido teoricamente, isto
é, t, = 5,391 x 107*s. O primeiro valor estd bem préximo do tempo de Planck,
tornando-se, portanto, uma boa estimativa para a transicdo entre os setores desta
teoria de gravidade induzida. Finalmente, (4.52) é um resultado aprimorado para o

corte na escala de energia até este ponto.

O principal objetivo na busca do logaritmo nos permite obter
A? = 7,665 x 103 TeV? | (4.54)

o qual é um resultado significativo através da equacao de gap de massa a 2-lacos.

Os resultados (4.54) e (4.42) sdo melhores que aqueles obtidos em [80].

4.2.4 Eliminacao mais simples dos logaritmos

O procedimento mais simples e direto para simplificar a equacdo de gap de massa
(4.47) consiste em zerar os logaritmos através de uma especifica razio entre i e A.
Neste intuito, impomos
r_1 (4.55)
TV
Portanto, a equagdo (4.47) pode ser resolvida e ela retorna um dnico valor permitido,
ou seja, Nk2/167% ~ 0,4013 e, na sequéncia, encontramos In(u2/A”) ~ 0,9067.
Estes valores sao utilizados para determinarmos os seguintes resultados a 2-lagos para

o corte da escala de energia e a constante cosmoldgica renormalizada,

A ~ 1,066 x 1030l (4.56)
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A? = 3,589 x 10*'TeV? . (4.57)

Verificamos que esta simples escolha para eliminar logaritmos nao é vélida a 1-laco
porque nesta ordem temos Nx?/167% = 1,600 e este valor par o termo relacionado
ao pardmetro de acoplamento esta fora do intervalo descrito em (4.22). Consequente-
mente, nao podemos determinar os valores do corte na escala de energia e da constante

cosmoldgica renormalizada.

4.3 A escolha do parametro de massa

Embora os resultados anteriormente determinados sejam adequados, poderiamos argu-
mentar se outro parametro de massa nos daria condi¢cdes consistentes e melhores para
determinar a constante cosmoldgica renormalizada ou o corte na escala de energia.
Uma vez que ndo estamos considerando qualquer efeito relacionados aos condensados
de dimen3o 2, a outra possibilidade seria adotar \* ao invés de 7%, os quais foram
definidos na Se¢&o 4.1.1. Vamos reconsiderar (4.13) e reescrever a equagdo de gap de

massa levando em conta A* no lugar de v*. Tal troca nos leva a

i)

2 5
A° = eb We Nw2 (458)
Ao manipularmos (4.18) e (4.58), obtemos
2\ —35/9 2
A2 = A’ (ﬁ—2> In'/2 (ﬁ—2> , (4.59)
A A

com & = €%/6(11/(9672)'/2. E (4.59) indica novamente que o menor pardmetro de
Gribov esta relacionado a mais alta energia. Podemos observar na Figura 4.7 o com-
portamento do pardmetro de massa A\? quando a escala de energia aumenta. Assim,
podemos observar o valor nulo para A? quando 1 = A. Existe outra grave questio aqui
porque o parimetro de massa \? apresenta um maximo local quando ;2 = TR o
que indica —antes deste ponto —uma diminuicdao do parametro de massa enquanto
a escala de energia também esta diminuindo. Fisicamente, tal comportamento é com-
pletamente antagonico ao esperado no regime de baixas energias. Neste regime, espe-
ramos um comportamento mondtono de crescimento do valor do parametro de massa

enquanto a escala de energia diminui.
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A2

1 1 2
1 2 5 “

Figura 4.7 O alternativo pardmetro de Gribov como fun¢do da escala de energia.

. , e . -2 R .
A energia estd quantificada em unidades de A” e o pardmetro A\? em unidades de

€R°.

A partir de (4.13), (4.18) e (4.19) obtemos

2 2\ —35/9
K

N

(%—Z) , (4.60)

com p = 55¢%//(19273)(11/6)'/2. O comportamento da razio (4.60) pode ser ob-
servado na Figura 4.8. A Figura 4.8 claramente mostra a inexisténcia da transicao de
regimes, uma vez que a contracao de Inonu-Wigner nunca ird acontecer. Tal improbi-
dade é imediatamente notavel quando n3o temos a fase geométrica induzida devido ao
limite nulo para a razdo \?/k?. Novamente, podemos usar a identificacdo (3.48) em
(4.60) para obtermos a relagdo direta entre a escala de energia, o corte e a constante

gravitacional de Newton,

1 . 2\ —35/9 2
— =X (ﬁ—2) In? (5—2) , (4.61)
G A A
onde 7 = ;25et (%)%. Fatalmente, a inversa de (4.60) é
2 . 2\3/9
) 2 \) (@)

Ela estd ilustrada na Figura (4.9).
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Figura 4.8 A razio A\2/k% = 1/(47G) como funcdo da escala de energia p?. A
escala de energia estd quantificada em unidades de A’ enquanto a razio A% /k? estd
em unidades de pKQ.

Reforcamos mais uma vez sobre a fatidica inexisténcia da contracao de Inonu-Wigner,
assim como a auséncia do ponto de transicdo de regimes quando usamos A?> como
parametro de massa da teoria. Portanto, fizemos a escolha correta ao empregar o

parametro de Gribov 72 na construcio da presente teoria de gravidade induzida.

Ap6s a analise do comportamento dos parametros quanticos relacionados aos parametros
gravitacionais, continuamos pesquisando estimativas melhores para o corte da escala

.2 , . .
de energia A” e a para a constante cosmoldgica renormalizada AZ.
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Figura 4.9 A razio k?/\? = 471G como func3o da escala de energia p?. A escala

de energia estd quantificada em unidades de A enquanto 47G é quantificada em
unidades de 1/(pA>).



Capitulo 5

Geometrias de Schwarzschild-de

Sitter modificadas

No Capitulo 3 desenvolvemos uma teoria de gravidade induzida e fomos bem sucedi-
dos nesta construgdo ao propor que uma teoria de Yang-Mills para o grupo SO(m,n)
pudesse ser mapeada em uma teoria de gravidade [11]. Neste ponto estamos inte-
ressados em testar tal teoria através da investigacdo de questdes cldssicas, tais como
solu¢Bes com simetria esférica. O interesse em estudar solucdes esféricas ndo somente
tem peso astrofisico, mas também leva em conta o ponto de vista tedrico para tes-
tar qualquer teoria de gravidade. Como mostraremos, este é o principal ponto deste
capitulo, ou seja, vamos estudar as primeiras solu¢des de buracos negros para a teoria
de gravidade induzida para o grupo SO(5) sem considerar efeitos de tor¢do neste pri-
meiro momento. O principal objetivo é entendermos qual o nivel de contribuicdo que
as equacoes de campo da nossa teoria se assemelham as de Einstein e, claro, em qual

limite a recuperamos.

5.1 A geometria do espaco-tempo de Schwarzschild-

de Sitter

A primeira solu¢ao analitica encontrada para as equagdes de Einstein foi a geometria
de Schwarzschild em 1916 [86]. Em seguida, de Sitter apresentou uma solugdo que
envolveu apenas a constante cosmolégica. Quando o limite newtoniano e a constante

cosmoldgica s3o considerados, temos o espaco-tempo de Schwarzschild-de Sitter.

66
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Mostraremos a obtencdo da solugdo que leva ao espaco-tempo de Schwarzschild-de
Sitter usando formas diferenciais. Por ser uma forma de solugdo raramente apresentada
na literatura padrao da Relatividade Geral, explicitaremos certos passos dos calculos

de forma mais detalhada.

Primeiramente, assumiremos uma geometria esfericamente simétrica mais geral, O

espaco-tempo esfericamente simétrico em coordenadas de Schwarzschild descrito por
e =edt el =efdr | 2 =rdf , € =rsenfdo , (5.1)

onde «a(t,r) e [(t,r) sdo fungdes escalares, enquanto dt,dr,d#,d¢ é uma base no

espaco cotangente. Na Relatividade Geral de Einstein, a torcdo é nula, portanto,
T° =0=de® + we® =0, (5.2)

onde a € {0, 1,2,3}, o que equivalentemente corresponde a (t,7,6, ¢). Usamos (5.2)

para determinar as componentes da conexao de spin, como segue.

de® = e (9,a(t, r)dtdt + dea(t, r)drdt)
= Mg adrdt = e PE0.a(t, r)etel

de! = &1 (9,6(t, r)dtdr + 9,3(t, r)drdr)
= AU pdtdr = e 9,5(t, r)ele! |

1
de? = drdf = =ftrele? |
r
1 1
de® = senfdrde + rcos0dfdg = —ePENeled 4 — cot fe?e® | (5.3)
r r
em seguida,
de® + e = 0
wWoe? + wliel + wle? +wle® = —de
=¥ = e’ﬁ(t””)&a(t,r)eo e wher+w%e® = 0. (5.4)

Acima, usamos o carater antissimétrico da conexao de spin, o que nos leva a w%, =0,
enquanto a métrica do espago tangente, n = (—1,1,1,1), nos permite deduzir que
w'o = W%, onde i € {1,2,3} . Devido a estes motivos, teremos ainda pela frente

wh = —w; , com j € {1,2,3}. Continuamos, analogamente, na busca das demais
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componentes,
de! +wlee* = 0= whe? +wlse® = —e2EYB(t, r)ele!
1
de? + w6t = 0 = w2’ + wie! +w?e® = —Ze Flnele? (5.5)
r
com w’5e? + w'5e3 = 0, temos w’ =0 e w’ = 0 ou W' o< e? .
1 1
de® + wef =0 = W + wie! + wihe? = —Ze PlMeled — Z ot fe?e? | (5.6)
r r
o que nos permite concluir que W% = w3 = 0, w? = rte Ale? W3, = rle Altr)es
e w3 = r~lcotfe3. Ademais, w? = —wly, w3 = —w's e w?3 = —w?3 . Logo,
whe? +wlse® = —e 9,3(t, r)ele!
L semy 22 1 _gus 33 —al(t 0,1
—e At e2e —e Pn e3ed = —e7t19,8(t, r)ele
= =0
= —e 9Bt r)efel =0 = 9B(t,r)=0. (5.7)

Portanto, somente o fato de ndo admitirmos torc3o, conforme a equacdo de estrutura
de Cartan, chegamos a conclusdo que 3 é independente do tempo. O préximo passo
€ mostrar se ocorre independéncia temporal para «. Para tal, precisaremos resolver a
equacgao de campo de Einstein com constante cosmoldgica,
]\2

Eavn | R — ?ebe‘ e =0. (5.8)
Antes, necessitamos calcular as 2-formas de curvatura. Como mencionamos no Capitulo 3,
a primeira equacao de estrutura de Cartan, R%, = dw®, +w".w", relaciona a curvatura

com a conexao de spin. Uma vez que temos as componentes da conexao, obtemos

Ry = dw® +w".w,
~—~—
=0
= ROO = wolwlo + w02w20 + w03w30
_ 2
ROO = [@a(tﬂ“)e '8(7‘)} 6060 =0 5
= Rzl = dwii +wi1wli + wiQin +w13w3i
~ e N N
=0 =0 =0 =0

R, = 0. (5.9)
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De forma andloga, obtemos as demais 2-formas de curvatura,

Ry = e [02a(t,r) + (9ra(t,r)) — dra(t,r)D,B(r)] e'e”

Ry = %eZBTE)Toz(t,r)e2eo :

R}, = %e_gﬁrﬁra(t,r)e3eo ,

R* = %e_w’q@,ﬁ(r)e%l ,

R = %ew”arﬁ(r)e?’el )

R = %2 (1—e ) ee” . (5.10)

Podemos agora, substituir (5.9) e (5.10) em (5.8). Logo, com a = 0,

A2
€0bed (Rbc — %ebec> e =0

2 (62 = Rae! = B36%) = 22| ele?e 3 = 0
2re 0.6(r)+1—e 2 —A*? = 0. (5.11)

]\2
€1bed (Rbc — ?ebe‘> e =0

[2 (R30€2 — R3,e" — R2063) — 2/12} e’e3 = 0
2re’25(r)&na(t,7’) —14e 20 4L A%2 = 0. (5.12)

Coma=1,

Somamos as equagdes diferenciais oriundas de (5.11) e (5.12), obtemos
O [alt,r) + B(r)] = 0= a(t,r) = f(r) +g(t) . (5.13)

Agora, quando reescalonamos a coordenada temporal, ou seja, dt — e~9()dt, obtemos
etr) = /(") o que seria equivalente a escolhermos g(t) = 0. Enfim, simplesmente

renomeando f(r) para a(r), temos 0, (a(r) + B(r)) = 0= «a(r) = —5(r).

Finalmente, vamos resolver a equagdo diferencial em (5.11). Um fato bastante interes-

sante, ao usarmos o formalismo de formas diferenciais, consiste em nao precisarmos da
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segunda equagdo diferencial em (5.12) para encontrar a forma de (7). Prosseguindo,

2re 20,8(r) + 1 — e 280,8(r) — A2? = 0
O, (re’zﬁ) = 1-—A%»?%.
(5.14)

Integrando a dltima linha de (5.14) e assumindo o limite newtoniano para fixar a

constante de integracdo como —2G M, encontramos

2GM 1
¢ — =A*r? (5.15)

—26(r) — 1 _
¢ r 3

o que nos leva a métrica de Schwarzschild-de Sitter,

2GM 1- 1
ds® = — (1 M —A27“2) dt* + - +72dQ0*,  (5.16)
r 3 <1 _ 2GM §A2r2>

onde d? = db? + rsen?0d¢? .

Quando fazemos A% = 0, ou seja, estamos lidando com uma geometria sem cons-
tante cosmoldgica, retornamos diretamente para a primeira solugdo analitica para as

equacoes de Einstein, i.e., a solucdo de Schwarzschild.

5.2 Solucoes esfericamente simétricas da teoria de

gravidade induzida

Para obtermos solugdes para as equagdes de campo (3.63) e (3.73), as quais foram
determinadas no Capitulo 3, assumiremos um espaco-tempo esfericamente simétrico.
Primeiro, mostraremos as equa¢des de campo (3.63) e (3.73) simplificadas para o
grupo SO(5) e ndo levaremos em conta os efeitos da tor¢do. Segundo, estudaremos
dois regimes relacionados ao termo de curvatura quadratico. No primeiro, trataremos
o termo quadratico de curvatura como uma perturbacido da equacdo de campo obtida
pela acdo de Einstein-Hilbert com constante cosmolégica. No segundo regime, vamos
em busca de uma geometria do espaco-tempo sob a forte influéncia daquele termo

quadratico de curvatura.
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5.2.1 O sistema de equacoes diferenciais

Conforme mencionamos anteriormente, consideraremos um espaco-tempo com torcdo
nula. Uma vez que estamos considerando a teoria de gravidade induzida a partir da
acdo de Yang-Mills para o grupo SO(5), devemos atribuir € = 1. Portanto, temos as

equacdes de campo na sua forma simplificada,

3

A2
WR[’C * (Rpc€q) — Eabed (Rb‘ea — Eebe‘@) = 0, (5.17)

DxRy = 0. (5.18)

O espaco-tempo esfericamente simétrico em coordenadas de Schwarzschild descreve-

mMos como
=eMdt | el=efdr | 2=rdd |, € =rsenfde . (5.19)

Portanto, aplicamos (5.19) em (5.17), analogamente como realizamos na Se¢do 5.1 e

encontramos as respectivas equacoes diferenciais

[ —28 2 =287\ 2] —28 28
o 2<€ EM) +<1—6) +2(6 8T6)+1 430 =0, (5.20)

r 72 r r2

_ 28 2 1— —28 27 —28 1 — —28
(72<€ @a)_%(_JL_) _2(6 &a>+ 430 =0, (5.21)

7 72 r 72

—28 2 —28 2
o { [ @0, (Pa,e™)]” + (6 Tara) + (e T&ﬂ> } +

28 28
—e 9, (e7P0,e%) — fﬂ+e7@5+w:0, (5.22)
OR=0, (5.23)

paraa=0,a=1 ea=2, respectivamente. Em (5.23), R é o escalar de curvatura.
Observamos que as equacdes diferenciais obtidas para a = 2 e a = 3 sdo idénticas.
As constantes em (5.20), (5.21) e (5.22) sdo 0 = —3/(2A%) e A = —A?/3.

Subtraimos (5.20) e (5.21) e obtemos

Len s 142 (S0 ) @s-0a| 0. )
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que nos mostra dois possiveis vinculos:

(i) O(a+pB)=0;

m)y+ngﬂ(@5—&a)=0.

O vinculo (i) nos leva a &« = —f3, o qual é o padrdo em estudos de solugdes esferica-
mente simétricas. Tal vinculo nos permite simplificar o sistema formado por (5.20),
(5.21), (5.22). Isto é o mais préximo da literaratura padrdo e, diretamente, ele nos
abre uma janela para investigar nossos propédsitos. Portanto, deixamos o vinculo (ii)

para futuros trabalhos.

Vale ressaltar que, mesmo quando aplicamos o vinculo (i) ficamos com um sistema

sobredeterminado composto por trés equagdes diferenciais, (5.20), (5.22) e (5.23).

5.2.2 A solucao perturbativa

Aqui, assumiremos a busca por uma geometria do espago-tempo sob uma pequena
influéncia do termo quadratico de curvatura a partir de (5.20). Para tal, multiplicamos

(5.20) por X e encontramos

—28 2 28 2
. [2 (e :&ﬂ) n (1 Ti 2 )
(5.25)

onden =0\ = /~\2/2A2 € 0 que consideramos como parametro de perturbacao devido

r r2

—28 1 =2
+AP<€ &ﬁ>+ 13\ =0,

3 A2 > A2, Nesta forma, resolvemos tal equacdo diferencial aplicando teoria de per-
turbagdo. Os termos quadraticos em (5.25), os quais surgem apés tratamos o termo
de curvatura quadratica, formam a parte da equacado diferencial que sera tratada como
uma perturbacdo. Os demais termos de (5.25) sdo aqueles comumentes encontrados
quando substituimos a métrica esfericamente simétrica na equacao de campo de Eins-
tein com constante cosmoldgica. Tal parte, quando resolvida isoladamente, nos leva a

bem conhecida solucao de Schwarzschild-de Sitter.

Por simplicidade, definimos u(r) =1 — e=28(" | pois dessa maneira, podemos escrever

(5.25) em um formato mais compacto, i.e.,

[ () ()

#o(rgpaln +ul) 13 ) =0, (520)
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A solugdo perturbativa é da forma geral
u(r) = uo(r) + nuy(r) + n*ug(r) + Pus(r) + -+ . (5.27)
Ao substituirmos (5.27) em (5.26), encontramos
n % (77’“61;6)2 + (nkuk)z +p (mkdk + nFuy, + 3pr?) =0, (5.28)

onde adotamos a notagdo dy = dug(r)/dr e ux = ug(r), com k € [0,00) . Empre-
gamos a convengdo de soma em k para facilitar a escrita de (5.28). Desse modo, a

partir de (5.28), determinamos as equa¢des diferencias, ordem a ordem, como segue:

d
—(rug) +3pr* = 0,

dr
d 1 [duy u?
— =0
dr o+ o ( dr ) + pr2 ’
T’u2 n 1 (dUO dul) 2%0711 -0 :
p \ dr
1 (duy uy 1 [ dug dus 2u0u2
— + - = 0
(TU?’H (dr> pr2+p(dr ) ’
Tu dUQ dU3 ZUQU:), 4 l du1 dUQ 2%1U2 B
1) dr dr pr? p \ dr dr -

(5.29)

Com a hierarquia de equagdes (5.29), resolvemos, iterativamente, as equagdes acima.
Primeiro, na ordem zero, encontramos
A2 2GM

up = 37’ = (5.30)

onde a constante em 1/r, encontramos no limite newtoniano. Em seguida, substitui-
mos na ordem 1 para determinarmos u;. Em cada ordem, encontramos as funcdes
ug que serdo usadas na equacgao diferencial da ordem seguinte, isto é, k + 1. Desse
modo encontramos as funcdes wu; para cada ordem k a menos de uma constante de

integracdo. Logo, determinamos a seguinte solu¢do para (5.25).

(e%S) k+2

726 =1- Z T}k chﬂ’ y (531)
k=0 /=1

com constantes Cyy's. As constantes Cio, com k = 0,1,2,..., sdo as constantes
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de integracdo. As demais constantes sdo dependentes daquelas presentes nas ordens

anteriores.

A seguir, dispomos uma lista das constantes Cy,, até a quarta ordem, estdo dispostas

na matriz a seguir.

2 oaM
9 %2 Cos 6%\4 Q0 — ?,Gc/g\i’:lM3
5 %2 Cas % 0 54C/¥~\24M2 0, 312%¥§M4
14 %2 Cp — % O3 3%\4 Qs 54G;4M2 O — 3564/%5M5

onde

Q = Cp—2GM ,

Qy = [Ch,+4GM (6GM —2C15 — Ca)]

Qs = [Ci2(Cra + Cop — 12GM) — 2GM (2Cs5 + C35 — 20GM)]

Q = (8GM —3Cy) ,

Qs = [3C, — 2GM (12C13 + 3Ca2 — 24GM)]

Qs = 2(Cia —3GM) . (5.32)

De forma mais explicita, truncando (5.31) na quarta ordem, temos

A2
(1 2 A—T2> -1 (C12 +Cur’ + %) +

e 28

Q

-
C Cos C

- (£+Cmr2+$+%)+

T T T

C Cy C C
- (e G2 Sy G

C
- (& e Cs

Cis  Cua Cus Cug
F _l_ 7 TlO ﬁ . (533)

Em regides bem distantes do horizonte de eventos da distribuicdo de massa, onde
r > 2G'M, obtemos

ds? = — (1 - Tr2> dt* + +r2d0? (5.34)
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com

T ~ — 2 35— 14— 5.35
+7 +7 5| T 5| T R (5.35)

A2 2 A2 A2 A2
A_ A o [ A A A
3

a qual é, perturbativamente, um espagco-tempo assintoticamente de Sitter. Vemos di-

retamente que no limite n — 0, recuperamos um espaco-tempo de de Sitter. Ademais,

sem qualquer tipo de truncamento, temos

[ee] /’“\2
e =1- anaw ?73 , (5.36)
w=0
onde (20)
w)!
W= 1 il (5:37)

s3o os chamados niimeros de Catalan?®.

O préximo passo consiste em determinarmos os horizontes de eventos. Concentraremos
nossos calculos na analise em primeira ordem. Logo, escrevemos a solugcao perturbativa
como

2GM  A? , Ca A2, 16G>M?

— 77— —— 4 — ] . 5.38
" 37° n 7’%—37" M A2 ( )

Na busca de uma solucdo perturbativa, nao houve motivo para nos preocuparmos
com a segunda equagdo de campo, pois esta fica na forma nd0R = 0, logo, n3o
havendo ordem zero, e, portanto, sem possibilidade alguma de empregarmos teoria de

perturbacao para encontrar uma solucdo consistente.

5.2.2.1 Horizonte de eventos da distribuicio de massa e o horizonte de

eventos cosmolégico

Usaremos a solugdo perturbativa (5.38) para calcular o horizonte de eventos da dis-
tribuicao de massa e o horizonte de eventos cosmoldgico. Tais horizontes sdo deter-

minados quando atribuimos e™?® = 0. Logo, devemos resolver a seguinte equacio

1Tais niimeros receberam esse nome apds a descoberta de tal sequéncia pelo matematico belga
Eugeéne C. Catalan (1814 — 1894), o qual foi responsével por vérias contribuicdes para a matemdtica
combinatdria[87].
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algébrica

]\2 ]\2 272
3 (r —2GM — —'r’?’) -1 (—r6 + Cior® — 6G]\2 > =0, (5.39)

3 3

onde Ci5 é uma constante de integracdo. Desse modo, temos uma equacao algébrica
com uma perturbacdo. Portanto, devemos encontrar a solucdao perturbativamente, a

qual, em primeira ordem, temos a seguinte forma da solugao,
rR T+ Ny . (5.40)

N3o ha razdo para nos preocuparmos com termos de ordem mais elevada, pois usaremos
o elemento de linha truncado na primeira ordem. Substituimos (5.40) em (5.39) e
encontramos um sistema de duas equacoes algébricas. Em ordem zero, prontamente

com a substituicdo das constantes C's, temos

3 6G
Tg — FTO + ]\2 =0 y (541)

enquanto, em primeira ordem,

A2 A2 2M2
37"17'3 (1 — ?7“3) — 0127"3 — ?7’8 + 6G[~\2 =0. (542)

Para determinarmos a natureza das raizes de (5.41), devemos verificar o seu polinémio

discriminante, o qual é
108 ~
A= (1 - 9G2M2A2) , (5.43)
A6
Se, e somente se A > 0, a equacdo (5.41) tem raizes reais. Para satisfazermos tal

condicdo, devemos ter 3GMA < 1, uma vez que A=V /~\2, GG e M sao quantidades

positivas.

Usamos o método trigonométrico para encontrar todas as raizes de (5.41). Neste

sentido, obtemos suas duas raizes positivas,

2 1 -
ror = X CoS {5 arccos (3GMA> —

2 1

Toa = XCOS {g arccos <3GMA> + ] ; (5.44)



Capitulo 5. Geometrias de Schwarzschild-de Sitter modificadas 77

ou, em uma forma sucinta, apds aplicarmos a regra de soma e subtracdo de arcos,

escrevemos

Tl = %(Cg%—\/gs{) ,
T = %(q — \/§5§> : (5.45)

onde ¢¢ = cos&, s¢ = sené e £ = 1/3arccos <3GM/~X>. A dltima raiz é ro3 =
— (ro1 + 702), a qual é essencialmente negativa e ela ndo tem significado fisico pelo
fato de estarmos calculando horizontes de eventos. As raizes em (5.44) representam os
termos de ordem zero dos horizontes eventos, tanto cosmoldgico quanto da distribui¢ado
de massa. Devido 0 < 3GMA < 1, entdo 0 < arccos <3GM/~\> < m/2, o que implica
em 191 > rgo > 0. Assim, rg2 é o termo de ordem zero do horizonte de eventos
da distribuicao de massa M, enquanto r9; é o termo de ordem zero do horizonte de

eventos cosmoldgico.

Consequentemente, o derradeiro passo que daremos para determinar os horizontes de
eventos consiste na substituicdo de (5.44) em (5.42). Apds completarmos esta tarefa,
podemos descrever os dois horizontes como 7, = g2 + 1112, 0 horizonte de eventos da

distribuicdo esférica de massa, e r. = rog; + nri1, o horizonte de eventos cosmoldgico,

1 6G2M?2 1 A2
T = = — 2 3 + C12 + —ng s (546)
3 (1 — %r@) Az Ty, 3

tal que

comf{=1ou/l=2.

Logo, escrevemos a forma completa dos horizontes de eventos,
1
Ty, = X{(05—\/§s§> +

sec(3¢) | (i58€2]\\//[§22;2 + 3Ci2 (cg - \/§S£> * <C€ - \/§S5> 4] } ’

— (ifi ]\\/22)2 +3Cio <c§ + \/335) + (05 + \/555)4] } .
(5.47)

Vemos imediatamente que no limite 7 — 0 recuperamos os dois horizontes de eventos

de um espaco-tempo de Schwarzschild-de Sitter.
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5.2.2.2 Sobre singularidades no regime perturbativo

Neste momento, através de alguns invariantes de curvatura, analisaremos a questao das
singularidades na solugao perturbativa. Em primeira ordem, calculamos o invariante

de Kretschmann,

(5.48)
logo,
lim R*R 5,5 — 00 (5.49)

r—0
o qual é ligeiramente desviado do tradicional invariante de Kretschamn por causa do
termo perturbativo. Interpretamos que este é um tipo de singularidade fisica na origem.

Temos aqui uma peculiar caracteristica do escalar de curvatura
_ 6C _
R =4A%+7 (—53 + 4A2) . (5.50)
r

N3o ha singularidades caso consideremos apenas ordem zero. Caso contrério, a natu-

reza fisica do termo quadratico na equacdo de campo nos remete a

IimR — oo . (5.51)

r—0

A singularidade fisica em r = 0, evidenciada em (5.48) estd de acordo com o resultado
usual obtido na Relatividade Geral de Einstein. Poderiamos ir adiante e realizar calculos
de outros invariantes de curvatura, mas percebemos que (5.48) sozinho garante a
singularidade fisica na origem, tal como esperado. Quando tomamos o limite  — 0,
encontramos o escalar de curvatura constante, tal como se apresenta na teoria original

de Einstein.

5.2.3 A solucao exata

Neste ponto, estudaremos o regime onde existe uma forte influéncia do termo quadratico
de curvatura. Analiticamente, para tal fim, subtraimos as equacdes diferenciais que

obtivemos paraa =2ea =0, i.e., (5.21) e (5.22), respectivamente. Adicionalmente,
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sob o vinculo o + 8 = 0, encontramos a seguinte equac¢ao diferencial,

B2\ ? 1—e2\? 1, o5 1—¢e2%
T I - 7ﬁ_—:
JEY ()] e e

A partir da equagdo (5.52), encontramos apenas duas solugdes permitidas, i.e.,

e = 1- Tpr2 ,

e = 1-"T,r?, (5.53)

com

Yh = — |1—q/1—2=2] . (5.54)

Ambos T, e T, sdo constantes que caracterizam o elemento de linha quadrado, ds?,

de cada espaco-tempo, ou seja,

1
2= — (1= Tyr?) df? + e + 12dD? .
ds ( pr7) di? + a=T,m Qo (5.55)
) 1
ds® = — (1 = Y,ur?) dt* + —————— +12dQ* . .
s ( r?) TaoTay T (5.56)

Verificamos que as solu¢des (5.53) satisfazem o sistema de equa¢des diferenciais cons-
tituido por (5.20),(5.21), (5.22) e (5.23), simultanteamente. Entendemos que é uma
verificacao necessaria, uma vez que este sistema de equacgdes é sobredeterminado, tal
como mencionamos anteriormente. N3o obstante, enquanto A? > /N\Q, expandimos

(5.54), truncamos na primeira ordem e encontramos

e
T, =~ A—,
3
2.9
T, ~ §A , (5.57)

o que simplifica os espagos-tempo descritos por (5.55) e (5.56), tal como segue.

ds® = —(1 — Y,r?)dt* + dr® +r* (9 + sin® 0d®) (5.58)

(1—="7",r?)
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o qual notamos ser um espaco-tempo de de Sitter com um raio muito elevado, pois

T,, tem um valor baixo. E,

ds* = —(1 — T ,r?)dt* + dr? + r? (d92 + sin? 9d¢2) , (5.59)

(1 —",r?)
representa uma geometria do tipo de Sitter, mas com um raio muito pequeno, pois
o valor de A? é bastante elevado, conforme calculamos no Capitulo 4. Seja como
for, observamos que cada uma das solugdes exatas aproximadas, (5.58) e (5.59),
descrevem um espaco-tempo sem um horizonte de eventos de uma distribuicao esférica
de massa. A influéncia do termo quadratico de curvatura em (5.20) nos deixa, em
uma aproximacao em primeira ordem, com dois espacos-tempo assintoticamente de

Sitter, as quais s3o as geometrias mais simples que poderiamos determinar.

Lembrando que n = A~2/2A, fazemos a expansao,

AQ

A ,
T, —<1— 1—477): (204 20° + 4n® + 100" + 28 --- ), (5.60)

2
3 3
onde os termos apresentam uma ordem escondida, uma vez que, apds expandirmos

(5.60) em torno do pardmetro 7, substituimos A% = A?/(2n) e obtemos

A2 A2 A2 A2 A2
T, = — — 22— 35— 14— 61
3+n<3>+n(3>+n (53)+77< 3)+ (5.61)

Finalmente, enquanto olhamos para regides onde r >> 2G M, temos T = T, e
encontramos essa compatibilidade entre ambas as solucGes geométricas encontradas,
(5.58) e (5.34).

5.2.3.1 Horizontes cosmolégicos

Analisaremos a estrutura do espaco-tempo calculado na Secdo 5.2.3. Atribuimos
e~?8 = ( para encontrar o horizonte de eventos cosmoldgico associado a cada um

dos valores de T, i.e., T), e Ty,

—_

P

Ten = (5.62)

m

35



Capitulo 5. Geometrias de Schwarzschild-de Sitter modificadas 81

Quando aplicamos as aproximagdes (5.57), temos

1
Te - ’

n

-
3

Te = , 5.63
w \/T_,w ( )
onde cada um deles esta relacionado as geometrias descritas por (5.58) e (5.59). O
horizonte 7., € muito maior que o horizonte r.,, devido aos valores T, e T,,,. A aparente
singularidade pode ser evitada quando colocamos (5.58) e (5.59) em coordenadas de

Kruskal-Szekeres. Logo, o elemento de linha escrevemos

1 1
VYT (1 -=UV)

ds? = 5 [-4dUdV + (1 + UV)?] dQ? (5.64)

embora, também podemos escrever em novas coordenadas para dois eixos auxiliares,
os quais sdo definidos como X = (U +V)/2eT = (U —V)/2. Logo,

2
ds* = (L + r) (—dT? +dX?) +

VYT

1 [14+X%2-T?
VT 1 — X2 -T2

)2 dQ? | (5.65)

onde d2? = df? + sin? fd¢?. Uma vez que ndo precisamos distinguir estas constantes
no diagrama de Kruskal, deixaremos T para representar T,,, T,,, T, ou T,,. A estru-
tura do espaco-tempo em cada cendrio correspondente ao seu respectivo horizonte de
eventos cosmoldgico elencados em (5.62) ou (5.63) pode ser visualizada na Figura 5.1.
Reforcamos que a diferenca entre eles consiste unicamente nos valores que T pode

assumir e no alcance de r para cada uma dessas circunstancias.
Sobre os vetores de Killing, temos os seguintes pontos a serem levantados para cada
regiao na Figura 5.1:

e (1):0 vetor de Killing 0, é tipo-tempo e futuro-orientado.

o (II) e (I): O vetor de Killing 0; é tipo-espaco.

e (IV): O vetor de Killing 0; é tipo-tempo e passado-orientado.

Além disso, nas superficies U =0 e V = 0 o vetor de Killing 0; é tipo-luz.
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Figura 5.1 Diagrama do espago-tempo de de Sitter sob coordenadas de Kruskal-
Szekeres. Em r = 0 as linhas pontilhadas sdo origens antipodas das coordenadas
polares sobre a 3-esfera. O infinito futuro F e infinito passado F~ sdo delimitados
por r — 0o. As geodésicas tipo-luz sdo representadas pelas linhas cheias inclinadas
em 45° em relacdo aos eixos T e X. T significa aqui tanto para T,, quanto para
T, assim como para T, ou T,,. Optamos por escrever apenas T uma vez que
os elementos de linha (5.55), (5.56), (5.58) e (5.59) tém estruturas geométricas
similares.

5.2.3.2 Sobre singularidades nas solucoes exatas

Determinamos o escalar de curvatura, ou seja, R = 127 e o invariante de Kretsch-
mann, K = 2472. Claramente, hd um valor distinto do invariantes para cada valor
de Y. Tanto R quanto K sdo finitos e ndo temos singularidades fisicas na origem, o
que entendemos ser significativo devido ao fato de que o espaco-tempo de de Sitter

originalmente também n3o apresenta singularidade fisica em r = 0.

5.3 Um breve estudo termodinamico

A fim de completar nossa anilise das solu¢des encontradas nas Se¢do 5.2.2 e Secao 5.2.3,

estudaremos as quantidades termodinamicas relacionadas aos horizontes de eventos,
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tanto cosmoldgicos quanto dos buracos negros. Primeiramente, na Subsecdo 5.3.1
apresentaremos brevemente os fundamentos da termodindmica de buracos negros,
onde nos concentraremos nas definicGes e conceitos mais importantes, os quais estardo
fortemente baseadas em [1]. Segundo, mostraremos as quantidades termodindmicas

envolvidas com as nossas solucdes.

5.3.1 Fundamentos

A gravidade de superficie podemos definir da seguinte forma. Seja um vetor de Killing
&% normal ao horizonte de eventos. Como xi* é uma superficie ortogonal, ele deve

satisfazer a equacgdo da geodésica

£V, E0 = kEP . (5.66)

Sobre a mecénica dos buracos negros, temos as quatro leis [88]:

e leizero: A gravidade de superficie é constante sobre todo o horizonte de eventos.

e Primeira lei: Para um buraco negro estaciondrio com area da superficie do
horizonte A, carga elétrica () e momento angular J, a variacao da sua massa
M durante um processo quasi-estatico é dada por

K

M =
(G

JA+ PIA+ Q0T (5.67)

onde ® é o potencial eletrostatico e €) é a velocidade angular do horizonte de

eventos.

e Segunda lei: A area da superficie A nunca diminuird em processo fisicos se o
tensor energia-momento 7, satisfaz a condicio dominante de energia 7,,£%¢° >
0.

e Terceira lei: A gravidade de superficie nula jamais pode ser atingida por qualquer

processo fisico durante um finito intervalo de tempo.

Enfatizamos que em nosso estudo, n3o levaremos em conta efeitos de rotacdo ou
a carga elétrica da distribuicdo de massa. Desse modo, na segunda lei, temos a

simplificacdo M = k/8TGIA que atenderd plenamente os célculos que empregamos
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na termodinamica das solu¢des que encontramos anteriormente. Em geral, os termos
QJ + ®HQ sdo mostrados como a variagdo do trabalho realizado durante o processo

e simbolizado, frequentemente, pelo breve simbolo d1V.

Temos um notdvel paralelo entre as leis da mecanica dos buracos negros e a as leis

termodinamicas, tal como mostra a Tabela 5.1.

Lei Termodindmica Buracos negros
Zero A temperatura T de um corpo em A gravidade de superficie do horizonte de um
equilibrio térmico é constante. buraco negro estacionario é constante.
Primeira dU =1TdS + dW dM = gZ=dA + QdJ + 2dQ
Segunda AS > 0 em qualquer processo fisico. AA > 0 em qualquer processo fisico.
Terceira T =0 é impossivel de ser atingida K = 0 é impossivel de ser atingida
através de qualquer processo fisico. através de qualquer processo fisico.

Tabela 5.1 Um quadro-resumo da correspondéncia entre as leis termodindmicas
e as leis da mecanica dos buracos negros. Adaptada de [1].

Como é mostrado na Tabela 5.1, U <> M, T <> ak e S <> (1/87G) A, sendo v uma
constante. Logo, U e M representam a mesma quantidade fisica: a energia do sistema.
Tamanho paralelo levou Bekenstein, em 1973, a estabelecer uma conjectura onde
T x keSS o Al89] Isto levou a solugdo de um paradoxo, o qual pode ser descrito
como: Se uma parte da entropia da matéria é gradualmente diminuida dentro de um
buraco negro, entdo a entropia global no universo observavel diminuira. A entropia
no sentido usual € simplesmente perdida. Entretanto, quando a entropia dos buracos
negros é proporcional a drea da superficie do horizonte de eventos, ent3o a segunda lei
da termodindmcia é posta na forma generalizada §Sypiverso + 0Shiack hote > 0 [89)].

Desse modo, o paradoxo é solucionado.

Hawking, em 1974, mostrou que efeitos quanticos no processo de cria¢ao de particulas
resultam em uma emissao efetiva de particulas do buraco negro com uma temperatura
termodindmica proporcional a superficie de gravidade [44]. Esta é conhecida como

temperatura Hawking e estd relacionada a gravidade de superficie por

kh
Thor = — . .
h 5 (5.68)

Deixamos a constante de Planck reduzida em (5.68), pois é uma forma imediata de
vermos que a mecanica quantica estd presente nas leis termodindmicas que regem os

buracos negros. Em breve, retomaremos nossa convencao, onde A = 1.

Uma vez fixada a constante de proporcionalidade entre T" e x, conforme os calculos de

Hawking, a constante de proporcionalidade para a entropia é, portanto, determinada
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sob a imposicdo de que TS = k/(87G)dA. Logo, temos a entropia de Bekenstein-
Hawking,

_ (5.69)

onde r é o raio do horizonte de eventos e A é drea da superficie do horizonte. Esta é a
maneira de escrever a entropia a partir da sua forma plena, ou seja, S = Akpc®/(4hG),

apos usarmos ky = c=h=1.

As contribuicbes de Bekenstein e Hawking abriram janelas para importantes inves-
tigaces no cendrio da gravidade quantica. Entendemos que qualquer teoria de gra-
vidade modificada deve ser preocupar em investigar a natureza termodinamica dos

horizontes de eventos como uma forma de testar a consisténcia dessas teorias.

5.3.2 A termodinamica das geometrias de uma teoria de gra-

vidade induzida

Apresentaremos os resultados obtidos para as grandezas termodinamicas das solug¢des
que encontramos para a teoria de gravidade induzida. Conforme segue, separamos os
resultados que concernem a cada natureza de solucdo, isto é, a de origem perturbativa

e a de origem exata.

5.3.3 Sobre os horizontes de eventos como solucoes perturba-

tivas

Calculamos a gravidade de superficie relacionada a cada horizonte de eventos e analisa-
mos seus comportamentos perante uma mudanca na massa M. Como vimos, no caso
perturbativo, temos dois horizontes, 7, e r., 0s quais estao explicitamente mostrados

em (5.47). Portanto, aplicamos (5.66) para obtermos

1 M 2GM 2, A8 GEM?
= < +"{—G 186G } (5.70)

> + =Ny + =
3 2 2 37T A2 ry
a qual é, em primeira ordem, a gravidade de superficie no horizonte de eventos da
distribuicdo de massa. Para analisar o comportamento da gravidade de superficie,

colocamos r na forma
r
Ty = To2 (1 + T]ﬁ) . (571)

To2
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Logo, expandimos (5.70), truncamos na primeira ordem e obtemos

A2 GM 2GMr, GM A2 24G2M?
Kb 3 702 7%2 +n |2GMryp + 7"8’2 7%2 3 To2 + 5 o2 ( )

onde rgpy € 712 sdo mostrados em (5.44) e (5.46). Neste ponto, assumimos, por
hipétese, C12 = 2G' M, o que interpretamos ser razodvel, uma vez que esta constante
de integragdo aparece no fator 1/r em (5.47) e, além disso, multiplicada pelo termo
de expansdo, o qual estimamos ter um valor muito pequeno. Embora seja uma forte
hipdtese, esta é importante para um primeiro estudo do comportamento dos horizontes

de eventos e das grandezas termodindmicas relacionadas.

Qualitativamente, apresentamos os comportamentos de 1, e k; na Figura 5.2 e na
Figura 5.3. A fim de obtermos uma melhor visualizagdo do comportamento dos ho-
rizontes, exageramos o valor do pardmetro de expansdo. Adotamos este procedi-
mento para todos os graficos desta secdo, onde também adotamos a parametrizagdo
3GMA = x(M) e, portanto, tanto os horizontes quanto as gravidades de superficies

a eles relacionadas serdo escritas em fungdo de z(M).

rp(x(M])
10~

04

0.0 Ear _ 1 L 1 L L L 1 L 1 L L 1 | x[_u}
0.0 02 04 0.6 0.8 1.0

Figura 5.2 Horizonte de eventos da distribuicdo de massa em funcdo da massa.
ry(z(M)) se encontra em unidades de 1/A. As curvas vermelha, verde e azul
correspondem a n = 0.001, n = 0.0005 e n = 0.0001, respectivamente. Todas
curvas obtidas mostram que o horizonte aumenta quando a massa aumenta.

Portanto, observamos que o crescimento da massa M implica no aumento do horizonte

de eventos 1, enquanto que hd uma diminuigdo de ;. De acordo com (5.68), a
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Figura 5.3 Gravidade de superficie em funcdo da massa M. As curvas magenta,

marron e laranja sdo obtidas com 1 = 0.001, n = 0.0005 e n = 0.0001, respec-

tivamente. Todas curvas obtidas mostram que a gravidade de superficie diminui
quando a massa da distribuicdo esférica aumenta.

temperatura associada a esta gravidade de superficie, T, = k;/27, tem o mesmo

comportamento de k;. Durante todo o processo de aumento da massa M, mantivemos
A? constante.

Para os esbogos das curvas mostradas tanto na Figura 5.2 quanto na Figura 5.3, devido

a parametrizagcdo, tomamos o devido cuidado com os valores atribuidos a x(M), tal

que nao obtivéssemos resutados nao-fisicos, tal como x, < 0 ou 7, < 0.

Analogamente, determinamos a gravidade de superficie do horizonte de eventos cos-
moldgico,

1., GM g 2GM 2.,  48G2M>
Iic—gA Te — T’g +§ - T’g +§A Tc—i_ﬁ T? y (573)

cuja expansao, truncada em primeira ordem, obtemos como

A2 GM 2GMry, GM A2 24G2 M2
LA Ty — 20GM — — T 5 (574

A Figura 5.4 e a Figura 5.5 qualitativamente mostram o comportamento do horizonte

cosmoldgico e da gravidade de superficie, respectivamente, quando mudamos a massa
M.
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Figura 5.4 Horizonte cosmoldgico em fungdo da massa da distribuigdo. r.(x(M))

se encontra em unidades A

. As curvas vermelha, verde e azul sdo obtidas para n = 0.001, n = 0.0005 e

1n = 0.0001, respectivamente, e mostram que o horizonte cosmoldgico diminui
quando a massa da distribuicao aumenta.

Em suma, quando a massa M da distribuicdo esférica aumenta, entdo, tanto r. quanto
ke diminuem. Novamente, conforme (5.68), a temperatura Hawking 7. = k./2m

associada a este horizonte de eventos cosmolégico também diminuird.

A partir de (5.69), determinaremos as seguintes entropias relaciondas as areas das
superficies dos horizontes de eventos. Por hipdtese, a férmula para a entropia serd

aquela obtida por Hawking e Bekenstein, tal como indicada em (5.69).

Primeiro, a entropia da distribuicao de massa,

7T7"2 s T12
Spy=—b~ 1l (1+2p—) . 5.75
b G GTOQ ( + 777,02) ( )

Enquanto isso, a entropia relacionada a area da superficie do horizonte cosmoldgico,

7'["/"2

Se= 7~ r, (1 + 27;:—;) : (5.76)

com 1y, e r. sdo mostrados em (5.47), enquanto g3, 713, To1 € 711 estdo elencados em
(5.44) e (5.46). Usando novamente Ci5 ~ 2GM, o comportamento de cada entropia

é mostrado na Figura 5.6 e na Figura 5.7.
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Figura 5.5 Gravidade de superficie no horizonte cosmolégico em fungdo da massa.
As curvas magenta, marron e laranja sdo obtidas com 1 = 0.001, n = 0.0005 e
n = 0.0001, respectivamente, e mostram que a gravidade de superficie diminui
quando a massa da distribuicao aumenta.

De acordo com o comportamento dos horizontes em relacao a massa M, concluimos
que um aumento de M implica em um aumento da entropia S,. Contrariamente,
tal aumento da massa M, implica na diminuicdo da entropia S.. Notamos que tais
comportamentos das entropias estdo em acordo com o mostrado em [90], claro, con-

siderando o pesqueno desvio numérico devido a aproximacao de origem perturbativa.

5.3.4 Sobre os horizontes de eventos como solucoes exatas

Neste caso, temos f(r) =1—Tr? com T € {Y,,Y,,, Y., T,u}. Diretamente, obte-
mos cada gravidade de superficie correspondente a cada valor de Y. Portanto, quando
aplicamos (5.66), a gravidade de superficie do horizonte de eventos cosmoldgico é

dada por

ke = VT . (5.77)

Com (5.68), obtemos a temperatura 7. = k./2w. No caso T = 7T,,, a respectiva
gravidade de superficie assim como a respectiva temperatura sao ambas compativeis

com aquelas obtidas originalmente para um espaco-tempo de de Sitter [90].
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Figura 5.6 Entropia da distribuicdo em funcdo da massa. As curvas se sobrepSem,
mesmo com 7 = 0.001, n = 0.0005 e n = 0.0001.

So(x(M)

1 L L 1 1 N N N 1 N 1 1 1 1 1 1 xrj\{}
02 04 0.6 0.3 0

Figura 5.7 Entropia do horizonte cosmoldgico. As curvas preta, ciano e plrpura
sao obtidas com n = 0.001, n = 0.0005 e n = 0.0001. A medida que a massa da
distribuicdo aumenta, tais curvas se sobrepoem.

Ao aplicarmos (5.69), temos a entropia relacionada a geometria tipo de Sitter,

So= . (5.78)
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Quando Y = 7,,, encontramos
, (5.79)

e~

GA2
a qual estd em acordo com a entropia padrao do espaco-tempo de de Sitter.
Notavelmente, na regido » > 2G M, observamos que as entropias, tanto no cenario

perturbativo quanto no exato, podem ser conectadas, a menos de correcdes em 1.

Claramente concluimos que, no limite 7 — 0, ambas as entropias sdo equivalentes.



Capitulo 6

Estudo cosmologico preliminar

Estudaremos o cenario cosmoldgico da teoria de gravidade emergente desenvolvida no
Capitulo 3.

Estamos interessandos, particularmente, nas solu¢des cosmoldgicas que possam des-
crever o universo primordial. Sabemos que o paradigma atual para descrever o universo
primordial é a inflagdo [91-94]. Neste cenario, o modelo cosmolégico padrdo, também
denominando ACDM, é precedido por uma fase exponencialmente acelarada que de-
veria ser o principal responsdvel na resolucao de problemas relacionados a métrica de
Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW), tais como: o problema da planeza,

isotropia, o problema do horizonte e o excesso de monopolos.

Na comunidade cosmoldgica, percebemos um grande interesse em modelos de rico-
chete!. Estes modelos s3o alternativas vidveis a inflagdo [95-97]. Universos em rico-
chete sdao modelos que ndo apresentam singularidades, os quais podem ser deduzidos
a partir de teorias que consideram derivadas superiores e teorias de gravidade quantica
[98-105]. Todos estes resultados sugerem que o universo primordial é o cendrio mais

proeminente para investigar teorias fisicas que trabalham com energias muito elevadas.

Neste capitulo nos concentraremos em obter modelos cosmoldgicos para a teoria de
gravidade induzida a partir da teoria de Yang-Mills para o grupo SO(m, n) que apresen-
tamos no Capitulo 3. Da mesma maneira que fizemos no Capitulo 5, consideraremos as
contribuicdes de todos os vacuos para a teoria. Desse modo, aplicaremos as 1-formas
relacionadas a métrica de FLRW nas equa¢des de campo (3.76) e (3.73). Apresen-

taremos uma sintese do Modelo Cosmoldgico Padrdo na Secdo 6.1. Na Secdo 6.2

IN.T.: Do inglés bouncing

92
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modelaremos as equagdes dindamicas que governarao a cosmologia da teoria de gravi-

dade induzida. Nas Secdes 6.3 e 6.4 discutiremos os modelos cosmoldgicos.

6.1 Sobre o Modelo Cosmolégico Padrao

6.1.1 Principios cosmoldgicos e as equacoes de Friedmann

O principal foco da cosmologia é a descricao do Universo como uma Unica entidade
[45, 47]. O Modelo Cosmolégico Padrdo é fundamentado no Principio Cosmoldgico.

Podemos enunciar tal principio da seguinte forma:
Em larga escala o Universo é homogéneo e isotrdpico.

Este principio assume que o espaco-tempo pode ser folheado em hipersuperficies tipo-
espaco que sao esfericamente simétricas em qualquer ponto sobre elas. A formulacdo
do principio cosmolégico é realizada considerando uma escala de tempo cosmoldgica,
onde em cada folheagdo o instante é constante. Esta é uma maneira de estabelecer a
homogeneidade em cada 3-superficie. Uma vez que isotropia também é um requeri-

mento do Principio Cosmoldgico, demanda-se, entdo, que ndo ha diregdes privilegiadas.

A radiagao césmica de fundo em microondas é uma das evidéncias que garantem a va-
lidade do Principio Cosmoldgico. A deteccdo desta radiagdo indica que a temperatura
atual do Univeso é T' = 2, 726 K, mas para que esta temperatura seja registrada hoje,
estima-se que o Universo emitiu essa radiacdo quando ele tinha 3,8 x 10° anos. As
caracteristicas da radiacdo césmica de fundo em microondas delineam que o Universo
era muito denso e com temperatura muito elevada, tal que, para que a temperatura

atual fosse atingida, entdo este sofreu uma expansao e foi sendo resfriado.

Um outro principio adotado na construcao dos modelos cosmoldgicos pode ser enun-

ciado como segue.

Postulado de Weyl: As linhas mundo das particulas de um fluido cosmoldgico sao

hipersuperficies ortogonais.

Este postulado nos possibilita definir um sistema de coordenadas co-mdveis, onde nio
ha termos como dz‘dz?, com i # j, no tensor métrico. De acordo com os principios
cosmoldégico e de Weyl, podemos introduzir um tempo césmico, o qual é o tempo

préprio de um observador se movendo com a matéria em expansao. Portanto, o
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elemento de linha que descreve um Universo homogéneo e isotrépico em expansao, em

coordenadas co-mdveis pode ser escrito como

1

ds* = —dt* + a*(t) mdﬂ + 7% (d0® + mathrmsen®0d¢®) | (6.1)
— kr

a qual conhecemos como métrica FLRW. Juntamente com o principio cosmoldgico

e o de Weyl, as equacdes de Einstein governam o Universo em expansdo no Modelo

Cosmoldgico Padrdo. A partir da métrica FLRW e as equacdes de Einstein, obtemos

as equacoes de Friedmann,

(a)“’ kA2 St

a a? 3 3 ’
i A2 871G
Z_ = - - 3 6.2
-3 0+ 3p) (62

onde a = a(t) é o fator de escala e A% é a constante cosmoldgica. Oriundos do
tensor energia-momento na equa¢do de Einstein, p = p(t) e p = p(t) representam a
densidade de energia e a pressdo do fluido. O fator de curvatura k pode assumir os
valores 1, 0 ou —1, referindo-se a forma da secao espacial, a qual pode ser fechada,

plana ou aberta, respectivamente.

Em cada instante césmico ¢, podemos construir os pardmetros cosmégicos H(t) =
a/a, o parametro de Hubble, ¢(t) = —da/az, o parametro de desaceleracdo, p. =
3H?/(87@G), a densidade critica, e Q(t) = p/p., o pardmetro de densidade. Estes
parametros sdo frequentemente utilizados nas pesquisas em Cosmologia, pois permi-
tem caracterizar a dinamica do Universo em cada momento de sua evolucao. Dentre
estes parametros, destacamos o pardmetro de desaceleragdo ¢(t) que mede a evolugdo

temporal do fator de escala.

Derivando a primeira equagdo em (6.2) e substituindo na segunda, encontramos
p+3H(p+p)=0, (6.3)

ou seja, a equacdo que caracteriza a conservacdo de energia, conforme a Relativi-
dade Geral, pois (6.3) é também derivada através da conservagdo do tensor energia-

momento. Uma maneira de resolver (6.3) é através de uma equacido de estado p = wp,
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onde w é uma constante arbitraria. Desse modo, usando a equacao de estado, inte-

gramos (6.3) e encontramos
constante

P= " sirw (6.4)
a relacdo entre a densidade de energia e o fator de escala. De acordo com o valor
de w na (6.4), podemos caracterizar diferentes épocas do Universo, as quais foram
governadas por alguma forma predominante no fluido de matéria. Citando as situacdes
mais frequentes na literatura, temos: (i) w = 0, caracteriza uma época dominada por
poeira; (ii) w = 1/3, uma época dominada por radiagdo; (ii) = —1, época dominada

pela constante cosmoldgica.

6.1.2 Os modelos cosmoldgicos de Lemaitre e de Friedmann

Os modelos de Lemaitre assumem que a constante cosmoldgica seja significativa na
dindmica do Universo, embora assuma também que a densidade de energia e de matéria

seja desprezivel quando comparada com a constante cosmoldgica.

Para cada forma da se¢do espacial, encontramos um modelo como solugdo para (6.2)

com p =p = 0. Para k = 1, encontramos

a(t) = [ —=—senh —t |, (6.5)

onde, necessariamente, devido as equacdes dindmicas, A < 0 .

Para k£ =0,

onde temos uma geometria de de Sitter, compativel apenas com A% < 0. Consequen-

temente, o H é constante.

Para k = —1,

3 A2 .
a(t) = ,[—=—senh %t ,se A2<0),

/ A2 .
a(t) = %Sen ?t ,se A2>0. (6.7)
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Os modelos de Friedmann usam um fluido perfeito para descrever o contelido de mate-
rial do Universo. Isso nos leva a considerar plenamente o sistema de equagdes composto
por (6.2) e (6.4). Para pequenos intervalos de tempo e w > —1/3, desprezamos o
termo k/a” na primeira equagdo em (6.2). Através de (6.4) e a primeira equagdo em

(6.2), colocamos o fator de escala como
a(t) o ((304w)) (6.8)

Para uma fase de radiagdo, isto é, w = 1/3, obtemos a(t) t1/2 onde o Universo
primordial era composto predominantemente por particulas relativisticas. Na fase em
que a matéria nao-relativistica predomina, com w = 0 e um universo plano, temos
a(t) oc t¥/3,

6.2 Equacoes de Friedmann modificadas

Na construcdo de um cendrio cosmoldgico, levaremos em conta um universo sem
tor¢do, tal como realizamos no Capitulo 5. Portanto, a a¢do (3.74) sem os termos de
torcao sera também considerada, em tal forma que, novamente, duas constantes serdo
empregadas: a constante cosmoldgica renormalizada A? e a constante cosmolégica
observacional A%, Adicionalmente 3 acio de gravidade induzida (3.49), teremos a
acao de matéria ,

SGrav—mat = ESgrav + Smat . (69)

No nivel semi-classico, devido a identificagdo (3.48), ocorre uma dependéncia da escala
de energia associada ao pardmetro A%2. Desse modo, detalharemos como a teoria se
comporta perante trés regimes ditados pela curvatura: o regime dominado por curva-
turas com altissimas magnitudes (HC), o regime de curvaturas com altas magnitudes

(AC) e o regime de curvaturas com baixas magnitudes (BC).

A acdo de matéria que acoplaremos a agdo de gravidade induzida modificada, terd um
fluido perfeito como responsavel para descrever o contetido de matéria do universo que
estamos considerando. A 3-forma energia-momento 7, é obtida a partir da acdo de

matéria quando a variamos em relacao a vierbein,

5Smat
= — 1
Ses Ta (6.10)
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onde x7, = Tqe’. Logo,
1
Ta = Eﬁbebcafeceaef ) (6.11)
As componentes desta 3-forma podemos associar, conforme nossos objetivos, ao tensor

energia-momento de um fluido perfeito, o qual pode ser escrito como
T’ = (p+p) uau’ + péa” | (6.12)

onde as quantidades p e p representam a densidade de energia e a pressdo. No
referencial co-mével, temos ©ug = —1 e v'u; = 0, com i € {1,2,3}. Portanto, na
presenca de matéria e sem termos de torcdo, podemos escrever as equagoes de campo
(3.76) e (3.73) como

3€

%Rb‘ * (Rpc€a) — Eabed <Rb‘eD — %ebec&) —2x7a = 0 (6.13)

3
D( A*R“b) = 0, (6.14)
Xp

onde definimos p = A2/y, p= A2/x e x = 87G.

Assumiremos a métrica FLRW, uma vez que consideraremos uma geometria do espaco-
tempo homogénea e isotrdpica, o que significa que ha uma folheacao particular onde
cada sec3o espacial é maximalmente simétrica [1, 45, 47, 106]. Portanto, temos as

seguintes componentes da 1-forma vierbein para tal geometria,

e = dt,
1 a(t)
et —d R
© T VT
e = a(t)rdd
e = a(t)rsenfd¢ . (6.15)

A partir da equacao de estrutura com torcao nula,

w = —de" , (6.16)
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encontramos as componentes da conexao de spin, tal como segue. Primeiramente,

devido a antissimetria da conexdo, temos w®, = wy" e w, = 0.

Wee' = —de® =0= el +we? +we =0,
a a
wlhee? = —del = —=e%! = wly = —et,
a a
a U
w2e? = —de? = ——ele? — —ele?
a ar
U
= woz—e2, wlz—e2,
ar
a cot 6
wWihhe' = —ded = —=¢%? — e?e’
a ar
U cot 6
= w30 = —63 s w31 = —63 s w32 = 63
ar ar

(6.17)

Com as componentes da conexdo de spin, listadas em (6.17), o préximo passo consiste
em determinarmos as componentes da 2-forma de curvatura. Usamos R%, = dw®, +

w®w, para obtermos

i
Ry = dw'o+wlwH = aeoe1 ,
R%, — dw? 2 ¢ _ Qg9
0o = w0+wcwo—aee ,
a
R} = dwdy+wiw = aeoe?’ ,
-9
a k
R* = dw* 4+ = —+ =) e,
2 2
a a
-9
a k )
R} = dwd i +Wlwy = —=+—= )t
2 2
a a
.9
a k
R} = duwis+ww's = (—2 + —2) e3e?
a a

(6.18)
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Substituiremos as componentes (6.18) em (6.13). Logo, com a = 0, termo a termo,

encontramos

Rbc * (Rbceo) = 2 [Rm * (Rzleo) + R31 * (R31€0) + R32 * (R3260)}

.9 2
a k 1,23
I6<¥+¥)6667

2
copa R€® = 2 (R31€2 — R%e3 — R32el) =6 (a_ + > :

a?  a?
Eopaae’e’e® = Geleed |
1
o= 0 cpjete’el = —peleie? . (6.19)

Finalmente, substituindo os termos acima em (6.13), temos a primeira equa¢do de

Friedmann modificada pela teoria,

e X, -
R —h+ 2 -0 6.20
onde I .
h=H?+ 2 =2 21
T o (6.21)

com H como parametro de Hubble.

Com a = 1, procedemos os célculos de maneira andloga ao que realizamos anterior-

mente e determinamos

3 3
‘PN R =0, (6.22)
XP 3 2xp
onde )
a
(=—. 6.23
- (6.23)
Subtraimos (6.20) de (6.22) e obtemos a segunda equagdo de Friedmann modificada,
ou seja,
3€ X -
— - (-2 3p)=0. 6.24
O G (—2ep+p+3p) (6.24)

Quando considerarmos A% = A%(t), torna-se mais eficaz traduzir (6.14) em coordena-

das espaco-temporais, tal que

1
Va (FRQ/BMV) - O . (625)
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Calculamos o escalar de curvatura, o qual é R = 6(¢ + h), usamos a identidade de

Bianchi em (6.25) e encontramos
O (L +h) =00 InA\*=0. (6.26)

O sistema composto por (6.20), (6.24) e (6.26) governa a evolugdo dos modelos

cosmoldgicos que discutiremos em seguida.

No Capitulo 3, mostramos a indugdo de uma teoria geometrodindmica a partir da
teoria de Yang-Mills pura. No Capitulo 4 mostramos que a escala de energia desta
transicao entre tais teorias é proximo da ordem de grandeza da energia de Planck.
Logo, o periodo desta transicdo é compativel com o fim da Era de Planck, tal como é
conhecido na cosmologia. Portanto, esperamos que esta descri¢ao classica de gravidade
seja valida em energias muito altas, o que entendemos como o regime de curvatura
com altissimas magnitudes, o qual denominamos regime de hipercurvaturas do espaco-

tempo.

De acordo com a identificacdo que implementamos no Capitulo 3, temos a cons-
tante gravitacional de Newton G relacionada aos pardmetros x> e 2. Enquanto os

Ze 72 mostrarem um comportamento como parametros runnings, de-

parametros K
veriamos ter A? ou G também variando nesta pequena regido de transicio de regimes
em torno da escala de Planck. Suponhamos que G seja constante, enquanto A? se
comporte como um parametro running, embora esperamos que ocorra uma estabi-
lizagdo desse A? quando a energia for muito elevada. N3o obstante, consideraremos
uma pequena regidao, muito préxima ao limite de Planck, na qual a gravidade se com-
porta classicamente, mas A? ainda possui um comportanto running intrinsico. Este
curto periodo nos referiremos como regime de hipercurvaturas, o que se assemelha
a um regime de altissimas energias desta teoria de gravidade. Tais afirmagdes sao
razoaveis quando a curvatura estd sendo comparada com outra quantidade equiva-
lente, a qual deveria ser a escala de energia caracteristica da teoria, dada por p, a qual

estd relacionada a A2,

Para resolver o sistema composto por (6.20), (6.24) e (6.26) devemos especificar
a dependéncia temporal de A?2. O comportamento do A? dependente do tempo
é similarmente préximo do comportamento do pardmetro de Gribov v2 no regime
ndo-perturbativo da teoria de Yang-Mills original. Ainda n3o foi possivel estabe-
ler um método para calcular tal dependéncia temporal, uma vez que técnicas nao-

perturbativas ndo mais s3o validas. Atualmente, procuramos tal forma de calcular
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essa dependéncia, mas até o momento nada encontramos e deixamos como uma pers-

pectiva de trabalho que esta fora do escopo desta tese.

6.3 Regime de altas curvaturas

Neste regime, cujas curvaturas possuem altas magnitudes, os pardmetros G e A2
atingiram estabilidade. Aqui, os efeitos relacionados aos runnings serdao desprezados.
Este é um regime de curvaturas elevadas nesta teoria de gravidade induzida. Por A2

nao depender do tempo, temos a dinamica cosmoldgica governada por
Oy (h+10)=0, (6.27)

juntamente com (6.20) e (6.24).

Mostraremos, a seguir, dois tipos de universos: um espaco-tempo preenchido com

matéria e outro com a auséncia da mesma, ou seja, 0 vacuo.

6.3.1 Universo vazio

No caso do vacuo, temos (6.20) e (6.24) simplificadas como

3¢ eA

JE— 2_ _ —

2Ah h + 3 0,

3e eA

=2 — = 0. 2
2A€ (+ 3 0 (6.28)

Podemos imediatamente observar que as equacdes acima possuem raizes

A? A2

Uma vez que tanto h quanto ¢ sdo constantes, temos (6.26) satisfeita. Como o escalar
de curvatura é dado por R = 6(h + (), entdo, quando ¢ = h, temos R = 127, ,,.
Enquanto ¢ # h, temos R = 4eA? .
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Determinamos a evoluco do fator de escala a = a(t), simplesmente integrando h =

Ay . Logo, encontramos como solugdes,

a(t) = Al cosh(\/Ap,mt> para k= —1,
p,m

a(t) = Al exp(\//\p,mt> para k=0,
p,m

at) = Al senh(\/Anmt) para k=1, (6.30)
p,m

onde A, ,, estd detalhado (6.29). Se € = 1, verificamos que estas trés solugdes acima
representam folhea¢Oes distintas de um universo de de Sitter com uma constante
cosmoldgica efetiva A, ,,. Caso € = —1, consequentemente, A, ,, < 0, e as fun¢des
hiperbdlicas s3o, na verdade, fungdes trigonométricas usuais. Dessa forma, quando
e = —1, as solugdes listadas em (6.30) representam folhea¢des distintas de um universo

de anti-de Sitter.

Consideremos o parametro de desaceleracao

== (6.31)

Tal parametro serd sempre negativo, indicando, portanto, que o universo se encontra
em sua fase de expansdo acelerada. A constante cosmoldgica efetiva A, ,, depende
de A% e A%, Levando em conta que A?/A? < 1, podemos expandir (6.29), cujo

truncamento em primeira ordem nos leva a
AN — 11— ]| . (6.32)

Logo, obtemos uma raiz de valor superior e outra de valor inferior, respectivamente,

2e\?
A, = T

Ap ~ = . (6.33)

O elevado valor de A, juntamente com ¢ = 1, indica que o universo se encontraria
em uma fase de de Sitter bastante intensa. Portanto, ele pode estar relacionado a
uma expansao inflaciondria. Em um outro extremo, teremos uma fase de expansdo
calmamente acelerada, a qual entendemos como similar a expansdo indicada pelo
modelo ACDM.



Capitulo 6. Estudo cosmoldgico preliminar 103

6.3.2 Universo preenchido por matéria

Consideramos agora um universo cujo conteido de matéria é descrito por um fluido
perfeito. Uma descricdo completa leva em conta uma equacdo de estado, a qual,
usualmente, estabelece uma relacdo entre a densidade de energia e a pressao, ou seja,
p = p(p). Denomimanos fluidos com este tipo de equag¢do de estado como fluidos
barotrépicos. De forma bem comum em Relatividade Geral, tal espécie de fluido
especifica plenamente a dindmica do sistema de equagdes cosmoldgicas. Mostraremos

que no regime em quest3do, tal fato ndo se aplica.

A dinamica do espaco-tempo preenchido por matéria, neste regime, é dada pelo sis-
tema composto por (6.20), (6.24) e (6.26). Temos um sistema, inicialmente, de trés
equagdes e as variaveis a(t), p(t) e p(t) que determinardo a evolugdo do espago-tempo
e da matéria. Se considerarmos a equacdo de estado, passaremos a ter um sistema de
equacdes sobredeterminado. Observando atentamente o conjunto de equag¢des (6.20),
(6.24) e (6.26), concluimos que este pode ser resolvido independentemente de uma
equacdo de estado. Uma forma de reconciliarmos esta situacdo com uma possivel
descricdo termodindmica da matéria, interpretaremos que o campo gravitacional nao
distingue a natureza dos campos de matéria. Isso nos leva a deduzir que qualquer

fluido perfeito, no regime AC, gravitaria de forma similar.

Resolvemos o sistema mencionado acima, partindo da (6.26), que nos mostra um
escalar de curvatura constante, pois R = 6(h+¢). Desse modo, temos liberdade para

definir uma constante R, tal que

e:%—h. (6.34)

Logo, substituindo (6.34) em (6.24) e combinando com (6.20), obtemos

2/\
X°p Ro

SO — - 6.35
4Xﬁ_R0(p+p)+ T (6.35)

Por outro lado, simplesmente pela definicio de h, temos

. .1
h:QH(é—h):>h:§H(R0—12h):>h:@+&

36
PIEEEE (6.36)
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onde Cy é uma constante de integracdo. Para encaminharmos a solugcdo de (6.36),

primeiro definimos a*(t) = z(t), tal que
R
£ — ?022 +4kz = 4R, . (6.37)

As solugBes que encontramos para (6.37) foram designadas em trés situagdes.
(1) Ry # 0: Nesta, obtemos a solugdo

9k% — 3R,Co 6k
2(t) = gt 4 T 6.38
( ) 0 R(Q)ZO RO ( )
com a = (Ry/3)"/? e 2 como uma constante de integracio positiva. As possiveis
facetas desta solucdo dependem dos valores atribuidos a k, R e Cy. Caso, particular-

mente, RoCo < 3k?, a solucio pode descrever um ricochete?.

() Rg =0 e k # 0: Desse modo, a solugdo que encontramos mostra que o fator de

escala evolui como

alt) = \/Cok I |co|)2 | (6.39)

onde a origem do tempo foi escolhida para representar a singularidade classica. Obser-
vamos que nao ha mudanca qualitativa em relacdo ao uso dos sinais dentro do termo
quadratico. Quando k£ = 1, temos uma solu¢do do tipo Big Bang ou do tipo Big
Crunch com uma singularidade inicial e uma singularidade final. O fator de escala tem
um intervalo maximo de At = 2v/Rg, onde e = VRo. Quando k = —1, temos

dois cendrios disjuntos:

(i) Um universo em expansdo com uma singularidade inicial;
(i) Um universo em colapso com uma singularidade no futuro.

Por exemplo, para o sinal positivo, a singularidade inicial estd localizada em ¢t = 0,

enquanto a singularidade final na fase de colapso estd em ¢t = —2+/C; .

() k=0

2Do inglés bounce
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Para a derradeira forma de solucdo, consideramos uma secdo espacial plana. Desse

modo, encontramos uma solucdo dada por

a(t) = —2t\/Cp , se t <0,

a(t) = \/2ty/Cy, set>0. (6.40)
Em (6.40) adequamos a constante de integragdo para localizar a singularidade classica
em t = 0. Quando observamos (6.40), temos a fase de colapso para t < 0, a qual

atinge a singularidade. Enquanto, uma singularidade em ¢ = 0 inicia uma fase de

€Xpansao.

Abordaremos agora a questao da densidade de energia e da pressdao. Podemos combinar
(6.20), (6.35) e (6.36) para obtermos

. [3c0(4xﬁ—7zo)]i_(9cg)i_<ﬁ Ry, R} ) ' (64)

4x%p a* 2x%p ) a® Ay 32x?p
4X - RU CO

Se particularizarmos (6.42) para Cy = 0, encontramos a densidade de energia fixada em
termos das demais densidades p e p, enquanto a relacio entre pressao e densidade de
energia se torna p = —p. Observamos que esta é uma circunstancia que nos leva a uma
redefinicdo simples de p. Entretanto, saindo desse cendrio restrito, assumiremos &, #
0. Podemos usar a(t) para determinar p(t) e p(t). Entretanto, se tivéssemos assumido
um fluido barotrépico, ou seja, p = wp com w constante, deveriamos encontrar w =
—1 através de (6.35) e (6.36). Portanto, a teoria neste regime de curvatura ndo
permite uma equacao de estado para um fluido barotrépico. Consequentemente, claro,
somente quando consideramos p = —p, temos um resultado consistente para a equagao

de estado com apenas a constante cosmoldgica observacional.

No universo de FLRW, a conservacdo do tensor energia-momento de um fluido ba-
rotrépico permite obtermos a densidade de energia em funcdo do fator de escala.

14+w) " Interpretamos que a densidade de

Comumente, quando p = wp, temos p x a3
energia e a pressdo dadas por (6.41) e (6.42) devem estar relacionadas com alguma
forma de nao-conservacao do tensor energia-momento. Algo bastante peculiar na te-

oria. Podemos mostrar essa expectativa ao derivarmos (6.20) em relagdo ao tempo e,
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em seguida, combinamos com (6.24) e (6.36) para determinarmos

p?

SH o) (o4

p+3H(p+p)+

onde o terceiro termo da equacgdo acima nos indica, em geral, essa caracteristica nao
conservativa. Sem o terceiro termo de (6.43), encontramos a equa¢do de compatibili-
dade do universo de Friedmann usual (6.3). Logo, o terceiro termo é uma consequéncia

da parte quadratica na equacao de campo obtida em relacao a vierbein.

6.4 Regime de baixas curvaturas

Neste regime de curvaturas com baixas magnitudes, conseguimos resgatar o modelo
ACDM. Este é um regime que conseguimos atingir quando A? — co. Portanto, a

dindmica do universo é governada por

>
I
w =

p+ep), (6.44)

(= —Z(p+3p—2ep), (6.45)

o=

as quais sao similares as obtidas pelas equacoes de Einstein com o termo de constante
cosmolégica. Um detalhe que adicionamos, fica por conta do parametro ¢, o qual
determina o sinal da constante cosmoldgica. Particularmente, apenas quando € = 1,

temos as solucdes que satisfazem o modelo ACDM.

A transicao de regimes que induz esta teoria de gravidade, esperamos que ocorra em
escalas de energia da ordem de 10'%TeV. Portanto, o regime BC deveria ser valido
muito antes da nucleossintese do universo primoridal, a qual ocorreu na ordem de MeV'.

Entendemos, portanto, que o regime BC imita o modelo ACDM com constante A2.
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Gravidade induzida para o grupo de
calibre SL(5,R)

No intuito de investigarmos novas simetrias, enveredaremos em um grupo com maio-
res desdobramentos, especificamente o grupo de calibre SL(5,R). A motivagdo para
tal construgdo estd intrinsicamente relacionada ao que realizamos para os grupos de
calibre SO(m,n), conforme apresentamos no Capitulo 3. Um ponto importante que
ressaltamos é acerca da relevancia das teorias de calibre de gravidade explicitarem
que o Principio de Equivaléncia e a deformacdo do espaco-tempo s3o consequéncias
dindmicas de tais teorias, cruciais no desenvolvimento de uma teoria quantica de gra-
vidade. Nos trabalhos desenvolvidos em [13-16, 19, 41, 107] temos claramente o
emprego do mecanismo de Higgs para a emergéncia da vierbein. O mecanismo em-
pregado aqui, novamente, serda dindmico. A geracdo dinamica de um pardmetro de
massa sob o cendrio de Gribov-Zwanziger nos trard o parametro necessario para adi-
mensionalizar o campo de calibre que unicamente podera ser relacionado a um ente

geométrico de gravidade, ou seja, a vierbein.

Nosso trabalho, portanto, é mostrar uma nova inducdo de uma teoria de Yang-Mills a

uma teoria classica de gravidade, tal como desenvolvemos no Capitulo 3.

107
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7.1 Teoria de Yang-Mills para o grupo SL(5,R)

7.1.1 A estrutura do grupo SL(5 R)

O grupo linear especial SL(5,R) é representado por um conjunto de todas as matrizes
reais 5 X 5, as quais sdo inversiveis com determinante igual a 1. Por construcdo,
GL(5,R) D SL(5,R), e por tal relagdo podemos tomar os 25 geradores do grupo
linear geral, GL(5,R), os quais serdo denotados por L“p, para construirmos os 24

geradores de traco nulo do grupo especial linear, SL(5,R), tais que
A A [
J B — L B — 55 BL, (71)

onde os indices latinos maidsculos s3o rotulados como {0, 1,2,3,4}. O trago é deno-
tado como L = L*,. Da mesma forma que apresentado em [41], escolhemos J*, =
A métrica de Killing é normalizada por T'r (JABJCD) = —64p8%5. Consequente-

mente, obtemos a algebra de Lie do grupo linear especial,

[J45, Jp] =6“pJ D — 6" pJ 5 . (7.2)

Segundo [108], ha uma forma de representacdo matricial para o grupo linear especial,
SL(5,R) =R* x GL(4,R) x R? ,

onde GL (4,R) é o grupo linear geral de matrizes reais inversiveis 4 x 4, R* e R? s3o os
grupos de pseudo-translagdes. Conseguimos obter tal representacdo quando realizamos
uma proje¢do na quarta coordenada A = (a,4). Ao aplicarmos esta decomposigdo a
algebra (7.2) teremos as algebras relacionadas a cada setor de (7.1.1). O grupo
SL(5,R) é um grupo de Lie com sua respectiva élgebra de Lie sl, a qual podemos
decompor na forma

sl=rodgldr,, (7.3)
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e este tipo de decomposicao nos permite construir as seguintes relacdes de comutagao

entre os elementos de cada grupo.

[glgl] C gl,
[rx] € 0,
"] < 0,
r,gl] C 1,
gl C 1",
] € gl (7.4)

onde gl é a algebra de Lie do grupo GL (4,R), r e r, sdo as algebras dos grupos de

pseudo-translacoes.

Por simplicidade, denotamos J, = J*, e J¢ = J%, onde indices latinos mindsculos
sdo rotulados como {0, 1,2,3}. Agora, com tais geradores, obtemos a dlgebra das

pseudo-translacoes,

[Jm Jb] = 0 )
[Jfa Jf] = 0,
[Jo, Y] = —J"% (7.5)

Enquanto a algebra do setor linear geral é

[Jabv Jc] - _5ach )
[Jaba Jf] = 5CbJ: )
[Jab, ch] = 5cbjad — 5adJCb . (76)

Antes de prosseguirmos, decompomos o grupo linear geral, GL(4,R), tal que o grupo

ortogonal especial SO(4) fique explicito, ou seja,

GL(4,R) = SO(4) x S(10) . (7.7)
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O conjunto S(10) é um espago simétrico com 10 pardmetros. Consequentemente,

decompomos a algebra de Lie gl de GL (4,R) da seguinte maneira
gl=ha&c, (7.8)

onde as subdlgebras h e ¢ sdo relacionadas ao SO(4) e ao S(10), respectivamente. A
partir de (7.8),

i C h,
[h,C] C c,
[c,e] € h (7.9)

A decomposicdo (7.1.1) nos permite escrever J% = Q% + P%, onde Q € SO(4) e
P € S(10). Portanto, a élgebra (7.6) serd adequadamente separada, i.e.,

Q] = =5 (O h = 8T |

(P J] = =g (07 6e?) |

Q) = (= 5T

Pe, e = %(5%J;+5aﬂ*b), (7.10)

onde percebemos claramente uma mescla entre os setores de pseudo-translacoes. En-
quanto isso, para o setor referente ao GL(4,R), obtemos a seguinte forma de decom-

posicao da algebra,

1
Q", Q% = ) (0%4Q° — 0paQ“" + 0““Qpa — 0Q"y)
1
[P%, P%] = 5 (0%Q% g + 0% Qg — dpaQ™" — 0°aQ%)
1
[Qab, Pcd] = 5 (5cbpad — (Sacpbd + 5bdpac — 5achb) . (711)

Finalmente, temos a decomposicdao completa, 7.e.,
SL(5,R) = R* x [SO(4) x S(10)] x R? |

cuja algebra é composta pelas sub-dlgebras (7.5), (7.10) e (7.11).

A seguir, algumas observacdes importantes:
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(i) O grupo SO(4) é um grupo de estabilidade, tanto em relagdo ao grupo SL(5,R)
quanto para o grupo GL(4,R). Isto pode ser confirmado quando observamos

as decomposi¢des das algébras (7.10) e (7.11).

(ii) O coset S(10) é trivial. Isto significa que ele pode ser contraido a um ponto
[109].

(iii) As pseudo-translagds sdo simétricas, mas devido a terceira comutagdo em (7.5),

este ndo é, devidamente, um espaco trivial.

(iv) De posse de uma escala de massa, podemos empregar a contra¢do de Inonii-
Wigner para tornar abelianas as comutagdes entre as pseudo-translagdes [51] e,

por sua vez, tornar, em algum momento, o espaco trivial.

7.1.2 A acao de Yang-Mills para o grupo SL(5,R) e os campos

de calibre

Inicialmente, escrevemos a agdo de Yang-Mills pura relacionada ao grupo SL(5,R) em

um espaco euclidiano 4-dimensional, R*,

1
Sym = §/FAB * FBA ) (7-12)

onde F' = dY + kY'Y é 2-forma da intensidade de campo relacionada a 1-forma da
conexao de calibre Y, d é a derivada exterior e k é o parametro de acoplamento. Por
clareza, escrevemos em componentes, tanto a 2-forma intensidade de campo quanto

a 1-forma da conex3do de calibre Y,

Y = YBi'y,
F = F27%%. (7.13)
A agdo (7.12) é invariante sob transformagdes de calibre associadas ao grupo SL(5,R),

ouseja, Y —3 U1 (%d%— Y) U, onde U € SL(5,R). Infinitesimalmente tais trans-

formacdes simplificadamente se apresentam como
Y — Y + Da, (7.14)

com D = d + kY representando a derivada covariante exterior relacionada a conexao
de calibre Y.
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Da mesma maneira que descrevemos no Capitulo 3, neste ponto o espagco-tempo e o
espaco do grupo de calibre ndo estdo dinamicamente associados um ao outro. Nao
podemos relacionar os graus de liberdade da acao de Yang-Mills pura com os de
uma acao de gravidade. Ressaltamos que isto se deve porque o campo de calibre
tem dimensao UV igual 1 e a vierbein é adimensional, tal como o tensor métrico.
Aqui, temos imediatamente o ponto onde um pardmetro de massa se faz totalmente
necessario, tal que a constante gravitacional de Newton possa vir a tona. Seguimos,
entdo, aplicando a decomposicdo do grupo que foi detalhada na Se¢do 7.1.1 a agao

(7.12). Primeiro, vemos que a 1-forma da conexdo de calibre se decompde como
Y =Y BT = A.PQY, + M, Py 4 0°J, + . J¢ (7.15)

e, por sua vez, decompomos a 2-forma da intensidade de campo, i.e.,

F = F8J%
= [Fab + kM, ML + g (waeb - ﬁbﬁa)] QY + [VMab + g (7Ta9b + Wbea)] P% +
+ (VO = kM) Jo + (Vg + 6M,"my) J¢ (7.16)

tal que V = d + kA represente a derivada covariante em relacao a conexdo de calibre
do setor SO(4). Adicionalmente, denotamos F," = dA," + kA,°A.’. Assim, podemos

escrever a acdo (7.12) como

Sym = % / {Fab % F 4 26 F,"  (my0®) 4+ 2V0° % V1, + £2m,0° x (m,0%) +
+ VM« VMY + &2 M ML s (M M) + 25 F," x (M My®) +
+ 26V0° % (M,'m) — 26V, * (M%0") + 26V M," x (7°0,) +
— 2RPM%0° % (M,7.) + 267 M M. * (m6”) }

(7.17)
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As transformagdes de calibre (7.14) também podem ser separadas de acordo com cada

setor,

AL — AL+ G+ R (AC — AP, ML — MPES,) +
—~ g (0.8° — 0°B, — wan” + 7'n)
M — M,* + d&” + k5 (Mo¢" — MP(e® + A€ + AE°,) +
—~ g (08" + 60°B, — war)® — 7"na)
0% — 9* dna K (Aamb B Mab b eb(ab + ebgab) :
Tar— Ta + dBa+ K (ALBy + M8y — mC" + m&,")
(7.18)

uma vez que o parametro de calibre também ¢é separadado de um modo similar, ou
seja, na forma
b b
a:Ca Qab+€a Pab+77at]a+6at]f .

Observamos, notoriamente, que a a¢do (7.17) é invariante sob uma simetria discreta,

tal como segue,

A +— A,
M — M,

0 — m,

T —> (7.19)

Deduzimos que tal simetria implica em uma indistinguibilidade dos campos de calibre

Ted.

7.2 Gravidade induzida

Mostramos que (7.17) é a forma decomposta da agdo de Yang-Mills para o grupo
SL(5,R). Mostraremos como a ag¢do (7.17) pode ser associada com uma teoria geo-
metrodindmica de gravidade. Consideraremos unicamente a a¢do (7.17) e o pardmetro
de massa, ou seja, o pardmetro de Grivov 72, conforme discutimos no Capitulo 4 e no

Capitulo 3. Deste ponto em diante, assumiremos um parametro de massa, tal como
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fizemos no Capitulo 3. O parametro de Gribov é o que empregamos para este fim e a

quebra suave de simetria de BRST agregada a este parametro.

7.2.1 Redefinicoes dos campos de calibre e a contracao de

Inonu-Wigner

A entrada de um parametro de massa nos permite realizar a redefinicio dos campos.

Portanto, eis as redefinicGes de cada um deles.

(AL MY s 2{AL MY,
K

(00,1} s %{0“,%} . (7.20)

Logo, reescrevemos acdo (7.17) como

Sym = % {Fab « F'y + Q'yQFab * (0,m) + 293V % (V) +
+ AN 0a7") % (Op7®) + VM, x (VM%) + M M. * (M My*) +
+ 27; * (Mbde“) — 27°Vn% % (Mabﬁb) + 27V, * (M“,ﬂrb) +
— 29°VM," * (0°m) — 27 M « (M, 0,) — 29° M M. * (0y7®) }

(7.21)

O uso das redefinicGes nos deixa com os campos de calibre 0% e 7 com dimensao zero.
Dessa forma, ambos sdo candidatos a exercer o papel da vierbein. Por outro lado, os
campos de calibre A e M permanecem com dimensdo 1. Ademais, ressaltamos que
evidenciar 1/ durante a redefinicdo é considerado um procedimento usual em teorias
de Yang-Mills [9]. Consequentemente, temos a fatoriza¢do da a¢do (7.21). Podemos
notar tal fato quando olhamos para as quantidades Fab = dAL+ALCAL eV = d+A.

Para preservar a estrutura algébrica dos campos 6 e 7, impomos que o mapeamento
seja realizado também sobre as algebras, ou seja, {J,, J*} — wy 1{J,, J*}. Essa
imposicdo garante que {0, 7} —— {0, 7}. Notavelmente, tal feito apenas afeta a

dltima relagdo de comutagdo da &lgebra (7.5), a qual se apresenta agora como

2

[T, Y] = -1

K2

I . (7.22)
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Agora, executaremos a deformacdo da teoria baseada no grupo SL(5,R) em uma teoria
reduzida com invaridncia de calibre do grupo SO(4). Podemos realizar esta redugdo
em duas etapas distintas. Primeiramente, no regime de baixas energias, devido ao
parametro de massa que permitiu a redefinicio dos campos de calibre, deduzimos a
acdo (7.21). A respectiva consequéncia para a algebra é descrita pela comutacdo
(7.22). Portanto, para um regime no qual temos v*/k? — 0, as pseudo-translacdes
se tornam dois pares independentes de translagdes. O teorema de Inoni-Wigner [51]
garante essa contracdo. Logo, a partir da trivialidade das translagbes, o grupo pode
ser continuamente deformado como SL(5,R) — GL(4,R), tal como pode ser cons-
tatado em [11, 109]. Na segunda etapa, temos a contragdo GL(4,R) — SO(4), a
qual é garantida por causa da trivialidade do setor S(10). Este setor é isomdrfico a
um espago vetorial [109]. Além disso, o Teorema de Redu¢do, o qual se encontra em
[109](péag. 83), sobre a reducdo de um fibrado principal em um subfibrado principal
menor, garante que a conexao reduzida A define uma conex3o para o setor SO(4). O
restante dos campos de calibre sobrevivem como campos de matéria. Depois de todas

as contragdes realizadas, as transformacgdes de calibre (7.18) s3o reduzidas a

Al — AL+ VS
M," — M,"+ M, — M*(,°,
0" —s 97— oY |
Tq +— ma— (0. (7.23)

Logo, obtemos as transforma¢des de calibre para o grupo SO(4).

7.2.2 Observaveis, geometria e gravidade

Podemos, portanto, identificar a teoria de calibre para o grupo SO(4), descrita pela
agdo (7.21), com uma teoria de gravidade. Para tal, é crucial identificarmos alguns
operadores invariantes de calibre. Por estarmos interessados em uma teoria no regime
infravermelho, precisamos saber quais os operadores que serdo observéveis fisicos. Ape-
nas como um breve exemplo, embora ainda n3o estando em sua forma final devido a
auséncia de experimentacdo, ha uma previsao tedrica em cromodindmica quantica so-

bre os operadores invariantes de calibre associados com hadrons e glueballs [110],[111].
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Se estivermos falando de teorias de gravidade, os operadores invariantes de calibre de-

vem corresponder aos entes geométricos da teoria. Logo, os operadores

b
O = Oaplym,

0% = 0uo™0h (0" + A%, 7S) | (7.24)

sao invariantes de calibre e carregam graus de liberdade do tensor métrico g,, e a

conexao afim I'“,,,. Assim, é razoavel identificarmos uma geometria efetiva como

G = (Ow)

Fa,uu - <@a,u1/>; (725)

onde o valor esperado deveria ser tomado em relacdo a acdo mais completa possivel,
tal como mostraremos na Secdo seguinte. As relagdes (7.25) podem ser exatamente
realizadas pelo mapeamento dos campos de calibre 7 e 6 na vierbein do espaco-tempo
efetivo, enquanto A é mapeada na conexdo de spin. Conforme apresentado em (7.19),
a simetria discreta entre ¢ e ™ é necessdria para que possamos identificar ambos os
setores translacionais com a vierbein. Sob tal consideracdo, mapeamos a teoria de
calibre, cujo espaco base é o R* em um espaco-tempo deformado, cujo espaco base,
agora deformado, é o M*. Tal mapeamento é construido similarmente como fizemos
em [11]. Primeiro, impomos que as p-formas em R* sejam mapeadas em p-formas em
M* e, consequentemente, os Hodge duais em R* sejam mapeados em Hodge duais
em M*. Segundo, apds a quebra de simetria, os campos @ e 7 s3o redundantes. Esta
caracteristica e a simetria (7.19) permitem, conforme mencionamos ha pouco, que os
redefinidos campos de calibre sejam identificados com a vierbein. Mantendo o mesmo

procedimento para os campos A e M, consistentemente, demandamos

we® = 090F AL,

1

56" = 00" = dnt,

me’ = 0%FM,", (7.26)

onde w9, é a 1-forma da conexdo de spin, mf, é a 1-forma do campo de matéria. Os

indices latinos géticos a, b, ¢.. se referem ao espaco tangente Tx (M) em X € M*.

O mapeamento representado em (7.26) quando aplicamos na a¢3o (7.21), resulta-nos
uma nova acao, isto é,

SYM — Smap7
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a qual explicitamente escrita se apresenta como

72 1 ab ¢ @ 1 b '72 ab.cd
Smap = 5 2 2R * Rp® +§€abch e‘e —|—4T *Tb—aeabweeee—l—
1 1
+ 272 Dmu * Dmb -+ 272 ——=MMy, mcb * (mbamaa) + ?Rab * (mbcmac)+
1 1
+ Zmbaeb * (mge.) + ge“mma[m[becea} : (7.27)

Para interpretarmos a a¢do (7.27) como um teoria de gravidade em 4 dimensdes, de-
vemos identificar o pardmetro de Gribov v e o parametro de acoplamento x com a
constante cosmolégica A? itacional de N G, tal -

gica e a constante gravitacional de Newton (, tal como rea

lizamos na teoria para o grupo SO(m,n). Como segue, realizamos a identificagdo

como ) A2
K
7= G- 3 (7.28)
Portanto, obtemos a acdo gravitacional efetiva da teoria,
1 3 1 A?
SGrav = e /{ 2A2R * R% + 26abcaRabece° +T%xT, — 15 —epae’elete®+

3
~3"Ma ‘M’ * (Mp°my®) + ~— Re® % (mpm®e)+

3
+ DmCl * Dmyg® + Az

272 2A2

1
[
+ mp®e® % (mgee) + §6abc°ma[m bCCy ¢ -

(7.29)

A agdo (7.29) descreve uma teoria de gravidade no formalismo de primeira ordem, o
qual usa a vierbein e* e a conexao de spin w9 como campos fundamentais, acoplada a
campos de matéria mf,. Terminamos, portanto, a construgdo de uma agao gravitaci-
onal modificada em relacdo a acdo que descreve a Relatividade Geral. Imediatamente
reconhecemos o termo de Einstein-Hilbert e o termo da constante cosmoldgica quando
olhamos para os quatro primeiros termos de (7.29), onde também encontramos o termo
quadratico de curvatura e o termo quadratico da torcao. Enquanto isso, os cinco ter-
mos restantes de (7.29) sdo acoplamentos da curvatura e da tor¢do com os campos
de matéria, assim como intera¢des entre os préprios campos de matéria e estes com a

vierbein.

Analisando (7.28), temos o alto valor para a constante cosmoldgica renormalizada,
uma vez que a constante gravitacional de Newton é esperada com um valor muito
pequeno no presente estagio do Universo. Interpretamos esta relacido entre as cons-

tantes gravitacionais como uma razodvel caracteristica do modelo em questao, pois
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um dos seus principais ansatze consiste em uma compensacao entre a constante cos-
moldgica supracitada, A%, e a constante cosmoldgica prevista pela teoria quintica de
campos. Existe, entdo, uma chance de se obter uma constante cosmoldgica completa
que coincida com os dados observacionais [85, 112]. A compensagdo que esperamos
estd expressa na imposicio A2 = A? + Agft. Uma possibilidade para tal condi¢do
consiste em considerar a questdao da energia escura, o qual ainda é um ponto que
requer mais investigacdes. Outro ponto, agora apontando para o setor de matéria, é
observar que m é massivo, tal como pode ser constatado olhando para os dois tltimos
termos em (7.29), e desse modo, tem alcance finito. A fim de, futuramente, enten-
dermos a dindmica desta teoria de gravidade, obtemos, tal como segue, as equagdes
de campo ao variarmos (7.29) em relagdo a vierbein, a conexdo de spin e ao campo
de matéria, respectivamente. Logo, desenvolvemos os mesmos passos executados no
Capitulo 3. Isso nos remete a aplicar a equacdo de Euler-Lagrange (3.51) para cada

campo mencionado anteriormente. Assim, obtemos

3
— WR“ * (Roceq) + D % Ty 4+ T° % (Tyeq) + €aper R™€° +
A? 3
— ?eabwebecea =22 [Dmb c*x (Dmyg ‘eq)+
+ Mm% (my 'my Pey) 4+ 2R° % (mf amobeu)} +
+ m® o x (M pec) — my ‘e (M "eeq) — €qpam® m'e?
(7.30)
3 c 0
PD*Rab — eabcDT e +ea*Th — eb*Ta =
3
= 1 Mg “*x DMy — myp “*x Dmeg + D * (Mg “me)] (7.31)
D % Dmab + iz ‘% (mc Dmab) +
+ g Cx (M PMgg) + Mg © % Rep + My ©x Reg +
AQ
- 3 [ep * (Mgee’) + eq * (Mmpee’)] +
AQ
+ 3 (eaca[m[ ve'e? + €pcorm’ ae“ea) =0. (7.32)

Sobre o limite cldssico da (7.30), enfatizamos que sob baixas curvaturas e devido ao
elevado valor da constante cosmoldgica renormalizada A%, conforme determinamos

no Capitulo 4, a divergéncia da 2-forma de curvatura na (7.31) ndo é problematica,
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pois, neste caso, permite solugdes com torcdo nula. Em curvaturas com pequenas
magnitudes temos (3/A?)D x R® ~ 0, logo encontramos uma equagio algébrica para
a torcao, i.e.,

— €apad 1€ + eqx Ty — ey % Ty = Fyp(m) (7.33)

onde resumimos os termos que contém campos de matéria a F,(m). Com esta equa
cdo, T =0 é uma solugdo. Sob tais limites, i.e., pequenas curvaturas e 7' = 0, temos
(3/2A%)R* % (Ryceq) =~ 0 e (7.30) se torna

2
EabcDRbcea - geabcbebeceD = Fa(m> y (734)

onde as equag¢bes de Einstein com a constante cosmoldgica renormalizada sao recu-
peradas com m = (0. Se considerarmos todas as contribui¢cdes de vacuo, temos, ao
invés de A2, a constante cosmoldgica observacional A2. Caso m # 0, encontramos
as equacdes de Einstein com constante cosmoldgica (renormalizada ou observacional)
acopladas a campos de matéria, os quais ainda precisam de maiores estudos para afir-
marmos algo sobre sua natureza. Se abandonarmos a condi¢do 1" = 0, entdo temos
os acoplamentos com os campos de matéria m, o que consideramos promissor nesta
teoria de gravidade, pois esta n3o necessita, em um primeiro momento, receber de
maneira ad hoc qualquer tipo de tensor energia-momento para acoplar geometria e
matéria. Neste contexto, teremos o oportuno cendrio para estudar como a tor¢do pode
revelar o contelido de spin dos campos de matéria m. Indo além, poderemos inserir
um tensor densidade de spin na (7.31) para lidar com uma distribuicdo de matéria para

compreender cenarios com torcao.

7.3 Sobre os setores quantico e efetivo da teoria

A teoria de gravidade que construimos necessita de um pardmetro de massa que se-
para dois setores: (i) o setor quantico, i.e., a teoria perturbativa de Yang-Mills pura;
(i) o setor efetivo, i.e., a teoria geometrodindmica de gravidade. O pardmetro de
massa que implementamos foi o parametro de Gribov, o qual é necessario para man-
ter a consiténcia quantica das teorias de Yang-Mills no regime de baixas energias,
ou seja, no setor infravermelho [58, 61, 63]. O termo de Gribov-Zwanziger, relacio-
nado ao parametro de Gribov, é o encarregado pela quebra suave de BRST no regime
infravermelho, embora em altas energias a simetria BRST é totalmente restaurada.

Relembramos que disponibilizamos um panorama do cenario de Gribov-Zwanziger no
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Apéndice A e ndo entraremos em detalhes neste momento. A consequéncia para a
teoria de gravidade induzida que apresentamos consiste no fato de que, em altas ener-
gias, a teoria é quanticamente consistente. Assim, em alguma escala mais baixa de
energia, a quebra suave de BRST ocorre. Nesta escala, os propagadores dos campos
fundamentais ndo podem mais ser relacionados com excita¢des fisicas [61, 63, 64] por

causa do aparecimento de polos complexos, tal como podemos observar a seguir.

<AabAchd> _ K_Q (5ac(5bd . 6ad6bc) (p—2> T,lW ,
[ P 2 P+t
I K bd | sadgb P’
(M), = 5 (0704 6716 ( S ) T
a a KVZ —p2
<9u7r2 o g b? (p4 + 74) L (739

onde T, = 0,, — p.p,/p* é 0 projetor transversal no espaco de momentos. Também
usamos a redefinicdo dos campos. Como tais propagadores nao possuem uma re-
presentacdo de Kallén-Lehmann, entdo notamos que estes estados sdo removidos do
espectro fisico da teoria. Esta é uma das motivacdes que nos levaram a identificar
os novos operadores invariantes de calibre com estados fisicos. Tal como discutimos
anteriormente, identificamos estes operadores com uma geometria efetiva do espaco-

tempo.

Finalmente, ressaltamos que a escolha do parametro de Gribov como parametro de
massa que permitiu a transicao de uma teoria de Yang-Mills para um teoria de gravi-
dade, foi a escolha mais simples. O cendrio de Gribov-Zwanziger pode ser melhorado
quando se considera operadores compostos de dimensdo 2 e seus respectivos con-
densados [63, 64]. Denominam tal melhoria como formalismo de Gribov-Zwanziger
refinado. Por simplicidade, ndo adotamos este formalismo refinado. Deixamos as
pesquisas neste cendrio para o futuro, onde, eventualmente, esperamos melhores esti-
mativas numéricas na obten¢ao dos parametros quanticos que adotamos na construgao

da presente teoria.
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Conclusoes e perspectivas

Teorias de calibre aliadas com mecanismos dindmicos de geracdo de massa que permi-
tem as redefinicoes dos campos podem induzir uma teoria de gravidade que, sob limites
adequados, recuperam a Teoria Geral da Relatividade. Extensivamente, tal como era
de se esperar de uma teoria efetiva de gravidade, termos além de Einstein-Hilbert

expandem os limites das previsOes tedricas da gravidade einsteiniana.

O parametro de massa na teoria, ou seja, o parametro de Gribov é de suma importancia
nesta teoria de gravidade induzida. O parametro de Gribov é responsavel por conduzir a
deformacido da teoria de Yang-Mills no regime infravermelho a uma teoria geométrica de
gravidade. Tal efeito, denominamos indugcdo. H4 dois mecanismos sutis que governam
tal inducdo: A quebra dindmica de simetria, sustentada pelo pardametro de Gribov, e a
contracao de Inonu-Wigner que se torna o nicleo do mapeamento entre Yang-Mills e
gravidade. Mostramos como empregar este mecanismo no Capitulo 3 para os grupos
SO(m,n).

No Capitulo 4, com o intuito de entendermos e determinarmos essa transicdo de
setores, ou seja, a migragao de uma teoria de calibre ndo-abeliana e a teoria geome-
trodindmica de gravidade, fizemos estimativas para os valores do corte na escala de

energia A~ e a constante cosmoldgica renormalizada A“.

Primeiro, buscamos realizar essas estimativas através do uso de métodos numéricos, os
quais mostramos na Secdo 4.1.2. Tais métodos foram aplicados nas equacdes de gap a
1 e 2-lagos e permitiram, sob um valor G fixado, que chegassemos a duas conviccoes:
(i) Nossa primeira tentativa em escolher um valor do logaritmo no intervalo (4.22) foi

bem razodvel e concordou com o que realizamos em [80]. (ii) As estimativas a 1-lago

121
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receberam aprimoramentos. A prova disso estd nos valores A~ = 1,052 x 1032 Tel2
e A2 = 7,666 x 103! TeV? para o corte na escala de energia e para a constante
cosmoldgica renormalizada, respectivamente, usando o método Mj, e Msy,, 1i.e., 0Os
dois limites do método da série geométrica. Entretanto, o método M3, nos deixa com

o melhor par de estimativas a 1-laco.

Ainda considerando a equacio de gap a 1-laco, alternativamente, assumimos A igual a
energia de Planck e estimamos os valores da constante de Newton (), e da constante
cosmoldgica A,. O resultado, apés empregarmos os métodos My, My, Ms, e Ms,
nos manteve 1 ordem de grandeza acima do valor exato da constante gravitacional
de Newton G. A razdo G,/G = 7,834 foi a menor que obtida quando comparamos
todas as razdes (G,,/G em todos os métodos. A constante cosmoldgica renormalizada,
portanto, estimamos A? = 6,271 x 103! TeV/2, a qual estd ancorada na mesma ordem
de magnitude do que haviamos estimado anteriormente, sem igualar o corte da escala

de energia com a energia de Planck em Secdo 4.1.2.

Depois que esgotamos as estimativas a 1-laco, fomos para uma terceira tentativa,
onde consideramos a equacao de gap a 2-lacos. Apds expandirmos a equagao de gap,
encontramos o alto valor do logaritimo 1n(p2/K2) = 0,9999. A forma quadrdtica da
equagdo de gap a 2-lagos resultou em dois valores v, e v, para o pardmetro de massa.
Portanto, foi necessario investigarmos a validade fisica desses valores. Observamos
que um comportamento nao-fisico para os valores de 7,, pois discorda com compor-
tamento do parametro de Gribov em funcdo da escala de energia, como mostramos
na Figura 4.4. Entretanto, o comportamento fisico de ~,, é mostrado na Figura 4.5.
Logo, calculamos o corte da escala de energia e a constante cosmolégica renormali-
zada, A= 6,150 x 1032 TeV? e A= 7,665 x 103! TeV?, respectivamente. Quando
comparamos com o melhor par de estimativas a 1-laco, 7.¢., KZ = 4,851 x 1033 TeV?
e A2 = 7,666 x 10%' TeV?2, notamos que houve uma correcdo pequena, mas nio
influenciou na ordem de grandeza da constante cosmoldgica renormalizada. Para o
corte da escala de energia, a estimativa ficou 1 ordem de grandeza abaixo. A quarta
e tltima tentativa consistiu na eliminacao simples dos logaritmos. Para tal, usamos o
valor v* = v/5 e calculamos o menor KQ, mas a ordem de grandeza de A% permaneceu
igual aquelas que encontramos através dos outros métodos mostrados na Secdo 4.1 e
na Secdo 4.2. Apesar de encontrarmos estimativas razodveis apds usar esta simples
eliminacdo dos logaritmos na equacado de gap a 2-lagos, nao conseguimos sucesso com
esta mesma realizacdo na equacdo a 1-laco. Isso ocorreu porque o valor da funcao beta

a 1-laco ficou fora do intervalo permitido, 7.e., encontramos N/<;/167r2 > 1. Todavia,
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o método mais simples de eliminar logaritmos n3do leva a valores otimizados para o
parametro de massa, principalmente pela auséncia de um valor valido para a fungdo
beta a 1-laco. Como perspectiva, buscaremos novos métodos de aprimoramento das

estimativas numéricas.

No Capitulo 5 e no Capitulo 6, buscamos realizar testes classicos para a teoria de
gravidade induzida que construimos para os grupos SO(m, n). No Capitulo 5, ficamos
restritos a teoria de gravidade induzida a partir da teoria de Yang-Mills para o grupo

SO(5) e buscamos solugdes esfericamente simétricas para as equagdes de campo.

De forma simplificada, neste primeiro estudo das solucGes, optamos por ndo considerar
a torcdo naquelas equacoes. Através da torcao nula e das equacdes de campo de Eins-
tein, mostramos que a geometria de Schwarzschild-de Sitter apresenta simetria esférica
e, portatnto, conseguimos representar as componentes da métrica com funcdes esca-
lares que ndo dependam do tempo. Essa simetria também foi assumida nas equacdo
de campo (5.17) e (5.18). Usamos esta simetria esférica e construimos um conjunto
de equacoes diferenciais que permitiram que estuddssemos o termo quadratico de cur-
vatura em (5.17). Analisamos tal termo em dois regimes: (i) Perturbativo: Neste
regime, tratamos a contribuicdo oriunda do termo quadratico de curvatura como
uma perturbacio com pardmetro = A2/2A%; (i) Exato: Neste regime, o termo
quadrético de curvatura foi plenamente considerado. No regime (i), Encontramos
uma solucao perturbativa e a explicitamos até quarta ordem, tal como pode ser visu-
alizado em (5.2.2). O uso das fun¢des e~2? permitiram que uma métrica modificada
de Schwarzschild-de Sitter fosse determinada. Através dela, vemos que o termo de
ordem zero contempla o conhecido espaco-tempo de Schwarzschild-de Sitter. Diante
da geometria deformada, quando lidamos com regides r > 2G M, encontramos a
métrica de de Sitter com os devidos termos de correcao perturbativa. Isso pode ser
visto em (5.35). Na ordem zero, temos a prépria solugdo para uma geometria de de
Sitter com constante cosmoldgica A2. Interessantemente, encontramos que os coefi-
cientes da expansao sdo os nimeros de Catalan, os quais formam uma bem conhecida
sequéncia em matematica combinatdria. Ainda ndo entendemos o signficado completo
de encontrarmos tal sequéncia na solu¢do de de Sitter. Este é um curioso fato que

exploraremos futuramente.

Usamos a solucdo perturbativa, até primeira ordem, e encontramos os horizontes de
eventos para a geometria de Schwarzschild-de Sitter deformada (5.47). Observamos

que estes horizontes sdo aqueles encontrados para uma geometria de Schwarzschild-de
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Sitter mais uma correcao em primeira ordem. Claramente, notamos que no limite

n — 0, tal geometria é recuperada.

Sobre a singularidade na origem, determinamos o invariante de Kretschmann, até
primeira ordem, e verificamos que em (5.48) temos uma singularidade em » = 0. O fato
interessante a respeito da solucdo perturbativa encontramos no invariante de curvatura
(5.50), o qual mostra que o termo de correcdo também indicou uma singularidade em
r = 0, diferentemente do que obtemos em Relatividade Geral, onde este invariante
é constante, o que mostra ser um indicio da natureza fisica do termo quadratico de

curvatura.

No regime (ii), encontramos uma geometria de de Sitter, onde hd uma dependéncia
nas constantes A% e A2, A solugdo exata (5.53) nos mostrou que n3o teremos o termo
de massa. As geometrias (5.55) e (5.56) mostram esse fato. Tais solu¢des satisfazem o
sistema sobredeterminado composto pelas equagdes diferenciais (5.20), (5.22) e (5.23),
onde estd assumido o+ 8 = 0. Esta solucado, realmente, era o que deveriamos esperar
como a mais simples possivel. Quando expandimos T, em (5.54), temos T=",.
Para regides onde r >> 2G M, obtemos a compatibilidade desejada entre ambas
as solugcdes geométricas encontradas, (5.58) e (5.34). Os horizontes cosmoldgicos
respectivos aos valores T foram determinados e encontramos uma estrutura causal

similar aquela obtida para a geometria de de Sitter, tal como ilustramos na Figura 5.1.

Conforme esperado, ndo temos singularidade fisica em r = 0, uma vez que os in-
variantes de curvatura e de Kretschmann s3o constantes mesmo nessa geometria de

Schwarzschild-de Sitter modificada.

Realizamos um breve estudo termodindmico para os horizontes obtidos tanto no regime
perturbativo quanto no exato. Para a gravidade de superficie, encontramos os com-
portamentos esperados quando a massa aumenta, ou seja, esta, mesmo com o termo
de correcdo, diminui com a expansao do horizonte devido ao aumento da massa. No
que se refere a anomalia para pequenos valores de M, a gravidade de superficie do
horizonte da distribuicdo esférica de massa também sofre tal anomalia, mostrando-se
crescente para pequenas massas. A gravidade de superficie no horizonte cosmoldgico
seguiu, mesmo com o termo de corregdo em primeira ordem, o mesmo protocolo que
a original de um espaco-tempo de de Sitter. O comportamento dessas gravidades de
superficie sdo diretamente relacionados a temperatura Hawking. No caso da entro-
pia, encontramos, conforme (5.75) e (5.76), para a solugdo perturbativa, um pequeno

desvio da entropia determinada para a geometria de Schwarzschild-de Sitter. No caso
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da solucdo exata, a alteracdo no valor da entropia se deu por causa dos valores de Y.
Entretanto, quando tomamos o limite, ou seja, para Y, encontramos a entropia do

espaco-tempo de de Sitter com constante cosmoldgica observacional AZ2.

Como perspectiva, buscaremos solu¢Ges perturbativas com rotacdo e carga elétrica.
Ainda considerando solucdes no vacuo, estudaremos os termos de correcao de ordem
superior a 1. Nosso interesse consiste em verificar se a adicdo de termos de correcdo
maiores que 1 mostrardo alguma anomalia no comportamento dos horizontes de even-

tos, assim como nas quantidades termodinamicas associadas.

No Capitulo 6, estudamos a cosmologia da teoria de gravidade induzida a partir das
teorias de Yang-Mills para os grupos SO(m,n). Consideramos a métrica de FLRW
como primeira abordagem quando assumimos um espaco-tempo riemanniano devido
ao anulamento dos termos de torcdo nas equacdes de campo. O termo quadratico de
curvatura permitiu que determindssemos uma dindmica modificada comparada com a
dindmica do modelo cosmolégico padrao. As dindmicas encontradas estdo relacionadas
aos regimes governados por A%2. No setor de baixas curvaturas, a cosmologia da teoria
de gravidade induzida imita 0 modelo ACDM quando o grupo inicial para a teoria de
Yang-Mills é o SO(5), portanto, quando € = 1, conforme nossas convenc¢des. Neste
caso, o termo de correcio vindo do acoplamento com A2, o qual é da ordem de
1032TeV?, é suprimido. Portanto, esperamos que o regime de baixas curvaturas seja
atingido antes da nucleossintese do universo primordial, a qual ocorre na ordem de
MeV . Essa recuperacdo do modelo ACDM é feita unicamente para ¢ = 1. Os demais
grupos contidos em SO(m,n), ou seja, para (anti)-de Sitter, quando ¢ = —1, n3o
permitem que recuperemos o modelo ACDM. No setor de curvaturas elevadas, a escala
de energia € similar aquela da usual fase inflacionaria. Analisamos, neste regime, tanto
0 universo vazio quanto o universo preenchido com um fluido perfeito. Para o vacuo,
encontramos trés solucdes para o fator de escala, cuja dependéncia tem relacdo com ¢
e a curvatura da se¢do espacial, tal como podemos observar em (6.30). Deduzimos que
apenas solucoes com € = 1 mostram uma fase de Sitter de expans3o. Isso indica que a
gravidade induzida com o grupo SO(5) permite um modelo cosmolégico com uma fase

primordial de de Sitter que esta conectada ao modelo ACDM de forma consistente.

A teoria de gravidade induzida que empregamos neste estudo cosmoldgico preliminar
aumenta a quantidade de equag¢les dindmicas. A equacdo dindmica extra torna o
sistema determinado e, consequentemente, ndo introduzimos uma equacao de estado
para o fluido perfeito. Isso nos levou a interpretar que no regime de altas curvaturas,

qualquer fluido gravitaria da mesma maneira. Para as solu¢Ges possiveis, encontramos
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solucdes singulares, seja uma singularidade no passado ou no futuro, respectivamente,
um Big Bang ou Big Crunch. Ademais, encontramos uma solu¢do nao singular com
um Unico ricochete, o qual pode ser simétrico ou assimétrico, pois dependerd dos
parametros livres desta solucdo singular. No regime de hipercurvaturas devemos lidar
com um valor running para A?. Entretanto, ainda nio temos um estudo completo
sobre como lidar com este running e deixamos esse ponto para trabalhos futuros.
Além dessa perspectiva, investigaremos como a cosmologia desta teoria de gravidade
induzida pode ser modificada com a presenca de torcdo, o que traria um grau de

liberdade a mais.

No Capitulo 7 implementamos para o grupo SL(5,R) a mesma prescricdo usada para
os grupos SO(m,n). Mostramos no Capitulo 4 que estimativas a 1 e 2-lagos, a razdo
entre o parametro de Gribov e o pardmetro de acoplamento pode ser associada com
um parametro que descreve a transicdo entre os dois setores da teoria. O regime de
altas energias onde temos uma teoria de Yang-Mills para o grupo SL(5,R) em quatro
dimensdes euclidianas e o regime de baixas energias onde obtivemos uma teoria geo-
metrodindmica com o termo de Einstein-Hilbert, a constante cosmolégica e o campo
de matéria. A transicao entre os setores é mediada pela quebra suave de simetria
de BRST associada ao parametro de Gribov. Conforme observamos na Figura 4.2,
quando a razdo v%/k? aumenta com a diminuic3o da energia e, apés um maximo, tal
raz3o vai a zero rapidamente. Neste ponto, o grupo de calibre sofre uma quebra de
simetria para o grupo SO(4) e a fase geométrica se inicia. Nesta fase, identificamos
os graus de liberdade da teoria original com a vierbein, a conexdo de spin e o campo
de matéria. Realmente, assumimos que a razio 7*/k? é um razodvel candidato para

demarcar essa transicao e que ele pode descrever a teoria em qualquer escala.

A teoria de gravidade induzida, no presente caso, é governada pela a¢do gravitacional
(7.29). Nesta agdo temos o termo quadratico de curvatura proporcional a 1/A2.
Devido ao alto valor de A%, conforme estimamos no Capitulo 4, este termo é desprezivel
quando comparado ao termo de Einstein-Hilbert em um regime de baixas curvaturas.
Se n3o levarmos em conta, por um momento, os campos de matéria, temos uma acao
de gravidade similar a encontrada em Relatividade Geral acrescentada com termos de
torcdo. Estes termos serdo significativos quando levarmos em conta o acoplamento
com férmions. Caso contrdrio, esperamos que sejam pouco significativos. Levando
em consideragdo os campos de matéria, podemos observar em (7.29) que tais campos
tém alcance bem pequeno, devido ao fator A?. Estamos procurando entender como

podemos relacionar este campo m com matéria escura, entretanto, até o momento,



Conclusées e perspectivas 127

ainda ndo compreendemos completamente a natureza desse campo e, portanto, esta é
apenas uma perspectiva de trabalho. No caso da constante cosmoldgica renormalizada,
procuraremos associa-la com energia escura, ou seja, uma outra perspectiva. Neste
processo, a constante de Newton, sendo um fator global, ndo interferiu em nossa

analise.

Sobre a equagdo de campo (7.30), conseguimos recuperar as equacdes de Einstein no
limite onde o termo quadrético de curvatura é bem menor que o valor de A? e, ao
mesmo tempo, quando desprezamos os termos de matéria e os de torcdo. Se, neste
limite, considerarmos 71" = (, teremos como investigar a maneira como torcdo e tais
campos se acoplam. Existe ainda a possibilidade de introduzirmos um tensor densidade
de spin em (7.31) para investigarmos o conteldo de spin dos campos de matéria
acoplada a torcdo. Um outra perspectiva bem promissora para esta teoria é, sem
incluir um tensor energia—momento como ansatz, buscarmos entender o acoplamento
entre geometria e matéria. Compreendemos que este é um trabalho que demandara
muitos esforcos diante do sistema sofisticado das equacdes de campo obtidas para esta

teoria de gravidade induzida.



Apéndice A

Um panorama do cenario

Gribov-Zwanziger

Uma breve descricio do cendrio de Gribov-Zwanziger apresentaremos neste ponto,
tal que os pontos principais desta teoria sejam apresentados ao leitor, juntamente
com as referéncias para um futuro aprofundamento sobre o tépico a quem interessar
possa. O amplo espectro de tecnicalidades pode ser encontrado nas referéncias [58—
60, 63, 71, 75, 113]. Uma abordagem didatica e esclarecedora se encontra na teses

[111] e [110] e outras nestas citadas.

A quantizacao das teorias de Yang-Mills nos confronta como uma arduo trabalho a
ser realizado. Inicialmente, o procedimento estabelecido por Faddeev e Popov [114]
foi bem-sucedido no regime perturbativo quanto a quantizacao dos campos de ca-
libre. Entretanto, ha uma falha durante tal processo implementado por Faddeev e
Popov, pois ocorrem cépias ilegitimas, fisicamente falando, que tornam o processo de
quantizagdo incompleto no regime infravermelho. Neste ambiente n3o-perturbativo
das teorias de calibre nasce o problema de Gribov. O que chamamos de problema
de Gribov, o qual também foi demonstrado por Singer [59] é a verificagdo de réplicas
dos mesmos campos de calibre em uma determinada regido. A maneira ideal de tra-
tar a eliminacdo de tais réplicas consiste em determinar a famosa RMF, ou seja, a
denominada Regido Modular Fundamental, cuja resolucdo é um problema em aberto
e bastante desafiador. Uma forma de contornar tal dificuldade em calculos explicitos
compete em nos restringirmos ao que conhecemos como Primeira regido de Gribov.
De acordo com [60, 71, 75, 113], tais cdpias dentro da Primeira Regido de Gribov n3o

afetam os propagadores da teoria e podem ser calculados em tal dominio. Zwanziger

128
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implementou um procedimento para atacar o problema, onde seu método consistiu em
introduzir um conjunto de campos na integral funcional em um espaco euclidiano, o
qual ficou restrito a regidao de Gribov €2 sob o calibre de Landau, ou seja, auYMA = 0.

Desta forma, temos o operador de Faddeev-Popov,
MAP = —9,DP (A1)
o qual é positivo definido, e, ainda, temos que
Q={v oY =0M">0,} (A.2)
com D;P = 6489, — g fAPCYPYC,
A quantiza¢do tem seu inicio com a agdo cldssica de Yang-Mills para o grupo SU(N),

Sy]\/] Z/d4ZL‘FAFA (A3)

pvtopy o

o qual ganha um termo nao-local que lida com o problema de Gribov conforme se
segue,
S L I (A4)

onde, MAB(2)M" (z,y) = 6*(z — y)54C. O parametro de Gribov  é determinado

sob o cdlculo da equagdo de gap de massa. Em [60, 63, 71] é demonstrado que

e~ 5 :/[qu] e~ Stoe | (A.5)
o qual [d®] = [dy][dP][dw][dw] e
Sloc — /d4$ [—@ﬁCMAB _'_ wacMab bc — ngBCyA ( _|_ qu )} 7 (A6)

de forma que o par conjugado (@, %) sdo campos bos6nicos e (w;“w;“) sdo

campos fermionicos.

A ac3o local é construida por

z- / d)e—Ser (A7)
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com [d¥] = [dY][dy][dp][dw][dw][db][dc][dc] e Scz é chamada agdo de Gribov-

Zwanziger, a qual é pode ser extendida na seguinte maneira
Saz = Sym + Sgf + Sieec + 55 , (A.8)
na qual,
Sgr = /d4x (bAﬁuYHA —EAMABCB) ,
S, = /d4x4fy4(N2 —1). (A.9)

A insercao crucial S, é uma maneira de satisfazer a condigcdo horizonte, ou seja, a
equacao de gap de massa,
— =0, (A.10)

onde I' é a acdo quantica, a qual é determindada por

el = /[d\IJ]eSGZ : (A.11)

A acdo quadratica (4.1) como mencionada na Sec3o 4.1.1 é obtida a partir da Sgz,
onde consideramos apenas a parte livre de interacoes, comumente chamada de par-
ter quadratica, ou seja, a parte ndo-interagente da acdo de Gribov-Zwanziger. Di-
retamente, podemos observar que os campos fermidnicos ndo contribuem na acdo

quadratica.
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