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Resumo

Nesse trabalho encontramos as fungoes de onda exatas para sistema quantico do
oscilador harménico com massa m(t) e frequéncia w(t) dependentes do tempo através do
método do invariante de Lewis e Riesenlfed. A partir disso, calculamos a expressao exata
da probabilidade de transi¢ao de um estado inicial dependente de m(t) e w(t) para um
estado final estaciondrio conhecido. Assim aplicamos um modelo de massa e depois de
frequéncia, ambos dependentes do tempo e de um parametro constante v, de modo que
controlamos o valor de v para obter a maxima transicao. Fizemos o mesmo procedimento
para o oscilador harménico forgado com forga externa f(t), calculamos a fungao de onda
exata do sistema, e a expressao exata da probabilidade de transicao de um estado inicial
dependente de f(t) para um estado final estaciondrio conhecido. Portanto determinamos,

ou controlamos, o valor de «y presente em f(¢) para maximizar a transigao entre os estados.



Abstract

In this work we found the exact wave functions for the quantum harmonic oscillator
system with time-dependent mass m(t) and frequency w(t) through the method of Lewis
and Riesenfeld invariant, and from that we calculated the exact expression of the transition
probability from a initial state depending on m(t) and w(t) to a final known stationary
state. Then we applied this method to a mass model and subsequently to a frequency
model, both dependent on time and on a constant parameter v, so that the the value
of = is controlled for obtaining the maximum transition probability. We applied the
same procedure to the forced harmonic oscillator with external force f(¢), calculated
the exact wave wave function of that system, and then calculated its exact transition
probability from a initial state depending of f(¢) to a final known stationary state, thereby
determining, or controlling, the value of v in f(¢) for maximizing the transition between

those states.
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Capitulo 1

Introducao

No nosso dia-a-dia frequentemente nos deparamos com situagoes frequentes em que
temos que decidir o estado ou comportamento de alguns objetos, por exemplo, a lampada
estd acesa ou apagada, a televisao esta ligada ou desligada, e o carro ficara parado ou se
movendo. Em todos estes casos quem decide o comportamento da situagao somos nos,
por exemplo, se a luz ficara acesa ou apagada dependera da posicao do interruptor, se a
televisao ficara ligada ou desligada simplesmente apertando um botao do controle remoto,
e por fim, o carro vai se mover ou ficar parado, se acelerarmos ou pisarmos no freio. Em
suma nos controlamos de que maneira algo deve se comportar em situacoes corriqueiras.
Pois bem, na natureza sabemos que existem leis fisicas que governam certos sistemas e
conhecendo estas leis e suas solugoes saberemos como serda seu comportamento. Nao é
de hoje que o homem tenta além de entender, controlar o comportamento de sistemas
fisicos para assim desenvolver novas tecnologias, por exemplo em maquinas térmicas,
robética, automéveis[1]. Uma questdo importante é como fazer para obter resultados finais
diferentes dos quais terifamos de maneira livre em sistemas fisicos? Para isso precisariamos

controlar o comportamento desses sistemas assim como controlamos os fatos no nosso dia-
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a-dia como visto acima. Com isso precisamos modificar o sistema fisico em questao, ou
seja, interferir no movimento do sistema, por exemplo acrescentando ou tirando energia
do sistema com um potencial externo. Este método é conhecido como teoria de controle,
que consiste em levar um sistema fisico de um estado inicial até outro estado final pré-
estabelecido. Para ilustrar essa ideia, considere o seguinte exemplo qualitativo: seja uma
moeda de massa constante uniformemente distribuida, se lancamos ela para cima, ela
ird girar no ar e quando atingir o solo vai estar com uma das faces virada para cima,
ou seja, naturalmente existe 50% do resultado ser ’cara’ e 50% de ser ’coroa’. Até aqui
tudo bem, isso nds ja sabemos. No entanto, e se quisermos a face ’cara’ sempre virada
pra cima? Nesse caso teremos que modificar o sistema manipulando a moeda, ou seja,
podemos alterar a massa de uma das faces, ou alterar a frequéncia com que a moeda
gira no ar através de um campo externo atuando na moeda, enfim, devemos produzir
uma intervencao externa para que a moeda tenda a cair com a face 'cara’ virada pra
cima. Outro exemplo é o dado viciado, onde se manipula uma das faces aumentado sua
massa, de forma que ela sempre ficard para baixo, consequentemente a face oposta sempre
ficard para cima. Por exemplo, se quisermos que dé sempre a face 6 para cima, devemos
aumentar a massa da face 1, ou seja, estamos interferindo no sistema do dado, de modo
que estamos controlando o resultado final. Esta é a ideia central de como controlar um
sistema fisico classicamente. E se quisermos utilizar a teoria de controle num sistema
quantico? Para responder essa questao vamos lembrar algumas propriedades de sistemas
quanticos.

Em sistemas quanticos sabemos que grandezas fisicas como posi¢ao z(t), momento
p(t) e energia E(t), agora sao representadas por operadores e seus valores esperados pos-

suem incertezas, e essas incertezas estao presentes no proprio observador e isso é conhecido
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como principio de incerteza de Heisenberg. Com isso lidamos sempre com probabilidades
de encontrar os valores de grandezas e nao com valores absolutos como ocorre classica-
mente. Essa é uma das diferenca primordiais de sistemas classicos e quanticos. Assim, o
nosso foco em teoria de controle em sistemas quanticos sera em aumentar a probabilidade
de encontrarmos determinados valores esperados das grandezas fisicas. Desde as primeiras
formulacoes da teoria quantica, a transicao de estados quanticos de um sistema é uma
das caracteristicas que mais se destacam sendo objeto de estudo de muitos trabalhos ci-
entificos. A primeira e mais conhecida aplicacao é a da transicao de estados do atomo
de hidrogénio, cujo espectro de energia observamos em experimentos de espectometria|2].
Infelizmente, nao sao todos os sistemas quanticos que permitem determinar a transicao
com alta probabilidade, em tais sistemas as transicoes sao dadas aleatoriamente quando
¢ aplicado uma variagao de energia. Nestes casos nao conseguimos levar um estado inicial
para o estado final alvo como queremos, temos que ir em busca de técnicas para induzir
o sistema a produzir tal transicao. Isto pode ser feito utilizando a teoria de controle de
sistemas quanticos, que consiste na manipulagao desses sistemas pela agao de campos com
o objetivo de determinar explicitamente seu comportamento. Tipicamente, o problema
consiste em conduzir um dado sistema quantico de um estado inicial para um estado final
pré-estabelecido por meio de um potencial externo V(z,t) . Assim, podemos controlar
a transicao de estados ou comportamento do sistema através de parametros como um
campo externo, como vemos na referéncia[3], ou quando um feixe laser interage com uma
particula[4].

Dentre algumas teorias de controle temos o controle éptimo, que consiste no es-
tudo sobre o problema de controlar um sistema de EDO’s(Equagoes diferencias Ordiné-

rias), ©(t) = f(z(t),u(t)) e minimizar, simultaneamente, um funcional do estado x e do
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controle u. Um dos problemas de controle éptimo mais relevantes é aquele relacionado
com a transferéncia do estado do sistema para um certo estado-alvo desejado em um
tempo minimo. Outra maneira de controlar é a partir da maximizagao da probabilidade
de transigao w(+y,t), onde ¢t é o tempo de transi¢do, e v é o controle que esta associado
a energia do sistema e é determinado para termos a maxima probabilidade de transicao.
Um dos ramos com mais aplicagoes é o da computacao quantica, cujos especialistas consi-
deram o controle quantico essencial para o desenvolvimento de tecnologias de informagao
e computacao quantical5].

O fato que torna a teoria do controle de sistemas quanticos ainda mais importante é
o Prémio Nobel de Fisica do ano 2012 ter sido concedido a Haroche e Wineland por terem
desenvolvido técnicas experimentais para medicao e manipulacao de sistemas quanticos
como fons em armadilhas e fétons em cavidades que conservam propriedades quanticas
como pureza e emaranhamento. Essas técnicas sao obtidas através do controle de sistema
quanticos e sao de grande importancia pois tornam possivel observar fendmenos quanticos
experimentalmente e possui também aplica¢oes na drea de computagao quantical6, 7).

Tendo introduzido as ideias bésicas da teoria de controle quantico e algumas apli-
cagoes, podemos aplica-la em diversos sistemas fisicos, mas vamos optar pelo oscilador
harmonico que é um objeto de estudo importantissimo na Fisica possuindo diversas apli-
cagoes como por exemplo na mecanica cldssica, mecanica quantica, teoria quantica de
campos, na matéria condensada no estudo de vibragoes de moléculas ou dos dtomos em
um solido. Um exemplo mais geral de oscilador é aquele onde tanto a massa quanto a
frequéncia dependem do tempo. Um desses osciladores harmonico dependente do tempo

que vem sendo objeto de estudo para modelar por exemplo sistemas dissipativos é o osci-



lador dado pelo Hamiltoniano abaixo

2
1
H(t) = e_ﬁ_;;no - §m0w§ewt:ﬂ2, (1.1)

onde wy é frequéncia constante, e my é a massa constante e v é independente do tempo.
Este sistema é conhecido como oscilador de Caldirola-Kanai descrito por Caldirola[8] e
Kanai[9] afim de representarem um sistema quantico dissipativo, onde a massa m(t) =
moee? se comportaria como amortecimento. Sendo ele objeto de estudos em algumas
referéncias como [10-12] que calculam fungao de onda exata do oscilador dependente do
tempo.

Um segundo caso de dependéncia temporal no oscilador é o dado pelo Hamiltoniano

abaixo

H(t):p—2+@< el )2x2, (1.2)

2my 2 \1+nt

onde wy é a frequéncia constante e 7 é independente do tempo, e onde my é a massa
constante, onde essa frequéncia é objeto de estudo na referéncia[l3]. Esse sistema é
analogo ao de uma particula carregada em uma regiao com campo magnético dado por
B(t), com w(t) o |B(t)|. Podemos citar outras aplicagoes do oscilador harménico com
massa e frequéncia dependentes do tempo como por exemplo em dptica quantica, onde
Colegrave e Abdalla[14] aplicou esse sistema para determinar a intensidade do campo
eletromagnético numa cavidade tipo Fabry-Perot e Brown[15]. Assim como em fisica
molecular, onde Chumakov, Dodonov e Man’ko[16] determinaram a funcao de correlacao
do oscilador quantico singular nao estacionario.

Neste trabalho vamos estudar osciladores mais gerais com m = m(t), w = w(t) e
f = f(t) de modo que manipulando apropriadamente estas fungoes seja possivel interferir
nos valores de observaveis fisicas, como por exemplo (x(t)) e (E(t)). Assim vamos definir

a fungao de onda exata W(x,t) do sistema que serd dependente de um parametro u(y,t),
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de modo que u serd a massa, frequéncia e forga, onde v é uma constante, e determinamos
analiticamente o valor de u para que aumente a probabilidade de transi¢ao do estado inicial
evoluir no tempo e atingir um estado final estacionario preestabelecido, como mostra a
figura (1.1). Ou seja, definiremos o estado final alvo estaciondrio, e vamos controlar o
valor de m(t), w(t) e f(t) para que em um dado tempo ¢ o estado inicial esteja 0 méximo
possivel sobre o alvo.

;[

f/\x M\
\

Figura 1.1: Representagao grafica do controle da transicao entre as densidades de proba-

bilidade inicial |¥;|? e final |¥;|* através do controle u(7,?).

A estrutura desde trabalho é descrita a seguir: no capitulo 2 apresentamos o mé-
todo dos invariantes que consiste em um sistema de equacoes diferenciais nao lineares
acopladas que possuem uma constante de movimento em comum, que é a grandeza cha-
mada invariante, e esse sistema é conhecido como sistema de Ermakov([17]. Foi Lewis[18]
e Riesenfeld[19] que utilizaram pela primeira vez esse método em sistemas quantico para
encontrar a funcao de onda exata do oscilador harmoénico dependente do tempo, pois tem
como base uma relagao entre autoestados de um operador invariante e solugoes da equa-
¢ao de Schrodinger correspondente aos Hamiltonianos como os dados em (1.1) e (1.2), e
obtemos as fungoes de onda exatas para o oscilador harmonico com massa e frequéncia

dependentes do tempo. Assim escolhi utilizar o método dos invariantes, pois conseguimos
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obter a funcao de onda exata do sistema de uma forma bem mais simples, e esse método
vem sendo muito utilizado como por exemplo nas refs[20, 21]. Também calculamos a ex-
pressao exata da probabilidade de transicao entre um estado inicial dependente do tempo
e um estado final alvo estacionario. No capitulo 3 tratamos o oscilador harmoénico com
uma forga f = f(¢) arbitraria e calculamos solugoes exatas para determinar a expressao
exata da probabilidade de transicao em termos de série de polinomios de Hermite. No
capitulo 4 fazemos aplicagoes dos resultados anteriores de modo que controlamos os osci-
ladores com m(t), depois com w(t) e por fim f(¢). No capitulo final apresentamos nossas

conclusoes e projetos futuros.



Capitulo 2

Oscilador harmonico com massa e

frequéncia dependentes do tempo

Neste capitulo vamos construir a base matematica que iremos utilizar para a cons-
trucao da funcao de onda exata do oscilador harmonico com frequéncia e massa depen-
dentes do tempo. Determinada essa funcao de onda, vamos construir a probabilidade
de transi¢ao w(t) de um estado inicial que ird evoluir no tempo até atingir um estado
final estacionério, e também determinar o comportamento do valor esperado de x(t) e da

energia F(t) do sistema.

2.1 Meétodo do invariante quantico de Lewis e Rie-

senfeld

Nesta secao vamos agora fazer uma descricao do método invariante idealizado por

Lewis e Riesenfeld. Na mecanica quantica uma grandeza I(q, p;t) é conservada se

dl 9l [I,H]

dt Ot ih

=0, (2.1)
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onde ¢ e p s@o varidveis canonicas, I e H sao operadores hermitianos , [, H]| é o comutador
e h é a constante de Plank dividida por 2w. O fato de o operador invariante I ser
hermitiano nos permite fazer as seguintes afirmagoes:
1) Possui autovalores puramente reais;
2) Possui autofungoes ortogonais que formam um conjunto completo.

Seja a funcdo de onda de uma particula dado por ®,(q,t), esse estado satisfaz a

equagao de Schrodinger, portanto temos que

ma%&—f’” — HB)®, (g, 1), (2.2)

agora, notemos que, se aplicarmos ®,,(¢,t) a direita da equagao (2.1), temos

ol _ HI®,(q,t) — [H®,(q,1t)

il % = 2.

e usando (2.2) obtemos

(I (q,1))

i
! ot

— H(ID,(q,1)). (2.4)
Portanto a agao do operador invariante em um estado de Schrodinger ®(g, t) produz
uma outra soluc¢ao da equagao de Schrodinger I®,,(q,1).

Conforme visto na afirmagcao 2), um operador hermitiano /() possui um conjunto

completo de autoestados ®,,(q,t) que satisfazem a equagao de autovalor dado por A

I)®n(q,t) = APn(g, 1), (2.5)
/_OO O (q,1)Pn(gq, t)dae = 0y, (2.6)

onde A é real em virtude de I(t) ser hermitiano. Podemos mostrar que A é constante da
seguinte forma. Derivando (2.5) com relagao ao tempo, obtemos
oI od,, 0O 09,

=P, + 1 Y ) e}
ot nt ot ot ”+>\8t’
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usando (2.2), temos

ol IH A o\
TR R

P,
aplicando @7, no lado esquerdo da equagao acima e integrando em ¢, usando (2.1) e (2.6),

obtemos

oA

)\n - /\n’ )
ot )

(An’ - An) / (
= ——— [ & HD,d
i n T

=0 (2.7)

/ o, HP,dq

Vimos entao que ®,(q,t) forma um conjunto completo de autoestados para I(t),
portanto se multiplicarmos por um fator de fase e’**() nosso estado continuars formando
um conjunto completo, e a densidade de probabilidade nao ira se modificar, portanto

escrevendo agora na notagao de Dirac temos

alg,1)) = V|2, (q,1)). (2.8)

Sabemos que I|®,(q,t)) satisfaz a equacdao de Schrodinger. Vamos verificar se
|W,(q,t)) satisfaz a equacdo de Schrodinger dependente do tempo. Para isso aplicando o
autovetor (2.8) na equagdo de Schrodinger temos

iha(ewn(t)‘aq;n(qv t)>) _ H(t)emn(t”q)n(% t)) (29)

Aplicando a derivada do lado esquerdo da eq.(2.9), obtemos

Do (t)
ot

091 Pn(g; 1))

T ¢ W H (1) @n(q,1)), (2.10)

—h e |, (q,1)) = —ihe™

atuando (¥, (q,t)| no lado esquerdo de (2.10), temos

Oa, ()
ot

(Pn(q, )| Pnlg, 1)) = <¢n(q,t)|i% — H(1)|®n(q,1)), (2.11)

usando (2.6) encontramos

aoﬁ;}(t) (@, (g. t)|z'% _ H)|®(q,1)). (2.12)
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Assim encontramos a relagao de «,(t) para que o autovetor em (2.8) satisfaga a

equagao de Schrodinger em (2.9), com isso obtemos a solugao geral do sistema que serd

[T(g,1)) =D e D[, (g, 1)) (2.13)

n

Com isso conseguimos determinar os autoestados de I(t) e a solugdo exata de H (t)
serd escrita como combinacao linear esses autoestados. Na préxima secao vamos construir

a expressao exata do operador invariante para o oscilador harmonico dependente do tempo.

2.2 Construgao de [(t) para o oscilador harmoénico

dependente do tempo

Nesta segdo vamos construir o operador invariante I(t) para o oscilador harmoénico
dependente do tempo.

Seja o oscilador harmonico dependente do tempo, cujo Hamiltoniano é dado por

H(t) = TZ a5t %m(t)w(t)2q2, (2.14)

onde p e ¢ sao variaveis canonicas. Vamos definir o operador invariante quadratico dado
por

AL c(t)%, (2.15)

onde a(t), b(t) e ¢(t) sao funcoes dependentes do tempo e {q,p} é o anti-comutador.

Aplicando (2.15) em (2.1), obtemos

dl _ da()p*  a(t)dp®  b(t){g,p} | b(t)d{g,p}  de(t) ¢ | c(t)dq’
— = — —— —+—=—=0. (2.1
- a2 s at a2 T2 a a2 oa % (210
Lembrando da mecanica classica que
dg
p(t) = m(t) (2.17)

%7
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= = —m(t)w(t)*q(t), (2.18)
a partir das relagoes (2.17) e (2.18), chegamos a

d¢* _gp+pq _ {g,p}

= = ) 2.19
dt m(t) m(t) (2.19)
Derivando {q, p} com rela¢ao ao tempo, temos
dp dp dq
A = 2.20
{qp} p+th+dtq+ o (2.20)
Utilizando novamente as relagoes (2.17) e (2.18), encontramos
d 2p?
lapd 27 o e (2.21)

dt m(t)
Multiplicando em (2.18) & esquerda por p e depois a direita por p e somando ambos
os resultados, temos
dp?

= () {e,p}. (2.22)

Aplicando (2.19),(2.21) e (2.22) em (2.16), obtemos

do(t) {a,p}  b(t),

7 i 2 Tm(t)w(t)Q{%p} + # 2 39 m(t)w(t)’q* +
b(t) 2p* | de(t)¢* | ct){q,p}
2 m(t)  dt 2 2 m(t)’ (223)

reescrevendo (2.23) e usando a relagao (2.1), temos

dl - (1lda(t) b))\ , alt) , 1db(t)  c(t)
= (3% )7 (et 350 50 )

+ (5292 - sm(? ) = 0. (220

Como ¢ # 0, p? # 0 e {q,p} # 0, e sao linearmente independentes, entao para que

a igualdade em (2.24) seja satisfeita, podemos impor que

Lda(t) | b({t)

R m(t)zo, (2.25)
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—b(t)m(t)w(t)* =0, (2.26)

L) | eft)

27dt am) (227)

Isolando b(t) em (2.25) e substituindo em (2.27) e resolvendo para c(t), temos

1 dm(t) da(t)  m(t)* d*a(t)

_ 2 2 - 2.2
c(t) = m(t)*w(t)’a(t) + 2m(t) TR + 5 o (2.28)
Isolando b(t) em (2.26) e substituindo em (2.25), obtemos
1 2 2
lde(t)  m(t)°w(t)” da(?) _o (2.29)

2 dt 2 dt

substituindo (2.28) em (2.29) e fazendo a(t) = A(t), definimos a fungao a(t), assim obtemos

m{t) &°A | dm(t) d°A (Qm(t)w(t)2 + %d g;(t)) % + (dﬁ—pw(t)z + m(f)ddit) A=0.

2 dt* T dt d?

(2.30)
Integrando com relagdo ao tempo, e usando a ref.[22], temos
m(t)2d2X  m(t) dm(t) dA s e 1om(t)? [dA\)?
_— e — t A=—+——|— 2.31
> a2 @ TR =S ma @) (2:31)

vemos que a relagao do lado esquerdo de (2.31) é o proprio ¢(t). Dessa forma obtemos os

valores de a(t), b(t) e ¢(t) em funcao de A(t), e sao dados por

a(t) = A(t), (2.32)

b(t) = —@%ﬁ“, (2.33)
1 m@)? (A0

c(t) = G + ) ( yr ) : (2.34)

Agora, substituindo (2.32), (2.33) e (2.34) em (2.15), obtemos

1 m@)? (dNO\| & mt)dA\?) A1)
Itt) = [A(t)+4/\(t)( it )]E‘TT{W} TR

~~

2.35)

simplificando,

=L 1 [m(t)2 (d)\(t)) 2 O (dA(t)) {q’p}HWﬁ]’ (2.36)

dt 2 dt
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o termo entre colchetes pode ser reescrito como

07 (DY OO (B0 e [0 (DY, )

portanto, (2.36) ficard

10 = 535 qu (M2 () - A(t)pﬂ , (2.33)

fazendo a mudanga de varidvel \(t) = p* = p?(t), obtemos

ANt . dp
bt SR Wt
a  Par
2 2 2
ENE) _ o (o) o dp
dt? dt dt?
logo (2.38) ficard
0w = 2 Is + L ()24 2 2 (2.39)
= — —_— —_— m — - .
3|2t Pl — PP
1 [ dp \*
- - |L “m®)%q) | 2.4
3 |5+ (o= mt ) (2.40)

Com isso obtemos a expressao exata do operador intevariante I(t). Agora, voltando

a equagao (2.31), obtemos

m(t)? |, (dp\* . &p dm(t) dp 2 e L om)? o, (dp\?
GLICVR b} (o I P )=l () 2w(t)2p? = = + o dp? (£
2 [(dt T2 | ) gy W = S e (G )
(2.41)
dividindo (2.41) por m?(t) e simplificando, temos
d*p dp 2 1
— — 1)p=—F—~= 2.42

dm(t)
dt

onde v = % . E escolhemos somente solugoes reais de (2.42) pra que I seja hermi-
tiano.
Portanto determinamos o operador invariante dado na eq.(2.40) para o oscilador

harmonico dependente do tempo. Na préxima secao vamos determinar a expressao exata

do autoestado de I(t) e a solugao exata do sistema para H(t).
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2.3 Calculo dos autoestados de I(t) e fungao de onda

exata de H(t)

Conhecendo o Hamiltoniano H(t) do sistema, e o operador I(t), podemos agora
determinar o autoestado de I(t), e consequentemente a solucao da equacao de Schrédinger

dependente do tempo como dado abaixo

i(?@n(q, t)

5t = H(t)®,(q,1), (2.43)

onde fizemos h = 1. Primeiramente, vamos definir a transformacao unitaria dada por

,(q,t) = Un(q,1), (2.44)
onde UTU =1, e é dado por
m(t)g® dp
U= —— . 2.45
P { ! 2p dt (2.45)

Como ja vimos na equagao (2.6)
19,(q,t) = \Pn(g, 1), (2.46)
aplicando U a esquerda de (2.46), temos
UI(1®,(q,t)) = MU, (q,1), (2.47)
usando (2.44) e UTU = 1, conseguimos escrever
I'®,(q.t) = M2, (q,1), (2.48)
com

I = UIUY, (2.49)

o XA (R A (2.50)
PR a7, , -
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ou,

e L ereut 4 L2 (92 pent - L9 i
I—2p Uq”U +5p UpU +2m(t) 7 Uq°U detm(t)U{q,p}U. (2.51)

Lembrando que para dois operadores A e B quaisquer, usando a relacao de Baker-

Hausdorff-Campbell, temos

B = " Be (2.52)
62 63
= B+0[A B]+ E[A’ [A, B]] + 5[14, [A,[A, B]]] + ..., (2.53)
Aplicando (2.53) em (2.51), com A =¢* e 0 = —iyr;—([f)%, obtemos
’ 1 82 1 q2
I =—pP—4+-= 2.54

onde usamos também o fato de que [¢,p] = i. Seja a mudanga de varidvel o = ,%, entao

q = op. Logo
/ 1 02 1
[ =—-——+ =52 2.
5 997 + 50 (2.55)
podemos escrever,
/ 1 02 1,

onde ¢,(0) é a fun¢do de onda do oscilador harmonico livre com A, = (n + 1). Portanto

6n(0) =~ H, (o). (2.57)

\ ﬁn'Q”
Agora temos que encontrar a condigao de normalizagao de ®,(0), assim devemos
impor que

/ B (q, 1)) (g, 1)dg = / " 61(0)0u(0)do = 1, (2.58)

mudando a variavel da segunda integral para o = %, obtemos

o0 /* , 1 o0 . q q
6} (6} dg = — = nl|l —)dg=1, 2.59
/_oo (g, )% (g, 1)dg p/_ood)n(p)aﬁ (p) ] (2.59)



portanto temos que

,(0.0) = =0 (%) |

Com isso podemos obter ®,,(q,t) fazendo,

D,(q,t) = U, (q.1),

m(t)g® dp]

ou

ot = [ (G ) ] (7).

Usando agora a equagao (2.12), vamos determinar o valor de (1),

2all) _ @, (g0~ HOI@(0.1)

= (@ulg. OG0~ H0)10(g, 1)

usando 1 = UTU, temos

dag,(t)
o <

B, DUV (i 5~ HE)UTU .0,
temos agora

0 0
Uli= — Ut = Ui _UT U Ut
(z : H(t)) ? HHU',

assim, vamos resolver as duas transformagoes unitarias por parte, logo

0 0 m(t) dp
g = = NI 2
Y ot (eXp {Z 2 dtqD’

portanto

17

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.70)
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com ¢? = Uq?U'. Agora vamos reescrever H(t) usando os operadores de criacdo a' e

aniquilagao a do operador invariante I(t), logo usando a equagao (2.40)

1=

% + <pp — m(t)%Q> ] : (2.71)

reescrevendo,

-5 -] [0 )] b

assim, obtemos

1
I(t) = aa" — 3 (2.73)
onde,
L [(q), . dp
- (4 Y 2.74

o= (2) +i (- minZe )] .11

e
1 [(q) . dp

= — (1) - —mt)g L 9.

S R I
de modo que usamos o fato de [¢, p] = i. Agora somando (2.74) com (2.75) e simplificando,
obtemos

q= L( +a), (2.76)
V2

subtraindo (2.74) com (2.75) e simplificando, obtemos

1 i dp 1 [ Ip\ 4
= (-t+m®L)a+ —= (L +mpL 2.77
p \/5( p+m<)8t)a+\/§(p+m()8t)a’ (2.77)
assim, substituindo (2.76) e (2.77) em (2.14), temos

2q? 5(at)? Balaat + ata m(t)w(t)?p? 9
H(t) = fa” + B )2;5)B< + )+ (t) 4(t) p (a+aT) ’ (2.78)

- A+ (2%1%) + m(t)“jl(t) P ) {a,all, (2.79)

onde usamos,

(a+a")? =a®+ (a"? + {a,d'},
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com,

1 7 dp
i= (e mos)

1 (1 dp
= (2+m@®2L),
NG <p ( )5%)
e {a,a'} = aa' + a'a = 2aa’ — 1 é o anticomutador, e usamos o fato de que o comutador

[a,a’] = 1. E A é um operador dado por

_ Bia® + Balal)?  mtw(t)*p 2
A= ) + 1 (a® + (a')?). (2.80)

Assim, temos que H(t) ficara

S0t

H(t)= A+ ( s

+ m(t)w(t)QpQ) = (2.81)

usando [a,a’] = 1 e a relacio (2.73), temos que o anticomutador ficard

{a,a'} = aa'+d'a, (2.82)

= 2I(t), (2.83)

voltando a equagao (2.67), temos

UHU! = UAUT +% <2 f;(i 2) + m(t)w(t)2p2) Uru', (2.84)
A+ % (2 f@lg 2) + m(t)w(t)2p2) I'(1), (2.85)

onde usamos (2.59) e A" = UAU'. Portanto voltando & equacio(2.66), obtemos

N, 1 ap\> om(t) dp 82p
T T — _ _
(Pl )|UUi5,UTU|Pu(g, 1)) 2 (m(t) <8t) 5 Par ~ o

(@, (a,1)/(¢°)|®,, (g, 1)), (2.86)

usando (2.76), temos

2

(@,(a.)|(6)| 2, (¢.1)) = %(‘I’;(q,t)l(GQJr(aT)2+{a,aT})I<P;(q,t)>, (2.87)

= PP, (a. )| ()|, (¢, 1)), (2.88)
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onde usamos o fato de que (®) (q,t)|(a® + (a?)?)|®] (¢,1)) = 0 e de (2.48) temos que

@000 O 0.0} = (n+3). (2.50)

entao

(o, DU UL, 0,1)) = (8”;—?% + ity — o) (o) ) (n+3).

Agora, para o segundo termo em (2.66), temos

/ AN / o, 1 (2015 2 2 NP
(@001 Q10 0.0) = (010,01 (4 + 5 (222 4+ miow2?) ) 1010 0.0,
(2.91)
como (@) (4. 0)(a2)1€ (4.1)) = 0 ¢ (2}, )] (@)} (4.8)) = 0, temos
(@, (q: )| Al (q,1)) = 0,
@O O 00) = (202 m(0?) @100 10, 0,0 292
— % (275%% + m(t)w(t)QpQ) (n + %) : (2.93)

onde novamente usamos (2.48). Aplicando os valores de 31 e (55, encontramos

(. O (1)]%,(q.1) = [ﬁ@ (5 o2 (%) ) bttt (n+3).
(2.94)
somando (2.90) e (2.94), e simplificando obtemos
Aoy (t) [ 1om(t) dp 1 9?p 1 m(t)w(t)?p? 1
ot (_5 o Lo 2" WPhe T e T T 2 ) <”+ E)  (2.99)

usando (2.42), obtemos

dan(t) (n N 1) 1 (2.96)

ot 2 ) m(t)p?’
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assim, integrando ambos os lados com relacao a t, obtemos

!/

an(t) = — (n + %) /0 t mdt | (2.97)

com isso, conseguimos obter o autoestado completo ¥, (¢, t), dado por

, 1 q im(t) (1 0p i
_ ian(t) 1 —F 2
Inla.f) =e ﬁ2”n!pHn (p> o { 2 (p2 o " mie) ] (298)

onde o, (t) é dado em (2.97). Com isso obtemos a func¢do de onda exata do sistema que

satisfaz (2.43).

2.4 Construcao de pacotes de onda e da probabili-

dade de transicao

Vamos agora definir duas funcoes de onda, inicial e final, de modo que iremos
determinar a probabilidade de transicao do estado inicial para o final. Seja o pacote de
onda inicial,

W(r,t = 0) = —— M] , (2.99)

VvV 27TAO |: 4Ag

onde, xo; € o centro do pacote e A € a sua largura. O pacote final é dado por

B(z) = ——— exp {—M] , (2.100)

V V 27TAO 4A(%

onde s é o centro do pacote. Portanto, queremos que a densidade de probabilidade do
pacote inicial evolua no tempo até atingir o pacote final estacionario, assim vamos usar a

equacao (2.98) como base do pacote de onda inicial, logo

U(,t) = cnWy(a,t), (2.101)
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onde ¢, sao independentes do tempo. Assim, precisamos determinar os valores de ¢, no

instante ¢ = 0, multiplicando a esquerda de (2.101) por ¥} (z,0) e integrando em z, temos

/oo U (2,0)¥(z)de =Y e, /_OO U (x,0),(z,0)dz, (2.102)

—0o0

como V¥, (z,t) forma uma base ortonormal, temos que

/ U (2,0)V,(x,0)dx = 0 n, (2.103)
com isso, obtemos
Cp = / U (x,0)U(x,0)d. (2.104)

Assim, sabemos como determinar o valor de ¢, no instante ¢t = 0, pois é quando o
pacote inicial comega a evoluir no tempo. Usando p como notacao de derivada temporal,

temos

=z [ () e |75 (55 ) 7 %] d,  (2.109)

onde,

T Vam i, Az p(0)

completando o quadrado do termo entre colchetes na integral em (2.105), temos

=2 (p(O) + ip<o>) R ( - E)Q s P g 0p)

2 p(0)  m(0) 4NE 2c e ANY
onde
1 i (o)
‘T i 2<p<o>+p<o>2)’
_ Loi_
d_zAg’

assim, a integral em (2.105) fica

R




fazendo mudanca de varidvel y = y/cx, obtemos

R e
o[- ) () [ 0]

usando o resultado dado na ref.[23], temos que

[ tlane iy = VR - o) ()
logo, aplicando (2.109) em (2.108)
L) = 157 (i ) = a2

voltando a equagao (2.105)

1 1 {dQ x%i} \/?(p(o)%— 1)’"‘/2
Cp = exp |— — 5 N\ —— X
VV2rA VVEnI2p(0)  Lde 48]V e X p(0)

)
2¢/c(p(0)?c = 1)

23

(2.109)

(2.111)

Agora, vamos definir o pacote de onda final usando como base uma funcao de onda

estaciondria ¢,,(x), logo

(I)<x) = Z dm¢m(x>a

onde
1 x?
m(r) = ———=H,,,(x) exp {——} ,
logo, assim como fizemos para ¢, temos para d,, que
dy = / Om ()P (2)dz,
usando (2.100), temos
1 1 00 2 _ 2
dy = / H,,(x)exp {—x— - m dx,
V21 Ay VVTmI2m J 2 AN2

(2.112)

(2.113)

(2.114)

(2.115)
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completando quadrado o termo entre colchetes, temos

2? (x—zop)? b\> b2 x(Q)f
o - —— = 2.116
2 A2 ¢ (x ) Tl 1Az (2.116)

onde
(1, 1
‘=271z
_ Tor
b= 4AY
a integral em (2.115) ficard
(z —zop)* b iy
/ H,, exp{ 5 4A2 dxr = exp @_W X

/_OO H,(x)exp [— <\/‘x — \/_)2] (2.117)

fazendo a mudanga de varidvel y = y/ax, obtemos
> z? (x — xoyp)? voooxg] 1
[ tetere | =g e e [ 33
00 y b 2
H, | —= — 2.11
[m() |- (-n) | e
usando novamente o resultado (2.109), (2.118) ficard
o w? (x— xop)? Voo ag, m 1
H, T T gy —exp | = 2 T (2
/_oo m() exp { 2 1A2 } do = exp Lm 12| Vg ( a) 8
b
Hy | ———— |, (2.119)
2y/a(a—1)

portanto, substituindo (2.119) em (2.115), obtemos

- \/\/;_mo w;lm!zm o [2_ ) fo} \/E (1 ) 1) o (ﬁ) |

(2.120)

Tendo calculado os valores de ¢, e d,,, construimos os pacotes de onda inicial e

final, de modo que o pacote de onda inicial ird evoluir no tempo até atingir o pacote de
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onda final estacionario. Para sabermos o quanto o pacote de onda inicial vai estar sobre

o final, vamos construir a probabilidade de transi¢ao entre W(x,t) e ®(x) definida por

2

w(t) = ‘/Z O (2) U (. t)dz| | (2.121)

usando (2.112) e (2.101), temos

/_ h O () (2, t)de = » > dy,cn /_ h o ()0, (x, t)d, (2.122)

definindo
o= [ @), ) (2.123)

e usando (2.113) e (2.98), temos

1 ' ) 1 —im(f) g 9
’ Vvrmlnl2mtng oo P 2p? 2p 2

fazendo

Seja o resultado dado na ref.[25]

Jmon) :/ Hm(ax)Hn(bx)e_chdx,

m—n

T lc—a®\ * az b2 o imen a’b?
Jimmy =nly [ — 20—+ —-1 P.2 |\ ————— |,
(m.m) n<\/:(c—62) ( c+c ) > (ca2+620—c2)

(2.127)
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onde ¢ > 0, n. é o minimo entre m e n, P é o polinomio de Legendre Associado[26] e

Jmn # 0, se e somente se m — n for par, assim aplicando (2.127) em (2.126), temos

mon m+n
> -1\ T 1 z
/ Hm(x)Hn (E> e_WCde =n.! T2 1 ( -+ — 1) X
—c0 P Y\ 2 Yoop

por fim, substituindo (2.128) em (2.124), obtemos

doun (1) _9 |m2—n| 1 T4 1 1 3
e i T
A = (=60) (no)ly/— J : ( —+—2—1> X
Vrm!in!lp YA\Y T 2 voP
[m—n] 1
P2 (2129
= (p27+7 — pW) (2129)

. . A\ lm=nl .. ; .
introduzimos o fator (—9@)‘ 7, onde 6 é o sinal de @, para corrigir o resultado da

integral, pois v possui termo imaginario que pode variar o sinal de acordo com o tempo,
por isso introduzimos o fator para ajustar o sinal correto de cada valor de a,,,. Assim,

tendo encontrado o valor de a,,,, voltamos a equagao (2.120), logo

2

w(t) = , para (m — n) par, (2.130)

*
g E dy . Crlmn
m n

com @, , dado em (2.129) e ¢, e d,, dados em (2.111) e (2.120) respectivamente.
Construimos nesta se¢ao os pacotes de onda inicial e final e a probabilidade de

transicao deles para o oscilador harmonico dependente do tempo.

2.5 Calculo do valor esperado de z(t) e energia F(t)

Agora vamos determinar o comportamento do valor esperado de x(t) e a energia

do sistema FE(t). Assim z(t) é definido como

(3 ()) = /_oo |z, ) 2dz, (2.131)

o0
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usando (2.101), temos

= ZZC;’C”/ zU, (x, )V, (x, t)dz, (2.132)

logo, usando (2.98) a integral em (2.132) ficara

00 i(an (t) o () 00 2
/ x U (z, )V, (x, t)dx = ¢ - / xH, <£) H, <£> exp [—%] dx,
—0 \rnln/12n4n 2 ) P P P

(2.133)
fazendo a mudanca de variavel y = %, obtemos
/ 20, (2, 1)U, (z, t)dw = ¢ = (1) / yH,(y)H,y (y)e ¥ dy,
—0 \/ﬂn'n"2”+”
(2.134)
usando a identidade dada na ref.[27], temos
| v @ dy = VR S R D (2035)

aplicando o resultado de (2.135) em (2.134) e substituindo o resultado em (2.132), obtemos

uma expressao exata para o valor esperado da posicao,
7, n(t)—c 1 (t))

ch /cnmp(\/_Q" "8y /T2 (A D)6, ). (2.136)

Tendo determinado o valor esperado de x(t), vamos agora calcular a energia do

sistema que sera dada por

(e o]

(B(t)) = (U(x, )| Ht)|U(z, 1)) = / U (z, )i aat\lf(m,t)d:c, (2.137)

—00

efetuando a derivada temporal, obtemos

—\I: (2,1) ch (2.138)

usando (2.98), temos

0 ; . p J [im(t)p 1
— = tan(?) ®, — —, + — — —| 2?0
5 nE:o Cne <wzn(t) no o0t [ °®,

at | 2p 2p
, 1 m(t 2
—chem"(t) (V/7n!2"p) "2 exp Mﬁ—— ﬂan 1 L ) (2.139)
2p 20] p? p

n=0
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onde ®,, é dado em (2.63). Substituindo (2.139) em (2.137) e efetuando a integral, obtemos

(B(1) = z; Z ¢ e (O en) (ioén&w/ - 2%5,%”, 4 (rntn 12773 [y — zn’n/]> ,
(2.140)

onde definimos

a Zm(t)p 1 2 2n—1 n n—2
Ynn! = a |:T — ﬁ P ﬁ |:2 (2n -+ 1)77,'(5”/7” —+ 2 (n —+ 2)!6n/’n+2 -+ 2 n!5n/7n,2} y
(2.141)
Mp
et = /7 (2772 (= V)16 g + 2" 5 ,) (2.142)
1%

Com isso concluimos o capitulo tendo calculado o valor esperado de z(t) e a respec-
tiva energia do sistema. No préximo capitulo vamos estudar o oscilador harmonio forgado

e determinar a expressao exata da transicao entre pacotes de onda inicial e final.



Capitulo 3

Oscilador harmonico forcado

Neste capitulo, na primeira secao, vamos construir a funcao de onda exata do osci-
lador harmonico forcado e usa-la como base para determinar o pacote de onda inicial que
ird evoluir no tempo até atingir um pacote de onda final estacionario. Depois de determi-
nado os pacotes de onda inicial e final vamos calcular a expressao exata da probabilidade

de transicao entre eles em fun¢ao do tempo.

3.1 Calculo da funcao de onda exata

Seja o Hamiltoniano do oscilador harmonico forcado dado por

2
1
H(t) = 2p_mo + §m0w§x2 —u(t)z, (3.1)

onde, mg e wy sdo constantes, e u(t) é a forga externa finita no intervalo [0,T]. Seja agora

a funcao de onda ¥, (z,t) que satisfaz a equagao de Schrodinger dependente do tempo

OV, (x,t) 1T, (x,t) 1,
R R e U, (2, 1) — u(t)sV,(x, 1), (3.2)

a partir daqui vamos usar m =1, w=1e h = 1.

29



30

Assim, vamos supor o seguinte ansatz dado na ref.[3]

Un(z,t) = exp(i(z1 + 0))p(21, 1), (3:3)

onde queremos que ¢ seja a base, ou seja, um conjunto completo de autofuncoes, e
exp(i(nz1 + o)) seja fator de fase global do sistema. Com x; = x — n(t), as derivadas se

transformam como

0 0 0? 0?
90 o 9@ ok (34)

aplicando (3.4) e (3.3) em (3.2)

1 092

Z% [ei(ﬁx1+0)¢(l’1,t>] = _58_x% [ei(ﬁx1+0)¢<x1,t)] + |:%($1 + ?7)2 . U(t)(xl X 7])] «

ei(ﬁx1+0)¢(x1’ t)a (35)

efetuando a derivada temporal, o lado esquerdo da igualdade em (3.5) ficara

i%k”mﬂwmﬁ}ﬂPmm+®%W”%mJH¢%W“ﬂ, (3.6)

e a derivada do lado direito

10% . .. 1 oo 0%
=Y [ i(nz1+o) |2 i(nz1+0o)
2922 e P(x1,1)] 5 [77 ¢+2ma . + 92 1] , (3.7)
substituindo (3.6) e (3.7) em (3.5) e simplificando, obtemos
-9 2
it Vi .00 10% 2 2y
(o1 +0)p+1id = = ¢ — i o 200 + 2[(331 + 2z +1°) —u(t)(z1 +n)]o, (3.8)
reescrevendo
Oy 1 0% n? oo 1
ZE = _§W+_ i+ (5 +n — u(t))z1d + (U—? —ma o + 7] —u(t)n ) ¢. (3.9)

Vamos impor que ¢ satisfaca a equacao de Schrodinger dependente do tempo sem

forca externa, pois ¢ forma um conjunto completo de autofuncgoes, logo teremos

0 10?
G~ 20 @10
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se

ij+n—u(t) =0, (3.11)

wi=1le
n(0) = 1(0) =0, (3.13)
e em (3.12) temos
. 0¢
.90 _
“78:61 3
1,
6= —3" + u(t)n, (3.14)

onde (3.14) representa a agao classica do sistema e integrando ambos os lados no tempo,

obtemos entao

t
o(t) = / L()dr, (3.15)
0
onde L(t') é a Lagrangeana definida por
Won(E)? 1
L(t) = (2> — 577(15’)2 + u(t)n(t'). (3.16)

Com isso, chamando a solugao de (3.10) de ¢, (x1,t), reescrevemos (3.3)

O, (z,t) = ¢p(x —n(t),t) exp [fm(t)(x —n(t)) +1i /Ot L(t/)dt/] : (3.17)
On(x —n(t),t) = \/ﬁ]{n(x —n(t)) exp {—w —i(n+ %)t] . (3.18)

Resta determinar a solugao de 7(t) para concluir a solugao de (3.17). Seja a solucao
de (3.11) dada por

n(t) = f(t) +g(t), (3.19)
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onde f(t) é a solucdo da EDO(Equagao Diferencial Ordindria) homogénea e g(t) é a

solugao particular, logo

f+f=0, (3.20)
cuja solucao é
f(t) =afi(t) +bfa(t) = acost + bsint. (3.21)
A fungao ¢(t) é dada na ref.[28]
_ " fa(s)u(s) tf(s)u(s)
g(t) = fl(t)/0 W, fQ)ds + fg(t)/0 W, fz)ds, (3.22)

onde W(f1, f2) é o Wronskiano de f; e fs, e é dado por

Wi f2) = fils)fals) = fi(s)fa(s) (3.23)

= 1, (3.24)

e pela condicao inicial, obtemos

9(0) = 4(0) = 0, (3.25)
pois u(0) = 0. E para (3.21), temos
fO)=a=0, f(0O)=b=0, (3.26)
com isso, obtemos
o) = —cos(t) /0 " sin(s)u(s)ds + sin() /O " cos(s)u(s)ds, (3.27)
_ /0 (sin(t) cos(s) — cos(t) sin(s)u(s)ds, (3.28)

usando a identidade sin(t) cos(s) — cos(t) sin(s) = sin(t — s), obtemos

n(t) = /0 sin(t — s)u(s)ds, (3.29)
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e usando
ei(tfs) _ ef(tfs)
in(t—s)= .
sin(t — s) 5; : (3.30)
reescrevemos (3.29)
1 [t ,
w0 = 5 [ @ e us)as,
2t Jg
1 t ) t ]
- —.< u(s)el(t_s)ds—/ u(s)e"(t_s)ds>,
2t \Jo 0
1 t ) t
= — <e”/ u(s)e™ds —e ”/ u(s)e“ds),
2 0 0
1 (1) [ —i (@) [
= — (¢ u(s)e ¥ds — e u(s)eds | ,
V2 ( V2 Jo V2 Jo
1 . )
= Lty ety), (331)

onde
i [* :
t)=— | u(s)eds, 3.32
)= 2= [ uto (332
com isso encontramos o valor de n(t) em fun¢ao de uma forga u(t) qualquer, e vimos
que ele satisfaz a equacao de movimento do oscilador harmonico forcado classico. Desta

forma, sabendo o valor da forga encontramos 7(t) e consequentemente ¥, (z,t) que serd

dada por

W, (1) = Znle—10) |2 = nd) _g(t))2 —i(n+ %)t} exp {iﬁ(m —n) + Z/O L(t’)dt’] .

3.2 Construcao dos pacotes de onda inicial e final

Tendo encontrado a fungao de onda exata do sistema (3.2), vamos agora construir
o pacote de onda inicial usando como base a equagao (3.17), pois queremos que ele evolua

no tempo. Considerando o pacote de onda inicial como

U(z,t=0)=

! (&= 20)° in)Z} , (3.33)

V V 27TAO |: 4Ag
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onde xp; é o centro do pacote e Ag é a largura do pacote, e queremos escrever (3.33) na

forma

U(z,t) =Y cwPu(z,t), (3.34)

n/

entao precisamos determinar os valores de ¢, no instante t = 0. Multiplicando a esquerda

de (3.34) por @7 (z,0) e integrando em z, obtemos

/Oo O (z,0)U(x,t = 0)dr = ch / O (z,0) P, (x,0)dx, (3.35)

e}

como ®,(z,t) forma uma base completa, temos

/ O (,0)P, (2,0)dr = 61y, (3.36)
logo (3.35) ficara
Cry = / ¢ (x,0)¥(x,0)de, (3.37)

e usando (3.17), obtemos

1

Cpr = /|2n

RV 27rA

observamos que (3.38) é idéntico a (2.119), portanto

1 1 vz m 1\ 2 b
- o Pz Vel Te) ’
\/\/QWAO \/\/7_m 12 a 0 a a 2¢/a(a—1)

l\)\»—l

/ H,y exp{ - - 4_;320’) ]dm, (3.38)

(3.39)

com
1 1 o
- 1= = , 4
“=aazty 21 (340)
Agora, vamos definir o pacote de onda final dado por

- Z Ay o (), (3.41)
onde

i) = (o) exp () (3.42)

m! () = ——=H(x)exp | —— |, .
vm'2m'\/r P 2
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novamente temos que d,,, sera dado da mesmo forma que (2.119), logo

/

1 1 2 a3 [x 1\ 2 d
s = o P [Z‘E] _(1__) o\ 57— |
VAVRT Ay /T 12m c ol Ve c 2¢/c(c—1)

com

1 1
4= d= 2of

ety A (3.44)

CcC =

Sabendo o valor do pacote de onda inicial, podemos calcular o valor esperado de

(x(t)), e serd dado por

(2(t) = /_ " U, D) e (3.45)
Z Z Cr Cpr /OO x® (z, )P, (x, t)dx, (3.46)

—0o0

usando (3.17), a integral em (3.46) ficard

00 e—z(n n’)t 00 )
x®) (2, 1) P (2, t)dr = ——m——= cH,(x —nH,(x —n)e @ dz, (3.47
| et tutein = e [ == (3.47)

efetuando a mudanca de variavel y = z — 7, obtemos

00 —i(n—n')t 00
(& 2
o (D LT G 1 — ) Hy () Ho(y)e ™ dy,  (3.48
/ N ()P (2, 1) YV R 700(y ) Hu (y)Ho(y)e™ dy, — (3.48)

ou

(9] —z(n n')
* , _ Yy
/_oo x® (z, 1) P, (x, t)dx = NPT ( / H, (y)e~ dy)

efz(n n') iy
W ( / yHyu (y) Ho(y)e™ dy), (3.49)

logo, usando a identidade dada na ref.[27], temos
/ H, (e ¥ dy = n12" /76, (3.50)

/ yH, (y)Hn(y)e_dey = ﬁ(n!Q”‘lén/m_l + (n+ 1)12"0p 141), (3.51)

[e.e]
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aplicando o resultado de (3.50) e (3.51) em (3.49)

/ x® (z, 1) P, (x, t)dx = (n!n’!Z"*"Iﬂ)’%e’i(”*n,)t (n!12" /70, 1) +

o0

(n!n’!2”+”,7r)_%e_i("_"/)t (Vr(n12" 16 1 + (0 + 1)12%6, 541)) (3.52)

portanto, substituindo (3.52) em (3.46)

—i(n—n')t

@0 = 323 dien ez ant), (3.53)

com
() = (RI2"VT8 ) 4+ VT (RI27 7 8t + (4 11276, 141)) - (3.54)

Portanto, construimos os pacotes de onda inicial e final e o valor esperado de x(t).
Na préximo secao vamos determinar a expressao exata da probabilidade de transicao entre

os pacotes inicial e final.

3.3 Calculo da probabilidade de transicao entre os

pacotes de onda

Depois de ter calculado os pacotes de onda inicial e final, podemos agora determinar
a probabilidade de transicao, pois a densidade de probabilidade do pacote inicial ird evoluir
no tempo e queremos saber o quanto e quando ird atingir o pacote final estacionario, essa

probabilidade sera dada por

e 2
w(t) = ‘/ O (2)V(x,t)dx| , (3.55)
onde ¥(z,t) é dado em (3.34) e ®(z) é dado em (3.41), assim a integral fica
- 2
wt) =D dien / &5 () Py (x, t)d| | (3.56)




definindo
A = / o, ()P (2, t)dx, (3.57)
e usando (3.42) e (3.17), temos
_exp [—i(m—o+(n+3 2 (r—n)? .
A = NCTaT)) / H,, (x—n) exp< 5 5 +inx | dx,
(3.58)
completando quadrado o termo entre parénteses na integral em (3.58), obtemos
N G ) (+in)]” (+in)?
A +inr = — {x— 5 } + 1 5 (3.59)
portanto, a integral (3.58) ficara
00 2 )2 Y2 2
/ H,(x)H,(x —n)exp <_x_ _ 277) + zm:) dx = exp {@ — %]
Lo\ 2
/ H,, — 1) exp [ (x - 77;“7) dx, (3.60)
usando a identidade dada na ref.[24]
Hi(z+y)=2"2 ( )Hk(\/_m) i—r(V2y), (3.61)
k=0
os polindémios de Hermite presentes na integral em (3.60) ficam
m e (m
H,(x)=2"2 Hy(v2x)H,,_;(0), 3.62
(@) Z(;) ((V28) Hya(0) (3.62)
n e (1
o= =283 () BB Hooa( V20 (3.69)
k=0
aplicando (3.62) e (3.63) em (3.60)
2 (@—n)? (n+in)?* _ n*] ., me
/ H,, (x—n) exp (—? — 5 + mx) dxr = exp {T 5 ] 2 Bons
(3.64)

com

510 =325 Hy (), 1(0) (Z) (’7) / Z He(v/22) Hy(vaz)e 25T ¢

37

€T,

(3.65)
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usando a tabela de integral na ref[23], temos

/_ZHn(ax)Hm 2)e—E=) dx—fM%M)zp (p)(Z)u—a?)’”?W

ay
Hyin—ap {ﬁ] ., (3.60)

logo, aplicando o resultado de (3.66) em (3.65), obtemos

_ iian(_ﬁn)Hml(0)< )( )\/‘Mgl) 97 (’;) (;) X (3.67)

o (—1)"5" ) {(?7\4/%277)} ‘

Assim, conseguimos determinar o valor de f3,,,, em (3.67), e substituindo (3.67)

m (3.58), obtemos

m-+n

2 -+ n*
S Y 2 Bns 3.68
= e [EL T, (369
substituindo (3.68) em (3.56) e simplificando, obtemos
2 52 9—(m+n) 2
n-+n o 2 i
1) = exp | — & c. intg | 3.69
() = exp |~ 2.2 e e (369

com f,; dado em (3.67).
Obtemos assim a expressao exata da probabilidade de transicao de pacotes para o

oscilador harmonico forgado.



Capitulo 4

Aplicacoes

Neste capitulo iremos aplicar as equacoes de probabilidades de transicao que foram
calculadas nas se¢oes anteriores e apresentadas nas equagoes (2.130) e (3.69), de modo que
vamos controlar essas probabilidades de transi¢oes determinando o tempo em que ocorre
o maximo owerlap e o seu valor, e também calcular o valor da massa, frequéncia e da forca
para sistemas quanticos com massa, frequéncia e forca dependentes do tempo. Também
vamos determinar o valor esperado de z(t) para cada transi¢ao. Vamos utilizar o sistema
de Unidades atomicas dado no Apéndice B, desse modo a massa sera dada em unidade
da massa do elétron, A = 1, posicao x em unidade do raio de Bohr ay, a frequéncia em
unidade da frequéncia de revolucao do elétron no atomo de Hidrogénio para o raio igual
a ag e o tempo em unidade do periodo de revolucao do elétron no atomo de Hidrogeénio
para o raio igual a ag. Para obter os resultados e graficos desta secao, utilizei o programa

Mathematica. Os valores dos tempos que obtemos numericamente e nos graficos estao em

T

radianos, ou seja, estao multiplicados por um fator Z5.

39
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4.1 Oscilador harmoénico quantico com massa depen-

dente do tempo

Seja o hamiltoniano do oscilador harmonico com massa dependente do tempo e

frequéncia constante w = 1 dado por

onde a massa é dada por

m(t) = mee™, (4.2)

com my sendo a massa inicial, e v uma constante positiva e dimensao de frequéncia.

Assim, o Hamiltoniano em (4.1) serd

e—'ytp2 mo et )

2o 9

H(t) = (4.3)

portanto esse é o Hamiltoniano para um sistema com massa dependente do tempo e esse
sistema ¢é conhecido como oscilador harmoénico de Caldirola-Kanai, que foi descrito por
Caldirola e Kanai. O Hamiltoniano de Caldirola-Kanai tem sido estudado no contexto da
mecanica quantica como um modelo alternativo na descri¢ao de sistemas dissipativos.

Assim, fazendo mg = 1, seja a equacgao de Schrodinger dependente do tempo,

OV, (z,t)
Z—

BT = H(t)V,(z,1), (4.4)

cuja solucdo de W, (z,t) serd obtida aplicando (4.2) em (2.98) e dada por

i noy A1 q e (1 9dp e
W, (q,t) = e O(y/m2"nlp) 2 H, (;) exp <T (?E +— ), (4.5)

p

com p(t) e ay(t) dados por (2.42), e (2.97) respectivamente, logo
2\ 1
= (1-%) . (46)

an(t) = —M (n + %) t, (4.7)
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com, —2 < v < 2, e usamos o resultado em (4.6) que foi dado na ref[22].
Utilizando as equagoes (2.129) e (2.130), obtemos a probabilidade de transi¢ao de

um pacote de onda inicial centrado em zy; para um pacote final centrado em x(, logo

2
w(t) = Z Z dr Cnlm para (m — n) par, (4.8)
m n
onde
gion () (—g7) 7 T(e-1\ " (T 1 2
Amn = (TL<)' - 1 _+_2_]' X
Vrm!nlp c\c— 5 c cp
|m—n| 1
P2 , 4.9
= (Frempa) @
com
\/1— 74—26277& N iyert . 1
C =
2 2 2

temos que 6 sera sempre igual a —1 independente do valor de v e do tempo. A proba-
bilidade de transigao em (4.8) depende de v e ¢, de modo que aplicando para algumas
transicoes, ou seja, definindo os valores de x(; e 2o conseguimos calcular os valores de ~y
e t para que a probabilidade seja maxima, e consequentemente determinamos o valor da
massa que depende de 7.

A seguir, recordaremos brevemente como maximizar uma funcao real de duas va-

ridveis. Seja uma fun¢ao f(z,y) continua e derivével, logo os pontos criticos de f sera

dado por
g—f =0, (4.10)
L 1(2,y)=(20,90)
of =0. (4.11)
Y | (2,9)=(z0.30)

Resolvendo o sistema, encontramos pontos criticos (g, yo) € para sabermos qual é

0 maximo, examinaremos o hessiano

o2f  f
2 T

Hiay)=| ™ "™, (1.12)
22f  9%f

Oydx Oy?
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e (zo,yo) serd maximo se e somente se, H(xzg,yo) < 0.

4.1.1 Transicao do pacote inicial centrado em r = —1 para o
pacote final centrado em x = 0.5

Portanto utilizaremos estes resutados para duas transicoes, a primeira serd a transicao de
um pacote de onda inicial centrado em zp; = —1 para um pacote de onda final centrado
em zo; = 0.5 com ambos tendo Ay = 0.3. Logo temos que a probabilidade de transicao ¢é

dada por (4.8), assim aplicando o critério de maximizagao em w(+y,t), obtemos

0

a—w =0, (4.13)
T 1 (y.8)=(10,t0)

9

a—w —0, (4.14)
t 1, 0)=(0.t0)

determinando e substituindo os pontos criticos obtidos em (4.12), obtemos que o0 méximo

sera atingido quando

Yo = 0.315, (4.15)
to = 182, (4.16)

Assim, sabendo o valor de 7, consequentemente temos o valor de m(t), entao os

pacotes de onda inicial e final em ¢ = 0 dados na figura (4.1).
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Figura 4.1: Representacao grafica da densidade probabilidade com a curva azul sendo o

pacote de onda inicial e a rosa o pacote de onda alvo em ¢t = 0.

No instante t = 182, temos que a densidade de probabilidade do pacote de onda

inicial é dado na figura(4.2).
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Figura 4.2: Representacao grafica da densidade probabilidade com a curva azul sendo o
pacote de onda inicial controlado, a curva amarela o pacote de onda inicial livre e a rosa

o pacote de onda alvo em ¢t = 182.

A partir da norma dos pacotes inicial e final, usando uma superposicao de 20
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estados obtemos numericamente a precisao dos pacotes que sao dados por

20
> " Jealy = 0.315)]* = 0.999886, (4.18)
n=0
20
> du|* = 0.99992, (4.19)
m=0

onde usamos as equagoes (2.111) e (2.120). O comportamento de w(t) com o valor de

~v = 0.315 é dado na figura(4.3).

W (L)
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50 100 150 200 250

Figura 4.3: Representacao grafica comparando o comportamento de w(t) para quando

m(t) = e?31% (curva azul)e quando m(t) = 1(curva rosa).

Vemos entao pelo gréfico em (4.3) que conseguimos aumentar o overlap dos pacotes
de onda inicial e final em aproximadamente 34% com relacao a probabilidade de transicao
do oscilador harmoénico livre. Para finalizar temos na figura (4.4) o valor esperado de z(t)

com a massa variavel e constante.
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Figura 4.4: Representacdo grafica comparando o comportamento de x(t) com m(t) =

%315 (curva azul) e m(t) = 1(curva rosa).

No sistema do oscilador harmonico livre o comportamento que a densidade de
probabilidade do pacote inicial ira ter é de se propagar até o ponto em x = —x( simétrico
ao valor inicial zy no decorrer do tempo, e quando essa densidade de probabilidade se
propaga ela se espalha, e s6 ird se reconstruir novamente como no instante ¢ = 0 quando
atingir o ponto maximo em x e retornara novamente para a posi¢ao inicial, no nosso caso
que é um sistema para modelar um sistema dissipativo o ponto maximo nao sera simétrico
ao ponto inicial, logo vemos que o comportamento de z(t) é andlogo com o da equagao
de movimento de z(t) para o caso classico amortecido(Apéndice A.1), confirmando assim

0.315t

que a massa m(t) =e representa um amortecimento no sistema.

4.1.2 Transicao do pacote inicial centrado em r = —2 para o
pacote final centrado em x = 0.5

A segunda aplicacao serd a transi¢ao de um pacote de onda inicial centrado em xy; = —2

para um pacote de onda final centrado em zy; = 0.5 com ambos tendo Ay = 0.3 e usando
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superposicao com 25 estados. Logo temos novamente que a probabilidade de transicao é

dada por (4.8), assim aplicando o critério de méximizagao em w(+y,t), obtemos

d

d—w ~0, (4.20)
T 1 (r,t)=(0,t0)

d

d—w = 0. (4.21)
1 0)=(r0.t0)

Novamente, determinando e substituindo os pontos criticos obtidos em (4.12), ob-

temos 0 maximo quando

v = 0.85, (4.22)
to = 150, (4.23)

— 085

Dessa forma, com m(t) , entao os pacotes de onda inicial e final em ¢t = 0

dados na figura (4.5).

| wr|?
12
10

0.8

Figura 4.5: Representacao grafica da densidade probabilidade com a curva azul sendo o

pacote de onda inicial e a rosa o pacote de onda alvo em t = 0.
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A densidade de probabilidade do pacote inicial em ¢ = 150 é dado na figura (4.6).

| W |®
12 |
10 [

08 [

06 [

Figura 4.6: Representacao gréafica da densidade probabilidade com a curva azul sendo o
pacote de onda inicial controlado, a curva amarela o pacote de onda inicial livre e a rosa

o pacote final em t = 150.

A partir da norma dos pacotes inicial e final, usando uma superposicao de 25

estados obtemos numericamente a precisao dos pacotes que sao dados por

25
D lealy = 0.85)[* = 0.999721, (4.25)
n=0
25
> > = 0.99992, (4.26)
m=0

onde usamos as equagoes (2.115) e (2.124). O comportamento de w(t) com o valor de

~v = 0.85 é dado na figura(4.7).
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Figura 4.7: Representacao grafica comparando o comportamento de w(t) para quando

m(t) = e (curva azul)e quando m(t) = 1(curva rosa).

Vemos entao pelo gréfico em (4.7) que conseguimos aumentar o overlap dos pacotes
de onda inicial e final em aproximadamente 30% com relagao a probabilidade de transigao
do oscilador harmonico livre. Na figura (4.8) temos o valor esperado de x(t) com a massa

varidvel e constante.

700

Figura 4.8: Representacdo grafica comparando o comportamento de z(t) com m(t) =

60'85t(

curva azul) e m(t) = 1(curva rosa).
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Assim como na transicao anterior temos que o comportamento do valor esperado

de z(t) é anédloga com o da equacado de movimento de z(t) para o caso cldssico amor-

= 085 representa um

tecido(Apéndice A.1), confirmando novamente que a massa m(t)
amortecimento no sistema, mas agora o amortecimento é ainda maior, ja que o valor da
posicao do pacote inicial aumentou, aumentando assim sua energia inicial, logo temos que
tirar mais energia do sistema para ele 'parar’ na posicao zo; = 0.5, com isso aumenta-se a
perda de energia através do amortecimento, portanto v agora é maior. Seja a energia do
sistema em ambos os casos dada em (2.141), o comportamento é dado abaixo na figura

(4.9).

E(t)
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45
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25

20

>
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Figura 4.9: Representagao grafica da energia total E(t) para v = 0.85(curva rosa) e

v = 0.315(curva azul).

Sabemos que para um sistema de oscilador harmonico ser dissipativo a energia total
terd que decrescer com o tempo até ser nula como vemos na figura (A.4) no Apéndice (A.1).
Na figura (4.9) temos que o comportamento da energia para ambos os amortecimentos
oscila em torno de uma energia média, ou seja, temos uma controvérsia, ja que a massa
m(t) foi modelada para representar um sistema dissipativo. Temos entao um sistema com

massa variavel, nao dissipativo.
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4.2 Oscilador harmonico quantico com frequéncia de-

pendente do tempo

Nessa secao vamos fazer a aplicacao dos resultados obtidos na segao (2.4), porém
agora vamos considerar um sistema onde somente a frequéncia depende do tempo, ou seja,
agora m(t) = mg. Assim temos entdo o Hamiltoniano do sistema dado por

2
H(t) = 219_% + %w(t)%?, (4.27)

agora vamos utilizar a frequéncia que é objeto de estudo na ref[13] que é dada por

w(t) = (4.28)

onde wy e 7y sdo constantes com (wg,y) > 0 e v tem dimensao de frequéncia. Escolhi essa
aplicacao para analisar o comportamento das transigoes para o oscilador cuja frequencia
de oscilagao diminui com o tempo. Esse sistema (4.27) com w(t) tem como caracteristica
ser analogo a um sistema com uma particula carregada em uma regiao com um campo
magnético B(t) que satisfaz a relagao w(t) oc |B(t)|. Assim vamos definir wy = 37y e

mo = 1, logo (4.27) ficara

PPl 3y
oo =2 42 (20 ) 2 42
(t) =75 +2(1+fyt> o (4.29)

a solucao da equacao de Schrodinger dependente do tempo para o hamiltoniano (4.29)

serd dada por (2.98)
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com o, (t) dado em (2.97). Aplicando (4.28) em (2.42), obtemos

p(t) = \/ ;{/(2; (4.31)

u(t) = /14 vt cos (— log[1 4+ ~t ) (4.32)

(4.33)

v(t) = /1 + 7tsin (— log[1 + ~t]
W(t) = ul(t )— — —v(t (4.34)

onde (4.31) é conhecido também como solucao do sistema de Ermakov|29].

Com isso, obtemos a funcao de onda exata U,(x,t) que satisfaz a equacdo de
Schrodinger dependente do tempo. Usando W, (z,t) como base, construimos o pacote
de onda inicial dado em (2.101) que ird se propagar até atingir o pacote de onda final
estaciondrio dado em (2.112). A probabilidade de transigdo em fungao de 7 e t usando 20

estados nos pacotes inicial e final serd por (2.131)

20 20 2

%
E 5 dy Cnlm n
m n

w(7y,t) = para (m — n) par (4.35)

onde,
1 —ip 1
(_ - _p + _) .
2p? 2p 2

4.2.1 Transicao do pacote inicial centrado em r = —0.5 para o
pacote final centrado em x = 1.5

Agora, assim como fizemos na segao 4.1, vamos aplicar a probabilidade de transicao em

dois casos. O primeiro para a transi¢ao do pacote de onda inicial centrado em zg; = —0.5
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para o pacote de onda final centrado em zo; = 1.5 com Ay = 0.3, assim utilizamos

o critério de maximizacao para funcao de duas varidveis, ou seja, aplicamos (4.35) em

(4.10) e (4.11), logo

ow
a_’y (707 to) = O’ (437)
ow
E (’70, t()) = O, (438)

encontrando os pontos criticos (7o, tg) € aplicando em (4.12), obtemos entao o ponto que

ird maximizar w(+y,t), logo

v =12, (4.39)
to = 110, (4.40)
Assim, sabendo o valor de 7y, conseguimos determinar o valor de w(t) = %,

entdo os pacotes inicial e final em ¢ = 0 dados na figura (4.10).

| |2

_2 -1 1 2 3

Figura 4.10: Representacao grafica da densidade probabilidade com a curva azul sendo o

pacote de onda inicial e a rosa o pacote de onda alvo em t = 0.
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A densidade de probabilidade do pacote inicial evoluido até t = 110 é dada na
figura (4.11).

Ra

Figura 4.11: Representacao grafica da densidade probabilidade com a curva azul sendo o
pacote de onda inicial controlado, a curva amarela o pacote de onda inicial livre e a rosa

o pacote de onda alvo em t = 110.

A partir da norma dos pacotes inicial e final, usando uma superposicao de 20

estados obtemos numericamente a precisao dos pacotes que sao dados por
D lenly = 1.2)* = 0.999881, (4.42)

20
D ldm|* = 0.999875, (4.43)

m=0
onde usamos as equagoes (2.111) e (2.120). O comportamento da probabilidade w(t) com

o valor de v = 1.2 é dado na figura(4.12).
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Figura 4.12: Representagao gréfica comparando o comportamento de w(t) para a frequén-

3.6

T3 (curva azul) e frequéncia constante w(t) = 1(curva rosa).

cia w(t) =

Vemos entao pelo gréfico em (4.12) que conseguimos aumentar o overlap dos pa-
cotes de onda inicial e final em aproximadamente 25 % com relacao a probabilidade de
transicao do oscilador harmonico livre. Para concluir temos na figura (4.13) o valor espe-

rado de z(t) com a frequéncia varidvel e constante.
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Figura 4.13: Representagao grafica comparando o comportamento de x(t) com frequéncia

w(t) = 13'1?% (curva azul) e w(t) = 1(curva rosa).

Na figura (4.13) temos o comportamento do valor esperado de x(t) que a particula
chega aproximadamente até a posicao de z = 0.9 ao invés de x = 1.5 como queriamos, o
que podemos justificar também o aumento nao tao grande no overlap, e podemos notar
também que ao contrario do sistema com a massa dependente do tempo, a frequéncia w(t)
funciona fazendo com que a forca restauradora f = —kx diminua, ja que a constante da
eldstica da mola k = mw(¢)? diminui com o passar do tempo, isso faz com que a densidade
de probabilidade do pacote inicial chegue até uma posicao maior do que o simétrico da
posicao inicial, ou seja, comparando com o oscilador harmonico livre, é o mesmo que dizer
que partindo da posicao inicial xq; = —0.5 tinha energia suficiente para ir até x = 0.5 e
em seguida retornar a posigao inicial, mas com a frequéncia w(t) conseguimos chegar até

aproximadamente z = 0.9.
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4.2.2 Transicao do pacote inicial centrado em r = —1 para o
pacote final centrado em x = 2

A segunda aplicacao serd para a transicao do pacote de onda inicial centrado em xg; = —1
para o pacote de onda final centrado em oy = 2 com Ay = 0.3 usando superposicao de

20 estados, assim utilizamos o critério de maximizacao para w(7,t), e aplicamos (4.35)

em (4.10) e (4.11), logo

0
_al;} (Yo, to) = 0, (4.44)
ow

encontrando os pontos criticos (7o, tp) e aplicando em (4.12), obtemos entao o ponto que

ird maximizar w(~,t), logo

to = 64, (4.47)
w(o, to) = 0.781337. (4.48)

Assim, sabendo o valor de 7y, conseguimos determinar o valor de w(t) = entao os

_6
142t

pacotes inicial e final em ¢ = 0 dados na figura (4.14).
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Figura 4.14: Representacao grafica da densidade probabilidade com a curva azul sendo o

pacote de onda inicial e a rosa o pacote de onda alvo em ¢t = 0.
A densidade de probabilidade do pacote inicial evoluido até t = 64 é dado na figura
(4.15).

| ur [

0.8
0.6

04

L I L L L B B

Figura 4.15: Representagao grafica da densidade probabilidade com a curva azul sendo o
pacote de onda inicial controlado, a curva amarela o pacote de onda inicial livre e a rosa

o pacote de onda alvo em t = 64.
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A partir da norma dos pacotes inicial e final, usando uma superposicao de 20

estados obtemos numericamente a precisao dos pacotes que sao dados por

> ey = 2)* = 0.999823, (4.49)
n=0
20
> ldm|* = 0.999875, (4.50)
m=0

onde usamos as equagoes (2.111) e (2.120). O comportamento de w(t) com o valor de
v = 2 é dado na figura(4.16).
wi(t)
18 -
1.6

04

22

L 1 1 L 1 L L L L L i L i L L i L i L L
50 100 150 200 250 300

Figura 4.16: Representagao grafica comparando o comportamento de w(t) para a frequén-

cia w(t) = % (curva azul) e frequéncia constante w(t) = 1(curva rosa).

Vemos entao pelo grafico acima que conseguimos aumentar o overlap dos pacotes
de onda inicial e final em aproximadamente 51% com relacao a probabilidade de transicao
do oscilador harménico livre. Para finalizar temos na figura (4.17) o valor esperado de

x(t) com a frequéncia variavel e constante.
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t

Figura 4.17: Representagao gréfica comparando o comportamento de x(t) com w(t) =

ﬁ(curva azul) e w(t) = 1(curva rosa).

Novamente vemos no comportamento do valor esperado de z(t) que a particula
chega préoxima de x = 2 que é o ponto maximo que queriamos atingir, isso explica também
o grande aumento de overlap que conseguimos. Ou seja a frequéncia w(t) faz com que o
sistema perca forca restaurada suficiente para chegar proximo do alvo, pois se o sistema
fosse livre a densidade de probabilidade iria chegar até x = 1 e nao até x = 2. E o valor
esperado da energia do sistema serd dada por (2.141), o seu comportamento é dado na

figura(4.18).
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Figura 4.18: Representacao grafica da energia total para v = 1.2(curva azul) e v = 2(curva

rosa).

Notemos que para ambas as frequéncias, a energia total do sistema decresce com
o tempo até ser nula, e esse comportamento é tipico de um sistema dissipativo, pois a
frequéncia w(t) = % ird diminuir sua intensidade tendendo a zero, com isso a energia

potencial tenderd a zero, e por conservagao, a energia cinética também ira tender a zero,

com isso a energia do sistema realmente vai ser nula com o passar do tempo.

4.3 Oscilador harmoénico quantico forcado

Seja agora o hamiltoniano do sistema do oscilador harmonico quantico forcado
dado

2

1
H(t) = 2p_mo + smowia® = f(t)z, (4.51)

onde my e wy sdo constantes e f(t) uma for¢a externa qualquer. A fungao de onda exata
U, (x,t) que satisfaz a equagao de Schrodinger dependente do tempo é dado por (3.17)
e o pacote de onda inicial usando W, (x,t) como base sera dado por (3.34) e o pacote de

onda final dado por (3.41).
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4.3.1 Transicoes entre os pacotes de onda inicial e final com a
forca f(t) =0

Assim, iremos aplicar a equagao da probabilidade que calculamos na segao (3.1). E aqui

vamos estudar alguns valores de forca e para cada forga vamos maximizar duas transicoes.

Logo vamos considerar a primeira for¢a dada por f(¢) = b, onde b é uma constante. Com

isso temos que a probabilidade de transigao dada em (3.69) ficard

w) = L e T Y Y g, 2 (Z) (’;‘)HM(ﬂmHmz((J)ei"tﬁk,z'z,

m!n!
m n k=0 =0 Tlﬂ'

(4.52)

com
Min(k,l)

Bui = V7 p;) 2p! @) (;)(—1)”3"—pﬂl+k_2,, [("Eﬁ)}, (4.53)

e usando (3.31), n sera dado por

n(t) = b — bcos(t). (4.54)

Assim a primeira transicao sera dada por um pacote de onda inicial centrado em
xo; = —1 para um pacote de onda final centrado em zpy = 2 com Ay = 0.3. A partir
da norma dos pacotes inicial e final, usando uma superposicao de 20 estados obtemos

numericamente a precisao dos pacotes que sao dados por

20

> Jenl® = 0.999905, (4.55)
n=0

20

> ldm|* = 0.999823, (4.56)
m=0

os pacotes inicial e final sdo dados na figura (4.19).
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Figura 4.19: Representacao grafica da densidade de probabilidade do pacote de onda

inicial(curva azul) e o pacote de onda alvo(curva rosa) em ¢ = 0.

Logo, maximizando w(b, t) com relagao a b e t, temos que os pontos criticos (bo, o)

serao dados por

9

a—w —0, (4.57)
O 1 5,6)=(bot0)

9

a_“’ =0, (4.58)
t 1 (b,6)=(bo.to)

aplicando os pontos(by, tp) encontrado em (4.12), obtemos entao que os valores que maxi-

mizam w(b, t) serao

by = 0.5, (4.59)
to = 180, (4.60)
w(bo, to) = 0.99965. (4.61)

A densidade de probabilidade do pacote inicial em ¢ = 180 é dada na figura (4.20).
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Figura 4.20: Representacao grafica da densidade probabilidade com a curva azul sendo o
pacote de onda inicial controlado, a curva amarela o pacote de onda inicial livre e a rosa

o pacote de onda alvo em ¢ = 180.

Aplicando esse valor de by na forca, obtemos entao a probabilidade de transicao
em fungao do tempo, e w(t) é dado na figura (4.21).
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Figura 4.21: Representagao grafica comparando a probabilidade de transicao com by =

0.5(curva azul) e by = O(curva rosa).
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Vemos pelo gréafico (4.21) e na maximizagdo de w(b,t) que a probabilidade de
transicao com a forca calculada é excelente, com um aumento de aproximadamente 75%
com relagao a probabilidade de transicao do oscilador harmonico livre, chegando a quase
100% de overlap. O valor esperado de z(t) com a forca f(t) = 0.5 serd dada na figura

(4.22).
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Figura 4.22: Representacao gréfica do valor esperado de z(t) com by = 0.5(curva azul) e

bo = O(curva rosa).

O gréfico do valor esperado de z(t) do sistema forgado mostra que realmente o
pacote atinge um valor bem préoximo do que queriamos que era x = 2, o que confirma
o resultado que obtemos na maximizagao de w(b,t). A agao da for¢a funciona como um
'empurrao’ gerado por um campo qualquer por exemplo, acrescentando assim energia ao
sistema de modo que ele consegue atingir o alvo em um ponto z acima do qual o oscilador
harmonico livre atingiria.

Agora vamos analisar a transi¢ao do pacote de onda inicial centrado em zy; = —0.5
para um pacote de onda final centrado em xo; = 2 com Ay = 0.3, com superposicao de
20 estados novamente utilizando a mesma forca f(¢) = b. Temos entao a probabilidade

de transigao serd dada novamente usando (4.52),(4.53) e (4.54). A precisao dos pacotes



inicial e final dado respectivamente pela norma

20

D leal® = 0.99992,

n=0

20
> Jdm|* = 0.999823.

m=0

Os pacotes inicial e final é dada pela figura (4.23).

| ur |
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(4.62)

(4.63)

Figura 4.23: Representacao grafica da densidade de probabilidade do pacote de onda

inicial(curva azul) e o pacote de onda alvo(curva rosa) em ¢ = 0.

Logo, maximizando w(b, t) com relagdo a b e ¢, temos que os pontos criticos (bg, to)

serao dados por,

0

ow 0

I | (4,1)= (b0 t0)

0

H o™
¢ 1 (b.6)=(bo.t0)

(4.64)

(4.65)

e aplicando os pontos(b,tg) encontrado em (4.12), obtemos entdo que os valores que

maximizam w(b, t) serao,
by = 0.75,
to = 180,

(4.66)
(4.67)

(4.68)
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Assim a densidade de probabilidade do pacote de onda inicial em ¢ = 180 é dada

na figura (4.24).

Figura 4.24: Representacao grafica da densidade probabilidade com a curva azul sendo o
pacote de onda inicial controlado, a curva amarela o pacote de onda inicial livre e a rosa

o pacote de onda alvo em t = 180.

Aplicando esse valor de by na forca, obtemos entao a probabilidade de transicao
em fungao do tempo, e a probabilidade de transigao w(t) é dado na figura (4.25).

wib.t)
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Figura 4.25: Representagao grafica comparando a probabilidade de transicao com by =

0.75(curva azul) e by = 0(curva rosa).
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Vemos pelo grifico e na maximizacao de w(b,t) que a probabilidade de transigao
com a forca calculada novamente é excelente, com um aumento de aproximadamente 80%
com relagao a probabilidade de transicao do oscilador harmonico livre. O valor esperado

de z(t) com a forca f(t) = 0.75 serd dada na figura (4.26),

1.0

|
=
LM
¥

Figura 4.26: Representacao grafica do valor esperado de z(t) com by = 0.75(curva azul) e

bo = O(curva rosa).

Novamente o grafico do valor esperado de x(t) do sistema forgado mostra que o
pacote de onda inicial chega bem préximo do valor que queriamos atingir de x = 2, com
a forca f(t) = 0.75 calculada, o que confirma o resultado que obtemos na maximiza-
¢ao de w(b,t). Vemos também que agora a distancia entre o valor que a densidade de
probabilidade atingiria se o sistema fosse livre (z = 0.5) para a posigdo que queremos
atingir (x = 2) é maior que no caso anterior, logo a forca tera que ser maior também, e é

justamente isso que aconteceu, a forca aumentou.
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4.3.2 Transicoes entre os pacotes de onda inicial e final com a
forca f(t) = e

Agora vamos fazer o mesmo procedimento, porém utilizando uma forga dada por f(t) =
e, onde b é constante e tem dimensao de frequéncia, de modo que vamos calcular o valor
de b para maximizar a probabilidade de transicao para as mesmas transicoes estudadas
acima. Logo a primeira transicao ¢ um pacote de onda inicial centrado em zyp; = —1 para
um pacote de onda alvo centrado em xor = 2 e os pacotes de onda inicial e alvo sao dados

na figura (4.19). A probabilidade de transi¢ao serd dada por (4.52) e (4.53) com

cos(t) — e cos(t)? + bsin(t) — e’ sin(t)?
s = <ol el i) i o)

Logo, maximizando w(b, t) com relagao a b e t, temos que os pontos criticos (bo, o)

serao dados por

ow _o, (4.70)
b (b,t)=(bo,t0)
ow 0, (4.71)
Ot | (b,1)=(bo.to)

e aplicando os pontos(bg, tg) encontrado em (4.12), obtemos entdo que os valores que

maximizam w(b, t) serao,

by = —0.465, (4.72)
to = 179, (4.73)
w(by, to) = 0.980378. (4.74)

A densidade de probabilidade do pacote de onda inicial e do pacote de onda alvo

¢ dada na figura(4.27).
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Figura 4.27: Representacao grafica da densidade probabilidade com a curva azul sendo o
pacote de onda inicial controlado, a curva amarela o pacote de onda inicial livre e a rosa

o pacote de onda alvo em t = 180.

Aplicando esse valor de by na forca, obtemos entao a probabilidade de transicao
em fungao do tempo, e w(t) é dado na figura (4.28).

wib.t)
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Figura 4.28: Representagao grafica comparando a probabilidade de transi¢ao com f(t) =

e 0155 (curva azul) e f(t) = 0(curva rosa).
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Vemos pelo gréafico (4.28) e na maximizagdo de w(b,t) que a probabilidade de
transicao com a forca calculada é excelente atingindo quase 100%, com um aumento de
aproximadamente 73% com relagao a probabilidade de transi¢do do oscilador harmonico

livre. O valor esperado de z(t) com a forga f(t) = e 4% serd dada na figura (4.29).

—0.465t<

Figura 4.29: Representagao gréafica do valor esperado de z(t) com f(t) = e curva

azul) e f(t) = O(curva rosa).

O gréfico do valor esperado de z(t) do sistema forgado mostra que realmente o
pacote atinge um valor bem proximo do que queriamos atingir z = 2, o que confirma o
resultado que obtemos na maximizacao de que foi de aproximadamente 98% de overlap.
Essa forca tem maior intensidade nos instantes iniciais, e ao passar do tempo ela vai
diminuindo, de modo que ela perde essa intensidade de maneira lenta conseguindo assim
ter energia para chegar bem préxima do alvo.

Agora vamos analisar a transi¢ao do pacote de onda inicial centrado em xy; = —0.5
para um pacote de onda final centrado em xo; = 2 com Ay = 0.3, com superposicao de

b

20 estados novamente utilizando a mesma forga f(t) = € e os pacotes de onda inicial e

final sdo dados na figura(4.23). Logo, maximizando w(b,t) com relagao a b e ¢, temos que
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os pontos criticos (by, tg) serao dados por

ow —0, (4.75)

90| ()= (bo.t0)

9

a—w =0, (4.76)
t (b,t)=(bo,t0)

e aplicando os pontos(by,tg) encontrado em (4. obtemos entao que os valores que
plicand pontos(bg, to) trad (4.12), obt tao q 1 q

maximizam w(b, t) serao,

by = —0.186, (4.77)
to = 180, (4.78)

A densidade de probabilidade do pacote de onda inicial e do pacote de onda alvo

¢ dada na figura (4.30).

v |*
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Figura 4.30: Representacao grafica da densidade probabilidade com a curva azul sendo o
pacote de onda inicial controlado, a curva amarela o pacote de onda inicial livre e a rosa

o pacote de onda alvo em t = 180.
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Aplicando esse valor de by na forca, obtemos entao a probabilidade de transicao
em funcao do tempo, e w(t) é dado na figura (4.31).

wib.t)
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Figura 4.31: Representagao grafica comparando a probabilidade de transi¢ao com f(t) =

e 0186 (curva azul) e f(t) = O(curva rosa).

Vemos pelo gréfico (4.31) e na maximizagdo de w(b,t) que a probabilidade de
transicao com a forca calcular é excelente, com um aumento de aproximadamente 80%
com relagao a probabilidade de transi¢ao do oscilador harmonico livre. O valor esperado
de z(t) com a forca f(t) = e 0186 serd dada na figura (4.32).

Com isso temos que gréfico do valor esperado de z(t) do sistema forgado mostra
que novamente o pacote atinge um valor bem proximo do que queriamos em z = 2 com
essa forga calculada, o que confirma o resultado que obtemos na maximizacao de w(b,t).
Agora temos que a forca perde intensidade mais lentamente, o que significa que precisamos
de uma forca mais intensa por mais tempo, e por consequéncia uma energia maior, ja que

o valor que queremos atingir (x = 2) estd mais distante do valor simétrico a posicao inicial

(x =0.5).
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—0.186t<

Figura 4.32: Representagao grafica do valor esperado de z(t) com f(t) = e curva

azul) e f(t) = O(curva rosa).
4.3.3 Transicoes entre os pacotes de onda inicial e final com a
forca f(t) = sin(bt)

Agora sejam as mesmas transi¢goes pérem para a forga dada por f(t) = sin(bt), onde b é
uma constante e tem dimensao de frequéncia, assim a transicao do pacote inicial centrado
em = —1 para o pacote final centrado em = = 2 serd dada por w(b,t) e maximizando

com relagao a b e t, obtemos

by = 0.338603, (4.80)
to = 180.981, (4.81)
w(bo, ty) = 0.971519. (4.82)

A densidade de probabilidade do pacote de onda inicial e do pacote de onda alvo

em ¢ = 180.981 ¢é dada na figura(4.33).
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Figura 4.33: Representacao grafica da densidade probabilidade com a curva azul sendo o
pacote de onda inicial controlado, a curva amarela o pacote de onda inicial livre e a rosa

o pacote de onda alvo em ¢t = 180.981.

A probabilidade de transicdo em funcao do tempo quando by = 0.338603 ¢é dada

na figura(4.34).
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Figura 4.34: Representacao grafica comparando a probabilidade de transigao com f(t) =

sin(0.338603t)(curva azul) e f(t) = O(curva laranja).
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Conseguimos verificar entao um grande aumento no overlap dos pacotes de onda

inicial e final com relagao a transicao do sistema livre, por conta da influéncia da forca

f(t) =sin(0.338603t). O comportamento do valor esperado de x(t) é dada na figura(4.35).

x(t)

20f

Figura 4.35:  Representaciao grafica do valor esperado de z(t) com f(t) =

sin(0.338603t)(curva azul) e f(t) = O(curva laranja).

Vemos entao na figura (4.35) que o valor maximo de z(t) é bem préximo de x = 2

como querfamos e quando ¢ = 180.981, z(t) =~ 2, ou seja, querfamos que o valor méximo

fosse x = 2 mas nao atingimos ele exatamente, isso justifica o valor de 97%(e nao 100%)

de overlap encontrado.

Agora fazemos o mesmo procedimento para a transicao do pacote inicial centrado

em x = —0.5 para o pacote final centrado em x = 2 serd dada por w(b,t) e maximizando

com relacao a b e t, obtemos

by = 1.06456,

to = 179.574,

w(bo, to) = 0.997093.

(4.83)
(4.84)

(4.85)

A densidade de probabilidade do pacote inicial em ¢t = 179.574 é dada na fi-
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gura(4.36).
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Figura 4.36: Representacao grafica da densidade probabilidade com a curva azul sendo o
pacote de onda inicial controlado, a curva amarela o pacote de onda inicial livre e a rosa

o pacote de onda alvo em t = 179.574.

A probabilidade de transicao em funcao do tempo quando by = 1.06456 é dado na
figura(4.37).
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Figura 4.37: Representagao grafica comparando a probabilidade de transi¢ao com f(t) =

sin(1.06456t)(curva azul) e f(t) = O(curva laranja).
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Conseguimos verificar um aumento na transicao dos pacotes de onda inicial e final
com relagao ao sistema livre para aproximadamente 99% de overlap, por conta da influ-
encia da forga f(t) = sin(1.06456t). O comportamento do valor esperado de z(t) é dada

na figura(4.38).

x(t)
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Figura 4.38:  Representacdo grafica do valor esperado de xz(t) com f(t) =

sin(1.06456t)(curva azul) e f(t) = O(curva laranja).

Vemos na figura (4.38) que o valor méximo de z(t) é aproximadamente z = 2, o que
justifica entao termos encontrado que o overlap é altissimo de quase 100%. Comparando
com a forca encontrada acima notamos uma diferenca que é o aumento do argumento do
seno. Isso explica porque agora precisamos de uma for¢a maior nos instantes iniciais para
levar o sistema de x = 0.5, que é onde ele iria se fosse livre, para x = 2, anteriormente
tinhamos que levar de x = 1 para x = 2. Lembrando que quando aumentamos o valor de
by no seno, estamos diminuindo o valor do periodo da fungao seno, assim no segundo caso

a forca atingira o valor maximo mais rapidamente.



Capitulo 5

Conclusoes e perspectivas

Vimos nesse trabalho que conseguimos controlar uma transicao de pacotes de onda
para o sistema quantico do oscilador harmonico dependente do tempo maximizando a
probabilidade de transigao entre eles. Essa probabilidade foi dada por w(~,t) na segao
(2.4), dependente de um parametro v independente do tempo presente na massa m(7, t)
ou na frequéncia w(7,t), e do tempo. Desse modo maximizamos w(~,t) com relacdo a
essas variaveis, determinando o tempo em que atingird e também o valor de v que ira
aumentar o overlap e consequentemente o valor da massa m(v,t) e da frequéncia w(+y,t).

O calculo da probabilidade de transicao se deu primeiramente construindo a fun-
¢ao de onda exata inicial do sistema do oscilador harmonico dependente do tempo, com
a dependéncia temporal na massa m(7,t) e frequéncia w(v,t), que foi obtida através do
operador invariante de Lewis e Riesenfeld dado na segao (2.2). Assim usamos esse resul-
tado para construir o pacote de onda inicial dependente do tempo e por fim a expressao
exata da probabilidade de transicao.

Tendo calculado a expressao exata da probabilidade de transi¢ao, como primeira

aplicagao usamos um modelo de massa m(7, t) que cresce exponencialmente com o tempo,

78
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e esse sistema é o oscilador de Caldirola-Kanai, que foi modelado para representar um
sistema dissipativo. Com base nos resultados e gréficos obtidos na segao (4.1), vemos
que nas duas transi¢oes que usamos conseguimos controlar o valor da posicao final do
pacote de onda inicial, de modo que a posicao x final é menor que xg, onde x = —x( € a
posicao inicial do centro do pacote de onda. Ou seja, a massa m(t) funciona bem como um
amortecimento ao sistema de modo que assim conseguimos levar a densidade do pacote
de onda inicial a uma posicao inferior a xy. Confirmamos que o sistema é amortecido
pois o comportamento de z(t) é andlogo ao sistema do oscilador harménico amortecido
classico (Apéndice A.1), porém como vemos na figura (4.9) hd uma controvérsia quanto
ao sistema ser dissipativo ou nao.

A segunda aplicagdo dada na se¢ao (4.2), usamos um modelo de frequéncia w(7, t)
objeto de estudo na ref[13], que é um sistema de oscilador harménico cuja frequéncia
diminui com o tempo, e este sistema fisico é analogo ao de uma particula carregada
penetrando em uma regiao com campo magnético variavel B(t) com w o |B|. Aplicando
essa frequéncia obtivemos a partir da densidade de probabilidade do pacote inicial dada
por |¥(z,t)|? e o valor esperado de x(t), que a posicao final mdxima que z ird atingir
serd maior que a posicao simétrica do valor inicial de xy. Assim de acordo com que o
tempo evolui a frequéncia diminui sua intensidade, com isso a densidade de probabilidade
do pacote inicial ird evoluir no tempo cada vez mais lentamente e atinge um valor de z
acima do qual o sistema livre atingiria.

Portanto com essa frequéncia conseguimos controlar a posigao x(t) do sistema
quando quisermos que a posicao alvo seja x > xo. Podemos obter a interpretacao fisica
desse sistema fazendo um anédlogo com o caso o sistema massa-mola no caso classico dado

em (Apéndice A.2). Para o sistema cldssico massa-mola com a mesma frequéncia w(~,t)
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que usamos, ¢ o mesmo de dizer que quanto menor for a intensidade de w menor sera
a intensidade de k que é coeficiente eldstico da mola, ji que k(t) = mw(t)?, com isso a
forca elastica perdera cada vez mais intensidade com o passar do tempo e ird diminuir o
valor da energia para fazer com que a particula retorne a posigao inicial. Desse modo ela
conseguira atingir um posicao final em x maior do que a posicao simétrica do valor inicial
de zg, como vimos nas figuras (4.13) e (4.17).

Para o sistema do oscilador harmoénico com uma forga externa f(b,t) novamente
controlamos as transicoes através da probabilidade de transicao para pacotes de onda.
Determinamos primeiramente a fun¢do de onda exata dada em (3.17), a partir de um
ansatz usado na Ref[3]. Usando essa func¢do de onda como base construimos o pacote
de onda inicial que ird evoluir até atingir um pacote de onda final estacionario. Depois
calculamos a expressao exata da probabilidade de transi¢do dada na segao (3.3), assim na
secao (4.3) fizemos aplicagbes com alguns modelos de forga dependentes do tempo e de um
parametro b qualquer independente do tempo. Desse modo fizemos o controle da transi¢ao
através de b e t, ou seja, determinamos para que valores de b e t temos a probabilidade
maxima de transicao, e consequentemente controlamos o valor da forca que depende de
b. Encontramos assim bons resultados, pois conseguimos levar os pacotes de onda inicial
para os pacotes de onda alvo com probabilidades de no minimo 97% de overlap usando as
forcas f(b,t) = b, f(b,t) = e e f(b,t) = sin(bt). Temos entdo de acordo com as transicoes
usadas como exemplo, que esses modelos de forca nos permitem controlar a posicao final
x dos pacotes de ondas inicial com uma étima eficacia quando queremos que o pacote de
onda alvo esteja em x > z.

Com base nos resultados obtidos no capitulo 4, vemos a eficacia da teoria de con-

trole quantico, pois mostramos que conseguimos elevar a probabilidade de um estado
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inicial de um sistema quantico atingir um estado final alvo pré-estabelecido controlando
parametros presente no sistema fisico em questao, no nosso caso do oscilador harmonico
dependente do tempo.

Como perspectiva futura, vamos propor uma maneira analitica de encontrar um
sistema com f(v,t) que seja andlogo ao com massa m(7y,t) e frequéncia w(v,t), ou seja,
assim podermos substituir um sistema com massa e frequéncia varidvel no tempo por
um sistema com uma forca dependente do tempo, pois é bem mais complicado aplicar
experimentalmente uma massa m(t). Assim possivelmente podemos buscar resultados
experimentais aplicando um sistema de oscilador harmonico forgado que simule um sistema

com massa ou frequéncia dependentes do tempo.



Apeéendice A

Oscilador harmonico classico

dependente do tempo

O sistema com o oscilador harmonico classico dependente do tempo pode ser dado
em trés casos, a primeira com a dependéncia temporal somente na massa, a segunda com
a dependéncia temporal somente na frequéncia, e a terceira com a dependéncia temporal
tanto na massa quanto na frequéncia. Assim seja o sistema com a massa dada por m(t)

e frequéncia dada por w(t), logo pela segunda lei de Newton temos

d];—(tt) = —kzx, (A1)
%(m(t)é—f) = —kz, (A.2)
m(t)cé—j + m(t)% = —kzx, (A.3)
2 :
%—i—%%—%%x—o, (A.4)
fazendo k = m(t)w(t)?, obtemos entao
Fo  mBdr e o, (A.5)

a T
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e nas segoes a seguir vamos determinar a equagao de movimento x(t) para os dois primeiros

Casos.

A.1 Oscilador harmonico classico com massa depen-

dente do tempo

Seja agora a frequéncia dada por w(t) = wyp, onde wy é independente do tempo, e

a massa dada por m(t) = mee, com ~ independente do tempo, assim a equagao (A.5)

ficard
. "
a2 T g T '
z(0) = xo, (A7)
#(0) =0, (A.8)

onde (A.6) ¢ a EDO da equagdo de movimento para z(t) para o oscilador harmonico

classico amortecido e a solucao é dada por

2 2
x(t) = zoe T cos(y/wg — lt) R — sin(y/w — lt) ) (A.9)
4 w2 — 2 4
0 4
vamos agora aplicar o resultado em (A.9) para dois casos, o primeiro quando zy = —1m,

v =0.315, wy = 1 rad/s e my = 1 kg, assim temos o comportamento de z(t) na figura
(A.1).
Agora seja as constantes em (A.9) dadas por o = —2m, wy = lrad/s, mg = lkg e

v = 0.85, logo z(t) é dado na figura(A.2).
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Figura A.1: Representagao gréfica da trajetéria de x(t) com a constante de amortecimento

v = 0.315.
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Figura A.2: Representagao gréfica da trajetéria de z(t) com a constante de amortecido

v = 0.85.

Vemos pelas figuras (A.1) e (A.2) que em ambos os casos o valor maximo que z
atinge é préximo de x = 0.5m e que no segundo caso o amortecimento tem que ser maior
pois a energia potencial inicial ¢ maior, com isso temos que tirar mais energia do sistema
para o corpo ir até x = 0.5m e retornar.

A energia total do sistema ¢ dado por

B(t) = ~m(#) (%) +om(D)(e), (A.10)
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e na figura (A.3) temos o comportamento de E(t) para ambos os casos
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Figura A.3: Representacao grafica da energia total do sistema para v = 0.315 (curva azul)

e v = 0.85(curva rosa).

Para o sistema amortecido por um forga externa f = —'y‘fl—f, e usando m = 1kg e

w = lrad/s. Temos pela segunda lei de Newton

d’z dx
— — = A1l

logo temos a mesma de (A.9) e a energia do sistema ¢é dada por

E(t) = % (%) + %x(t)Q, (A.12)

e na figura (A.4) temos o comportamento de E(t) para ambos os valores de 7.
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Figura A.4: Representacao grafica da energia total do sistema para v = 0.315 (curva azul)

e v = 0.85(curva rosa).

Vemos a partir da figura (A.4) que o sistema é amortecido e dissipativo ja que a
energia do sistema tende a zero, diferentemente da figura (A.3), onde a energia varia com
o tempo oscilando em torno de uma energia fixa, ou seja no sistema onde a massa ¢é dada
por m(t) = €’ temos um amortecimento como vimos nas figuras (A.1) e (A.2), mas o

sistema nao é dissipativo.

A.2 Oscilador harmonico classico com frequéncia de-

pendente do tempo
Seja agora a frequéncia dada por

W(t) =3,
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onde v é independente do tempo, e a massa dada por m(t) = mg, onde mg é a massa

independente do tempo, assim a equacao (A.5) ficard

d*x 3y \?
W‘f‘ <—2+’yt) I‘ZO, (A13)
2(0) = o, (A.14)
i(0) = 0, (A.15)

onde (A.13) é a EDO da equagao de movimento para x(t) para o oscilador harmonico

classico com a frequéncia variavel e a solucao é dada por

Y

1
z(t) = % [35 1 4 ~ytcos (@ log(1 + fylf)) —V/35y/1 + 7tsin (ix/ﬁlog(l + ’yt))

(A.16)
vamos agora aplicar o resultado em (A.16) para dois casos, o primeiro quando xg = —0.5m,

v = 1.2, assim temos o comportamento de z(t) na figura (A.5).

x

Qs -

/ 0 100 150
Qs

—10 F

Figura A.5: Representagao gréfica da trajetéria de z(t) com a constante v = 1.2.
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Agora seja as constantes em (A.16) dadas por g = —2m e v = 2, logo z(t) é dado

na figura(A.6).

/ 0 1
-1

Figura A.6: Representacao gréfica da trajetéria de z(¢) com a constante v = 2.

Vemos pelas figuras (A.5) e (A.6) que em ambos os casos o valor méximo que x
¢ superior ao valor simétrico da posigao inicial, ou seja, o sistema livre oscilaria entre
r = —0.5m e x = 0.5m, porém com a frequéncia w(t) atingiu o valor de x = 0.9m
aproximadamente no primeiro caso, e no segundo caso para o sistema livre oscilaria entre
x = —1m até x = 1lm, porém atingiu x = 1.85m aproximadamente. E isso se justifica
pelo fato de que a frequéncia w(?) diminui a intensidade com o tempo, desse modo a
constante elastica da mola k(t) = mw(t)? ird diminuir mais rapidamente pois temos
um fator quadrado em w(t), fazendo com que a forca eldstica de restauragao f = —kx
diminua rapidamente, com isso a posicao x maxima que o sistema atingird sera maior que
r = —xo(posigdo simétrica ao valor da posigao inicial zp). E no gréfico abaixo temos a

energia do sistema para ambos os casos
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4 L L L t(ﬁ)
400 500 a0 700

Figura A.7: Representacao grafica da energia total com v = 1.2(curva azul) e v = 2(curva

rosa).

Podemos notar que a energia do sistema decresce com o tempo até ser nula, com

isso conclui-se que o sistema com a frequéncia varidvel w(t) é dissipativo.



Apendice B

Unidades atomicas

Seja a representacao de algumas constantes fisicas em unidade atomica e sistema interna-

cional dada na tabela abaixo[30].

Constante Unidade atomica Unidade no SI

Massa do elétron m=1 19.109382210 3 kg

Carga do elétron e=1 1.60217652107°C

Constante de Plank h=1 1.0545716210734 .5

Permissividade no vacuo =1 1.112653;10_10%

Raio de Bohr ap =1 5.2917721210~"'m

Forga eletrostatica do H com r = ag F=1 6,55616712107 2N

Dobro da energia do H com n =1 E=1 4.359744210718J

Periodo de revolucao do H com r = ag t=1 2.4188843210717s
Frequéncia de revolucao do H com r = aq w=1 0,4134137372x10'"H 2

Tabela B.1: Tabela com algumas constantes escritas em unidades atomicas e no SI, onde

H é o atomo de Hidrogénio.
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