
Universidade Federal Fluminense

Instituto de F́ısica

Tiago Ribeiro da Silva Santos

Renormalizabilidade em teorias com violação de Lorentz:
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Aos meus pais.



AGRADECIMENTOS

A Deus, o Alfa e o Ômega, o Prinćıpio e o Fim, aquele que é, que era, e que vem, o
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“Ora et labora.”

São Bento

“The endless cycle of idea and action,

Endless invention, endless experiment,

Brings knowledge of motion, but not of stillness;

Knowledge of speech, but not of silence;

Knowledge of words, and ignorance of the Word.

All our knowledge brings us nearer to death,

But nearness to death no nearer to God.

Where is the Life we have lost in living?

Where is the wisdom we have lost in knowledge?

Where is the knowledge we have lost in information?

The cycles of Heaven in twenty centuries

Brings us farther from God and nearer to the Dust.”

T. S. Eliot



RESUMO

SANTOS, T. R. S. Renormalizabilidade em teorias com violação de Lorentz:
eletrodinâmica quântica e teoria de Yang-Mills. 2016. 171 f. Tese (Doutorado em F́ısica)
– Instituto de F́ısica, Universidade Federal Fluminense, Niterói, 2016.

Esta tese é devotada a aspectos teóricos de modelos que violam a simetria de Lorentz;

abrangendo a eletrodinâmica quântica e a Teoria de Yang-Mills pura com violação das

simetrias de Lorentz e de CPT. Concentramo-nos na análise da renormalizabilidade des-

ses modelos. Na eletrodinâmica quântica analisamos a renormalização a 1-laço por meio

de métodos anaĺıticos, i.e., cálculos expĺıcitos dos diagramas de Feynman, onde aplica-

mos a regularização dimensional junto com a prescrição de subtração MS para subtrair

divergências ultravioletas que surgem na função vértice, e discutimos ainda o problema

da geração do termo tipo Chern-Simons. No intuito de estender a análise da renorma-

lizabilidade em todas as ordens em teoria de perturbações, abrangendo problemas como

estabilidade quântica e anomalias de calibre –, e rediscutir a indução radiativa do termo

tipo Chern-Simons – empregamos a quantização de BRST e a abordagem de renorma-

lização algébrica, um método independente do esquema de renormalização. Além disso, é

empregado o método de Symanzik como controlador das quebras das simetrias de Lorentz

e de CPT. A análise da renormalizabilidade da Teoria de Yang-Mills pura é feita por meio

desses mesmos métodos. Devido à geração de termos de massa para os campos de calibre

não-abelianos, uma consequência da exigência da estabilidade quântica, provenientes de

coeficientes de violação de Lorentz, analisamos ainda o espectro f́ısico do propagador dos

campos de calibre não-abelianos, abrangendo o estudo da causalidade e unitariedade desse

setor.

Palavras-chave: Violação da simetria de Lorentz. Simetria de BRST.

Renormalizabilidade. Unitariedade.



ABSTRACT

SANTOS, T. R. S. Renormalizability in Lorentz-violating theories: quantum
electrodynamics and Yang-Mills theory. 2016. 171 f. Tese (Doutorado em F́ısica) –
Instituto de F́ısica, Universidade Federal Fluminense, Niterói, 2016.

This thesis is devoted to theoretical aspects of Lorentz-violating models; covering quantum

electrodynamics and pure Yang-Mills theory with violation of Lorentz and CPT symme-

tries. We focus in the analysis of the renormalizability of these models. In the quantum

electrodynamics, we analyse the renormalization to 1-loop through analytical methods,

i.e., explicit computation of the Feynman diagrams, and we apply the dimensional regu-

larization together with the MS prescription in order to subtract ultraviolet divergences

that rise in the vertex function, and we still discuss the problem of Chern-Simons like term

generation. In order to extend the renormalizability analysis to all orders in perturbation

theory, covering issues like quantum stability and gauge anomalies – and rediscuss the

Chern-Simons like term generation –, we employ the BRST quantization and the algebraic

renormalization technique, a renormalization independent method. Moreover, it is em-

ployed the Symanzik method as a controler of Lorentz and CPT breakings. The analysis

of the renormalizability of pure Yang-Mills theory is performed via same methods. Due

to the generation of mass terms for the non-Abelian gauge fields, a consequence of the

exigency of the quantum stability, from Lorentz breakings coefficients, we analyse the

physical spectrum of the non-Abelian gauge field propagator, taking into account issues

like causality and unitarity.

Keywords: Lorentz symmetry violation. BRST symmetry. Renormalizability. Unitarity.
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INTRODUÇÃO

Atualmente, o melhor formalismo conhecido que descreve sistemas de part́ıculas

em interação a altas energias é o formalismo de Teoria Quântica de Campos (TQC).

A TQC concilia os prinćıpios da Mecânica Quântica com os prinćıpios da Relatividade

Especial. Contudo, até agora, não se tem uma descrição totalmente consistente da Re-

latividade Geral dentro dos prinćıpios da Mecânica Quântica. Não obstante, três das

quatro interações fundamentais, i.e., eletromagnética, força nuclear fraca e força nuclear

forte, são descritas por teorias quânticas de campos – mais especificamente, teorias de

calibre. O Modelo Padrão (MP) da F́ısica de part́ıculas dá uma descrição unificada

[1, 2] dessas três interações: a unificação é codificada na simetria sob o grupo de cali-

bre1 SU(3)c × SU(2)L × U(1)Y . De fato, o Modelo Eletrofraco [3, 4], referente ao setor

SU(2)L × U(1)Y , incorpora as interações eletromagnética e fraca. (A Eletrodinâmica

Quântica [5, 6, 7] refere-se ao setor U(1)em do modelo prévio, i.e., quando a simetria é

quebrada espontaneamente.) A Cromodinâmica Quântica (CDQ) [8, 9], relacionada ao

grupo SU(3)c, descreve as interações fortes. Ainda, desde que esse modelo é constrúıdo

sobre uma variedade minkowskina 4-dimensional, i.e., M (1,3), a simetria sob o grupo de

Poincaré é de fundamental importância.

Basicamente, a simetria sob o grupo de Poincaré diz que as leis da F́ısica de-

vem ser invariantes sob translações no espaço-tempo e rotações no espaço-tempo (ou

transformações de Lorentz). Estas nos dizem que os resultados experimentais são inde-

pendentes da orientação do loboratório, i.e., invariância por rotação, e independente da

velocidade no espaço, i.e., boosts. Aquelas nos dizem que um experimento deve levar à

mesma f́ısica se for realizado em um ponto do espaço x ou x′ e também em um instante

de tempo t ou t′. De fato, isto é bem estabelecido através dos prinćıpios da Relatividade

Especial [10]; que são:

• Prinćıpio da relatividade;

• Prinćıpio da constância da velocidade da luz.

O primeiro prinćıpio já era bem conhecido e estabelecido por Galileu, sobre o qual estava

estabelecida a mecânica newtoniana, ou seja, que as leis da F́ısica são independentes de ve-

locidade, orientação do experimento e translação temporal. Em linguagem de simetria: a

mecânica newtoniana é invariante sob transformações de Galileu. Contudo, como bem no-

tado por Lorentz, as equações de Maxwell, que descrevem os fenômenos eletromagnéticos,

1 Os subscritos nos grupos referem-se à carga de cor, c, quiralidade left, L, e hipercarga, Y .
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não são invariantes sob transformações de Galileu. Na verdade, as equações de Maxwell

são invariantes pelas chamadas transformações de Lorentz. No entanto, foi através de

Einstein que as transformações de Lorentz passaram a ter um profundo significado f́ısico.

De fato, o prinćıpio da relatividade segundo Einstein estabelece que as leis f́ısicas devem

ser covariantes sob um conjunto de transformações entre referenciais inerciais. O segundo

prinćıpio estabelecido por Einstein clama que a velocidade da luz é a mesma em todos os

referencias inerciais2. Através desses dois prinćıpios as transformações de Lorentz podem

ser derivadas de uma forma sistemática. Entretanto, o sucesso da Relatividade Especial

não reside necessariamente somente nesse fato, mas na profunda mudança do nosso en-

tendimento sobre espaço e tempo, bem como nosso entendimento sobre energia. De fato,

neste cenário, espaço e tempo não são conceitos absolutos, mas são unificados no conceito

de espaço-tempo, onde o que é invariante agora é um elemento de linha em um espaço de

Minkowski.

Note, contudo, que a covariância das leis f́ısicas estabelecida pela Relatividade Es-

pecial diz respeito somente a referenciais inerciais. No intuito de generalizar esse conceito

para referenciais não-inerciais [11], Einstein postulou o prinćıpio da equivalência, que pode

ser melhor entendido através de dois prinćıpios:

• Prinćıpio de equivalência fraco: igualdade entre massa inercial mi (que aparece na

segunda lei de Newton) e massa gravitacional mg (que aparece na lei da gravitação

universal de Newton), mi = mg.

• Prinćıpio de equivalência forte: é imposśıvel distinguir um referencial não-inercial

de um campo gravitacional local. Ou em uma linguagem mais formal: o espaço-

tempo é uma variedade riemanniana e localmente é Minkowski. Ainda é válido o

prinćıpio da equivalência fraco.

Basicamente este último prinćıpio estabelece que as leis da F́ısica são covariantes sob

transformações gerais de coordenadas ou difeomorfismos. Em suma, aqui a gravidade

ganha um conceito geométrico. Ainda, as transformações de Lorentz são válidas somente

localmente.

A partir dos conceitos mencionados acima, vemos o profundo papel das simetrias

para a F́ısica. De maneira informal, entendemos por simetria a propriedade de um sistema

permanecer invariante quando é aplicada alguma transformação sobre ele. Do ponto de

vista matemático, podemos relacionar essa transformação a algum operador. De fato,

sob um ponto de vista formal – deste que estudaremos aqui teorias de campo – podemos

considerar um campo como uma função que mapeia uma variedade – por exemplo, o

2 Este prinćıpio pode ser apresentado de outra forma: existe uma velocidade limite de propagação de
informação. Interessante que essa velocidade coincide com a velocidade da luz.
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espaço de Minkowski – em um espaço vetorial; esta função pode ser suave, ou mesmo uma

distribuição. Assim, fica natural pensar em operadores atuando nesse espaço vetorial.

A importância de simetrias tornou-se mais clara e profunda através do trabalho

de Emmy Noether [12], que associa cada simetria cont́ınua de um funcional – no nosso

caso, da ação – a uma quantidade conservada. Deste modo, as simetrias passaram a

desenvolver um papel importante na construção e seleção de modelos f́ısicos. Por exemplo,

a Teoria de Campos (TC) sobre um espaço de Minkowski é uma teoria constrúıda sob

a invariância do grupo de Poincaré. Enfatizando novamente, o grupo de Poincaré inclui

translações no espaço-tempo (que levam à conservação do tensor energia-momento) e

transformações de Lorentz – rotações (que levam à conservação do momento angular) e

boosts. A conciliação dessa teoria com a mecânica quântica aparece quando as part́ıculas,

que nessa teoria são descritas por campos, são identificadas como estados no espaço de

Fock que se transformam sob representações irredut́ıveis unitárias do grupo de Poincaré

[13, 14]. Os estados de uma única part́ıcula são completamente definidos pelos dois

operadores de Casimir do grupo de Poincaré: um associado à massa e outro ao spin da

part́ıcula; ou helicidade dependendo se a part́ıcula é massiva ou não. Também, além de

estabelecer a estrutura causal de modelos f́ısicos, a covariância de Lorentz limita a forma

dos funcionais, constrúıdos a partir dos campos e suas derivadas, à forma de escalares de

Lorentz.

É importante enfatizar que, se considerarmos todas as posśıveis transformações de

Lorentz, existe um subconjunto de transformações que formam um grupo discreto, isto é,

a paridade P , que é uma reflexão espacial, x→ −x, e a reversão temporal T , t→ −t. O

operador associado à paridade é implementado de forma unitária, ao contrário da reversão

temporal, que é uma operação antiunitária. Além dessas duas transformações discretas,

há a operação de conjugação de carga C, também implementada unitariamente. Essa

operação associa o estado de uma part́ıcula, por exemplo, de carga −q, ao estado de sua

antipart́ıcula, de carga +q. Contudo, convém ressaltar que o mapa completo entre um

estado de uma part́ıcula para o estado de sua antipart́ıcula é realizado pela operação

completa de CPT. É importante mencionar que a EDQ, a CDQ e a Relatividade são

simétricas sob as operações C, P e T individualmente, ao contrário do Modelo Eletrofraco

que viola C e P separadamente, mas preserva CP e T. Não obstante, sabe-se que o MP

preserva a simetria completa CPT. Isto pode ser entendido como uma consequência do

Teorema CPT [15, 16, 17]:

• Uma TQC local invariante de Lorentz com um hamiltoniano hermitiano é invariante

sob CPT.

Caso seja constrúıda uma teoria que viole a simetria de Lorentz, nada se pode afirmar

sobre a simetria de CPT. Em caso contrário há um teorema devido a Greenberg [18], que

diz que:
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• Se a invariância de CPT é violada em uma teoria quântica de campos interagente,

então essa teoria também viola a simetria de Lorentz.

A partir desse teorema se conclui que caso seja observada a violação de CPT na Natureza,

verifica-se também a violação da simetria de Lorentz.

Não menos importante no MP, a simetria de calibre, que é uma simetria no espaço

interno dos campos, além limitar os tipos de interações entre os campos, tem um papel

importante na prova da renormalizabilidade e unitariedade das teorias de calibre [19, 20,

21].

Apesar da importância das simetrias na F́ısica, novos cenários surgem através da

violação de simetrias. De fato, quantidades que usualmente são não observáveis devido

a simetrias tornam-se observáveis quando violações de simetrias se manifestam. Para

entendermos isso melhor, consideremos o seguinte exemplo: seja uma teoria de campos

descrita por uma ação. Usualmente constrói-se uma ação com todo o conteúdo de simetria

posśıvel. Nesse caso, a violação de simetrias pode se manifestar de dois modos: (i) quebra

explicita de simetria: a violação manifesta-se diretamente na ação; (ii) quebra espontânea

de simetria: a ação é invariante, mas as soluções da teoria não, i.e., o estado de vácuo

da teoria não é mais invariante. Um exemplo dessa segunda situação é uma teoria de

campos escalar, com um potencial tipo “chapéu mexicano”, e invariante sob uma simetria

interna global de um grupo G. Neste caso, existe um mı́nimo não-trivial do potencial,

i.e., o vácuo da teoria. Contudo, embora o potencial seja invariante sob a ação de um

elemento g ∈ G, o estado de vácuo não mais será invariante sob a ação de g. Diz-se,

neste caso, que houve uma quebra espontânea de simetria. O ponto interessante é que

o estado de vácuo é invariante sob um elemento g, se g ∈ H, onde H é um grupo de

estabilidade. Neste caso, temos a propagação de (dim G − dim H) bósons escalares de

massa nula; os chamados bósons de Nambu-Goldstone [22, 23]. O teorema de Goldstone

[24] assegura que para cada elemento da álgebra de Lie do grupo G que quebra a simetria

do estado de vácuo, teremos um bóson de massa nula. Desde que a quebra de simetria

é espontânea, sempre teremos pelo menos um bóson escalar de massa nula. Entretanto,

no caso de simetria interna local, i.e., simetria de calibre, o teorema de Goldstone deixa

de ser válido, ou seja, não temos mais propagação de campos de massa nula. Neste caso

entra em cena o mecanismo de Higgs [25, 26]. O mecanismo de quebra espontânea de

simetria é de suma importância para a geração de massa dos bósons vetoriais no Modelo

Eletrofraco [27, 28]. Neste caso a condensação do campo de Higgs é responsável por gerar

massa para os férmions e bósons do setor eletrofraco do MP, onde o que seriam os modos

de massa nula, são absorvidos como modos longitudinais dos bósons vetoriais massivos

W± e Z.

Não obstante, a observação de assimetrias ou simetrias aproximadas em uma de-

terminada escala de energia pode dar ind́ıcios de uma f́ısica mais completa em escalas

de energias maiores. Um exemplo é a quebra da simetria de sabor. De fato, através da
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análise das massas de estados ligados de quarks – as chamadas excitações – , observa-se

que essa simetria é uma simetria aproximada, e que deveria existir algum mecanismo que

quebrasse essa simetria. Ainda, a violação da simetria quiral [29] e sua relação com o

decaimento do ṕıon neutro em dois fótons [30], π0 → γγ. Onde o ṕıon é um estado ligado

descrito por um par quark-antiquark. Interessante desse decaimento é que, a fim de que

a previsão teórica para a constante de acoplamento desse decaimento coincidisse com os

resultados experimentais, os quarks deveriam existir em N = 3 número de cores, i.e.,

eles deveriam pertencer à representação fundamental de SU(3). Na verdade esse é um

dos poucos cálculos em CDQ que é realizado perturbativamente. Enfim, os exemplos de

quebras de simetrias são inúmeros, e não nos estenderemos.

No entanto, é no contexto de quebra de simetria que está inserida esta tese. Espe-

cificamente, trataremos da quebra da simetria de Lorentz no MP proposta por Kostelecky

e Colladay [31]. Tal quebra foi primeiramente observada teoricamente como uma possi-

bilidade de quebra espontânea de simetria em teoria de cordas [32]. Basicamente, tal

violação caracteriza-se pelo fato de o espaço-tempo ser (por hipótese) permeado por ve-

tores de fundo constantes. Assim, é esperado que o comportamento dos campos usuais

do MP, tanto do ponto de vista clássico como do ponto de vista quântico, seja afetado

devido à presença de tais campos de fundo. Esta tese está dedicada à analise do MP, com

foco em aspectos de renormalizabilidade e unitariedade, quando tal violação é levada em

conta. Contudo, acreditamos ser mais conveniente dedicarmos um caṕıtulo especial para

explorarmos o conceito de violação da simetria de Lorentz acima descrito, e justificar

se os aspectos a serem estudados nesta tese são de fato relevantes, do que tratá-lo na

introdução.

Os temas abordados nesta tese serão apresentados da seguinte forma: no Cap. 1

apresentaremos uma abordagem geral sobre unitariedade e renormalizabilidade em TQC

perturbativa. Analisando a condição de unitariedade sobre a função de Green de dois

pontos advinda da condição de unitariedade da matriz S. Faremos uma exposição geral

sobre funcionais geradores e os diferentes tipos de funções de Green. Apresentaremos

também os fundamentos de teoria de renormalização: incluindo renormalização anaĺıtica

e algébrica. Esses conceitos serão de suma importância nesta tese. No Cap. 2 discorremos

detalhadamente sobre o conceito de violação da simetria de Lorentz. Ademais, apresen-

tamos as motivações de se estudar a violação da simetria de Lorentz. A eletrodinâmica

quântica com violação da simetria de Lorentz é apresentada no Cap. 3, onde estudaremos

sua renormalizabilidade a 1-laço. Aqui, verificaremos que esse modelo é renormalizável a

1-laço. No Cap. 4 analisamos a renormalizabilidade dessa teoria em todas as ordens em

teoria de perturbações; com foco na análise da estabilidade quântica. De fato, tal propri-

edade é verificada em todas as ordens. O Cap. 5 é dedicado ao estudo das anomalias de

calibre nessa teoria; é analisado se as identidades de Ward da teoria clássica se mantêm

no ńıvel quântico. Mostraremos claramente que a EDQ estendida é livre de anomalias de
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calibre. O Cap. 6 é dedicado à análise da renormalizabilidade em todas as ordens da Teo-

ria de Yang-Mills pura com violação da simetria de Lorentz. Embora tal estudo apresente

sutilezas em comparação com o modelo abeliano, sua renormalizabilidade é verificada.

No Cap. 7 é analisado a causalidade e a unitariedade da Teoria de Yang-Mills quando

termos de massa são gerados devido a exigência da estabilidade quântica. Veremos que,

sob certas condições, esse modelo é causal. Contudo, a análise da unitariedade realizada

somente no setor dos campos de calibre, sem considerar os campos fantasmas, mostra a

violação da unitariedade desse modelo. Convém ressaltar que, ao final de cada caṕıtulo –

especificamente, do Cap. 3 ao Cap. 7 – faremos uma discussão detalhada dos resultados

obtidos no referido caṕıtulo. No caṕıtulo final apresentamos nossas conclusões e perspec-

tivas, comparando, e enfatizando, todos os resultados obtidos nesta tese. Sugerimos o

leitor ver inicialmente as notações aqui adotadas no Ap. A.
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1 UNITARIEDADE E RENORMALIZABILIDADE EM TQC

Neste caṕıtulo abordaremos alguns elementos fundamentais em TQC. Os assuntos

aqui abordados podem ser consultados em livros-texto. Entretanto, acreditamos que é

necessário enfatizar, embora sem muitos detalhes, alguns pontos importantes que serão

usados nos caṕıtulos mais técnicos desta tese. Além disso, alguns pontos que considera-

mos importantes serão abordados somente nos caṕıtulos seguintes, a fim de não antecipar

conceitos que mereçam mais destaque nos referidos caṕıtulos. Aqui, nos concentraremos

na definição dos elementos da matriz S, i.e., a matriz de espalhamento. Em seguida,

através da fórmula de redução de LSZ, explicitaremos a profunda relação entre os elemen-

tos da matriz S e as funções de Green. Assim, é necessária uma definição dessas funções.

Na sequência, daremos a definição formal para o funcional gerador dessas funções, as-

sim como a definição dos funcionais geradores mais fundamentais em TQC, os chamados

geradores dos diagramas irredut́ıveis a uma part́ıcula. Contudo, as correções quânticas

sobre esses geradores podem conter termos mau definidos com respeito a altos momen-

tos. Deste modo, um método de regularização é necessário para tratar esse problema.

O procedimento de renormalização irá nos ajudar a eliminar os termos mau definidos

dos diagramas irredut́ıveis a uma part́ıcula. Entretanto, não se conhece um método de

regularização aplicável em todas as teorias conhecidas; no sentido de preservar todas as

simetrias da teoria no ńıvel clássico. E, além disso, existem teorias que não se conhece

um esquema de regularização que preserve todas as simetrias das teorias no ńıvel clássico,

e.g., teorias supersimétricas. Levando isso em conta, exporemos uma breve revisão sobre o

método de renormalização algébrica, a qual é uma abordagem de renormalização indepen-

dente do esquema de renormalização (regularização, prescrição de subtração e condições

de renormalização).

1.1 A matriz S e a fórmula de redução de LSZ

Em mecânica quântica, dado um estado inicial de uma única part́ıcula, bem de-

finido, pertencente a um espaço de Hilbert, podemos calcular a probabilidade de esse

estado ser medido em outro estado final. A condição de unitariedade e a conservação da

probabilidade exigem que a norma do estado inicial deva ser unitária; que também deve

coincidir com a norma do estado final. Em TQC, lidamos com sistemas onde o número de

part́ıculas de um sistema f́ısico é variável e, além disso, essas part́ıculas podem interagir

entre si. Dado um estado inicial de n part́ıculas, a questão que fica é: como calcular a

amplitude de probabilidade da transição do estado inicial de n part́ıculas para um estado

final de m part́ıculas? Desde que as part́ıculas são interagentes, o estado intermediário,
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digamos, em t = 0, é desconhecido. Contudo, só temos bem definidos – em momento,

spin, carga; grandezas que descrevem completamente o espectro do hamiltoniano da te-

oria – os estados assintóticos, i.e., o estado inicial de n part́ıculas, |p1, . . . , pn; in〉 (em

t → −∞) e o estado final de m part́ıculas, |out; q1, . . . , qm〉 (em t → +∞). A amplitude

de probabilidade para que a transição entre o estado inicial dado e o estado final ocorra

é obtida através dos elementos da matriz S,

Sfi = 〈q1, . . . , qm; out|p1, . . . , pn; in〉 . (1.1)

O prinćıpio da completeza assintótica [16] requer que os estados in e out pertençam ao

mesmo espaço de Hilbert, e este espaço seja o espaço completo da teoria quântica. Em

prinćıpio, esses dois estados assintóticos são ortonormais aos posśıveis estados ligados

decorrente de interações entre as part́ıculas. Assim, deve existir um operador S que

relaciona esses dois estados assintóticos, tal que,

|p1, . . . , pn; out〉 = S|p1, . . . , pn; in〉 . (1.2)

A completeza dos estados in e out implica imediatamente na unitariedade do operador

S, i.e., S†S = 1. Visto de outra forma: dado um estado inicial, a soma sobre todos os

posśıveis estados finais deve fornecer uma probabilidade unitária. Em suma, a unitarie-

dade da matriz S implica na conservação da probabilidade.

No espalhamento entre part́ıculas, não necessariamente todas as part́ıculas partici-

pam do processo de espalhamento. Levando isso em conta, pode-se decompor a matriz S

em uma parte trivial, indicando as part́ıculas que não contribuem para o processo, e uma

parte não-trivial, descrita pelo operador de espalhamento T , tal que S = 1 + iT . Assim,

a condição de unitariedade implica

(1− iT †)(1 + iT ) = 1 , =⇒ T †T = i(T † − T ) . (1.3)

A partir da conservação de energia e momento na transição do estado |i〉 para o estado

|f〉, temos a seguinte relação

〈f |T |i〉 = (2π)4δ4 (Pf − Pi) Tfi , (1.4)

e, consequentemente,

〈f |T †|i〉 = (2π)4δ4 (Pf − Pi) T ∗if , (1.5)
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Inserindo um conjunto completo de estados intermediários |n〉, obtemos

〈f |T †T |i〉 =
∑
n

〈f |T †|n〉〈n|T |i〉

= (2π)4δ4 (Pf − Pi)
∑
n

(2π)4δ4 (Pn − Pi) T ∗nfTni . (1.6)

A partir das Eqs. (1.3)-(1.6), obtém-se

−i
(
Tif − T ∗fi

)
=

∑
n

(2π)4δ4 (Pn − Pi) T ∗nfTni , (1.7)

onde a soma é suposta ser sobre todos os posśıveis estados intermediários, assim como

espaço de fase invariante de Lorentz e spin das part́ıculas. É importante notar que a

relação (1.7) é mantida ordem a ordem em teoria de perturbações; por exemplo, no

lado esquerdo de (1.7) temos uma matriz de espalhamento de ordem g na constante de

acoplamento, enquanto que no lado direito, que é quadrado na matriz de espalhamento, é

de ordem g2; é uma relação entre a teoria no ńıvel árvore e a teoria a 1-laço (sendo mais

precisos, temos uma relação recursiva, se considerarmos teoria de perturbações). Vale

mencionar que a Eq. (1.7) nada mais é que o teorema ótico generalizado.

Embora a Eq. (1.1) nos forneça a forma geral de como obter os elementos da matriz

S, a forma como ela se encontra não nos é conveniente. Contudo, é sabido em TQC que

um operador de campo3 φ quando atua no estado de vácuo |0〉 [17] cria um estado de

uma única part́ıcula de uma definida posição. A aplicação sucessiva desse operador de

campo sobre o estado de vácuo cria estados de múltiplas part́ıculas. De posse dessa

propriedade, podemos definir o valor esperado no vácuo do produto dos campos ordenado

temporalmente

Gn(x1, . . . , xn) = 〈0|Tφ(x1), . . . , φ(xn)|0〉 . (1.8)

Esta relação é chamada função de Green de n pontos no espaço das posições. Usualmente,

estamos interessados na função de Green no espaço dos momentos (que são as grandezas

mensuráveis em um laboratório). Esta pode ser obtida pela transformada de Fourier da

função de Green no espaço das posições. É importante notar que, em prinćıpio, os campos

φ’s são interagentes, não satisfazendo as relações de dispersões clássicas, e, portanto,

seus momentos não estão na camada de massa. De fato, se esse campo é considerado

como sendo interagente, ao atuar no estado de vácuo, ele não necessariamente criará um

estado de uma única part́ıcula com uma massa bem definida, mas um estado de múltiplas

3 Por simplicidade, consideraremos as discussões deste caṕıtulo com um campo escalar neutro.
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part́ıculas com massas que, a prinćıpio, não são iguais.

A importância de se estudar as funções de Green está no fato de que elas podem

ser relacionadas aos elementos da matriz S descritos na Eq. (1.1). De fato, a partir da

fórmula de redução de LSZ (Lehmann-Symanzik-Zimmermann) [33, 34], temos a seguinte

relação

〈q1, . . . , qm; out|p1, . . . , pn; in〉 =
m∏
i=1

lim
q2i→m2

i

(q2
i −m2

i )
n∏
j=1

lim
p2j→m2

j

(p2
j −m2

j)×

× Gn+m(−q1, . . . ,−qm; p1, . . . , pn) . (1.9)

A partir dessa relação, vemos que – desde que os momentos estão na camada de massa

– os elementos da matriz S serão diferente de zero a menos que os momentos das pernas

externas da função de Green de (n+m) pontos estejam na camada de massa.

Um fato importante é que a relação (1.7) pode impor restrições sobre a função de

Green de dois pontos. Além disso, o teorema ótico generalizado pode ser obtido de acordo

com as regras de Cutkosky [35], as quais podem ser entendidas da seguinte maneira: (i)

dado um diagrama de laço (ver Sec. 1.2), corte as linhas internas de todas as posśıveis

formas e, então, coloque as linhas cortadas na camada de massa; (ii) para cada corte,

coloque o propagador na camada de massa e some sobre todo o espaço de fase e sobre o

spin das part́ıculas; (iii) some sobre todas as contribuições posśıveis de corte. Através do

estudo da equação de maior tempo [36], nota-se que a relação (1.7) é satisfeita se a parte

imaginária do reśıduo da função de Green de dois pontos satisfaz a seguinte relação [37]

=Π > 0 , (1.10)

onde Π é a função de Green de dois pontos, avaliada na camada de massa, saturada com

fontes externas apropriadas. Uma demonstração detalhada da relação (1.10) pode ser

encontrada na Ref. [38].

1.2 Funcionais geradores das funções de Green

A função de Green (1.8) descreve todos os posśıveis diagramas da teoria, conexos

ou não. Contudo, não se sabe, atualmente, como calcular exatamente essa função. Entre-

tanto, no intuito de calculá-la perturbativamente, pode-se definir formalmente o funcional
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gerador para essa função como

Z[J ] =
∞∑
n=0

(
i

~

)n
1

n!

∫
d4x1 . . . d

4xn G
n(x1, . . . , xn)J(x1) . . . J(xn) ou

=

∫
Dφ exp

[
i

~

(
S[φ] +

∫
d4x J(x)φ(x)

)]
, (1.11)

onde S[φ] é a ação clássica e J(x) é uma fonte externa clássica (uma função suave e, se

necessário, de suporte compacto). A função de Green de n pontos pode ser obtida através

de sucessivas derivadas funcionais de Z[J ] em relação à fonte J(x) e, no fim, toma-se

J(x) = 0,

Gn(x1, . . . , xn) = (−i~)n
δn

δJ(x1) . . . δJ(xn)
Z[J ]|J=0 . (1.12)

Ainda, pode-se prosseguir e definir um novo funcional gerador, Zc[J ],

Zc[J ] = −i~ lnZ[J ] , (1.13)

onde Zc[J ] gera somente diagramas conexos. De fato, aplicando derivadas funcionais

sucessivas em Zc[J ] em relação à fonte J(x), obtém-se

Gn
c (x1, . . . , xn) = (−i~)n−1 δn

δJ(x1) . . . δJ(xn)
Zc[J ]|J=0 , (1.14)

a função de Green conexa Gn
c . Outro importante resultado decorre da definição do funci-

onal Zc[J ],

φc(x) =
δZc[J ]

δJ(x)
|J=0 , (1.15)

onde φc(x) é um campo clássico; que nada mais é que o valor esperado no vácuo do

operador de campo φ. Usualmente, em teorias sem quebra espontânea de simetria, esse

valor é nulo. Contudo, na presença da fonte J(x), o campo clássico é um funcional da

fonte J(x) e não necessariamente é nulo, como é posśıvel notar a partir da Eq. (1.15).

Desde que o campo φc(x) e a fonte J(x) são variáveis conjugadas uma da outra, através

de uma transformada de Legendre, pode-se definir um novo funcional gerador,

Γ[φc] = Zc[J [φc]]−
∫
d4x J [φc](x)φc(x) . (1.16)

O funcional gerador Γ[φc] gera todos os diagramas irredut́ıveis a uma part́ıcula; estes são

diagramas com as pernas externas amputadas, i.e., são compostos somente de diagramas

de laços. Assim, esses diagramas permanecem conexos ao se cortar qualquer linha interna.
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A partir da Eq. (1.16)

δΓ[φc]

δφc(x)
=

δZc[J ]

δφc(x)
−
∫
d4y

δJ(y)

δφc(x)
φc(y)− J(x)

=

∫
d4y

δZc[J ]

δJ(y)

δJ(y)

δφc(x)
−
∫
d4y

δJ(y)

δφc(x)

δZc[J ]

δJ(y)
− J(x)

= −J(x) , (1.17)

onde usamos a regra da cadeia para a derivada funcional e a definição do campo clássico.

Por conveniência, podemos escrever o funcional gerador Γ[φc] como

Γ[φc] =
∞∑
n=1

1

n!

∫
d4x1 . . . d

4xn Γn(x1, . . . , xn)φc(x1) . . . φc(xn) , (1.18)

onde Γn é denominada função vértice de n pontos. A expansão de Γ[φc] corresponde à

expansão em laços da série perturbativa, que coincide com a expansão em ~. De fato, a

mais baixa ordem de Γ[φc] em ~ corresponde à ação clássica [39],

Γ(0)[φc] = S[φc] . (1.19)

Devido a isso, Γ[φc] é usualmente denominada ação efetiva. Colocando-a de uma forma

geral, temos

Γ[φc] =
∞∑
n=0

~nΓ(n)[φc] . (1.20)

Em prinćıpio, em teorias sem quebra espontânea de simetria, a ordem em teoria de per-

turbações coincide com a ordem na constante de acoplamento.

Seguindo a análise do funcional gerador Γ[φc], vejamos sua relação com as funções

de Green. Seja

δ

δJ(y)
=

∫
d4z

δφc(z)

δJ(y)

δ

δφc(z)
=

∫
d4z

δ2Zc[J ]

δJ(y)δJ(z)

δ

δφc(z)
. (1.21)

Atuando esta relação em (1.17), encontramos

δ

δJ(y)

δΓ[φc]

δφc(x)
= −δ4(x− y)∫

d4z
δ2Zc[J ]

δJ(y)δJ(z)

δ2Γ[φ]

δφc(z)δφc(x)
= −δ4(x− y) . (1.22)

Nota-se desta expressão que o propagador completo do campo φ é a inversa da função

vértice de dois pontos. Isto significa que, no espaço dos momentos, o propagador completo

apresenta um polo correspondendo à raiz da função vértice de dois pontos, i.e., a massa
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Figura 1 - Função de Green de dois pontos.

= -

-1

Legenda: O lado direito desta figura

corresponde à inversa da função

vértice de dois pontos.

Figura 2 - Função de Green de três pontos.

=

Legenda: A função de Green de três pontos corresponde à

funções de Green de dois pontos conectadas

através da função vértice de três pontos.

de qualquer part́ıcula estável criada pelo campo φ quando atua no estado de vácuo. A

relação (1.22) pode ser visualizada através do diagrama mostrado na Fig. 1.

Prosseguindo no estudo dos funcionais geradores, podemos obter importantes relações

entre a função de Green de n pontos e a função vértice de n pontos. De fato, aplicando

(1.21) em (1.22), obtemos ∫
d4x′

δ3Zc[J ]

δJ(x)δJ(x′)δJ(z)

δ2Γ[φc]

δφc(x′)φc(y′)
+

+

∫
d4x′d4z′G(x, x′)G(z, z′)

δ3Γ[φc]

δφc(x′)δφc(y′)δφc(z′)
= 0 . (1.23)

Multiplicando esta expressão por G(y, y′), integrando sobre y′, e usando (1.22), obtemos

δ3Zc[J ]

δJ(x)δJ(y)δJ(z)
= −

∫
d4x′d4y′d4z′G(x, x′)G(y, y′)G(z, z′)

δ3Γ[φc]

δφc(x′)δφc(y′)δφc(z′)
.

(1.24)

Vemos que a função de Green de três pontos corresponde a inserir como um vértice a

função vértice de três pontos, e nas pernas externas inserir a função de Green completa

de dois pontos, como pode ser visto na Fig. 2. Chegamos aqui a um importante resultado:

o cálculo da função vértice de n pontos determina completamente o cálculo da função de
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Green de n pontos. De fato, mostramos que a função de Green de dois pontos é obtida a

partir da função vértice de dois pontos; este resultado, por sua vez, pode ser usado, junto

com a função vértice de três pontos, para calcular a função de Green de três pontos. Este

procedimento pode ser aplicado ao cálculo de funções de Green com um número arbitrário

de pernas externas. Agora o cálculo dos elementos da matriz S fica claro, i.e., fica limitado

a inserir as funções vértices como vértices e nas pernas externas colocar as funções de dois

pontos completas. Estas, contudo, de acordo com a representação de Källén-Lehmann,

devem ser avaliadas na camada de massa [40, 41]. Realmente, a representação espectral

da função de Green de dois pontos diz que ela apresenta um polo simples. Realmente, da

fórmula de redução de LSZ, vemos que os momentos são tomados na camada de massa.

Assim, cada perna externa da função de Green deve também estar na camada de massa;

que de fato acontece, como acabamos de ver. Isso significa que os elementos da matriz S

equivalem a tomar o reśıduo da função de Green de n pontos.

Calcular Γ[φc], em geral, não é uma tarefa fácil. De fato, o cálculo desse funcional

só é posśıvel perturbativamente. No ńıvel clássico, como vimos anteriormente, se devida-

mente normalizada, Γ[φc] corresponde à ação clássica S[φc]; no ńıvel árvore é equivalente

substituir a função vértice pelos vértices da ação clássica. Correções quânticas sobre Γ

são provenientes de diagramas de laços. Essas correções, contudo, como veremos adi-

ante, normalmente são divergentes devido à arbitrariedade na integração dos momentos

internos. Isso pode trazer sérios problemas; por exemplo, a interpretação f́ısica para os

elementos da matriz S fica comprometida. Na seção seguinte analisaremos essa questão

em mais detalhes.

1.3 Renormalização

Os diagramas em TQC que nos fornecem uma visão esquemática das interações

entre part́ıculas existem em dois tipos: diagramas de árvore e diagramas de laços. Os

diagramas de árvore contêm somente vértices ligados entre si através de propagadores

sem correções quânticas. Não é dif́ıcil notar que os momentos internos dos diagramas de

árvore – embora não estejam na camada de massa – são determinados completamente

pelos momentos externos. Nos diagramas de laços, contudo, para cada laço existe uma

integração no momento interno do laço. Este momento, entretanto, não é determinado

completamente pelo momento das pernas externas do diagrama. Isto significa que, em

altos momentos, i.e., regime ultravioleta, esses diagramas podem apresentar divergências.

Além disso, se irmos a ordens mais altas em teoria de perturbações, i.e., mais laços, o

grau de divergência desses diagramas pode vir a aumentar. Desde que os cálculos em

laços representam correções à ação efetiva, é necessário, então, um procedimento que nos

permita tratar essas divergências de um modo sistemático. De fato, para determinados
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modelos, esse procedimento existe.

A ideia prévia do grau de divergências para os diagramas pode ser mais bem

entendida através da seguinte expressão, que descreve um diagrama de Feynman genérico,

I(p1, . . . , pm) =

∫
ddk1 . . . d

dkn f(k1, . . . , kn; p1, . . . , pm) , (1.25)

onde d é a dimensão do espaço-tempo em questão, os k’s representam os momentos in-

ternos independentes (número de laços), os p’s são os momentos externos (satisfazendo a

condição de conservação de energia e momento,
∑m

i=0 pi = 0) e f(k1, . . . , kn; p1, . . . , pm)

é uma função dos momentos. A contagem de potências de k em I indica o grau de

divergência do dado diagrama. Para fins práticos, não é conveniente contar o grau su-

perficial de divergência dos diagramas através da integração nos momentos internos. O

grau superficial de divergência pode ser determinado, de uma forma alternativa, através

da dimensão do espaço-tempo da teoria em questão e através do número de pernas ex-

ternas dos diagramas. De fato, o grau superficial de divergência para um dado diagrama

irredut́ıvel a uma part́ıcula γ é dado por

δ(γ) = d−
∑

Φ

dΦNΦ −
∑
i

dgiVi , (1.26)

onde NΦ é o número de pernas externas do diagrama γ relacionado ao campo Φ, dΦ

corresponde à dimensão canônica UV de Φ e dgi é a dimensão canônica da constante de

acoplamento gi correspondente ao vértice Vi. Um importante teorema para a teoria de

renormalização, devido a Weinberg [42], estabelece que a integral de um diagrama de

Feynman é absolutamente convergente se o grau superficial de divergência, δ(γ), de um

subdiagrama γi ⊂ γ é negativo. Incluindo também o caso em que γi e γ coincidem.

Através desse resultado podemos classificar três tipos de teorias para as quais

δ(γ) > 0, quanto ao quesito de renormalizabilidade por contagem de potências; são elas:

• Teoria super-renormalizável: possui um número finito de diagramas divergentes;

• Teoria renormalizável: possui um número finito de diagramas divergentes, mas as

divergências surgem a todas as ordens em teoria de perturbações;

• Teoria não-renormalizável: todos os diagramas são divergentes a altas ordens em

teoria de perturbações;

A partir de (1.26) nota-se que a constante de acoplamento desempenha um papel im-

portante no critério de renormalizabilidade de uma teoria. De fato, o grau superficial de

divergências depende fortemente da dimensão de massa da constante de acoplamento, e,

tomando-se em conta que a ordem em teoria de perturbações está relacionada à ordem na

constante de acoplamento, pode-se caracterizar o critério de renormalizabilidade através

da dimensão de massa da constante de acoplamento:
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• dgi > 0: a teoria apresenta diagramas divergentes somente até uma dada ordem em

teoria de perturbações. Caso de teoria super-renormalizável;

• dgi = 0: o número de diagramas divergentes é finito, mas as divergências devem

ser absorvidas ordem a ordem em teoria de perturbações com a introdução de sutis

contratermos. Caso de teoria renormalizável;

• dgi < 0: o número de diagramas divergentes aumenta à medida que se vai a altas

ordens em teoria de perturbações. Assim, seria necessário um número infinito de

contratermos para absorver essas divergências. Este é o caso de uma teoria não-

renormalizável.

Alguns comentários são necessários acerca de teorias não-renormalizáveis e renorma-

lizáveis: Embora uma teoria possa ser não-renormaliável, isso não significa que a teoria

seja quanticamente inconsistente ou não-preditiva. Um ponto importante de se enten-

der é que em teorias não-renormalizáveis a previsibilidade é restrita à escala de energia

que elas estejam sendo aplicadas, os tipos de fenômenos que estejam sendo estudados e

o grau de precisão de interesse sobre as variáveis que estejam sendo calculadas. Vimos

acima que um critério de não-renormalizabilidade é a dimensão negativa de massa da

constante de acoplamento; dito de outro modo, a constante de acoplamento tem a forma

gi ∼ 1/mi, onde mi é uma escala de energia. Isto significa que uma teoria é bem preditiva

se tratamo-la em escalas de energias p � mi. A teoria deixa de ser viável se p ∼ mi.

Isso ocorre, por exemplo, na teoria de Schrödinger, onde, embora não-renormalizável, é

bastante consistente para p � me. Onde me é a massa do elétron – se o elétron for a

part́ıcula em estudo. A altas energias, contudo, é necessário um tratamento via EDQ. De

fato, a teoria de Schrödinger é um limite de baixas energias desta última. Outro exemplo

é a teoria de Fermi, proposta para descrever o decaimento beta do nêutron. Essa teoria,

que é um limite de baixas energias do Modelo Eletrofraco, é bastante consistente para

energias tais que p� 300 GeV, onde, neste caso, a escala de energia é definida pela cons-

tante de acoplamento de Fermi, GF , com GF ∼ (300 GeV)−2. Outro exemplo é o caso da

Gravitação. Embora não-renormalizável perturbativamente, a expansão perturbativa da

teoria da Relatividade Geral de Einstein só deixa de ser preditiva para energias p ∼MP ,

onde MP ∼ 1019 GeV é a massa de Planck.

No que diz respeito às teorias renormalizáveis, é importante apontar que elas

também apresentam um regime em que a teoria de perturbações falha. Isto ocorre no

chamado polo de Landau da teoria. A EDQ, entretanto, não possui uma escala de energia

plauśıvel onde a teoria de perturbações poderia falhar. Na verdade, ela possui um polo de

Landau em ultra altas energias, bem acima da escala de Planck, da ordem de 10310 GeV.

Assim, fica imposśıvel afirmar o que seria a EDQ próxima dessa escala energia. Deste

modo, parece que teorias renormalizáveis não são interessantes e não apresentam vanta-

gens em relação às não-renormalizáveis, mas apresentam, como veremos: (i) sendo uma
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teoria renormalizável, isso significa que um número finito de contratermos é suficiente para

cancelar divergências. Em teorias não-renormalizáveis as divergências podem ser cancela-

das, contudo, são necessários infinitos contratermos; o que reduz a previsibilidade dessas

teorias, ou seja, existem infinitos parâmetros para serem fixados experimentalmente4; (ii)

em geral, teorias renormalizáveis são teorias mais fundamentais5, no sentido de que de-

las podem emergir outras teorias, em limites de energias espećıficos. Assim, elas contêm

graus de liberdades f́ısicos que usualmente não se tornam expĺıcitos em teorias efetivas ou

emergentes; (iii) outro ponto importante em se trabalhar com teorias renormalizáveis e

mais completas é que as previsões sobre os parâmetros da teoria são mais precisas do que

no regime de teoria efetiva. Um exemplo disso é a correção para o fator giromagnético

do elétron proveniente da EDQ, que é o maior acerto conhecido entre previsão teórica e

experimento. Isto não ocorre se considerarmos a teoria de Schrödinger; (iv) o critério de

renormalizabilidade por contagem de potências é de grande importância para selecionar

modelos f́ısicos. Por exemplo, ao fixarmos o espaço-tempo como sendo 4-dimensional, a

relação (1.26) irá selecionar um número finito de modelos renormalizáveis que possam

descrever campos de calibre, autointeragentes ou não, e (ou) em interação com os demais

campos de matéria.

Embora tenhamos tecido comentários gerais acerca de teorias renormalizáveis, e

mencionado até a questão de contratermos, nem tudo foi dito a respeito da renorma-

lizabilidade perturbativa de uma teoria. De fato, a renormalizabilidade por contagem

de potências é um critério necessário mas não suficiente para garantir a renormalizabi-

lidade de uma teoria. Na sequência, exporemos critérios importantes para garantir que

uma teoria seja, de fato, renormalizável perturbativamente. Alguns dos critérios já foram

comentados, outros serão mais bem expostos nas seções seguintes; são eles:

• Renormalizabilidade por contagem de potências;

• Ação local, i.e., os campos entram na ação em um mesmo ponto do espaço-tempo,

e polinomial nos campos e suas derivadas. Isto para evitar correções quânticas não

polinomiais nos momentos externos dos diagramas de Feynman;

• Ausência de anomalias no ńıvel quântico, isto é, as simetrias da teoria clássica são

preservadas no ńıvel quântico;

4 Isto é melhor entendido no caso da renormalização na camada de massa. Veremos adiante que é
necessário introduzir sutis contratermos à teoria clássica a fim de cancelar divergências na teoria. Na
renormalização na camada de massa se usa condições de renormalização para fixar os parâmetros dos
contratermos. Usualmente estes parâmetros são fixados por condições f́ısicas. Em outras palavras, são
determinadas a priori por experimentos f́ısicos.

5 Isto não é uma regra nem um critério para caracterizar ou dizer se uma teoria é fundamental ou não.
Na maioria das teorias f́ısicas existentes isso ocorre. Contudo, o tema central desta tese é sobre uma
teoria renormalizável mas que não é fundamental.
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• Estabilidade quântica: os contratermos podem ser absorvidos pela redefinição dos

campos e parâmetros da teoria clássica.

A fim de continuar com o programa de renormalização, outro passo é importante. De fato,

mencionamos anteriormente que as correções quânticas sobre uma teoria clássica estão

contidas nas integrais de Feynman. Estas, por sua vez, podem apresentar divergências; o

que não é conveniente para fins práticos. No intuito de tratar essas divergências, pode-se

introduzir algum método que regularize essas integrais divergentes, de modo a torná-las

finitas e isolar suas partes divergentes reguladas. Existem vários métodos de regularização

e sua praticidade pode variar de teoria para teoria. Exporemos aqui alguns comentários

sobre os principais esquemas de regularização.

1.3.1 Regularização

Vimos que as divergências na integral de Feynman (1.25) ocorrem devido à inte-

gração em altos momentos; essas divergências podem ser regularizadas de acordo com as

seguintes prescrições:

• Regularização por corte na escala: ao invés de integrar em altos momentos, limita-se

a integração até uma dada escala de energia, Λ. Deste modo, o resultado da integral

(1.25) terá uma dependência em Λ.

Este esquema de regularização, contudo, quebra a invariância manifesta sob o grupo de

Poincaré. Outra desvantagem deste método é que ele pode induzir massa para campos de

calibre. Isso implica na violação da simetria de calibre, a qual é uma questão problemática

tanto do ponto de vista da renormalizabilidade como da unitariedade. O fato de realizar a

integração nos momentos com uma escala de energia limitada pode implicar na supressão

de alguns graus de liberdade da teoria em estudo.

• Regularização de Pauli-Villars : este método consiste em introduzir um propagador

de um campo fantasma de modo a tornar a integral do tipo (1.25), se divergente,

finita [43].

Este esquema funciona bem para teorias de calibre abelianas, uma vez que ele preserva

a invariância de calibre. Em teorias não-abelianas este método falha, uma vez que a

covariância de calibre é perdida nessas teorias.

• Regularização dimensional : a partir de (1.25) ou (1.26), nota-se que a divergência do

gráfico de Feynman pode ser reduzida através da redução da dimensão do espaço-

tempo. O presente método de regularização consiste em, ao invés de realizar a

integral de Feynman no espaço-tempo em que a teoria é definida, integrar sobre um

espaço-tempo de dimensão arbitrária [44, 45].
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Por exemplo, para uma teoria definida em quatro dimensões, calculam-se as integrais de

Feynman em um espaço d = 4−ε dimensional. No final, as partes divergentes são isoladas

em termos do tipo 1/εn, com ε→ 0 – indicando os polos –, onde n indica a ordem em teoria

de perturbações. Além disso, a fim de manter a constante de acoplamento adimensional,

faz-se um rescaling na dimensão da constante de acoplamento, introduzindo um parâmetro

de massa µ tal que gi → µpgi, onde p é uma potência que irá depender do vértice em

questão, de modo a manter a ação adimensional, uma vez que a dimensão canônica dos

campos também é alterada.

Este método é vantajoso em relação aos anteriores, pois além preservar a simetria

manifesta de Poincaré, não viola a simetria de calibre; o que torna este método bastante

conveniente para tratar divergências em teorias quânticas de calibre. Contudo, como todo

método de regularização, ele não é absoluto, isto é, aplicável a todos os tipos de teorias

conhecidas. Tratar teorias com férmions quirais com este método requer um pouco de

cuidado. Por exemplo, no setor eletrofraco do Modelo Padrão, onde os bósons de calibre

acoplam-se a férmions quirais, cuidados extras são necessários a fim de se obter um resul-

tado consistente acerca da anomalia quiral. No entanto, não entraremos nessa questão,

por hora. Apesar de que, nesta tese, estudaremos a renormalizabilidade de acoplamentos

do tipo pseudoescalar e pseudovetorial, usaremos aqui o método de regularização dimen-

sional. Desde que nos interessa nesse assunto somente isolar divergências a 1-laço, não

temos perda de generalidade.

1.3.2 Prescrição de renormalização

Uma vez que tenhamos regularizado as integrais de Feynman divergentes e iso-

lado as partes divergentes das finitas, é necessário algum mecanismo que elimine essas

divergências, i.e., um esquema de renormalização. Existem vários esquemas de renorma-

lização. O mais simples é o esquema6 MS, o qual consiste em absorver somente as partes

divergentes, i.e., partes do tipo 1/ε, da regularização dimensional. Contudo, esse esquema

não é apropriado em teorias sem uma escala natural de renormalização, como, por exem-

plo, a CDQ. O esquema MS é apropriado para esse tipo de teoria. Esse esquema consiste

em absorver, além das partes divergentes, também partes finitas que estão presentes em

todas as integrais de Feynman. Esses termos universais são do tipo ln 4π − γE, onde γE

é a constante de Euler-Masceroni.

Outra abordagem é a renormalização na camada de massa. Basicamente, este

esquema consiste em impor condições de renormalização sobre as integrais de Feynman

6 N.T.: Sigla do inglês Minimal Subtraction.
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tais que os parâmetros renormalizados coincidam exatamente com os parâmetros f́ısicos da

teoria, ou seja, aqueles que são medidos em experimentos. Devido ao sucesso do esquema

MS, tal esquema tem cáıdo em desuso. Contudo, a renormalização na camada de massa é

de grande importância para fixar ambiguidades que possam surgir nas correções radiativas

de uma teoria [46].

Até agora, expomos esquemas de renormalização capazes de tornar uma teoria

finita por subtrair suas partes divergentes. Contudo, a aplicabilidade desses esquemas

exige que as integrais de Feynman tenham sido reguladas. Na sequência, faremos uma

breve apresentação do esquema de renormalização de BPHZ (Bogoliubov-Parasiuk-Hepp-

Zimmermann) [47, 48, 49], que é independente do esquema de regularização. Este método

consiste em cancelar divergências das integrais de Feynman sem regularizá-las, sem a

necessidade de um regulador ultravioleta. Isto é feito da seguinte forma: Considere um

diagrama de Feynman γ com grau de divergência δ(γ); em seguida, introduz-se o operador

tγ. Este operador consiste em uma expansão de Taylor em torno do momento externo

zero, da integral I, até o grau de divergência δ(γ). Deste modo, a integral renormalizada

tem a forma

R = (1− tγ)I . (1.27)

Por definição, se I é finita, tγI = 0. Caso o diagrama contenha vários laços internos, esse

procedimento de subtração deve partir dos laços mais internos até o diagrama total. Em

caso de subdivergências sobrepostas, deve-se usar a fórmula da floresta de Zimmermann

a fim de subtrair essas divergências. Uma vez que o método usual de BPHZ subtrai di-

vergências ultravioletas em momentos externos nulos, surgem divergências infravermelhas

em teorias de campos de massa nula. A generalização desse método para campos de

massa zero foi realizada por Lowenstein [50]. Entretanto, o método se torna muito mais

complicado. Embora esse método seja vantajoso, uma vez que não depende de regula-

dor ultravioleta, sua aplicabilidade em teorias de calibre, principalmente não-abelianas,

é muito complicada. De fato, uma vez que a simetria de calibre nos fornece relações en-

tre diferentes diagramas de Feynman, renormalizar diferentes diagramas de Feynman de

modo a preservar a simetria de calibre pode ser uma tarefa muito dif́ıcil ou até imposśıvel.

Vimos, ao longo desta seção, a forma esquemática do programa de renormalização.

Embora não tenhamos feito aplicação a uma teoria espećıfica, o método aqui apresentado –

embora sem muitos detalhes – é geral; no sentido que pode ser aplicado em todas as teorias

posśıveis, mas cada uma com suas particularidades. Contudo, convém chamar atenção

para dois pontos: regularização dimensional – seguida de uma prescrição de subtração de

divergências – e o esquema de renormalização BPHZL. Mencionamos anteriormente que,

embora muito útil em teorias de calibre, a regularização dimensional pode levar a resulta-

dos amb́ıguos em teorias com férmions quirais, uma vez que estes não são bem definidos
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em dimensões diferentes de quatro. O método de renormalização de BPHZL poderia ser

apropriado neste caso, mas, como é esperado que os férmions interajam com campos de

calibre, a aplicabilidade desse método fica comprometida. É importante comentar que

em teorias supersimétricas não existe um método de regularização conhecido que preserve

todas as simetrias da ação clássica. Aplicar BPHZL aqui seria inconveniente. Aparente-

mente chegamos a um ponto dif́ıcil. Aparentemente, pois na próxima seção estudaremos

uma abordagem de renormalização capaz de tratar os problemas acima mencionados.

Mas, antes de avançarmos, é preciso mencionar como se executa o procedimento

de subtração de divergências de uma forma genérica, independente do uso de reguladores

ou não. As divergências das integrais de Feynman, além da arbitrariedade na integração

nos momentos internos, podem ser entendidas como sendo um resultado de trabalharmos

com objetos definidos como o produto de distribuições. De fato, isto pode ser notado

a partir de (1.8), onde temos o produto vários campos (distribuições). O procedimento

de renormalização pode ser entendido como uma abordagem que trate, de uma forma

sistemática, esses infinitos. Por exemplo, vimos a partir de (1.22) que a função de Green

de dois pontos nada mais é que a inversa da função vértice de dois pontos, esta por sua

vez – na representação de momento –, possui como ráızes a massa no ńıvel árvore mais

correções quânticas. Na teoria de perturbações não-renormalizada se parte de uma ação

não-renormalizada, denotada por

S[φ0] =

∫
d4x

(
1

2
∂µφ0∂

µφ0 −
1

2
m2

0φ
2
0 −

λ0

4!
φ4

0

)
, (1.28)

onde φ0,m0 e λ0, são o campo, a massa e a constante de acoplamento não-renormalizados,

respectivamente. Desde que as correções sobre a função de dois pontos dessa teoria irão

alterar o polo dessa função, com divergências isoladas inclúıdas, precisa-se redefinir o polo

da teoria. A redefinição do polo da teoria acaba levando à seguinte relação

〈0|φ0(k)φ0(−k)|0〉 = Zφ
i

p2 −m2
, (1.29)

onde m é a massa f́ısica. O fator Zφ surge pela redefinição do campo na função de cor-

relação. Sua forma é Zφ = 1 + δφ, onde δφ contém a parte divergente no limite que o

regulador é “desligado”(se usado algum esquema de regularização) e é uma função da cons-

tante de acoplamento; em ordem O(λ2) a 1-laço. Dessa forma o campo não-renormalizado

é mau definido. Em resumo, na teoria de perturbações não-renormalizada, os contrater-

mos para a massa e constante de acoplamento surgem por substitúı-los pelos seus valores

f́ısicos. Por outro lado, na teoria de perturbações renormalizada os contratermos vêm da

ação, ou seja,

Sr[φr] =

∫
d4x

(
1

2
∂µφr∂

µφr −
1

2
m2
rφ

2
r −

λr
4!
φ4
r + δφ

1

2
∂µφr∂

µφr −
1

2
δmφ

2
r −

λr
4!
δλφ

4
r

)
,(1.30)
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onde φr,mr e λr, são o campo, a massa e a constante de acoplamento renormalizados,

respectivamente; e, são finitos. Neste caso, as divergências que surgem dos termos da ação

(1.30) sem os parâmetros-δ’s são canceladas pela escolha sutil desses parâmetros. A rigor,

esses dois métodos são equivalentes, embora para fins práticos o último é mais conveniente.

De fato, existe um mapa entre os dois esquemas, tal que φ0 = Z
1
2
φ φr, Zφm

2
0 = m2 + δm e

Zφλ0 = (1 + δλ)λr. Embora a partir dessas definições a ação (1.30) possa ser escrita como

a ação (1.28), não espera-se confusão entre as duas ações. Ao se partir de uma teoria

descrita por (1.28), nota-se que seus parâmetros são mau definidos devido a infinitos, e o

esquema de subtração de divergências controla as divergências por levar esses parâmetros

mau definidos aos seus valores f́ısicos. Por outro lado, ao se partir de (1.30), nota-se que

os parâmetros são finitos e as divergências que surgem através dos diagramas de Feynman,

constrúıdos com base nesses parâmetros, são canceladas pelos contratermos que contêm

os parâmetros-δ’s.

1.4 Renormalização algébrica: seus fundamentos

Na seção anterior vimos que o tratamento perturbativo das funções vértice requer

um procedimento de renormalização no intuito de cancelar divergências ultravioletas; pre-

cedido por algum esquema de regularização ou não. Este procedimento, contudo, pode

levar à violação das simetrias da teoria clássica. Desde que as simetrias descrevem com-

pletamente uma teoria, é conveniente que elas não sejam violadas quanticamente. Aqui

é importante apontar duas situações distintas acerca da violação das simetrias da teoria

clássica quando a teoria é estendida ao ńıvel quântico: (i) a existência de um tratamento

perturbativo independente do esquema de renormalização; de modo a evitar anomalias

provenientes de patologias do método de regularização; (ii) a ausência de anomalias no

ńıvel quântico, i.e., as simetrias clássicas são estendidas ao ńıvel quântico. E, caso a teoria

quântica apresente anomalias, estas sejam independentes do esquema de renormalização.

Baseado no Prinćıpio de Ação Quântica [51], prinćıpio este estabelecido por di-

versos teoremas gerais de teoria quântica de campos perturbativa, o método de renorma-

lização algébrica [52] permite um estudo rigoroso do regime quântico de diversas teorias

de campos, e de forma independente do esquema de renormalização. A questão prin-

cipal reside na extensão das simetrias clássicas ao ńıvel quântico, baseando-se somente

nas relações algébricas entre funções de Green, descritas pelas identidades de Ward da

teoria. Deste modo, a caracterização de anomalias e contratermos invariantes é posśıvel,

sem a necessidade do cálculo expĺıcito das integrais relacionadas aos diagramas de Feyn-

man. Contudo, para entender os pontos centrais da renormalização algébrica, as noções

de inserções e do Prinćıpio de Ação Quântica (PAQ) são necessárias.
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1.4.1 Operadores compostos

Seja os operadores compostos clássicos Qi(x), definidos genericamente como o pro-

duto de campos presentes na teoria em estudo, podendo ser um vértice de interação usual,

ou de modo geral Q(x) = (φ(x))m. Um procedimento padrão em TQC seria estudar as

correções provenientes da teoria quântica sobre o dado operador. Essas correções podem

ser determinadas através da noção de inserções, i.e., por inserir na função de Green de n

pontos o operador Q(x), de modo que

〈0|TQ(x)φ(x1), . . . , φ(xn)|0〉 = Nd[Q(x)] ·Gn(x1, . . . , xn)

= Qd(x) ·Gn(x1, . . . , xn) , (1.31)

onde o “ponto”simboliza a noção de inserção na função de Green Gn, N está relacionado

ao produto normal devido a Zimmermann [53], algo semelhante a definição de Wick do

produto normal de campos livres, e d é a dimensão do operador composto que entra de

acordo com o critério de renormalizabilidade por contagem de potências. A noção de

inserção pode ser estendida para a abordagem funcional, tal que

Q(x) · Z[J ] =

∫
Dφ Q(x) exp

[
i

~

(
S[φ] +

∫
d4x J(x)φ(x)

)]
. (1.32)

Desde que os operadores compostos Qi(x) (i = 1, 2, . . . , N , indicando um número ar-

bitrário de operadores compostos) não possuem equação clássica de movimento, eles não

apresentam condições de contorno. Assim, não temos uma solução clássica para esses

operadores e não temos um ponto a partir do qual são feitas as perturbações quânticas.

A fim de contornar esses problemas e facilitar a manipulação das funções de Green para

esses operadores, redefinimos a ação clássica S[φ],

S[φ, ρi] = S[φ] +

∫
d4x ρi(x)Qi(x) , (1.33)

onde ρi(x) é uma fonte externa com dimensão (dim ρ = 4− dim Q) em um espaço-tempo

4-dimensional. Podemos, então, definir um novo funcional gerador das funções de Green

com a inserção dos operadores compostos

Z[J, ρ] =
∞∑
n=0

∞∑
m=0

(
i

~

)n
1

n!

(
i

~

)m
1

m!

∫
d4x1 . . . d

4xn

∫
d4y1 . . . d

4ym ×

× 〈0|TQj1 . . . Qjmφ(x1) . . . φ(xn)|0〉ρj1(y1) . . . ρjm(ym)J(x1) . . . J(xn) .(1.34)
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De maneira análoga à Eq. (1.13), pode-se definir o funcional gerador das funções de Green

conexas na presença de operadores compostos

Zc[J, ρ] = −i~ lnZ[J, ρ] , (1.35)

e, consequentemente, o gerador funcional das funções de Green irredut́ıveis a uma part́ıcula

Γ[φc, ρ] = Zc[J [φc], ρ]−
∫
d4x J [φc](x)φc(x) . (1.36)

Note que a transformada de Legendre é realizada somente em relação à fonte original J .

Ainda,

δΓ[φc, ρ]

δρi(x)
= Qi(x) · Γ[φc] , (1.37)

onde Qi(x) ·Γ[φc], na sua mais baixa ordem em ~, corresponde ao operador clássico Qi(x).

1.4.2 Prinćıpio de Ação Quântica

Comentamos, na seção anterior, sobre a importância do PAQ para o estudo do

tratamento perturbativo em TQC com base no conteúdo de simetrias da teoria em questão.

Em teoria clássica de campos as simetrias da teoria clássica estão codificadas nas equações

de movimento dos campos. Na teoria quântica, entretanto, as equações clássicas de campo

já não fazem sentido. A fim de capturar as propriedades de simetria da teoria quântica,

abordaremos na sequência a equação de Dyson-Schwinger, assim como sua relação com a

noção de inserção e com o PAQ.

Seja a ação clássica da forma7 (1.28), para um campo escalar neutro, decomposta

como

S[φ] = S0[φ] + SI [φ] , (1.38)

onde

S0[φ] =

∫
d4x

(
1

2
∂µφ∂

µφ− 1

2
m2φ2

)
,

SI [φ] = −
∫
d4x

λ

4!
φ4 , (1.39)

7 Por hora não nos preocupemos como ela foi chamada anteriormente, mas tratemo-la como uma simples
ação clássica usual, como na chamada.
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são as ações livre e de interação, respectivamente. Por hora, tomemos o funcional gerador

(1.11) para a ação livre S0[φ],

Z0[J ] =

∫
Dφ exp

[
i

~

(
S0[φ] +

∫
d4x J(x)φ(x)

)]
, (1.40)

e realizando uma derivada funcional total em relação ao campo φ,

δ

δφ(x)
Z0[J ] =

∫
Dφ

δ

δφ(x)
exp

[
i

~

(
S0[φ] +

∫
d4x J(x)φ(x)

)]
0 =

∫
Dφ

(
δ

δφ(x)
S0[φ] + J(x)

)
exp

[
i

~

(
S0[φ] +

∫
d4x J(x)φ(x)

)]
,

(1.41)

onde assumimos que Z0[J ] deve ser invariante sob esta derivada funcional. Ainda, con-

siderando que J(x) pode sair da integração funcional (J(x) tem dependência no valor

clássico do campo, i.e., φc(x), que não é o caso), temos∫
Dφ

δS0[φ]

δφ(x)
exp

(
i

~
S0[φ]

)
+ J(x)

∫
Dφ exp

(
i

~
S0[φ, J ]

)
= 0

δS0[φ]

δφ(x)
· Z0[J ] + J(x)Z0[J ] = 0 . (1.42)

O primeiro termo em (1.42) corresponde à forma funcional da inserção do operador com-

posto δS0[φ]/δφ no funcional gerador. A partir de (1.39) e do primeiro termo em (1.42),

temos

−
∫
Dφ(∂2

x +m2)φ(x) exp

(
i

~
S0[φ, J ]

)
+ J(x)

∫
Dφ exp

(
i

~
S0[φ, J ]

)
= 0[

Kx

(
−i~ δ

δJ(x)

)
− J(x)

]
Z0[J ] = 0 , (1.43)

com Kx = ∂2
x + m2, onde usamos a propriedade 〈0|Tφ(x)∂yµφ(y)|0〉 = ∂yµ〈0|Tφ(x)φ(y)|0〉

(ver demonstração no Ap. B) e que o campo pode ser substitúıdo pelas derivadas fun-

cionais atuando do lado de fora da integral funcional. A equação (1.43) é a equação de

Dyson-Schwinger para o campo livre. A solução para essa equação tem a forma

Z0[J ] = exp

[
− i

2~

∫
d4xd4yJ(x)∆F (x− y)J(y)

]
, (1.44)

onde

∆F (x− y) =

∫
d4p

(2π)4

1

p2 −m2 + iε
e−ip(x−y) (1.45)
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é o propragador de Feynman do campo escalar livre, satisfazendo

Kx∆F (x− y) = −δ4(x− y) . (1.46)

Uma vez estabelecida a noção de inserção e a equação de Dyson-Schwinger, vejamos a

extensão para o caso interagente. De fato, semelhante à Eq. (1.42), a inserção para a ação

completa tem a forma

δS[φ]

δφ(x)
· Z[J ] + J(x)Z[J ] = 0 ou∫

Dφ

[
−(∂2

x +m2)− λ

3!
φ3(x) + J(x)

]
exp

(
i

~
S[φ, J ]

)
= 0[

Kx

(
−i~ δ

δJ(x)

)
+ L′I

(
−i~ δ

δJ(x)

)
− J(x)

]
Z[J ] = 0 , (1.47)

onde o “linha”em L′I significa diferenciação com respeito ao argumento. A equação (1.47)

é a equação de Dyson-Schwinger no caso interagente. A solução de (1.47) (cf. Ref. [54],

p. 199) tem a forma

Z[J ] = exp

[
− i
~

∫
d4xLI

(
−i~ δ

δJ(x)

)]
Z0[J ] . (1.48)

Desde que LI leva em conta a constante de acoplamento, a solução (1.48) corresponde à

uma solução perturbativa – em λ (ou ~) – da equação de Dyson-Schwinger. Colocando

(1.47) de uma forma geral(
δS

δφ(x)
|φ=−i~ δ

δJ(x)
+ J(x)

)
Z[J ] = 0 . (1.49)

Diferenciando (1.49) em relação a um número arbitrário de fontes externas, obtém-se

relações entre um número arbitrário de funções de Green. Essas relações são as chamadas

identidades de Ward da teoria. De fato, a relação (1.49) foi obtida assumindo que o

gerador funcional Z[J ] também goza, assim como a ação clássica S[φ], de uma simetria

sob uma variação arbitrária do campo φ. Isso será mais entendido na sequência, quando

tratarmos o PAQ.

Vimos anteriormente que o critério de renormalizabilidade por contagem de potências

impõe restrições sobre as dimensões do espaço-tempo, dos campos e das constantes de

acoplamento de uma teoria. Deste modo, o operador composto δS/δφ também tem sua

dimensão fixada por

dim
δS

δφ
= 4− dim φ . (1.50)

Ademais, vimos que correções quânticas sobre as funções de Green são, na maioria das
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vezes, mau definidas, devido à divergências ultravioletas. Ainda, desde que o operador

composto acima mencionado irá receber correções quânticas, ele também irá apresentar

esse problema. De modo geral, todo o procedimento descrito nesta seção é válido em

teorias locais e renormalizáveis por contagem de potências. Portanto, a noção de inserção

do operador composto clássico, descrito acima, pode ser generalizada para levar em conta

suas correções quânticas, tal que,

∆(x) · Z[J ] + J(x)Z[J ] = 0 , (1.51)

onde o ∆(x) é uma inserção de dimensão

dim ∆ ≤ 4− dim φ , (1.52)

e possui como mais baixa ordem a inserção clássica

∆(x) =
δS

δφ(x)
+O(~) . (1.53)

Através da redefinição do funcional gerador, é simples estender a relação (1.51)

para o gerador das funções de Green conexas

∆(x) · Zc[J ] + J(x)Zc[J ] = 0 , (1.54)

e, por meio de uma transformada de Legendre, para a função vértice

δΓ[φc]

δφc(x)
= ∆(x) · Γ[φc] . (1.55)

Este resultado é o chamado PAQ. Ele estabelece que a extensão quântica de um opera-

dor clássico deve ser local e respeitar o critério de renormalizabilidade por contagem de

potências. Note que a ação de um operador diferencial sobre o funcional gerador Γ resulta

em uma inserção no mesmo funcional. Embora tenhamos chegado a esse resultado sem

assumir que o funcional gerador era o renormalizado, o resultado (1.55) pode ser assu-

mido como sendo o resultado para a teoria renormalizada. Poder-se-ia partir da teoria

definida por uma ação renormalizada, no contexto de algum esquema de renormalização,

por exemplo, o esquema de BPHZ, de modo a subtrair divergências de diagramas com

divergências de cobertura.

O PAQ pode ser estendido para o caso de operadores compostos. De fato, seja

Qi(x) um operador composto clássico acoplado à fonte externa ρi(x), a versão de (1.55)

para este caso é a seguinte

δΓ[φc, ρ]

δρi(x)

δΓ[φc, ρ]

δφc(x)
= ∆i(x) · Γ[φc, ρ] , (1.56)



38

onde

dim ∆i ≤ 4− dim φ+ dim Qi , (1.57)

e, em sua ordem mais baixa,

∆i(x) = Qi(x)
δS

δφ(x)
+O(~) . (1.58)

Vale ressaltar que o PAQ é estabelecido através de diversos teoremas de teoria quântica

de campos perturbativa. A demonstração desses teoremas através do esquema de renor-

malização de BPHZ foi apresentada nas Refs. [55, 56, 57, 58]. A generalização para outros

esquemas de renormalização também foi mostrada [59, 60, 61, 62, 63]. Nesses casos, um

ponto em comum é o formalismo das funções de Green. Ainda, são assumidos critérios

como localidade, renormalizabilidade por contagem de potências e invariância de Lorentz

da teoria – consequentemente, covariância das funções de Green. Além disso, existe uma

formulação do PAQ baseada na chamada formulação algébrica local [64], onde a cons-

tante de acoplamento é tratada como uma função local. Esta formulação do PAQ não

utiliza funções de Green, mas depende de uma estrutura causal bem definida, assim como

invariância de Poincaré. Em suma, é baseada na abordagem causal de Epstein-Glaser.

Isto confirma que os resultados do PAQ são gerais, i.e., independentes do esquema de

renormalização utilizado. Isto torna esse prinćıpio bastante poderoso para estudar as si-

metrias de uma teoria no ńıvel quântico, sem a possibilidade de patologias provenientes

do esquema de renormalização. Além disso, esse prinćıpio é a pedra angular da renor-

malização algébrica. Em resumo, esta abordagem consiste em estudar a extensão das

simetrias da teoria clássica, descritas pelas suas identidades de Ward, ao ńıvel quântico.

Essas extensões, por sua vez, seguem através dos critérios do PAQ. Assim, o estudo de

posśıveis anomalias e estabilidade quântica da teoria – renormalizabilidade – é feito sem

a necessidade de cálculos expĺıcitos das integrais de Feynman. Em outras palavras, a

análise da renormalizabilidade de uma teoria fica baseada nas relações algébricas entre

diferentes funções de Green. Para uma aplicação prática da renormalização algébrica, ver

Refs. [65, 66].

É importante notar que o PAQ é aplicável a uma teoria – como a tratada neste

caṕıtulo – que seja local, renormalizável por contagem de potências e invariante de Lo-

rentz. Precisamente, nesta tese, lidaremos com teorias que violam a simetria de Lorentz.

Note, contudo, que o PAQ não invalida teorias que violam a simetria de Lorentz, mas

que, na verdade, ele não pode ser seguramente aplicado em teorias desse tipo. Veremos

adiante que, através do método das fontes externas de Symanzik, é posśıvel aplicar o

PAQ, dentro do formalismo algébrico, em modelos que violam a simetria de Lorentz e

que sejam renormalizáveis por contagem de potências. Dessa forma, podemos analisar a
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renormalizabilidade desses modelos em todas as ordens em teoria de perturbações. Ainda,

podemos contornar problemas provenientes do esquema de renormalização nesses mode-

los. Mas isso será postergado para os caṕıtulos seguintes, onde analisaremos essa questão

em mais detalhes.

1.4.3 Cohomologia

Um conceito de grande importância dentro da renormalização algébrica – especi-

almente em teorias de calibre, a serem estudadas no tempo oportuno – é o conceito de

cohomologia. Consideremos um operador nilpotente δ, tal que δ2 = 0. Este operador

define um problema de cohomologia. As soluções da cohomologia são do tipo

δΩ = 0 , (1.59)

que não podem ser escritas como

Ω = δΩ̃ . (1.60)

A Eq. (1.59) nos diz que a quantidade Ω é fechada, enquanto que a Eq. (1.60) nos diz

que a quantidade Ω é exata. Assim, quantidades fechadas são definidas a menos de uma

quantidade exata. Isso define uma classe de cohomologia. Deste modo, se tomarmos duas

quantidades fechadas, Ω1 e Ω2, e se elas são definidas a menos de uma quantidade exata,

i.e.,

Ω1 − Ω2 = δΩ̃ , (1.61)

as quantidades Ω1 e Ω2 pertencerão à mesma classe de cohomologia. Resultado, a quanti-

dade Ω pode ser escrita como a soma de uma quantidade não-trivial (fechada) mais uma

quantidade trivial (exata). Portanto,

Ω = Ωnt + δΩ̃ . (1.62)

Desde que o operador δ é nilpotente, Ω é fechada para qualquer Ω̃, ou seja, a quantidade

Ω̃ é amb́ıgua.

Teorema. Sejam as quantidades ui e vi (um par de campos, fontes, ou parâmetros

escalares), definidas como

δui = vi , δvi = 0 , (1.63)

i.e., um dubleto. O par (ui, vi) nunca pertencerá à parte não-trivial da cohomologia.
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2 MODELO PADRÃO ESTENDIDO

Neste caṕıtulo abordaremos os aspectos gerais do Modelo Padrão Estendido (MPE),

apontando suas subdivisões em MPE não-mı́nimo e mı́nimo. Mostraremos como o MP

da F́ısica de part́ıculas e a Relatividade Geral são estendidos de modo a incorporar a

violação das simetrias de Lorentz e de CPT no cenário do MPE. Além disso, descrevere-

mos como essas violações podem se manifestar. Contudo, devido ao vasto conteúdo desse

assunto nos limitaremos ao setor mı́nimo do MPE. Nossa principal atenção neste setor

será descrever os avanços e estudos a cerca da consistência quântica do MPE, i.e., como

se situa o MPE dentro dos aspectos fundamentais das TQC’s, tais como: estabilidade,

causalidade, unitariedade e renormalizabilidade. Mostraremos que modelos para os quais

as simetrias de Lorentz e de CPT são violadas, sob determinadas condições, também

apresentam consistência sob os aspectos acima mencionados.

2.1 O MPE e a violação da simetria de Lorentz

O MPE é um modelo efetivo que descreve a violação das simetrias de Lorentz e

de CPT [31, 67, 68, 69]. Ele é constrúıdo de forma a conter o MP da F́ısica de part́ıculas

e a Relatividade Geral, acrescidos de termos que violam a simetria de Lorentz (infinitos,

em prinćıpio) constrúıdos a partir dos campos fundamentais dessas teorias; onde campos

de fundo são acoplados a operadores compostos desses campos fundamentais. A violação

de Lorentz dentro do MPE pode ser proveniente de teorias mais fundamentais tais como:

teoria de cordas [32, 70, 71, 72, 73], teoria de campos não-comutativa [74, 75, 76, 77,

78], Loop Quantum Gravity [79], teorias de campos supersimétricas [80, 81, 82], cenários

de brana-mundo [83] e multiversos [84]. Dessa forma, uma das principais motivações

de se estudar a violação da simetria de Lorentz é descrever efeitos de baixas energias

provenientes de modelos de gravidade quântica. De fato, acessar uma f́ısica na escala de

energia de Planck, MP v 1019 GeV, é algo imposśıvel de se imaginar até em um futuro

distante: uma defasagem de 15 ordens de magnitude da nossa escala de experimentos

atual. Assim sendo, procura-se observar pequenos desvios do MP e da Relatividade Geral

através da magnitude dos campos de fundo acoplados aos campos fundamentais dessas

teorias. Desde que aqueles campos são Planck suprimidos, e até agora não se observou a

violação da simetria de Lorentz na Natureza, a ordem de magnitude dos campos de fundo

é esperada ser pequena.

Falamos em caṕıtulos anteriores sobre a importância da simetria de Lorentz para

a F́ısica de part́ıculas. Em vista disso, são necessários alguns esclarecimentos sobre o

significado da violação da simetria de Lorentz no contexto do MPE. Uma vez que esse
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Figura 3 - Transformação de Lorentz de Observador.

modelo incorpora campos de fundo, teremos, neste caso, duas distintas transformações

de Lorentz: a transformação de Lorentz de observador e a transformação de Lorentz de

part́ıcula.

2.1.1 Transformação de Lorentz de observador

Para facilitar o entendimento, primeiro consideremos somente rotações em um

sistema de referência bidimensional. Por exemplo, seja um ponto P em um sistema de

referência S, cujas coordenadas neste referencial são descritas pelo par ordenado (x, y).

Podemos associar esse ponto P a outro referencial S ′, por uma simples rotação anti-

horária de ângulo θ do referencial S, tal que as coordenadas desse ponto no novo sistema

de referência sejam (
x′

y′

)
=

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)(
x

y

)
. (2.1)

Note que, nesse caso, independentemente se há um vetor de fundo, um observador no

referencial S ′ verá um vetor de fundo girado de um ângulo −θ. Neste caso os referenciais

S e S ′ não têm nenhum significado f́ısico. Assim, a f́ısica é independente de sistemas de

coordenadas. Isto pode ser visualizado através da Fig. 3, onde o que é f́ısico é sistema

elétron - campo elétrico.

O exemplo acima pode ser generalizado facilmente para o caso de um campo de

fundo sobre um espaço de Minkowski. De uma forma manifesta covariante de Lorentz, e a

fim de incluir boosts, suponhamos que tenhamos um campo clássico genérico Φµ(x) e um

campo de fundo Qµ(x)8. Sob transformações de Lorentz de observador, i.e., mudança de

referenciais, esses campos se comportam como Φ′µ(x′) = Λµ
νΦ

ν(x) e Q′µ(x′) = Λµ
νQ

ν(x).

Deste modo, um acoplamento do tipo Φµ(x)Qµ(x), será um genúıno escalar de Lorentz,

8 Entende-se aqui que o argumento “x”não indica dependência em cada ponto do espaço-tempo, mas
caracteriza o sistema de coordenadas em que ele é estudado.
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Figura 4 - Transformação de Lorentz de Part́ıcula.

ou seja, os ı́ndices estão contráıdos.

2.1.2 Transformação de Lorentz de part́ıcula

Nesta situação, por exemplo, ao invés de girar o referencial S, giramos o ponto P

de uma rotação horária de ângulo θ, e deixamos S fixo, tal que as coordenadas no novo

referencial P ′ sejam (
x′

y′

)
=

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(
x

y

)
. (2.2)

Nesta situação, se o ponto P descreve as coordenadas de um campo fundamental, tal

operação significa uma rotação no referencial do campo. Contudo, se há um vetor de

fundo ele não percebe essa rotação, pois ele permanece fixo em S. Nessa situação, como o

sistema de coordenadas permanece fixo, podemos dizer que o verdadeiro referencial não é

o sistema de coordenadas, mas sim o próprio elétron. Assim, se dissermos que S se refere

ao elétron, a mudança para um referencial S ′ muda drasticamente a f́ısica, ao contrário

da situação anterior (ver Fig. 4).

No espaço de Minkowski, sob transformação de Lorentz de part́ıcula, o sistema de

referência permanece fixo, mas os campos transformam-se como Φ′µ(x′) = Λµ
νΦ

ν(x) e

Q′µ(x′) = Qµ(x)9. Agora, um acoplamento do tipo Φµ(x)Qµ(x) não mais será um genúıno

escalar de Lorentz, i.e., temos violação da simetria de Lorentz.

Essas duas situações são bem conhecidas. Por exemplo – como esquematizado nas

Figs. 3 e 4 –, o caso de um elétron executando um movimento baĺıstico imerso em um

campo elétrico de um capacitor. Neste caso, o campo elétrico faz o papel de campo de

fundo e um boost no referencial do elétron viola a simetria de Lorentz. De fato, nessa

9 Embora seja incomum a transformação Q′µ(x′) = Qµ(x) para um campo tensorial – tal transformação
é comum à escalares – tal transformação indica que campos de fundo transformam-se como escalares
sob o ponto de vista das transformações de Lorentz de part́ıcula.
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situação não há uma equivalência entre realizar um boost no referencial de um observador

e realizar um boost no elétron. A consequência disso será a diferença de alcance do elétron

nas duas situações [85]. Outro interessante exemplo é o caso de uma part́ıcula em um

potencial gravitacional linear, onde, aqui, o campo gravitacional é quem desempenha o

papel de campo de fundo [86].

É importante notar que essa violação não é uma falha nos fundamentos da rela-

tividade restrita, mas sim, uma falha sobre qual é a verdadeira rotação (ou boost) a ser

aplicada, por exemplo, no sistema elétron-campo elétrico (capacitor). Neste caso, todo o

sistema (experimento) – elétron-capacitor – deveria ser girado (ou sofrer um boost).

Em conclusão, desde que não há mais simetria de rotação em modelos com campos

de fundo, a conservação de momento angular será violada. Isso não significa que não é

posśıvel a definição de spin para os campos fundamentais. De fato, os campos fundamen-

tais ainda possuem representações irredut́ıveis sob o ponto de vista do grupo de Lorentz,

i.e., eles ainda sofrem as mesmas transformações de Lorentz sob a ação de elementos do

grupo de Lorentz, com geradores variando de representação para representação. O se-

tor de translações do grupo de Poincaré, contudo, não é afetado. Deste modo, o tensor

energia-momento ainda é conservado.

2.1.3 Violação da simetria de Lorentz

Uma vez entendido o significado da violação da simetria de Lorentz, resta-nos

saber de onde ela pode vir. Existem duas maneiras da violação da simetria de Lorentz se

manifestar: através de uma quebra espontânea ou quebra expĺıcita.

A quebra espontânea da simetria de Lorentz, como já comentamos, ocorre quando

um campo tensorial adquire um valor esperado no vácuo não-trivial. Assim, uma vez que

um campo tensorial condensa, ela irá adquirir um valor constante e selecionar uma direção

privilegiada, permeando todo o espaço, implicando na violação da simetria de rotações e

boosts. No caso de quebra espontânea, os modos de Nambu-Goldstone ou o mecanismo

de Higgs podem trazer consequências extras a serem consideradas.

A quebra expĺıcita da violação da simetria de Lorentz ocorre quando campos ten-

soriais de fundo são acoplados aos campos usuais do MP, mas não é levado em conta o

surgimento de posśıveis modos de Nambu-Goldstone: que são flutuações em torno do es-

tado de vácuo (campos de fundo). Embora não esteja associado explicitamente a campos

de fundo provenientes de uma quebra espontânea de simetria, esses acoplamentos não são

sem sentido. De fato, é razoável pensar que se existe campos de fundo, é esperado que eles

pudessem interagir com os demais campos do MP. Isso facilita o estudo fenomenológico

e experimental, uma vez que através desses termos podemos indicar quais acoplamentos

serão relevantes e onde os esforços devem ser direcionados.
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Embora a violação expĺıcita da simetria de Lorentz seja, teoricamente, consistente

dentro do setor da F́ısica de part́ıculas, ela não é consistente no caso da gravitação [69].

Considerando o caso de uma teoria de gravidade do tipo Riemann-Cartan [11] com vi-

olação expĺıcita da simetria de Lorentz, nota-se que as identidades de Bianchi são incom-

pat́ıveis com a conservação covariante de energia e momento e as equações de movimento

para a métrica. Este problema é contornado através da quebra espontânea de simetria;

onde os coeficientes de violação de Lorentz surgem como soluções para as equações de

movimento de campos fundamentais extras.

É sabido, contudo, que a quebra espontânea de simetria apresenta dois distintos

cenários: quebra global e quebra local de simetria. Na gravitação isso é mais sutil,

pois o campo que descreve a interação gravitacional é a métrica do espaço-tempo em

questão, a qual é uma quantidade geométrica dependente em cada ponto do espaço-tempo.

Diferentemente das teorias de Yang-Mills [87] onde o grupo de calibre é interno – onde

se pode definir a conexão afim (ou campo de calibre) – o grupo de calibre da gravitação

(considerado como uma variedade), que seria o grupo interno (também com transporte

paralelo definido por uma conexão afim Γλµν(x)) está diretamente relacionado à variedade

base M . Contudo, sabe-se – do prinćıpio de equivalência – que a variedade da relatividade

geral localmente é Minkowski. Assim, há uma simetria de Lorentz local. Deste modo,

pode-se associar localmente cada ponto da variedade base a um ponto no espaço tangente

– que é Minkowski – através da vierbein e a
µ . Ainda, a cada ponto do espaço-tempo pode-

se associar uma fibra, e a conexão de spin ωabµ pertencente a representação ajunta do

grupo de Lorentz local define o transporte paralelo ao longo da fibra. Com a definição de

vierbein e conexão de spin – o chamado formalismo de primeira ordem – se pode acoplar

spin à gravitação.

É importante ressaltar que a quebra da simetria de Lorentz local implica na que-

bra de difeomorfismos e vice-versa. Em vista disso, a contagem dos modos de Nambu-

Goldstone e a possibilidade do mecanismo de Higgs são propriedades sutis. De fato, a

contagem dos modos de Nambu-Goldstone – como explicado na introdução – não se man-

tem no caso da quebra espontânea de simetria do espaço-tempo, e depende da geometria

deste. Por exemplo, no espaço-tempo de Minkowski ou de Riemann os modos de Nambu-

Goldstone aparecem como modos de massa nula ou modos auxiliares na vierbein. Não

é dif́ıcil perceber que, embora não muito claro nesta rápida exposição, num espaço rie-

manniano os acoplamentos que poderiam fornecer massa para a métrica são acoplamentos

derivativos nesta. Refletindo somente uma modificação da propagação da gravidade. Por

outro lado, no espaço-tempo de Riemann-Cartan existe a possibilidade do mecanismo de

Higgs; aonde a massa para a conexão de spin vem do termo cinético do campo que adquire

valor esperado no vácuo não-trivial. Esta situação é favorecida se a conexão for propa-

gante; que exige torção dinâmica. Convém ressaltar que os termos cinéticos associados à

conexão de spin, que podem tornar isso posśıvel, são sutis.
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Em resumo, o estudo da quebra espontânea da simetria de Lorentz depende de

vários fatores: tipos de campos que assumem valores esperados no vácuo não-triviais, ca-

racteŕısticas do potencial de Higgs, geometria do espaço-tempo etc. Nestes casos, embora

a quebra de difeomorfismo implique necessariamente na quebra da simetria de Lorentz

local, há diferenças entre os modos de Nambu-Goldstone relacionados à quebra de difeo-

morfismo e à quebra da simetria de Lorentz. Isto fica claro quando se estuda espećıficos

modelos gravitacionais com quebra espontânea da simetria de Lorentz. Por exemplo,

nos Bumblebee models [88, 89], que são modelos gravitacionais com campo vetorial, os

modos de Nambu-Goldstone relacionados à quebra da simetria de Lorentz local são asso-

ciados a fótons no calibre axial em um campo gravitacional, enquanto que os modos de

Nambu-Goldstone relacionados à quebra de difeomorfismo são associados apenas a modos

auxiliares. Além disso, nos chamados Cardinal models [90, 91], os modos de Nambu-

Goldstone são relacionados a grávitons de massa nula. Aqui o campo que condensa é

um campo tensorial de ordem dois sobre um espaço de Minkowski. Nota-se, portanto,

que a quebra espontânea da simetria de Lorentz abre espaço para importantes questões

fenomenológicas: novos tipos de interação.

Convém ressaltar que, além de toda a visão geral do ponto de vista teórico do

MPE descrevida acima, embora não completa, como será notado adiante, o MPE tem

sido estudado extensivamente no âmbito fenomenológico e experimental. Podemos di-

zer que esses estudos estão situados em duas escalas de energias: altas energias e “bai-

xas energias”. Altas energias poderia ser entendido como os fenômenos relacionados a

processos astrof́ısicos com energias bem acima da escala do LHC10. Por exemplo, raios

cósmicos ultraenergéticos poderiam induzir modificações nas usuais relações de dispersões

relativ́ısticas [92]; dependentes da energia e momento das part́ıculas. Por baixas ener-

gias, referimo-nos aos processos terrestres oriundos de fenômenos atômicos ou na escala

de energia do LHC. Estes processos, por sua vez, podem ser vantajosos em relação aos

processos astrof́ısicos, devido à acurácia obtida nos experimentos. Devido à extensa lite-

ratura sobre aspectos fenomenológicos e experimentais do MPE, o leitor fica remetido a

consultar as Refs. [93, 94] e referências áı contidas.

Vale ressaltar que existem várias abordagens que tratam a violação da simetria de

Lorentz. Para uma visão geral sobre as diferentes abordagens da violação de Lorentz, do

ponto de vista teórico, experimental e fenomenológico, ver Refs. [95, 96, 97].

Em resumo, o MPE é caracterizado pelos seguintes requerimentos:

• Independência de coordenadas;

• Contém toda a f́ısica conhecida;

10 N.T.: Sigla do inglês Large Hadron Collider.
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• Presença de campos de fundo.

2.2 O MPE mı́nimo

Sendo o MPE um modelo efetivo que tem como objetivo uma ampla pesquisa

de todas as posśıveis violações de Lorentz a baixas energias, esse modelo leva em conta

infinitos acoplamentos. A fim de sermos mais restritivos, concentraremo-nos no MPE

mı́nimo. Este modelo é constrúıdo de modo a restringir infinitos acoplamentos e satisfaz

os seguintes requerimentos:

• Respeita a simetria de calibre usual SU(3)c × SU(2)L × U(1)Y do MP;

• Possui os mesmos campos do MP; incluindo Higgs e quebra espontânea de simetria

do setor SU(2)L × U(1)Y ;

• Respeita a simetria do setor de translações do grupo de Poincaré;

• Os campos de fundo são acoplados a operadores compostos com dimensão limitada

por quatro, i.e., renormalizável por contagem de potências;

• O setor mı́nimo gravitacional, embora não-renormalizável, é constitúıdo de acopla-

mentos que levam em conta as mais baixas ordens no tensor de Weyl, no tensor de

Ricci e no escalar de curvatura. Este setor, contudo, não será estudado nesta tese.

É sabido que o MP da F́ısica de part́ıculas respeita os seguintes atributos: esta-

bilidade, causalidade, unitariedade e renormalizabilidade. Assim, seria conveniente que

qualquer extensão desse modelo ainda os preservasse. O MPE mı́nimo tem sido extensi-

vamente estudado no que diz respeito a esses aspectos.

2.2.1 Estabilidade, causalidade e unitariedade

A estabilidade quântica está relacionada à propriedade do hamiltoniano da teo-

ria ser limitado inferiormente. Em TQC isso significa que os autoestados no espaço de

Fock devem possuir autovalores de energia positivos. Dessa forma, é necessário que a

0-componente do 4-momento seja positiva, p0 > 0.

Intuitivamente, causalidade refere-se ao fato de que o efeito não pode preceder a

causa ou que não existe propagação instantânea de informação; como bem estabelecido

pelos postulados da Relatividade Restrita. Em TQC a causalidade pode ser vista através

da análise da microcausalidade; campos de spin inteiro comutam (ou anticomutam, no
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caso de campos de spin semi-inteiro) para um intervalo tipo espaço,

[φ(t,x), φ(t,y)] = 0 , (x− y)2 < 0 . (2.3)

Esta equação diz que a medida de um observável no ponto x não pode ser afetada pela

medida de um observável no ponto y, no mesmo instante de tempo. Isto nada mais é que

afirmar que nenhuma informação pode se propagar mais rápido que a velocidade da luz.

Unitariedade implica na ausência de estados de norma negativa na teoria. A

condição de unitariedade foi discutida na Sec. 1.1.

Existe uma ideia bastante comum de que violar a simetria de Lorentz é equiva-

lente a violar causalidade. Não necessariamente isso é verdade. Convém estar atento que,

mesmo que uma teoria viole a simetria de Lorentz, mas preserve causalidade e unitarie-

dade, ela ainda é uma teoria bem-vinda; o oposto não é verdade. A violação de Lorentz

descrita nesta tese não invalida os postulados da Relatividade Restrita. Contudo, uma

vez que campos de fundo acoplam-se aos campos usuais do MP, as relações de dispersão

serão alteradas, mudando a estrutura de cone de luz em relação à teoria usual. A fim

de estudar a consistência quântica do MPE, muitos estudos têm sido feitos, por exemplo,

na EDQ com violação da simetria de Lorentz e de CPT: estudos acerca da estabilidade e

causalidade do setor de férmions livre desse modelo [98] apontam que esse setor é causal

e unitário à baixas energias comparadas à escala de energia de Planck. No entanto, o fato

dos coeficientes de violação de Lorentz serem Planck-suprimidos leva à violação da estabi-

lidade ou causalidade em escalas de energias próximas à escala de Planck. Este problema

pode ser contornado através da quebra espontânea de simetria em cenários espećıficos.

Estudos mostram que o setor bosônico de CPT-́ımpar da eletrodinâmica [99] respeita es-

tabilidade, causalidade e unitariedade [100, 101]. Além disso, esse setor quando analisado

na presença do mecanismo de Higgs, também respeita causalidade e unitariedade para um

vetor de fundo tipo espaço [102]. No setor bosônico de CPT-par [103], embora um pouco

mais complicado devido a dificuldade de inverter o operador de onda de uma forma cova-

riante manifesta de Lorentz, grande progresso tem sido feito acerca da consistência desses

modelos. De fato, o setor não-birrefringente de paridade ı́mpar leva a uma eletrodinâmica

estável, unitária e não-causal, enquanto que o setor de paridade par é estável, causal e

unitário, para certos limites do tensor de fundo isotrópico [104]. Neste caso o propagador é

obtido de uma maneira não-covariante manifesta de Lorentz (no sentido do referencial de

observador). Quando o propagador de Feynman do setor não-birrefringente de paridade

par anisotrópico é calculado de uma maneira tensorial fechada, resultados apontam que

este setor é estável, unitário e não-causal [105]. O setor não-birrefringente de paridade

ı́mpar também já foi analisado. Neste caso os critérios de unitariedade e microcausalidade

são satisfeitos [106]. Ainda, existe a possibilidade de geração de massa para o campo do

fóton a partir de tensores de CPT-par, e o estudo da consistência quântica desse modelo
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também foi analisada [107, 108].

O setor de Yang-Mills com violação de Lorentz, contudo, não tem sido estudado

como a EDQ estendida. No entanto, o setor de CPT-́ımpar da teoria de Yang-Mills para o

grupo de simetria SO(3) foi estudado no contexto do mecanismo de Higgs e unitariedade

e causalidade são esperadas serem mantidas para um vetor de fundo tipo espaço [109].

2.2.2 Renormalizabilidade

Vimos acima que o setor mı́nimo do MPE é constrúıdo de forma a ser renorma-

lizável por contagem de potências. No entanto, esse não é um critério suficiente para a

renormalizabilidade de uma teoria. Contudo, cálculos expĺıcitos a 1-laço mostram que a

EDQ com violação de Lorentz é renormalizável nessa ordem [110]. Além disso, o estudo

do running dos coeficientes de violação de Lorentz é realizado. Verifica-se que os coefi-

cientes de violação de Lorentz de CPT-par e CPT-́ımpar têm o mesmo comportamento

da função beta da constante de acoplamento eletromagnético. Uma extensão da prova

da renormalizabilidade desse modelo em todas as ordens em teoria de perturbações foi

proposta em [111], através do método de renormalização algébrica. O estudo da renorma-

lizabilidade da EDQ com violação de Lorentz em espaços curvos também já foi verificada

[112]. Aqui os autores tratam os campos de fundo como campos externos clássicos, ao

invés de constantes.

Vale ressaltar que existem outras classes de teorias que violam a simetria de Lorentz

que também respeitam unitariedade e renormalizabilidade [113]. Neste caso, a violação de

Lorentz manifesta-se devido à altas derivas no espaço, enquanto que as derivadas tempo-

rais permanecem na mesma ordem dos modelos fermiônico e bosônico usuais. Basicamente

essa é uma teoria que viola a simetria de Lorentz à energias próximas à escala de Planck.

A renormalizabilidade é garantida por mudar o critério de contagem de potências por

introduzir o conceito de “weighted power-counting”[114]. O ponto principal é introduzir

um regulador de modo a tratar essa discrepância entre derivadas temporais e espaciais.

Em prinćıpio, vértices que não são renormalizáveis pela contagem de potências usual são

postos de forma renormalizáveis [115]. Por exemplo, a EDQ que viola a simetria de Lo-

rentz a altas energias é super-renormalizável e seu limite a baixas energias coincide com

a EDQ usual através de um limite apropriado de certos parâmetros escalares [116].

A renormalizabilidade da teoria de Yang-Mills pura com violação da simetria de

Lorentz foi verificada a 1-laço [117]. Interessante nesse caso é o comportamento da função

beta dos coeficientes de violação de Lorentz: o coeficiente de CPT-́ımpar, nesse caso,

tem o mesmo comportamento da constante de acoplamento de Yang-Mills, i.e., ele é

assintoticamente livre – comportamento oposto à sua versão abeliana; a função beta do

coeficiente de CPT-par, contudo, não exibe esse comportamento. Seu comportamento é
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análogo ao caso abeliano. O Modelo Eletrofraco e a CDQ com violação da simetria de

Lorentz também são renormalizáveis a 1-laço [118, 119].

Um ponto que gerou grandes debates foi a geração radiativa do termo tipo Chern-

Simons na EDQ com violação da simetria de Lorentz (a controversia da geração de Chern-

Simons) [31, 120, 121, 122, 123, 124, 125, 126, 127, 128, 129, 130, 131, 132, 133, 134,

135, 136, 137]. Contudo, no âmbito de correções radiativas, consideramos o resultado

mais drástico a geração radiativa de massa para o campo do fóton, levando à quebra da

invariância de calibre [138, 139]. Voltaremos a tratar desses assuntos com mais detalhes

no tempo oportuno. Importante mencionar que a geração radiativa do termo tipo Chern-

Simons não-abeliano também foi obtida no setor de Yang-Mills acoplado à matéria [140].

Além dos aspectos listados acima, estudos têm sido dedicados ao setor não-mı́nimo

da EDQ extendida [141, 142, 143, 144, 145, 146], temperatura finita [147, 148, 149] e

correções radiativas [150, 151, 152, 153].
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3 EDQ COM VIOLAÇÃO DA SIMETRIA DE LORENTZ

Neste caṕıtulo apresentaremos a eletrodinâmica com violação da simetria de Lo-

rentz no cenário do MPE mı́nimo, onde estenderemos a bem conhecida eletrodinâmica

para um modelo que incorpore a violação da simetria de Lorentz, a chamada EDQ es-

tendida. Além de definir a teoria clássica, analisaremos também a renormalização desse

modelo a 1-laço através do cálculo dos diagramas de Feynman nesse novo cenário. Embora

a renormalizabilidade dessa teoria já tenha sido analisada (ver Ref. [110]), os cálculos aqui

realizados incluem mais um termo de violação de CPT-́ımpar não inclúıdo em cálculos

anteriores, e os resultados que serão apresentados neste caṕıtulo serão importantes em

caṕıtulos seguintes – a t́ıtulo de comparação –, onde analisaremos a renormalizabilidade

da EDQ estendida em todas as ordens em teoria de perturbações.

3.1 Eletrodinâmica com violação da simetria de Lorentz

A eletrodinâmica é uma teoria de calibre baseada no grupo de calibre U(1). Dessa

forma, as interações entre o campo de calibre e os férmions de Dirac são limitadas a

respeitarem essa simetria de calibre. Como já extensivamente comentado nesta tese,

um dos requerimentos do MPE mı́nimo é que o setor de violação de Lorentz deve ser

incorporado à teoria usual sem modificar o conteúdo desta e sem introduzir novos campos

além dos campos de fundo acoplados a operadores compostos, constrúıdos a partir dos

campos usuais do MP. Com esses requerimentos, temos a seguinte ação que incorpora a

violação da simetria de Lorentz

SEDQes = SEDQ + SV L , (3.1)

onde

SEDQ =

∫
d4x

[
−1

4
F µνFµν + ψ(iγµDµ −m)ψ

]
(3.2)

é a ação clássica da EDQ. A derivada covariante é definida como Dµ ≡ ∂µ+ ieAµ, o tensor

intensidade de campo é escrito como Fµν ≡ ∂µAν − ∂νAµ, onde Aµ é o campo de calibre,

ψ é o campo de Dirac e seu adjunto de Dirac é denotado por ψ = ψ†γ0. O parâmetro m

é a massa do elétron e e é a constante de acoplamento eletromagnético. As matrizes γµ

estão na representação de Dirac. O segundo termo no lado direito de (3.1) corresponde
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ao setor de violação de Lorentz, e tem a forma

SV L =

∫
d4x

(
εµναβv

µAν∂αAβ − 1

4
καβµνF

αβF µν + ψiΓµDµψ − ψMψ

)
, (3.3)

onde

Γµ ≡ cνµγν + dνµγ5γν + eµ + ifµγ5 +
1

2
gαβµσαβ ,

M ≡ im5γ5 + aµγµ + bµγ5γµ +
1

2
hµνσµν . (3.4)

A violação da simetria de Lorentz no setor fermiônico é caracterizada pelos campos tenso-

riais constantes: cνµ, dνµ, eµ, fµ, gαβµ, m5, aµ, bµ e hµν . Os campos tensoriais cνµ, dνµ, eµ,

fµ and gαβµ são adimensionais e m5, aµ, bµ e hµν têm dimensão de massa 1. O campo ten-

sorial hµν é antissimétrico e gαβµ é antissimétrico somente nos seus dois primeiros ı́ndices.

Os tensores cνµ e dνµ são assumidos serem de traço nulo. No setor bosônico, a violação de

Lorentz é caracterizada pelo campo vµ, com dimensão de massa 1 (este termo faz parte da

ação de Carroll-Field-Jackiw ou termo tipo Chern-Simons) e καβµν , que é adimensional.

Este tensor obedece as mesmas propriedades do tensor de Riemann e possui traço nulo

καβµν = κµναβ = −κβαµν ,

καβµν + καµνβ + κανβµ = 0 ,

κµνµν = 0 . (3.5)

O requerimento de que a lagrangiana da EDQ estendida seja hermitiana implica que todos

os campos de fundo sejam reais11.

O fato dos tensores acima definidos serem constantes implica que a invariância de

Lorentz da ação (3.1) é preservada somente sob transformações de Lorentz de observador,

enquanto que, do contrário, não é invariante sob transformações de Lorentz de part́ıcula.

A constância desses tensores também implica que eles não sofrem transformações discretas,

uma vez que eles estão “congelados”. Assim, acoplamentos que levam em conta tensores

de fundo com um número par de ı́ndices preservam CPT12, enquanto que acoplamentos

com tensores de fundo com um número ı́mpar de ı́ndices não preservam CPT. Embora

o modelo descrito pela ação (3.1) viole simetrias discretas, estas ainda desempenham

um importante papel aqui. De fato, veremos adiante que as correções quânticas sobre a

11 Neste caso os termos de derivadas devem ser definidos como, e.g., na lagrangiana de Dirac, iψγµ∂µψ →
1
2 iψγ

µ∂µψ− 1
2 i∂µψγ

µψ. Idem para o setor de violação de Lorentz. Por essa razão alguns acoplamentos
aparecem com um fator i adicional.

12 Para as caracteŕısticas CPT expĺıcitas dos campos ver Tabela 6 no Ap. C (ver Cap. 4 para uma
correspondência fontes-campos de fundo).
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ação clássica (3.1) são limitadas pelas propriedades dos tensores de fundo. Isso significa

que, por exemplo, combinações entre tensores de fundo e (ou) parâmetros de massa que

levam a um pseudovetor são evitadas a acoplarem-se a um operador composto vetorial.

Isso é razoável assumir, do contrário não haveria distinção entre os vetores de fundo

que acoplam-se aos bilineares de Dirac vetorial e pseudovetorial, por exemplo. Veremos

adiante que essa propriedade é confirmada em cálculos a 1-laço.

Não é dif́ıcil ver que se definirmos as seguintes transformações de calibre infinite-

simais

δAµ = ∂µω ,

δψ = −ieωψ ,

δψ = ieωψ , (3.6)

onde ω é um parâmetro local infinitesimal, a ação (3.1) é invariante de calibre. Note,

contudo, que o termo tipo Cherm-Simons só é invariante de calibre se considerarmos

que os termos de superf́ıcie podem ser seguramente desprezados e considerarmos o fato

que ∂[νvµ] = 0. Dizemos, então, que a simetria de calibre é preservada de forma fraca,

ou na camada de massa. Embora não seja utilizada nenhuma equação de movimento

para garantir a invariância de calibre da ação (3.1), o caráter da invariância de calibre

na camada de massa reside no fato de ser utilizada a condição f́ısica da nulidade do

4-rotacional do campo de fundo13 vµ.

3.2 Renormalização a 1-laço

Nesta seção iremos mostrar que o modelo descrito pela ação (3.1) é renormalizável

a 1-laço em teoria de perturbações. Comentamos na Sec. 1.3 que uma teoria é renorma-

lizável se as divergências que surgem nos diagramas irredut́ıveis a uma part́ıcula podem

ser absorvidas pela redefinição dos campos, parâmetros e constantes de acoplamento.

Contudo, os diagramas irredut́ıveis a uma part́ıcula dependem da dinâmica da teoria em

questão; o que influenciará na forma da integral (1.25). Entretanto, a forma da expressão

do grau superficial de divergências (1.26) é geral, mas depende dos tipos de acoplamentos

da teoria. No nosso caso, uma vez que a eletrodinâmica usual foi modificada, existem duas

formas de proceder a fim de construir os diagramas de Feynman da teoria e calcular suas

13 Neste caso, embora tal campo selecione uma direção privilegiada, ele não necessariamente será inde-
pendente da posição do espaço-tempo, ou seja, constante. Contudo, isso implicaria na violação da
conservação do tensor-energia momento. Assim, a fim de que o tensor energia-momento seja conser-
vado, tal campo deve ser constante, i.e., ∂νvµ = 0.
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respectivas integrais: uma forma é o chamado método não-perturbativo. Este método

consiste em calcular o propagador modificado dos campos do fóton e do férmion. De

fato, uma vez que os campos de fundo aparecem acoplados a termos bilineares nos cam-

pos do fóton e do férmion, nada mais natural pensar que esses termos implicariam numa

modificação dos propagadores desses campos, e, assim, proceder-se-ia com o tratamento

perturbativo como na EDQ usual, onde o parâmetro de perturbação seria a constante

de acoplamento eletromagnético, perturbando-se em torno dos propagadores modifica-

dos. Existem, contudo, objeções nesse procedimento: O operador de onda do campo

do fóton modificado não é invert́ıvel. Na verdade, só o termo usual do campo do fóton

acrescido do termo tipo Chern-Simons é invert́ıvel (caso seja fixado o calibre), enquanto

que o termo de CPT-par não é invert́ıvel. Caso similar acontece no setor fermiônico: o

termo M junto com o operador de onda usal do campo do férmion é invert́ıvel. O outro

termo que contem a matriz Γ acopla-se a um termo tipo vértice. Deste modo, mesmo

que a parte cinética desse termo fosse invert́ıvel, não conseguiŕıamos isolar todo o setor

de violação de Lorentz somente em termos cinéticos; ainda restaria uma contribuição de

um termo de interação, estragando nosso objetivo de trabalhar com um único vértice de

interação; o vértice da EDQ usual – caracterizando a ordem em teoria de perturbações.

Outra dificuldade em se trabalhar com a abordagem não-perturbativa é o fato de os pro-

pagadores não-perturbativos dos campos de calibre e do férmion não terem causalidade e

analiticidade bem definidas.

Outra forma de construir os diagramas de Feynman nesse modelo é através do cha-

mado método perturbativo. Este método consiste em introduzir os coeficientes de violação

de Lorentz como inserções nos diagramas de Feynman com divergências superficiais da

EDQ usual. Isso é semelhante ao estudo das correções quânticas sobre operadores com-

postos, i.e., inserindo-os nas funções de Green. As funções de Green mais fundamentais

a ńıvel árvore são descritas na sequência. Primeiramente segue o propagador do elétron

=
i(γµpµ+m)

p2−m2+iε
(3.7)

onde pµ é o momento do elétron. O propagador do fóton no calibre de Feynman é

µ ν= − iηµν
k2+iε (3.8)

onde kµ é o momento do fóton. O vértice elétron-fóton é dado por

= −ieγµ

(3.9)
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Ademais, para cada laço fechado de linhas fermiônicas deve-se acrescentar um fator −1,

advindo da permutação ı́mpar nos campos férmiônicos – de acordo como teorema de Wick

para o produto dos campos ordenado temporalmente; e deve-se tomar o traço, Tr, sobre

as matrizes de Dirac, uma vez que uma soma em 1-laço de férmions resulta num escalar

no espaço dos mesmos.

As regras de Feynman para a EDQ com violação da simetria de Lorentz são obtidas

pela inserção dos coeficientes de violação de Lorentz no propagador do elétron e do fóton,

ou seja,

× = −iM

= iΓµpµ

×µ ν = −2ikαkβκαµβν

µ ν = 2vαεαµβνk
β

(3.10)

A inserção no vértice elétron-fóton é denotada por

= −ieΓµ

(3.11)

Através das regras de Feynman acima, obtém-se que o grau superficial de divergências da

EDQ estendida é dado por

D = 4−B − 3

2
F − VB − VF , (3.12)

onde B é o número de pernas externas bosônicas, F é o número de pernas externas

fermiônicas, VB é uma inserção massiva no propagador bosônico e VF é uma inserção

massiva no propagador fermiônico. A expressão (3.12) nada mais é que a expressão

(1.26), onde as inserções de violação de Lorentz desempenham um papel de constantes

de acoplamento. Aqui, contudo, quem irá estabelecer a ordem em teoria de perturbações

é a constante de acoplamento eletromagnético. Assim, a 1-laço, que é o interesse deste

caṕıtulo, teremos uma ordem O(e2), e não é esperado contribuições não-lineares nos co-

eficientes de violação de Lorentz. A partir de (3.12), vemos que a EDQ usual possui um

número finito de diagramas divergentes, veja Fig. 5. Contudo, através das identidades

de Ward-Takahashi [154, 155, 156, 157], é posśıvel mostrar que o gráfico d não apresenta

divergências. E, pelo teorema de Furry [158], o gráfico e tem uma amplitude total nula.

A inserção dos coeficientes de violação de Lorentz nos gráficos a, b e c da EDQ usual

levam aos diagramas topologicamente inequivalentes mostrados nas Figs. 6, 7 e 8. Desde

que estamos interessados nesta tese somente em diagramas que apresentem divergências

genúınas – com exceção da próxima seção –, não trataremos das inserções no gráfico d da
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Figura 5 - Gráficos a 1-laço na EDQ usual.

a) b)

c) d) e)

Figura 6 - Polarização do vácuo na EDQ estendida.

a) b) c)

d) f)e)

EDQ usual.

A fim de calcular as integrais de Feynman para os diagramas acima mostrados,

empregaremos aqui o método de regularização dimensional. O método de regularização

de Pauli-Villars também seria viável, uma vez que ele preserva a invariância de calibre,

mas consideramos mais inconveniente devido à introdução de campos massivos auxiliares.

Como já comentamos no Cap. 1, a regularização dimensional é vantajosa, pois além de

preservar a simetria sob o grupo de Poincaré, preserva invariância de calibre. Contudo,

na EDQ estendida, temos duas posśıveis objeções para usá-la: a quebra da simetria de

Lorentz e a presença da matriz γ5; embora na ausência de férmions quirais. A primeira

objeção pode ser contornada pelo fato de que as integrações são feitas nos momentos, e

estes, por sua vez, são covariantes sob as transformações de observador e de part́ıcula, e

as integrais podem ser realizadas sem levar em conta o caráter dos coeficientes de violação

de Lorentz. Estes irão aparecer apenas contraindo o resultado das integrais. A segunda

objeção é um problema, pois embora as matrizes-γ e sua álgebra sejam bem definidas em

dimensões arbitrárias, a matriz γ5 só é bem definida em quatro dimensões. Isso significa

Figura 7 - Autoenergia do elétron na EDQ estendida.

a) b) c)

d) e) f)
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Figura 8 - Vértice elétron-fóton na EDQ estendida.

a) b) c)

d) e) f)

g) h) i)

que a relação

{γµ, γν} = 2ηµν1 , (3.13)

é válida em d dimensões, enquanto que

{γµ, γ5} = 0 , (3.14)

não é mais bem definida. De fato, a fim de reproduzir corretamente o resultado da ano-

malia quiral (ver Cap. 4), a álgebra (3.14) deve ser modificada em d dimensões. Seguindo

a definição de t’Hooft-Veltman [45]

{γµ, γ5} = 0 , se µ = 0, 1, 2, 3 ,

[γµ, γ5] = 0 , µ > 4 . (3.15)

Como estamos interessados, nesta tese, somente em cálculos a 1-laço de quantidades di-

vergentes – com exceção da próxima seção –, trabalharemos com a álgebra (3.14). De fato,

se estivéssemos interessados em quantidades finitas, como posśıveis induções radiativas,

ou cálculos a mais ordens em teoria de perturbações, cuidados extras seriam necessários.

As correções radiativas com as divergências regularizadas para os gráficos mostra-

dos na Fig. 5 referentes à polarização do vácuo, à autoenergia do elétron e ao vértice
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elétron-fóton são, respectivamente, dadas por

Πµν(k) =
4

3
I0

(
kµkν − k2ηµν

)
,

Σ(p) = I0 (−γµpµ + 4m) ,

Λµ = I0γ
µ , (3.16)

onde I0 = e2

8π2ε
. Desde que esses cálculos são comuns em livros-texto, não os desenvolvemos

aqui.

Como um exemplo, para os gráficos da polarização do vácuo na EDQ estendida,

mostrados na Fig. 6, apresentamos os passos iniciais do cálculo do primeiro diagrama

desse tipo. A partir das regras de Feynman, obtém-se

iΠµν
a (k) = −(−ie)2

∫
d4p

(2π)4
Tr

[
Γµ
i(/p+m)

p2 −m2
γν

i(/p+ /k +m)

(p+ k)2 −m2

]
. (3.17)

Aplicando o procedimento de regularização dimensional apresentado no Ap. D,

iΠµν
a (k) = −e2µε

∫ 1

0

dx

∫
ddp

(2π)d
Tr

{
Γµ(/p+m)γν(/p+ /k +m)

[((p+ k)2 −m2)x+ (1− x)(p2 −m2)]2

}
. (3.18)

O denominador, D(p, k), de (3.18) pode ser escrito como

D(p, k) =
[
(p+ k)2 −m2

]
x+ (1− x)(p2 −m2) = (p+ kx)2 + x(1− x)k2 −m2 . (3.19)

Assim, se fizermos uma mudança de variável p → p − kx em todo integrando de (3.18),

o denominador fica de uma forma mais conveniente, D(p− kx, k) = p2 −Q2, onde Q2 =

−x(1−x)k2 +m2. Desta maneira, depois de tomar o traço sobre as matrizes-γ, a integral

(3.17) pode ser posta na forma das integrais (D.6) ou (D.7). Aplicando esse procedimento

para todos os gráficos da Fig. 6, encontra-se

Πµν
a (k) =

4

3
I0

(
cαµkαk

ν − k2cνµ − 6migανµkα
)
,

Πµν
b (k) =

4

3
I0

(
cανkαk

µ − k2cµν − 6migµανkα
)
,

Πµν
c (k) =

2

3
I0

[
cµαkαk

ν + cναkαk
µ − 2cαβkαkβη

µν +m (kµeν + kνeµ − 2eαkαη
µν) +

+ 6mi (gανµ + gµαν) kα] ,

Πµν
d (k) =

2

3
I0

[
cµαkαk

ν + cναkαk
µ − 2cαβkαkβη

µν −m (kµeν + kνeµ − 2eαkαη
µν) +

+ 6mi (gανµ + gµαν) kα] ,

Πµν
e (k) =

4

3
I0 (kµaν + kνaµ − 2aαkαη

µν + 6mihµν) ,
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Πµν
f (k) = −4

3
I0 (kµaν + kνaµ − 2aαkαη

µν + 6mihµν) . (3.20)

Somando todas as contribuições para a polarização do vácuo na EDQ estendida apresen-

tadas em (3.20), encontra-se

Πµν
V L(k) =

4

3
I0

[
(cαµ + cµα) kαk

ν + (cαν + cνα) kαk
µ − (cµν + cµν) k2 − 2cαβkαkβη

µν
]
.

(3.21)

O diagrama a (ver Fig. 7) relacionado à autoenergia do elétron na EDQ estendida contribui

como

−iΣa(p) = (−ie)2

∫
d4k

(2π)4
Γµ

i(/k + /p+m)

(k + p)2 −m2
γν
−iηµν
k2

. (3.22)

Esta amplitude, regularizada, já com a parametrização de Feynman, tem a forma

−iΣa(p) = −e2µε
∫ 1

0

dx

∫
ddk

(2π)d
Γµ(/k + /p+m)γµ

[((k + p)2 −m2)x+ (1− x)k2]2
. (3.23)

Depois de um extenso cálculo, obtém-se para todos os diagramas da Fig. 7 os seguintes

resultados:

Σa(p) = I0

[(
Γµ − 1

2
Γνγνγ

µ

)
pµ +mΓνγν

]
,

Σb(p) = I0

[
(cµν + dµνγ5) γνpµ − gµαβσαβpµ + gβαβσ

αµpµ +
1

2
Γνγνγ

µpµ+

− m

(
cνµγνγµ − dνµγ5γνγµ − eµγµ + ifµγµ −

1

2
gαβµγµσαβ

)]
,

Σc(p) = I0

[
1

3
(cµν + dµνγ5) γνpµ −

2

3
(cνµ + dνµγ5) γνpµ − 2 (eµ + ifµγ5) pµ+

+ m

(
eµγµ −

1

4
gαβµγµσαβ −

1

4
gαβµσαβγµ

)]
,

Σd(p) = I0 [4im5γ5 + (aµ + bµγ5) γµ] ,

Σe(p) = 3I0γ5γµv
µ ,

Σf (p) = −4

3
I0γ

νpµκ
µα
να . (3.24)

Levando em conta toda a contribuição, temos

ΣV L(p) = I0

[
1

3
(cνµ + dνµγ5) γνpµ +

4

3

(
cµν − κµανα + dµνγ5

)
γνpµ − (eµ + ifµγ5) pµ+

+ mdαβε
αβµνσµν + 4im5γ5 + (aµ + 3meµ) γµ+
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+

(
bµ − 1

2
mgαβσε

αβσµ + 3vµ
)
γ5γµ +

(
1

2
gαβµσαβ + gβαβσ

αµ − gµαβσαβ
)
pµ

]
.

(3.25)

O gráfico a do vértice elétron-fóton na EDQ estendida (ver Fig. 8) tem a forma

−ieΛµ
a = (−ie)3

∫
d4k

(2π)4
γα

i(/k + /p+m)

(k + p)2 −m2
γµ

i(/k + /p′ +m)

(k + p′)2 −m2
iΓρ(k + p′)ρ ×

×
i(/k + /p′ +m)

(k + p′)2 −m2
γβ
−iηαβ
k2

. (3.26)

Sua versão regularizada é

−ieµ
ε
2 Λµ

a = 6e3µ
3ε
2

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dyy

∫
ddk

(2π)d
×

×
γα(/k + /p+m)γµ(/k + /p′ +m)Γρ(k + p′)ρ(/k + /p′ +m)γα

[k2(1− x− y) + ((k + p)2 −m2)x+ ((k + p′)2 −m2)y]4
. (3.27)

Finalmente, as correções a 1-laço para o vértice elétron-fóton na EDQ estendida são:

Λµ
a = −I0

[
2

3
(cνµ + dνµγ5) γν −

1

2
(cνα + dναγ5) γνγαγ

µ − 1

3
(cµν + dµνγ5) γν + eµ+

+ ifµγ5 +
1

2
gαβµσαβ −

1

4
gαβσ (σαβγσγ

µ + γσγ
µσαβ)

]
,

Λµ
b = −I0

[
2

3
(cµν + dµνγ5) γν +

1

2
(cνα + dναγ5) γνγαγ

µ − 1

3
(cνµ + dνµγ5) γν + eµ+

+ ifµγ5 −
1

2
gαβµσαβ +

1

4
gαβσ (σαβγσγ

µ + γσγ
µσαβ)

]
,

Λµ
c = I0 [(cνµ + dνµγ5) γν + 4 (eµ + ifµγ5)] ,

Λµ
d = −I0

(
Γµ − 1

2
Γνγνγ

µ

)
,

Λµ
e = −I0

[
(cµν + dµνγ5) γν +

1

2
(cνα + dναγ5) γνγαγ

µ +
1

2
(eν + if νγ5) γνγ

µ+

+
1

4
gαβσγσγ

µσαβ

]
,

Λµ
i =

4

3
I0γ

νκµανα ,

Λµ
f = Λµ

g = Λµ
h = 0 . (3.28)
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A contribuição total é

Λµ
V L = −I0

[
1

3
(cνµ + dνµγ5) +

4

3

(
cµν − κµανα + dµνγ5

)
− (eµ + ifµγ5) +

+

(
1

2
gαβµσαβ + gβαβσ

αµ − gµαβσαβ
)]

. (3.29)

Desde que esses são os cálculos a 1-laço das correções quânticas da ação clássica

que são divergentes no limite ε → 0, precisamos renormalizar a teoria, a fim de termos

uma ação efetiva finita; com parâmetros bem definidos. A partir da ação efetiva (1.20),

temos

Γ = S +
∞∑
n=1

~nΓ(n) = S +
∞∑
n=1

~nΓ
(n)
fin +

∞∑
n=1

~nΓ
(n)
div , (3.30)

onde separamos as correções quânticas sobre a ação efetiva nas partes finita e divergente.

Como estamos interessados somente nos termos divergentes, desconsideraremos Γ
(n)
fin, e

aplicaremos o esquema de renormalização MS no intuito de absorver as divergências da

ação efetiva pela redefinição dos campos, parâmetros e constantes de acoplamento. Isso

pode ser feito se definirmos a seguinte ação não-renormalizada

S[Φ0, ξ0] = S[Φ, ξ] +
∞∑
n=1

~nΓ
(n)
div[Φ, ξ] . (3.31)

Assim, redefinindo as quantidades renormalizadas em termos das quantidades não-renormalizadas

Φ0 = Z
1/2
Φ Φ , Φ ∈

{
A,ψ, ψ

}
,

ξ0 = Zξξ , ξ ∈ {e,m} , (3.32)

onde os Z’s são os chamados fatores de renormalização enquanto Φ0 e ξ0 correspondem aos

campos e parâmetros não-renormalizados, respectivamente. É simples fixar os parâmetros

de renormalização se S[Φ, ξ] for a ação renormalizada, como em (1.30).

Os fatores de renormalização para o fóton, elétron e massa do elétron, são

Z
1/2
A = 1− e2

12π2ε
,

Z
1/2
ψ = 1− e2

16π2ε
,

Zm = 1− 3e2

8π2ε
, (3.33)

respectivamente. A renormalização para a constante de acoplamento eletromagnético é
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dada por

Ze = Z
−1/2
A = 1 +

e2

12π2ε
. (3.34)

Vemos que os fatores de renormalização da EDQ usual não são alterados dentro do cenário

de violação da simetria de Lorentz. Ainda, é importante notar que a renormalização da

constante de acoplamento depende somente da renormalização do campo do fóton. Isto

significa que o acoplamento eletromagnético não depende das propriedades do férmion

em questão. Desta forma, o campo do fóton se acopla da mesma maneira à todas as

part́ıculas carregadas eletricamente.

Alguns campos de fundo, embora não possuam o mesmo número de ı́ndices ou

dimensão de massa, possuem as mesmas simetrias discretas. Deste modo, eles sofrerão

renormalização matricial. De modo geral, temos

J0 = ZJJ , (3.35)

onde J é uma matriz coluna. A quantidade ZJ é uma matriz quadrada com os fatores de

renormalização associados. Primeiramente, para a matriz de renormalização dos fatores

καµβν e cνµ, obtemos(
κ0αµβν

c0νµ

)
=

(
(Zκκ)

θρωδ
αµβν (Zκc)

θω
αµβν

(Zcκ)
θρωδ

νµ (Zcc)
θω

νµ

)(
κθρωδ

cθω

)

=

(
(1 + e2

6π2ε
)δθαδ

ρ
µδ

ω
β δ

δ
ν

e2

12π2ε
T θω
αµβν

− e2

6π2ε
ηρδδθνδ

ω
µ δθνδ

ω
µ + e2

6π2ε
(δθνδ

ω
µ + δθµδ

ω
ν )

)(
κθρωδ

cθω

)
, (3.36)

onde

T θω
αµβν ≡ ηαν(δ

θ
µδ

ω
β + δθβδ

ω
µ )− ηαβ(δθµδ

ω
ν + δθνδ

ω
µ )− ηµν(δθαδωβ + δθβδ

ω
α) + ηµβ(δθαδ

ω
ν + δθνδ

ω
α) .

(3.37)

A contração T θω
αµβν Cθω tem as mesmas simetrias que o tensor κ̄αµβν . Para a renorma-

lização dos campos de fundo aµ e eµ, obtém-se(
aµ0

eµ0

)
=

(
Zaa Zae

Zea Zee

)(
aµ

eµ

)

=

(
1 − 3e2

8π2ε
m

0 1

)(
aµ

eµ

)
. (3.38)
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Para hνµ e dνµ, temos(
hνµ0

dνµ0

)
=

(
(Zhh)

νµαβ (Zhd)
νµαβ

(Zdh)
νµαβ (Zdd)

νµαβ

)(
hαβ

dαβ

)

=

(
(1 + e2

8π2ε
)ηναηµβ −m e2

4π2ε
ενµαβ

0 ηναηµβ + e2

6π2ε
(ηναηµβ + ηνβηµα)

)(
hαβ

dαβ

)
. (3.39)

Para bµ, vµ e gαβγ, temos a seguinte renormalização matricial bµ0

vµ0

gαβγ0

 =

 (Zbb)
µ
ω (Zbv)

µ
ω (Zbg)

µ
λρσ

(Zvb)
µ
ω (Zvv)

µ
ω (Zvg)

µ
λρσ

(Zgb)
αβγ

ω (Zgv)
αβγ

ω (Zgg)
αβγ

λρσ


 bω

vω

gλρσ



=

δ
µ
ω − 3e2

8π2ε
δµω m e2

16π2ε
ε µ
λρσ

0 (1 + e2

6π2ε
)δµω 0

0 0 δαλδ
β
ρ δ

γ
σ + e2

8π2ε
(2δαλδ

β
ρ δ

γ
σ + Sαβγλρσ)


 bω

vω

gλρσ

 ,(3.40)

onde

Sαβγλρσ ≡ δγλδ
β
ρ δ

α
σ − δ

γ
λδ

α
ρ δ

β
σ + δβληρση

αγ − δαληρσηβγ . (3.41)

A contração SαβγλρσG
λρσ tem as mesmas simetrias discretas de Gαβγ. Para os tensores

que não sofrem mistura quântica, fµ e m5, temos os seguintes fatores de renormalização

Zf = 1 ,

Zm5 = 1− 3e2

8π2ε
. (3.42)

Como comentado na Sec. 3.1, embora o modelo aqui tratado viole simetrias discretas,

estas ainda desempenham um papel importante. A partir de (3.21), (3.25) e (3.29), vemos

que campos de fundo que se acoplam a operadores compostos vetoriais sofrem mistura

quântica; o mesmo acontece para o caso de campos de fundo acoplados a operadores

pseudovetoriais. Contudo, não se observa misturas entre os campos de fundo aµ e bµ.

De fato, embora eles sejam congelados sob simetrias discretas, os operadores compostos

aos quais eles estão acoplados indicam que eles são distingúıveis classicamente e também

quanticamente.

3.3 Sobre a geração do termo tipo Chern-Simons

Analizemos agora, de forma mais detalhada posśıvel, o cálculo do diagrama e da

Fig. 7 considerando somente a contribuição do vetor de fundo bµ: divergente e (ou) finita.
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A partir das regras de Feynman, temos

iΠαβ(k) = −(−ie)2

∫
d4p

(2π)4
Tr

[
γα
i(/p+m)

p2 −m2
(−iγ5/b)

i(/p+m)

p2 −m2
γβ

i(/p+ /k +m)

(p+ k)2 −m2

]
. (3.43)

Novamente, aplicando o procedimento de regularização dimensional, juntamente com a

parametrização de Feynman, apresentado no Ap. D,

iΠαβ(k) = −e2µε
∫ 1

0

dx(1− x)

∫
ddp

(2π)d
Tr

{
γα(/p+m)γ5/b(/p+m)γβ(/p+ /k +m)

[((p+ k)2 −m2)x+ (1− x)(p2 −m2)]3

}
.

(3.44)

Dado o numerador de (3.44), ou seja,

N(p, k) = Tr
[
γα(/p+m)γ5/b(/p+m)γβ(/p+ /k +m)

]
. (3.45)

Realizando a mudança p → p − kx, e pela contagem de potências de momento p, a

contribuição de (3.45) pode ser dividida em duas partes, uma divergente e outra finita14,

i.e.,

Nαβ
div(p− kx, k) =

p2

d
[−2(1− x) + (1− x)(d− 4)− 2x(2− d)] Tr1iεαβµσkσbµ ,

Nαβ
fin(p− kx, k) =

[
−2(x2 − x3)k2 − 4m2(1 + x)

]
iεαβµσkσbµ . (3.47)

O denominador de (3.44) é aquele mostrado em (3.19). Assim, a contribuição divergente,

A, para (3.44), tem a forma (omitimos o fator global e2iεαβµσkσbµ)

A = −2

d
Tr1

∫ 1

0

dx(1− x) [−2(1− x) + (1− x)(d− 4)− 2x(2− d)]µε
∫

ddp

(2π)d
p2

[p2 −Q2]3

= − i

32π2
Tr1

[(
2

ε
− γE

)∫ 1

0

dx(−2 + 8x− 6x2)− 2

∫ 1

0

dx(1− x2)+

−
∫ 1

0

dx(−2 + 8x− 6x2) ln
−x(1− x)k2 +m2

4πµ2
+O(ε)

]
, (3.48)

onde usamos as relações (D.6), (D.10) e (D.11), mostradas no Ap. D. Desde que a primeira

integral acima é nula, e, sem perda de generalidade, podemos tomar o momento do fóton

14 Usamos aqui a propriedade de que o traço sobre um número ı́mpar de matrizes-γ é nulo. Ainda,
rearranjamos as matrizes dentro do traço somente usando a ciclicidade do mesmo. Isto independe da
dimensão em que as matrizes são definidas. Por exemplo,

Tr(γαγλγ5γ
µγνγβγλ) = Tr(γ5γ

µγνγβγλγ
αγλ) = (2− d)Tr(γ5γ

µγνγβγα) = −i(2− d)εµνβαTr1 .(3.46)

Ademais, o traço sobre os termos que fornecem uma contribuição finita foi tomado em quatro dimensões.
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na camada de massa15, i.e., k2 = 0, o único termo que pode contribuir é o segundo, que

é finito. Assim, Tr1 pode ser tomado em quatro dimensões. Resultado,

A =
i

6π2
. (3.49)

A parte finita, B, de (3.44) tem a forma

B = −2

∫ 1

0

dx(1− x)
[
−2(x2 − x3)k2 − 4m2(1 + x)

] ∫ d4p

(2π)4

1

[p2 −Q2]3

=
i

16π2

∫ 1

0

dx
[
−2(1− x)(x2 − x3)k2 − 4m2(1− x2)

] 1

−x(1− x)k2 +m2
,(3.50)

onde usamos (D.6). Novamente, tomemos o momento do fóton na camada de massa e,

assim, obtemos

B = − i

6π2
. (3.51)

O resultado total da autoenergia (3.44) é

iΠαβ(k) = (A+B)e2iεαβµσkσbµ , (3.52)

que claramente é nulo. Vemos, então, que o gráfico e da Fig. 7 não induz um termo

tipo Chern-Simons. O mesmo resultado é obtido para o gráfico f da mesma figura.

Conclusão: não há geração do termo tipo Chern-Simons, a 1-laço, através da regularização

dimensional, na EDQ estendida.

3.4 Prescrição de regularização e ambiguidades a 1-laço: discussão

O cálculo da posśıvel geração radiativa do termo tipo Chern-Simons, realizado na

seção anterior, tem sido objeto de intensa discussão na literatura, sob os mais variados

pontos de vista. De fato, como anteriormente comentado, o cálculo da correção quântica

sobre operadores compostos que levam em conta a matriz γ5, como é o caso do operador

composto acoplado a bµ, não é uma questão trivial; sobre qual seria o esquema de regu-

larização mais adequado nesse caso. Somado a essa dificuldade, há também a questão do

cálculo através das abordagens não-perturbativa e perturbativa (a utilizada nesta tese).

15 Isto é posśıvel desde que os fótons são estados assintóticos (ondas planas), não conectados a outros
diagramas. Assim, se o diagrama e fosse um subdiagrama de outro diagrama, tal operação não seria
permitida.
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A questão central é se a 1-laço podeŕıamos ter

vµ = r(e2)bµ , (3.53)

onde r(e2) é um parâmetro dependente da constante de acoplamento eletromagnético. A

discussão é se a correção acima é finita e determinada, finita e indeterminada ou mesmo

nula. Note ainda que, embora não tenhamos simetria discreta, esse termo não está em

desacordo com o que discutimos no final da Sec. 3.2, uma vez que esses campos estão

acoplados a operadores de mesma natureza vetorial.

Através da abordagem não-perturbativa, os trabalhos [120, 121, 122, 123, 124]

apontam que o termo tipo Chern-Simons é gerado por correções radiativas a partir do

termo fermiônico de CPT-́ımpar; e é determinado. Vale ressaltar que em [123], quando o

método perturbativo é empregado, o termo tipo Chern-Simons é gerado, contudo amb́ıguo.

Por exemplo, se é usado a regularização de Pauli-Villars, não há geração do termo tipo

Chern-Simons [31]. Por outro lado, dificuldades surgem na regularização dimensional

devido a extensão dimensional da matriz γ5. (No nosso caso, contudo, não esperamos

ambiguidades, embora tenhamos usado a regularização dimensional, uma vez que as pro-

priedades utilizadas são bem definidas em d dimensões [62].) Ainda, um termo amb́ıguo

foi encontrado usando regularização diferencial e é advogado o uso de alguma condição

f́ısica ou um prinćıpio fundamental para fixar a ambiguidade [125]. Em vista disso, poder-

se-ia concluir que a ambiguidade poderia ser uma patologia proveniente do esquema de

regularização. Contudo, se considerarmos que diferentes esquemas de regularização são

empregados se mantendo todas as simetrias da teoria clássica, nada mais natural que

esperar os mesmos resultados nos diferentes esquemas de regularização. Caso isso não

ocorra, a inconsistência pode ter sua origem no procedimento de cálculo, ou então a te-

oria clássica na verdade não possui um conjunto de simetrias bem definido, ou ainda,

algum método de regularização seria o responsável por quebrar simetrias espećıficas da

teoria.

Em [126], usando o método do tempo-próprio de Schwinger, obtém-se o mesmo

resultado obtido através do método da expansão derivativa covariante [127] – que fornece

um resultado não-amb́ıguo – mas difere dos resultados obtidos por outros esquemas de

regularização. Contudo, o resultado obtido é amb́ıguo. Assim como em [128], é proposto

que a ambiguidade deveria ser fixada por algum experimento. É importante chamar a

atenção que em [127] não é usado nenhum esquema de regularização. Os autores argu-

mentam que, para o cálculo de integrais não-divergentes, a aplicação de um método de

regularização (o qual é usado normalmente em integrais divergentes) invariante de calibre

forçaria que todos os termos anômalos da ação efetiva seriam evitados. De fato, é argu-

mentado que se um processo não é proibido, a prinćıpio, simetrias exatas são posśıveis

serem quebradas por correções radiativas; o uso de um método de regularização invariante
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de calibre ficaria restrito à possibilidade de eliminar ambiguidades ou inconsistências na

teoria. A Ref. [129] clama que a ambiguidade do termo tipo Chern-Simons persiste quando

não é exigido nenhuma simetria. Muito longe desse ponto de vista, a Ref. [130] clama que

o parâmetro r(e2) não pode ser determinado pela imposição da simetria de calibre. Cha-

mando atenção para um fato frequentemente esquecido no programa de renormalização

devido ao sucesso do esquema MS – regularização junto com as identidades de Ward e as

condições de renormalização –, em [131, 132] é encontrado que o termo tipo Chern-Simons

não é induzido por correções radiativas. Seguindo o método de renormalização algébrica,

em [133] esse mesmo resultado é encontrado.

Retornaremos a discutir essa questão nos caṕıtulos seguintes.
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4 RENORMALIZABILIDADE DA EDQ ESTENDIDA EM TODAS AS

ORDENS

Neste caṕıtulo empregaremos a técnica de renormalização algébrica para mostrar

a renormalizabilidade da EDQ com violação da simetria de Lorentz em todas as ordens

em teoria de perturbações. Basicamente, controlamos os termos de quebra usando um

conjunto sutil de fontes externas. Deste modo, com as simetrias restauradas, um tra-

tamento perturbativo pode ser consistentemente empregado. Depois de mostrarmos a

renormalizabilidade, as fontes externas serão postas nos seus valores f́ısicos, que permite

recuperar a ação de partida. Os resultados apresentados neste caṕıtulo se encontram na

Ref. [159].

4.1 Quantização de BRST da eletrodinâmica com violação da simetria de

Lorentz

No caṕıtulo anterior vimos que a eletrodinâmica quântica é renormalizável a 1-laço

[110], i.e., as divergências que surgem nessa dada ordem podem ser absorvidas pela rede-

finição dos campos, parâmetros e constante de acoplamento da teoria clássica; indicando

que este modelo é estável16 quanticamente. Contudo, comentamos diversos trabalhos que

discutem a controvérsia da geração do termo tipo Chern-Simons, enfatizando a questão

do método de regularização utilizado e o posśıvel papel do conjunto de simetrias da teoria

clássica. Convém estar atento que um tratamento consistente dessas correções radiativas

é necessário caso se queira estudar a estabilidade da teoria além de 1-laço, que é o que ve-

remos neste caṕıtulo; mais especificamente em todas as ordens em teoria de perturbações.

A fim de contornar os problemas oriundos do esquema de renormalização, empregare-

mos a quantização de BRST da EDQ estendida dentro do formalismo da renormalização

algébrica. Isto permite uma análise da renormalizabilidade do modelo em todas as ordens

em teoria de perturbações através de um estudo de cohomologia [159].

Desde que a eletrodinâmica é uma teoria de calibre, sua quantização requer cui-

dado. De fato, a quantização funcional de sistemas de calibre requer um mecanismo que

evite levar em conta infinitas configurações de campo de calibre equivalentes – as chamadas

cópias de Gribov [160] – que estão presentes devido à simetria de calibre. O procedimento

de quantização de Faddeev-Popov [161] introduz um determinante funcional no funcional

16 Embora na literatura existam duas situações distintas a cerca da estabilidade quântica, não é esperado
confusão aqui neste caṕıtulo, e seguintes, com a estabilidade descrita na Sec. 2.2.1.
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gerador a fim de tratar esse problema. Contudo, esse determinante é um objeto não-

local, que dificulta o estudo da renormalizabilidade da teoria – problema central desta

tese. Uma forma de contornar essa situação é introduzir os chamados campos fantasma e

antifantasma de Faddeev-Popov, c e c, respectivamente, a fim de localizar o determinante

funcional. Com esse procedimento, junto com um termo de fixação de calibre, as confi-

gurações de campo de calibre equivalentes são evitadas17. Contudo, a ação final perde a

simetria de calibre fora da camada de massa. A quantização de BRST permite tratar as

cópias de calibre e a perda da simetria de calibre de uma forma sistemática. De fato, por

introduzir o campo de Lautrup-Nakanishi b (um multiplicador de Lagrange) e definindo

a seguinte transformação de BRST atuando nos campos fundamentais

sAµ = −∂µc ,

sc = 0 ,

sψ = iecψ ,

sψ = ieψc ,

sc = b ,

sb = 0 , (4.1)

onde s é o operador de BRST nilpotente, é posśıvel tratar a quantização da eletrodinâmica

com uma simetria de BRST fora da camada de massa. Assim, escolhendo o calibre de

Landau, i.e., ∂µA
µ = 0, a ação da eletrodinâmica com o calibre fixado é

S = SEDQ + Sgf , (4.2)

onde

Sgf = s

∫
d4x c∂µA

µ =

∫
d4x

(
b∂µA

µ + c∂2c
)

(4.3)

é ação de fixação de calibre impondo o calibre de Landau.

Os números quânticos dos campos e tensores de fundo estão dispostos na Tabela 1

17 É importante mencionar que esse problema é resolvido na teoria de Maxwell, que é uma teoria abe-
liana. Na teoria de Yang-Mills esse problema não é completamente resolvido – no setor perturbativo
dessa teoria, sim. Existe importante progresso em tratar as cópias de calibre infinitesimais, mas o
procedimento para eliminar copias de calibre não-infinitesimais é ainda um problema aberto [163].
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Tabela 1 - Números quânticos dos campos.

campos A b c c ψ ψ
Dimensão UV 1 2 0 2 3/2 3/2

Número fantasma 0 0 1 −1 0 0
Número espinorial 0 0 0 0 1 −1

Estat́ıstica 0 0 1 −1 1 −1

Tabela 2 - Números quânticos dos tensores de fundo.

tensores v κ c d e f g m5 a b h
Dimensão UV 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1

Número fantasma 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Número espinorial 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Estat́ıstica 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

e na Tabela 2, respectivamente18.

Como o leitor pode ver, os campos fantasmas não interagem com o campo de cali-

bre. Assim, em prinćıpio, eles podem ser negligenciados. Na verdade, na eletrodinâmica

no calibre de Landau os campos fantasmas parecem não ser importantes; mas eles são, se

o interesse for relacionado a um problema de cohomologia. Vejamos em mais detalhes: Na

linguagem de fibrados, o campo de calibre Aµ é uma componente da 1-forma, A = Aµdx
µ,

que é uma conexão num fibrado principal; um espaço constrúıdo pelo produto entre espaço

topológico do grupo de calibre e o espaço base. O transporte paralelo no espaço total é

relacionado à derivada covariante e as transformações de calibre correspondem a mudar

o espaço total com o espaço base fixo. O operador de BRST, s, é relacionado à derivada

exterior no espaço de todas as configurações de calibre, equivalentes ou não, ao longo da fi-

bra. O campo fantasma é a 1-forma de Maurer-Cartan no mesmo fibrado principal. Note,

por outro lado, que no espaço base – aqui o espaço de Minkowski – o campo fantasma é

18 A estat́ıstica dos campos é definida como a soma do número fantasma com o número espinorial.
A estat́ıstica do operador de BRST, s, é definida, em módulo, por |s| = 1. Aqui, dado dois campos
genéricos (ou operadores compostos) Φi e Φj , de estat́ısticas |Φi| e |Φj |, respectivamente, eles satisfazem
a seguinte álgebra

ΦiΦj = (−1)|Φ
i|·|Φj |ΦjΦi . (4.4)

Ademais, o operador de BRST é definido para atuar sobre produtos de campos de acordo com a regra
de Leibniz, i.e.,

s(ΦiΦj) = sΦiΦj + (−1)|Φ
i|ΦisΦj . (4.5)
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uma 0-forma, i.e., um campo escalar. Por esta razão dizemos que o campo fantasma tem

uma estat́ıstica errada (ver Tabela 1). O operador de BRST atuando em um campo ou

operador composto aumenta o grau da forma (número fantasma) em uma unidade. Desde

que o operador de BRST é nilpotente, as soluções da teoria quântica ficam restritas a um

problema de cohomologia. De fato, esta propriedade é muito importante no estudo da

unitariedade em teorias de calibre. Além disso, o estudo da estabilidade quântica e ano-

malias de calibre é feito por procurar as soluções mais gerais no espaço dos polinômios nos

campos locais integrados de número fantasma zero e um, respectivamente. Além dessas

propriedades, veremos que a introdução dos campos b, c̄ e c fornece um conjunto extra

de identidades de Ward, que será útil para entender a propriedade de não-renormalização

de certos operadores.

As correções quânticas sobre o setor de violação de Lorentz são analisadas da

mesma forma que as correções sobre o vértice elétron-fóton usual, i.e., através da in-

trodução dos operadores compostos clássicos nas funções de Green. No setor de violação

de Lorentz, contudo, introduzimos nas funções de Green tensores de fundo acoplados aos

seus respectivos operadores compostos. Assim, a fim de proceder com a quantização de

BRST desse setor, cuidados extras são necessários. De fato, a quantização de BRST re-

quer que todos os objetos acoplados a operadores compostos invariantes de BRST devem

também ser invariantes de BRST; por outro lado, objetos acoplados a operadores com-

postos não-invariantes de BRST devem ter uma contraparte de BRST, i.e., eles devem

pertencer a um dubleto de BRST a fim de garantir a simetria de BRST. Por exemplo, o

vetor de fundo vµ está acoplado a um operador não-invariante de BRST. Na verdade, esse

acoplamento é invariante de BRST na camada de massa, ou seja, através da suposição

que termos de superf́ıcie podem ser seguramente desprezados e também considerando que

vµ possui 4-divergência nula. No entanto, descartar termos de superf́ıcie requer que o

integrando seja uma função suave de suporte compacto – nada disso pode ser dito sobre

o referido vetor de fundo. Ainda, não é sempre verdade que uma simetria clássica na

camada de massa é preservada no ńıvel quântico, i.e., sua extensão dentro do formalismo

das funções de Green. Além disso, precisamos ser cuidadosos desde que queiramos traba-

lhar com a abordagem da renormalização algébrica e a quantização de BRST dentro da

eletrodinâmica com violação da simetria de Lorentz.

No intuito de atender os requerimentos do PAQ (ver Sec. 1.4.2) – considerando o

fato que aqui temos duas distintas transformações de Lorentz: transformações de Lorentz

de observador e de part́ıcula; com violação sob esta última – e tratar os pontos acima

mencionados, usaremos o método das fontes externas de Symanzik. Este método foi

primeiramente empregado por Symanzik [162] e foi vastamente empregado em teorias

de calibre não-abelianas a fim de controlar a quebra suave da simetria de BRST, veja

[163, 164, 165, 166, 167, 168], e também em teorias com violação da simetria de Lorentz

[159, 169, 170]. Basicamente, esse método consiste em introduzir um conjunto sutil de
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campos externos a fim de controlar a quebra de simetrias. Aqui, iremos emergir a ação

de violação de Lorentz em uma teoria mais geral que respeita as simetrias de Lorentz e de

CPT; e também a simetria de BRST. Nosso procedimento será tratar cada um dos tensores

de fundo como uma fonte externa clássica. No entanto, existem duas situações devido

às classes de operadores compostos. Seguindo as prescrições de quantização de BRST de

operadores compostos: Fontes que estão acopladas a operadores compostos invariantes

de BRST também devem ser invariantes de BRST. Por outro lado, fontes acopladas a

operadores compostos não-invariantes de BRST devem pertencer a um dubleto de BRST,

com sua contraparte de BRST a fim de garantir a simetria de BRST19. Desde que o

termo bosônico de violação de Lorentz de CPT-par e todos os termos de quebra do setor

fermiônico são invariantes de BRST, eles serão acoplados à fontes invariantes de BRST.

Assim, definimos o seguinte conjunto de fontes invariantes

sκ̄αβµν = sCνµ = sDνµ = sEµ = sF µ = sGαβµ = sM5 = sĀµ = sBµ = sHµν = 0 . (4.6)

Por outro lado, precisamos de um dubleto de BRST para quantizar, dentro da prescrição

de BRST, o setor bosônico de violação de Lorentz de CPT-́ımpar

sλµνα = Jµνα ,

sJµνα = 0 . (4.7)

Eventualmente, a fim de reobter a ação de partida (3.1), essas fontes adquirirão os se-

guintes valores f́ısicos

Jµνα |fis = vβεβµνα ,

λµνα |fis = 0 ,

κ̄αβµν |fis = καβµν ,

Cνµ |fis = cνµ ,

Dνµ |fis = dνµ ,

Eµ |fis = eµ ,

F µ |fis = fµ ,

Gαβµ |fis = gαβµ ,

19 Na verdade poder-se-ia introduzir uma fonte invariante de BRST. Contudo, devido ao fato que tal
acoplamento não seria invariante de BRST, dever-se-ia introduzir outra fonte invariante de BRST aco-
plado ao termo de quebra proveniente do operador composto. Continuar-se-ia com esse procedimento
até encontrar uma ação invariante de BRST. Por questão de simplicidade introduz-se logo um dubleto
de BRST.
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M5 |fis = m5 ,

Āµ |fis = aµ ,

Bµ |fis = bµ ,

Hµν |fis = hµν . (4.8)

A imersão do setor bosônico da EDQ estendida é

SB = s

∫
d4x λµναA

µ∂νAα − 1

4

∫
d4x κ̄αβµνF

αβF µν

=

∫
d4x (JµναA

µ∂νAα + λµνα∂
µc∂νAα)− 1

4

∫
d4x κ̄αβµνF

αβF µν , (4.9)

e a imersão do setor fermiônico da EDQ estendida é dada por

SF =

∫
d4x

[
i
(
CνµψγνDµψ +Dνµψγ5γνDµψ + EµψDµψ + iF µψγ5Dµψ+

+
1

2
GαβµψσαβDµψ

)
−
(
iM5ψγ5ψ + Āµψγµψ +Bµψγ5γµψ +

1

2
Hµνψσµνψ

)]
.

(4.10)

Além disso, a fim de controlar as transformações de BRST não-lineares dos campos origi-

nais, precisamos de um último conjunto de fontes externas invariantes de BRST, ou seja,

Y e Y , e introduzimos a seguinte ação

Sext =

∫
d4x

(
Y sψ − sψY

)
=

∫
d4x

(
ieY cψ − ieψcY

)
. (4.11)

Assim, a ação invariante de BRST mais completa é dada por

Σ = S + SB + SF + Sext . (4.12)

Explicitamente, tal ação é

Σ =

∫
d4x

[
−1

4
F µνFµν + ψ(iγµDµ −m)ψ

]
+

∫
d4x

(
b∂µA

µ + c∂2c
)

+

+

∫
d4x

(
JµναA

µ∂νAα + λµνα∂
µc∂νAα − 1

4
κ̄αβµνF

αβF µν

)
+

+

∫
d4x

[
i
(
CνµψγνDµψ +Dνµψγ5γνDµψ + EµψDµψ + iF µψγ5Dµψ+

+
1

2
GαβµψσαβDµψ

)
−
(
iM5ψγ5ψ + Āµψγµψ +Bµψγ5γµψ +

1

2
Hµνψσµνψ

)]
+

+

∫
d4x

(
ieY cψ − ieψcY

)
. (4.13)

Na verdade, é fácil notar que um conjunto extra de combinações entre as fontes, incluindo a
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Tabela 3 - Números quânticos das fontes.

fontes Y Y λ J κ̄ C D E F G M5 Ā B H
Dimensão UV 5/2 5/2 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1

Número fantasma −1 −1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Número espinorial 1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Estat́ıstica 0 −2 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

massa do elétron, é posśıvel ser adicionado. No entanto, essas combinações não interferem

na renormalização das fontes e serão renormalizadas também. Além disso, parâmetros

extras adimensionais serão necessários para absorver posśıveis divergências do vácuo. Para

evitar uma análise complicada, omitimos esses termos de puro vácuo. Entretanto, por

completeza, essa questão é discutida no Ap. E. Os números quânticos das fontes seguem

os números quânticos dos tensores de fundo e são fornecidos na Tabela 3.

A ação Σ nos valores f́ısicos das fontes (4.8) reduz-se a

Σfis =

∫
d4x

[
−1

4
F µνFµν + ψ(iγµDµ −m)ψ

]
+

∫
d4x

(
b∂µA

µ + c∂2c
)

+

+

∫
d4x

(
εβµναv

βAµ∂νAα − 1

4
καβµνF

αβF µν

)
+

+

∫
d4x

[
i
(
cνµψγνDµψ + dνµψγ5γνDµψ + eµψDµψ + ifµψγ5Dµψ+

+
1

2
gαβµψσαβDµψ

)
−
(
im5ψγ5ψ + aµψγµψ + bµψγ5γµψ +

1

2
hµνψσµνψ

)]
.

(4.14)

Alguns comentários são necessários: é importante notar que, uma vez que tenhamos

usado as fontes de Symanzik, a ação apresentada em (4.12) não mais corresponde à ação

f́ısica, ou seja, a EDQ estendida foi imersa em uma teoria mais geral. De fato, essa

ação goza das simetrias de Lorentz, de CPT e de BRST, e será a ação submetida ao

tratamento perturbativo; onde serão realizados os estudos da estabilidade quântica e

anomalias de calibre a partir de métodos algébricos. Além disso, o setor que antes estava

associado à violação de Lorentz de CPT-́ımpar foi embebido como um dubleto de BRST;

através da fonte λµνα e sua contraparte de BRST Jµνα. Segue-se, de resultados gerais

de cohomologia, que esse setor não corresponde a um setor f́ısico, assim como a ação de

fixação de calibre. De fato, como anteriormente mencionado, nesse estágio a teoria não

corresponde à teoria f́ısica. Somente depois do estudo da estabilidade quântica que a

teoria maior é contráıda para a teoria de partida (3.1). Ainda, quando os valores f́ısicos

das fontes (4.8) são tomados, a simetria de BRST é quebrada explicitamente – isto pode

ser facilmente entendido se olharmos os dois primeiros termos em (4.8), onde não mais
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existe dubleto de BRST20. Neste estágio pode-se estudar os efeitos do setor de violação

de Lorentz de CPT-́ımpar sobre a unitariedade da teoria [100, 102].

Vemos que o conteúdo cinético da teoria não é alterado no limite f́ısico das fontes.

Além disso, através da análise de contagem de potências, poder-se-ia adicionar à ação

(4.12) um número infinito de termos do tipo κ̄αβρσκ̄
ρσµνFαβFµν , κ̄αβρσκ̄

ρσωδκ̄ωδµνF
αβF µν

e assim por diante. Contudo, todos esses termos podem ser rearranjados em um único

termo acoplado ao operador FαβFµν . Essa série infinita pode ser redefinida em uma única

ação. Dessa forma, a ação original é mantida.

4.1.1 Identidades de Ward

Uma vez estabelecida a ação clássica mais geral posśıvel, respeitando as simetrias

de Lorentz, de CPT e de BRST, podemos dispor esse conteúdo nas identidades de Ward

da teoria, as quais são relações algébricas entre diferentes funções de Green. São elas:

• Identidade de Slavnov-Taylor

S(Σ) ≡
∫
d4x

(
−∂µc

δΣ

δAµ
+
δΣ

δY

δΣ

δψ
− δΣ

δY

δΣ

δψ
+ b

δΣ

δc
+ Jµνα

δΣ

δλµνα

)
= 0 . (4.15)

• Fixação de calibre e a equação do campo antifantasma

δΣ

δb
= ∂µA

µ ,

δΣ

δc
= ∂2c . (4.16)

• Equação do campo fantasma

δΣ

δc
= ∆cl , (4.17)

20 Embora o método de Symanzik não seja um método de regularização, ele pode ser entendido em ana-
logia com, por exemplo, regularização dimensional. Como vimos, no intuito de regularizar as integrais
de Feynman, a regularização dimensional consiste em calcular as integrais de Feynman, que antes
eram divergentes no espaço-tempo usual 4-dimensional, em um espaço com uma dimensão complexa
arbitraria, dita d = 4 − ε. Somente depois que as divergências tiverem sido absorvidas, o limite para
quatro dimensões é tomado, i.e., ε → 0. Desde que essa regularização não viola as simetrias de cali-
bre, problemas com a unitariedade são evitados. Contudo, não se fala sobre unitariedade na fase da
teoria regularizada. De fato, não faz sentido contar os graus de liberdade do campo de calibre em
um espaço de dimensão complexa cont́ınua. Ainda, na regularização dimensional é introduzido um
parâmetro de massa arbitrário, µ, a fim de manter a constante de acoplamento adimensional. Uma das
consequências disso é que a teoria será independente do ponto de renormalização, levando ao grupo de
renormalização. No método de Symanzik também podem aparecer efeitos do procedimento de controlar
simetrias quebradas.
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com

∆cl = ∂µ (λµνα∂
νAα)− ∂2c+ ieY ψ + ieψY . (4.18)

• Simetria ŕıgida

Wrig(Σ) =

∫
d4x

(
e
δΣ

δψ
ψ + eY

δΣ

δY
+ eψ

δΣ

δψ
− e δΣ

δY
Y

)
= 0 . (4.19)

Nas Eqs. (4.16) e (4.17), os termos de quebra são lineares nos campos. Assim, eles

permanecerão no ńıvel clássico [52]. De fato, sob o ponto de vista de inserção, tais quebras

são vistas como inserções dos campos dentro das funções de Green. Contudo, como os

campos são assumidos serem funções suaves de suporte compacto, termos lineares nos

campos são bem comportados, mesmo dentro das funções de Green. Por outro lado, no

caso de quebras não-lineares, como um exemplo, temos

δΣ

δBµ(x)
= −ψ(x)γ5γµψ(x) . (4.20)

Lembre que o lado direito de (4.20) é assumido como sendo uma inserção no valor es-

perado do vácuo. Tal quebra resulta numa função de Green que apresenta divergências

ultravioletas, uma vez que os campos são avaliados no mesmo ponto. Isso significa que

tal quebra será sujeita à renormalização. Por essa razão dizemos que quebras não-lineares

não caracterizam identidades de Ward.

Embora a simetria ŕıgida descreva a conservação da carga elétrica, ela não desen-

volve um papel importante no estudo da estabilidade quântica da teoria. Na verdade a

conservação da carga descrita pela invariância da ação (4.12) sob o operador Wrig é no

sentido global.

4.2 Estabilidade quântica

A fim de obter o contratermo mais geral que pode ser livremente adicionado à

ação clássica Σ em qualquer ordem em teoria de perturbações, necessitamos encontrar

o mais geral polinômio local integrado Σct com dimensão limitada por quatro e número

fantasma zero. Assim, impondo as identidades de Ward (4.15)-(4.19) à ação perturbada

Σ + εΣct – que nada mais é que dizer que não existem anomalias no ńıvel quântico (ver

Cap. 5) – onde ε é um parâmetro de perturbação pequeno, o contratermo deve obedecer
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as seguintes restrições

SΣΣct = 0 ,

δΣct

δb
= 0 ,

δΣct

δc
= 0 ,

δΣct

δc
= 0 ,

WrigΣ
ct = 0 , (4.21)

onde SΣ é o operador de Slavnov-Taylor linearizado nilpotente,

SΣ =

∫
d4x

(
−∂µc

δ

δAµ
+
δΣ

δY

δ

δψ
+
δΣ

δψ

δ

δY
− δΣ

δY

δ

δψ
− δΣ

δψ

δ

δY
+ b

δ

δc
+ Jµνα

δ

δλµνα

)
.

(4.22)

A primeira restrição de (4.21) identifica o contratermo como um problema de cohomologia

para o operador SΣ no espaço dos polinômios nos campos locais integrados de dimensão

quatro e número fantasma zero. A partir de resultados gerais de cohomologia [52], segue-se

que Σct pode ser escrito como

Σct = −1

4

∫
d4x a0F

µνFµν −
1

4

∫
d4x

(
a1κ̄αµβν + a2T

θω
αµβν Cθω

)
FαµF βν +

+

∫
d4x

{
a3iψγ

µDµψ − a4mψψ + i
[
(a5C

νµ + a6C
µν + a7ηαβκ̄

αµβν)ψγνDµψ+

+ (a8D
νµ + a9D

µν)ψγ5γνDµψ + a10E
µψDµψ + a11iF

µψγ5Dµψ+

+
1

2

(
a12G

αβγ + a13S
αβγ

λρσG
λρσ
)
ψσαβDγψ

]
−
[
a14iM5ψγ5ψ+

+ (a15Ā
µ + a16mE

µ)ψγµψ + (a17B
µ + a18mGαβγε

αβγµ)ψγ5γµψ+

+
1

2
(a19H

µν + a20mDαβε
αβµν)ψσµνψ

]}
+ SΣ∆(−1) , (4.23)

onde ∆(−1) é o mais geral contratermo polinomial nos campos local integrado com di-

mensão limitada por quatro e número fantasma −1, dado por21

∆(−1) =

∫
d4x

(
a21Y ψ + a22ψY + a23c∂µA

µ + a24cb+ a25λµναA
µ∂νAα+

21 Claramente, ao contrário dos campos de fundo, as fontes externas não são “congeladas”com respeito
às simetrias de CPT. Portanto, elas gozam de mapas discretos. Assim ∆(−1) pode ser constrúıdo
invariante de CPT, evitando muitos contratermos e parâmetros de renormalização. Ademais, todos
eles, se inclúıdos, são também evitados pelas identidades de Ward do modelo.
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+ a26λαβγε
αβγµψγ5γµψ + a27c̄∂µĀ

µ + a28mc̄∂µE
µ + a29λµναJ

µναc̄c+

+ a30λµναJ
µναAβA

β + a31λµαβJ
ναβAµAν+

+ a32κ̄αβµνλ
αβρJµνρAσA

σ + a33T
θω

αβµν Cθωλ
αβρJµνρAσA

σ+

+ a34κ̄αβµνλ
βρσJνρσA

αAµ + a35T
θω

αβµν Cθωλ
βρσJνρσA

αAµ+

+ a36κ̄αρσδλ
νρδJµασAµAν + a37T

θω
αρσδ Cθωλ

νρδJµασAµAν

)
, (4.24)

com ai sendo coeficientes arbitrários. A partir da segunda equação em (4.21), segue-se

que a23 = a24 = a27 = a28 = a29 = 0. Ainda, a partir da equação do campo fantasma,

a25 = a30 = a31 = a32 = a33 = a34 = a35 = a36 = a37 = 0. Portanto, depois das seguintes

redefinições,

a3 − a21 + a22 7→ a3 , a12 − a21 + a22 7→ a12 ,

a4 − a21 + a22 7→ a4 , a14 − a21 + a22 7→ a14 ,

a5 − a21 + a22 7→ a5 , a15 − a21 + a22 7→ a15 ,

a8 − a21 + a22 7→ a8 , a17 − a21 + a22 7→ a17 ,

a10 − a21 + a22 7→ a10 , a19 − a21 + a22 7→ a19 ,

a11 − a21 + a22 7→ a11 , (4.25)

não é dif́ıcil verificar que a forma do contratermo mais geral permitido pelas identidades

de Ward é dada por

Σct = −1

4

∫
d4x a0F

µνFµν −
1

4

∫
d4x

(
a1κ̄αµβν + a2T

θω
αµβν Cθω

)
FαµF βν +

+

∫
d4x

{
a3iψγ

µDµψ − a4mψψ + i
[
(a5C

νµ + a6C
µν + a7ηαβκ̄

αµβν)ψγνDµψ+

+ (a8D
νµ + a9D

µν)ψγ5γνDµψ + a10E
µψDµψ + a11iF

µψγ5Dµψ+

+
1

2

(
a12G

αβγ + a13S
αβγ

λρσG
λρσ
)
ψσαβDγψ

]
−
[
a14iM5ψγ5ψ+

+ (a15Ā
µ + a16mE

µ)ψγµψ + (a17B
µ + a18mGαβγε

αβγµ − a26Jαβγε
αβγµ)ψγ5γµψ+

+
1

2
(a19H

µν + a20mDαβε
αβµν)ψσµνψ

]}
. (4.26)

Resta-nos checar se a teoria é estável: se o contratermo Σct pode ser absorvido pela ação

original Σ por meio da redefinição multiplicativa dos campos, fontes e parâmetros da

teoria, de acordo com

Σ[Φ, J, ξ] + εΣct[Φ, J, ξ] = Σ[Φ0, J0, ξ0] +O(ε2) , (4.27)
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onde as quantidades não-renormalizadas são definidas por

Φ0 = Z
1/2
Φ Φ , Φ ∈

{
A,ψ, ψ, b, c, c

}
,

J0 = ZJJ , J ∈
{
J, λ, C,D,E, F,G,M5, Ā, B,H

}
,

ξ0 = Zξξ , ξ ∈ {e,m} . (4.28)

É posśıvel checar que isso pode ser feito, provando a renormalizabilidade em todas as or-

dens em teoria de perturbações. Explicitamente, os fatores de renormalização são listados

abaixo.

Para os fatores independentes do fóton, do elétron e da massa do elétron, temos

Z
1/2
A = 1 +

1

2
εa0 ,

Z
1/2
ψ = 1 +

1

2
εa3 ,

Zm = 1 + ε(a4 − a3) . (4.29)

Os fatores de renormalização para os campos fantasmas, carga, campo de Lautrup-

Nakanishi e fontes Y não são independentes, ou seja,

Z1/2
c = Z

1/2
c = 1 ,

Z
1/2
b = Ze = Z

−1/2
A ,

ZY = ZY = Z
1/2
A Z

−1/2
ψ . (4.30)

Assim, as propriedades de renormalização do setor usual da EDQ permanecem inalteradas.

Para o setor καµβν , devido aos números quânticos de κ̄ e C, há uma mistura entre

seus respectivos operadores compostos, i.e., FαµF βν and iψγνDµψ. Assim, a renorma-

lização matricial (3.35) é requerida. Neste caso,(
κ̄0αµβν

C0νµ

)
=

(
(Zκ̄κ̄)

θρωδ
αµβν (Zκ̄C) θω

αµβν

(ZCκ̄)
θρωδ

νµ (ZCC) θω
νµ

)(
κ̄θρωδ

Cθω

)

=

(
(1 + ε(a1 − a0))δθαδ

ρ
µδ

ω
β δ

δ
ν εa2T

θω
αµβν

εa7η
ρδδθνδ

ω
µ δθνδ

ω
µ + ε((a5 − a3)δθνδ

ω
µ + a6δ

θ
µδ

ω
ν )

)(
κ̄θρωδ

Cθω

)
.

(4.31)

Como é posśıvel inferir a partir da Tabela 3, algumas fontes externas não têm exatamente

os mesmos números quânticos, especificamente com respeito às suas dimensões de massa.

Então, em prinćıpio, elas não sofrem mistura quântica. Contudo, o modelo tem um

parâmetro de massa, a massa do elétron, m. Assim, o parâmetro de massa irá permitir
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algumas misturas extras entre as fontes [171]. Primeiramente,(
Āµ0

Eµ
0

)
=

(
ZĀĀ ZĀE

ZEĀ ZEE

)(
Āµ

Eµ

)

=

(
1 + ε(a15 − a3) εa16m

0 1 + ε(a10 − a3)

)(
Āµ

Eµ

)
. (4.32)

Ainda,(
Hνµ

0

Dνµ
0

)
=

(
(ZHH)νµαβ (ZHD)νµαβ

(ZDH)νµαβ (ZDD)νµαβ

)(
Hαβ

Dαβ

)

=

(
(1 + ε(a19 − a3))ηναηµβ εa20mε

νµαβ

0 ηναηµβ + ε((a8 − a3)ηναηµβ + a9η
νβηµα)

)(
Hαβ

Dαβ

)
.

(4.33)

O último fator de renormalização matricial corresponde a uma mistura entre três fontes,

ou seja,  Bµ
0

Jαβγ0

Gαβγ
0

 =

 (ZBB)µω (ZBJ)µλρσ (ZBG)µλρσ
(ZJB)αβγω (ZJJ)αβγλρσ (ZJG)αβγλρσ
(ZGB)αβγω (ZGJ)αβγλρσ (ZGG)αβγλρσ


 Bω

Jλρσ

Gλρσ



= Z4

 Bµ

Jαβγ

Gαβγ

 , (4.34)

onde

Z4 =

(1 + ε(a17 − a3))δµω −εa26ε
µ

λρσ εa18mε
µ

λρσ

0 (1− εa0)δαλδ
β
ρ δ

γ
σ 0

0 0 δαλδ
β
ρ δ

γ
σ + ε((a12 − a3)δαλδ

β
ρ δ

γ
σ + a13S

αβγ
λρσ)

 .

(4.35)

A renormalização para as fontes externas que não sofrem mistura é

ZF = 1 + ε(a11 − a3) ,

ZM5 = 1 + ε(a14 − a3) . (4.36)

O setor bosônico associado ao vetor vµ renormaliza-se através de ZJJ . Isto já foi deter-

minado em (4.33). Portanto, ele tem o seguinte v́ınculo de renormalização

ZJJ = Z2
λ = Z−1

A . (4.37)



80

Terminamos, assim, a prova da renormalizabilidade multiplicativa da EDQ com

violação de Lorentz. Mas alguns comentários são necessários: de (4.30), a equivalência

entre as renormalizações do campo do fóton e a carga elétrica, i.e., Ze = Z
−1/2
A , é con-

firmada. Isto é confirmado a partir de cálculos expĺıcitos a 1-laço, ver Eq. (3.34). Outro

ponto interessante é a transversalidade do propagador do fóton. De fato, cálculos a 1-laço

dispostos em (3.16) e (3.21) mostram essa propriedade. A partir da primeira identidade

de Ward em (4.16), essa propriedade é garantida em todas as ordens em teoria de per-

turbações. Contudo, não fomos capazes de fixar, a partir da abordagem algébrica, uma

relação entre os fatores de renormalização das fontes (campos de fundo) e os fatores de

renormalização dos campos do fóton e do elétron. De fato, a partir de cálculos expĺıcitos,

é posśıvel ver que, por exemplo, não é necessária renormalização para fµ, pelo menos a

1-laço. Isto está estreitamente relacionado à renormalização do campo do elétron. Além

disso, as duas abordagens – algébrica e anaĺıtica – mostram-nos que a mistura quântica

entre os campos de fundo é inevitável. Desde que a abordagem algébrica não nos fornece

todas as restrições sobre os parâmetros das fontes que aparecem nas relações anaĺıticas,

resta-nos estabelecer se isso é apenas um efeito a 1-laço que desaparece a altas ordens ou

existem simetrias extras não consideradas no nosso conjunto de identidades de Ward.

Ademais, podemos tomar a ação (4.13) no valor f́ısico das fontes (4.8) e explo-

rar casos especiais. Por exemplo, considerando somente os termos da ação (4.13) que

permanecem invariantes sob o mapa PT, i.e., desconsiderando os termos dependentes de

hµν , dµν , bµ, gαβµ e vµ, obtemos

Σc
PT−inv = −1

4

∫
d4x a0F

µνFµν −
1

4

∫
d4x

(
a1καµβν + a2T

θω
αµβν cθω

)
FαµF βν +

+

∫
d4x

{
a3iψγ

µDµψ − a4mψψ + i
[
(a5c

νµ + a6c
µν + a7ηαβκ

αµβν)ψγνDµψ+

+ a10e
µψDµψ + a11if

µψγ5Dµψ
]
−
[
a14im5ψγ5ψ + (a15a

µ + a16me
µ)ψγµψ

]}
.

(4.38)

Não é dif́ıcil ver que a ação permanece estável, com treze parâmetros de renormalização.

Por outro lado, se escolhermos invariância por C para o contratermo, obtemos

Σc
C−inv = −1

4

∫
d4x a0F

µνFµν −
1

4

∫
d4x

(
a1καµβν + a2T

θω
αµβν cθω

)
FαµF βν +

+

∫
d4x

{
a3iψγ

µDµψ − a4mψψ + i
[
(a5c

νµ + a6c
µν + a7ηαβκ

αµβν)ψγνDµψ+

+
1

2

(
a12g

αβγ + a13S
αβγ

λρσg
λρσ
)
ψσαβDγψ

]
−
[
a14im5ψγ5ψ+

+ (a17b
µ + a18mgαβγε

αβγµ + 6a26v
µ)ψγ5γµψ

]}
. (4.39)

Esta ação também é estável sob renormalização matricial com quatorze parâmetros inde-



81

pendentes.

4.3 Discussão

Mostramos neste caṕıtulo a renormalizabilidade multiplicativa da EDQ com vi-

olação da simetria de Lorentz, pelo menos em todas as ordens em teoria de perturbações;

onde empregamos a técnica de renormalização algébrica dentro do formalismo de BRST

em combinação com um conjunto de fontes externas que controlam os termos de quebra.

Com essa abordagem encontramos os seguintes resultados:

• As caracteŕısticas da renormalizabilidade da EDQ usual são mantidas inalteradas,

veja (4.29) e (4.30). Neste caso, existem somente três parâmetros de renormalização

independentes. Eis: a0, a3 e a4.

• Encontramos um total de vinte e dois parâmetros de renormalização para a ação que

respeita as simetrias de Lorentz, de CPT e de BRST. Quando colocamos as fontes

externas nos seus valores f́ısicos (4.8) e, por exemplo, escolhemos invariância por

PT (ver a ação (4.38)), encontramos treze parâmetros, ao invés de nove parâmetros

encontrados em [111]. Essa discrepância entre esses resultados é devida à renor-

malização matricial empregada. Ressaltamos que a renormalização matricial não é

uma escolha, mas uma necessidade devida à mistura entre as fontes. Esses resultados

estão consistentes com os cálculos a 1-laço desenvolvidos na Sec. 3.2.

• O termo de Carroll-Field-Jackiw εµναβv
µAν∂αAβ não se renormaliza. Além disso,

isso é confirmado por cálculos expĺıcitos a 1-laço. De fato, isso é uma consequência

direta da identidade de Ward do campo fantasma (4.17).

• Diferentemente de [138, 139], termos tipo Proca não são gerados pelos coeficientes

de violação de Lorentz. Isto é uma consequência da identidade de Ward do campo

fantasma: ela é uma identidade não-integrada, fazendo-a mais poderosa que sua

versão não-abeliana.

• Embora os coeficientes de violação de Lorentz sejam fenomenologicamente muito

pequenos, encontramos através de nossa abordagem que o vácuo do modelo é mo-

dificado. De fato, os termos de vácuo não são evitados pelas identidades de Ward.

De qualquer forma, desde que esses são termos de pura fonte, o conteúdo dinâmico

da teoria não é modificado. Assim, atributos como causalidade e unitariedade são

também preservados [100]. No entanto, é importante mencionar algumas palavras

sobre esses termos. Tipicamente, termos de vácuo são associados a condensados,
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a partir de mecanismos de quebra espontânea de simetria [25, 28], efeitos de con-

densação dinâmica [168, 172, 173, 174, 175], e outros. Aqui, um efeito levemente dife-

rente ocorre, que é similar aos termos de vácuo de Gribov-Zwanziger [164, 165, 176],

i.e., esses termos vêm de termos de pura fonte permitidos por contagem de potências

e sobrevivem depois do limite f́ısico. Podemos interpretar esses termos como segue:

devido a teoria ser embebida em uma teoria maior, a contração para os valores f́ısicos

deixa uma “memória”da ação maior. Isto pode, portanto, ser entendido como uma

condensação do conjunto de campos clássicos quando o limite f́ısico é tomado, i.e.,

o limite f́ısico é um congelamento não-trivial desses campos auxiliares. Podemos

também observar que a ação de Gribov-Zwanziger pode ser interpretada como uma

ação de quebra espontânea de simetria [177]; talvez uma interpretação similar seja

posśıvel para a presente abordagem.

• Finalmente, encontramos que não há geração radiativa do termo tipo Chern-Simons,

εµναβb
µAν∂αAβ [123, 124, 131]. Mostramos que essa propriedade é uma consequência

direta das classes de fontes BRST empregadas na nossa abordagem: a fim de con-

trolar as quebras de Lorentz e de CPT (também de BRST), o campo de fundo bµ

foi promovido à fonte externa Bµ. Desde que esta fonte acopla-se a um operador

composto invariante de BRST, ela é fechada de BRST. Por outro lado, o campo de

fundo vµ foi promovido à fonte externa Jµνα. Esta fonte, contudo, é acoplada a um

operador não-invariante de BRST. Portanto, ela deve ser exata de BRST, com λµνα

sendo sua contraparte de BRST em um dubleto de BRST. Como fontes (operadores)

exatas (os) de BRST não podem receber contribuição de fontes (operadores) fecha-

das (os) de BRST [178, 179, 180], a fonte Jµνα nunca receberá contribuição da fonte

Bµ – por outro lado, a outra forma é posśıvel. Ainda, desde que a renormalização

algébrica é um método recursivo e independente do esquema de renormalização,

essa propriedade é garantida em todas as ordens em teoria de perturbações. Este

resultado também foi encontrado em [133] através de métodos algébricos. Contudo,

encontramos aqui uma interpretação cohomológica.

Convém chamar atenção para as diferenças na forma como a simetria de Lorentz

é restaurada em [170] e a aqui realizada. Naquele caso, dada uma ação com um termo

de quebra de Lorentz, é introduzido outro termo semelhante, com uma fonte externa, e

a transformação da fonte externa sob transformações de Lorentz é escolhida de modo a

restaurar a simetria de Lorentz da teoria – compensando o termo de quebra. Em śıntese,

a teoria permanece com um setor de quebra. Contudo, o conjunto de transformações

dos campos e fontes externas são definidos de tal modo que a teoria seja invariante. No

nosso caso, entretanto, ao invés de introduzir uma fonte externa em adição ao termo

de quebra, os termos de quebra são tratados já com fontes externas com transformações

espećıficas, e a teoria não apresenta nenhum setor de quebra que é compensado com termo



83

sem quebra. Em suma, ressaltando novamente, a teoria aqui é imersa em uma teoria mais

geral, preservando os mesmos acoplamentos originais, com as simetrias restauradas.

Vale ainda comentar alguns aforismos dispostos na Ref. [170]:“[...]whether you like

it or not, you have to include in the initial lagrangian all terms that violate the Lorentz

symmetry consistent with locality and power-counting, unless otherwise constrained by a

break control!” e “Whether you like it or not, you have to include in the lagrangian all

counter terms consistent with locality and power-counting, unless otherwise constrained

by Ward identities.” – este ultimo é atribúıdo a Symanzik. Embora o primeiro refira-se

à lagrangiana inicial e o segundo ao contratermo, ambos estão relacionados à questão da

estabilidade quântica. Para deixarmos isso mais claro, sob o ponto de vista da estabilidade

quântica, e através dos resultados acima obtidos, podemos tomar dois distintos modelos

de EDQ com violação da simetria de Lorentz. Se considerarmos os seguintes modelos

Σ1 = SEDQ + S1 + S2 ,

Σ2 = SEDQ + S1 , (4.40)

onde

S1 =

∫
d4x

(
εβµναv

βAµ∂νAα − eµψDµψ
)
,

S2 = −
∫
d4x

(
aµψγµψ + bµψγ5γµψ

)
, (4.41)

vemos de (4.32), (4.34) e do último tópico acima que o modelo descrito pela ação Σ1 é

consistente quanticamente. Por outro lado, se tomarmos um modelo do tipo Σ2 teŕıamos

um contratermo infinito do tipo S2 gerado por correções quânticas advindas da ação S1,

e o modelo não teria estabilidade quântica22.

Nas Refs. [133, 170] os autores argumentam que, se termos de quebra de Lorentz

são controlados pelas fontes externas, não há necessidade de introduzir, devido à questão

da estabilidade quântica, todos os termos de quebra na ação inicial. Nesses trabalhos, por

exemplo, é mostrado que um termo tipo Chern-Simons não é gerado por correções radia-

tivas, e, portanto, não há necessidade de introduzir um termo de quebra de Lorentz tipo

Chern-Simons desde o ińıcio, de acordo com o argumento prévio; como também discutimos

22 Um clássico exemplo da importância da estabilidade quântica é o caso de uma teoria de um campo
escalar neutro em interação com férmions. Neste caso, a teoria apresenta as mesmas potenciais di-
vergências da EDQ (ver Fig. 5), com as linhas de fótons substitúıdas por linhas de campos escalares.
Neste caso o gráfico tipo e tem também contribuição nula de acordo com o teorema de Furry. Con-
tudo, na ausência de uma identidade de Ward – tipo [154] para a EDQ – o gráfico d não fornece uma
contribuição finita. Assim um termo divergente tipo φ4 surge a 1-laço. Então deve ser introduzido à
ação clássica um termo tipo λφ4 para absorver essa divergência. Veja, por exemplo, [181] para mais
detalhes nesse assunto.
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acima para os dois modelos Σ1 e Σ2. Por outro lado, ainda em [170] e também em [111]

os autores argumentam que se a completa teoria com quebra de Lorentz, compat́ıvel com

o critério de localidade e contagem de potências, é considerada, não é necessário introdu-

zir nenhum controlador de quebra de Lorentz. Contudo, em [111] os autores estudam a

completa EDQ estendida sem controlar a quebra de Lorentz. Todavia, ao estudar a esta-

bilidade quântica os autores escolhem, por exemplo, um setor da teoria que é invariante

por PT. No entanto, o contratermo proposto não é o mais geral posśıvel – o que é dif́ıcil

de entender, já que os próprios autores abrem o trabalho [170] com o segundo aforismo

acima. Isto, de fato, está em desacordo com o que é sabido de teoria de renormalização

[181].

No nosso caso, no intuito de aplicar seguramente o PAQ, restauramos a simetria

de Lorentz – além de CPT e de BRST – da EDQ estendida completa. No estudo da

estabilidade quântica propomos o contratermo mais geral posśıvel compat́ıvel com as

simetrias da teoria. E isso deve ser feito tanto em teorias com ou sem simetria de Lorentz.

Embora a EDQ estendida é suposta conter efeitos de baixas energias de teorias

mais fundamentais, com coeficientes de violação provenientes, e.g., de quebra espontânea

de simetria, o único argumento fenomenológico usado no estudo da renormalizabilidade

da teoria a “baixas energias”é que tais coeficientes de violação de Lorentz sejam Planck-

suprimidos. Assim, a imersão de tal teoria em uma mais geral através das fontes de

Symanzik não é um procedimento espúrio, uma vez que não se está supostamente consi-

derando todos os graus de liberdade da teoria; como os modos de Nambu-Goldstone.
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5 ANOMALIAS DE CALIBRE NA EDQ ESTENDIDA

Neste caṕıtulo estudaremos a questão das anomalias de calibre na EDQ com vi-

olação da simetria de Lorentz. Seguindo o método algébrico e os resultados da quantização

de BRST do caṕıtulo anterior, limitaremos nosso estudo a um problema de cohomologia.

Desde que a abordagem a ser empregada é independente do esquema de renormalização

(regularização, prescrição de subtração e condições de renormalização), os resultados aqui

obtidos são esperados serem gerais. Apresentamos esse estudo na Ref. [182].

5.1 Anomalias de calibre e renormalizabilidade

No caṕıtulo anterior discorremos sobre a renormalizabilidade em todas as ordens

em teoria de perturbações da EDQ com violação da simetria de Lorentz: especificamente,

mostramos que esse modelo é estável no ńıvel quântico. Contudo, como enfatizado na

Sec. 1.3 desta tese, um dos requisitos para a renormalizabilidade de uma teoria é que a

teoria seja livre de anomalias no ńıvel quântico – especificamente anomalias de calibre,

se a teoria em estudo for uma teoria de calibre. Pretendemos aqui neste caṕıtulo dar

uma resposta definitiva sobre o problema das anomalias de calibre na EDQ estendida

[182]. Além do estudo desenvolvido no caṕıtulo anterior, existem outras incursões nesse

sentido. De fato, na Ref. [111] os autores clamam uma prova da renormalizabilidade da

EDQ estendida em todas as ordens em teoria de perturbações. Contudo, eles escolhem

separadamente a simetria por C e (ou) PT a fim de garantir a ausência de anomalias de

calibre no ńıvel quântico, ao invés de levar em conta a completa EDQ estendida. Além

disso, um passo além das Refs. [110, 111] é apresentado na Ref. [183], onde o cálculo

das integrais de Feynman relacionadas ao tri-vértice do fóton é feito. Nesse trabalho é

mostrado que a contribuição que vem do tri-vértice do fóton é livre de anomalias de calibre

a 1-laço e apontam a conjectura que essa propriedade permanece em todas as ordens

em teoria de perturbações. Essencialmente, eles fixam a ambiguidade na circulação do

momento interno dos diagramas requerendo a invariância de calibre da teoria, assim como

apontam a importância desse resultado para uma prova completa da renormalizabilidade

em todas as ordens da EDQ com violação da simetria de Lorentz. De fato, uma vez que

o parâmetro da anomalia é feito nulo a 1-laço, um teorema de não renormalização seria

necessário para garantir essa propriedade em todas as ordens em teoria de perturbações.

Ainda nessa linha, em [184] é analisada as contribuições a 1-laço que vêm dos diagramas

da polarização do vácuo e do tri-vértice do fóton. Nesse trabalho, além dos termos

divergentes, as contribuições finitas dos diagramas mencionados são calculadas através

da chamada regularização impĺıcita, a fim de contornar o problema da ambiguidade em
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definir a matriz γ5 em d dimensões e sua álgebra. Ainda, é empregado a invariância da

circulação do momento interno nos diagramas a fim de garantir a invariância de calibre

da EDQ estendida. Embora [184] discorde do procedimento de cálculo empregado na

Ref. [183], ambos trabalhos mostram, assim, que as identidades de Ward da EDQ com

violação da simetria de Lorentz são válidas a 1-laço.

5.1.1 Interlúdio: sobre o conceito de anomalia

No intuito de entender melhor o conceito de anomalia de calibre, vale relembrar

o resultado importante advindo do teorema de Noether, comentado na introdução desta

tese: uma simetria global cont́ınua de um sistema f́ısico implica numa corrente conservada.

Usualmente, a análise dessa propriedade é realizada no ńıvel clássico. Contudo, se tal

corrente não é conservada na teoria quântica, fala-se de uma anomalia global. Mas até

aqui isso não é tão preocupante, pois nos referimos a uma simetria global, i.e., a simetria

não é calibrada. Contudo, a situação é problemática se essa corrente não-conservada

interage com campos de calibre de massa nula. Neste caso as identidades de Ward da

teoria não mais serão válidas – o problema apontado acima para a EDQ estendida –

e fala-se, portanto, de uma anomalia de calibre. Tal anomalia acarreta a violação da

unitariedade [185], uma vez que somente dois modos transversos são esperados para os

campos de calibre vetoriais.

Outra importante anomalia dentro do MP é a anomalia quiral. Analisá-la-emos

em mais detalhes na sequência. Dada a ação de Dirac23 e as seguintes correntes vetorial,

quiral (ou axial) e pseudoescalar,

Jµ(x) = ψ(x)γµψ(x) , Jµ5 (x) = ψ(x)γµγ5ψ(x) , P (x) = ψ(x)γ5ψ(x) , (5.1)

respectivamente, decorre, classicamente, das equações de movimento, as seguintes relações

∂µJ
µ(x) = 0 , ∂µJ

µ
5 (x) = 2imP (x) . (5.2)

Nota-se que a corrente vetorial é conservada, que é bem-vindo, desde que essa corrente que

se acopla ao campo de calibre. Por outro lado, a corrente quiral é parcialmente conservada

(PCAC)24, e só é conservada no limite de massa nula, m = 0.

Pode-se estabelecer as identidades de Ward para as relações apresentadas em (5.2)

23 O setor exclusivamente fermiônico da ação da EDQ, SEDQ. Nesta discussão a ação de Maxwell é
desconsiderada, e o campo do fóton é tratado como um campo externo.

24 N.T.: Sigla do inglês Partially Conserved Axial Current.
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e verificá-las ordem a ordem em teoria de perturbações. Como é usual, parte-se do ńıvel

árvore. Assim, podemos tomar a seguinte identidade

qλTµνλ(k1, k2, q) = i

∫
d4xd4yd4zeik1+ik2−iqz∂λz 〈0|TJµ(x)Jν(y)J5

λ(z)|0〉

= 2mi

∫
d4xd4yd4zeik1+ik2−iqz〈0|TJµ(x)Jν(y)P (z)|0〉

= 2mTµν . (5.3)

Nessa derivação foram desprezados os termos de Schwinger e usada a segunda identidade

clássica de (5.2), ou seja, essa última identidade é válida no ńıvel árvore. A identidade

para conservação da corrente vetorial é

kµ1Tµνλ(k1, k2, q) = kν2Tµνλ(k1, k2, q) = 0 , (5.4)

indicando a conservação da corrente vetorial.

Cálculos a 1-laço, se realizados ingenuamente, apontam que a identidade (5.3) é

satisfeita. Ingenuamente porque tal validade é verificada através da mudança na variável

de integração, i.e., no momento interno. Tal operação é inválida, uma vez que a amplitude

Tµνλ é linearmente divergente. No caso em que tal amplitude é regularizada, a mudança de

variável é permitida. Contudo, o resultado da amplitude Tµνλ depende de como é realizado

a mudança de variável no momento interno entre suas duas posśıveis contribuições. Caso

contrário, a identidade (5.4) poderia ser violada, o que não é bom. De modo geral, pode-se

definir a mudança de variável no momento interno em termos dos momentos externos.

Cálculos detalhados [29] apontam as seguintes modificações nas identidades de Ward (5.3)

e (5.4):

qλT
(1)
µνλ(k1, k2, q) = 2mT (1)

µν −
1− β
4π2

εµναβk
α
1 k

β
2 ,

kµ1T
(1)
µνλ(k1, k2, q) =

1 + β

8π2
εµναβk

α
1 k

β
2 . (5.5)

Desta relação vemos que as identidades de Ward vetorial e quiral não podem ser satisfeitas

simultaneamente. Entretanto, desde que, aqui, somente a corrente vetorial interage com o

campo do fóton, é prefeŕıvel que a identidade de Ward quiral seja escolhida ser anômala,

ao invés da identidade de Ward vetorial. Assim, podemos escolher β = −1; que nada mais

é que fixar a ambiguidade na circulação do momento interno por exigir que a simetria de

calibre da teoria seja preservada no ńıvel quântico. Deste modo, a não conservação da

corrente quiral é modificada, i.e,

∂µJ
µ
5 = 2miP +A , (5.6)
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onde

A =
e2

16π2
εµναβF

µνFαβ (5.7)

é a chamada anomalia de Adler-Bell-Jackiw (ABJ) [186, 187]. Note que essa anomalia

independe da massa do férmion que circula no laço.

Quando a amplitude T
(1)
µνλ é calculada através da regularização de Pauli-Villars ou

regularização dimensional, a identidade de Ward vetorial é imediatamente satisfeita, ao

contrário da quiral, fornecendo o mesmo resultado acima exposto. Associar-se-ia, então,

à anomalia quiral, quando se considera uma teoria com férmions de massa zero, uma

patologia do esquema de regularização utilizado; no sentido de que embora a anomalia

não dependa do regulador, seu efeito seria uma consequência do procedimento de regu-

larização. De fato, desde que a regularização de Pauli-Villars introduz um parâmetro de

massa, a simetria quiral seria imediatamente quebrada, e isso poderia indicar a origem

da anomalia quiral. Ademais, na regularização dimensional, a extensão dimensional da

matriz γ5 é responsável pelo surgimento do termo da anomalia. Contudo, todos os proce-

dimentos de regularização, incluindo o point splinting method, além do método funcional

de Fujikawa, concordam quanto ao resultado da anomalia de ABJ. Embora anomalias,

como acabamos de ver – um exemplo da anomalia quiral –, sejam fenômenos genuina-

mente quânticos, não se pode interpretá-las como um problema relacionado ao esquema

de regularização, seja este um controlador de divergências ultravioletas ou infravermelhas;

mesmo considerando o fato que tais divergências são, também, consequências oriundas da

quantização de sistemas de infinitos graus de liberdade. O fato de diferentes esquemas

de regularização fornecerem o mesmo resultado para a anomalia (quiral) indica que esta

é uma propriedade genúına dos sistemas f́ısicos estudados. Pode-se, assim, associar essa

anomalia a algum efeito f́ısico, caracterizando-a como uma anomalia relevante.

O conceito de anomalia quiral para o MP tornou-se claro quando aquele foi usado

para descrever o decaimento do ṕıon neutro em dois fótons, π0 → γγ. De acordo com

Sutherlan e Veltman, tal decaimento é proibido – em desacordo com resultados experimen-

tais. De fato, se é usado a PCAC para calcular a taxa de decaimento desse processo, i.e.,

tomar o elemento de matriz de (5.2) entre dois fótons, no limite em que o momento do ṕıon

é suave, obtém-se um resultado nulo para tal taxa. Bell e Jackiw mostraram que tal decai-

mento é posśıvel se a equação da PCAC for modificada, ou seja, se se usa a Eq. (5.6). Adler

mostrou em um trabalho seminal que tal decaimento era proibido teoricamente pelo uso

indevido da identidade (5.2) dentro da matriz de elementos; calculando-se diretamente a

4-divergência da corrente quiral através de métodos perturbativos (ver Eq. (5.5)) obtém-se

a anomalia quiral (5.7), que é exatamente a modificação da PCAC. Este resultado mostra

a profunda relação entre a anomalia quiral e o decaimento π0 → γγ. Este decaimento

pode ser descrito pela amplitude T
(1)
µνλ, utilizando a fórmula de LSZ, onde os estados as-
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sintóticos seriam o ṕıon neutro acoplado à corrente quiral, e os fótons às demais correntes

vetoriais. Note que isso não é inconsistente sob o ponto de vista da renormalizabilidade e

unitariedade perturbativas, pois o campo que se acopla à corrente quiral não é um campo

de calibre.

No Modelo Eletrofraco, entretanto, campos de calibre interagem com correntes

quirais, e, assim, a anomalia quiral de ABJ, agora generalizada – por Bardeen [188] –

para incluir campos de calibre não-abelianos, é permitida. Contudo, os férmions são

constrúıdos em representações do grupo SU(3)c × SU(2)L × U(1)Y , de modo que, se

somado as contribuições para a anomalia de ABBJ de todos os férmions de uma mesma

famı́lia, tal anomalia pode ser eliminada.

Outro resultado importante mostrado por Adler e Bardeen [189] é que a ano-

malia (5.7) é exata a 1-laço e não recebe correções em altas ordens em teoria de per-

turbações. Este resultado é conhecido como teorema de não-renormalização de Adler-

Bardeen. Convém chamar atenção para duas consequências, bem expĺıcitas em [190],

desse teorema: (i) a amomalia quiral é exata a 1-laço; (ii) existe um esquema de sub-

tração tal que, se anomalia de calibre é nula a 1-laço, ela será também nula em todas as

ordens em teoria de perturbações.

O item (i) é o resultado original de Adler e Bardeen. O tópico (ii) pode ser

entendido a partir da Eq. (5.5). Naquela situação, a fim de cancelar a anomalia de

calibre, escolhemos β = −1. Isso significa introduzir na função vértice no ńıvel árvore

(ação clássica) o contratermo 1/8π2εµναβk
α
1 k

β
2 .

Em suma, temos as seguintes conclusões: anomalias relevantes (que podem ter im-

plicações f́ısicas) são independentes de qualquer esquema de regularização empregado para

calculá-las, ao contrário das anomalias irrelevantes. As anomalias de ABBJ referem-se às

anomalias quirais e não necessariamente estão relacionadas às anomalias de calibre, exceto

no caso em que os campos de calibre acoplam-se às correntes quirais. Anomalias quirais

não são problemáticas, mesmo quando não puderem ser canceladas, se as correntes quirais

não interagem com bósons de calibre. (Exemplos: lagrangiana da EDQ com acoplamento

de Yukawa entre férmions de Dirac e mésons pseudoescalares, não conservação da cor-

rente bariônica.) A versão original do teorema de não-renormalização de Adler-Bardeen

refere-se à anomalia quiral.

5.1.2 Cohomologia e anomalia

De maneira totalmente independente do cálculo das integrais de Feynman, as ano-

malias de calibre podem ser caracterizadas pelo estudo da cohomologia dos operadores

nilpotentes definidos na teoria em questão. Em teorias de calibre não-abelianas as ano-

malias podem ser caracterizadas através das equações de descida. Contudo, tais equações
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fornecem as chamadas anomalias covariantes, que não necessariamente correspondem às

anomalias consistentes da teoria, i.e., aquelas anomalias que satisfazem as condições de

consistência de Wess-Zumino [191]. Contudo, existe um mapa entre tais anomalias. No

caso abeliano, por outro lado, as anomalias obtidas do estudo da cohomologia já satisfa-

zem diretamente a condição de consistência de Wess-Zumino.

Do ponto de vista da cohomologia, anomalias relevantes são aquelas que pertencem

ao setor não-trivial da cohomologia. Em caso contrário, há as anomalias irrelevantes, que

são aquelas que pertencem ao setor trivial da cohomologia.

De posse dessas propriedades, podemos verificar se o modelo aqui tratado apresenta

anomalias de calibre. Assim, para vermos se a EDQ estendida é livre de anomalias de

calibre no ńıvel quântico, precisamos verificar se a solução do operador de Slavnov-Taylor

(4.22) (forma funcional do operador de BRST) no setor não-trivial da cohomologia é vazia.

Isto é verificado através da extensão do operador de Slavnov-Taylor ao ńıvel quântico

seguindo as prescrições do PAQ [51], e através da álgebra obedecida pelo operador de

Slavnov-Taylor e um conjunto extra de identidades de Ward.

A fim de obtermos importantes relações algébricas entre as identidades de Ward,

definamos um funcional geral F com número fantasma par. O operador de Slavnov Taylor

atuando sobre F é definido como

S(F) ≡
∫
d4x

(
−∂µc

δF
δAµ

+
δF
δY

δF
δψ
− δF
δY

δF
δψ

+ b
δF
δc

+ Jµνα
δF
δλµνα

)
. (5.8)

Ainda, podemos definir o seguinte operador de Slavnov-Taylor linearizado

SF =

∫
d4x

(
−∂µc

δ

δAµ
+
δF
δY

δ

δψ
+
δF
δψ

δ

δY
− δF
δY

δ

δψ
− δF
δψ

δ

δY
+ b

δ

δc
+ Jµνα

δ

δλµνα

)
.

(5.9)

Também, as seguintes identidades são satisfeitas

SFS(F) = 0 , ∀ F ,

SFSF = 0 , se S(F) = 0 . (5.10)

Além disso, a equação de fixação de calibre, junto com o operador de Slavnov-Taylor,

equação do campo fantasma, equação do campo antifantasma e operador ŕıgido satisfazem
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a seguinte álgebra

δ

δb(x)
S(F)− SF

(
δF
δb(x)

− ∂µAµ(x)

)
=

(
δF
δc̄(x)

− ∂2c(x)

)
,

δ

δc̄(x)
S(F) + SF

δF
δc̄(x)

= 0 ,∫
d4x

δ

δc(x)
S(F) + SF

∫
d4x

(
δF
δc(x)

−∆cl

)
= −iWrig(F) ,

WrigS(F)− SFWrig(F) = 0 . (5.11)

Veremos que as Eqs. (5.10) e (5.11) serão muito úteis para o estudo das anomalias.

5.2 Identidades de Ward anômalas

No estudo da estabilidade quântica da EDQ estendida desenvolvido na Sec. 4.2,

assumimos que as identidades de Ward (4.15)-(4.19) eram válidas no ńıvel quântico: 1-

laço. Por conveniência, mostremos primeiramente que as identidades (4.16)-(4.19) de fato

não apresentam anomalias no ńıvel quântico.

Como ponto de partida, tomemos a equação de fixação de calibre. Sabemos que o

campo de Lautrup-Nakanishi obedece a seguinte álgebra[
δ

δb(x)
,

δ

δb(y)

]
= 0 . (5.12)

Seja a ação quântica, Γ, i.e.,

Γ =
∞∑
n=0

~nΓ(n) onde Γ(0) = Σ . (5.13)

A partir do PAQ, podemos supor que a equação de fixação de calibre se mantém até a

ordem ~n−1 em teoria de perturbações, ou seja,

δΓ

δb(x)
= ∂µA

µ(x) + ∆ · Γ = ∂µA
µ(x) + ~n∆(x) +O(~n+1) , (5.14)

onde ∆(x) é uma inserção polinomial local nos campos e suas derivadas de dimensão dois

e número fantasma zero. A forma mais geral para tal inserção é

∆(x) = F (A, c̄, c,J )(x) + ξb(x) , (5.15)

onde F é um polinômio local nos campos A, c̄, c e fontes J , e ξ é um parâmetro adimen-
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sional constante. A partir da Eq. (5.12) obtemos a seguinte condição de consistência

δ

δb(y)
∆(x)− δ

δb(x)
∆(y) = 0 . (5.16)

A partir da Eq. (5.15) encontramos

δ

δb(y)
∆(x) =

δ

δb(x)
(F (A, c̄, c,J )(y) + ξb(y)) . (5.17)

Integrando esta equação, obtemos

∆(x) =
δ

δb(x)

∫
d4y

(
F (A, c̄, c,J )(y)b(y) +

ξ

2
b(y)b(y)

)
. (5.18)

Assim, a equação de fixação de calibre (5.14) torna-se

δΓ̄

δb(x)
= ∂µA

µ(x) +O(~n+1) , (5.19)

onde redefinimos a ação quântica como

Γ̄ = Γ− ~n
∫
d4y

(
F (A, c̄, c,J )(y)b(y) +

ξ

2
b(y)b(y)

)
. (5.20)

Podemos repetir esse procedimento recursivamente e mostrar que a equação de fixação de

calibre é válida em todas as ordens.

Investiguemos agora uma posśıvel quebra quântica na equação do campo antifan-

tasma. Novamente, aplicando o PAQ

δΓ̄

δc̄(x)
= ∂2c(x) + ∆ · Γ̄ = ∂2c(x) + ~n∆(x) +O(~n+1) , (5.21)

com ∆(x) sendo um polinômio local de dimensão dois e número fantasma +1. Sua forma

geral é

∆(x) = G(A, c,J )(x) + f(c)c̄(x) , (5.22)

onde G(A, c,J )(x) não depende do campo b, desde que esta dependência já foi absorvida

na ação efetiva Γ̄. f(c) é uma função dependente de c. Contudo, a partir da Tabela 1

vemos que é imposśıvel construir uma função f(c) de dimensão dois e número fantasma

dois dependendo somente de c. Então, assumimos f(c) = 0. A partir da álgebra obedecida

pela equação do campo antifantasma{
δ

δc̄(x)
,

δ

δc̄(y)

}
= 0 , (5.23)
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derivamos outra condição de consistência

δ

δc̄(y)
∆(x) +

δ

δc̄(x)
∆(y) = 0 . (5.24)

A solução para (5.24) é

∆(x) =
δ

δc̄(x)

∫
d4y c̄(y)G(A, c,J )(y) . (5.25)

Reescrevendo a equação do campo antifantasma

δΓ̃

δc̄(x)
= ∂2c(x) +O(~n+1) , (5.26)

com

Γ̃ = Γ̄− ~n
∫
d4y c̄(y)G(A, c,J )(y) , (5.27)

sendo a ação efetiva redefinida. Novamente, vemos que a equação do campo antifantasma

é válida na ordem considerada.

Supondo agora que a equação do campo fantasma (4.17) quebra na ordem ~n, i.e.,

δΓ̃

δc(x)
= ∆cl + ∆ · Γ̃ = ∆cl + ~n∆(x) +O(~n+1) , (5.28)

onde ∆cl corresponde à quebra clássica e ∆(x) é um polinômio local de dimensão quatro

e número fantasma −1. Sua forma mais geral é

∆(x) =

∫
d4x

(
a1Y ψ + a2ψY + L(A,J , ai+2)(x)

)
, (5.29)

onde os a’s são parâmetros adimensionais arbitrários25 e L é um polinômio local depen-

dendo do campo A e fontes J . Note que o campo antifantasma não pode entrar em L,

uma vez que sua contribuição no ńıvel quântico já foi absorvida em Γ̃. Assim, é trivial

ver que

∆(x) =
δ

δc(x)

∫
d4y c(y)

(
a1Y ψ + a2ψY + L(A,J , ai+2)(y)

)
, (5.30)

25 Os parâmetros ai+2 (com i = 1, 2, . . . ) indicando um diferente parâmetro para cada diferente com-
binação entre as fontes e o campo de calibre.
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e

δΓ̂

δc(x)
= ∆cl +O(~n+1) , (5.31)

com

Γ̂ = Γ̃− ~n
∫
d4y c(y)

(
a1Y ψ + a2ψY + L(A,J , ai+2)(y)

)
. (5.32)

Mostramos que a equação do campo fantasma é satisfeita na ordem ~n. A prova em todas

as ordens segue trivialmente por indução. A prova que a simetria ŕıgida é satisfeita na

ordem ~n segue por supor um funcional geral respeitando os critérios de contagem de

potências, escalar de Lorentz e escalar no espaço espinorial com número fantasma zero.

5.3 Operador de Slavnov-Taylor anômalo

Uma das importantes questões em teoria de campos perturbativa é se as simetrias

da teoria clássica podem ser implementadas no ńıvel quântico, i.e., se existem anomalias

na teoria. Na seção anterior mostramos que as identidades de Ward apresentadas nas

Eqs. (4.16)-(4.19) não são anômalas no ńıvel quântico. De fato, essas simetrias permitem

eliminar muitos parâmetros de renormalização da teoria. Resta-nos checar se o operador

de Slavnov-Taylor é anômalo no ńıvel quântico. De fato, essa é a identidade de Ward mais

importante que temos. A fim de fazer isso, podemos supor que o operador de Slavnov-

Taylor quebra na ordem ~n em teoria de perturbações, i.e,

S(Γ) = ~n∆(1) +O(~n+1) , (5.33)

onde ∆(1) é um polinômio local integrado dependendo dos campos e fontes, de número

fantasma um e dimensão limitada por quatro. Aplicando o operador de Slavnov-Taylor

linearizado SΓ na equação (5.33) e usando a identidade (5.10), encontra-se

SΓ∆(1) = 0 . (5.34)

A Eq. (5.34) é a condição de consistência de Wess-Zumino para a anomalia. Resolver a

Eq. (5.34) é um problema de cohomologia no espaço dos polinômios nos campos locais

integrados de número fantasma um e dimensão limitada por quatro. Se a cohomologia

de SΓ é vazia, dizemos que o modelo é livre de anomalias e o operador de Slavnov-Taylor

pode ser implementado no ńıvel quântico. Por outro lado, se a cohomologia de SΓ não for
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vazia, ou seja,

∆(1) = rA+ SΓ∆̂(0) , (5.35)

onde A 6= SΓÂ com A sendo um polinômio nos campos local e r um parâmetro arbitrário,

temos uma anomalia. Assim, o operador de Slavnov-Taylor só pode ser implementado

até a ordem ~n−1 em teoria de perturbações. Neste caso somente a parte trivial pode ser

reabsorvida pela redefinição da ação efetiva. É importante mencionar que o parâmetro

r é uma função da constante de acoplamento e não pode ser determinado a partir de

métodos algébricos; é necessário um cálculo expĺıcito dos diagramas de Feynman para

determiná-lo. Contudo, os métodos algébricos podem determinar a forma do funcional A
somente através do estudo da condição de consistência para a anomalia e independente

do esquema de renormalização utilizado, como veremos.

Além da restrição imposta pela condição de consistência de Wess-Zumino (5.34),

a álgebra apresentada na Eq. (5.11) irá impor mais restrições sobre a anomalia – por

hora consideremos uma quebra somente na ordem ~. De fato, a anomalia ∆(1) ainda deve

obdecer as seguintes restrições

δ∆(1)

δb
= 0 ,

δ∆(1)

δc̄
= 0 ,∫

d4x
δ∆(1)

δc
= 0 ,

Wrig∆
(1) = 0 . (5.36)

A solução mais geral para a Eq. (5.36) é

∆(1) = r

∫
d4x ∂µcAµ , (5.37)

onde Aµ é um funcional local de dimensão três dependendo dos campos fundamentais –

exceto b e c̄ – e fontes externas – com exceção das fontes λµνα e Jµνα, que pertencem

ao setor trivial da cohomologia. É importante notar que o operador de Slavnov-Taylor é

apenas a forma funcional do operador de BRST26, s. Assim, ele não muda o conteúdo

discreto (comportamento sob CPT) da teoria quando atua no funcional Γ – lembrando

que esta ação preserva CPT. Além disso, os acoplamentos permitidos no funcional ∆(1)

seguem os mesmos critérios da ação clássica. Isto não significa eliminar posśıveis anomalias

26 Embora dizemos que o operador de Slavnov-Taylor seja a forma funcional do operador de BRST, ambos
operadores só coincidem quando atuam sobre funcionais dependentes dos campos Aµ e c.
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de calibre por impor simetria discreta, mas que a teoria seleciona os acoplamentos de

acordo com os operadores compostos e fontes. Isso, na verdade, significa distinguir os

acoplamentos entre diferentes fontes e diferentes operadores.

Existem duas situações em que é posśıvel eliminar anomalias de calibre, mas dis-

tintas: (i) suponha que o funcional A satisfaz a condição de consistência de Wess-Zumino

e não pertence ao setor trivial da cohomologia, enquanto o parâmetro r, a prinćıpio, é

não-nulo. Neste caso, se as contribuições para A vêm de diferentes férmions em diferentes

representações, tal parâmetro é escrito como r =
∑nf

i ri, onde nf é o número de férmions

em uma dada famı́lia. Caso tal soma forneça r = 0, diz-se que a anomalia, embora não-

trivial, pode ser eliminada. Ainda, desde que o parâmetro efetivo da anomalia é nulo a

1-laço, um teorema de não-renormalização tipo Adler-Bardeen [189] para a anomalia é

necessário a fim de estabelecer o comportamento do parâmetro r sob correções quânticas,

i.e., se, de fato, r será nulo em todas as ordens; (ii) suponha agora que o funcional A per-

tence ao setor trivial da cohomologia, ou seja, A = SΓÂ. Nesta situação a anomalia pode

ser eliminada pela introdução do contratermo não invariante −Â à ação clássica. Aqui,

contudo, um teorema de não renormalização não é necessário. Embora inequivalentes,

em ambas as situações – (i) e (ii) – a anomalia A é permitida, embora possa ser elimi-

nada. Mas, em todo caso, funcionais que pertencem à condição (ii) não são canditados à

anomalias, ao contrário de (i).

Vejamos na sequência as posśıveis contribuições para a anomalia de calibre, respei-

tando os critérios acima mencionados e as condições mostradas nas Eqs. (5.34) e (5.37).

Inicialmente, temos

∆(1) =

∫
d4x

(
r1D

α
µεναρσ∂

µcAν∂ρAσ + r2D
α
νεµαρσ∂

µcAν∂ρAσ + r3D
βαεβαµν∂

µcAσ∂σA
ν+

+ r4D
βαεβαµν∂σcA

µ∂σAν + r5D
βαεβαµν∂

µcAσ∂
νAσ + r6D

βαεβαµν∂σcA
µ∂νAσ+

+ r7D
βαεβαµν∂σcA

σ∂µAν + r8D
λ
µελνρσ∂

ρcAσ∂µAν + r9D
κλεκλµν∂

µcAν∂ρA
ρ+

+ r10∂
µcĀµAαA

α + r11∂
µcAµĀαA

α + r12C
µν∂µcAνAαA

α+

+ r13C
µν∂νcAµAαA

α + r14C
µνAµAνA

α∂αc+ r15C
µν∂µcψγνψ + r16D

µν∂µcψγ5γνψ+

+ r17E
µ∂µcψψ + r18F

µ∂µcψγ5ψ + r19G
αβµ∂µcψσαβψ + r20εµναβ∂

µcBν∂αAβ+

+ r21∂
µcAµAαA

α + r22∂
µcψγµψ + r23∂

µc∂νFµν
)
. (5.38)

Desde que ∆
(1)
1 deve satisfazer a condição de consistência (5.34), obtemos relações entre

alguns parâmetros:

r1 = r2 , r3 = r4 , r5 = r6 , r8 = r9 = 0 , r10 =
r11

2
, r12 = r13 =

r14

2
. (5.39)
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Assim, a Eq. (5.38) torna-se

∆(1) = r1

∫
d4x

{[
(∂µDα

µ)εανρσ − (∂µDα
ν)εµαρσ

]
cAν∂ρAσ+

+
1

2

(
Dα

µεανρσ −Dα
νεµαρσ +Dα

ρεµνασ −Dα
σεµνρα

)
c∂µAν∂ρAσ+

+ Dα
ρεσαµνcA

µ∂ρ∂σAν
}

+

−
∫
d4x

{
r3

[
(∂µDβα)εβαµνcAσ∂

σAν + (∂σDβα)εβαµνcA
µ∂σA

ν
]

+

+ r5

[
(∂µDβα)εβαµνcAσ∂

νAσ + (∂σDβα)εβαµνcA
µ∂νAσ

]
+ r7(∂σDβα)εβαµνcAσ∂

µAν+

+
1

2
Dβα [r7(εβαµνηρσ + εβαρσηµν) + (r3 − r5)(εβαµσηρν + εβαρνησµ)] c∂µAν∂ρAσ+

+ Dβαεβαµνc
[
r3A

µ∂2Aν + r5A
µ∂ν∂σA

σ + (r3 + r7)Aσ∂
σ∂µAν

]}
+

+

∫
d4x

[
r10

(
∂µcĀµAαA

α + 2∂µcAµĀαA
α
)

+ r12 (Cµν∂µcAνAαA
α+

+ Cµν∂νcAµAαA
α + 2CµνAµAνA

α∂αc) + r15C
µν∂µcψγνψ + r16D

µν∂µcψγ5γνψ+

+ r17E
µ∂µcψψ + r18F

µ∂µcψγ5ψ + r19G
αβµ∂µcψσαβψ + r20εµναβ∂

µcBν∂αAβ+

+ r21∂
µcAµA

αAα + r22∂
µcψγµψ + r23∂

µc∂νFµν
]
. (5.40)

Contudo, é posśıvel mostrar que ∆(1) = SΣ∆̂(0), onde27

∆̂(0) =
r1

2

∫
d4x

(
Dα

µεανρσ −Dα
νεµαρσ

)
AµAν∂ρAσ +

−
∫
d4x Dβαεβαµν

(
r3A

µAσ∂
σAν + r5A

µAσ∂
νAσ +

r7

2
AαA

α∂µAν
)

+

−
∫
d4x

[
r10A

µĀµAαA
α + r12C

µνAµAνAαA
α + r15C

µνAµψγνψ + r16D
µνAµψγ5γνψ+

+ r17E
µAµψψ + r18F

µAµψγ5ψ + r19G
αβµAµψσαβψ + r20εµναβB

νAµ∂αAβ+

+
r21

4
AµA

µAαA
α + r22A

µψγµψ
]
. (5.41)

Assim, ∆(1) pertence ao setor trivial da cohomologia, não contribuindo para a anomalia.

Desde que este termo pertence ao setor trivial da cohomologia, ele é um termo amb́ıguo,

ele pode ser compensado pela introdução de um sutil contratermo não-invariante −∆̂(0)

à ação efetiva. Note, da Eq. (5.40), que o operador composto c∂µAνF̃αν , que acopla-se à

fonte Dα
µ, tem as mesmas simetrias discretas que o operador composto ψγ5γνDµψ. Por

essa razão a fonte Cµν não pode se acoplar a ele. Do contrário as fontes Cµν e Dµν seriam

indistingúıveis no ńıvel quântico, o que não faria sentido.

27 Uma vez que estamos assumindo aqui que a identidade de Slavnov-Taylor quebra na ordem ~, o
operador linearizado de Slavnov-Taylor está relacionado à ação clássica, i.e., SΓ → SΣ, com Γ =
Σ +O(~).
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5.4 Discussão

A solução da cohomologia do operador de Slavnov-Taylor no espaço dos polinômios

nos campos locais integrados de dimensão quatro e número fantasma um é vazia na ordem

considerada, i.e., ∆(1) = 0. Assim, as soluções existentes pertencem ao setor trivial da

cohomologia e não é necessário um teorema de não renormalização. Desde que o método

empregado é recursivo, conclúımos que a EDQ com violação da simetria de Lorentz é livre

de anomalias de calibre em todas as ordens em teoria de perturbações.

Além disso, como analisado no caṕıtulo anterior, essa mesma teoria é estável no

ńıvel quântico. Conclúımos, então, que essa teoria é de fato renormalizável em todas as

ordens em teoria de perturbações.

Uma questão muito sutil a respeito das fontes externas pode levar a duas objeções

extremamente opostas: a não restauração da simetria de Lorentz ou que os resultados

obtidos são válidos somente para a teoria mais completa, sem violação da simetria de

Lorentz, e, portanto, a análise aqui realizada não se aplica ao MPE mı́nimo.

Vimos que para o estudo da estabilidade quântica e das anomalias de calibre, tra-

tamos, por exemplo, o campo de fundo bµ como uma fonte externa Bµ(x). A primeira

objeção especula que essa “renomeação”não restaura a simetria de Lorentz; os acopla-

mentos ainda são os mesmos (com exceção do termo tipo Chern-Simons) da ação (3.1),

não havendo restauração da simetria Lorentz de fato. Mas isso é um engano, desde que a

fonte Bµ(x) é assumida ser geral – função suave de suporte compacto, como a fonte J –

nada impede que ela também sofra transformações de Lorentz (incluindo transformações

discretas), pois não há mais campo de fundo para distinguirmos transformações de Lo-

rentz de observador e de part́ıcula. O ponto oposto é que esse procedimento é somente

um truque matemático, pois no estágio em que as simetrias estão restauradas a teoria

não corresponde à teoria f́ısica, e, portanto, os resultados aqui obtidos são inválidos. De

fato, esse procedimento é um truque matemático no intuito de restaurar a simetria de

Lorentz. Contudo, todos os acoplamentos da teoria inicial são preservados, o limite f́ısico

das fontes (4.8) não destrói nenhum acoplamento da teoria de partida. Para compreender

como esse método é poderoso, note que todos os acoplamentos da ação (4.26), de acordo

com a Tabela 6, preservam as simetrias de Lorentz, de CPT e de BRST, mas quando o

limite f́ısico é tomado, todos os contratermos (agora com quebra de Lorentz e de CPT)

estão de acordo com o cálculo a 1-laço realizado na Sec. 3.2.

Outro ponto interessante pode ser notado se tomarmos o limite f́ısico das fontes

externas (4.8) no termo para a anomalia de calibre (5.40) – considerando somente os

termos que dependem do campo de fundo dνµ – e diferenciarmos em relação ao campo
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Figura 9 - Tri-vértice do fóton na EDQ estendida.

fantasma, tal que28

WΓ = r1

[
1

2

(
dαµεανρσ − dανεµαρσ + dαρεµνασ − dασεµνρα

)
∂µAν∂ρAσ+

+ dαρεσαµνA
µ∂ρ∂σAν

]
+

−
{

1

2
dβα [r7(εβαµνηρσ + εβαρσηµν) + (r3 − r5)(εβαµσηρν + εβαρνησµ)] ∂µAν∂ρAσ+

+ dβαεβαµν
[
r7A

µ∂2Aν + r5A
µ∂ν∂σA

σ + (r3 + r7)Aσ∂
σ∂µAν

]}
. (5.43)

Se fixarmos os parâmetros r1, r3, r5 e r7 como

r1 = r7 = − ie3

18π2
, r3 = −r5 =

ie3

36π2
, (5.44)

obtemos

WΓ = − ie3

36π2

[(
dαµεανρσ − dανεµαρσ + dαρεµνασ − dασεµνρα

)
∂µAν∂ρAσ+

− dβα (εβαµνηρσ + εβαρσηµν − εβαµσηρν − εβαρνησµ) ∂µAν∂ρAσ
]

+

− ie3

18π2
dαρεσαµνA

µ∂ρ∂σAν +

− ie3

36π2
dβαεβαµν

(
Aµ∂2Aν − Aµ∂ν∂σAσ − Aσ∂σ∂µAν

)
, (5.45)

que coincide com o resultado para a anomalia de calibre obtido na Ref. [183], Eq. 25 (com

o parâmetro β = −1/3 fixado), através de cálculos expĺıcitos dos diagramas do tri-vértice

do fóton na EDQ estendida (ver Fig. 9 + permutações).

Através da análise das propriedades da fonte κ̄µναβ sob simetrias discretas, con-

clúımos que essa fonte não pode contribuir para a anomalia. De fato, é imposśıvel encon-

28 O operadorW é obtido através da diferenciação do operador de Slavnov-Taylor com respeito ao campo
fantasma e tem a forma

W = ∂µ
δ

δAµ
+ ieψ

δ

δψ
− ie δ

δψ
ψ . (5.42)
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trar um operador composto que se acople à fonte κ̄µναβ que preserve CPT e a identidade

de Wess-Zumino. Por argumentos gráficos vemos que o campo de fundo κµναβ não pode

contribuir para a anomalia, pois ele é inserido numa linha do fóton, que não é o caso do

tri-vértice do fóton mostrado na Fig. 9, onde as linhas internas são somente fermiônicas.

Embora a fonte κ̄µναβ sofra mistura com a fonte Cνµ, a única contribuição daquela fonte

pertenceria necessariamente ao setor trivial da cohomologia, uma vez que Cνµ só contribui

para o setor trivial da cohomologia.

Um ponto que merece mais esclarecimento é a geração do termo tipo Chern-Simons.

A partir da Eq. (5.41) vemos que o fato do termo tipo Chern-Simons pertencer ao setor

trivial da cohomologia do operador de Slavnov-Taylor no espaço dos polinômios locais

integrados de dimensão limitada por quatro e número fantasma um, implica que o dado

termo é amb́ıguo no setor dos polinômios de número fantasma zero. Isto significa que,

sob o ponto de vista de cálculos dos diagramas de Feynman, ele pode ser eliminado por

uma escolha sutil do esquema de renormalização. Contudo, convém notar que, no espaço

dos polinômios de número fantasma zero, esse termo não é permitido.

Nota-se, também, dos resultados acima, que as fontes externas usadas para contro-

lar a quebra da simetria de Lorentz só contribuem – quando permitidas por propriedades

discretas – para o setor trivial da cohomologia no espaço dos funcionais de número fan-

tasma um. De fato, é um resultado geral que a dependência da anomalia de calibre nas

fontes externas é sempre trivial [192, 193].

Uma pergunta que poderia ficar impĺıcita seria: onde se encaixa a anomalia de

Adler-Bardeen-Bell-Jackiw, uma vez que a EDQ estendida apresenta vários acoplamentos

semelhantes a acoplamentos presentes em teorias quirais? De fato, poder-se-ia ingenua-

mente tomar a identidade (5.37) e propor uma posśıvel anomalia de calibre

∆(1) = r

∫
d4x εµναβ∂

µcAν∂αAβ

= −r
4

∫
d4x εµναβcF

µνFαβ , (5.46)

que deveras não pertence ao setor trivial da cohomologia. Contudo, através da Tabela 7,

nota-se que esse termo, embora CPT invariante, não é C invariante, não sendo compat́ıvel

com as simetrias discretas do operador de Slavnov-Taylor linearizado, e, portanto, não

pode contribuir para a anomalia. Note, então, que isso não significa eliminar anomalia –

como discutido anteriormente – mas que essa anomalia é proibida por simetrias discretas.

Poder-se-ia objetar, pois estamos analisando uma teoria que viola C e que, portanto,

essa anomalia é de fato permitida. Vale lembrar que nesse estágio as simetrias discretas

estão restauradas separadamente. Para entendermos isso melhor, suponhamos a seguinte
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lagrangiana de um campo de calibre interagindo com um único férmion quiral, i.e.,

Σquiral = −1

4

∫
d4x F µνFµν +

∫
d4x ψLiγ

µ(∂µ + ieAµ)ψL , (5.47)

onde

ψL =
1

2
(1 + γ5)ψ . (5.48)

Da Tabela 7 vemos que o acoplamento acima viola C. Sendo, assim, imposśıvel, através

das fontes de Symanzik, tornar esse acoplamento, como fizemos, e.g., para o acoplamento

aµψγµψ, C invariante. De fato, o campo Aµ já tem suas simetrias discretas bem estabe-

lecidas a partir da eletrodinâmica usual. Assim a ação quiral (5.47) poderia contribuir

com uma anomalia29 do tipo (5.46), que não é nosso caso. Por outro lado, o campo de

fundo aµ pode ser tratado como uma fonte externa e, assim, o acoplamento aµψγµψ pode

ser feito C invariante (e também CPT invariante), como em (4.10). Chamando à atenção

novamente, embora tenhamos aqui um campo acoplado à corrente quiral, i.e., Bµ, não

há a possibilidade de anomalia de calibre, uma vez que tal campo é somente um campo

externo, e não um campo de calibre.

Na EDQ usual o teorema de Furry próıbe uma contribuição vinda da função Green

de 3 pontos 〈0|TJµJνJα|0〉 (ver gráfico e, Fig. 5). Além disso, uma 4-divergência sobre

qualquer uma das respectivas correntes ainda indicaria que a identidade de Slavnov-Taylor

é preservada na EDQ usual. Na EDQ estendida, contudo, o teorema de Furry usual não

pode ser aplicado, uma vez que a simetria por C é violada. Contudo, na EDQ estendida

o teorema de Furry é generalizado [110]. Interessante que a análise das anomalias de

calibre na fase em que todas as simetrias discretas estão restauradas não invalida em

nada o método. De fato, na fase em que a teoria apresenta quebra da simetria de Lorentz,

através da análise do teorema de Furry generalizado, propriedades do traço das matrizes-

γ, propriedades das integrais de Feynman etc., nota-se que o único termo de violação de

Lorentz que poderia contribuir para a anomalia de calibre a 1-laço é dνµ [110, 183]. Aqui,

através do método de Symanzik, vimos que esse termo pode contribuir para a anomalia;

contudo, sua contribuição é trivial.

29 Isso significa que a EDQ com um único férmion quiral seria não-renormalizável e não-unitária.
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6 RENORMALIZABILIDADE DA TEORIA DE YANG-MILLS COM

VIOLAÇÃO DA SIMETRIA DE LORENTZ

Neste caṕıtulo, como um passo além da EDQ estendida, estudaremos a renorma-

lizabilidade em todas as ordens em teoria de perturbações da teoria de Yang-Mills pura

com violação da simetria de Lorentz. Com a experiência adquirida em caṕıtulos anterio-

res, usaremos o mesmo formalismo empregado no estudo da renormalizabilidade da EDQ

estendida. Contudo, algumas sutilezas aparecem na teoria não-abeliana. Toda a análise

será realizada no calibre de Landau. Por questão de conveniência, trabalharemos aqui em

um espaço euclidiano. Publicamos essa análise na Ref. [169].

6.1 Teoria de Yang-Mills com violação da simetria de Lorentz

Consideraremos aqui uma teoria de Yang-Mills pura para o grupo de simetria

SU(N) com violação da simetria de Lorentz, seguindo os requerimentos do MPE mı́nimo.

Os campos de calibre são valorados na álgebra Aµ = AaµT
a, onde T a são os geradores da

álgebra de SU(N). Eles são escolhidos a ser anti-hermitianos e têm traço nulo. A álgebra

de Lie t́ıpica é dada por [T a, T b] = fabcT c, onde fabc são as constantes de estrutura antis-

simétricas. Os ı́ndices latinos correm como {a, b, c, . . . } ∈ {1, 2, . . . , N2 − 1}. Ainda, as

constantes de estrutura obedecem a identidade de Jacobi:

fabdfdce + f cadfdbe + f bcdfdae = 0 . (6.1)

O modelo é descrito pela seguinte ação30[117]

ΞYMV L = ΞYM + ΞV LP + ΞV LI , (6.2)

onde

ΞYM =
1

4

∫
d4x F a

µνF
a
µν (6.3)

é a ação clássica de Yang-Mills – um invariante no espaço interno (de calibre) e no

espaço euclidiano. O tensor intensidade de campo é definido como F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νAaµ +

30 Não é esperado confusão com o caso abeliano.
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gfabcAbµA
c
ν . O setor de violação de Lorentz de CPT-par é

ΞV LP =
1

4

∫
d4x καβµνF

a
αβF

a
µν , (6.4)

e o setor de violação de Lorentz de CPT-́ımpar é

ΞV LI =

∫
d4x εµναβvµ

(
Aaν∂αA

a
β +

g

3
fabcAaνA

b
αA

c
β

)
. (6.5)

A violação de Lorentz é caracterizada pelos campos de fundo vµ, com dimensão de massa

1, e καβµν , que é adimensional. Esses tensores têm as mesmas propriedades de simetria

daquelas descritas na Sec. 3.1 para o caso abeliano.

6.2 Quantização de BRST e a restauração da simetria de Lorentz

Desde que a teoria de Yang-Mills pura com violação da simetria de Lorentz é uma

teoria de calibre, uma fixação de calibre, como explicado na Sec. 4.1, é requerida para

quantizá-la. Aqui, empregaremos também a quantização de BRST na condição de calibre

de Landau ∂µA
a
µ = 0. Assim, além do campo do campo de calibre, também precisamos

do campo de Lautrup-Nakanishi ba e dos campos fantasmas e antifantasmas de Faddeev-

Popov, ou seja, ca e c̄a, respectivamente. As transformações de BRST dos campos são

sAaµ = −Dab
µ c

b ,

sca =
g

2
fabccbcc ,

sc̄a = ba ,

sba = 0 , (6.6)

onde Dab
µ = δab∂µ − gfabcAcµ é a derivada covariante na representação adjunta, e g é a

constante de acoplamento do campo de calibre. Quantizando primeiramente o setor de

Yang-Mills puro sem violação de Lorentz, temos a ação com o calibre de Landau fixado

Ξ0 = ΞYM + Ξgf , (6.7)

onde

Ξgf = s

∫
d4x c̄a∂µA

a
µ =

∫
d4x

(
ba∂µA

a
µ + c̄a∂µD

ab
µ c

b
)

(6.8)
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é a ação de fixação de calibre com o calibre de Landau imposto. O calibre de Landau

é escolhido pelas mesmas razões do caso abeliano31. Não é dif́ıcil ver que a ação (6.7)

satisfaz

sΞ0 = 0 . (6.9)

Para estender a quantização de BRST para o setor de violação da simetria de Lorentz,

procederemos da mesma forma como na Sec. 4.1, ou seja, substituiremos cada campo de

fundo como uma fonte externa e, possivelmente, sua contraparte de BRST. Contudo, o

caso não-abeliano é um pouco mais sutil que o caso abeliano. Por exemplo, vamos tomar

o termo tipo Chern-Simons: para garantir a renormalizabilidade do modelo precisamos de

dois dubletos de BRST, um acoplado ao termo bilinear e outro ao termo trilinear no campo

de calibre – ambos de dimensão três. Ambos os termos têm de ser tratados separadamente

pois eles são operadores compostos independentes (no caso abeliano o termo tipo Chern-

Simons tem somente um operador composto), veja (6.12) abaixo. (Note que esse operador

composto é diferente dos operadores compostos do setor fermiônico de violação de Lorentz

na EDQ estendida. De fato, neste caso todos os operadores compostos deste setor são

invariantes de calibre e não faz sentido decompô-los em duas partes distintas como naquele

caso do operador composto de Chern-Simons, que não é invariante de calibre.) O conjunto

de fontes é caracterizado por

sκ̄αβµν = 0 ,

sλµνα = Jµνα ,

sJµνα = 0 ,

sηµνα = τµνα ,

sτµνα = 0 . (6.10)

31 No entanto, a renormalizabilidade da teoria de Yang-Mills com violação de Lorentz poderia também ser
analisada em outros calibres renormalizáveis, e.g., os calibres lineares covariantes ξ, o calibre abeliano
maximal, e o calibre de Curci-Ferrari. Todos eles são muito importantes no estudo do setor não-
perturbativo da CDQ. Contudo, nos dois últimos casos, eles consistem em calibres não-lineares, um
fato que demanda a introdução de um termo de interação quártico entre os campos fantasmas para
a renormalizabilidade, e gera uma grande quantidade extra de contratermmos, tornando a análise
completa muito menos interessante e muito mais técnica. Os calibres lineares covariantes poderiam ser
facilmente implementados, embora termos extras dependendo do parâmetro de calibre apareceriam.
Contudo, como mencionado acima, o calibre de Landau é um ponto fixo natural dos calibres lineares
covariantes, fazendo-os equivalentes em algum ńıvel.
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Tabela 4 - Números quânticos das fontes.

fontes Ω L λ J η τ κ̄
Dimensão UV 3 4 1 1 1 1 0

Número fantasma −1 −2 −1 0 −1 0 0

Eventualmente, essas fontes atingirão os seguintes valores f́ısicos

Jµνα |fis = τµνα |fis = vβεβµνα ,

λµνα |fis = ηµνα |fis = 0 ,

κ̄αβµν |fis = καβµν . (6.11)

Assim, substituiremos as ações (6.4) e (6.5) por32

ΞLP =
1

4

∫
d4x κ̄αβµνF

a
αβF

a
µν ,

ΞLI = s

∫
d4x

(
λµναA

a
µ∂νA

a
α +

g

3
ηµναf

abcAaµA
b
νA

c
α

)
=

∫
d4x

[
JµναA

a
µ∂νA

a
α +

g

3
τµναf

abcAaµA
b
νA

c
α + λµνα∂µc

a∂νA
a
α+

+ g(ηµνα − λµνα)fabcAaµA
b
ν∂αc

c
]
, (6.12)

respectivamente. A ação (6.12) corresponde à imersão do setor de violação de Lorentz da

teoria de Yang-Mills pura com violação da simetria de Lorentz em uma teoria sem quebra.

Os números quânticos das fontes auxiliares seguem os números quânticos dos campos de

fundo, como disposto na Tabela 4.

Para tratar a questão da renormalizabilidade do modelo, precisamos de um último

conjunto de fontes externas invariantes de BRST, ou seja, Ω e L, a fim de controlar as

transformações de BRST não-lineares dos campos originais,

Ξext =

∫
d4x

(
Ωa
µsA

a
µ + Lasca

)
=

∫
d4x

(
−Ωa

µD
ab
µ c

b +
g

2
fabcLacbcc

)
. (6.13)

Ainda, a partir da análise de contagem de potências e a partir da simetria de BRST,

termos extras bilineares no campo de calibre – ação de operadores compostos locais –

32 Desde que a quebra de Lorentz foi controlada pelas fontes externas, renomeamos as ações originais sem
o “V”, de violação.
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acoplados às fontes auxiliares, são permitidos ser adicionados à ação, ou seja,

ΞOCL = s

∫
d4x

{
(α1λµναJµνα + α2λµνατµνα + α3ηµναJµνα + α4ηµνατµνα)

1

2
AaβA

a
β+

+ (β1λµαβJναβ + β2λµαβτναβ + β3ηµαβJναβ + β4ηµαβτναβ)AaµA
a
ν+

+ κ̄αβµν (γ1λαβρJµνρ + γ2λαβρτµνρ + γ3ηαβρJµνρ + γ4ηαβρτµνρ)
1

2
AaσA

a
σ+

+ κ̄αβµν (χ1λβρσJνρσ + χ2λβρστνρσ + χ3ηβρσJνρσ + χ4ηβρστνρσ)AaαA
a
µ+

+ κ̄αρσδ (%1λνρδJµασ + %2λνρδτµασ + %3ηνρδτµασ + %4ηνρδτµασ)AaµA
a
ν

}
=

∫
d4x

{
(α1JµναJµνα + α2Jµνατµνα + α3τµναJµνα + α4τµνατµνα)

1

2
AaβA

a
β+

+ (β1JµαβJναβ + β2Jµαβτναβ + β3τµαβJναβ + β4τµαβτναβ)AaµA
a
ν+

+ κ̄αβµν (γ1JαβρJµνρ + γ2Jαβρτµνρ + γ3ταβρJµνρ + γ4ταβρτµνρ)
1

2
AaσA

a
σ+

+ κ̄αβµν (χ1JβρσJνρσ + χ2Jβρστνρσ + χ3τβρσJνρσ + χ4τβρστνρσ)AaαA
a
µ+

+ κ̄αρσδ (%1JνρδJµασ + %2JνρδJµασ + %3τνρδJµασ + %4τνρδJµασ)AaµA
a
ν+

+ (α1λµναJµνα + α2λµνατµνα + α3ηµναJµνα + α4ηµνατµνα)Aaβ∂βc
a+

+ (β1λµαβJναβ + β2λµαβτναβ + β3ηµαβJναβ + β4ηµαβτναβ) (Aaµ∂νc
a + ∂µc

aAaν)+

+ κ̄αβµν (γ1λαβρJµνρ + γ2λαβρτµνρ + γ3ηαβρJµνρ + γ4ηαβρτµνρ)A
a
σ∂σc

a+

+ κ̄αβµν (χ1λβρσJνρσ + χ2λβρστνρσ + χ3ηβρσJνρσ + χ4ηβρστνρσ) (Aaα∂µc
a + ∂αc

aAaµ)+

+ κ̄αρσδ (%1λνρδJµασ + %2λνρδτµασ + %3ηνρδJµασ + %4ηνρδτµασ) (Aaµ∂νc
a + ∂µc

aAaν)
}
.

(6.14)

Claramente, um termo desse tipo não surge no modelo abeliano. Esta propriedade é devido

ao fato de que a equação do campo fantasma é uma equação não-integrada, fazendo-a mais

forte que sua versão não-abeliana (discutiremos essa questão depois de definirmos a ação

f́ısica (6.17)). Como no caso abeliano, uma ação de vácuo, i.e., um termo que depende

somente das fontes externas, é também permitida, tal que

ΞV = s

∫
d4x [ζ1λµναJµβγJνβκJγκα + ζ2λµναJµβγJνβκτγκα + ζ3λµναJµβγτνβκJγκα+

+ ζ4λµναJµβγτνβκτγκα + ζ5λµνατµβγJνβκJγκα + ζ6λµνατµβγJνβκτγκα+

+ ζ7λµνατµβγτνβκJγκα + ζ8λµνατµβγτνβκτγκα + ζ9ηµναJµβγJνβκJγκα+

+ ζ10ηµναJµβγJνβκτγκα + ζ11ηµναJµβγτνβκJγκα + ζ12ηµναJµβγτνβκτγκα+

+ ζ13ηµνατµβγJνβκJγκα + ζ14ηµνατµβγJνβκτγκα + ζ15ηµνατµβγτνβκJγκα+

+ ζ16ηµνατµβγτνβκτγκα + κ̄µναβ (ϑ1λµρωJνρσJαωδJβσδ + ϑ2λµρωJνρσJαωδτβσδ+

+ ϑ3λµρωJνρσταωδJβσδ + ϑ4λµρωJνρσταωδτβσδ + ϑ5λµρωτνρσJαωδJβσδ+

+ ϑ6λµρωτνρσJαωδτβσδ + ϑ7λµρωτνρσταωδJβσδ + ϑ8λµρωτνρσταωδτβσδ+
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+ ϑ9ηµρωJνρσJαωδJβσδ + ϑ10ηµρωJνρσJαωδτβσδ + ϑ11ηµρωJνρσταωδJβσδ+

+ ϑ12ηµρωJνρσταωδτβσδ + ϑ13ηµρωτνρσJαωδJβσδ + ϑ14ηµρωτνρσJαωδτβσδ+

+ ϑ15ηµρωτνρσταωδJβσδ + ϑ16ηµρωτνρσταωδτβσδ)]

=

∫
d4x [ζ1JµναJµβγJνβκJγκα + ζ2JµναJµβγJνβκτγκα + ζ3JµναJµβγτνβκJγκα+

+ ζ4JµναJµβγτνβκτγκα + ζ5JµνατµβγJνβκJγκα + ζ6JµνατµβγJνβκτγκα+

+ ζ7JµνατµβγτνβκJγκα + ζ8Jµνατµβγτνβκτγκα + ζ9τµναJµβγJνβκJγκα+

+ ζ10τµναJµβγJνβκτγκα + ζ11τµναJµβγτνβκJγκα + ζ12τµναJµβγτνβκτγκα+

+ ζ13τµνατµβγJνβκJγκα + ζ14τµνατµβγJνβκτγκα + ζ15τµνατµβγτνβκJγκα+

+ ζ16τµνατµβγτνβκτγκα + κ̄µναβ (ϑ1JµρωJνρσJαωδJβσδ + ϑ2JµρωJνρσJαωδτβσδ+

+ ϑ3JµρωJνρσταωδJβσδ + ϑ4JµρωJνρσταωδτβσδ + ϑ5JµρωτνρσJαωδJβσδ+

+ ϑ6JµρωτνρσJαωδτβσδ + ϑ7JµρωτνρσταωδJβσδ + ϑ8Jµρωτνρσταωδτβσδ+

+ ϑ9τµρωJνρσJαωδJβσδ + ϑ10τµρωJνρσJαωδτβσδ + ϑ11τµρωJνρσταωδJβσδ+

+ ϑ12τµρωJνρσταωδτβσδ + ϑ13τµρωτνρσJαωδJβσδ + ϑ14τµρωτνρσJαωδτβσδ+

+ ϑ15τµρωτνρσταωδJβσδ + ϑ16τµρωτνρσταωδτβσδ)] . (6.15)

No entanto, essa ação é maior que ação abeliana devido ao termo das fontes auxiliares e

seus números quânticos (ver Tabela 3). Os parâmetros adimensionais αi, βi, γi, χi, %i,

com i = {1, . . . , 4} e ζj e ϑj com j = {1, . . . , 16} são requeridos a fim de absorver posśıveis

divergências do vácuo. Esse termo extra é inevitável devido ao número quântico das fontes

e das simetrias da ação completa (ver Sec. 6.3). Além disso, alguns termos extras que

aparecem nas ações (6.14) e (6.15), como veremos, sempre sobrevivem no limite f́ısico das

fontes. Assim, o vácuo do modelo é diretamente afetado. Assim como no caso abeliano,

todas as potências infinitas na fonte adimensional podem ser rearranjadas e redefinidas

como os mesmos termos originais. A ação completa é, então,

Ξ = Ξ0 + ΞLP + ΞLI + Ξext + ΞOCL + ΞV . (6.16)

Nos valores f́ısicos das fontes (6.11), a ação (6.16) se reduz a

Ξfis =
1

4

∫
d4xF a

µνF
a
µν +

1

4

∫
d4xκαβµνF

a
αβF

a
µν +

∫
d4xvβεβµνα

(
Aaµ∂νA

a
α +

g

3
fabcAaµA

b
νA

c
α

)
+

+

∫
d4x

(
ba∂µA

a
µ + c̄a∂µD

ab
µ c

b
)

+

∫
d4x

{(
(3α + 2β)v2 − 2(γ + %)κασρσvαvρ

)
AaµA

a
µ+

− 2
(
βvµvν + (χ− %)κσµβνvσvβ − (χ− %)κµαναv

2 − 2%κραναvρvµ
)
AaµA

a
ν + 6ζv4+

− 2ϑκαµσµvαvσv
2
}
, (6.17)
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onde

α =
4∑
i=1

αi , β =
4∑
i=1

βi , χ =
4∑
i=1

χi , γ =
4∑
i=1

γi ,

% =
4∑
i=1

%i , ζ =
16∑
j=1

ζj , ϑ =
16∑
j=1

ϑj , (6.18)

a partir do qual é evidente que o vácuo é modificado. Ainda, um termo tipo Proca

é também gerado, assim como um termo quadrático no campo de calibre com ı́ndices

mistos. Esses dois termos quadráticos irão alterar o propagador do campo de calibre

no ńıvel árvore de uma forma mais drástica que os modelos de Yang-Mills com violação

de Lorentz usuais. É importante mencionar aqui que, ao contrário do caso abeliano, o

conteúdo f́ısico do campo de calibre mudará drasticamente quando o limite f́ısico das fontes

é tomado. A única similaridade com o caso abeliano é o surgimento de um termo de vácuo.

Mais especificamente, por deformar a teoria em uma teoria mais geral e contraindo-a de

volta, a teoria retorna com termos extras (termos de massa) que não estavam presentes

antes. Interpretamos isso como um tipo de geração de massa (parâmetro). Então, as

equações de campo são na verdade alteradas. O segundo ponto é que o termo de pura

fonte, ΞV , também gera termos extras no limite f́ısico. Esses termos são constantes e não

têm dependência nos campos quânticos. Eles são termos de puro vácuo, i.e., eles não

afetam as equações de campo, mas afetam o vácuo da teoria.

É importante enfatizar uma vez mais o fato que os termos de massa não neces-

sariamente definem uma massa per se. Referimo-nos a esses termos como “termos de

massa”somente porque eles aparecem como t́ıpicos termos de teoria massiva. Contudo,

para determinar se esses termos de massa são realmente polos f́ısicos do modelo, é ne-

cessário um estudo detalhado – a ser realizado no Cap. 7. Estritamente falando, aqueles

termos são relacionados a parâmetros de massa e não a atuais massas do espectro f́ısico.

Em outras palavras, se esses termos de massa correspondem, ou não, a propagação de

modos massivos f́ısicos, i.e., se eles não são táquions nem fantasmas. Em CDQ é bastante

t́ıpico o surgimento de uma abundância de parâmetros de massa, contudo, eles não neces-

sariamente descrevem polos f́ısicos do propagador do campo do glúon, veja, por exemplo,

[165, 168].
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6.3 Renormalizabilidade

6.3.1 Identidades de Ward

A fim de provar a renormalizabilidade do modelo, iniciamos dispondo o conjunto

completo de identidades de Ward que a ação (6.16) satisfaz.

• Identidade de Slavnov-Taylor

S(Ξ) ≡
∫
d4x

(
δΞ

δΩa
µ

δΞ

δAaµ
+

δΞ

δLa
δΞ

δca
+ ba

δΞ

δc̄a
+ Jµνα

δΞ

δλµνα
+ τµνα

δΞ

δηµνα

)
= 0 .

(6.19)

• Fixação de calibre e equação dos campos antifantasmas

δΞ

δba
= ∂µA

a
µ ,

δΞ

δc̄a
+ ∂µ

δΞ

δΩa
µ

= 0 . (6.20)

• Equação dos campos fantasmas

GaΞ = ∆a
cl , (6.21)

com

Ga =

∫
d4x

(
δ

δca
+ gfabcc̄b

δ

δbc

)
, (6.22)

e

∆a
cl =

∫
d4x gfabc

(
Ωb
µA

c
µ − Lbcc

)
. (6.23)

Nas Eqs. (6.20) e (6.21) – como em (4.16) e (4.17) – os termos de quebra são lineares nos

campos. Assim, eles permanecerão no ńıvel clássico [52].

6.3.2 Contratermo mais geral

Para obtermos o contratermo mais geral posśıvel que pode ser adicionado à ação

clássica Ξ a qualquer ordem em teoria de perturbações, procedemos da mesma maneira

que na Sec. 4.2, i.e., precisamos encontrar o mais geral polinômio local integrado Ξct

com dimensão limitada por quatro e número fantasma zero. Como usual, impomos as
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identidades de Ward (6.19)-(6.21) à ação perturbada Ξ + εΞct. É simples encontrar que o

contratermo deve obedecer as seguintes restrições:

SΣΞct = 0 ,

δΞct

δba
= 0 ,(

δ

δc̄a
+ ∂µ

δ

δΩa
µ

)
Ξct = 0 ,

GaΞct = 0 , (6.24)

onde SΞ é o operador de Slavnov-Taylor linearizado nilpotente,

SΞ =

∫
d4x

(
δΞ

δΩa
µ

δ

δAaµ
+

δΞ

δAaµ

δ

δΩa
µ

+
δΞ

δLa
δ

δca
+
δΞ

δca
δ

δLa
+ ba

δ

δc̄a
+

+ Jµνα
δ

δλµνα
+ τµνα

δ

δηµνα

)
. (6.25)

Utilizando os métodos usuais de renormalização algébrica empregados na Sec. 4.2, segue-se

que a solução para Ξct pode ser escrita como

Ξct =
1

4

∫
d4x a0F

a
µνF

a
µν +

1

4

∫
d4x a1καβµνF

a
αβF

a
µν + SΣ∆(−1) , (6.26)

onde ∆(−1) é o mais geral contratermo polinomial local com dimensão limitada por quatro

e número fantasma −1, dado por

∆(−1) =

∫
d4x

{
a2Ωa

µA
a
µ + a3∂µc̄

aAaµ + a4L
aca + a5

1

2
c̄aba + a6

g

2
fabcc̄ac̄bcc+

+ (a7λµνα + a8ηµνα)Aaµ∂νA
a
α +

g

3
(a9λµνα + a10ηµνα) fabcAaµA

b
νA

c
α+

+ (a11α1λµναJµνα + a12α2λµνατµνα + a13α3ηµναJµνα + a14α4ηµνατµνα)
1

2
AaβA

a
β+

+ (a15β1λµαβJναβ + a16β2λµαβτναβ + a17β3ηµαβJναβ + a18β4ηµαβτναβ)AaµA
a
ν+

+ κ̄αβµν (a19γ1λαβρJµνρ + a20γ2λαβρτµνρ + a21γ3ηαβρJµνρ + a22γ4ηαβρτµνρ)
1

2
AaσA

a
σ+

+ κ̄αβµν (a23χ1λβρσJνρσ + a24χ2λβρστνρσ + a25χ3ηβρσJνρσ + a26χ4ηβρστνρσ)AaαA
a
µ+

+ κ̄αρσδ (a27%1λνρδJµασ + a28%2λνρδτµασ + a29%3ηνρδτµασ + a30%4ηνρδτµασ)AaµA
a
ν+

+ a31ζ1λµναJµβγJνβκJγκα + a32ζ2λµναJµβγJνβκτγκα + a33ζ3λµναJµβγτνβκJγκα+

+ a34ζ4λµναJµβγτνβκτγκα + a35ζ5λµνατµβγJνβκJγκα + a36ζ6λµνατµβγJνβκτγκα+

+ a37ζ7λµνατµβγτνβκJγκα + a38ζ8λµνατµβγτνβκτγκα + a39ζ9ηµναJµβγJνβκJγκα+

+ a40ζ10ηµναJµβγJνβκτγκα + a41ζ11ηµναJµβγτνβκJγκα + a42ζ12ηµναJµβγτνβκτγκα+

+ a43ζ13ηµνατµβγJνβκJγκα + a44ζ14ηµνατµβγJνβκτγκα + a45ζ15ηµνατµβγτνβκJγκα+

+ a46ζ16ηµνατµβγτνβκτγκα + κ̄µναβ (a47ϑ1λµρωJνρσJαωδJβσδ + a48ϑ2λµρωJνρσJαωδτβσδ+
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+ a49ϑ3λµρωJνρσταωδJβσδ + a50ϑ4λµρωJνρσταωδτβσδ + a51ϑ5λµρωτνρσJαωδJβσδ+

+ a52ϑ6λµρωτνρσJαωδτβσδ + a53ϑ7λµρωτνρσταωδJβσδ + a54ϑ8λµρωτνρσταωδτβσδ + +

+ a55ϑ9ηµρωJνρσJαωδJβσδ + a56ϑ10ηµρωJνρσJαωδτβσδ + a57ϑ11ηµρωJνρσταωδJβσδ+

+ a58ϑ12ηµρωJνρσταωδτβσδ + a59ϑ13ηµρωτνρσJαωδJβσδ + a60ϑ14ηµρωτνρσJαωδτβσδ+

+ a61ϑ15ηµρωτνρσταωδJβσδ + a62ϑ16ηµρωτνρσταωδτβσδ)} , (6.27)

onde os parâmetros ai são coeficientes livres. A equação dos campos fantasmas implica

que a4 = 0. Ainda, a partir da segunda ou terceira equação em (6.24), segue-se que

a2 = a3. Ademais, a partir da segunda equação em (6.24) encontra-se que a5 = a6 = 0.

Então, é posśıvel verificar que a forma expĺıcita do contratermo mais geral permitido pelas

identidades de Ward é dada por

Ξct = a0ΞYM + a1ΞLP + a2

∫
d4x

[
δΞYM

δAaµ
Aaµ +

δΞLP

δAaµ
Aaµ +

δΞLI

δAaµ
Aaµ + (Ωa

µ + ∂µc̄
a)∂µc

a+

+ (α1JµναJµνα + α2Jµνατµνα + α3τµναJµνα + α4τµνατµνα)AaβA
a
β+

+ 2(β1JµαβJναβ + β2Jµαβτναβ + β3τµαβJναβ + β4τµαβτναβ)AaµA
a
ν+

+ κ̄αβµν (γ1JαβρJµνρ + γ2Jαβρτµνρ + γ3ταβρJµνρ + γ4ταβρτµνρ)A
a
σA

a
σ+

+ 2κ̄αβµν (χ1JβρσJνρσ + χ2Jβρστνρσ + χ3τβρσJνρσ + χ4τβρστνρσ)AaαA
a
µ+

+ 2κ̄αρσδ (%1JνρδJµασ + %2JνρδJµασ + %3τνρδJµασ + %4τνρδJµασ)AaµA
a
ν+

+ (α1λµναJµνα + α2λµνατµνα + α3ηµναJµνα + α4ηµνατµνα)Aaβ∂βc
a+

+ (β1λµαβJναβ + β2λµαβτναβ + β3ηµαβJναβ + β4ηµαβτναβ) (Aaµ∂νc
a + ∂µc

aAaν)+

+ κ̄αβµν (γ1λαβρJµνρ + γ2λαβρτµνρ + γ3ηαβρJµνρ + γ4ηαβρτµνρ)A
a
σ∂σc

a+

+ κ̄αβµν (χ1λβρσJνρσ + χ2λβρστνρσ + χ3ηβρσJνρσ + χ4ηβρστνρσ) (Aaα∂µc
a + ∂αc

aAaµ)+

+ κ̄αρσδ (%1λνρδJµασ + %2λνρδτµασ + %3ηνρδJµασ + %4ηνρδτµασ) (Aaµ∂νc
a + ∂µc

aAaν)
]

+

+

∫
d4x

[
Jµνα

(
a7A

a
µ∂νA

a
α + a9

g

3
fabcAaµA

b
νA

c
α

)
+ a7λµνα∂µc

a∂νA
a
α+

+ (a9 − a7)gλµναf
abcAaµA

c
α∂νc

b + τµνα

(
a8A

a
µ∂νA

a
α + a10

g

3
fabcAaµA

b
νA

c
α

)
+

+ a8ηµνα∂µc
a∂νA

a
α + (a10 − a8)gηµναf

abcAaµA
c
α∂νc

b+

+ (a11α1JµναJµνα + a12α2Jµνατµνα + a13α3τµναJµνα + a14α4τµνατµνα)
1

2
AaβA

a
β+

+ (a11α1λµναJµνα + a12α2λµνατµνα + a13α3ηµναJµνα + a14α4ηµνατµνα)Aaβ∂βc
a+

+ (a15β1JµαβJναβ + a16β2Jµαβτναβ + a17β3τµαβJναβ + a18β4τµαβτναβ)AaµA
a
ν+

+ (a15β1λµαβJναβ + a16β2λµαβτναβ + a17β3ηµαβJναβ + a18β4ηµαβτναβ) (Aaµ∂νc
a + ∂µc

aAaν)+

+ κ̄αβµν (a19γ1JαβρJµνρ + a20γ2Jαβρτµνρ + a21γ3ταβρJµνρ + a22γ4ταβρτµνρ)
1

2
AaσA

a
σ+

+ κ̄αβµν (a19γ1λαβρJµνρ + a20γ2λαβρτµνρ + a21γ3ηαβρJµνρ + a22γ4ηαβρτµνρ)A
a
σ∂σc

a+

+ κ̄αβµν (a23χ1JβρσJνρσ + a24χ2Jβρστνρσ + a25χ3τβρσJνρσ + a26χ4τβρστνρσ)AaαA
a
µ+
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+ κ̄αβµν (a23χ1λβρσJνρσ + a24χ2λβρστνρσ + a25χ3ηβρσJνρσ + a26χ4ηβρστνρσ) (Aaα∂µc
a + ∂µc

aAaα)+

+ κ̄αρσδ (a27%1JνρδJµασ + a28%2Jνρδτµασ + a29%3τνρδτµασ + a30%4τνρδτµασ)AaµA
a
ν+

+ κ̄αρσδ (a27%1λνρδJµασ + a28%2λνρδτµασ + a29%3ηνρδτµασ + a30%4ηνρδτµασ) (Aaµ∂νc
a + ∂µc

aAaν)+

+ a31ζ1JµναJµβγJνβκJγκα + a32ζ2JµναJµβγJνβκτγκα + a33ζ3JµναJµβγτνβκJγκα+

+ a34ζ4JµναJµβγτνβκτγκα + a35ζ5JµνατµβγJνβκJγκα + a36ζ6JµνατµβγJνβκτγκα+

+ a37ζ7JµνατµβγτνβκJγκα + a38ζ8Jµνατµβγτνβκτγκα + a39ζ9τµναJµβγJνβκJγκα+

+ a40ζ10τµναJµβγJνβκτγκα + a41ζ11τµναJµβγτνβκJγκα + a42ζ12τµναJµβγτνβκτγκα+

+ a43ζ13τµνατµβγJνβκJγκα + a44ζ14τµνατµβγJνβκτγκα + a45ζ15τµνατµβγτνβκJγκα+

+ a46ζ16τµνατµβγτνβκτγκα + κ̄µναβ (a47ϑ1JµρωJνρσJαωδJβσδ + a48ϑ2JµρωJνρσJαωδτβσδ+

+ a49ϑ3JµρωJνρσταωδJβσδ + a50ϑ4JµρωJνρσταωδτβσδ + a51ϑ5JµρωτνρσJαωδJβσδ+

+ a52ϑ6JµρωτνρσJαωδτβσδ + a53ϑ7JµρωτνρσταωδJβσδ + a54ϑ8Jµρωτνρσταωδτβσδ+

+ a55ϑ9τµρωJνρσJαωδJβσδ + a56ϑ10τµρωJνρσJαωδτβσδ + a57ϑ11τµρωJνρσταωδJβσδ+

+ a58ϑ12τµρωJνρσταωδτβσδ + a59ϑ13τµρωτνρσJαωδJβσδ + a60ϑ14τµρωτνρσJαωδτβσδ+

+ a61ϑ15τµρωτνρσταωδJβσδ + a62ϑ16τµρωτνρσταωδτβσδ)] . (6.28)

6.3.3 Estabilidade quântica da teoria de Yang-Mills com violação de Lorentz

Como um exerćıcio usual para checar a estabilidade quântica de uma teoria – e con-

sequentemente renormalizabilidade – precisamos mostrar que o contratermo Ξct pode ser

reabsorvido pela ação original Ξ por meio da redefinição dos campos, fontes e parâmetros

da teoria. Assim,

Ξ[Φ, J, ξ] + εΞct[Φ, J, ξ] = Ξ[Φ0, J0, ξ0] +O(ε2) , (6.29)

onde os campos, fontes e parâmetros não-renormalizados são definidos por

Φ0 = Z
1/2
Φ Φ , Φ ∈ {A, b, c̄, c} ,

J0 = ZJJ , J ∈ {J, λ, τ, η, κ̄,Ω, L} ,

ξ0 = Zξξ , ξ ∈ {g, αi, βi, χi, γi, %i, ζj, ϑj} . (6.30)

De fato, é posśıvel checar que o modelo aqui estudado é estável quanticamente e os fatores

de renormalização são dispostos na sequência.

Primeiramente, para os fatores de renormalização independentes do glúon e da
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constante de acoplamento, temos

Z
1/2
A = 1 + ε

(a0

2
+ a2

)
,

Zg = 1− εa0

2
, (6.31)

enquanto que os fatores de renormalização dos campos fastasmas, do campo de Lautrup-

Nakanishi, das fontes Ω e L não são independentes,

Zc = Zc̄ = Z
−1/2
A Z−1

g ,

ZΩ = Z
−1/4
A Z−1/2

g ,

ZL = Z
−1/2
b = Z

1/2
A . (6.32)

Assim, a renormalização do setor de Yang-Mills padrão permanece inalterada.

Para o setor associado ao vetor vµ, i.e., o termo de quebra de CPT-́ımpar, devido

aos números quânticos das fontes Jµνα e τµνα, há uma mistura entre seus respectivos

operadores compostos, i.e., Aaµ∂νA
a
α e gfabcAaµA

b
νA

c
α. Assim, renormalização matricial é

requerida, ou seja,

J0 = ZJJ , (6.33)

onde J é uma matriz coluna das fontes que compartilham os mesmos números quânticos.

A quantidade ZJ é uma matriz quadrada com os associados fatores de renormalização.

Neste caso,

J1 =

(
Jµνα

τµνα

)
e Z1 =

(
ZJJ ZJτ

ZτJ Zττ

)
= 1 + εA , (6.34)

onde A é uma matriz dependente de ai. É encontrado que

Z1 = 1 + ε

(
a7 − a0 a8

a9 a10 − a0

)
. (6.35)

A mesma regra será usada para as fontes λµνα e ηµνα, ou seja,

J2 =

(
λµνα

ηµνα

)
e Z2 =

(
Zλλ Zλη

Zηλ Zηη

)
= 1 + εA , (6.36)

onde encontramos

Z2 = 1 + ε

(
a2
2
− a0

2
+ a7 a8

a9
a2
2
− a0

2
+ a10

)
. (6.37)
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Para o setor de quebra de CPT-par, o tensor κµναβ se renormaliza através do fator

Zκ̄ = 1 + ε (a1 − a0) . (6.38)

Os fatores de renormalização dos parâmetros adimensionais são:

Zα1 = 1 + ε

(
a11 − 2a7 + a0 −

α2 + α3

α1

a9

)
,

Zα2 = 1 + ε

(
a12 − a7 − a10 + a0 −

(
α1

α2

a8 +
α4

α2

a9

))
,

Zα3 = 1 + ε

(
a13 − a7 − a10 + a0 −

(
α1

α3

a8 +
α4

α3

a9

))
,

Zα4 = 1 + ε

(
a14 − 2a10 + a0 −

α2 + α3

α4

a8

)
,

Zβ1 = 1 + ε

(
a15 − 2a7 + a0 −

β2 + β3

β1

a9

)
,

Zβ2 = 1 + ε

(
a16 − a7 − a10 + a0 −

(
β1

β2

a8 +
β4

β2

a9

))
,

Zβ3 = 1 + ε

(
a17 − a7 − a10 + a0 −

(
β1

β3

a8 +
β4

β3

a9

))
,

Zβ4 = 1 + ε

(
a18 − 2a10 + a0 −

β2 + β3

β4

a8

)
,

Zγ1 = 1 + ε

(
a19 − a1 − 2a7 + 2a0 −

γ2 + γ3

γ1

a9

)
,

Zγ2 = 1 + ε

(
a20 − a1 − a7 − a10 + 2a0 −

(
γ1

γ2

a8 +
γ4

γ2

a9

))
,

Zγ3 = 1 + ε

(
a21 − a1 − a7 − a10 + 2a0 −

(
γ1

γ3

a8 +
γ4

γ3

a9

))
,

Zγ4 = 1 + ε

(
a22 − a1 − 2a10 + 2a0 −

γ2 + γ3

γ4

a8

)
,

Zχ1 = 1 + ε

(
a23 − a1 − 2a7 + 2a0 −

χ2 + χ3

χ1

a9

)
,

Zχ2 = 1 + ε

(
a24 − a1 − a7 − a10 + 2a0 −

(
χ1

χ2

a8 +
χ4

χ2

a9

))
,

Zχ3 = 1 + ε

(
a25 − a1 − a7 − a10 + 2a0 −

(
χ1

χ3

a8 +
χ4

χ3

a9

))
,

Zχ4 = 1 + ε

(
a26 − a1 − 2a10 + 2a0 −

χ2 + χ3

χ4

a8

)
,

Z%1 = 1 + ε

(
a27 − a1 − 2a7 + 2a0 −

%2 + %3

%1

a9

)
,

Z%2 = 1 + ε

(
a28 − a1 − a7 − a10 + 2a0 −

(
%1

%2

a8 +
%4

%2

a9

))
,
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Z%3 = 1 + ε

(
a29 − a1 − a7 − a10 + 2a0 −

(
%1

%3

a8 +
%4

%3

a9

))
,

Z%4 = 1 + ε

(
a30 − a1 − 2a10 + 2a0 −

%2 + %3

%4

a8

)
,

Zζ1 = 1 + ε

(
a31 − 4a7 + 4a0 −

ζ2 + ζ3 + ζ5 + ζ9

ζ1

a9

)
,

Zζ2 = 1 + ε

(
a32 − 3a7 − a10 + 4a0 −

(
ζ1

ζ2

a8 +
ζ4 + ζ6 + ζ10

ζ2

a9

))
,

Zζ3 = 1 + ε

(
a33 − 3a7 − a10 + 4a0 −

(
ζ1

ζ3

a8 +
ζ4 + ζ7 + ζ11

ζ3

a9

))
,

Zζ4 = 1 + ε

(
a34 − 2a7 − 2a10 + 4a0 −

(
ζ2 + ζ3

ζ4

a8 +
ζ8 + ζ12

ζ4

a9

))
,

Zζ5 = 1 + ε

(
a35 − 2a7 − 2a10 + 4a0 −

(
ζ1

ζ5

a8 +
ζ6 + ζ7 + ζ13

ζ5

a9

))
,

Zζ6 = 1 + ε

(
a36 − 2a7 − 2a10 + 4a0 −

(
ζ2 + ζ5

ζ6

a8 +
ζ8 + ζ14

ζ6

a9

))
,

Zζ7 = 1 + ε

(
a37 − 2a7 − 2a10 + 4a0 −

(
ζ3 + ζ5

ζ7

a8 +
ζ8 + ζ15

ζ7

a9

))
,

Zζ8 = 1 + ε

(
a38 − a7 − 3a10 + 4a0 −

(
ζ4 + ζ6 + ζ7

ζ8

a8 +
ζ16

ζ8

a9

))
,

Zζ9 = 1 + ε

(
a39 − 3a7 − a10 + 4a0 −

(
ζ1

ζ9

a8 +
ζ10 + ζ11 + ζ13

ζ9

a9

))
,

Zζ10 = 1 + ε

(
a40 − 2a7 − 2a10 + 4a0 −

(
ζ2 + ζ9

ζ10

a8 +
ζ12 + ζ14

ζ10

a9

))
,

Zζ11 = 1 + ε

(
a41 − 2a7 − 2a10 + 4a0 −

(
ζ3 + ζ9

ζ11

a8 +
ζ12 + ζ15

ζ11

a9

))
,

Zζ12 = 1 + ε

(
a42 − a7 − 3a10 + 4a0 −

(
ζ14 + ζ10 + ζ11

ζ12

a8 +
ζ16

ζ12

a9

))
,

Zζ13 = 1 + ε

(
a43 − 2a7 − 2a10 + 4a0 −

(
ζ5 + ζ9

ζ13

a8 +
ζ14 + ζ15

ζ13

a9

))
,

Zζ14 = 1 + ε

(
a44 − a7 − 3a10 + 4a0 −

(
ζ6 + ζ10 + ζ13

ζ14

a8 +
ζ16

ζ14

a9

))
,

Zζ15 = 1 + ε

(
a45 − a7 − 3a10 + 4a0 −

(
ζ7 + ζ11 + ζ13

ζ15

a8 +
ζ16

ζ15

a9

))
,

Zζ16 = 1 + ε

(
a46 − 4a10 + 4a0 −

ζ8 + ζ12 + ζ14 + ζ15

ζ16

a8

)
,

Zϑ1 = 1 + ε

(
a47 − a1 − 4a7 + 5a0 −

ϑ2 + ϑ3 + ϑ5 + ϑ9

ϑ1

a9

)
,

Zϑ2 = 1 + ε

(
a48 − a1 − 3a7 − a10 + 5a0 −

(
ϑ1

ϑ2

a8 +
ϑ4 + ϑ6 + ϑ10

ϑ2

a9

))
,

Zϑ3 = 1 + ε

(
a49 − a1 − 3a7 − a10 + 5a0 −

(
ϑ1

ϑ3

a8 +
ϑ4 + ϑ7 + ϑ11

ϑ3

a9

))
,
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Zϑ4 = 1 + ε

(
a50 − a1 − 2a7 − 2a10 + 5a0 −

(
ϑ2 + ϑ3

ϑ4

a8 +
ϑ8 + ϑ12

ϑ4

a9

))
,

Zϑ5 = 1 + ε

(
a51 − a1 − 2a7 − 2a10 + 5a0 −

(
ϑ1

ϑ5

a8 +
ϑ6 + ϑ7 + ϑ13

ϑ5

a9

))
,

Zϑ6 = 1 + ε

(
a52 − a1 − 2a7 − 2a10 + 5a0 −

(
ϑ2 + ϑ5

ϑ6

a8 +
ϑ8 + ϑ14

ϑ6

a9

))
,

Zϑ7 = 1 + ε

(
a53 − a1 − 2a7 − 2a10 + 5a0 −

(
ϑ3 + ϑ5

ϑ7

a8 +
ϑ8 + ϑ15

ϑ7

a9

))
,

Zϑ8 = 1 + ε

(
a54 − a1 − a7 − 3a10 + 5a0 −

(
ϑ4 + ϑ6 + ϑ7

ϑ8

a8 +
ϑ16

ϑ8

a9

))
,

Zϑ9 = 1 + ε

(
a55 − a1 − 3a7 − a10 + 5a0 −

(
ϑ1

ϑ9

a8 +
ϑ10 + ϑ11 + ϑ13

ϑ9

a9

))
,

Zϑ10 = 1 + ε

(
a56 − a1 − 2a7 − 2a10 + 5a0 −

(
ϑ2 + ϑ9

ϑ10

a8 +
ϑ12 + ϑ14

ϑ10

a9

))
,

Zϑ11 = 1 + ε

(
a57 − a1 − 2a7 − 2a10 + 5a0 −

(
ϑ3 + ϑ9

ζ11

a8 +
ϑ12 + ϑ15

ϑ11

a9

))
,

Zϑ12 = 1 + ε

(
a58 − a1 − a7 − 3a10 + 5a0 −

(
ϑ14 + ϑ10 + ϑ11

ϑ12

a8 +
ϑ16

ϑ12

a9

))
,

Zϑ13 = 1 + ε

(
a59 − a1 − 2a7 − 2a10 + 5a0 −

(
ϑ5 + ϑ9

ϑ13

a8 +
ϑ14 + ϑ15

ϑ13

a9

))
,

Zϑ14 = 1 + ε

(
a60 − a1 − a7 − 3a10 + 5a0 −

(
ϑ6 + ϑ10 + ϑ13

ϑ14

a8 +
ϑ16

ϑ14

a9

))
,

Zϑ15 = 1 + ε

(
a61 − a1 − a7 − 3a10 + 5a0 −

(
ϑ7 + ϑ11 + ϑ13

ϑ15

a8 +
ϑ16

ϑ15

a9

))
,

Zϑ16 = 1 + ε

(
a62 − a1 − 4a10 + 5a0 −

ϑ8 + ϑ12 + ϑ14 + ϑ15

ϑ16

a8

)
. (6.39)

Isto termina a prova da renormalizabilidade multiplicativa da teoria de Yang-Mills pura

com violação da simetria de Lorentz. Uma forma alternativa, mas equivalente, de apresen-

tar os coeficientes de renormalização dos parâmetros adimensionais é brevemente discutida

no Ap. F.

6.4 Discussão: renormalizabilidade e anomalias de calibre

Neste caṕıtulo mostramos a renormalizabilidade multiplicativa da teoria de Yang-

Mills pura com violação da simetria de Lorentz em todas as ordens em teoria de per-

turbações. Em [117], através da abordagem anaĺıtica, i.e., cálculos expĺıcitos a 1-laço

dos fatores de renormalização, os autores discutiram a renormalizabilidade da teoria não-

abeliana. Na nossa prescrição empregamos somente métodos algébricos [52]. Extraordina-

riamente, encontramos que o termo de CPT-́ımpar induz termos de massa para o campo

de calibre não-abeliano – diferentemente do caso abeliano, onde não é gerado massa para
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o fóton. É sabido que termos de massa já estão presentes devido ao campo de fundo vµ.

No entanto, os parâmetros de massa induzidos vêm a partir de termos de massa t́ıpicos

na ação, ou seja, M2AaµA
a
µ, e o termo de mistura VµνA

a
µA

a
ν , onde Vµν é um tensor cons-

tante (veja (6.17)). Além disso, é encontrado que as propriedades de renormalização dessa

teoria são mantidas inalteradas – semelhantes ao caso abeliano.

Ao contrário do caso abeliano, o termo tipo Chern-Simons não-abeliano se renor-

maliza. Encontramos 59 parâmetros de renormalização independentes. Além dos dois

parâmetros de renormalização t́ıpicos, a teoria apresenta 5 parâmetros de renormalização

para os termos de violação ı́mpar e par, e 32 parâmetros associados ao termo de puro

vácuo. É exatamente o parâmetro do setor de CPT-́ımpar que induz termos de massa

que também se renormalizam independentemente com mais 20 parâmetros.

Em [194] os autores argumentam que as correções quânticas na EDQ com violação

da simetria de Lorentz e de CPT em uma variedade curva pode induzir, de uma forma

natural, uma ação efetiva para a gravidade; além disso, como mostrado em [195], o vácuo

do modelo é também afetado. É importante mencionar que, neste último, o caso não

abeliano é inclúıdo. Contudo, existem algumas diferenças entre os trabalhos [194, 195] e

o que foi apresentado aqui: a principal é que trabalhamos em uma variedade plana, i.e.,

espaço euclidiano. Ademais, além do fato de que os coeficientes de violação de Lorentz

terem sido tratados aqui como fontes locais, seus valores f́ısicos são simples coeficientes

constantes, em contraste com [194, 195]. Ainda, o coeficiente de violação de Lorentz de

CPT-par poderia trazer importantes consequências no modelo não-abeliano, como por

exemplo, a presença de operadores compostos de dimensão quatro [196], e poderia trazer

importantes consequências para o setor fantasma do modelo. Uma suposição em comum

entre nossa abordagem e os trabalhos [112, 194, 195] foi que altas ordens nos parâmetros

adimensionais (fontes) são suprimidos assumindo seus valores clássicos. No nosso caso,

contudo, nada pode ser dito sobre se os termos de vácuo apresentados aqui poderiam

trazer efeitos cosmológicos, pelo menos numa forma fenomenológica, ao contrário do que

foi discutido em [194, 195].

A teoria de Yang-Mills pura com violação de Lorentz também é livre de anomalias

de calibre. Isto pode ser entendido pelas seguintes razões: (i) a teoria de Yang-Mills

pura usual, sem férmions quirais – evitando a contribuição do tensor de Levi-Civita –

não tem propriedades discretas que possibilite o surgimento da anomalia de ABBJ não-

abeliana; (ii) com o método de Symanzik, os termos que contêm tal tensor de fundo

– implicitamente, e que só deve ser levado em conta no limite f́ısico – pertencem ao

setor trivial da cohomologia, i.e., os pares de dubletos (λµνα, Jµνα) e (ηµνα, τµνα), e não

contribuem para a anomalia; (iii) além de não ser compat́ıvel com respeito a simetrias

discretas, um termo que dependesse do tensor de fundo κ̄µναβ violaria a condição de Wess-

Zumino [191] para o caso não-abeliano, i.e., s∆(1)[A, c, κ̄] 6= 0. Aqui, como na teoria de

Yang-Mills usual, a anomalia não depende das fontes externas Ωa
µ e L, ver [52].
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7 ESPECTRO DO CAMPO DE CALIBRE NA TEORIA DE YANG-MILLS

MASSIVA COM VIOLAÇÃO DE LORENTZ

O estudo da causalidade e estados f́ısicos do setor do campo de calibre da teoria de

Yang-Mills com violação de Lorentz é feito, pelo menos no ńıvel árvore. Basicamente, a

existência de estados f́ısicos é analisada pela saturação com fontes externas do propagador

do campo de calibre modificado. Esta modificação é devido a termos de massa gerados pela

exigência da renormalizabilidade multiplicativa do modelo em todas as ordens em teoria

de perturbações. Neste caṕıtulo, focamos nosso estudo somente nos termos originados a

partir do coeficiente de violação de CPT-́ımpar. A causalidade é estudada através dos

conceitos de velocidade de grupo e de velocidade de fronte. Esta análise se encontra na

Ref. [197].

7.1 Termos de massa e a quantização de BRST

Vimos no caṕıtulo anterior que o método de Symanzik junto com a quantização

de BRST induz, de uma forma natural, termos de vácuo e termos extras tipo conden-

sado M2AaµAaµ. Além disso, termos do tipo V µνAaµA
a
ν também estão presentes. Esses

termos, além de levarem em conta termos dependentes do vetor de CPT-́ımpar, levam

em conta termos de mistura entre os tensores de CPT-́ımpar e CPT-par. Esse termo

tipo condensado e esse termo de mistura são responsáveis pelo surgimento de termos de

massa e parâmetros adimensionais extras no modelo. Veremos adiante que esses termos

de massa irão modificar drasticamente o propagador do campo de calibre de Yang-Mills.

Assim, uma análise detalhada – causalidade e estados f́ısicos – do propagador do campo

de calibre é necessária. Desde que a análise do puro setor de CPT-́ımpar já é não-trivial,

a mistura entre os setores de CPT-́ımpar e CPT-par traria dificuldades adicionais. Por

essa razão, todos os termos dependentes do tensor de CPT-par serão negligenciados neste

caṕıtulo. É importante mencionar que desde que a simetria de BRST da teoria de Yang-

Mills pura com violação da simetria de Lorentz é bem estabelecida – depois do método

de Symanzik – o setor quântico é esperado ser livre de modos não-f́ısicos [21]. Contudo,

uma vez que as fontes de Symanzik atingem seus valores f́ısicos, a simetria de BRST da

teoria é explicitamente quebrada e a teoria entra em uma nova fase, e o propagador usual

do campo de calibre é modificado. Vale ressaltar que essa quebra expĺıcita da simetria de

BRST pode ser interpretada como uma quebra espontânea da simetria de BRST [177].

No presente caṕıtulo focaremos nossa análise sobre a quantização consistente da

teoria de Yang-Mills pura com violação da simetria de Lorentz no estágio em que o

propagador do campo de calibre é modificado [197]. Em particular, a causalidade e a
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existência de estados f́ısicos do modelo são analisadas, i.e., se não existe propagação de

modos de táquions e fantasmas. Essencialmente, a análise é realizada no ńıvel semiclássico,

ou seja, os polos do propagador são analisados no ńıvel árvore; uma abordagem canônica

não será realizada aqui. A análise da existência de estados f́ısicos consiste em checar a

positividade dos autovalores da matriz de reśıduo em cada polo simples do propagador

do campo de calibre. No entanto, a consistência f́ısica dependerá da natureza do vetor de

fundo de CPT-́ımpar presente no modelo. Aqui, analisaremos os casos em que ele é tipo

espaço e tipo tempo. Convém mencionar que o estudo da unitariedade a ser realizado neste

caṕıtulo não é um estudo completo, ou seja, estamos desconsiderando o setor dos campos

fantasmas de Faddeev-Popov, que é de suma importância nesse estudo. Assim, quando

referirmo-nos ao estudo de unitariedade, estamos interessados na condição necessária para

a existência de estados f́ısicos para o campo de calibre.

No intuito de executar a tarefa acima mencionada, precisamos obter o propagador

modificado do campo de calibre. Isto pode ser feito se tomarmos somente os termos

quadráticos da ação (6.17), e, como comentado acima, desprezaremos todos os termos

que dependem do campo de fundo de CPT-par. Também, fixaremos o calibre sem a

introdução do campo de Lautrup-Nakanishi ba e sem o campo antifantasma c̄a. Assim, a

ação quadrática que satisfaz esses requerimentos é33

ΞQ = −1

2

∫
d4x

(
∂µA

a
ν − ∂νAaµ

)
∂µAaν − µ

2

∫
d4x εβµναvβA

a
µ∂νA

a
α +

−
∫
d4x

[
µ2 (3α + 2β) v2AaµA

µa − 2µ2βvµvνAaµA
a
ν

]
− 1

2ξ

∫
d4x(∂µA

aµ)2 . (7.1)

Esta ação no espaço dos momentos tem a forma

ΞQ =
1

2

∫
d4k

(2π)4
Aµa(k)OabµνAνb (−k) , (7.2)

onde

Oabµν = δab
[
−
(
k2 − µ2∆v2

)
θµν −

(
k2

ξ
− µ2∆v2

)
ωµν + µSµν + µ2ΩΛµν

]
(7.3)

é o operador de onda e ∆ = −6α − 4β e Ω = 4β são parâmetros livres. Os operadores θ

33 Neste caṕıtulo retornamos a trabalhar no espaço de Minkowski. Por questão de conveniência, intro-
duzimos um fator 1/2 no termo tipo Chern-Simons e o campo de fundo vµ, com dimensão de massa
1, foi reescalonado como vµ → µvµ, onde µ é um parâmetro de massa – não confundir com escala de
renormalização. Assim vµ será um campo de fundo de comprimento unitário. Não é esperado confusão.
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Tabela 5 - Tabela multiplicativa satisfeita por θ, ω, S, Σ e Λ. O produto obedece

a ordem “linha vezes coluna”.

θαν ωαν Sαν Λα
ν Σα

ν Σ α
ν

θµα θµν 0 Sµν Λµν − λ
k2

Σνµ Σµν − λωµν 0
ωµα 0 ωµν 0 λ

k2
Σνµ λωµν Σνµ

Sµα Sµν 0 −fµν 0 0 0
Λµα Λµν − λ

k2
Σµν

λ
k2

Σµν 0 v2Λµν v2Σµν λΛµν

Σµα 0 Σµν 0 λΛµν λΣµν k2Λµν

Σαµ Σνµ − λωµν λωµν 0 v2Σνµ v2k2ωµν λΣνµ

e ω são os projetores de spin, transverso e longitudinal, respectivamente, i.e.,

θµν = ηµν −
kµkν
k2

,

ωµν =
kµkν
k2

. (7.4)

Os operadores Sµν e Λµν são definidos como

Sµν = iεµναβv
αkβ ,

Λµν = vµvν , (7.5)

A fim de calcular a inversa do operador de onda – seguindo [102] – definimos o seguinte

operador

Σµν = vµkν , (7.6)

que, junto com os operadores mostrados nas Eqs. (7.4) e (7.5), formam uma álgebra

fechada. A álgebra dos operadores é disposta na Tabela 5, onde

fµν ≡ (v2k2 − λ2)θµν − λ2ωµν − k2Λµν + λ(Σµν + Σνµ) , (7.7)

e

λ = Σ µ
µ = vµk

µ . (7.8)

Estamos agora prontos para calcular o propagador do campo de calibre, i.e., a inversa do

operador de onda,

Dab
µν(k) = i(O−1)abµν . (7.9)



121

O operador (O−1)abµν satisfaz a relação

Oacµα(O−1) bα
c ν = δab (θµν + ωµν) . (7.10)

De fato, para o propagador no calibre de Landau (ξ = 0), um cálculo elaborado leva a

Dab
µν(k) =

iδab

Q(k)

{
−(k2 − µ2∆v2)θµν −

µ2(vαk
α)2[Ω(k2 − µ2∆v2) + k2]

P (k)
ωµν − µSµν+

+
µ2(vαk

α)[Ω(k2 − µ2∆v2) + k2]

P (k)
(Σµν + Σνµ)− µ2k2[Ω(k2 − µ2∆v2) + k2]

P (k)
Λµν

}
,

(7.11)

onde

Q(k) = (k2 − µ2∆v2)2 + µ2[v2k2 − (vαk
α)2] ,

P (k) = k2(k2 − µ2∆v2)− Ωµ2[v2k2 − (vαk
α)2] . (7.12)

Embora tenhamos escolhido estudar o propagador (7.11) no calibre de Landau,

essa escolha não é espúria. De fato, os termos de massa apresentados na ação (7.1) são

oriundos da exigência da renormalizabilidade multiplicativa da teoria de Yang-Mills com

violação da simetria de Lorentz. Como apresentado no Cap. 6, tal análise foi realizada

no calibre de Landau. Deste modo, não faria sentido estudar o propagador 7.11 em um

calibre diferente do de Landau.

7.2 Causalidade e estados f́ısicos

Estamos agora prontos para analisar o espectro f́ısico do modelo. Primeiramente fa-

remos uma análise geral nos polos e na matriz de reśıduo do propagador, i.e., as condições

sobre os coeficientes α e β para evitar modos de táquions e fantasmas. A natureza do

campo de fundo vµ, ou seja, tipo espaço e tipo tempo, será importante nessa análise.

Para garantir que não exista propagação de modos de táquions devemos ter m2 > 0

para cada polo simples do propagador (k2 = m2), onde m é a massa da part́ıcula. Uma

forma alternativa de ver se existe táquion no modelo é a partir da velocidade de grupo

e da velocidade de fronte [10]. De fato, esse último procedimento é mais seguro. Seja a

velocidade de grupo

vg =
dk0

d|k|
, (7.13)



122

com kµ = (k0,k), devemos ter vg 6 1. E, seja a velocidade de fronte

vf = lim
|k|→∞

k0

|k|
, (7.14)

devemos ter vf 6 1.

A existência de estados f́ısicos no modelo será analisada aqui no ńıvel árvore, por

meio da saturação do propagador livre com fontes externas [37]. O propagador saturado

é

Π = J∗µa ResDab
µν(k)Jνb , (7.15)

onde ResDab
µν(k) é o reśıduo do propagador calculado em cada polo simples, e Jaµ é uma

fonte externa, satisfazendo a condição de conservação, i.e., a restrição kµJ
aµ = 0. Estados

f́ısicos existem sempre que a parte imaginária do propagador saturado é positiva, ou seja,

deve satisfazer a relação (1.10). Em resumo, podemos calcular os autovalores da matriz de

reśıduo em cada polo e, sempre que os autovalores são positivos, existem estados f́ısicos.

No modelo aqui tratado, temos que atender

n⋂
i=1

m2
i > 0 ,

n⋂
i=1

vgi 6 1
n⋂
i=1

vfi 6 1 , (7.16)

onde n depende da quantidade de polos em cada caso. Estados f́ısicos existem quanto os

autovalores satisfazem
4⋂
i=1

λi > 0 . (7.17)

Onde o igual inclui a condição para part́ıculas de massa nula.

Como já comentado, analisaremos as situações sobre os polos Q(k) = 0 e P (k) = 0

quando o vetor de fundo vµ é tipo espaço e tipo tempo. Desconsideraremos o caso em que

tal vetor é tipo luz, i.e., v2 = 0, uma vez que isso eliminaria os termos de massa em tais

polos.

7.2.1 Caso tipo espaço

Vamos considerar primeiramente o caso no qual vµ é tipo espaço, i.e., vµ =

(0, 0, 0, 1) e, sem perda de generalidade, escolhemos kµ = (k0, 0, 0, k3). Nos polos Q(k) = 0

e P (k) = 0, temos quatro ráızes. No primeiro polo temos duas ráızes. Fixamos k2
0 = m2

1

para obter

m2
1 = k2

3 + (6α + 4β)µ2 +
µ2

2
+
µ

2

√
µ2 + 4 [k2

3 + (6α + 4β)µ2] . (7.18)
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A matriz de reśıduo neste polo é a seguinte

R1 = r1


0 0 0 0

0 m2
1 − k2

3 − (6α + 4β)µ2 −iµm1 0

0 iµm1 m2
1 − k2

3 − (6α + 4β)µ2 0

0 0 0 0

 , (7.19)

onde

r1 =
1

µ
√
µ2 + 4 [k2

3 + (6α + 4β)µ2]
. (7.20)

A matriz de reśıduo (7.19) possui um autovalor não-nulo,

λ1 = 1 +
1

2

√
1
4

+
(
k3
µ

)2

+ 6α + 4β

. (7.21)

A segunda raiz de Q(k2
0 = m2

2) é

m2
2 = k2

3 + (6α + 4β)µ2 +
µ2

2
− µ

2

√
µ2 + 4 [k2

3 + (6α + 4β)µ2] , (7.22)

e sua matriz de reśıduo é

R2 = r2


0 0 0 0

0 m2
2 − k2

3 − (6α + 4β)µ2 −iµm2 0

0 iµm2 m2
2 − k2

3 − (6α + 4β)µ2 0

0 0 0 0

 , (7.23)

onde

r2 = − 1

µ
√
µ2 + 4 [k2

3 + (6α + 4β)µ2]
. (7.24)

A matriz (7.23) também possui somente um autovalor não-nulo

λ2 = 1− 1

2

√
1
4

+
(
k3
µ

)2

+ 6α + 4β

. (7.25)

Vamos agora analisar as ráızes do polo P (k). A primeira é

m2
3 = k2

3 + 3αµ2 +
µ

2

√
36α2µ2 − 16βk2

3 , (7.26)
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com matriz de reśıduo

R3 =
1

µ
√

36α2µ2 − 16βk2
3


k2

3 0 0 −m3|k3|
0 0 0 0

0 0 0 0

−m3|k3| 0 0 m2
3

 . (7.27)

O único autovalor não-nulo é

λ3 =
k2

3 +m2
3

µ
√

36α2µ2 − 16βk2
3

, (7.28)

A segunda raiz de P (k) é

m2
4 = k2

3 + 3αµ2 − µ

2

√
36α2µ2 − 16βk2

3 , (7.29)

com matriz de reśıduo

R4 = − 1

µ
√

36α2µ2 − 16βk2
3


k2

3 0 0 −m4|k3|
0 0 0 0

0 0 0 0

−m4|k3| 0 0 m2
4

 , (7.30)

que também apresenta um autovalor não-nulo

λ4 = − k2
3 +m2

4

µ
√

36α2µ2 − 16βk2
3

. (7.31)

As velocidades de grupo associadas aos modos de massa m2
1 e m2

2 são as mesmas:

vg1 = vg2 =
1√

1 + 1
4

(
µ
k3

)2

[1 + 4(6α + 4β)]

, (7.32)

e para m2
3 e m2

4 são:

vg3 =
|k3|√

k2
3 + 3αµ2 + µ

√
9α2µ2 − 4βk2

3

(
1− 2βµ√

9α2µ2 − 4βk2
3

)
,

vg4 =
|k3|√

k2
3 + 3αµ2 − µ

√
9α2µ2 − 4βk2

3

(
1 +

2βµ√
9α2µ2 − 4βk2

3

)
, (7.33)

respectivamente.

Na sequência, analisamos as condições para termos um modelo causal e que apre-
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sente estados f́ısicos enquanto |k3| está com limites e valores assim como os parâmetros

α e β. Em todas as situações, a causalidade e a existência de estados f́ısicos são encon-

tradas sob (7.16), (7.13), (7.14) e (7.17). Dividimos a análise em duas partes: primeiro,

analisamos casos especiais para os parâmetros α e β. Essa análise nos permite ver as

consequências sobre os graus de liberdade f́ısicos quando apenas um dos parâmetros é

levado em conta e identificamos qual pode ser problemático ou não. Segundo, exploramos

o caso geral. Veremos que, neste caso, alguns comportamentos problemáticos que podem

surgir nas relações de dispersão, quando apenas um parâmetro é considerado, podem ser

compensados quando os dois são tratados simultaneamente.

7.2.1.1 Parte I: Casos especiais

(i) α = 0

Outra situação com uma sutil mudança nos polos e matrizes de reśıduo. Antes de

avançarmos para estudar os intervalos para os quais possam existir modos causal e

unitário, listamos os novos polos como seguem:

m2
1 = k2

3 + 4βµ2 +
µ2

2
+ µ

√
µ2

4
+ k2

3 + 4βµ2 ,

m2
2 = k2

3 + 4βµ2 +
µ2

2
− µ

√
µ2

4
+ k2

3 + 4βµ2 ,

m2
3 = k2

3 + 2µ|k3|
√
−β ,

m2
4 = k2

3 − 2µ|k3|
√
−β . (7.34)

As matrizes de reśıduo (7.19), (7.23), (7.27) e (7.30) sofrem uma pequena modi-

ficação no caso α = 0. Ao invés de ∆µ2 temos βµ2. O mesmo ocorre com os autovalores

(7.21), (7.25), (7.28) e (7.33), que são listados abaixo por questão de clareza

λ1 = 1 +
1

2

√
1
4

+
(
k3
µ

)2

+ 4β

,

λ2 = 1− 1

2

√
1
4

+
(
k3
µ

)2

+ 4β

,

λ3 =
(m2

3 + k2
3)

4µ|k3|
√
−β

,

λ4 = − (m2
4 + k2

3)

4µ|k3|
√
−β

. (7.35)
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As velocidades de grupo para α = 0 são

vg1 = vg2 =
1√

1 +
(
µ
k3

)2 (
1
4

+ 4β
) ,

vg3 =
1√

1 + 2 µ
|k3|
√
−β

(
1 +

µ

|k3|
√
−β
)
,

vg4 =
1√

1− 2 µ
|k3|
√
−β

(
1− µ

|k3|
√
−β
)
. (7.36)

(i.1) Causalidade

Para atender o critérios (7.16), temos

β > − 1

16

[
1 + 4

(
k3

µ

)2
]
⇒ m2

1 > 0 ,

β > − 1

16

[
1 + 4

(
k3

µ

)2
]
∩ β 6= −1

4

(
k3

µ

)2

⇒ m2
2 > 0 ,

β 6 0⇒ m2
3 > 0 ,

−1

4

(
k3

µ

)2

< β 6 0⇒ m2
4 > 0 . (7.37)

Para os dois primeiros polos empregamos a desigualdade triangular. Na sequência, inter-

sectamos todas as desigualdades em (7.37), para obter

−1

4

(
k3

µ

)2

< β 6 0 . (7.38)

As condições (7.13) sobre as velocidades de grupo para os modos com diferentes massas

são satisfeitas como seguem

β > − 1

16
⇒ vg1 6 1 ∩ vg2 6 1 . (7.39)

A única forma de termos vg3 6 1 e vg4 6 1 é se β > 0, o que é imposśıvel por restrições

prévias. Resultado, a causalidade é violada no polo P (k) = 0.

(i.2) Estados f́ısicos

É posśıvel encontrar restrições tal que cada um dos autovalores satisfaz a condição de
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unitariedade, ou seja,

β > − 1

16

[
1 + 4

(
k3

µ

)2
]
⇒ λ1 > 0 ,

β > −1

4

(
k3

µ

)2

⇒ λ2 > 0 ,

β < 0⇒ λ3 > 0 ,

β < −
(
k3

µ

)2

⇒ λ4 > 0 . (7.40)

Contudo, não encontramos uma interseção das desigualdades (7.40). Portanto, temos

modos fantasmas neste caso. Note que o modo que viola a condição de unitariedade é o

modo associado ao quarto polo.

(i.3) Causalidade e estados f́ısicos

De acordo com (7.39) e (7.40), causalidade e unitariedade são violadas simultaneamente

para α = 0.

(ii) β = 0

Quando levamos β a zero, ocorre uma modificação notória nos polos e na matriz

de reśıduo. Os novos polos na 0-componente do 4-momento são os seguintes:

m2
1 = k2

3 + 6αµ2 +
µ2

2
+ µ2

√
1

4
+

(
k3

µ

)2

+ 6α ,

m2
2 = k2

3 + 6αµ2 +
µ2

2
− µ2

√
1

4
+

(
k3

µ

)2

+ 6α ,

m2
3 = k2

3 + 6αµ2 ,

m2
4 = k2

3 . (7.41)

Os novos autovalores são

λ1 = 1 +
1

2

√
1
4

+
(
k3
µ

)2

+ 6α

,

λ2 = 1− 1

2

√
1
4

+
(
k3
µ

)2

+ 6α

,

λ3 = 1 +
1

3α

(
k3

µ

)2

,
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λ4 = − 1

3α

(
k3

µ

)2

. (7.42)

E as novas velocidades de grupo associadas a m2
1, m

2
2, m

2
3 e m2

4 são:

vg1 = vg2 =
1√

1 + 1
4

(
µ
k3

)2

(1 + 24α)

,

vg3 =
1√

1 + 6α
(
µ
k3

)2
,

vg4 = 1 , (7.43)

respectivamente.

(ii.1) Causalidade

Na sequência, apresentamos as condições sobre o parâmetro α a fim de garantir a positi-

vidade das massas:

α > − 1

24

[
1 + 4

(
k3

µ

)2
]
∩ α 6= −1

6

(
k3

µ

)2

⇒ m2
1 > 0 ∩ m2

2 > 0 ,

α > −1

6

(
k3

µ

)2

⇒ m2
3 > 0 ,

∀α⇒ m2
4 > 0 . (7.44)

Como antes, para os dois primeiros polos empregamos a desigualdade triangular. Para

atender as condições (7.16) devemos ter simplesmente

α > −1

6

(
k3

µ

)2

. (7.45)

As restrições para o parâmetro α a partir das velocidades de grupo são as seguintes

α > − 1

24
⇒ vg1 6 1 ∩ vg2 6 1 ,

α > 0⇒ vg3 6 1 ,

∀α⇒ vg4 = 1 . (7.46)

A interseção das soluções acima leva em

α > 0 . (7.47)
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Embora a solução para α a partir da positividade da massa dependa da escala de energia,

sua solução a partir da velocidade de grupo é mais restritiva que a anterior e independente

da escala de energia. Falta checar se o intervalo para as velocidades de fronte satisfazem

as condições de causalidade. De fato, as condições (7.14) sobre as velocidades de fronte

para cada massa já é satisfeita como segue:

vf1 = vf2 = vf3 = vf4 = 1 . (7.48)

Aqui, assumimos que |k3| vai a infinito mais rápido que o parâmetro α. Isso é uma su-

posição razoável, desde que podemos escolher algum α finito que satisfaz (7.47). Portanto,

o intervalo α > 0 garante a causalidade do modelo no caso em que β é nulo.

(ii.2) Estados f́ısicos

A fim de satisfazer a condição (7.17), devemos ter

α > − 1

24

[
1 + 4

(
k3

µ

)2
]
⇒ λ1 > 0 ,

α > −1

6

(
k3

µ

)2

⇒ λ2 > 0 ,

α < −1

3

(
k3

µ

)2

∪ α > 0⇒ λ3 > 0 ,

α < 0⇒ λ4 > 0 . (7.49)

Contudo, nesse caso, depois das restrições apresentadas em (7.49), encontramos modos

fantasmas. Na verdade, esse modo fantasma está associado ao quarto polo – não-massivo

– de (7.41).

(ii.3) Causalidade e estados f́ısicos

Podemos observar que, a fim de garantir causalidade e a existência de estados

f́ısicos simultaneamente, a interseção das condições (7.16) e (7.17) não deve ser vazia.

Contudo, a partir de (7.47) e (7.49), vemos que isso não acontece. Temos causalidade,

mas não unitariedade. Note que essa discrepância está expĺıcita no autovalor λ4 de (7.17),

que está em desacordo com a condição de causalidade (7.47). Podemos dizer que o modo

fantasma se encontra nesse polo.

Destacamos que, entre os dois casos especiais, o mais perigoso é o caso que α = 0,

onde somente o parâmetro β contribui para que existam termos de massa no modelo. Nesse

caso, causalidade e unitariedade são violadas simultaneamente, assolando o modelo com

modos não f́ısicos. No caso contrário, quando β = 0, podemos ter intervalos que preservam
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causalidade e violam unitariedade. Este não é mais perigoso que o caso anterior, uma

vez que estamos analisando somente o setor de glúons. Desde que estamos trabalhando

no modelo não-abeliano e os campos fantasmas interagem com os campos de calibre,

contribuições do setor fantasma poderiam contribuir para eliminar graus de liberdades

não-f́ısicos daquele setor. Contudo, somente cálculos a 1-laço poderiam julgar se de fato

esses graus de liberdade não-f́ısicos desacoplam do modelo. Outra possibilidade seria

realizar um estudo do modelo via formalismo de BRST, mas no limite em que os valores

f́ısicos das fontes de Symanzik tiverem sido tomados e com os termos de massa inclúıdos.

Contudo, todas essas análises estão fora do escopo desta tese. A partir de (7.1), vemos

que, embora o termo de massa proporcional a α dependa do coeficiente de violação de

Lorentz, ele não viola a simetria de Lorentz, ao contrário do termo proporcional a β

dependendo do coeficiente de violação de Lorentz, que não é invariante sob transformação

de Lorentz de part́ıcula. De fato, o termo de massa proporcional a α comporta-se como

um termo de Proca usual. Por outro lado, a contribuição que vem de β traz um termo

adicional como V µνAaµA
a
ν , que é a origem do problema.

7.2.1.2 Parte II: Caso geral

Neste último tópico analisamos os intervalos nos quais os parâmetros α e β as-

sumem valores reais de modo que o modelo apresente modos causais e (ou) unitários.

Apesar disso, |k3| e µ já têm valores positivos.

(i) Causalidade

Listamos abaixo as condições individuais para energias positivas:

β > − 1

16

[
1 + 4

(
k3

µ

)2

+ 24α

]
⇒ m2

1 > 0 ,

β > − 1

16

[
1 + 4

(
k3

µ

)2

+ 24α

]
∩ β 6= −1

4

[(
k3

µ

)2

+ 6α

]
⇒ m2

2 > 0 ,{
α 6 −1

3

(
k3

µ

)2

∩ β < −1

4

[(
k3

µ

)2

+ 6α

]}
∪α > −1

3

(
k3

µ

)2

∩ β 6
9α2

4
(
k3
µ

)2

⇒ m2
3 > 0 ,

α > −1

3

(
k3

µ

)2

∩ −1

4

[(
k3

µ

)2

+ 6α

]
< β 6

9α2

4
(
k3
µ

)2 ⇒ m2
4 > 0 .
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(7.50)

Portanto, a interseção das desigualdades acima é

α > −1

3

(
k3

µ

)2

∩ −1

4

[(
k3

µ

)2

+ 6α

]
< β 6

9α2

4
(
k3
µ

)2 , (7.51)

o qual é o único intervalo que obedece a condição em (7.16).

Na sequência, os intervalos para as velocidades de grupo são

β > − 1

16
(1 + 24α) ⇒ vg1 6 1 ∩ vg2 6 1,

β = −3

2
α ∩ α > 0 ⇒ vg3 6 1 ∩ vg4 6 1. (7.52)

A solução para as velocidades de grupo vg3 e vg4 é uma solução anaĺıtica simples posśıvel.

De fato, um conjunto mais completo de soluções é posśıvel ser encontrado34. Uma in-

terseção das soluções apresentadas em (7.52) lê-se

β = −3

2
α ∩ α > 0 . (7.53)

As velocidades de fronte para cada massa são

vf1 = vf2 = vf3 = vf4 = 1 , (7.54)

e elas satisfazem as condições listadas em (7.14). Novamente, estamos assumindo que o

parâmetro α mantém-se finito para |k3| tendendo ao infinito.

(ii) Estados f́ısicos

Temos modos não-fantasmas para os polos enquanto

β > − 1

16

[
1 + 4

(
k3

µ

)2

+ 24α

]
⇒ λ1 > 0 ,

β > −1

4

[(
k3

µ

)2

+ 6α

]
⇒ λ2 > 0 ,

34 Ver Ap. G para detalhes.



132

{
α 6 −2

3

(
k3

µ

)2

∩ β < −

[(
k3

µ

)2

+ 3α

]}
∪

α > −2

3

(
k3

µ

)2

∩ β <
9α2

4
(
k3
µ

)2

⇒ λ3 > 0 ,

α 6 −2

3

(
k3

µ

)2

∩ β <
9α2

4
(
k3
µ

)2

 ∪{α > −2

3

(
k3

µ

)2

∩ β < −

[(
k3

µ

)2

+ 3α

]}
⇒ λ4 > 0 .

(7.55)

A interseção de todas as desigualdades em (7.55) é

α < −1

2

(
k3

µ

)2

∩ −1

4

[(
k3

µ

)2

+ 6α

]
< β < −

[(
k3

µ

)2

+ 3α

]
. (7.56)

(iii) Causalidade e estados f́ısicos

Não há uma única condição para uma teoria causal e unitária. Isso pode ser notado

quando intersectamos as desigualdades listadas em (7.53) e (7.55).

7.2.2 Caso tipo tempo

Nesta seção iremos estudar a causalidade e a unitariedade da teoria para um vetor

de fundo tipo tempo, i.e., vµ = (1, 0, 0, 0). Na sequência apresentamos as quatro ráızes

para os dois polos Q(k) = 0 e P (k) = 0:

m2
1 = k2

3 − (6α + 4β)µ2 + µ|k3| ,

m2
2 = k2

3 − (6α + 4β)µ2 − µ|k3| ,

m2
3 = k2

3 − (3α + 2β)µ2 + µ
√
µ2(3α + 2β)2 − 4βk2

3 ,

m2
4 = k2

3 − (3α + 2β)µ2 − µ
√
µ2(3α + 2β)2 − 4βk2

3 , (7.57)

onde as ráızes m2
1 e m2

2 correspondem ao polo Q(k) = 0 e as ráızes m2
3 e m2

4 são relacionadas

ao polo P (k) = 0. Assim, podemos calcular as matrizes de reśıduo do propagador (7.11)

quando k2
0 assume os valores m2

1, m
2
2, m

2
3 e m2

4:

R1 =
1

2


0 0 0 0

0 1 −i 0

0 i 1 0

0 0 0 0

 , λ1 = 1 . (7.58)
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R2 =
1

2


0 0 0 0

0 1 i 0

0 −i 1 0

0 0 0 0

 , λ2 = 1 . (7.59)

R3 =
1

µ
√
µ2(6α + 4β)2 − 16βk2

3


k2

3 0 0 −m3|k3|
0 0 0 0

0 0 0 0

−m3|k3| 0 0 m2
3

 , (7.60)

O único autovalor não-nulo é

λ3 =
k2

3 +m2
3

µ
√
µ2(6α + 4β)2 − 16βk2

3

. (7.61)

A última matriz de reśıduo tem a seguinte forma

R4 = − 1

µ
√
µ2(6α + 4β)2 − 16βk2

3


k2

3 0 0 −m4|k3|
0 0 0 0

0 0 0 0

−m4|k3| 0 0 m2
4

 . (7.62)

Seu único autovalor não-nulo é

λ4 = − k2
3 +m2

4

µ
√
µ2(6α + 4β)2 − 16βk2

3

. (7.63)

Ademais, apresentamos abaixo as velocidades de grupo associadas às massas m2
1, m

2
2, m

2
3

e m2
4:

vg1 =
(
|k3|+

µ

2

) 1√
k2

3 − (6α + 4β)µ2 + µ|k3|
,

vg2 =
(
|k3| −

µ

2

) 1√
k2

3 − (6α + 4β)µ2 − µ|k3|
,

vg3 =

(
1− 2βµ√

µ2(3α + 2β)2 − 4βk2
3

)
|k3|√

k2
3 − (3α + 2β)µ2 + µ

√
µ2(3α + 2β)2 − 4βk2

3

,

vg4 =

(
1 +

2βµ√
µ2(3α + 2β)2 − 4βk2

3

)
|k3|√

k2
3 − (3α + 2β)µ2 − µ

√
µ2(3α + 2β)2 − 4βk2

3

.

(7.64)

Na sequência veremos as restrições sobre os parâmetros α e β de modo que o modelo

apresente modos f́ısicos no caso em que o vetor de fundo é tipo tempo.
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(i) Causalidade

As condições individuais de modo a termos energias positivas são as que seguem:

β <
1

4

[(
k3

µ

)2

+
|k3|
µ
− 6α

]
⇒ m2

1 > 0 ,

β <
1

4

[(
k3

µ

)2

− |k3|
µ
− 6α

]
⇒ m2

2 > 0 ,α < 1

6

(
k3

µ

)2

∩ β 6
1

2

[(
k3

µ

)2

− 3α

]
− 1

2

|k3|
µ

√(
k3

µ

)2

− 6α

 ∪α =
1

6

(
k3

µ

)2

∩ β <
1

2

[(
k3

µ

)2

− 3α

]
− 1

2

|k3|
µ

√(
k3

µ

)2

− 6α

 ∪{
α >

1

6

(
k3

µ

)2

∩ ∀β

}
⇒ m2

3 > 0 ,

α <
1

6

(
k3

µ

)2

∩ β 6
1

2

[(
k3

µ

)2

− 3α

]
− 1

2

|k3|
µ

√(
k3

µ

)2

− 6α⇒ m2
4 > 0 .

(7.65)

Resolvemos a intersecção das desigualdades em (7.65) enquanto

0 <
|k3|
µ

< 1 ∪ |k3|
µ

> 1 ,

entãoα < − 1

24

[
1 + 2

|k3|
µ
− 3

(
k3

µ

)2
]
∩ β 6

1

2

[(
k3

µ

)2

− 3α

]
− 1

2

|k3|
µ

√(
k3

µ

)2

− 6α


∪

α = − 1

24

[
1 + 2

|k3|
µ
− 3

(
k3

µ

)2
]
∩ β <

1

2

[(
k3

µ

)2

− 3α

]
− 1

2

|k3|
µ

√(
k3

µ

)2

− 6α


∪

{
− 1

24

[
1 + 2

|k3|
µ
− 3

(
k3

µ

)2
]
< α <

1

6

(
k3

µ

)2

∩ β <
1

4

[
−|k3|

µ
+

(
k3

µ

)2

− 6α

]}
.

(7.66)

Ou, enquanto |k3|/µ = 1, então{
α < 0 ∩ β 6

1

2
(1− 3α)− 1

2

√
1− 6α

}
∪
{

0 6 α <
1

6
∩ β < −3α

2

}
. (7.67)
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Na sequência, os intervalos causais para as velocidades de grupo são

β 6 − 1

16
(1 + 24α) ⇒ vg1 6 1 ∩ vg2 6 1 ,

{α 6 0 ∩ β 6 0} ∪{
0 < α <

1

6

(
k3

µ

)2

∩ β 6
1

Y

{
W

[
1 +

α

Z

(
k3

µ

)2
]

+ Z

}}
⇒ vg3 6 1 ∩ vg4 6 1 ,

(7.68)

onde

Y ≡ Y(k3, µ, α) = 2

[(
k3

µ

)2

− 6α

]
,

W ≡W(k3, µ, α) = 2α

[
2

(
k3

µ

)2

− 9α

]
,

Z ≡ Z(k3, µ, α) =

{
−8α3

(
k3

µ

)6

+ 135α

(
k3

µ

)4

− 486α5

(
k3

µ

)2

+

+ 9

(
k3

µ

)2

√√√√α7

[
81α− 16

(
k3

µ

)2
][(

k3

µ

)2

− 6α

]2


1/3

.

(7.69)

Depois de termos calculado a intersecção de todas as desigualdades em (7.69), encontramos{
α 6 − 1

24
∩ β 6 0

}
∪{

− 1

24
< α 6 0 ∩ β 6 − 1

16
(1 + 24α)

}
∪{

0 < α <
1

24
∩
[
β 6 − 1

16
(1 + 24α) ∩ |k3|

µ
>

√
3α

4β
(3α + 2β)

]}
∪{

α >
1

24
∩ β < −3α ∩ |k3|

µ
>

√
3α

4β
(3α + 2β)

}
. (7.70)

As velocidades de fronte para cada caso são

vf1 = vf2 = vf3 = vf4 = 1 .

(7.71)

e elas satisfazem as condições listadas em (7.14).

(ii) Estados f́ısicos
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Há ausência de modos fantasmas para o terceiro polo quandoα ≤ 0 ∩

β < 1

2

(k3

µ

)2

− 3α−

√(
k3

µ

)4

− 6α

(
k3

µ

)2
 ∪ β >

(
k3

µ

)2

− 3α


 ∪0 < α <

1

6

(
k3

µ

)2

∩

β < 1

2

(k3

µ

)2

− 3α−

√(
k3

µ

)4

− 6

(
k3

µ

)2

α

 ∪
β >

1

2

(k3

µ

)2

− 3α +

√(
k3

µ

)4

− 6

(
k3

µ

)2

α


 ∪α =

1

6

(
k3

µ

)2

∩ β <
1

2

(k3

µ

)2

− 3α−

√(
k3

µ

)4

− 6

(
k3

µ

)2

α

 ∪
β >

1

2

(k3

µ

)2

− 3α−

√(
k3

µ

)4

− 6

(
k3

µ

)2

α

 ∪{
α >

1

6

(
k3

µ

)2

∩ ∀β

}
⇒ λ3 > 0 ,

(7.72)

e, para o quarto polo devemos terα 6 0 ∩ β <
1

2

(k3

µ

)2

− 3α +

√(
k3

µ

)4

− 6α

(
k3

µ

)2
 ∪

{
α > 0 ∩ β >

(
k3

µ

)2

− 3α

}
⇒ λ4 > 0 . (7.73)

A interseção entre (7.72) e (7.73) é

β >

(
k3

µ

)2

− 3α , (7.74)

e leva a ausência de modos fantasmas em todos os polos.

(iii) Causalidade e estados f́ısicos

Desde que não há solução quando intersectamos as condições listadas em (7.70) e (7.74),

então não temos causalidade e unitariedade simultaneamente.

Vale ressaltar que, embora esses dois casos – tipo espaço e tipo tempo – tenham

resultados similares, o caso tipo tempo é mais perigoso. De fato, olhando as soluções para

a positividade da massa (7.66) e (7.67), vemos que o raio |k3|/µ é altamente restritivo,
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junto com os parâmetros α e β. Por exemplo, no caso tipo espaço, embora os parâmetros

α e β sejam restritos, a fim de garantir a positividade da massa, o raio |k3|/µ é livre. Essa

diferença também pode ser notada comparando as soluções para as velocidades de grupo

para os casos tipo espaço e tipo tempo, (7.53) e (7.70), respectivamente.

7.3 Discutindo causalidade e a existência de estados f́ısicos

Neste caṕıtulo estudamos a causalidade e a unitariedade da teoria de Yang-Mills

pura com violação da simetria de Lorentz. Aqui, o propagador do campo de calibre é

modificado devido a termos de massa originados a partir do método de Symanzik junto

com a quantização de BRST da teoria. Assim, uma vez que o propagador do campo de

calibre é modificado, um estudo detalhado se torna necessário. Resultado, uma vez que

os parâmetros de massa do campo de calibre dependem dos parâmetros α e β, deve ser

analisado se existem restrições sobre esses parâmetros de modo que o modelo seja consis-

tente fisicamente. Assim, esses parâmetros não são tão livres. Analisamos e perscrutamos

como o espectro f́ısico da teoria de Yang-Mills pura com violação de Lorentz se comporta

quando modificamos os parâmetros α e β nos cenários nos quais o vetor de fundo é tipo

espaço e tipo tempo. Por exemplo, para o caso tipo espaço, casos especiais foram abertos

para clarificar as consequências da violação de Lorentz sobre o espectro f́ısico da teoria.

Os principais resultados aqui encontrados são: para o caso tipo espaço analisa-

mos três situações distintas: na primeira, para α = 0, encontramos que causalidade e

unitariedade são violadas simultaneamente. De fato, esse caso além de levar em conta

um termo tipo Proca, leva em conta um termo de mistura não usual. Por outro lado,

quando levamos β = 0, o modelo mantém causalidade, mas apresenta um estado fan-

tasma. Aqui, embora o modelo lembre um pouco um modelo originado do mecanismo

de Higgs [102], a situação é um pouco diferente. De fato, o termo de massa originado

para o campo do fóton em [102] vem do mecanismo de Higgs, sem qualquer relação com

a escala de violação de Lorentz, µ, e os modos que seriam os modos de Nambu-Goldstone

são absorvidos pelo fóton de uma tal forma que a causalidade e a unitariedade do modelo

são preservadas. O mesmo acontece para a teoria não-abeliana com grupo de simetria

SO(3) com campo de Higgs [109]. No nosso caso, contudo, pode-se dizer que o termo de

massa é gerado dinamicamente e depende da escala de violação de Lorentz, µ. Além disso,

estamos analisando um modelo não-abeliano, onde os campos fantasmas desenvolvem um

papel importante. Assim, somente cálculos a 1-laço ou um estudo através do formalismo

de BRST poderiam julgar se o modo que viola unitariedade nesse caso se desacoplaria

do modelo. Ainda, comparando as situações prévias distintas, podemos ver que a origem

da violação de causalidade está relacionada ao termo de mistura. Ademais, analisando a

situação geral, onde os parâmetros α e β não são nulos, encontramos que a causalidade é
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garantida, mas a unitariedade é violada. Aqui, também, restrições sobre os parâmetros α

e β são encontradas.

Analisando o caso tipo tempo, vemos que, assim como no caso tipo espaço, a

causalidade do modelo é preservada, mas a unitariedade não. Contudo, como previamente

mencionado, as restrições entre os parâmetros α e β podem mudar drasticamente com a

escala de energia. No caso tipo espaço, no entanto, essas restrições são as mesmas em

toda escala de energia |k3|/µ.

No caṕıtulo anterior e neste caṕıtulo analisamos o propagador do campo de calibre

no calibre de Landau. Contudo, na forma como o propagador (7.11) se encontra, sua

transversalidade não é evidente. A transversalidade do propagador pode ser facilmente

notada se reescrevemo-lo como

Dab
µν(k) =

iδab

Q(k)

{
−(k2 − µ2∆v2)θµν −

µ2k2[Ω(k2 − µ2∆v2) + k2]

P (k)
θµαΛαβθβν − µSµν

}
.

(7.75)

É simples mostrar que

kµDab
µν(k) = kνDab

µν(k) = 0 . (7.76)

Essa condição também se aplica na teoria abeliana com violação de Lorentz no calibre de

Landau. Em [110] é mostrado que o propagador permanece transverso a 1-laço em teoria

de perturbações. A prova a todas as ordens vimos no Cap. 5.
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CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

O MPE estendido tem sido objeto de extensa análise nas últimas décadas, tanto

do ponto de vista experimental e fenomenológico quanto teórico. Até a presente data,

entretanto, não se verificou experimentalmente a violação da simetria de Lorentz e de

CPT na Natureza. Sob o ponto de vista teórico, tal modelo tem sido também vasta-

mente estudado. Como comentado na Sec. 2.2, a violação de tais simetrias não implica

necessariamente na violação dos principais atributos do MP – estabilidade, causalidade,

unitariedade e renormalizabilidade; claro que alguns desses atributos são posśıveis somente

no MPE mı́nimo.

Nesta tese discorremos principalmente sobre aspectos teóricos do setor mı́nimo

do MPE, especificamente a EDQ e a Teoria de Yang-Mills pura o grupo SU(N) – mas

válida para qualquer grupo simples – com violação da simetria de Lorentz. Focamos nossa

atenção no estudo da renormalizabilidade dessas teorias, com incursões sobre aspectos de

causalidade e unitariedade desta última.

O estudo da renormalizabilidade foi executado seguindo um prinćıpio rigoroso de

teoria quântica de campos perturbativa, o PAQ. Tal prinćıpio, como vimos, é demonstrado

em diversos esquemas de renormalização. Tal propriedade permite afirmar que, se tal

prinćıpio é devidamente aplicado, os resultados obtidos são esperados serem gerais. Além

disso, esse é o prinćıpio fundamental da abordagem de renormalização algébrica, um

método de renormalização também independente do esquema de renormalização e sem a

necessidade do cálculo expĺıcito dos diagramas de Feynman da teoria em estudo, que foi

vastamente utilizado nesta tese. Além da renormalização algébrica e pelo fato das teorias

aqui estudadas serem de calibre, usamos a quantização de BRST. Isso permitiu estudar

as teorias aqui tratadas com uma simetria fora da camada de massa. A qual é a mais

segura sob o ponto de vista quântico.

Embora tenhamos estudado aqui modelos que apresentam violação da simetria de

Lorentz, é prudente assumir que não devemos desprezar os resultados consistentes obtidos

em teoria quântica de campos perturbativa para analisar os aspectos quânticos, também

sob o ponto de vista perturbativo, dos modelos aqui estudados. Desde que o PAQ é bem

estabelecido em teorias com simetria de Lorentz, cuidados adicionais devem ser tomados a

fim de aplicá-lo em modelos com violação da simetria de Lorentz. Contudo, o método das

fontes externas de Symanzik permite estudar teorias que apresentem quebras de simetrias.

De fato, no intuito de termos controle do tratamento perturbativo de teoria com quebras,

é conveniente restaurar tais quebras, com fontes externas apropriadas, de modo a evitar

patologias na teoria que possam ser desprovidas de sentido f́ısico, mesmo que a teoria

clássica seja uma teoria com quebras genuinamente f́ısicas – pelo menos sob o ponto de

vista teórico.
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No Cap. 3 desta tese, contudo, a EDQ estendida foi estudada através da dia-

gramática de Feynman. A renormalização da teoria foi verificada aplicando o método de

regularização dimensional para tratar os diagramas com divergências genúınas a 1-laço.

Neste estágio, não é iĺıcito usar a álgebra usual (3.14), pois estávamos interessados so-

mente em termos divergentes. Aqui, além dos cálculos realizados em outras referências,

o único termo adicional é aquele do acoplamento pseudoescalar. Vimos que o termo de

Carroll-Field-Jackiw (ou termo tipo Chern-Simons) não se renormaliza. Rediscutimos

ainda a controvérsia da geração do termo tipo Chern-Simons também sob o ponto de

vista da regularização dimensional. Aqui, contudo, procuramos realizar o cálculo das

duas contribuições inequivalentes separadamente – gráficos e e f da Fig. 6 – e não usamos

a álgebra usual (3.14) em quatro dimensões, mas somente a ciclicidade do traço. Obtemos

que o termo tipo Chern-Simons não é gerado em correções quânticas. Embora aparente-

mente semelhante, não confundir não-renormalização do termo tipo Chern-Simons com

não geração radiativa desse mesmo termo. Usualmente objetam-se com o uso da regula-

rização dimensional do termo tipo Chern-Simons, pois esse é um método de regularização

invariante calibre. O método de Pauli-Villars também fornece um resultado de não geração

radiativa de tal termo. De fato, é sempre conveniente usar um método de regularização

que preserve invariância de calibre. Do contrário, resultados espúrios podem ser uma

consequência de não tratar essa simetria devidamente.

Apesar de termos usado um esquema de regularização invariante de calibre para

tratar a renormalização da EDQ estendida, muito debate tem sido feito nesse assunto

sobre outros esquemas de regularização, e principalmente sobre a geração do termo tipo

Chern-Simons. Desde que a renormalização algébrica é independente do esquema de

renormalização e é um procedimento recursivo, i.e., estend́ıvel em todas as ordens em

teoria de perturbações, aplicamos esse procedimento na análise da renormalizabilidade

da EDQ estendida em todas as ordens em teoria de perturbações, como apresentado no

Cap. 4. Aplicamos ainda o método das fontes externas de Symanzik e a quantização de

BRST. Deste modo, com as simetrias de Lorentz, de CPT e de BRST (calibre – neste caso

da EDQ – fora da camada de massa) bem estabelecidas no ńıvel clássico, a extensão da

teoria poderia ser seguramente executada. Com esses procedimentos, vimos, em resumo,

que a EDQ com violação da simetria de Lorentz é renormalizável em todas as ordens em

teoria de perturbações e não há geração do termo tipo Chern-Simons. Em acordo com

os resultados obtidos a 1-laço no Cap. 3. Através da renormalização algébrica, nota-se

que o termo tipo Chern-Simons não é gerado mesmo em ordens mais altas em teoria de

perturbações. Assim, em comparação com o que foi comentado na Sec. 3.3, um termo

tipo Chern-Simons não é gerado mesmo se o momento do fóton não estiver na camada de

massa, ou seja, no caso de subdiagramas, em ordens além de 1-laço.

No Cap. 5 analisamos as anomalias de calibre na EDQ estendida por meio do estudo

da cohomologia do operador de Slavnov-Taylor linearizado. Através do PAQ estendemos
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as identidades de Ward dessa teoria ao ńıvel quântico. Vimos que a equação de fixação

de calibre, a equação do campo fantasma e a equação do campo antifantasma não são

anômalas. As quebras que surgem na identidade de Slavnov-Taylor que satisfazem a

condição de consistência de Wess-Zumino pertencem ao setor trivial da cohomologia, e

podem ser compensadas pela introdução de sutis contratermos. Resultado: a identidade

de Slavnov-Taylor não quebra no ńıvel quântico, pois não há soluções para a anomalia

pertencentes ao setor não-trivial da cohomologia.

Aplicamos o mesmo formalismo usado no Cap. 4, para a EDQ estendida, e vimos

que a Teoria de Yang-Mills pura com violação da simetria de Lorentz é renormalizável em

todas as ordens em teoria de perturbações. Diferentemente da EDQ estendida, o termo

tipo Chern-Simons não-abeliano se renormaliza – através da renormalização matricial.

Isto é uma consequência da equação do campo fantasma, que é integrada, fazendo-a mais

fraca que sua versão abeliana. Além disso, vimos que termos de massa são induzidos de-

vido ao vetor de violação de Lorentz de CPT-́ımpar, vµ; uma consequência da estabilidade

quântica.

Devido à geração de termos de massa, o propagador do campo de Yang-Mills é mo-

dificado mais drasticamente do que no caso usual – sob o ponto de vista não-perturbativo

comentado nesta tese –, e assim, tal propagador deveria ser estudado. Uma análise so-

mente do setor do campo de calibre mostra que para o caso do vetor de fundo tipo espaço

a unitariedade é violada. Para certas condições sobre os parâmetros adimensionais a cau-

salidade também é violada. No caso em que tal vetor de fundo é tipo tempo a unitariedade

é violada. A causalidade é mantida, porém, com condições muito mais restritas do que

no caso tipo espaço.

Esta tese deixa em aberto alguns problemas: o estudo da renormalizabilidade

da teoria de Yang-Mills com violação da simetria de Lorentz na presença de férmions,

analisando também a posśıvel geração de um termo tipo Chern-Simons; a análise da

renormalizabilidade em todas as ordens em teoria de perturbações – muito dif́ıcil, em

prinćıpio – do setor eletrofraco com violação de Lorentz; a análise a 1-laço da posśıvel

desestabilização do propagador do campo de calibre advinda dos coeficientes de violação de

Lorentz; a análise da unitariedade da Teoria de Yang-Mills incluindo o setor de fantasmas.

Isto poderia ser feito através da quantização de BRST.
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APÊNDICE A – Notações e convenções

Nesta tese trabalharemos no espaço de Minkowski M (1,3) (do contrário avisaremos

quando estivermos no espaço euclidiano), com tensor métrico de assinatura

η = diag (+1,−1,−1,−1) , (A.1)

e o tensor Levi-Civita completamente antissimétrico em seus ı́ndices εµναβ é normalizado

como ε0123 = +1. Deste modo, as coordenadas serão decompostas da seguinte forma

xµ ≡ (t,x) , (A.2)

e o 4-momento

pµ ≡
(
p0,p

)
. (A.3)

Para o tratamento de férmions será útil as seguintes relações das matrizes-γ de Dirac.

Da álgebra de Clifford

{γµ, γν} = 2ηµν1 . (A.4)

Ainda

γ5 = γ5 = iγ0γ1γ2γ3 = − i

4!
εµναβγ

µγνγαγβ ,

σµν =
i

2
[γµ, γν ] . (A.5)

Para mais conveções das matrizes-γ ver Ref. [34]. Usamos aqui as unidades naturais

c = ~ = 1. A menos que o contrário seja dito retornaremos a trabalhar com ~.
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APÊNDICE B – Interlúdio matemático

B.1 1o movimento

Mostremos, então, que 〈0|Tφ(x)∂yµφ(y)|0〉 = ∂yµ〈0|Tφ(x)φ(y)|0〉. Considerando que

a fonte externa J(x) pode ser decomposta como J(x) = J1(x)− ∂νJν2 (x). Então,∫
d4x J(x)φ(x) =

∫
d4x J1(x)φ(x) +

∫
d4x Jν2 (x)∂νφ(x) , (B.1)

onde integramos por partes e consideramos o fato de J(x) ser uma função suave de suporte

compacto. A partir da definição da função de Green e de funcional gerador, temos

〈0|Tφ(x)∂yµφ(y)|0〉 = (−i~)2 δ2Z[J ]

δJ1(x)δJµ2 (y)

= (−i~)2

∫
d4w

δJ(w)

δJ1(x)

δ

δJ(w)

∫
d4z

δJ(z)

δJµ2 (y)

δ

δJ(z)
Z[J ]

= −(−i~)2

∫
d4z∂zµδ

4(z − y)
δ2Z[J ]

δJ(x)δJ(z)
= (−i~)2∂yµ

δ2Z[J ]

δJ(x)δJ(y)

= ∂yµ〈0|Tφ(x)φ(y)|0〉 , (B.2)

onde usamos a regra da cadeia funcional e integração por partes.
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APÊNDICE C – Simetrias discretas

As propriedades dos campos e fontes espinoriais sob mapas discretos são as seguin-

tes (veja [198]):

C.1 Conjugação da carga

De forma sucinta, a operação de conjugação de carga consiste em um mapa de um

estado de uma part́ıcula de carga q para um estado de carga −q35. Sobre os campos de

Dirac (juntamente com fontes externas usadas no Cap. 4), tal operação consiste em uma

conjugação sobre os dados campos, de modo que

ψC = Cψ
T
, ψC = −ψTC−1 , Y C = CY

T
, Y

C
= −Y TC−1 , (C.1)

onde a matriz C é a matriz de conjugação de carga, definida por C = iγ0γ2 e T indica a

operação de transposição. A matriz C tem as seguintes propriedades

C† = C−1 = CT = −C , C−1C = 1 , (C.2)

e satisfaz a seguinte álgebra

C(γµ)TC−1 = −γµ ,

C(γ5)TC−1 = γ5 ,

C(γµγ5)TC−1 = γµγ5 ,

C(σµν)
TC−1 = −σµν . (C.3)

35 Não confundir conjugação de carga, que é uma mudança de sinal na 4-corrente Jµ, ver, por exemplo,
a Tabela 8, com a mudança de sinal de e, que é a constante de acoplamento eletromagnético, que nada
mais é que uma operação errada. De fato, dado um autoestado da 0-componente, Q, da 4-corrente,
i.e., |n,Q〉, onde n representa outros posśıveis números quânticos, a operação de conjugação de carga
implica que |n,Q〉C = f |n,−Q〉, onde f é um fator de fase.
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Tabela 6 - Mapa discreto das fontes.

fontes C P T CP CT PT CPT
C00, κ̄0i0j, Cij, κ̄ijkl + + + + + + +
M5, C0i, Ci0, κ̄0ijk + − − − − + +

Bi, Gi0j, Gij0, J0ij, λ0ij + + − + − − −
B0, Gi00, Gijk, Jijk, λijk + − + − + − −

Ā0, E0, Fi − + + − − + −
Āi, Ei, F0 − − − + + + −
Hij, D0i, Di0 − + − − + − +
H0i, D00, Dij − − + + − − +

C.2 Paridade

A paridade consiste em uma operação de reflexão nas coordenadas espaciais, e

mantém a coordenada temporal inalterada, tal que

(t,x)
P−→ (t,−x) . (C.4)

Sobre os campos de Dirac e fontes externas essa operação atua como

ψP(t,x) = ηpγ
0ψ(t,−x) , ψP(t,x) = η∗pψ(t,−x)γ0 ,

Y P(t,x) = ηpγ
0Y (t,−x) , Y

P
(t,x) = η∗pY (t,−x)γ0 , (C.5)

com |ηp| = 1.

C.3 Reversão temporal

A operação de reversão temporal reverte o sentido do tempo e mantém as coorde-

nadas espaciais intactas. Deste modo, temos

(t,x)
T−→ (−t,x) . (C.6)

Tal operação sobre os campos de Dirac e fontes externas tem a forma

ψT (t,x) = ηtγ
0Aψ

T
(−t,x) , ψT (t,x) = η∗tψ

T (−t,x)A−1γ0 ,

Y T (t,x) = ηtγ
0AY

T
(−t,x) , Y

T
(t,x) = η∗t Y

T (−t,x)A−1γ0 , (C.7)

onde a matriz de reversão temporal é definida por A = iγ1γ3 e |ηt|2 = 1.

Para ficar claro a questão das simetrias discretas, e como se dá o mecanismo de
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Tabela 7 - Mapa discreto dos campos.

campos C P T CP CT PT CPT
A0 − + + − − + −
Ai − − − + + + −
E − − + + − − +
B − + − − + − +
b − + − − + − +
c̄ − + − − + − +
c − + − − + − +

Tabela 8 - Mapa discreto dos bilineares de Dirac.

C P T
S(x) S(xP ) S(xT )
P (x) −P (xP ) −P (xT )
−Jµ(x) Jµ(xP ) Jµ(xT )
Jµ5 (x) −J5µ(xP ) J5µ(xT )
−T µν(x) Tµν(xP ) −Tµν(xT )

restauração da simetria de Lorentz, estudemos na sequência as propriedades sob sime-

trias discretas – C, P e T – para um acoplamento espećıfico. Mas antes de avançarmos,

definamos o seguinte comutador [199]

[ψ(x), γµψ(x)] = ψα(x) (γµ)αβ ψβ(x)− ψβ(x) (γµ)αβ ψα(x)

= ψ(x)γµψ(x)− ψT (x)γµTψ
T

(x) , (C.8)

onde α e β são ı́ndices no espaço espinorial. É posśıvel mostrar que

1

2
[ψ(x), γµψ(x)] = : ψ(x)γµψ(x) : = Jµ(x) , (C.9)

onde : : refere-se ao produto normal ordenado. A definição acima é importante no estudo

das simetrias discretas das teorias aqui tratadas. Como um exemplo, tomemos a seguinte

lagrangiana

L = eµQµ = eµiψDµψ . (C.10)
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Por questão de simplicidade, podemos definir tal lagrangiana de forma hermitiana36, tal

que

L = eµ
[
i

2

(
ψ∂µψ − ∂µψψ

)
− eψψAµ

]
. (C.11)

Ainda, estudemos o comportamento do operador composto Qµ invariante de calibre. Pri-

meiramente, sob conjugação de carga, dividimo-lo em três diferentes partes, isto é,

iψ∂µψ =
i

2

(
ψαδαβ∂µψβ − ∂µψβδαβψα

)
=

i

2

(
ψ∂µψ − ∂µψTψ

T
)
, (C.12)

onde usamos (C.8). A partir de (C.1), obtemos

iψC∂µψ
C =

i

2

(
ψC∂µψ

C − ∂µ(ψC)T (ψC)T
)

=
i

2

(
−ψTC−1C∂µψ

T − ∂µ(Cψ
T

)T (−ψTC−1)T
)

=
i

2

(
−ψT∂µψ

T
+ ∂µψψ

)
, (C.13)

onde usamos (C.2). Ainda

i∂µψψ =
i

2

(
∂µψαδαβψβ − ψβδαβ∂µψα

)
=

i

2

(
∂µψψ − ψT∂µψ

T
)
. (C.14)

De (C.1),

i∂µψCψ
C =

i

2

(
∂µψCψ

C − (ψC)T∂µ(ψC)T
)

=
i

2

(
−∂µψTC−1Cψ

T − (Cψ
T

)T∂µ(−ψTC−1)T
)

=
i

2

(
−∂µψTψ

T
+ ψ∂µψ

)
. (C.15)

Ademais

ψψ =
1

2

(
ψαδαβψβ − ψβδαβψα

)
=

1

2

(
ψψ − ψTψT

)
, (C.16)

36 Isto facilita o estudo da teoria sob as simetrias discretas de C e T. Sob P não é necessário tomarmos
a lagrangiana hermitiana. Essas escolhas são só por questão de conveniência.
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onde usamos (C.8). A partir de (C.1), obtemos

ψCψC =
1

2

(
ψCψC − (ψC)T (ψC)T

)
=

1

2

(
−ψTC−1Cψ

T − (Cψ
T

)T (−ψTC−1)T
)

=
1

2

(
−ψTψT + ψψ

)
, (C.17)

onde usamos (C.2). Comparando as Eqs. (C.12), (C.14) e (C.16) com as Eqs. (C.13), (C.15)

e (C.17), e usando a propriedade ACµ = −Aµ, conclúımos que

QCµ = −Qµ . (C.18)

Vejamos agora o comportamento de Qµ sob paridade, ou seja,

QPµ (t,x) = iψP(t,x)∂Pµ ψ
P(t,x)− eψP(t,x)ψP(t,x)APµ (t,x)

= |ηp|2ψ(t,−x)γ0γ0∂Pµ ψ(t,−x)− e|ηp|2ψ(t,−x)γ0γ0ψ(t,−x)APµ (t,x) ,

(C.19)

onde usamos (C.5). Assim

QP0 (t,x) = iψ(t,−x)∂0ψ(t,−x)− eψ(t,−x)ψ(t,−x)A0(t,−x) = Q0(t,−x) ,

QPi (t,x) = −iψ(t,−x)∂iψ(t,−x) + eψ(t,−x)ψ(t,−x)Ai(t,−x) = −Qi(t,−x) ,

(C.20)

onde usamos as propriedades do campo Aµ sob paridade dispostas na Tabela 7. Agora,

sob reversão temporal, isto é,

QTµ (t,x) =
i

2
ψT (t,x)∂Tµ ψ

T (t,x)− i

2
∂Tµ ψ

T (t,x)ψT (t,x)− eψT (t,x)ψT (t,x)ATµ (t,x) .

(C.21)

A partir de (C.7), temos

QT0 (t,x) = − i
2
ψT (−t,x)A−1γ0γ0A∂0ψ

T
(−t,x) +

i

2
∂0ψ

T (−t,x)A−1γ0γ0Aψ
T

(−t,x)+

− eψT (−t,x)A−1γ0γ0Aψ
T

(−t,x)A0(−t,x)

= − i
2

(
∂0ψ(−t,x)ψ(−t,x)

)T
+
i

2

(
ψ(−t,x)∂0ψ(−t,x)

)T
+

− e
(
ψ(−t,x)ψ(−t,x)

)T
A0(−t,x) = Q0(−t,x) ,

QTi (t,x) =
i

2
ψT (−t,x)A−1γ0γ0A∂iψ

T
(−t,x)− i

2
∂iψ

T (−t,x)A−1γ0γ0Aψ
T

(−t,x)+

+ eψT (−t,x)A−1γ0γ0Aψ
T

(−t,x)Ai(−t,x)

=
i

2

(
∂iψ(−t,x)ψ(−t,x)

)T − i

2

(
ψ(−t,x)∂0ψ(−t,x)

)T
+
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+ e
(
ψ(−t,x)ψ(−t,x)

)T
Ai(−t,x) = −Qi(−t,x) . (C.22)

Aqui usamos a propriedade (ψOψ)T = ψOψ, ou seja, ψOψ é apenas um escalar no espaço

espinorial. O é um operador arbitrário, podendo depender das matrizes-γ.

A partir das relações (C.18), (C.20) e (C.22), vemos que o operador composto Qµ
viola C e é invariante por PT. Portanto, viola CPT. Resultado, a lagrangiana (C.11) viola

CPT, uma vez que o campo de fundo eµ é par sob C, P e T. A promoção do campo de

fundo eµ à fonte externa Eµ(x) – onde o argumento “x”não só indica uma dependência

no sistema de coordenadas, mas também dependência em cada ponto do espaço-tempo –

permite definirmos as seguintes transformações discretas para a fonte Eµ(x), i.e.,

ECµ(x) = −Eµ(x) ,

EP0 (t,x) = E0(t,−x) , EPi (t,x) = −Ei(t,−x) ,

ET0 (t,x) = E0(−t,x) , ETi (t,x) = −Ei(−t,x) . (C.23)

Com esses mapas discretos a lagrangiana (C.11) é posta em uma forma invariante sob

C, P e T, e também invariante de Lorentz. Esse procedimento usado para a lagrangiana

(C.11), quando usado para as ações (3.3), (6.3) e (6.4), restaura as simetrias de Lorentz e

de CPT.
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APÊNDICE D – Alguns resultados em regularização dimensional

D.1 Regularização dimensional

Por questão de completeza, na sequência, apresentamos alguns resultados da re-

gularização dimensional empregados nesta tese. Como já comentado, essa regularização

consiste em realizar as integrais de Feynman em uma dimensão diferente da qual a teoria

é definida. No nosso caso, temos∫
d4p

(2π)4
→
∫

ddp

(2π)d
. (D.1)

Além disso, tal modificação implica que a dimensão canônica de massa dos campos é

alterada – uma vez que queremos manter a ação adimensional – ou seja, o campo de

calibre e o campo de Dirac têm, em d dimensões, dimensões de massa (d−2)/2 e (d−1)/2,

respectivamente. Isso implica que a constante de acoplamento eletromagnético, e, passa

a ter dimensão de massa (4 − d)/2. Para evitar mudança na contagem de potências, a

constante de acoplamento é reescalonada como e→ eµ(4−d)/2, onde µ é um parâmetro de

dimensão de massa 1 (uma escala de energia).

Ademais, o traço simetrizado sobre o produto dos momentos em d dimensões é

definido como

pµpν → 1

d
ηµνp2 ,

pµpνpαpβ → 1

d(d+ 2)

(
ηµνηαβ + ηµαηνβ + ηµβηνα

)
(p2)2 . (D.2)

Contudo, a integração no espectro dos momentos dos propagadores é feita sobre o espectro

de massa complexa – ou momentos – no intuito de contornar os polos quando o propagador

é colocado na camada de massa. Devido a dificuldade em realizar as integrais de Feynman

no espaço de Minkowski, realiza-se uma rotação de Wick na 0-componente do 4-momento,

e, assim, ao invés realizar as integrais no espaço de Minkowski, realiza-as em um espaço

euclidiano, i.e., p0 = ip0E, onde p0E é a 0-componente do 4-momento em um espaço

euclidiano (nas componentes espaciais temos p = pE). Assim,

p2 −Q2 + iε = p2
0 − p2 −Q2 + iε = −p2

0E − p2
E −Q2 = −(p2

E +Q2) .∫
ddp =

∫
dp0d

d−1p =

∫
(idp0E)dd−1pE = i

∫
ddpE , (D.3)

onde Q é alguma função nas massas das part́ıculas que circulam no laço e nos momentos

externos. De modo geral, as integrais de Feynman, em d dimensões, de diagramas a 1-laço,
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são do tipo

Im,n =

∫
ddp

(2π)d
p2m

(p2 −Q2 + iε)n
= i(−1)m−n

∫
ddpE
(2π)d

p2m
E

(p2
E +Q2)n

= i(−1)m−nIEm,n .(D.4)

A solução de IEm,n é a seguinte

IEm,n =
1

Γ(n)

1

(4π)d/2

[
1

2m

m−1∏
j=0

(d+ 2j)

]
(Q2)(−n+ d

2
+m)Γ

(
n− d

2
−m

)
. (D.5)

Assim, de (D.5) em (D.4), seguem os seguintes resultados:

I0,n =

∫
ddp

(2π)d
1

(p2 −Q2 + iε)n
=

(−1)ni

(4π)d/2
Γ
(
n− d

2

)
Γ(n)

(Q2)(−n+ d
2) ,

I1,n =

∫
ddp

(2π)d
p2

(p2 −Q2 + iε)n
=

(−1)n−1i

(4π)d/2
d

2

Γ
(
n− d

2
− 1
)

Γ(n)
(Q2)(−n+ d

2
+1) ,

I2,n =

∫
ddp

(2π)d
p4

(p2 −Q2 + iε)n
=

(−1)ni

(4π)d/2
d(d+ 2)

4

Γ
(
n− d

2
− 2
)

Γ(n)
(Q2)(−n+ d

2
+2) .

(D.6)

A partir de (D.2) e (D.6), decorre que∫
ddp

(2π)d
pµpν

(p2 −Q2 + iε)n
=
ηµν

2

(−1)n−1i

(4π)d/2
Γ
(
n− d

2
− 1
)

Γ(n)
(Q2)(−n+ d

2
+1) ,∫

ddp

(2π)d
pµpνpαpβ

(p2 −Q2 + iε)n
=
ηµνηαβ + ηµαηνβ + ηµβηνα

4

(−1)ni

(4π)d/2
Γ
(
n− d

2
− 2
)

Γ(n)
(Q2)(−n+ d

2
+2) .

(D.7)

Para manipular denominadores nas integrais de Feynman, usa-se a denominada parame-

trização de Feynman, que, de modo geral, tem a forma

∏
i

1

Aαi
=

Γ(
∑

i αi)∏
i Γ(αi)

∫ 1

0

∏
i

(
dxix

αi−1
i

) δ (1−
∑

i xi)

(
∑

i xiAi)
∑
i αi

. (D.8)

Desta expressão seguem-se as seguintes fórmulas mais espećıficas

1

AB
=

∫ 1

0

dx
1

[xA+ (1− x)B]2
,

1

ABC
= 2

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy
1

[xA+ yB + (1− x− y)C]3
. (D.9)

A seguinte relação é universal nos cálculos dos diagramas de Feynman por regularização
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dimensional

µ4−d (Q2)(−n+ d
2

+m)

(4π)d/2
=

(Q2)(−n+2+m)

(4π)2

[
1− ε

2
ln

Q2

4πµ2

]
+O(ε2) , (D.10)

onde usamos37 d = 4− ε.
A expansão de Taylor da função Γ em torno de ε→ 0, tem a forma [200]:

Γ
(
n+ 1 +

ε

2

)
= n!

{
1 +

ε

2
ψ(n+ 1) +

ε2

8

[
ψ′(n+ 1) + ψ(n+ 1)2

]
+O(ε3)

}
,

Γ
(
−n+

ε

2

)
=

(−1)n

n!

{
2

ε
+ ψ(n+ 1) +

ε

4

[
π2

3
+ ψ(n+ 1)2 − ψ′(n+ 1)

]
+O(ε2)

}
,

(D.11)

onde

ψ(n) = −γE +
n−1∑
l=1

1

l
, ψ′(n) =

π2

6
−

n−1∑
l=1

1

l
. (D.12)

D.2 Matrizes-γ: propriedades algébricas em d dimensôes

Seguem algumas propriedades álgebricas das matrizes-γ utilizadas nesta tese:

γργ
αγρ = (2− d)γα ,

γργ
αγβγρ = 2γβγα − (2− d)γαγβ ,

γργ
αγβγλγρ = −2γλγβγα − (d− 4)γαγβγλ ,

γργ
αγβγλγσγρ = 2(γσγαγβγλ + γλγβγαγσ)− (d− 4)γαγβγλγσ . (D.13)

37 Usamos também a relação ax = ex ln a = 1 + x ln a+ . . . .
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APÊNDICE E – Termos de vácuo: EDQ estendida

Iremos agora discutir a ação de vácuo da EDQ estendida, i.e., a ação que leva

em conta somente os termos dependentes das fontes. Desde que essa ação não interfere

na renormalização das fontes, ou no conteúdo dinâmico do modelo, essa discussão não

influencia nos resultados obtidos até agora. Contudo, não descreveremos aqui todos os

termos de vácuo. Apresentaremos aqui somente os termos mais sutis que demandam uma

análise cuidadosa. Assim, para a ação de vácuo, temos

ΣV =

∫
d4x

(
α1ĀµĀ

µĀνĀ
ν + α2mĀµĀ

µĀνE
ν + α3m

2ĀµĀ
µEµE

µ + α4m
2ĀµĀνE

µEν+

+ α5m
3ĀµE

µEνE
ν + α6m

4EµE
µEνE

ν
)

+ s

∫
d4x

(
ζλµναJ

µβγJνβκJ
κα

γ +

+ ϑ1κ̄µναβλ
µρωJνρσJ

α
ωδJ

βσδ + ϑ2T
θγ

µναβ Cθγλ
µρωJνρσJ

α
ωδJ

βσδ+

+ ϑ3T
τζ

µναβ ηγξκ̄τγζξλ
µρωJνρσJ

α
ωδJ

βσδ
)
,

=

∫
d4x

(
α1ĀµĀ

µĀνĀ
ν + α2mĀµĀ

µĀνE
ν + α3m

2ĀµĀ
µEµE

µ + α4m
2ĀµĀνE

µEν+

+ α5m
3ĀµE

µEνE
ν + α6m

4EµE
µEνE

ν
)

+

∫
d4x

(
ζJµναJ

µβγJνβκJ
κα

γ +

+ ϑ1κ̄µναβJ
µρωJνρσJ

α
ωδJ

βσδ + ϑ2T
θγ

µναβ CθγJ
µρωJνρσJ

α
ωδJ

βσδ+

+ ϑ3T
τζ

µναβ ηγξκ̄τγζξJ
µρωJνρσJ

α
ωδJ

βσδ
)
. (E.1)

Os termos que dependem da massa do elétron são introduzidos a fim de garantir a esta-

bilidade quântica do vácuo. Isto pode ser facilmente entendido pelo fato de que as fontes

Āµ e Eµ sofrem mistura sob correções quânticas. O mesmo pode ser dito sobre as fontes

κ̄µναβ e Cνµ.

No limite f́ısico das fontes (4.8), a ação (E.1) reduz-se a

ΣV fis =

∫
d4x

(
α1aµa

µaνa
ν + α2maµa

µaνe
ν + α3m

2aµa
µeµe

µ + α4m
2aµaνe

µeν+

+ α5m
3aµe

µeνe
ν + α6m

4eµe
µeνe

ν + 6ζv4 + (8ϑ3 − 2ϑ1)καµσµvαvσv
2+

+ 8ϑ2c
ασvαvσv

2
)
, (E.2)

que mostra o vácuo não-trivial do modelo. Agora podemos proceder como na Sec. 4.2 e

procurar o contratermo mais geral compat́ıvel com as identidades de Ward mostradas em

(4.21)

Σct
V =

∫
d4x

(
b1α1ĀµĀ

µĀνĀ
ν + b2α2mĀµĀ

µĀνE
ν + b3α3m

2ĀµĀ
µEµE

µ+

+ b4α4m
2ĀµĀνE

µEν + b5α5m
3ĀµE

µEνE
ν + b6α6m

4EµE
µEνE

ν
)

+ SΣ∆̃(−1) . (E.3)
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onde

∆̃(−1) =

∫
d4x

(
b7ζλµναJ

µβγJνβκJ
κα

γ + b8ϑ1κ̄µναβλ
µρωJνρσJ

α
ωδJ

βσδ+

+ b9ϑ2T
θγ

µναβ Cθγλ
µρωJνρσJ

α
ωδJ

βσδ + b10ϑ3T
τζ

µναβ ηγξκ̄τγζξλ
µρωJνρσJ

α
ωδJ

βσδ
)
.

(E.4)

É simples mostrar que o contratermo mais geral é

Σct
V =

∫
d4x

(
b1α1ĀµĀ

µĀνĀ
ν + b2α2mĀµĀ

µĀνE
ν + b3α3m

2ĀµĀ
µEµE

µ+

+ b4α4m
2ĀµĀνE

µEν + b5α5m
3ĀµE

µEνE
ν + b6α6m

4EµE
µEνE

ν+

+ b7ζJµναJ
µβγJνβκJ

κα
γ + b8 ϑ1κ̄µναβJ

µρωJνρσJ
α
ωδJ

βσδ+

+ b9ϑ2T
θγ

µναβ CθγJ
µρωJνρσJ

α
ωδJ

βσδ + b10ϑ3T
τζ

µναβ ηγξκ̄τγζξJ
µρωJνρσJ

α
ωδJ

βσδ
)
.

(E.5)

Para finalizar a renormalizabilidade do termo de vácuo, é necessário checar a estabilidade

quântica do vácuo. Assim, temos que mostrar que a seguinte relação é posśıvel

ΣV [J, ξ] + εΣct
V [J, ξ] = Σ0

V [J0, ξ0] +O(ε2) , (E.6)

onde os parâmetros não-renormalizados são definidos como

ξ0 = Zξξ , ξ ∈ {ζ, αi, ϑj} . (E.7)

Encontra-se, assim, as seguintes expressões para os fatores de renormalização:

Zα1 = 1 + ε (b1 − 4a15 + 4a3) ,

Zα2 = 1 + ε

(
b2 − a4 − 3a15 − a10 + 5a3 − 4a16

α1

α2

)
,

Zα3 = 1 + ε

(
b3 − 2a4 − 2a15 − 2a10 + 6a3 − a16

α2

α3

)
,

Zα4 = 1 + ε

(
b4 − 2a4 − 2a15 − 2a10 + 6a3 − 2a16

α2

α4

)
,

Zα5 = 1 + ε

(
b5 − 3a4 − a15 − 3a10 + 7a3 − 2a16

(
α3 + α4

α5

))
,

Zα6 = 1 + ε

(
b6 − 4a4 + 4a3 − a16

α5

α6

)
,

Zζ = 1 + ε (b7 + 4a0) ,

Zϑ1 = 1 + ε (b8 − a1 + 5a0) ,
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Zϑ2 = 1 + ε

(
b9 − a5 − a6 + a3 + 4a0 − a2

(
ϑ1 − 4ϑ3

ϑ2

))
,

Zϑ3 = 1 + ε

(
b10 − a1 + 5a0 − a10

α2

α3

)
. (E.8)

A prova da renormalizabilidade de todos os posśıveis termos de vácuo segue de

forma análoga.
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APÊNDICE F – Renormalização alternativa dos parâmetros

Foi apresentado na Sec. 6.3.3 a renormalização dos parâmetros relacionados aos

termos de massa, vértices e termos de vácuo. Uma forma alternativa, mas equivalente,

de apresentar a renormalização dos parâmetros adimensionais pode ser feita usando re-

normalização matricial. Isto acontece devido ao fato de que os termos de mistura entre

as fontes induz, de uma forma natural, uma mistura entre seus respectivos parâmetros.

Assim, podemos escrever 
α01

α02

α03

α04

α05

 = Zα


α1

α2

α3

α4

α5

 . (F.1)

É encontrado que

Zα = 1+ε


a11 − 2a7 + a0 −a9 −a9 0

−a8 a12 − a7 − a10 + a0 0 −a9

−a8 0 a13 − a7 − a10 + a0 −a9

0 −a8 −a8 a14 − 2a10 + a0

 .

(F.2)

E é posśıvel generalizar esse método para as outras classes de parâmetros.
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APÊNDICE G – Alguns resultados completos

No caso geral para um vetor de fundo tipo espaço, a terceira velocidade de grupo

deve satisfazer a condição de causalidade quando β > 0 e

α 6 − 1

18

[
3β +

√
3
(√
A+ C +

√
2A− C +D

)]
∪

α > − 1

18

[
3β +

√
3
(√
A+ C −

√
2A− C +D

)]
. (G.1)

Ou, se β < 0, então

α > − 1

18

[
3β +

√
3
(√
A+ C +

√
2A− C +D

)]
, (G.2)

desde que

A ≡ A(β, k3, µ) = 8

(
k3

µ

)2

+ 3β2 ,

B ≡ B(β, k3, µ) = −
(
k3

µ

)2

β3

8

(
k3

µ

)4

+ 27β2 − 3
√

3β

√
16

(
k3

µ

)4

+ 27β2

 ,

C ≡ C(β, k3, µ) = 2

[
4β2

B(β, k3, µ)

(
k3

µ

)2

+ B(β, k3, µ)

]
,

D ≡ D(β, k3, µ) =

6
√

3

[
4
(
k3
µ

)2

− β
]
β2√

A(β, k3, µ) + B(β, k3, µ)
. (G.3)

Devido ao intervalo extensivo, optamos tornar a análise mais fácil quando escolhemos a

condição β = −3α/2 com α > 0.

Para a quarta velocidade de grupo os parâmetros devem simplesmente satisfazer

β < 0 ∩ α > − 1

18

[
3β +

√
3
(√
A+ C −

√
2A− C +D

)]
. (G.4)

Um intervalo mais completo para a quarta velocidade de grupo satisfazendo aquela condição

de causalidade pode ser resumido na interseção das desigualdades (G.1), (G.2) e (G.4),

i.e.,

− 1

16
(1 + 24α) 6 β < 0 ∩ α > − 1

18

[
3β +

√
3
(√
A+ C −

√
2A− C +D

)]
. (G.5)



158

REFERÊNCIAS
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