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“ Venha!

Meu coragao esta com pressa
Quando a esperanca estd dispersa
S6 a verdade me liberta

Chega de maldade e ilusao

Venha!

O amor tem sempre a porta aberta
E vem chegando a primavera

Nosso futuro recomeca

Venha! Que o que vem € Perfeicdo!”

Perfeicao - Legiao Urbana



Agradecimentos

Gostaria de deixar meu humilde agradecimento as pessoas que foram essencias para
que eu conseguisse chegar nessa etapa de minha vida académica e aquelas que me
ajudaram durante o desenvolvimento deste trabalho. Espero nao sé retribuir minha
gratidao nesta nota de pagina, mas que eu possa produzir bons frutos com todos esses
conhecimentos para a sociedade.

Assim, agradeco a Deus acima de tudo, aos meus pais Elizabeth e Mario, meu
irmao Victor e a toda a minha familia, em especial agrade¢o a minha vé, Daguimar
Alvarim, a quem muito devo e a quem amo. Agradeco a todos os amigos, Ivan, Octavio,
Guilherme, Léo e Mariane por toda ajuda durante as disciplinas e nas discussoes sobre
fisica. Agradego aos meus orientadores Rodrigo Sobreiro pela oportunidade de pesquisa
e por toda ajuda, nao s6 durante o mestrado, mas desde a iniciacao cientifica e ao
Anderson Tomaz pela ajuda fundamental durante todo este trabalho. E a todos o
professores e funcionarios do IF-UFF.

Deixo o meu agradecimento amoroso a pessoa que faz da minha vida mais feliz e a
quem eu amo, meu namorado Gustavo Pazzini de Brito. E também por todo seu apoio
e ajuda durante a realizacao deste trabalho.

Por fim, agradeco a UFF, ao IF-UFF e a CAPES pelo financiamento de minha

bolsa.

i



Resumo

Neste trabalho, estudamos algumas solucoes estaticas e esfericamente simétricas
para uma teoria de gravidade induzida por uma teoria de Yang-Mills no regime de
baixas energias. Tal estudo foi feito na situacao de vacuo e na presenca de uma fonte
descrita pelo tensor energia-momento para as equacoes de campo da gravidade indu-
zida e associada a condicao de torcao nula. Assim, para a situacao de vacuo analisamos
duas solugoes, uma perturbativa e outra exata. Desta forma, encontramos uma solucao
perturbativa em torno da solucao de Schwarzschild-de Sitter, enquanto a solugao exata
¢ uma solucao de espago-tempo de de Sitter modificado. Também discutimos sobre as
singularidades para este caso. Na presenca do tensor energia-momento das equacgoes de
campo da gravidade induzida, analisamos uma solu¢ao para uma fonte eletricamente
carregada e uma solugao associada a um tensor energia-momento de um fluido perfeito.
Neste caso, encontramos uma solucao perturbativa em torno da solucao de Reissner -
Nordstrom - de Sitter e expressoes perturbativas para as solugoes dentro de um modelo
de estrela. Por fim, analisando as equacoes de campo para uma geometria estatica
e esfericamente simétrica acoplada a um tensor energia-momento de um fluido per-
feito, encontramos uma equacao de equilibrio hidrostatico para a densidade de energia
e pressao. Onde obtemos uma equacao perturbativa em torno equacao de Tolman -
Oppenheimer - Volkoff - de Sitter.

Palavras-Chave: Gravitacao. Solugoes esfericamente simétricas. Gravi-

dade quantica. Gravidade efetiva. Teoria de calibre.

il



Abstract

In this work, we study some static and spherically symmetric solutions to a gravity
theory induced by a Yang-Mills theory in the low-energy regime. This study was done
in vacuum condition and in the presence of a source described by the energy-momentum
tensor to the field equations of induced gravity and associated null torsion condition.
Thus, for vacuum situation we analyzed two solutions, one perturbative and another
exact. In this way, we find a perturbative solution around the Schwarzschild-de Sitter
solution. While the exact solution is a solution of spacetime of de Sitter modified.
We also discussed about the singularities in this case. In the presence of the energy-
momentum tensor of the field equations of induced gravity, we analyze a solution to an
electrically charged source and a solution associated with an energy-momentum tensor
of a perfect fluid. In this case, we find a perturbative solution around the Reissner -
Nordstrom - de Sitter solution and perturbative expressions for the solutions within a
star model. Finally, analyzing the field equations for a static and spherically symme-
tric geometry coupled to an energy-momentum tensor of a perfect fluid, we found a
hydrostatic equilibrium equation for the energy density and pressure. Where we get a

perturbation equation around equation Tolman- Oppenheimer - Volkoff - de Sitter.

Keywords: Gravitation. Spherically symmetric solutions. Quantum gra-

vity. Effective gravity. Gauge Theory.

iv



Sumario

Sumario

Introducao

1

Solugoes estaticas e esfericamente simétricas na relatividade geral
1.1 Equacoes de campo de Einstein . . . . . ... ...
1.2 Geometria de Schwarzschild-de Sitter . . . . . . . ... .. ... ...
1.2.1 Singularidades . . . . . . . ... oo
1.3  Geometria de Reissner-Nordstrom-de Sitter . . . . .. ... ... ...

1.4 Solucao para um fluido perfeito e equagao de equilibrio hidrostatico

21

31

2 Teoria de gravidade induzida
2.1 Introducao . . . . . .. .
2.2 Teoria de Yang-Mills para o grupo SO(5) . . . . . . ... .. ... ...
2.2.1 A decomposicao do grupo . . . . .. ...
2.2.2 A quebra dinamica de simetria . . . . . ... . ... ...
2.3 Gravidade induzida . . . . ... ..o
3 Solucgoes estaticas e esfericamente simétricas na gravidade induzida 21
3.1 Solugoes para 0 VACUO . . . . . . v v v v v i e
3.1.1 Solugao perturbativa . . . . . .. ... ... ... ... ...
3.1.2 Solucaoexata . . . . . .. ...
3.1.3 Horizontes de eventos e horizontes cosmoldgicos . . . . . . . ..
3.1.4 Explorando algumas informacoes extras das equacoes de campo
da gravidade induzida . . . . .. ... ... L
3.2 Solucao para um fonte carregada . . . . . . . ... ... L.
3.3 Solucao para um fluido perfeito e equacao de equilibrio hidrostatico
Conclusao



Apéndice
.1 Sobre os formalismos de teorias de gravidade
1.1 Geometria . . ...

.2 Definicao das constantes . . . . .. ... ..

Referéncias Bibliograficas

vi



Introducao

Diante do cenario atual sobre teorias de gravidade quantica, vemos que muito se
tem trabalhado acerca de tal assunto e muitas sao as propostas que tentam descrever
uma teoria quantica para a gravidade. Nesse sentido, muitas abordagens existem, onde
varios aspectos sao ainda discutidos, tal como a possibilidade da gravidade ser uma
teoria fundamental ou se ela pode emergir de alguma outra teoria mais fundamental
do que ela. Desta forma, algumas candidatas para esse propdsito sao loop quantum
gravity [1-3], Horava-Lifshitz quantum gravity [4-6], teoria de cordas [7,8], teorias de
derivadas superiores [9,10], teorias de gravidades emergentes [11-14], entre outras. To-
das essas possiveis abordagens sobre teorias de gravidade quantica possuem vantagens
e desvantagens, tanto no que diz respeito ao apresentar problemas inerentes na sua
formulagdo quanto a falta de experimentos que as comprovem totalmente [14]. Em
particular, teorias de gravidade emergentes tentam contornar o problema de quantizar
uma teoria geométrica para a gravidade. O que elas buscam fazer é partir de uma teoria
quantica, que a principio nao tem nenhuma relacao com a dinamica do espaco-tempo,
e procuram uma forma de emergir ou induzir uma gravidade geométrica a partir desta
teoria mais fundamental.

Sob essas perspetivas, este trabalho tem como objetivo estudar alguns aspectos
classicos de uma teoria de gravidade que emerge de uma teoria de calibre. A escolha por
uma teoria de calibre, em particular uma teoria de Yang-Mills [15,16], como nossa teoria
fundamental foi motivada por ser uma teoria unitaria e renormalizdvel. Além disso,
as outras trés interagoes fundamentais da Natureza sao descritas com sucesso através
de teorias de calibre [17,18]. Vale mencionar que essa abordagem ¢é uma tentativa
de desenvolver uma analogia entre o problema do confinamento, proveniente do setor
nao-perturbativo da cromodinamica quantica (CDQ), e a gravidade [19]. Neste caso,
temos que na CDQ o contetdo fisico corresponde a estados confinados identificados com
hadrons e glueballs. Na teoria da gravidade induzida, o contetdo fisico é identificado
com propriedades geométricas do espago-tempo.

Assim, discutiremos neste trabalho algumas solugoes classicas para a teoria de gra-

vidade induzida associadas a condi¢ao de torcao nula. Ou seja, explorar quais sao



os tipos de solugoes estdticas e esfericamente simétricas para o vacuo e na presenca
de fonte de curvatura, descrita pelo tensor energia - momento, essa teoria tem a nos
oferecer. E entender como ela se aproxima ou se afasta dos resultados ja conhecidos
da relatividade geral. Fisicamente tais solugoes descrevem os campos gravitacionais
no vacuo e produzidos por uma fonte de curvatura previstos pela teoria de gravidade
induzida. Além disso, iremos discutir uma equacao de equilibrio hidrostatico para um
modelo de estrela. Tal equacao, nos permite estudar fenomenos fisicos interessantes
que vai desde o estudo de processos nucleares dentro de estrelas até o fenomeno de
colapso gravitacional.

Desta forma, no Capitulo 1, faremos uma breve revisao das solugoes estaticas e
esfericamente simétricas da teoria da relatividade geral. Assim, iremos discutir sobre a
geometria de Schwarzschild - de Sitter e suas singularidades. Além disso, analisaremos
as solugoes estaticas e esfericamente simétricas associadas a uma fonte eletricamente
carregada, a geometria de Reissner - Nordstrom - de Sitter. Para uma fonte associada
a um tensor energia-momento de um fluido perfeito, faremos o estudo das expressoes
gerais da geometria dentro de um modelo de estrela. Por fim, veremos que explorando
as equagoes de campo associadas a um fluido perfeito, chegaremos numa equagao de
equilibrio hidrostatico conhecida como equagao de Tolman - Oppenheimer - Volkoff -
de Sitter [20].

Por outro lado, de forma a nos dar um embasamento tedérico sobre a teoria de
gravidade induzida, o Capitulo 2 sera dedicado ao estudo resumido de tal teoria. Assim,
iremos discutir como podemos obter uma teoria efetiva para gravidade no formalismo
de primeira ordem a partir de um teoria de calibre, quando o regime de baixas energias
é atingido.

No capitulo 3 estudaremos que tipos de solugoes estaticas e esfericamente simétricas
da teoria de gravidade induzida produz na situacao de vacuo e na presenca do tensor
energia-momento. Para a situacao de vacuo, estudaremos duas solucoes estaticas e
esfericamente simétricas, uma perturbativa e outra exata. Também iremos discutir
os horizontes de eventos e os horizontes cosmoldgicos para este caso. Na presenca
do tensor energia-momento, iremos analisar uma solucao perturbativa para uma fonte
eletricamente carregada e uma solugao perturbativa associada a um tensor energia-
momento de um fluido perfeito. Por fim, veremos que explorando as equacgoes de
campo da gravidade induzida associadas a uma geometria esfericamente simétrica e
acoplada a um fluido perfeito nos levara a uma equacao de equilibrio hidrostatico para
a densidade de energia e pressao. Finalmente, o ultimo capitulo serda dedicado as
consideragoes finais sobre esta dissertacao.

Ao longo deste trabalho utilizamos unidades naturais em que ¢ = h = 1 e conside-
ramos a métrica de Minkowski como sendo 7, = diag(—,+,+,+), a menos que algo

diferente disso seja explicitamente mencionado.



Capitulo

Solucoes estaticas e esfericamente simétricas

na relatividade geral

Esse capitulo tem como objetivo estudar solugoes estaticas e esfericamente simétri-
cas na situagao de vacuo e na presenca de um tensor energia-momento para a teoria da
relatividade geral [21-26]. Além disso, faremos uma breve discussao sobre a equacao de
equilibrio hidrostatico. Assim, para a situacao de vacuo das equacoes de Einstein, dis-
cutiremos a geometria de Schwarzschild - de Sitter e suas singularidades. Para as equa-
¢oes de Einstein na presenca do tensor energia-momento, discutiremos a geometria de
Reissner - Nordstrom - de Sitter e a geometria associada a um tensor energia-momento
de um fluido perfeito. Por fim, explorando as expressoes para as equagoes associadas
a geometria de um fluido perfeito, veremos que podemos obter uma equacao de equili-
brio hidrostatico. Porém, antes de todas estas discussoes, faremos a apresentacao das

equacoes de Einstein com constante cosmoldgica.

1.1 Equacoes de campo de Einstein

A teoria da relatividade geral utiliza uma elegante estrutura matematica, dada pela
geometria pseudo-riemanniana, para descrever de forma brilhante, a natureza da gra-
vitacdo. Além disso, ela é uma teoria muito bem sucedida dentro do seu limite de
validade. Consegue descrever desde o movimento de particulas em um campo gravi-
tacional até fazer previsoes da existéncia de buracos negros. Assim, a equacao que
descreve a dinamica da geometria do espago-tempo, na teoria da relatividade geral, é

dada pelas equacoes de Einstein, expressas por

1
R;u/ + Agul/ - éRg;w = 87rGT;w> (11)



onde R, ¢ o tensor de Ricci, R é o escalar de Ricci, A é a constante cosmoldgica,
T, € o tensor momento-energia da distribuicao de matéria e G ¢ a constante de New-
ton. De acordo com essa equacao, temos uma interagao entre geometria, caracterizada
pelo tensor métrico, e a distribuicao de matéria e energia, caracterizada pelo tensor
energia-momento. Ou seja, a gravidade ¢ uma manifestacao da curvatura do espacgo-
tempo, onde o tensor energia-momento funciona como fonte de tal curvatura. Além
disso, resolver essa equacao, significa encontrar qual é a geometria compativel com uma
dada distribuicao de matéria-energia. Porém, mesmo na auséncia do tensor momento-
energia, tais equacgoes apresentam solugao nao triviais de vacuo.

Além disso, ao tomarmos o trago da equagao (1.1), teremos, para um 7}, de traco
nulo,

1
R+4A— SRi=0= R=4A, (1.2)

Assim, substituindo R = 4A na equacao (1.1), ficamos a seguinte equagdo, para o caso
especial de ¢"'T),, = 0,
R, — ANgy = 8nGT,,. (1.3)

Para a situacao de vacuo das equacoes de Einstein, 7T}, = 0, temos, simplesmente

R, = Agu. (1.4)

1.2 Geometria de Schwarzschild-de Sitter

A geometria de Schwarzschild - de Sitter é um dos casos mais simples, porém, bas-
tante interessante da teoria da relatividade geral. Pois com ela, conseguimos descrever
campos gravitacionais, em boa aproximacao, como o do Sol ou da Terra [21]. Logo, ela
¢ uma boa fonte de previsoes acessiveis da relatividade geral.

Assim, iremos estudar uma solucao esfericamente simétrica e estética! para a equa-
cao (1.4). Esfericamente simétrica significa ter a mesma simetria® do S? [21]. Por
outro lado, a condicao estatica significa que, para um sistema de coordenadas estatico,
as componentes do g, sdo independentes do tempo e também temos que go, = 0 [25].
De forma geral, podemos escrever uma geometria esfericamente simétrica através do

elemento de linha
ds? = —e2 (M2 4 280 qy2 4 12402 | (1.5)

onde dQ? = db? + sin?0d¢?, () ¢ ¢28() s30, claramente, funcoes® de “r” que foram

1Para uma definicio mais rigorosa sobre o conceito de esfericamente simétrico, estdtico ou mesmo
estaciondrio o leitor pode consultar em [21] e [23].

2No espaco euclidiano 3-dimensional, tais simetrias sdo justamente as rotagoes ordindrias [21].

3E interessante dizer, que poderiam ser fungoes da coordenada r e da coordenada temporal . No
entanto, ao efetuarmos as contas da substituicdo da geometria nas equacoes de Einstein veremos que
a dependéncia da varidvel ¢ some, deixando somente fungoes de r. Por conta disso, podemos dizer que



escolhidas por simplicidade?.

O préoximo passo para achar a solucao para o vacuo das equagoes de Einstein é

calcular os simbolos de Christoffel, I'],, para a geometria (1.5). Feito isso, os simbolos

nao nulos encontrados, sao

It = 0, (1.6a)

I, = X 99.q, (1.6b)

. = 0.0, (1.6¢)
1

Y, = - (1.6d)

P (1.60)
1

My = - (1.6f)

he = —re Psin’f, (1.6g)

Fgﬁqb = —sinfcosb, (1.6h)
cos 6

Iy, = . 1.6i

b¢ sin 6 (1.61)

Com os simbolos de Christoffel em maos, podemos calcular o tensor de curvatura, onde

as componentes nao nulas sao

Rtrtr

Rt
oto

t
R4t
Rt&r@
R 4rg

9
R’ 404

= [0,00,8 — 0,%a — (0,a)?], (1.7)
= —re ?9,q,

= —re 2sin?00,q,

= re 0,6,

= re %sin? 60,8,

= (1—e*)sin?0.

Contraindo o tensor de Riemann, podemos encontrar as componentes do tensor de

Ricci, que serao dados por

Ry = o h) (0,7 + (('3roz)2 — 0,00, + %@a], (1.8)
Rrr = _[87”205 + (67"05)2 - &a&ﬂ - ;aﬁﬁ]a
R@g = 6725[7’(&n5 — &na) — 1] + 1,

R¢¢ = R9981n2 0 s

uma solugao esfericamente simétrica é automaticamente, também, uma solugao estatica, para o caso

da relatividade geral [21].
4Poderiam ser quaisquer outras

fungoes de “r”, como W (r), por exemplo.



e, tirando o traco do tensor de Ricci, podemos encontrar o escalar de curvatura,
—28 | 92 2 2 1 2
R= =2 0,a+ (0,a)" = 0,0, + —(9ra — 0, 8) + — (1 —e™)|. (1.9)
r r

Desta forma, através das equacoes Ry e R, podemos achar um vinculo para a e [ de

modo que

2
0= 62(’87Q)Rtt + Rm« = ;(6105 + 816) N (110)

que implicard em o = — [ + ¢. Escolhendo ¢ = 0 ou redefinindo a coordenada temporal
de forma que t — e~ “t teremos
a=-—0. (1.11)

Para tal vinculo, equacdo (1.11), podemos achar uma solucao esfericamente simétrica

através da equacao, Rgy = Ageg, que serd
e (2ro,a — 1) +1 = Ar? (1.12)

e, portanto, nos oferece a seguinte solucao

Rs A
20 ] 5 2 1.13
‘ r 3" (1.13)

onde Rg é uma constante de integracao. Tal constante pode ser encontrada tomando o
limite assintético quando r — oo e fazendo A — 0 para que o limite de campos fracos
seja alcancado, e podermos identificar Rg como 2G M, onde G é a constante de Newton
e M é a massa do objeto que esta produzindo o campo gravitacional.

Desta forma, a solucao esfericamente simétrica para o vacuo da teoria da relativi-

dade geral é dada, através do elemento de linha

2 2 -1
ds? — — (1 _ A_T _ QGM)dtQ 4 <1 _ A_T _ 2GM) dr? + r2d02. (1.14)

3 T 3 r

Tal solugao sera chamada de Schwarzschild - de Sitter para A > 0 e Schwarzschild
- anti - de Sitter para A < 0. Note que quando A = 0 teremos o espago-tempo
de Schwarzschild. Além disso, vemos que a parte mais significativa dessa geometria
concentra-se na parte temporal. Ou seja, temos que o setor temporal da geometria é
mais significativo do que a parte espacial®. Por outro lado, no limite em que r >> 2GM
tal solugao se reduz assintoticamente ao espago-tempo de de Sitter (ou anti-de Sitter

dependendo do sinal da constante cosmoldgica), dado através do seguinte elemento de

5Isso é um fato interessante da geometria de Schwazschild-de Sitter, onde temos um espaco-tempo
curvo, porém, a deformacao é mais intensa na parte abstrata da geometria. Esse efeito é consideravel

na explicagdo, por exemplo, do atraso no tempo de propagagoes de sinais luminosos (atraso de Shapiro)
[21], [27).



linha

Ar? Ar2\
ds? = — (1 — TT) dt? + (1 — %) dr? + r2dQ2. (1.15)

Para A = 0 temos o espaco-tempo plano de Minkowski. E interessante mencionar que
este tipo de solucao para o vacuo, equagao (1.15), nao apresenta singularidade fisica
decorrente de um buraco negro. E simplesmente uma configuracao de espago-tempo
curvo (devido a presenga da constante cosmoldgica) tal como a geometria de Minkowski

representa uma configuracao para espago-tempo plano.

1.2.1 Singularidades

O modo como analisaremos as possiveis singularidades da geometria de Schwarzs-
child - de Sitter serd estudando quais os pontos (raizes) no qual componentes da geome-
tria possivelmente podem divergir®. Desta forma, quando e~2? = 0, temos a seguinte
equagao de terceiro grau:

r—1r3% - 2GM =0, (1.16)

onde [? = % As raizes dessa equacao podem ser dadas através da solugao trigonomé-

trica de Viete [28], [29]

ry = %sinw, (1.17)
1 1 .
Ty = 7005@/} — ﬁsmz/z, (1.18)
1 1 .
=y cos — e sin, (1.19)

onde sin(3¢) = 3v/3MGI. Como M e I sdo considerados positivos, entdo a raiz rs é
negativa, e, portanto, nao fisica. Assim, temos que estudar em quais regimes as outras

duas raizes sao de fato singularidades [29]. Portanto,

e Para 0 < sin(3¢) < 1 temos a localizacdo do horizonte de eventos (r1) e a

localizacao do horizonte cosmoldgico em (r3).
e Para sin(3v) = 1 temos que os raios dos dois horizontes coincidem? r; = ry.

e Para sin(3¢) > 1 temos que os raios de ambos os horizontes assumem valores

complexos e sao nao fisicos®.

6Somente o estudo de objetos invariantes de coordenadas podem nos dizer realmente se temos um
singularidade fisica ou uma singularidade de coordenadas atribuidas a tais raizes. No final desta se¢ao
discutiremos mais sobre isso.

"Esse caso corresponde ao buracao negro de Nariai [29].

8Nesse caso terfamos que o raio do horizonte cosmoldgico seria menor que o raio do horizonte de
eventos e qualquer observador na regido r; < r < ro nao poderia saber sobre isso [29].



Desta forma, temos que para uma massa, M, o raio do horizonte de evento de Schwarzs-
child - de Sitter (1) é maior que o raio do horizonte de Schwarzschild (r; > 2GM).
E se reduz ao raio do horizonte de Schwarzschild, (r = 2GM), quando | — 0. Por
outro lado, quando M — 0 o raio do horizonte cosmologico torna-se igual ao raio do
horizonte de de Sitter (ry = [71).

Geometricamente, sabemos que os objetos geométricos invariantes de coordenadas,
sao, por exemplo, o escalar de Ricci, o escalar de Kretschmann, entre diversos outros
escalares [21]. Assim, as singularidades fisicas sdo analisadas no estudo desses objetos,
quando eles divergem. Logo, a singularidade do horizonte de evento, ry, é, na verdade,
uma singularidade de coordenadas, pois ao calcularmos os objetos invariantes de coor-
denadas, eles sao finitos em ;. Porém, existe uma singularidade fisica em r = 0, onde,
por exemplo, o escalar de Kretschmann diverge em tal ponto. Tais singularidades, pre-
vistas pela geometria de Schwarzschild - de Sitter, representam fisicamente, um buraco
negro que é definido como uma regiao do espago-tempo onde o campo gravitacional é

tao forte que nada, nem mesmo a luz, consegue escapar [26].

1.3 Geometria de Reissner-Nordstrom-de Sitter

Nesta secao iremos discutir uma solucao estatica e esfericamente simétrica para
uma fonte eletricamente carregada conhecida como geometria de Reissner-Nordstréom-
de Sitter [21], [30]. A situagao fisica é de uma geometria de um buraco negro esférico,
carregado e sem rotagao. Além disso, nao havera campo magnético devido as cargas
elétricas uma vez que estamos considerando que a carga ¢ estdtica e por isso, nao havera
corrente através do buraco negro [30]. Assim, estudaremos as equagoes de Einstein em
que consideraremos o tensor energia-momento como sendo o do eletromagnetismo de

Maxwell, que é dado por
1
T;w = FupFup - Z_lg,uszponga (120>

onde F},, ¢ o tensor intensidade do campo ou tensor de Maxwell e que deve satisfazer

as equacoes de Maxwell no espaco vazio
gw’quua = 0, (121)

VuFyp+ VyFy +V,F, =0, (1.22)

onde V, é o operador derivada covariante. Além disso, o tensor energia-momento,
(1.20), possui traco nulo, e, portanto, podemos usar a equagao (1.3), para este caso.
Por outro lado, como estamos interessados em simetria esférica, e buscando solucoes

esfericamente simétricas, utilizaremos a geometria dada através do elemento de linha



(1.5). Logo, todos os célculos feitos para os simbolos de Christoffel, (1.6), e para o
tensor de Ricci, (1.8), continuardo os mesmos para este caso. Com isso, podemos

comegar estudando a componente r da equagao de Maxwell (1.21), onde teremos
OFy —UgFo — 0 Fio =0, (1.23)
que abrindo no somatoério em « ficara,
O by — Fp (T, +T7%,) = 0. (1.24)

Uma vez que a métrica é diagonal e § nao depende do tempo, entao, I'j, = 0, I'}, =

0,6 = 0 e da equagao (1.24), teremos 0, F;,. = 0. Portanto, teremos

Fp = f(r) = =F. (1.25)

Para acharmos f(r) utilizaremos a seguinte identidade, para um tensor de segunda
ordem [30], T,

ns
1
VT = —=0u(V/19]T"), (1.26)

Vgl

onde g é o determinante de g,,, que, para a nossa geometria, serd \/|g| = r?sin6.
Assim, usando a condicdo de compatibilidade da métrica para subir os indices do
tensor de Maxwell da equac@o (1.21), e usando a identidade acima, teremos, para a

componente p =r,

1
rt 2 : rt\ __
V. F" = = Sine@(r sinfF"™) =0, (1.27)
logo, ;
0,(r?sin OF™) = 8, (r2g"" g" Fy) = 8, [r2 f(r)] = f(r) = CO?ZS , (1.28)

onde, pela lei de Gauss temos que a constante pode ser identificada como const. =
Q/v4r de modo que, Q é a carga elétrica do buraco negro. A outra equacio de
Maxwell, equagao (1.22), nos fornecerd um nova fungao de r, que através da lei de
Gauss, poderemos identificar como uma fun¢ao do campo magnético associado a “carga
magnética” (monopolo), P, do buraco negro que iremos ignorar para esse trabalho.

Desta forma, as componentes do tensor energia-momento, dadas através de (1.20),



levando em conta (1.25) e (1.28), serao

Q*1 .,
Ty = —e ¥ 1.29
tt 47rr426 ) ( )
Q* 1
T, = ———_e 2 1.30
47?7“426 ( )
Q*1 ,
Toy = —emHatP) 1.31
00 47rr426 ) ( )
Ty = Tyosin®0. (1.32)

Assim, as trés? componentes das equacoes de Einstein, para tt, rr e 00, sao, respecti-

vamente

2 2
29,20 + (9,0)° — 0,00, + =0,a] + Ae>* = GQ—4e’2ﬁ, (1.33)
r r
2 2 2 28 Q@ o
[0 o+ (0,0)" = 0,00,8 — =0,8] — Ae™” = —G—e ™, (1.34)
r r
—28 2 Q2 —2(a+pB)
e Plr(0.f —0ra) —1]+1—Arc = Gﬁe : (1.35)
Podemos solucionar a equagao de Einstein através da componente 06, Eq. (1.35), que
ficara, usando o fato!® de que temos o« = —f3, simplesmente
2 2 §
e“r(=0a—0,a) —1]+1—Ar* = GF’ (1.36)

onde tal equacgao, (1.36), nos oferece a seguinte solugao

=12 T (1.37)

onde Rg é uma constante de integracao e pode ser achada da mesma forma que para
o vacuo, explorando o limites assintéticos, de modo que podemos identifica-la como
Rs = 2GM. Assim, a geometria de Reissner-Nordstrom-de Sitter é dada através do
elemento de linha
ds®* = —Adt* + A7 dr?® + r2dQ?, (1.38)
onde
Ar? 2GM  GQ?
3 7 r2

Portanto, temos uma geometria estatica e esfericamente simétrica, correspondendo

A=1- (1.39)

fisicamente ao nosso campo gravitacional produzido por uma fonte eletricamente car-
regada. Tal geometria também prevé horizontes de eventos e singularidade fisica que

descrevera uma situagao de buraco negro com carga e sem rotagao.

9A quarta equacdo (¢¢) é proporcional a equagio para 06
10Subtraindo a componente ¢t da equacio de Einstein pela componente rr continuamos encontrando
o vinculo a = —f3.
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1.4 Solucao para um fluido perfeito e equacao de
equilibrio hidrostatico

O objetivo desta segao é fazermos uma breve discussao sobre a geometria (ou gravi-
dade) dentro de um objeto esférico e estatico, que chamaremos de estrela. Além disso,
veremos que explorando as equagoes de campo da relatividade geral associadas a uma
geometria estatica e esfericamente simétrica, solucao (1.5), acopladas ao tensor energia-
momento de um fluido perfeito, nos permitira chegar numa equacao de equilibrio hi-
drostatico para a densidade de energia, p(r), e pressao, p(r). Tal equagao é conhecida
como equagao de Tolman - Oppenheimer - Volkoff - de Sitter (TOVdS) [20,31]. Nesse

caso, iremos tratar a propria estrela como um fluido perfeito.

Geometria dentro de uma estrela

Como dito antes, podemos usar a geometria (1.5), para estudar uma solugao para
dentro de uma estrela representada por um fluido perfeito [21] associado ao tensor

energia-momento,
T = (p+p)UU, + Yy, (1.40)

onde p é a densidade de energia, p a pressao e U, é a 4-velocidade do fluido. A
densidade de energia e a pressao poderao ser fungoes de r. Por outro lado, como
estamos procurando solucoes estaticas, podemos tomar a 4-velocidade apontando na
direcao tipo-tempo. Onde, normalizada toma a forma de U*U, = —1. Assim, nossa

4-velocidade sera
U,= (€%,0,0,0). (1.41)

Com isso, as componentes nao-nulas do tensor energia-momento, equacao (1.40), serao

T, = ¢e*p, (1.42)
T = GZﬂpa (143)
Toe = 7°p, (1.44)
Tys = 7r*(sin®6)p. (1.45)

Logo, as trés'! componentes independentes da equacao de Einstein para tt, rr e 60,

sao, respectivamente

1

ﬁe_%(%&ﬁ +1—e*)+ A= —81Gp, (1.46)
1
—26_26(27“67«(1 +1—e*) - A =8r1Gp, (1.47)
,

A equacdo para ¢¢ é proporcional a equacdo 96.
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P[00 + (0,0) — D008 + %(&a —0,8)] — A = 8xCp. (1.48)

Desta forma, vemos que a equacdo (1.46), é uma equacdo que sé envolve 5 e p, e
portanto, podemos chegar numa expressao para e 2° que pode ser dada por'?
2Gm(r)  Ar?
sy 2Gm()

— 1.49
mO o (1.49)

onde

m(r) = /07‘ 4 pridr. (1.50)

Por outro lado, achar uma expressao para e2* ¢ mais complicado, uma vez que
estamos trabalhando com um caso geral para um p(r) e um p(r). No entanto, podemos
encontrar uma uma expressao para a derivada de o. Assim, ao substituirmos a solucao,

equacao (1.49), na componente rr das equagoes de Einstein, equacao (1.47), teremos

da  =3Gm(r) +r*A — 12Gmr’p(r)
dr r[6Gm(r) — 3r + r3A]

(1.51)

Esta equacao depende de condig¢oes de contorno tais como considerarmos uma estrela
com regularidade no centro, possuir pressao nula na superficie e para um r > R, onde
R ¢é o raio da estrela, a geometria deve ser descrita pela geometria de Schwarzschild-de
Sitter [20,21,31].

Portanto, temos as expressoes generalizadas para a e 8 que nos permitem explorar
geometrias mais gerais para uma dada densidade de energia, p(r), e uma dada pressao,
p(r). Uma vez conhecidos p(r) e p(r), torna-se simples obter uma geometria para
dentro de uma estrela através das equagoes (1.49) e (1.51). Fisicamente tais solugoes

representam o campo gravitacional dentro de um modelo de estrela.

Equacao de Tolman-Oppenheimer-Volkoff-de Sitter

Nesse momento, estamos interessado em achar uma equacao de equilibrio hidrosta-
tico que envolva p(r) e p(r) proveniente da relatividade geral. Desta forma, podemos
observar que na equacao (1.51), temos uma relagao de p(r) e p(r), exceto pela derivada
de a.. No entanto, podemos utilizar a componente 80 das equagoes de Einstein'?, (1.48),
para eliminarmos a dependéncia da varidvel a de (1.51). Logo, podemos substituir as

equagoes (1.51) e (1.49) na equagao (1.48) de modo a obtermos uma equagao para o

12Estamos considerando uma estrela com regularidade no centro. Isso significa que desprezaremos
a constante integracao [20], [31].

13Porfamos usar a equacio de conservacio do tensor energia-momento, V wI* =0, onde as contas
ficam muito mais simples, ao invés da equacao (1.48). Mas, para referéncias futuras faremos desse
modo nossas contas. Para o leitor que estda tendo o primeiro contato com essas contas, recomendo
usar a equacao da conservacao do T}, como em [21].
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equilibrio hidrostatico, como

dp  (p+p)[=3Gm(r) + r*A — 127Gr’p) (152)
dr r[6m(r)G — 3r + r3A] ’ '

que ¢ a equacao de Tolman - Oppenheimer - Volkoff - de Sitter. No entanto, para
obtermos um expressao para a pressao, p(r), que dependal® somente de r, devemos ter
uma outra equagao que relacione p(r) e p(r). Isto pode ser alcangado através de uma
equacao de estado, p(r) = p(p).

Com a equacao de TOVdS e uma equacao de estado conveniente, podemos isolar
a pressao e obtermos informagoes fisicas para a pressao dentro de uma estrela, que no
nosso modelo é estatica e esférica. Além disso, estas equagoes nos permitem estudar
fenomenos fisicos interessantes que vao desde estudos de processos nucleares dentro da

estrela até o efeito de colapso gravitacional de estrelas.

“Em geral, a pressio pode ser uma funcio da densidade de energia e da entropia, p(r,S). Porém,
frequentemente a entropia é muito pequena e acaba sendo negligenciada [21].
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Capitulo

Teoria de gravidade induzida

2.1 Introducao

Nesse capitulo, discutiremos uma possibilidade de gravidade geométrica induzida
por uma teoria de Yang-Mills quando um certa escala de energia! é ultrapassada.
Assim, partiremos de uma teoria de calibre para o grupo SO(5) em quatro dimensdes.
Explorando suas propriedades de liberdade assintética e o parametro de massa da
teoria veremos que, no regime de baixas energias, poderemos associar os campos de
calibre com as propriedades geométricas do espaco-tempo como a vierbein e a conexao
de spin. Como consequéncia, chegaremos numa teoria efetiva para a gravidade no
formalismo de primeira ordem. Esse capitulo serd baseado nas referéncias [14,19,32-35]
e sera discutido no formalismo de formas diferenciais, por simplicidade nas operacoes

matematicas.

2.2 Teoria de Yang-Mills para o grupo SO(5)

Em poucas palavras, a teoria de Yang-Mills é uma teoria de calibre para um grupo
de simetria nao-abeliano onde a lagrangeana ¢é invariante por transformagoes locais
e cuja dinamica do campo de calibre, corresponde a uma particula de spin-1 auto-
interagente. Ela é renormalizdvel, unitaria® e possui propriedades importantes como
liberdade assintética e geracao dinamica de massa. Uma teoria é dita renormalizavel
se pudermos eliminar todas as suas divergéncias. Com relagdo a unitariedade, essa
propriedade garante a auséncia de estados de norma negativa, os indesejaveis fantasmas.

A liberdade assintética estd associada ao parametro de acoplamento da teoria, k, que

1Tal escala é dada pela energia de Planck, acima da qual ndo valem as teorias de gravidade cléssicas.
2Ela é renormalizével e unitdria sob certas circunstancias, como estd associada a um grupo com-
pacto e semi-simples, por exemplo [14].
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diminui quando a escala de energia aumenta. Por outro lado, a geracao dinamica
de massa surge da necessidade de eliminarmos divergéncias que aparecem no regime
de baixas energias e estd associado a um parametro de massa, v, que é dado pelo
parametro de Gribov. Tal parametro é obtido a partir da equagao de gap de massa,
a qual é determinada por meio da minimizacao da acao quantica para a Teoria de
Yang-Mills [14,19, 34].

Neste trabalho, descreveremos uma teoria de Yang-Mills para o grupo SO(m,n),
em particular, SO(5), em quatro dimensoes definida num espago-tempo euclidiano R*.
Tal grupo pode ser pensando como uma variedade diferenciavel e, portanto, podemos
definir um espago tangente interno 5-dimensional, R, com uma métrica expressa por
648 = diag (1,1,1,1,1). E importante ressaltar que o espago tangente (R%) nao tem
qualquer relagao com o espaco-tempo (R?).

O campo de calibre fundamental é representado por uma l-forma ¥ = Y4J%
onde JE sdo os 10 geradores anti-hermitianos do grupo. Além disso, os indices latinos
maiusculos correm na ordem {5,0,1,2 3}. Através desse campo de calibre podemos

escrever a 2-forma intensidade de campo dado por
F3 = (dY 3 +kYEYS) IR, (2.1)

onde k é um parametro de acoplamento adimensional. Por outro lado, dado o campo

de calibre e a intensidade do campo, podemos escrever a acao de Yang-Mills como

1
Svwe = / FAy« P, (2.2)

onde * é o operador estrela de Hodge no espaco-tempo, R*. Durante todo esse processo,

estamos considerando a algebra do grupo SO(5), dada por
1
[JAB’ JCD] — _5 [(nACJBD + nBDJAC) o (nADJBC + T]BOJAD)} ] (23)

2.2.1 A decomposicao do grupo

Podemos decompor o grupo inicial SO(5) da seguinte forma
SO(5) = SO(4) x S(4), (2.4)

onde S(4) é o coset simétrico com 4 graus de liberdade: S(4) = SO(5)/SO(4). Com
essa decomposicao, projeta-se o espago do grupo na quinta coordenada A = 5. Chama-

remos entao J°* = J* onde os indices Latinos mintsculos tomam os valores {0, 1,2, 3}.
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Com isso, a nossa algebra inicial (2.3) serd decomposta como

[Jab’ ch:| — _% [(naCde 4 ndeac) o (nadec + anJad)] 7 (25)
[Jab7 JC} _ % (/r’aCJb . anJa) ’ (26)
[J*, "] = —%J“b, (2.7)

onde n? = diag(1,1,1,1), J* € algSO(4) e J* € algS(4). Além disso, essa decompo-

sicao também se reflete numa decomposi¢ao no campo de calibre Y,
Y =YA5J48 = A% .0 4 6, (2.8)

onde A € algSO(4) e 0 € algS(4). Consequentemente, a intensidade do campo pode

também ser decomposta na forma

F=FAgJ,P = (Q% — geaeb)Jab + K, (2.9)
onde, Q% = dA% + kA% A% e K* = DO* = db* + kA%H° sendo “D” a derivada
covariante D = d + kA com relagao ao setor SO(4) da algebra. A acao de Yang-Mills

decomposta ficara entao

Sym = 1/ {QZ * Q0 4 1K“ x K, — EQI‘JL % (0,0°) + K—QG"G;, * (0,0°) | . (2.10)
2 2 2 16

Resumindo o que temos até agora: partimos de uma acao de Yang-Mills para o
grupos SO(5) e depois usamos o fato que podemos decompor o grupo incial da forma
como em (2.4) para chegarmos numa agao de Yang-Mills decomposta.

A ideia é partimos de uma teoria de calibre, em particular a teoria de Yang-Mills,
e a modificarmos em uma teoria de gravidade no regime de baixas energias. Sabemos
que o grupo de Lorentz, SO(1, 3), preserva a métrica de um espago-tempo localmente
plano (Minkowski). A motivagao inicial é, portanto, sairmos de um grupo que possa
ser reduzido ao grupo de Lorentz, cuja versao euclideana 4-dimensional corresponde ao
grupo SO(4). Além disso, os grupos SO(1,3) e SO(4) podem ser conectados através

de um rotacao de Wick.

2.2.2 A quebra dinamica de simetria

Para conquistarmos uma mudanga na algebra do SO(5) e consequentemente re-
duzirmos ao grupo de Lorentz, para que possa emergir o principio de equivaléncia e
a geometria do espago-tempo, precisamos fazer uma redefinicao dos campos de cali-

bre [19], [33]. Para isso, usaremos as propriedades de liberdade assintdtica associado
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ao parametro de acoplamento, k e o parametro de massa da teoria, v. Essa redefini-
¢ao, no regime de baixas energias, deverda estar associada a wvierbein e a conexao de
spin, campos fundamentais do formalismo de primeira ordem da gravitacao. Assim, a

redefinicao conveniente para nos sera

A— kA, (2.11)
0 — v 0. (2.12)

Com essa redefinigdo nos campos de calibre, a agao de Yang-Mills (2.10) torna-se

72

Syt = ——
YM 4,%2

/ [%Qb # Q0+ K% K, — QF % (0,6°) + geaeb % (0,00,  (2.13)
onde usamos Ql‘j = dA% + A% A% e K = dB* + A%0°. Para que o parametro s saia
da acao ambos os setores A e 6 sao redefinidos com x~!. Por outro lado, o parametro
de massa v afeta s6 o setor # de modo que se torne um campo com componentes sem
dimensao e assim conseguirmos associd-lo a vierbein. O campo de calibre A nao é
redefinido também com parametro de massa, pois desta forma nao poderiamos associa-
lo a conexao de spin [19].

Por conta da introdugao do parametro de massa na a¢ao, havera uma mudanca nos

geradores do grupo SO(5) e consequentemente sua algebra serd reescrita da forma

[Jab’ ch:| — _% [(naCde + ndeac) o (,r]adec + anJad)] 7
1
[Jab’ Jc:| — 5 (naCJb . anJa) ’
2
EA A L (2.14)

2K2

Devido a liberdade assintética, uma hipéteses razodvel é que tenhamos v%/k? — 0
no regime de baixas energias [19]. Nesse regime, podemos ver que a &lgebra (2.14)
sofre uma deformacao dinamica e teremos que os geradores J® poderao ser identificados
como os geradores de translagdo, P®. Portanto, teremos que o grupo SO(5) inicial serd
contraido® ao grupo de Poincaré euclideano 1.SO(4). Além disso, a agao de Yang-Mills
sofre uma quebra de simetria de calibre SO(5) para simetrias locais do grupo SO(4)
que é o grupo de Lorentz euclideano. Pois o grupo de Poincaré euclideano, 150(4), nao
mantém a acao de Yang-Mills invariante, mas o grupo de Lorentz euclideano, SO(4),

sim.

3Esta contragdo é conhecida como contragio de Inénii - Wigner [14], [34].
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2.3 Gravidade induzida

Apods a quebra dinamica de simetria, temos agora uma teoria de calibre para o

grupo de Lorentz euclideano e poderemos induzir uma geometria efetiva se
e Toda configuragao (A, 6) define uma geometria efetiva (w, e);

e Existe um mapeamento de cada ponto x € R* ao ponto X € M* de um espaco

deformado.

e O grupo de calibre local SO(4) define, em cada ponto do mapeamento, as isome-

trias do espaco-tangente Ty (M*).

Dessa forma, podemos identificar o campo de calibre 8 com a vierbein e o campo

de calibre A com a conexao de spin w através de

w(X)dX" = 050y A (x)da", (2.15)
en(X)dX* = 630 (x)d", (2.16)

onde os indices Latinos {a, b, ...} pertencem ao espaco tangente Tx(M*). Além disso,
¢ sempre possivel impor que o espaco de todas as p-formas em R* sao mapeadas no
espaco das p-formas em X € M?, a saber, II? — II? da mesma forma para o espaco do
Hodge, *II? — «II7 , onde x é o Hodge dual do espaco-tempo deformado.

Com tudo isso, o ultimo passo que daremos antes de reescrever a acao (2.13) em
uma acao de gravidade efetiva é associarmos o parametro de massa, 7, e o parametro
de acoplamento, x, com as constantes da gravitacao como a constante de Newton, G,
e a constante cosmoldgica renormalizada, A, [14], [33], de forma que

2
% - ﬁ e 2= %A? (2.17)
Além disso, essa teoria nos permite obter os valores da constante de Newton, G, e da
constante cosmolégica, A, através das relagoes (2.17) quando é feito o cdlculo pertur-
bativo [14], [19], do parametro de acoplamento r, e do parametro de massa?, 7.
Finalmente, podemos escrever a agao de gravidade efetiva no formalismo de primeira

ordem como

1 1 1 co A2 c
S, = e / [WR“[, * RO+ T+T, — §eabchabe“bee e’ + Zeabcae“ebe ea] ,
(2.18)

4A estimativa do parametro de Gribov (o nosso parametro de massa ), por exemplo, nos oferece
um modo conhecido para se calcular o corte na escala de energia e os parametros running que estao
associados aos parametros gravitacionais. Ver em: [14].
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onde temos a curvatura escrita como Rj = dw®, + w®w e a torcao T = de® + wped.

Nesta agao podemos identificar o termo de curvatura ao quadrado, torcao ao quadrado
e a parte de Einstein-Hilbert com constante cosmologica.
As equacoes de campo obtidas pelo principio de Hamilton considerando a variacao

da acao em relacao a vierbein e® e a conexao de spin w%, sao respetivamente

3 1-
WR[’C * (Rpc€q) + €qbed <—R["ea + gAthe‘ea) + T % (Tyeq) + D+ Ty = 0, (2.19)

3
FD * Rpa + €p x Ty — €qpea 1€ — eq + Ty, = 0, (2.20)

onde A2 = A?rge + A? é a constante cosmolégica observacional, que é da ordem de
A2 ~ 107927 eV?, e surge do fato de considerarmos a contribuicao da energia de vacuo®
via teoria quantica de campos (TQC) a qual prevé um valor A%rgc ~ —10% TeV2. Por
outro lado, célculos perturbativos a 1 e 2-lagos, [14], estimam uma valor bem alto para
a constante cosmolégica gravitacional renormalizada da teoria A% ~ 1032 TeV2.

Desta forma, obtemos duas equacoes de movimento caracteristica de um forma-
lismo de primeira ordem para a gravidade no caso particular de vacuo, ou seja, sem
associarmos uma distribuicao de matéria-energia especifica, a principio. Na primeira
equacdo, eq. (2.19), temos o termo de curvatura ao quadrado, o termo de Einstein
com constante cosmologica e termos de tor¢ao. Na segunda equacao de campo, eq.
(2.20), temos o primeiro termo de curvatura e o restante somente termos de torgao.
Tais equacoes sao do tipo Einstein-Cartan, onde obtemos dois conjuntos de equagoes
para curvatura e tor¢ao. Entretanto, a equacio (2.20) difere® das equagoes de do tipo
Einstein-Cartan uma vez que ela é uma equagao propagante para a torcao [33].

Geometricamente a curvatura carrega informacao sobre a regra do paralelogramo de
adicao de vetores e esta associado com o transporte paralelo em um espago-tempo curvo.
Para a torcao temos que dois vetores resultantes podem coincidir sobre o paralelismo,
mas nao estarao na mesma posicao devido a rotacao da variedade e esta associado a
medida do rotacional covariante da vierbein [19].

No formalismo de primeira ordem, por outro lado, temos que os campos fundamen-
tais e independentes como sendo a 1-forma vierbein e® e a 1-forma conexao de spin
w% [19]. Resolver tais equagoes de campo, significa encontrar quais sao as vierbein
e as conexoes de spin que satisfazem estas equagoes. Além disso, tais equagoes sao
nao-lineares e podem, portanto, gerar solugoes nao triviais de vacuo.

Por outro lado, ao considerarmos tor¢ao nula, temos que as equagoes (2.19) e (2.20)

SIsso pode ser feito adicionando & integral (2.18) o termo da energia de vacuo proveniente de todas
as outras interagoes dado pela A%rgc e, identificando assim, a constante cosmolégica observacional A2
como sendo igual a A% + A?7gc. A discrepancia entre o valor da contaste cosmoldgica observacional
e da constante prevista na TQC é conhecido como Problema da Constante Cosmolégica, [14], [33].

6Pois, no caso de Einstein-Cartan temos uma equacdo algébrica para a torcdo.
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devem recair nas equacoes da relatividade geral ao tomarmos um certo limite. De fato,
esse caso ¢ alcangado quando tivermos regioes onde a curvatura é muito pequena em
comparagao com o A2. Nessa situacio, temos que as equagoes de campo (2.19) e (2.20)

se reduzem as equacoes de Einstein-Hilbert com constante cosmoldgica e no vacuo
be 0 1 A2 b c 0
€avco | —R€” + §A ee‘e’ | =0. (2.21)

Portanto, vimos basicamente como podemos obter uma teoria de gravidade efetiva
via teoria quantica de campos quando uma certa escala de energia é ultrapassada. Para
isso, utilizamos uma teoria de calibre nao-abeliana, a teoria de Yang-Mills, para o grupo
SO(5). Fizemos uma decomposigdo no grupo inicial com o objetivo de alcangarmos
o grupo de Lorentz, para que o principio de equivaléncia e a geometria surgissem.
Redefinimos os campos de calibre associando-os a parametros quanticos da teoria. E
por fim, no regime de baixas energia, chegamos numa teoria de gravidade emergente e
pudemos associar entidades geométricas como a wierbein e a conexao de spin com 0s
campos de calibre.

Além disso, a teoria de Yang-Mills traz a vantagem de ser uma teoria renormalizavel
e unitaria. Por outro lado, ¢é interessante dizer que a gravidade efetiva proveniente da
teoria de Yang-Mills surge como uma teoria classica. Ou seja, quando alcangamos
o regime de baixas energias, e consequentemente as propriedades geométricas forem
associados aos campos de calibre, a teoria deixa ser quantica e se torna uma teoria

classica para a gravidade.
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Capitulo

Solucoes estaticas e esfericamente simétricas

na gravidade induzida

Diante de uma teoria nova para a gravidade, como a teoria de gravidade induzida
discutida no Capitulo 2, nosso objetivo para esse capitulo, e deste trabalho em geral, é
explorarmos alguns aspectos classicos para a gravidade induzida associados a condi¢ao
de torcao nula. Além de estudar, como ela se aproxima ou se afasta dos resultados
ja conhecidos da relatividade geral. Assim, iremos discutir algumas solugoes estati-
cas e esfericamente simétricas para o vacuo e na presenca de uma fonte descrita pelo
tensor energia-momento. Todas estas solugoes representam fisicamente os campos gra-
vitacionais descritos pela teoria de gravidade induzida para o vacuo e produzido por
uma fonte de curvatura. Para a situacao de vacuo, estudaremos duas solugoes, uma
perturbativa e outra exata e veremos qual regime em que ambas solucoes convergem
para uma mesma solu¢ao. Também serd analisado as singularidades para este caso.
Na presenca de um tensor energia-momento, para as equagoes de campo da gravidade
induzida, iremos discutir uma solugao perturbativa associada a uma fonte carregada e
outra possivel solucao associada a um fluido perfeito. Por fim, veremos que explorando
as equagoes associadas a um fluido perfeito, encontraremos uma expressao generalizada

para equacao de equilibrio hidrostatico para tal teoria.

3.1 Solucgoes para o vacuo

Nesta secao, discutiremos duas solugoes estaticas e esfericamente simétricas para
a situacao de vacuo da teoria de gravidade induzida. Além disso, discutiremos os

horizontes de eventos e cosmologicos para tais solucoes.
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3.1.1 Solucao perturbativa

As equagbes de campo para a gravidade induzida, (2.19) e (2.20), associadas a

torcao nula e escritas em forma tensorial sao

1 ~
R, — SRO", + A", + % (R“B‘”Ragmé",, — 2R“ﬁ”“Raﬁw) =0, (3.1)
1 o
A2 VaR g = 0. (32)

Assim como foi feito para a teoria da relatividade geral, estamos buscando uma
possivel solucao estatica e esfericamente simétrica que pode ser dado através do ele-
mento de linha (1.5). A fim de encontrarmos uma solucdo deste tipo, para a gravidade
induzida, devemos substituir a solugao, (1.5), na equacao (3.1), a principio'. Para isso,
utilizaremos os simbolos de Christoffel, tensor de Riemann, tensor de Ricci e o escalar
de curvatura, ji calculados no capitulo 1, para a relatividade geral, equagoes (1.6),

(1.7), (1.8) e (1.9). Assim, as componentes da equagao (3.1) para, tt, rr e 66, sdo,

respectivamente
3 [(2e7%0,8)" 1—e2\*1 -, 2e%0, 1—e 2
CTOBN (oY R o208 =T g
4A% | r r2 | r r2

i —2p 2 _ 28\ - —2p — e 28
3 (26 @a) +2(1 e ) +A2—|—2€ da  (1—e ):O7 (3.4)

4A2 r 72 r r

3

m{Qe_‘w 0,00,8 — 0%a — (0,a)*)* +2(e 72 0,0)*r ™% + 2r2(e7%70,3)*} +

A+ e 0% + (0,0)* + r Y (0,0 — 0.0) — 0,00,8] = 0. (3.5)
Onde obtivemos a equagao para ¢¢ sendo igual a equagao para 66 , nao sendo necessario,

portanto, reescrevé-la. Por outro lado, ao subtrairmos a equacao (3.3) pela equacao

(3.4) obtemos a seguinte expressao

(O +0,8)| (8,8 — Bra)e r43Az - (3.6)

Desta equacao, podemos extrair dois vinculos para «(r) e B(r), a saber

O(a+08)=0 = a+ = cte, (3.7)
0= ) = Ty 55)

'Estamos analisando primeiramente, a equagdo (3.1) e suas solugdes para depois analisarmos tais
solugdes na equagao (3.2).
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onde a=a(r) e f=(r). O primeiro vinculo, equacdo (3.7), também surge no caso da
teoria da relatividade geral, equacdo (1.11), e ele é tinico. Porém, o segundo vinculo,
equagao (3.8), é uma nova contribuigao que a teoria da gravidade induzida tem a nos
oferecer. Isso significa que esta teoria mostra duas possibilidades de solucoes esferica-
mente simétricas e estdticas, o que possivelmente violaria o teorema de Birkhoff? da
relatividade geral. Para esse trabalho, consideraremos somente solucoes para o caso®
em que a + 3 = cte.

Além disso, vemos que ao multiplicarmos as equacdes (3.1) e (3.2), por A2, o termo
A%/A? que multiplicard a parte de Riemann quadrado da equacdo (3.1) se tornard
muito pequeno? em relacao aos termos do setor de Einstein com constante cosmolégica.
Desta forma, serd possivel extrair uma solucao perturbativa, em torno da solucao da
relatividade geral, para esta equagdo. No entanto, a equagao (3.2) também terd um
fator multiplicativo A2/A% que a tornard um perturbacdo por si s6, nio admitindo
assim, uma solugao perturbativa.

Assim, podemos reescrever a equagao (3.3), que serd multiplicada por A2 da se-

guinte forma

—28\ 2 1 — =26\ 2 . . =26 (1 — 28
§nl(8’”67) +2(—6)]+A4+A26’”6 —A2( ¢ )zo, (3.9)

2 72 r 72

onde 7 = A2/2A2. Para assim, obtermos uma solucdo perturbativa.

O método perturbativo consiste em escrever uma solugao para a equagao (3.9) como

Fr) = folr) + fulr)n + fa(r)n® + fs(r)n® + .., (3.10)

onde f(r) = 1 — e ?’. Em seguida, devemos substituir a solucao (3.10) na equagao

(3.9) e, assim, obtermos uma equagao que pode ser resolvida para cada ordem em 7.

2Nessa situacao, necessita-se estudar um novo teorema de Birkhoff para a gravidade induzida, que
garanta ou nao solugao Unica para o vacuo na gravidade efetiva. Isso ainda nao foi estudado.

30 segundo vinculo nio foi estudado a fundo, uma vez que ele é uma equacdo diferencial e ao
substituir tal relacdo nas equacoes de campo tornam as equagoes ainda mais dificeis de se resolver.
Por outro lado, nao é possivel existir duas geometrias para uma mesma fonte de curvatura uma vez
que isso implicaria em dois campos gravitacionais distintos para a mesma fonte. Além disso, o vinculo
(3.7) é usado na relatividade geral para achar tais solugoes.

4Uma vez que temos A2 > A2,
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Desta forma, as equacoes a serem resolvidas até a segunda ordem® em 7 sio

A4+A2fr( )+A2fy) = 0, (3.11)
_ 3f024(7”) +A~2f1r(27’) _ 3@)1”’) +/{2flir)] = 0, (3.12)
?72{ 6f0(r)f1( r) +/{2fi(2r) _ 3f6(7;)2f{(7“) +/ngéir)r] _ (3.13)

Diante dessas equagoes, vemos que a equagao de ordem zero, (3.11), s6 depende de
fo(r) enquanto a equagdo de primeira ordem, (3.12), depende de fo(r) e fi(r). Assim
como a equacao de segunda ordem em perturbacdo, (3.13), depende de fo(r), fi(r) e
fa(r). Logo, conforme analisamos as equagoes ordem a ordem vemos que para serem
resolvidas dependeram sempre das solucoes de ordens mais baixas.

A equagcao de ordem zero em 7, equagao (3.11), produz a solugao de Schwarzschild

- de Sitter, como era de se esperar,

2GM A2
+
r 3

fo(r) = —r? (3.14)

onde 2GM ¢ encontrando tomando os limites assintéticos com feito para a relatividade
geral, equagao (1.13). Com a solugdo em ordem zero, fo(r), devemos substituir na

equagao em primeira ordem em 7, equacao (3.12), que ficard

Ly , /
n{—3<m7M+A;r2) r’4+A2f1< ") 3{8 <2€M + A%3r >] (2r2)‘1+z\~2@} =0,

e, nos fornecera a seguinte solugao

3(2GM)" + @} , (3.15)

o 1 559
hir) = {gr/\ 2 rAN2 r

onde C4; é uma constante de integragdo. Substituindo agora, as solugoes fo(r) e fi(r)

na equagao (3.13), obtemos a seguinte equacao diferencial para fs(r),

2GM A2 3(2GM)? Oy
2) 2{2 _ v Lt £ B
77{ 6( r +3T)(3r 2 A +r)T +

PO I ) s i R0 R

r2 r 3 riA r

5Poderfamos ir até a ordem que quiséssemos, porém, a fim de ilustrar a ideia aqui, sé iremos até a
segunda ordem em perturbagao.
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que produz a seguinte solucao

250 902GM)? 6GM Coy
fz(T) B {gr A% é 7“7]\4 B 7“4[\2 (QGM+0H) * 7 ’ (3‘17)

onde U5 é uma constante de integracao. Desta forma a solugao perturbativa até

segunda ordem para a equagao (3.9), serd

A2 ~ 2
6_252<1_2GM A 2)—77[1 252 3(2GM) +@]+

3 3" 2 AN r

2 5o 9(2GM)?  6GM Cy
2| ZP2A2 4 2 — — ———(2GM — q
! {37" P vl (3.18)

Tal solucao perturbativa, pode ser escrita de uma forma compacta como

00 k+2
e28 — 1 — an Z CM5_3Z, (319)
k=0 =1

onde Cy, para k = 0,1,2..., sdo constantes que envolvem G, M e constantes de in-
tegracao. Por outro lado, como estamos utilizando o vinculo @ = —f, torna-se facil
encontrar uma solucao para e>*.

Assim, temos uma solucao estética e esfericamente simétrica de forma perturbativa
em torno da solucao de Schwarzschild - de Sitter para as equacoes de campo da gravi-
dade induzida no vacuo. Tal solucao representa fisicamente um campo gravitacional no

vacuo nas proximidades de uma fonte de curvatura estatica e esfericamente simétrica.

3.1.2 Solucao exata

Além da solucao perturbativa discutida na secao anterior, é possivel encontrar uma
solucdo exata que satisfazem as duas equagoes, (3.1) e (3.2). Tal solugao é encon-

trada subtraindo a equacao (3.4) pela equagao (3.5) que resulta na seguinte equagao

—3 [[ 02 %\? 1—e % 102¢72F 1 —e 2
RIESY -

e que produz a solugao

diferencial

e =1-"Tir*, onde (3.21)
1+y/1 —4n

Ty = ——F—7F-—. 22

- 3/A2 (3.22)

Esta solucao é o espaco-tempo de de Sitter com uma modificagao no fator multiplicativo

do termo 72, que na teoria da relatividade geral com constante cosmoldgica ¢ apenas
A2,
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Por outro lado, explorando o regime r > 2G'M da solucdo perturbativa, Eq. (3.19),

obtemos a seguinte solugao

2

]\2

A2 1
6_2621—7“2(——}-—

- 5 -
N2+ PN+ ). 3.23
713 AT+ g AT+ (3.23)

Além disso, podemos usar o fato de que 4 < 1 para podermos expandir a raiz da

solucdo exata, equagao (3.22), onde obtemos duas solugdes aproximadas

2 2 2 4
—28 2 2 2 2. 2 2.3
=1- A" — =A*n— =A*n" — =A*n° — ... 3.24
€y r (3 3 n 3 n 3 n )7 ( )
A2 1 - 2 .. 5 .-
—28 2 2 22 3A2
=1- — 4+ —nA* + =" A+ —°A° + ). 3.25
- " (3 377 377 377 ) ( )

Desta forma, vemos que no limite r > 2GM da solucao perturbativa produz uma
solugao, Eq. (3.23), que coincide com a solugao exata, Eq. (3.25). Ou seja, para regies
onde temos r > 2G M, na solucao perturbativa, alcancamos o espaco-tempo de Sitter,
como era de se esperar. Porém, com uma modificacao na constante cosmoldgica, que
no caso da gravidade induzida, é uma perturbacao em torno da constante cosmoldgica
gravitacional observacional. Note que quando 1 = 0, temos o espaco-tempo de de
Sitter da relatividade geral com constante cosmolégica. Enquanto a solugao (3.24)
produz uma solug¢ao de um espaco-tempo altamente curvo, e que podemos ignorar.
Pois, fisicamente se ela nao descreve uma geometria longe da fonte de curvatura, ela
descreveria, entao, a geometria da propria fonte de curvatura. Porém, nao podemos
ter duas geometrias distintas para o vacuo uma vez que isso implicaria em dois campos

gravitacionais distintos para uma mesma fonte de curvatura.

3.1.3 Horizontes de eventos e horizontes cosmolégicos

Esta secao tem como objetivo estudarmos o quanto os horizontes de Schwarzschild
- de Sitter é modificado, ao truncarmos a solugao perturbativa, equagao (3.18), em
primeira ordem. Ou seja, analisaremos o quanto o termo de primeira ordem em 7, que
¢ o mais relevante da solucao, corrigira as solugoes de horizontes da relatividade geral.
Da mesma forma que foi feito no Capitulo 1, os horizontes sao as raizes da equacao

e~2% = 0. Que escrita em primeira ordem é simplesmente

2GM  A? 1,-, 3(02GM)? Cy
1-— — ) == - | =0. 2
( . 37 ) 77[37“ Y + " 0 (3.26)

Como o termo de primeira ordem em 7 ainda é muito pequeno em comparacao ao
termo de ordem zero em 7, podemos usar o método perturbativo para extrair uma

solugao perturbativa em torno dos horizontes da relatividade geral, para a equacao
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(3.26). Assim, como feito na se¢do anterior, a solu¢do perturbativa em primeira ordem
de perturbacao sera

TR T+ ). (3.27)

E interessante dizer que estamos truncando em primeira ordem em 7 uma vez que ja
foi truncado anteriormente em primeira ordem em perturbagao, equacao (3.26). Nao
sendo necessério, portanto, tratarmos ordens mais altas. Logo, substituindo a solucao
(3.27) na equacao® (3.26), obtemos uma equagao que poderd ser resolvida para cada

ordem em perturbacao. Assim, a equagao em ordem zero em 7, se reduz a

3 6G
e — 70 + o 0, (3.28)
enquanto, em primeira ordem,
A A2 o 6G2M?
37"17“8 <1 — ?T8> — 6117’3 - ?TS + AQ - GM?”OQ?“l =0. (329)

As solugoes em ordem zero de perturbagdo, que satisfazem a equagao (3.28), sao
aquelas discutidas no Capitulo 1, ou seja, equagoes (1.17) e (1.18). Com tais solugoes
de ordem zero em perturbagao, devemos substituir, uma por uma, na equagao (3.29)
para determinarmos as raizes em primeira ordem de perturbacao. Feito isso, nossos
horizontes perturbativos serao escritos como, Tipert = To1 + 711 € Topert R To2 + T21),
onde 71 e ry sao as raizes de primeira ordem em 7. Portanto, comecemos substituindo

a solucao (1.17) na equagdo (3.29), onde consideramos ¢, = cos e sy = sin ),

2 \° A2 N 2 \* A%, 6G2M? 2\’
37"1 (ﬁsu,) 1— ?(E&/)) ]—811 <FS¢> —?7’84— ]\4 —GM<FS¢) r = 0

(3.30)

que pode ser resolvida para ;. Com isso, nosso primeiro horizonte perturbativo para

equagao (3.26), serd

9 Sy (—1201(2 esc )+ 9G2AS M2 escb ) — 32)

Tpert = Esw +n

—— (3.31)
1282 (3GA2M + 859, — 4s,,)

O mesmo pode ser feito para a segunda raiz, equagao (1.18), que pode ser substituida

6 Antes de substituir, é interessante multiplicar toda a equacio por r#, de forma a tiramos a variavel
do denominador.
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na equagao’ (3.29), onde teremos

Wk 1y L _A2rvB 1\ o (V3 IR
nlmewe) e e we) | el lme-w)
A2 (V3 1 \°  6G2M? V3 1\

A2
Esta equacao pode ser resolvida para ro que estd associada a segunda raiz de ordem

zero. Assim, a segunda raiz perturbativa encontrada para a equagao (3.26), serd

V3 1

Topert =~ FQ/, — ESw +

Cn <\/§Cw/f\~2 - Sw//\~2>3 — 6G2M? /A2 4 (1/3)A* (\/gcw)//\~2 _ sw/A~2>6

(3.33)

+ 7

Portanto, temos as raizes perturbativas encontradas até primeira ordem em perturbacao
em torno das raizes da relatividade geral para a solucao da gravidade induzida no
vécuo e truncada em primeira ordem em 7. Assim, a primeira raiz, equagao (3.31),
é o horizonte de evento corrigido pela gravidade induzida. Da mesma forma temos o

horizonte cosmoldgico, equagao (3.33), com o termo de corregdo em primeira ordem.

3.1.4 Explorando algumas informacgoes extras das equagoes de

campo da gravidade induzida

Esta secao, tem como objetivo estudar, basicamente, o efeito do termo de Riemann
quadrado na equacao (3.1). Sabemos que, quando multiplicamos toda equagao por A2
o setor de Riemann quadrado se torna muito pequeno em relacao a parte de Einstein.
Por outro lado, podemos extrair novas informacoes sobre o impacto do termo de Ri-
emann quadrado na equacao de campo da gravidade induzida, alterando a constante
cosmoldgica gravitacional.

Desta forma, comecemos fazendo A = 0 na equacio (3.1)

1 3
R#V - ERéﬂy + W (RQ'BGTRQBUT&LLV - 2RQBUNRQBUV) =0. (334>

Esta equacao oferece a seguinte solucao

2
e =1- §A2r2. (3.35)

"Estamos fazendo a troca 71 +— 73 na equacao (3.29), por motivos de clareza. E uma questdo de
notagao somente.
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Ou seja, temos um espaco-tempo de Sitter altamente curvo. Isso significa que o peso
do setor de Riemann quadrado influencia na equacao de Einstein como o peso de uma
constante cosmoldgica renormalizada, A2

Por outro lado, consideremos agora uma constante cosmoldgica gravitacional como
sendo A% 4 A2, ou seja, considerando uma pequena perturbacio na constante cosmo-

16gica, A2. Desta forma, temos

1 A A 3 afBoT afo
R, — SR, + (A2 4 9A%) + W<R %7 Reogore 6", — 2R “Ragw) —0, (3.36)
que possui a seguinte solugao
1~
e =1- §A2r2. (3.37)

Portanto, essa modificacao na equacao de campo da gravidade induzida produz uma
solucao de de Sitter. Ou seja, o termo nA2 compensa, de certa forma, o termo de
Riemann quadrado para gerar uma solucao de espago-tempo de de Sitter.

Note que as solugoes que estamos utilizando, equagoes (3.35) e (3.37), sao as solugoes
de ordem zero em perturbagao, das solugdes (3.24) e (3.25). Ou seja, quando fazemos
modificagoes nas equacoes de campo da gravidade induzida, temos como solugoes o

caso limite das solugoes exatas das equagoes de campo originais, i.e., equagao (3.1).

3.2 Solucao para um fonte carregada

Nesta secao, discutiremos outra solugao estatica e esfericamente simétrica associada
a uma fonte de carregada. Tal solugao, no caso da teoria da relatividade geral, é descrita
pela geometria de Reissner - Nordstrom - de Sitter. Para isso, estudaremos as equacoes
de campo da gravidade induzida associada a uma distribui¢ao de matéria-energia, que
sao dadas por

1 A 3 afoT afo
R, — S RO, + A%5m, + 1% (R 77 Rapord"y, — 2R “Ram) =8rGT", (3.38)

1
A2

Desta forma, estamos interessados em estudar tais equagoes de campo associadas ao

VaR%5., = 0.

tensor energia-momento do eletromagnetismo de Maxwell dado pela equagao (1.20).
Assim, usaremos todas as contas ja discutidas neste trabalho, associadas a geometria
(1.5), e combinaremos a fonte discutida no Capitulo 1, equagao (1.29). Portanto, as

componentes, tt, rr e 66 da equagao (3.38), serdo, respectivamente

; Ka’“e‘w)2+2(‘l_€_w)z]+P+ar€‘”—<1‘e_m):—GQ—2 (3:39)

42 r r2 r 72 rd’
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3 [[(2e7220,0\° 1—e2\?1 -, 2290 (1-e%) Q?
B[00 s (Y] e 0=y

11327 10,00,8 — G — (2,0)F + 2(e 0,0 + 2 P05 +

_ 2
A? 4 e 2 [02a + (9,0) + 7 (D0 — 0,8) — 8,00,8] = G- (341)
T

4A\?

Assim, da mesma forma que para o caso de vacuo, podemos empregar o método pertur-
bativo para o obter uma solugao perturbativa para as equagoes de campo da gravidade
induzida. Desta forma, a equacgao perturbativa a ser resolvida para este caso, sera a
mesma para o vdcuo, equacao (3.9), agora acoplado com a fonte —GQ?/r* (equacao
3.39). Logo, ao substituirmos a solu¢ao (3.10) na equacao® (3.39), teremos o mesmo
conjunto de equagoes obtidas para o vacuo, equagoes (3.11), (3.12), (3.13), com excecao

da primeira, todas serao exatamente as mesmas. Onde teremos

A4+A2fr( r) +A2f6£¢) - _Gr—jf\Q, (3.42)
n{_gfr( )+A2f1( r) 3f25i§r) +A~2@} — (3.43)
ﬁ{ﬁmgﬂ>+m%>_%ﬁﬁw+&ﬁ@@::u (3.44)

A equagao (3.42) nos d4d a solugao” de Reissner-Nordstrom-de Sitter, como era de se

esperar,

2GM  GQ A2
folr) = r 2 3

Da mesma forma feito para o vacuo, devemos substituir a solugao de ordem zero em

(3.45)

perturbagao, fo(r), na equagao de primeira ordem em perturbacao, equagao (3.43), onde
obteremos a solugao fi(r). Com a solugao fo(r) e fi(r) em maos, devemos substituir
na equagao (3.44) que nos fornecerd a solucao fo(r). Esse processo pode ser feito para
tantas quantas forem as ordens em perturbacao que desejarmos. Portanto, a solugao

perturbativa para a equacao (3.39), serd, até a segunda ordem

G 2\2 2GM
2 A (1+ Q_rAr_ >+ (3.46)
T 3 T
Ch Cha 7"2/{2 Ci3 Clia Cis
_”&7_7+?%?"ﬁ%7'+

72 710 76 3 79 78 r7 rd 7D T

Oy O COhs  2r2A2 Oy Cas  Chs  Coyr  Chs O
_ n2<_ﬂ_ﬁ_ 23Jr r I 24 25 26 27+ 28+ 29)

8Lembrando que devemos multiplicar toda a equacio (3.39) por A2
9Lembrando que f(r) =1 — e~ 25,
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onde (Y, de modo que k = 1,2 el = 1,2,...,9, sao constantes que envolvem G, @,
constantes de integracao, e podem ser obtidas no Apéndice deste trabalho, enquanto
(5 e Uy sao constantes de integragao.

Portanto, temos uma solucao perturbativa em torno da solucao de Reissner - Nords-
trom - de Sitter para a teoria de gravidade induzida. Fisicamente tal solucao representa
um campo gravitacional produzido por uma fonte eletricamente carregada. Por outro

lado, nao foi encontrado nenhuma solucao exata para este caso.

3.3 Solucao para um fluido perfeito e equacao de
equilibrio hidrostatico

Nesta secao, iremos discutir expressoes para uma solugao estatica e esfericamente
simétrica associada ao tensor energia-momento de um fluido perfeito, equagao (1.40).
Além disso, veremos que analisando as equacoes de campo associadas a uma geome-
tria estatica e esfericamente simétrica, poderemos obter uma equacao de equilibrio

hidrostatico para a densidade de energia, p(r), e a pressao, p(r).

Geometria dentro de uma estrela

Como dito antes, iremos estudar uma solucao para dentro de uma estrela represen-
tada por um fluido perfeito e associado ao tensor energia-momento (1.40). Logo, da
mesma forma que nas outras secgoes, utilizaremos a geometria estatica e esfericamente
simétrica dada através do elemento de linha (1.5) e substituiremos na equagao (3.38)
que estara associada as componentes do tensor energia-momento (1.40). Desta forma,

as componentes da equacao (3.38) para tt, rr e 60, serdao respectivamente

3 [(8,e28\? e 28 B (1—e

AA2 ( - ) +2( ) ] AP { 2 ) _ —G8rmp(r),  (3.47)
3 [[2e7%0,a 1—e 2 e 270,01 —e7*)

AA2 ( , ) ( ) ] ; 2 = 8nGp(r), (3.48)

{26_4B[8 a0, — 0?a — (0,a)’]* + 2(e720.0)*r 2 + 2r 2(e70,5)*} +  (3.49)
A2+ e P02 + (0,0)? + r~ Y (0,0 — 0.0) — D,00,8] = G8mp(r).

472

Assim, podemos usar o método perturbativo, para encontrar uma solucao para equagao
(3.47). Logo, ao substituirmos a solugao (3.10) na equagao'® (3.47), iremos encontrar

as mesmas equagoes encontradas para o vacuo, equagoes (3.11), (3.12) e (3.13), exceto

10T embrando que temos que multiplicar por A? toda a equagdo (3.47) antes.
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a de ordem zero estard acoplada com a fonte —Gmp(r). Portanto, para o fluido perfeito,

teremos
A4+A2f< )+A2f7(“r) = —Gmp(r)A?,  (3.50)
77{ 3f0 (r )+A2f17~( r) 3f§r§ r) +/(2f{7(nr)} — 0, (3.51)
772[_ 6 f0(7;)4 fl(r) ) A~2f27~<2r) - 3f6(7;)2f{(r> N A~2f£7<f>r] _ 9 (3.52)

Assim, a equac@o de ordem zero em perturbagao, Eq. (3.50), nos dard a solucdo ja

discutida no Capitulo 1, ou seja,

2G'm(r) N A2

3.53
2 (35

fo(r) =

onde

m(r) = /OT 4 pridr. (3.54)

Dessa maneira, podemos achar a solugdo de primeira ordem em perturbagao, fi(r),
substituindo a solu¢ao (3.53) na equagao (3.51). Com as solugoes fo(r) e f1(r) em maos,
podemos substituir na equagao de segunda ordem em perturbacao, e assim por diante.
Nesta secao, s6 iremos até primeira ordem em perturbagao por conta da extensao das
expressoes encontradas. Logo, a solu¢do para equacao (3.47), até primeira ordem em

perturbacao sera

2 _ (1. 2Gm(r) A2 B
r 3

+ n%/{ 2A2T4{ 18G*m(r)? — 12Grm(r) [1 + 4xGp(r)r®] +

+ 7 [3 — 2A%2 + At + 167 GAp(r)r* + 967G p(r)? 4] } dr
(3.55)

onde m(r) é o mesmo da (3.54). Assim, temos uma expressao para a solu¢ao per-
turbativa da equagao (3.47) até primeira ordem. Por outro lado, para acharmos uma
expressao para «/(r), como feito no Capitulo 1, devemos usar neste caso, teoria de
perturbacao para a variavel o também. Assim, a solucao perturbativa em primeira

ordem serd escrita como
a(r) = ag(r) + nau(r), (3.56)

e, sua derivada em relagao a r, sera

o/ (r) = ap(r) + nai (r). (3.57)



Substituindo as solugbes (3.55) e (3.57) na equacdo (3.49) teremos uma equagao di-
ferencial que podera ser resolvida para cada ordem em perturbagao. Assim, a ordem

zero nos oferece a seguinte equacao diferencial

A% (e720 — 1) N 2228

A+ — - = 8rGA%p(r), (3.58)
enquanto o termo de primeira ordem sera
3(1 — 28 2 Ge—48a/2  2A2e—284/
?7( Lo b e 2R Hod) (3.50)
r r r

Assim, a equacdo (3.58) produz uma expressao para ag(r) conhecida da relatividade

geral, equacao (1.51), como era de se esperar

;) _ —3Gm(r) + r3A2 — 12Gmr3p(r)

o) " (3.60)
r[6Gm(r) — 3r + r3A2]

Logo, podemos substituir o o, de ordem zero em perturbagio, Eq. (3.60), na equacao
de primeira ordem em perturbacao, Eq. (3.59), e obtermos o . Assim, nosso o/(r)

perturbativo sera

_ =3Gm(r) + A% — 12Garip(r)
r[6Gm(r) — 3r + r3A2]

o/(r) +nai (r), (3.61)

aj(r) = ! 5 {6]\27“5_]01(7’) [—SWGTZp(r)—i-

12A274 [r —2Gm(r) — A;r:a]

A2
r—2Gm(r) — 37“3

+ Ao -3 {840 4 482G m(r)p(r) +

4+ 18G*m(r)* +r° [967T2G2p(7“)2 - 167TG/~\2p(7“)] }} , (3.62)

onde fi(r) é o termo em primeira ordem em perturbagao da solucao (3.55), ou seja,

1 1 2 2 2
filr) = " / {_2A2r4 {18G*m(r)* — 12Grm(r) [1 + 4nGp(r)r?] +
+ 12 (3= 2837 4 A 167GRZ(r)rt + 967°Gp(r)r | |

(3.63)

Portanto, temos as expressoes generalizadas para 5(r) e o/(r) que nos permitem explo-

rar geometrias mais gerais para uma dada densidade de energia, p(r), e pressao, p(r)
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para a gravidade induzida. Fixados p(r) e p(r), torna-se possivel obter uma geometria
esfericamente simétrica para dentro de uma estrela através das equagoes (3.55) e (3.61).
Fisicamente tais solucoes representam o campo gravitacional dentro de um modelo de

estrela estatica e esfericamente simétrica.

Equacao de equilibrio hidrostatico

Achar uma expressao para a equacao de equilibrio hidrostatico para a gravidade
induzida é uma pouco mais trabalhoso!'!. Note que usamos a componente tt da equacao
de campo da gravidade induzida, para acharmos a solugao (3.55). Usamos a segunda
componente rr das equagoes da gravidade induzida junto com a solucao (3.55), para
acharmos uma expressao para o/(r), Eq. (3.61). Logo, para obtermos uma equagao
de equilibrio hidrostatico para a gravidade induzida devemos usar os resultados ja
extraidos das componentes tt e rr combinado com a componente #6 da equacgoes da
gravidade induzida. Logo, substituindo a solugao (3.55), e a derivada de «, Eq. (3.61),

na equagao (3.52), obtemos a seguinte equacao de equilibrio hidrostético
(p+ p)[=3Gm(r) + r3A2 — 127Gr3p]

P =- rlém(r)G — 3r + 7"3.7\2] Fnar) (3.64)

onde

() = = S 6o, (3.65)
1276 (—37“ + A?r3 4 6Gm(r)) =0

e os Qo(r), Qi(r), Qa(r), Q3(r), Qu(r), sdo respectivamente

Q(r) = A1 {—18 42 {18 + A [9 +(2- 52 ]\2} } +
o (<3+A%2) (A0 + 0] (3.66)

1Na gravidade induzida, ndo temos uma conservacio do tensor energia-momento, e o setor que
nao conserva se torna uma expressao matematica grande. Por isso no Capitulo 1 optamos em usar a
equagao #6 ao invés da equacao da conservacgao. O mesmo sera feito aqui, usaremos a componente 06
da equacao de campo da gravidade induzida ao invés da equagao da conservagao do tensor energia-
momento, para acharmos uma equagao de equilibrio hidrostatico.
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Ql(T’)

3827 (m(r) (=6 (A2 +3) [nfi(r) + u(r)] +

r? (A2 (=8A% + (542 - 72)r2 4 63) +72) — 72) +

Ay (Qp(r) <3r (]\%2 - 3) F1(r) + 6£1(r) (2]\%2 - 3) +

R2(5A2 4+ 6)r" — (A% + 6)(2A% + 3)r° + 18) +

o(r) (18 f(r) (]\%2 - 1) +

r® (A2 (482 + (36 — 5A%)° - 33) — 36) +36) +

120 (r2 = 1) (A% = 3) (1)) . (3.67)

+ 4+ 4+ o+ o+ o+

QQ(T)

1874 (—127Tr3m(r) (Qp(r) (—]\27”2 [rfi(r) + fi(r)] +
A2

+ ot (B2 (A2 202 — (A2 41002 +7) +6) — 6) +

+ 2r (r2 (]\2 (2]\%4 — (A +10)r* + 4) + 6) + 3) p(r)+

+ (1280 - 3R2(3R 4 8)r! + 2((A2 - A2+ 6)r2 +24) p(r)) +
+ 3m(r)? (2832 [l () + fi(0)] +

+ (A2 <2A2 + 12824 — 2(4A2 + 15)2 — 3) + 12) +42) +

4 16729 <2p ( ( SAZP2f, (1) +

+ o2 (A2 (<2(A% = 6) + 3%+ 2(A2 — 9)r2) +9) —9) +

+ o (A% =) (A% =324 3) pl(r)) +

+p(r)? (6% fi )+

+ 7 ([\2 (]\2 + A% —2(A% 4 6)r® + 15) + 9) —~ 9) +

vt (R -8) e

+ 2 (A% = 3) (B2 (3r2 = 1) = 3) p(r)p/(r) +

+ (r2 <[\2 ([\2 + 9A%* — (5A? + 18)r2) + 9) - 9) p(r)2)> : (3.68)
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+ o+ + + o+

+

5473 (167?27“6m(r) (27“ (6]\%4 (A2 4 6)r? — 3) p(r)p (r)+
2p(r) (r (4]\%4 —3(A% 4+ 42 + 15) P(r) +
(442 4+ 1882 — (1942 + 18)r% + 15) p(r) ) +
r (A% = 3) pl(r)? +
p(r)? (—2A2 + 16821 — (1A% + 242 4 3) +
2 ([\2 (5r2 — 1) — 9) p(r)2> +
12mrm(n)? (2 (583 — (A2 4 7)% = 5) p'(r) +
2p(r) (A% +5A%" = (6A% + )7 + 13) +
(282 + 6% + (1A% = 6)r* = 35) p(1r) ) +
m(r)” (—4A% + 36A%* + (37A% - 36)r% — 189) +
6473r°p(r) (2 (2r2 = 1) p(r) (r (]\%2 - 3) p(r) +
(—]\2 + 322 — 3) p(?“)) +p(r) (2r3 (/127"2 - 3) p(r) +

(27‘2 — 1) (2]\2 + 5A%r% — 9) p(r)) + 2p(r)? </~\2r4 — 3+ 3))) ,
(3.69)

162 (—8mr®m(r)* (2r* (3r (1 + 1) p'(r) + 8p(r)) +

(6r" — 17,2 —1)p(7”)+p( ))+

1287 m(r)p(r) (p(r) (2% () + (1= 2%)° p(r)) +

(2r —1) ( )( 2r°p/(r) + p(r ))+7" (2r* = 3) p(r)?) +

167°rm(r)* (4r°p/(r)* + 4r®p(r)p'(r) +

2p(r) (2 (2r® = 3) r°p'(r) + (6r* — 1% = 2) p(r)) +

(107 +4r* + 1) p(r)* + (4% + 1) p(r)?) +

(0" + 6872 + 1) m(r)* + 2567*r'2p(r)? (p(r) = r*(p(r) + 20(r)))") .
(3.70)

Portanto, obtemos uma equagao diferencial nao linear para a pressao p(r) que é uma
perturbagao em torno da equagao de TOVdS da relatividade geral. Para n = 0 temos
a equacao de TOVdS, Eq. (1.52), como era de se esperar. Tal expressao para a
densidade de energia e pressao para a gravidade induzida é um equagao grande devido
a presenca do termo de Riemann quadrado na equacao de campo. Além do tratamento
das expressoes das solucoes para o’ (1) e e=2 de modo perturbativo colaborando ainda

mais para uma expressao matemética grande. Porém, através equagao (3.64) vemos que
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podemos encontrar uma solucao para a pressao'? perturbativa, como fizemos para os
horizontes de eventos da solugao para o vacuo. E analisar o quanto o termo de primeira
ordem em perturbagao da equagao (3.64) modificard a pressao calculada através da
TOVdS da relatividade geral.

12Gerd necessario ainda uma equacao de estado para a densidade de energia e pressio.
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Conclusao

Durante o desenvolvimento desse trabalho, discutimos sobre uma teoria de gravi-
dade induzida, com o objetivo de explorarmos alguns de seus aspectos classicos. Assim,
vimos que podemos induzir uma teoria de gravidade efetiva, no regime de baixas ener-
gias, a partir de uma teoria de Yang-Mills. Para isso, decompomos o nosso grupo
inicial, SO(5), e, explorando as propriedades de liberdade assintética e o parametro de
massa da teoria, vimos que no regime de baixas energias, podemos associar os campos
de calibre com as propriedades geométricas do espaco-tempo, como a wvierbein e a co-
nexao de spin, campos fundamentais do formalismo de primeira ordem da gravitacao.
Surgindo assim, uma teoria classica para a gravidade. Porém, antes disso, fizemos uma
revisao da teoria da relatividade geral, por ser a teoria mais bem sucedida na descri¢ao
do fenomeno da gravitagao, onde discutimos alguns de seus resultados associados as
solugoes estaticas e esfericamente simétricas.

Desta forma, tudo isso serviu como base e motivacao para estudarmos o principal
objetivo deste trabalho que foi explorar as solugoes estaticas e esfericamente simétricas
para a teoria de gravidade induzida na situagao de vacuo e na presenca de uma fonte
descrita pelo tensor energia-momento. Assim, para a situagao de vacuo discutimos uma
solucao perturbativa e uma solucao exata. Fisicamente, encontramos uma configuragao
de espago-tempo curvo que é uma deformacao em torno da geometria de Schwarzschild
- de Sitter. Enquanto a solucao exata nos oferece uma forma de espaco-tempo de Sitter
com correcao na constante que modificara a distancia do horizonte de de Sitter. Ainda
para este caso, analisamos a solugao perturbativa truncada em primeira ordem e vimos
como o termo de primeira ordem influencia nos horizontes de eventos e horizontes
cosmolégicos da relatividade geral. Fisicamente, encontramos horizontes deformados
para a gravidade induzida, ou seja, alterados no seu tamanho.

Na presenca do tensor energia-momento, discutimos as solugoes perturbativas as-
sociadas a uma fonte eletricamente carregada e a uma fonte descrita por um tensor
energia-momento de um fluido perfeito. Fisicamente temos novamente configuracoes
de espagos-tempos curvos que sao deformagoes das geometrias classicas da relativi-

dade geral, como a geometria de Reissner - Nordstron - de Sitter e a geometria para
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dentro de uma estrela. Por fim, vimos que explorando as equacoes de campo para
a gravidade induzida associadas a uma geometria esfericamente simétrica e acoplada
ao tensor energia-momento de fluido perfeito, obtemos uma equacgao de equilibrio hi-
drostatico para a densidade de energia e a pressao. Tal equagao encontrada para a
gravidade induzida é uma equacao diferencial nao linear para pressao, e que é uma
perturbagao em torno da equacao de TOVdS da relatividade geral.

As perspetivas em relacao a esse trabalho sao a possivel busca por solugoes exa-
tas para as equacoes de campo da gravidade induzida na presenca do tensor energia-
momento e o estudo da geometria tipo Kerr - de Sitter. Além do estudo do teorema de
Birkhoff e o estudo do potencial gravitacional associados a tais geometrias. Também

podem ser analisados os testes classicos para a gravidade induzida.
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Apendice

.1 Sobre os formalismos de teorias de gravidade

E importante deixar claro que neste trabalho utilizamos dois formalismos para a
descrigao da gravidade [19]. No Capitulo 1, por exemplo, foi utilizado o formalismo
métrico, ou formalismo de segunda ordem, para tratar a gravidade. Neste formalismo,
o tensor métrico, g,,, ¢ o Unico campo fundamental da teoria e a conexao afim pode
ser descrita como as derivadas do tensor métrico que é identificado pelos simbolos
de Christoffel. Por outro lado, o formalismo que considera o tensor métrico, g,., e
a conexao afim, I‘Zﬁ, como campos fundamentais e independentes é conhecido como
formalismo métrico-afim ou formalismo de Palatini e Cartan. Nesse formalismo, as
equacoes de campos sao obtidas nao sé a partir da variagao da agao com respeito ao
tensor métrico, como também em relacao a conexao afim, produzindo dois conjuntos de
equagoes, para a curvatura e torcao. O formalismo de primeira ordem, por outro lado,

é equivalente ao formalismo de Palatini e Cartan, porém as varidveis sao escritas em

ab
I

afim. O formalismo de primeira ordem foi utilizado na descri¢cao da teoria de gravidade

termos da vierbein, ej;, e conexao de spin, wy’, ao invés do tensor métrico e da conexao
efetiva no Capitulo 2, por exemplo.

No entanto, como nosso trabalho foi estudar o caso particular associado a condicao
de torcao nula, os campos geométricos utilizados para o Capitulo 3, acabaram sendo
os mesmos utilizados no Capitulo 1. Isso acontece porque os campos geométricos do
formalismo de primeira ordem contém informacoes da curvatura e da tor¢cao. Quando
negligenciamos a tor¢ao os campos geométricos do formalismo de primeira ordem sao
equivalentes aos campos geométricos do formalismo de segunda ordem. Portanto, neste
apendice discutiremos os campos geométricos utilizamos no capitulo 1 e 3, a titulo de

recordacao.
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.1.1 Geometria
Simbolos de Christoffel

Os simbolos de Christoffel estao associados ao transporte paralelo de vetores em

espagos curvos. E sao matematicamente definidos como

o 1 c
FMV = 59 p(augl/p + 8Vgpu - 8pguu)~ (71)

Tensor de Riemann

A curvatura do espaco-tempo é quantificada pelo tensor de Riemann e estd associada
a nao-comutatividade da derivada covariante. Em um espaco-tempo plano, o tensor de

curvatura é nulo. Matematicamente ele é dado por
Rpal“/ = aﬂrleo - a’/rga + FZ/\Fi\a - lej/\ri\a‘ (72)

Algumas de suas propriedades sao

Roopy = —Ropuv, (73)
Rpa;w = _Rapu/u (74)
Rpaul/ = Rpa'l/u- (75)
RﬂUlW + RP,UVU + Rpwm = 0. (76)
Tensor de Ricci
A contracao do tensor de Riemann nos leva ao tensor de Ricci

R, = R (77)

O traco do tensor de Ricci, nos leva ao escalar de curvatura
R=R') = g""R,.. (78)

.2 Definicao das constantes

Estas sao as constantes do capitulo trés para a solugao perturbativa em torno da

solugao de Reissner - Nordstrom - de Sitter truncada até a segunda ordem:

9G*Q* o _ 32GMGQR? o _ 32GM?

Cll = 2GQ27 Cl2 = 5A2 13 14 — N

(79)

A2 ’ A2
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42G3Q° BAGPQ* 1892GMGPQ*

Co = 2GQ?, Oy = < =% _ , 80
21 Q 22 5A4 23 5A2 24 10A4 ( )
1082G M?GQ? 92G M3 32GM (2GM + K
Oy — WB2GMTGQE (- 9GMT | S2GM ) @y
TA% 2A4 A2yt
3(42GM + K) GQ?
028 = ( AQ ) Q 5 (82)

onde K é uma constante de integracao.
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