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�Vows are spoken

To be broken

Feelings are intense

Words are trivial

Pleasures remain

So does the pain

Words are meaningless

And forgettable�

-Depehe Mode, �Enjoy the Silene�
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Abstrat

In this thesis, we present a method to ompute the quantum �delity in �eld theory. We

introdue a replia trik to handle the square roots of operators and apply the method

to ompute the �delity for free �eld theories with di�erent masses. We also show how to

apply our method in aproximations of interating theories.





Resumo

Nesta tese, apresentamos um método para alular a �delidade quântia em teoria de

ampos. Apresentamos um método de réplias para lidar om as raízes quadradas de

operadores e apliamos o método para alular a �delidade para a teoria de ampos livres

om massas diferentes. Também mostramos omo apliar nosso método em aproximações

de teorias interagentes.
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Introdução

Quando realizamos uma medida, realizamos uma omparação entre algo que onheemos,

e tomamos omo padrão, e um objeto ujas araterístias queremos identi�ar. Dado

isso, é possível ter uma ideia do quão importante omparações são para omovemos o

mundo.

Quando pensamos na qualidade de transmissão, queremos que a mensagem reebida

seja idêntia à enviada, mas, devido diversos fatores, pode oorrer perda de informação

enviada. Em geral essa perda se deve basiamente a dois efeitos: perda de informação

devido à in�uênia do meio externo, e à falta de reursos para realizar a transmissão

[1℄ . Uma vez que sistemas quântios tem sido ada vez mais utilizados para transmi-

tir informação, é neessário também riar ferramentas para analisar a qualidade dessa

transmissão.

Para estados quântios puros, esta omparação é simples: basta a projeção no espaço

dos estados entre dois sistemas. O mesmo não oorre para estados referentes a misturas

quântias. É preiso de�nir uma nova projeção para poder ompará-las.

A Fidelidade surge omo uma proposta para esta omparação, sendo utilizada para

medir o omportamento de sistemas reais em relação às suas ontrapartes, onsideradas

ideais. Este tipo de medida já vem sendo utilizadas omo medida de qualidade em relação

à perda de informação, dada interação om o ambiente em experimentos quântios [1, 2℄,

teleportação quântia [3,4℄, e riptogra�a [ 5 ℄.

Mas para realizar tais omparações, se faz neessário onheer as matrizes densidades

destes sistemas. Estas matrizes, em geral, são onheidas através de repetidas realiza-

ções de um mesmo experimento. Em alguns asos, é possível esrever a matriz densidade

analitiamente, omo no aso de estados térmios de�nidos por uma hamiltoniana miros-
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ópia.

Cardy e Calabrese, em seus trabalhos [6,7℄ trouxeram o oneito de entropia de ema-

ranhamento para a Teoria Quântia de Campos (TQC), e abriram as portas para físios

teórios se aproximarem da informação quântia, um território até então pouo explo-

rado por eles. Nestes trabalhos, o uso de ferramentas já onheidas pelos �ampistas�,

simpli�am o álulo da entropia quântia em teorias om a simetria onforme [6,7℄.

Posteriormente, Cardy e Calabrese alularam a negatividade [8,9,10℄ de um sistema

utilizando ferramentas de TQC . A negatividade é uma medida de emaranhamento de um

sistema quântio, e é de�nida omoN (ρ) ≡∑ (|λi| − λi) /2, onde λi são os autovalores da

transposta parial de ρ, demonstrando que as ideias apresentadas nos primeiros trabalhos

poderiam ser apliadas além do alulo da entropia de emaranhamento.

Dado isto, não é difíil imaginarmos outras medidas nas quais podemos utilizar ferra-

mentas teórias para simpli�ar a obtenção de seus valores.

Nesta tese apresentamos a �delidade quântia omo ferramenta de omparação entre

dois sistemas desritos por misturas quântias. Após revermos oneitos referentes à

�delidade, apresentaremos nosso método para o álulo da �delidade utilizando o método

da réplia para lidar om as raízes quadradas que surgem na expressão da �delidade

quântia.

Utilizaremos nosso método no álulo da �delidade quântia em sistemas desritos por

teorias de ampos livres, mas que tenham massas diferentes. Posteriormente mostramos

omo este resultado pode ser apliado em teorias interagentes.

1.1 Informação lássia e quântia

O estudo da teoria da informação foi iniiado por Claude Shannon em [11℄, onde ele

formulou os fundamentos do assunto. Neste artigo, Shannon mostra que o prinipal

problema em omuniações é reproduzir om exatidão a mensagem enviada no seu loal

de reebimento, ou que, pelo menos, o mais próximo o possível seja.

A teoria da informação quântia é motivada em boa parte pelo mesmo problema, e

a grande diferença está no fato de que tanto a mensagem em si, quanto seu método de
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reprodução envolvem efeitos quântios [12℄. Embora o primeiro artigo em teoria lássia

da informação tenha sido publiado em 1948, o estudo sistemátio da área omeçou há

pouo mais de vinte anos, quando foram abandonados os esforços de usar métodos lássios

para medir e lassi�ar informação em sistemas quântios.

1.1.1 Teoria de Shannon

Shannon [11℄ apresentou dois teoremas que depois foram generalizados para a teoria quân-

tia da informação. No primeiro teorema, é dada uma fórmula apaz de determinar o

máximo que se pode omprimir um sinal aleatório emitido por uma fonte, para que se

possa reuperar o sinal original om o máximo de �delidade [12℄.

Este teorema a�rma que uma fonte X que emite n possíveis sinais om probabilidades

p1, p2, ..., pn, pode ser reduzida a N = (nH(X) + o(n)) bits e ser restaurada om alta

e�iênia, onde H(X) é a entropia de Shannon e N será o próximo número inteiro de bits

após nH(X) após a a soma om o(n), que garante este ser um valor inteiro. A entropia

é dada por

H(X) = H({pi}) = −
n
∑

i=1

pi log2(pi). (1.1)

O segundo teorema, para situações em que existem limitações físias fundamentais à

transferênia de informação (ruído, largura de banda), estabelee a apaidade do anal

em transmitir informação. O teorema da odi�ação de anal, também hamado teorema

fundamental da teoria da informação, determina que, n usos de anal de transmissão N

que apresenta ruído, podem ser transmitidos nC − o(n) bits om maior e�iênia, onde

C é hamada apaidade do anal e é dada por

C = max
p(X)

I(X ;N(X)) , (1.2)

onde a maximização é feita sobre todas as possíveis distribuições de probabilidade em X

para o envio feito pelo anal, N(X) para o sinal reebido, dado o envio X . A informação

mútua, I(X ; Y ), é de�nida por
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I(X ; Y ) = H(Y )−H(Y |X)

= H(X) +H(Y )−H(X, Y )
, (1.3)

ondeH(X, Y ) é a entropia dada pela distribuição onjunta deX e Y , eH(Y |X) é hamada

entropia ondiional de Y , dado X , e é dada pela expressão

H(Y |X) =
∑

i

pX=Xi
H(Y |X = Xi). (1.4)

A informação mútua é uma medida da quantidade de informação que uma variável

aleatória ontém aera da outra. Por exemplo, no aso de duas variáveis aleatórias

independentes X e Y , de probabilidades p(x) e p(y), p(x, y) = p(x) · p(y), a informação

mútua resultaria em 0 omo seria esperado.

1.1.2 Entropia de von Neumann

Sendo argumentos termodinâmios, envolvendo o aumento da entropia assoiada ao traba-

lho realizado por um sistema, von Neumann foi apaz de deduzir o equivalente à entropia

de informação para um sistema quântio, a entropia de von Neumann [12℄. Dado um

sistema quântio desrito pela matriz densidade ρ, sua entropia é dada por

S(ρ) = −Tr[ρ log2 ρ]. (1.5)

Lembrando que ρ é uma operador positivo de�nido, mostra-se que −Tr[ρ log2 ρ] é

uma grandeza bem de�nida. As demais propriedades para matrizes densidade e misturas

quântias serão apresentadas posteriormente neste trabalho. No aso de ρ ser desrita

em sua base de autovetores, om autovalores λi, ela é diagonal, assim omo a matriz

(−ρ log2 ρ) om autovalores (−λi log2 λi) , de forma que para este aso,

S(ρ) = H({λi}), (1.6)

dado que Tr(ρ) = 1.
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1.2 Deoerênia

Na meânia quântia, a deoerênia quântia é a perda da oerênia ou do ordenamento

das fases entre omponentes de um sistema em uma superposição quântia. Esta perda

não evita que diferentes elementos na superposição quântia da função de onda onjunta

ambiente e sistema inter�ram entre si. E este efeito é uma das origem do olapso da

função de onda.

A deoerênia[13℄, traz diversas impliações na implementação da informação quântia

em omputadores quântios reais. A prinipal, é que sistemas quântios reais nuna estão

ompletamente isolados do meio externo, mas sim imersos e interagindo ontinuamente

om o meio. Esta área estuda, a partir do formalismo padrão da meânia quântia, a

formação de orrelações entre o sistema quântio e meio externo, e muitas vezes, o efeito

supressor que a interação om o meio traz sobre o sistema quântio.

Sistemas podem perder informação para o meio através das mais diversas interações.

Este tipo de estudo foi iniiado por Zurek em um artigo publiado em 1991 [14℄ no qual ele

relaiona perda de informação nas medidas ausada por interações om o meio externo.

Em [15℄, Zurek mostra que, ao ontrário de sistemas lássios, em sistemas quântios as

interações externas não podem ser desonsideradas ao se realizar uma medida.

Em sistemas quântios isolados, a evolução é dada por operadores unitários, ou seja,

estados puros permaneem puros. Mas ao interagir om o meio externo, a pureza do

sistema, em geral, é perdida ao longo da sua evolução temporal. Esta in�uênia do

meio pode se dar na forma de aoplamento om seus graus de liberdade ou devido a

hamiltoniana de interação do sistema quântio om o ambiente.
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Fidelidade Quântia

2.1 Introdução

Sistemas puros na meânia quântia são aqueles que podem ser representados através de

raio pertenente a um espaço de Hilbert, estando ontida toda informação no elemento

que hamamos estado do sistema. O primeiro postulado da meânia quântia dita que

toda informação de um sistema quântio está de�nida, em um tempo espei�o t0, por

um raio |ψ(t0)〉 pertenente ao espaço dos estados.

Assim omo vetores de um mesmo espaço vetorial, a omparação entre dois sistemas

puros pode ser realizada através do produto esalar entre os estados orrespondentes a

ada um deles. Sejam |φ〉 e |ψ〉 dois estados pertenentes a um mesmo espaço de Hilbert.

Podemos, por exemplo, ompará-los por meio de

〈φ|ψ〉 =
∫

dA〈φ|A〉〈A|ψ〉 =
∫

dAφ(A)ψ(A) , (2.1)

onde |A〉 são estados onheidos do sistema, tais omo posição ou momento linear, e φ(A)

e ψ(A), as projeções dos sistemas nesses estados.

2.2 Misturas quântias

Diferente de estados puros, que podem ser desritos na forma |Ψ〉 =∑αi|ψi〉
i

, onde |ψi〉

formam uma base de estados de propriedades onheidas, misturas quântias representam

ensembles estatístios para o sistema e são desritas utilizando matrizes densidades, usu-

almente representadas por ρ [17℄[18℄. Estes estados mistos podem ser esritos omo uma

soma ponderada de matrizes densidades orrespondentes a estados puros
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ρ =
∑

i

pi ρ
(puro)
i =

∑

i

pi |ψi〉〈ψi| , (2.2)

om

∑

i

pi = 1, isto representa que o sistema tem probabilidade pi de ser enontrado no

estado |ψi〉.

Dado um observável qualquer A do sistema, seu valor esperado dentro do ensemble é

dado pela soma ponderada por pi dos valores esperados de A em ada um dos estados

puros |ψi〉. Sendo assim,

〈A〉ρ =
∑

i

pi〈ψi|A |ψi〉 = Tr[ ρA ] . (2.3)

A matriz densidade apresenta as seguintes propriedades:

1. Tr[ ρ ] = 1;

2. Tr[ ρ2 ] 6 1, sendo igual a 1 se, e somente se, ρ = ρpuro = |ψ〉〈ψ|;

3. 〈A〉ρ = Tr[ ρA ];

4. ρ é um operador hermitiano;

5. seus autovalores são não-negativos e representam a probabilidade de enontrar o

sistema em um dado estado;

6. satisfaz a equação de von Neumann, i~ ∂
∂t
ρ = [H, ρ], onde H é o hamiltoniano que

desreve o sistema;

7. no aso de sistemas ompostos, pertenentes ao espaço HA � HB , o estado pode

ser esrito através do estado ρAB = ρA � ρB, onde ρA e ρB representam ada um

dos subsistemas e são dados pelos traços pariais do sistema

ρA = TrB[ ρAB ] , ρB = TrA[ ρAB ] . (2.4)

Existe uma maneira pela qual estados mistos podem ser representados através de estados

puros, a hamada Puri�ação de Shmidt [19℄. Suponhamos que o estado ρA representa

o estado de um sistema quântio. Para este sistema há uma representação diagonal
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ρA =
∑

i

pi|ψi〉〈ψi| , (2.5)

onde os estados {|ψi〉} formam uma base ortonormal para o espaço HA. Podemos in-

troduzir um segundo sistema desrito pelo espaço HB, que será uma ópia do espaço de

Hilbert HA , om uma base ortonormal {|φi〉} . Podemos de�nir um estado puro para o

sistema omposto HA ⊗HB, da seguinte maneira

|ψφ〉 ≡
∑

i

√
pi |ψi〉 ⊗ |φi〉 . (2.6)

Dessa forma ao tomarmos o traço parial no espaço HB neste estado |ψφ〉 reuperamos

a matriz densidade ρA . O sistema B, que não possui interpretação físia, pode ser

hamado de um sistema de referênia, sendo apenas uma ferramenta matemátia para a

puri�ação.

Podemos demonstrar failmente a validade desta representação,

TrB [ρAB] = TrB [ |ψφ〉〈ψφ| ]

=
∑

ij

√
pipj |ψi〉〈ψj| Tr [|φi〉〈φj|]

=
∑

ij

√
pipj |ψi〉〈ψj | δij

=
∑

i

pi|ψi〉〈ψi|

= ρA,

(2.7)

de forma que o traço parial no espaço HB nos fornee novamente a matriz densidade

original ρA.

Um aso importante é o de estados assintótios [6℄[7℄, ou seja t→ ∞, onde já oorreu

a termalização do sistema, de modo que este se enontrará em equilíbrio térmio a tempe-

ratura T om um possível reservatório e a matriz densidade parial do sistema, exluindo

o reservatório, deve ser próxima a

ρ→ e−βĤS

Z
, (2.8)

onde, β = 1/kBT , Z ≡ Tr[e−βĤs] a função partição, e Ĥs é a hamiltoniana do sistema
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quântio.

2.3 Matriz densidade em teoria de ampos

Para desrever a matriz densidade utilizando a teoria quântia de ampos para sistemas

bos�nios que interajam om um reservatório térmio [6℄[7℄, omeçamos disretizando

o espaço, riando assim, uma oleção de sítios, rotulados pela variável disreta ~x, que

determina a posição espaial do sítio. Podemos tratar, assim, problemas om domínios

de espaços �nitos, semi-in�nitos ou in�nitos. Mantemos o tempo omo ontínuo.

Denotamos omo

{

φ̂~x

}

um onjunto de observáveis loais e omutantes entre si, om

autovalores {φ~x} e autoestados {|φ~x〉}, araterizados pela posição na rede ~x. Os estados

produtos |∏
~x

{φ~x}〉 ≡ ⊗~x|φ~x〉 formam uma base para o sistema om dinâmia desrita pela

hamiltoniana Ĥ .

Por exemplo, poderíamos onsiderar o ampo fundamental de uma teoria bos�nia

na rede ou, no aso fermi�nio, podemos tratar de uma das omponentes do spin em

partiular. Então o estado assintótio deste sistema poderá ser desrito omo

ρ→ e−βĤS

Z
, (2.9)

ujos elementos são dados na base {|∏
~x

{φ~x}〉} por

ρ

[

∏

~x

{φ~x},
∏

~x′

{φ~x′}
]

= 〈
∏

~x

{φ~x}|ρ|
∏

~x′

{φ~x′}〉 =
1

Z(β)
〈
∏

~x

{φ~x}e−βH|
∏

~x′

{φ~x′}〉 (2.10)

que pode ser esrita através de uma integral funional om ondições de on�gurações

iniial e �nal |∏
~x′

{φ~x′}〉e |
∏

~x

{φ~x}〉 respetivamente. Temos

ρ

[

∏

~x

{φ~x},
∏

~x′
{φ~x′}

]

= 1
Z(β)

∫

[Dφ]δ

{

φ(y, 0)−∏
~x′
{φ~x′}

}

×

×δ
{

φ(y, τ)−∏
~x

{φ~x}
}

e−SE [φ],
(2.11)

onde SE = SE [
∏

~x

{φ~x}, ∂µ
∏

~x

{φ~x}] =
∫ β

0

L dτ é a ação do sistema e L sua lagrangiana. O
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Figura 2.1: Função Partição

onjunto de deltas india a neessidade de realizar a omparação sítio a sítio da on�gu-

ração do sistema. A função de partição Z[β], responsável pela normalização que assegura

que Tr[ρ] = 1, é enontrada ao esolhermos

∏

~x′
{φ~x′} =

∏

~x

{φ~x} e, também pode ser repre-

sentada de maneira análoga

Z[β] ≡ Trs[e
−βĤs ]

=
∫

[Dφ]δ

{

φ(y, 0)−∏
~x

{φ~x}
}

×

×δ
{

φ(y, τ)−∏
~x

{φ~x}
}

e−SE [φ].

(2.12)

No aso da integral funional, isto tem o efeito de formar um ilindro de irunferênia

β, juntando as extremidades τ = 0 e τ = β no espaço dos estados. A �gura (4.1) ilustra

esta ideia.

2.4 Fidelidade e misturas quântias

É difíil realizar uma omparação entre sistemas que se enontram em misturas quântias,

desritas por matrizes densidade do tipo ρ =
∑

ψ

pψ|ψ〉〈ψ|. A �delidade é apresentada omo

uma generalização da projeção entre estados puros |ψ〉, para o aso de estados mistos ρ

[1℄[20℄. É uma medida omparativa entre dois estados que relaiona quão próximos eles

estão no espaço dos estados quântios. Mas embora meça a proximidade entre estados,

não pode ser tomada omo métria deste espaço, apesar de ser possível riar tais métrias

a partir da �delidade [21℄.

Como medida de deoerênia, ela ompara quanto um sistema real, interagente om

o meio que o era, é semelhante ao sistema quântio que imaginamos ser o ideal. Neste

aso, a �delidade entre dois sistemas quântios representados pelas matrizes densidade
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ρreal e ρideal, F (ρreal, ρideal), mede a perda de informação que o sistema real sofre ao

interagir om o meio externo em relação ao sistema ideal, ompletamente isolado.

2.5 Formulação de Jozsa-Uhlmann

Para formular a expressão de Jozsa-Uhlmann [1℄, onsideremos dois sistemas quântios,

representados pelas matrizes densidades ρ1 e ρ2, orrespondente ao espaço de Hilbert H

de dimensão n.

Sejam |Φ1〉 e |Φ2〉 um par qualquer de representações por meio da puri�ação de

Shmidt para ρ1 e ρ2, orrespondente ao espaço de Hilbert estendido H � H′
. Podemos

representar |Φ1〉 da maneira

|Φ1〉 =
∑

i

√

λi |ei〉 ⊗ |mi〉, (2.13)

onde, λ1, λ2, ..., λn são os autovalores de ρ1 orrespondentes à base ortonormal de auto

vetores { |e1〉, ..., |en〉}, e { |m1〉, ..., |mn〉} é uma base ortonormal arbitrária para H′
. Da

mesma forma para |Φ2〉

|Φ2〉 =
∑

i

√
µi |fi〉 ⊗ |li〉. (2.14)

Podemos supor, sem perda de generalidade, que |Φ1〉 e |Φ2〉 pertenem aH�H. Sendo

assim, podemos relaionar as diversas bases que temos paraH por meio de transformações

unitárias V , U1, e U2

|fi〉 = V |ei〉, |mi〉 = U1 |ei〉, |li〉 = U2 |ei〉, (2.15)

√
ρ1 |ei〉 =

√

λi |ei〉 ,
√
ρ2 |fi〉 =

√
µi |fi〉. (2.16)

Para estados da forma |φ〉 =∑
i

|fi〉� |fi〉, podemos usar a seguinte relação para qualquer

operador A
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(A⊗ I)|φ〉 = (I ⊗ AT )|φ〉. (2.17)

Este resultado pode ser obtido reesrevendo a equação em termos da base|fi〉 � |fj〉

para o espaço H�H. e utilizando o fato de que |φ〉 tem apenas valores não nulos quando

δij difere de zero. Podemos reesrever os estados |Φ1〉 e |Φ2〉 na forma

|Φ1〉 =
∑

i

√

λi |ei〉 ⊗ |mi〉 =
∑

i

√
ρ1 U1 |ei〉 ⊗ |ei〉, (2.18)

|Φ2〉 =
∑

i

√
µi |fi〉 ⊗ |li〉 =

∑

i

√
ρ2 U

T
2 V V

T |ei〉 ⊗ |ei〉. (2.19)

Sendo assim a probabilidade de transição entre |Φ1〉 e |Φ2〉 é dada por

〈Φ1|Φ2〉 =
∑

i

〈ei|UT †
1

√
ρ1
√
ρ2U

T
2 V V

T |ei〉 = Tr
[√

ρ1
√
ρ2U

T
2 V V

TUT †
1

]

. (2.20)

Pode-se mostrar [1℄ que para qualquer operador A sob efeito de transformação unitária

U , feita a maximização, γ = max |Tr[AU ] | = Tr[ |A| ] . A maximação feita sobre a taxa

de transição das representações puri�adas, obtemos

F (ρ1, ρ2) = max |〈Φ1|Φ2〉|2 =
(

Tr
[

(
√
ρ1 ρ2

√
ρ1)

1
2

])2

. (2.21)

Esta expressão pode ser failmente alulada para matrizes diagonais, mas há di�ul-

dade para seu álulo em vários asos mais omplexos, tais omo matrizes densidade não

diagonais, in�nitas, ou mesmo quando obtidas através da teoria quântia de ampos.

2.6 Exemplo

Uma primeira apliação possível para este resultado é na omparação entre dois sistemas

que apresentam omportamentos diferentes. Um desses sistemas desrito exlusivamente

pelo estado |ψ〉, e outro que durante o experimento pode apresentar os estados |ψ〉 , om

probabilidade igual a

1
2
, e |φ〉, om probabilidade também igual a

1
2
, oms 〈φ|ψ〉 = 0 .
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Podemos esrever as matrizes densidade de ada sistema, real ρR e ideal ρI , da forma

ρI = |ψ〉〈ψ| (2.22)

ρR =
1

2
|ψ〉〈ψ|+ 1

2
|φ〉〈φ| (2.23)

A �delidade, nos dá que a proximidade entre estes estados é dada por

F (ρI , ρR) =
(

Tr
[

(
√
ρI ρR

√
ρI)

1
2

])2

. (2.24)

Como o estado iniial é puro, e sua matriz densidade também é o projetor no estado

|ψ〉, é válida a propriedade

P|ψ〉 = |ψ〉〈ψ| = (P|ψ〉)
2 , (2.25)

e portanto podemos failmente alular

√
ρI , uma vez que,

√
ρI =

√

P|ψ〉 =
√

(P|ψ〉)2 = P|ψ〉 = ρI . (2.26)

Logo, a �delidade pode ser esrita na forma

F (ρI , ρR) =
(

Tr
[

(|ψ〉〈ψ|ρR|ψ〉〈ψ|)
1
2

])2

, (2.27)

que pode ser reduzida à

F (ρI , ρR) = Tr[ρIρR]

= 〈ψ|ρR|ψ〉
(2.28)

Substituindo nossa de�nição para ρR na expressão aima, obtemos

F (ρI , ρR) =
1

2
, (2.29)

o que orresponde à ideia do sistema ter 50% de probabilidade de se enontrar no estado

onsiderado ideal.
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2.7 Propriedades da �delidade de Jozsa-Uhlmann

A expressão de Jozsa-Uhlmann para �delidade, dada pela equação [2.24℄, apresenta 6

propriedades prinipais [1℄:

1. 0 6 F (ρ1, ρ2) 6 1, onde F (ρ1, ρ2) = 1 se, e somente se ρ1 = ρ2.

2. simetria de troa: F (ρ1, ρ2) = F (ρ2, ρ1) .

3. aso um dos sistemas seja puro, por exemplo, ρ1 = |ǫ〉〈ǫ|, temos: F (ρ1, ρ2) =

〈ǫ|ρ2|ǫ〉 = Tr[ ρ1ρ2 ].

4. onvexidade: uma vez que ρ1, ρ2 > 0, e p1 + p2 = 1, temos F (ρ, p1ρ1 + p2ρ2) >

p1 F (ρ, ρ1) + p2 F (ρ, ρ2).

5. F (ρ1, ρ2) > Tr[ ρ1ρ2 ].

6. multipliidade: F (ρ1 ⊗ ρ3, ρ2 ⊗ ρ4) = F (ρ1, ρ2)F (ρ3, ρ4).

A primeira e segunda propriedades deorrem diretamente da de�nição dada anteriormente

para �delidade dos sistemas puri�ados, F (ρ1, ρ2) = max |〈Φ1|Φ2〉|2. A tereira pode ser

deduzida lembrando que para um sistema desrito por um únio estado ρ1 = |ǫ〉〈ǫ|, temos

ρ1 = ρ21 =
√
ρ1 e substituindo em F (ρ1, ρ2) =

(

Tr
[

(√
ρ1 ρ2

√
ρ1
)

1
2

])2

.

Para provar a quarta propriedade, onsideremos |ǫ1〉 e |µ1〉 puri�ações para ρ e ρ1

respetivamente que pertenem ao espaço H � H′
e |ǫ2〉 e |µ2〉 puri�ações para ρ e ρ2

que pertenem ao espaço H � H′′
, esolhidas de forma que H′⊥H′′

e

F (ρ, ρ1) = |〈ǫ1|µ1〉|2, F (ρ, ρ2) = |〈ǫ2|µ2〉|2, (2.30)

de forma que para o espaço de Hilbert H � (H′ ⊕ H′′), o estado |ǫ〉 = λ1|ǫ1〉 + λ2|ǫ2〉 é

uma puri�ação possível para ρ dado que λ1 e λ2 satisfaçam |λ1|2 + |λ2|2 = 1. E o estado

|µ〉 = η1|µ1〉 + η2|µ2〉 é a puri�ação para o estado p1ρ1 + p2ρ2, desde que |η1|2 = p1 e

|η2|2 = p2. Sendo assim para um par λ1 e λ2 arbitrário temos

F (ρ, p1ρ1 + p2ρ2) > |〈ǫ|µ〉|2 = |λ̄1µ1〈ǫ1|µ1〉+ λ̄2µ2〈ǫ2|µ2〉|2. (2.31)
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Tomando o valor máximo através da variação dos parâmetros λ

F (ρ, p1ρ1 + p2ρ2) > |µ1〈ǫ1|µ1〉|2 + |µ2〈ǫ2|µ2〉|2. (2.32)

Substituindo os valores onheidos, obtemos F (ρ, p1ρ1 + p2ρ2) > p1 F (ρ, ρ1) +

p2 F (ρ, ρ2). A quinta propriedade deorre diretamente da tereira e quarta propriedades,

se �zermos a expansão de ρ2 omo uma soma ponderada de auto estados.

A demonstração da sexta propriedade deorre do fato de que, para quaisquer opera-

dores A e B, temos Tr[A⊗ B] = Tr[A] · Tr[B] e
√

(A⊗B) =
√
A⊗

√
B.

São estas propriedades que de�nem a �delidade, sendo as quatro primeiras neessárias

para que a onsideremos omo uma projeção entre estados, e as duas �nais deorrentes

apenas da expressão obtida por Jozsa-Uhlmann.

2.8 Exemplo: Deaimento exponenial

Considere um sistema de 2 níveis, |ψ〉 e |φ〉, onde a energia do estado |ψ〉 é superior

à orrespondente a |φ〉. Neste experimento preparamos os estados de forma que sejam

igualmente prováveis. Neste aso podemos esrever a matriz densidade ideal omo

ρI =
1

2
|ψ〉〈ψ|+ 1

2
|φ〉〈φ| =







1
2

0

0 1
2






. (2.33)

Mas devido a alguma interação om o meio externo, oorre um deaimento do estado

|ψ〉 ao estado |φ〉 om onstante de deaimento α. Uma maneira de representar este

sistema através da matriz densidade seria

ρR(t) =

(

1

2
e−αt

)

|ψ〉〈ψ|+
(

1− 1

2
e−αt

)

|φ〉〈φ| =







(

1− 1
2
e−αt

)

0

0
(

1
2
e−αt

)






. (2.34)

Podemos fazer uma medida da qualidade do experimento através da �delidade, imagi-

nando esta medida omo um desvio do sistema ideal. Para tal, podemos esrever a

�delidade omo
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F (ρI , ρR) =
(

Tr
[

(
√
ρI ρR

√
ρI)

1
2

])2

. (2.35)

É fáil perebemos que para tempos próximos aos iniiais o sistema se manterá próximo

ao ideal e portanto, sua �delidade se manterá próxima a 1. Mas se tivermos t → ∞ , o

aso será semelhante ao apresentado na seção 2.6, então esperamos que a �delidade atinja

o valor

1
2
.

Para simpli�ar nosso álulo, reesrevemos a matriz ρI na forma

ρI =







1
2

0

0 1
2






=

1

2
I2×2 , (2.36)

O que nos ajudará, dado o fato de que sendo I2×2 a matriz densidade 2× 2 ,

√
I2×2 =

I2×2 . Utilizando a propriedade do traço Tr[kM ] = k Tr[M ], sendo k um esalar, obtemos

F (ρI , ρR) =
1

2
(Tr [

√
ρR ])2 . (2.37)

Por ser diagonal, a matriz ρR tem sua raiz quadrada failmente obtida, logo

√

ρR(t) =







√

1− 1
2
e−αt 0

0
√

1
2
e−αt






, (2.38)

substituindo esta expressão no álulo da �delidade e obtemos

F (ρI , ρR) = 1
2

(√

1− 1
2
e−αt +

√

1
2
e−αt

)2

= 1
2

[

1 +
√

e−αt (2− e−αt)
]

,

(2.39)

uma expressão que reproduz os resultados esperados e mostra um omportamento do tipo

deaimento para a �delidade também. A �gura (2.2) ilustra o omportamento deste aso

para α = 1[t]−1
.
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Figura 2.2: Fidelidade em um aso simples de deaimento exponenial.

2.9 Outras medidas de deoerênia

Quando falamos em medir a deoerênia, estamos falando em medir toda a in�uênia do

meio externo que possa ser tratada omo �ruído� em medidas feitas no sistema, e não

apenas perda de fase do estado quântio.

Dado o fato de que todo omportamento de um sistema poder ser desrito por meio

de uma matriz densidade ou um onjunto das mesmas, é possível de�nir medidas de

omparação entre sistemas isolados e sistemas que sofram algum tipo de in�uênia do

meio externo.

Sendo assim, podemos de�nir duas ategorias de medida para deoerênia: desvio do

sistema de um sistema puro; ou o desvio do sistema de um sistema desrito por um únio

estado ou desritos por um únio estado em partiular. Para ambos asos, omparações

om estados dependentes ou não do tempo.

E é através destas omparações que é possível de�nir ritérios de tolerânia para a

ação do meio externo no sistema, assim podemos de�nir um máximo de efeito que o meio
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externo pode exerer sem afetar demais o sistema quântio.

Entropia Quântia

A entropia quântia [22℄[23℄[6℄, onheida omo entropia de von Neumann, de expressão

SvN(t) = −Tr[ρ(t) ln(ρ(t))], (2.40)

assim omo sua equivalente lássia, fornee uma medida do mínimo de reursos (qubits)

neessários para a transmissão de uma informação aleatória, além de ser uma forma de

medir a orrelação quântia de uma parte do sistema. Ou de maneira similar poderíamos

utilizar sua expressão em primeira ordem

s(1)(t) = 1− Tr[ρ2(t)] (2.41)

Ambas forneem uma maneira de medir efeitos do meio externo sobre o sistema quân-

tio em onsideração. Apesar de não ser um álulo omparativo entre estados, forneem

o desvio de um estado puro que imaginamos ser o ideal. Para estados puros é fáil provar

que

SvNpuro(t) = s(1)puro(t) = 0. (2.42)

Qualquer valor diferente já demonstra um efeito do meio sobre o sistema. Esta abor-

dagem é útil em situações onde sabemos que o sistema pouo se modi�a de um estado

puro sob efeito de sua dinâmia ou ação do meio externo.

Consideremos um sistema de 2 estados que deveria se manter em seu estado exi-

tado, mas que, devido à ação do meio externo, deaia ao estado fundamental, de forma

semelhante ao apresentado na seção (2.6). Na �gura (2.9), vemos o grá�o da entropia

quântia e entropia de primeira ordem para este sistema, quando α = 1 [1/t]:

Norma-1

Dado dois sistemas quântios, ρ e σ, podemos de�nir a distânia entre seus traços, também

hamada norma-1 [22℄[24℄, omo
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Figura 2.3: Exemplo do uso da entropia para determinar deoerênia.

D(ρ, σ) ≡ 1

2
||ρ− σ||1 , (2.43)

onde

||M ||1 ≡ Tr[ |M | ] = Tr
[√

M †M
]

é a norma do traço de um operador de traço nulo M . E A =
√
B é qualquer matriz

positiva que apresente a propriedade A · A = B. A norma-1 tem valores que variam

no intervalo [0, 1], onde D = 0 aontee para estados idêntios, e D = 1 para sistemas

ortogonais no espaço dos estados.

A norma-1 determina, na verdade, a hane de erro em difereniar sistemas ρ e σ no

espaço de estados através de medidas. Então, no aso de uma medida de deoerênia,

podemos interpretar omo a hane de um sistema real ser diferete do sistema que julgamos

ser ideal.

Normas de Shatten

Há ainda uma outra grandeza assoiada a normas mais gerais, hamadas normas de

Shatten [22℄[25℄, que relaiona sistemas om seus estados sem orrelações quântias mais

próximos. Para um número p inteiro, a norma-p para este sistema é dada por
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Dp = min
Ω0

||ρ− ρc||p , (2.44)

onde a minimização feita é sobre todos os estados quântios sem orrelações quântias, e

||M ||p ≡
(

Tr
[

(M †M)
p

2

]) 1
p

(2.45)

é a norma-p de Shatten. Dentre às famílias de possíveis normas, se destaam a norma-1

que oorre para p = 1, apresentada omo possível medida para deoerênia, e p = 2,

onheida omo norma de Hilbert-Shmit ou norma-2, que mede a disórdia geométria

[25℄.

Um exemplo: onsideremos dois sistemas puros, desritos pelos estados |u〉 e |v〉 per-

tenentes ao espaço H , e alulemos a família de normas entre estes dois sistemas:

Dp(ρu, ρv) = ||A||p ≡
(

Tr
[

(A†A)
p

2

])
1
p

, (2.46)

onde A ≡ |u〉〈u| − |v〉〈v|. Claramente, A é um operador hermitiano, de traço nulo

e de autovalores ±
√

1− |〈u|v〉|2 e 0, om multipliidade (dim(H)− 2). Usando estas

informações podemos alular Dp:

Dp(ρu, ρv) = |||u〉〈u| − |v〉〈v|||p
=
(

2 (1− |〈u|v〉|2) p

2

)
1
p

= 2
1
p (1− |〈u|v〉|2) 1

2 .

(2.47)

Mostrando que este álulo é bastante simples entre estados puros.

Dentre as medidas apresentadas, esolhemos trabalhar om a �delidade, por apresentar

uma interpretação mais direta, sendo esta, uma generalização de projeção ou taxa de

transição entre os estados. Apesar da expressão ser difíil de ser alulada para matrizes

densidade om muitos ou in�nitos graus de liberdade. Para estados térmios, ontudo,

podemos demonstrar através do nosso trabalho ser possível realizar este álulo por meio

de ténias de teoria de ampos.
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Fidelidade em Teoria de ampos

3.1 Fidelidade em TQC

Até aqui, apresentamos a �delidade omo medida de omparação entre dois sistemas

desritos por matrizes densidade. Agora mostraremos que, apesar de terem in�nitos graus

de liberdade, podemos medir a �delidade entre dois sistemas bos�nios, que já atingiram a

termalização om seu meio externo. Esta medida terá o efeito de uma projeção no espaço

dos estados quântios, medindo, dada a evolução total do sistema, o quão os dois sistemas

são pareidos.

Iremos nos aprofundar no aso de ampos bos�nios em 2 dimensões, omo por exem-

plo, na omparação de um sistema real, representado por [6℄[7℄

ρR(β) →
e−βĤR

ZR
, (3.1)

onde ĤR é a hamiltoniana que melhor modela o sistema, inluindo todas as possíveis

interações, internas ou externas, om um sistema ideal

ρI(β) →
e−βĤI

ZI
, (3.2)

que apresenta evolução representada pela hamiltoniana ĤI onsiderada ideal ou desejada.

A omparação entre os dois sistemas, através da �delidade, é dada por

F (ρI , ρR) =
(

Tr
[

(
√
ρI ρR

√
ρI)

1
2

])2

. (3.3)



24 3. Fidelidade em Teoria de ampos

3.2 Extensão analítia: Método da réplia

Como enfatizado anteriormente, fora os asos em que temos matrizes densidades diagonais

ou de estados puros, o álulo de raízes de operadores é uma tarefa bastante ompliada,

espeialmente para misturas quântias desritas pela TQC, onde tais operadores, são em

geral de dimensão in�nita e não diagonais.

Calularemos estas raízes através de uma abordagem inspirada no método das réplias.

Este método, bastante utilizado na físia estatístia para o álulo da energia livre de um

sistema, vem da apliação da representação

Lim
n→0

Zn − 1

n
= ln Z , (3.4)

onde iniialmente onsideraremos n um número inteiro. É muito mais simples alular

uma potênia inteira de uma matriz do que um logaritmo, realizando agora o álulo para

n ópias do sistema original, e no �nal, tomamos o limite para n → 0 onde supomos a

validade da extensão analítia da expressão (3.4).

Podemos ilustrar este tipo de método por meio de um exemplo simples: estamos

interessados em desobrir a função y(x) que satisfaça a equação diferenial

dy

dx
= x

1
2 , (3.5)

reesrevendo a equação na forma

dy

dx
= Lim

n→ 1
2

xn , (3.6)

e integrando ambos os lados da equação em relação a x, obtemos

y(x) = Lim
n→ 1

2

xn+1

n+ 1
+ cte . (3.7)

Tomando por �m o limite, obtemos o resultado y(x) = 2
3
x3/2 + cte, que satisfaz às

ondições do problema.

Uma ideia semelhante foi apliada por Calaberese e Cardy em [6℄[7℄, onde obtêm a

entropia de emaranhamento através do limite :
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S = −Tr [ρ ln ρ]

= Lim
n→1

S(n)

S(n) = 1
1−n ln Tr [ρn] ,

(3.8)

onde S(n)
também é onheida omo entropia de Rényi.

Um último exemplo simples, em que podemos apliar este tipo de ideia, é enontrar a

raiz quadrada de uma matriz de rotação em 2 dimensões. Podemos esrever uma rotação

em duas dimensões em função do angulo θ omo

M =







cos θ sin θ

− sin θ cos θ






, (3.9)

A matriz

√
M pode ser obtida através de

√
M = Lim

n→ 1
2

Mn = Lim
n→ 1

2







cos(nθ) sin(nθ)

− sin(nθ) cos(nθ)






=







cos
(

θ
2

)

sin
(

θ
2

)

− sin
(

θ
2

)

cos
(

θ
2

)






(3.10)

De forma que para realizar o álulo desta �delidade, de�nimos uma �delidade gene-

ralizada Fn(ρI , ρR), de maneira análoga para simpli�ar o álulo das raízes de matrizes

na expressão original. De�niremos esta função na forma:

Fn(ρI , ρR) ≡ (Tr [ ((ρI)
n ρR (ρI)

n)n ]) = (Tr [ ρnI ρR ρ
n
I ρ

n
I ρR . . . ρ

n
I ]) , (3.11)

utilizando a propriedade ília do traço:

Fn(ρI , ρR) =
(

Tr
[ (

(ρI)
2nρR

)n ])
(3.12)

de forma que:

F (ρI , ρR) = Lim
n→ 1

2

(Fn(ρI , ρR))
2. (3.13)
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3.3 Método das réplias

Partimos da de�nição que esolhemos para �delidade generalizada,

Fn(ρI , ρR) =
(

Tr
[ (

(ρI)
2nρR

)n ])
, (3.14)

reesrevemos o traço omo Tr[ Â ] =
∫

[Dφ]〈φ|Â|φ〉,

Fn(ρI , ρR) =

∫

[Dφ0]〈φ0|
(

(ρI)
2nρR

)n |φ0〉, (3.15)

e inserimos resoluções da identidade, do tipo I =
∫

[Dψi] |ψi〉〈ψi|, de forma apropriada

Fn(ρI , ρR) =
∫

[Dφ0][Dψ1]...[Dψ(2n+1)n]〈φ0|ρR|ψ1〉〈ψ1|ρI |ψ2〉

×〈ψ2|ρI |ψ3〉 . . . 〈ψ(2n+1)n|ρI |φ0〉.
(3.16)

Identi�amos os elementos 〈ψi|ρj|ψk〉, omo

〈ψi|ρj |ψk〉 =
1

Zj(β)

∫

[Dφl]δ {φl(y, 0)− ψk}} δ {φl(y, β)− ψi} e−Sj [φl], (3.17)

onde Sj[φl] é a ação desrita pela evolução do ampo φl om lagrangiana Hj. De forma

que a expressão (3.16) possa ser expressa omo

Fn(ρI , ρR) =
1

(ZR(β))n(ZI(β))2n
2

∫

[Dφ0][Dψ1]...[Dψ(2n+1)n][Dφ1]...[Dφ(2n+1)n]×

×δ {φ1(y, 0)− ψ1}} δ {φ1(y, β)− φ0} e−SI [φ1]×

× δ {φ2(y, 0)− ψ2}} δ {φ2(y, β)− ψ1} e−SI [φ2] × · · ·×

× δ
{

φ(2n+1)(y, 0)− ψ(2n+1)}
}

δ
{

φ(2n+1)(y, β)− ψ2n

}

×

e−SR[φ(2n+1)] × · · · × δ
{

φ(2n+1)n(y, 0)− φ0}
}

×

δ
{

φ(2n+1)n(y, β)− ψ(2n+1)n

}

e−SR[φ(2n+1)n] .

(3.18)

Podemos simpli�ar esta equação usando o fato de que

∫

[Dψi]δ {φl(y, 0)− ψi}} δ {φk(y, β)− ψi} = δ {φk(y, β)− φl(y, 0)} , (3.19)

de forma que hegamos à expressão �nal para a �delidade generalizada
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Figura 3.4: Evolução dos ampos, aqui mostramos as ondições iniiais e �nais dos (2n+
1)n ampos

Fn(ρI , ρR) =
1

(ZR(β))n(ZI (β))2n
2

∫

[Dφ1]...[Dφ(2n+1)n]×

×δ
{

φ1(y, β)− φ(2n+1)n(y, 0)
}

e−SI [φ1]×

×δ {φ2(y, β)− φ1(y, 0)1} e−SI [φ2]×

× · · · × δ
{

φ(2n+1)(y, 0)− ψ(2n)(y, β)}
}

e−SR[φ(2n+1)]×

× · · · × δ
{

φ(2n+1)n−1(y, 0)− φ(2n+1)n(y, τ)}
}

e−SR[φ(2n+1)n] .

(3.20)

Podemos observar uma semelhança om o álulo da função partição, os ampos

φ1, . . . , φ(2n+1)n evoluem de forma a onetar suas ondições iniiais e �nais. A �delidade

generalizada será obtida ao somarmos as ontribuições das possíveis evoluções destes am-

pos. Este tipo de evolução pode ser representada pela �gura (3.3). As diferentes ores

indiam qual o regime de evolução ada ampo obedee, azul laro para o sistema ideal e

azul esuro para o real.

3.4 Campo equivalente

Observando a expressão obtida na seção anterior, vemos que o problema se assemelha ao

problema de um ampo ontínuo, mas que possui hamiltoniana que desreve sua evolução

dependente do parâmetro τ . Tal omo na meânia quântia, uma partíula enontra em

regiões diferentes do espaço poteniais diferentes e altera sua dinâmia, mas não deixando
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de ter uma função de onda ontínua. Apliaremos o mesmo tipo de ideias e desreveremos

o problema do ampo bos�nio omo um problema dependente do parâmetro τ .

Aproveitando da semelhança do termo presente na �delidade generalizada

Zn =
∫

[Dφ1]...[Dφ(2n+1)n]×

×δ
{

φ1(y, β)− φ(2n+1)n(y, 0)
}

e−SI [φ1]×

×δ {φ2(y, β)− φ1(y, 0)1} e−SI [φ2]×

× · · · × δ
{

φ(2n+1)n−1(y, 0)− φ(2n+1)n(y, β)}
}

e−SR[φ(2n+1)n] .

(3.21)

om a de�nição que usamos para a função partição:

Z =

∫

[Dφ]δ

{

φ(y, 0)−
∏

x

{φx}
}

δ

{

φ(y, β)−
∏

x

{φx}
}

e−SE [φ], (3.22)

faremos uso de um ampo equivalente, que onterá toda informação original do nosso

problema. Para tal, preisamos lembrar que sob uma translação temporal, temos as

seguintes ondições:

y → y′ = y

τ → τ ′ = τ − a .
(3.23)

Neste aso, o ampo se omporta da seguinte maneira

φ(y, τ) → φ′(y′, τ ′) = φ(y, τ + a) , (3.24)

e a ação assoiada, de�nida por

S[φ] =

∫ ∫ β

0

dy dτ L[φ(y, τ)], (3.25)

pode ser esrita na forma

S[φ] =

∫ ∫ β+a

a

dy dτ L[φ(y, τ − a)] =

∫ ∫ β+a

a

dy dτ ′ L[φ′(y, τ ′)] . (3.26)

Então, para ada ampo, faremos translações do tipo:
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yi → y′i = yi

τi → τ ′i = τi − [ (2n+ 1)n− i ] β
(3.27)

De forma que os ampos assumem a forma:

φi(yi, τi) → φ′
i(y

′
i, τ

′
i) = φi(yi, τi + [ (2n+ 1)n− i ] β) , (3.28)

e a ação assoiada a ada um:

SX [φi] =

∫ ∫ [ (2n+1)n−i+1] β

[ (2n+1)n−i ]β
dy idτ

′
i LX [φ′

i(yi, τ
′
i)] . (3.29)

Fazendo a substituição na expressão da �delidade generalizada, obtemos

Fn(ρI , ρR) =
1

(ZR(β))n(ZI(β))2n
2

∫

[Dψ1]...[Dψ(2n+1)n][Dφ1]...[Dφ(2n+1)n]×

×δ
{

φ′
1(y, (2n+ 1)nβ)− φ′

(2n+1)n(y, 0)
}

× · · ·×

×δ
{

φ′
(2n+1)n(y, β)− φ′

(2n+1)n−1(y, β)
}

×

×e
−

∫ ∫ β

0

dy idτ ′(2n+1)n
LR[φ′

(2n+1)n
(yi,τ ′(2n+1)n

)]

×

×e
−

∫ ∫ 2β

β

dy idτ ′(2n+1)n−1
LI [φ

′

(2n+1)n−1
(yi,τ ′(2n+1)n−1

)]

×

× · · · × e
−

∫ ∫ (2n+1)nβ

[(2n+1)n−1]β

dy idτ
′

1 LI [φ
′

1(yi,τ
′

1)]

.

(3.30)

Podemos ver uma semelhança do nosso sistema de (2n + 1)n ampos evoluindo no

intervalo de tempo imaginário [0, β] , ada ampos evoluindo de forma independente, om

um únio ampo ontinuo equivalente φ̃(y, τ) que evolui no intervalo [0, (2n+ 1)nβ] om

uma hamiltoniana H̃ dependente do parâmetro τ .

Se esolhermos um ampo ontínuo φ̃(y, τ) da forma
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φ̃(y, τ) =































































φ(2n+1)n(yi, τ) , 0 6 τ < β

φ(2n+1)n−1(yi, τ − β) , β 6 τ < 2β

φ(2n+1)n−2(yi, τ − 2β) , 2β 6 τ < 3β

· · · · · ·

φ1(yi, τ − (2n+ 1)nβ) , [(2n+ 1)n− 1]β 6 τ < (2n+ 1)nβ

(3.31)

que evolua om a lagrangiana assoiada L̃[φ̃, τ ]

L̃[φ̃, τ ] =































































LR , 0 6 τ < β

LI , β 6 τ < (2n+ 1)β

LR , (2n+ 1)β 6 τ < (2n+ 2)β

· · · · · ·

LI , (2n− 1)nβ 6 τ < (2n+ 1)nβ

(3.32)

Com isto, a expressão da �delidade pode ser esrita se esolhermos este ampo equi-

valente omo

Fn(ρI , ρR) = 1

(ZR(β))n(ZI (β))2n
2

∫

[Dφ̃]δ
{

φ̃(y, (2n+ 1)nβ)− φ̃(y, 0)
}

×

×e
−

∫ ∫ (2n+1)nβ

0

dy dτ L̃[φ̃,τ ]
.

(3.33)

Onde de�nimos a partir desta expressão, uma função partição equivalente Z̃n assoiada

ao ampo equivalente

Z̃n[(2n+ 1)nβ] ≡
∫

[Dφ̃]δ
{

φ̃(y, (2n+ 1)nβ)− φ̃(y, 0)
}

e
−

∫ ∫ (2n+1)nβ

0

dy dτ L̃[φ̃,τ ]
, (3.34)

de forma que podemos expressar a �delidade na forma
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F (ρI , ρR) = Lim
n→ 1

2

(

Z̃n[(2n+ 1)nβ]

(ZR(β))n(ZI(β))2n
2

)2

. (3.35)

Esta expressão ompara a evolução dos dois sistemas durante o tempo imaginário β

, através da relação entre as funções de partição dos ampos originais e de um ampo

equivalente mas om intervalo para o parâmetro τ de tamanho (2n+ 1)nβ.
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Campo bos�nio em 2D

4.1 Introdução

Para ilustramos omo o método pode ser utilizado, onsideremos um sistema bos�nio

ideal em 2D, de tamanho L e periódio, em ontato om um reservatório térmio a tem-

peratura T , assoiado a um ampo esalar que possui uma massa ideal mI e evolui livre-

mente. Este sistema pode ser desrito pela lagrangiana,

LI [φ(x, t)] =
1

2
(∂xφ)

2 +
1

2
(∂tφ)

2 +
1

2
m2
Iφ

2 . (4.1)

Queremos omparar sua evolução om um sistema real, de massa mR, viável experi-

mentalmente. Desrevemos este sistema através da lagrangiana

LR[φ(x, t)] =
1

2
(∂xφ)

2 +
1

2
(∂tφ)

2 +
1

2
m2
Rφ

2 . (4.2)

Os dois sistemas são idêntios, exeto pelos valores de massas mI e mR. E têm seu

omportamento assintótio para um tempo imaginário β ≡ 1
kBT

, sendo kB a onstante

de Boltzmann , desrito pelas matrizes densidade

ρI =
e−βĤI

ZI
, (4.3)

ρR =
e−βĤR

ZR
, (4.4)

de forma que podemos omparar o omportamento assintótio dos dois sistemas por meio

da �delidade,
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F (ρI , ρR) =
(

Tr
[

(
√
ρI ρR

√
ρI)

1
2

])2

, (4.5)

assim obteremos uma relação que dita o quão diferentes os sistemas serão em função de

seu tamanho, temperatura e, prinipalmente, diferença de massas.

4.2 Campo equivalente

Partindo da expressão para �delidade, em termos do ampo equivalente φ̃

F (ρI , ρR) = Lim
n→ 1

2

(

Z̃n[(2n+ 1)nβ]

(ZR(β))n(ZI(β))2n
2

)2

, (4.6)

omo de�nido anteriormente,

Z̃n[(2n+ 1)nβ] =

∫

[Dφ̃]δ
{

φ̃(y, (2n+ 1)nβ)− φ̃(y, 0)
}

e
−

∫ ∫ (2n+1)nβ

0

dy dτ L̃[φ̃,τ ]
, (4.7)

a lagrangiana L̃[φ̃, τ ] será esrita em termos de uma massa m̃(τ, n) dependente do tempo

imaginário τ e do número de réplias n. Assim sendo:

L̃[φ̃, τ ] = 1

2

(

∂xφ̃
)2

+
1

2

(

∂tφ̃
)2

+
1

2
(m̃2(τ, n))̃φ

2
(4.8)

m̃2(τ, n) ≡































































m2
R , 0 6 τ < β

m2
I , β 6 τ < (2n+ 1)β

m2
R , (2n+ 1)β 6 τ < (2n+ 2)β

· · · · · ·

m2
I , [n(2n + 1)− 1]β 6 τ < n(2n + 1)β

(4.9)

Logo, ao tomar o limite da �delidade generalizada:
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F (ρI , ρR) =

(

Z̃ 1
2
[β]

√

ZR(β)ZI(β)

)2

, (4.10)

sendo este resultado ainda dependente da massa m̃(τ, 1
2
).

4.3 Massa equivalente

Vemos que o ampo equivalente tem dinâmia desrita por meio de uma massa depen-

dente do parâmetro τ , tal omo uma massa dependente do tempo. Para alularmos o

omportamento do sistema no aso de �meia replia�, podemos reesrever a expressão da

massa omo:

m2(τ, n) =
n−1
∑

l=0

m̃2(τ − lτ1) , (4.11)

m̃2(τ) =















m2
R , 0 6 τ < β

m2
I , β 6 τ < τ1

(4.12)

onde de�nimos τ1 ≡ (2n+ 1)β .

A �m de obtermos o valor da �delidade, o limite n → 1/2 para o função m̃2(τ, n)

será neessário. Mas uma vez que a dependênia em n vem omo número de termos do

somatório, o álulo deste limite é não trivial. Se faz neessário uma maneira de reesrever

m̃2(τ, n) de forma que a dependênia em n apareça analitiamente.

Por meio da transformada de Fourier e suas propriedades, enontramos uma maneira

de reesrever tal dependênia. Iniialmente reesrevemos m2(τ, n) omo

m2(τ, n) =
1√
2π

∞
∫

−∞

dωM(ω, n) eiωτ , (4.13)

onde:

M(ω, n) = F
[

m2(τ, n)
]

(ω) =
1√
2π

∞
∫

−∞

dτ m2(τ, n) e−iωτ . (4.14)

Utilizando a propriedade geral de transformada de Fourier
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F [f(τ − a)](ω) = e−iωaF [f(τ)](ω) , (4.15)

podemos reesrever M(ω) omo

M(ω, n) =
1√
2π

∞
∫

−∞

dτ

n−1
∑

l=0

m̃2(τ − l(2n+ 1)β) e−iωτ =

n−1
∑

l=0

e−iωlτ1√
2π

∞
∫

−∞

dτ m̃2(τ) e−iωτ ,

(4.16)

onde,

∞
∫

−∞

dτ m̃2(τ) e−iωτ ≡ M̃(ω) =
im2

R

ω
√
2π

(

e−iωβ − 1
)

+
im2

I

ω
√
2π

(

e−iωτ1 − e−iωβ
)

. (4.17)

Se observarmos a expressão paraM(ω) , vemos uma soma de termos de uma progressão

geométria de n termos om primeiro termo M̃(ω)/
√
2π e razão e−iωτ1 . Podemos ontornar

o fato de |e−iωτ1 | = 1 adiionando um valor −ǫ e depois tomarmos o limite de ǫ indo a

0, por simpliidade, não iremos esrever para não arregar as notações. Assim, a soma

destes termos é dada por:

M(ω, n) =
M̃(ω)√

2π

1− e−iωnτ1

1− e−iωτ1
. (4.18)

E para eliminar o denominador, podemos apliar a aproximação por série de Taylor:

1

1− x
= 1 + x+ x2 + x3 + · · · =

∞
∑

j=0

xn . (4.19)

Substituímos na expressão para M(ω, n) :

M(ω, n) =
M̃(ω)√

2π

(

1− e−iωnτ1
)

∞
∑

j=0

e−iωjτ . (4.20)

De forma que �nalmente podemos esrever a expressão para m̃2(τ, n) :
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m̃2(τ, n) = 1√
2π

∫∞
−∞ dω

(

im2
R

ω
√
2π

(

e−iωβ − 1
)

+
im2

I

ω
√
2π

(

e−iωτ1 − e−iωβ
)

)

×

× (1− e−iωnτ1)

(

∞
∑

j=0

e−iωjτ

)

eiωτ ,
(4.21)

Por �m, realizamos a integração e novamente utilizando a propriedade de desloamento

para transformada de Fourier, obtemos a expressão:

m̃2(τ, n) =
m2

R

2

∞
∑

j=0

[−sign (τ − β − jτ1) +

+sign (τ − β − (n+ j)τ1)+

+sign (τ − jτ1)− sign (τ − (n+ j)τ1)]+

+
m2

I

2

∞
∑

j=0

[−sign (τ − (1 + j)τ1) +

+sign (τ − (1 + n + j)τ1) +

+sign (τ − β − jτ1)− sign (τ − β − (n + j)τ1)] .

(4.22)

Esta função é apaz de desrever as expressões para todas as massas om valores de n

inteiros. Tomando o limite n→ 1
2
desta expressão, para o intervalo 0 6 τ 6 β, obtemos

m̃2(τ,
1

2
) =

m2
R

2
+
m2
I

2
≡ m2

1
2
. (4.23)

Observamos que esta expressão respeita a simetria de troa na �delidade, F (ρR, ρI) =

F (ρI , ρR) e reupera o resultado para o aso mR = mI .

Por estarmos trabalhando om uma função periódia, podemos apliar um método

similar e reesrever esta função por meio da série de Fourier, onde

m2(τ, n) =
∞
∑

k=−∞
Ck exp

[

i2πk
T
τ
]

,

Ck =
1
T

∫ T

0

m2(τ, n) exp
[

−i2πk
T
τ
]

.

(4.24)

Ao fazermos um proesso pareido ao anterior, obtemos uma expressão para m2(τ, n)

na forma
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m2(τ, n) =
∞
∑

k=−∞

∞
∑

l=0

(

−n(2n+1)β
i 2πk

)

[m2
R(exp

[

i 2πk
n(2n+1)β

(t− β − l(2n + 1)β)
]

−

− exp
[

i 2πk
n(2n+1)β

(t− β − (n− 1)(2n+ 1)β − l(2n+ 1)β)
]

−

− exp
[

i 2πk
n(2n+1)β

(t− l(2n+ 1)β)
]

+

+exp
[

i 2πk
n(2n+1)β

(t− (n− 1)(2n+ 1)β − l(2n+ 1)β)
]

)+

+m2
I(exp

[

i 2πk
n(2n+1)β

(t− (2n+ 1)β − l(2n+ 1)β)
]

−

− exp
[

i 2πk
n(2n+1)β

(t− (2n+ 1)β − (n− 1)(2n+ 1)β − l(2n+ 1)β)
]

−

− exp
[

i 2πk
n(2n+1)β

(t− β − l(2n + 1)β)
]

+

+exp
[

i 2πk
n(2n+1)β

(t− β − (n− 1)(2n+ 1)β − l(2n+ 1)β)
]

)] .

(4.25)

Para reuperar o resultado, temos que omparar este resultado om a serie de Fourier

para uma função do tipo sign(τ − a) de período T ,

sign(τ − a)

2
=

∞
∑

k=−∞

(

− T

i 2πk

)

exp

[

i
2πk

T
(t− a)

]

, (4.26)

assim, ao realizarmos o limite, enontraremos novamente

m̃2(τ,
1

2
) = m2

1
2
, (4.27)

on�rmando nosso resultado anterior.

4.4 Cálulo da �delidade

Uma vez obtida a função m̃2
(

τ, 1
2

)

, a di�uldade do álulo reside em alular as integrais

funionais ontidas na expressão da �delidade

F (ρI , ρR) =

(

Z̃ 1
2
[β]

√

ZR(β)ZI(β)

)2

, (4.28)

onde ada função partição é dada por

Zi[β] ≡
∫

[Dφi]δ {φi(y, β)− φi(y, 0)} e
−

∫ ∫ β

0

dy dτLi[φi]

(4.29)
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e

Li[φi] =
1

2
(∂xφi)

2 +
1

2
(∂tφi)

2 +
1

2
m2
iφ

2
i =

1

2
φi(∂

a∂a +m2
i )φi + termos de superficie.

(4.30)

Kleinert [27℄ mostra é realizado o álulo de integrais funionais de uma erta lasse,

por meio de determinantes dos operadores envolvidos. Integrais funionais que apresentam

esta forma, são onheidas omo integrais de Fresnel, por exemplo

∫

[Dψ] exp

[

− i

2

∫

dDx dDx′ ψ(x)M(x, x′)ψ(x′)

]

, (4.31)

onde D é a dimensão do espaço, e M(x, x′) é, por hipótese, ser um operador real e

simétrio. Estas integrais podem ser reesritas na forma disreta





∏

n

∫

dψn
√

2πi
eD



 exp

[

− i

2
ǫD
∑

n,m

ψnMnmψm

]

. (4.32)

Podemos diagonalizar a matriz [Mnm] através de uma rotação

ψn → ψ′
n = Rm

n ψm , (4.33)

este tipo de transformação faz da medida da integração [Dψ] um invariante

∂(ψ1, . . . , ψn)

∂(ψ′
1, . . . , ψ

′
n)

= det
[

R−1
]

= 1 . (4.34)

Nesta forma diagonal, a integral (4.32) pode ser alulada:





∏

n

∫

dψ′
n

√

2πi
eD



 exp

[

− i

2
ǫD
∑

n

ψ′
nMnψ

′
n

]

=
∏

n

1√
−ǫDMn

=
(

det
[

−ǫDM
])− 1

2
(4.35)

Uma vez que determinantes são invariantes por rotações, e a relação para matrizes

det[A] = exp[log det[A] ] = exp[Tr[log A] ] é onheida, no limite ontinuo a integral

funional será dada por



40 4. Campo bos�nio em 2D

∫

[Dψ] exp

[

− i

2

∫

dDx dDx′ ψ(x)M(x, x′)ψ(x′)

]

= (det [−M ])−
1
2. . (4.36)

De forma que ada uma das funções partições resultar em

Z̃ 1
2
[β] =

∫

[Dψ] exp
[

− i
2

∫

dr dr′ ψ(r)(∂2x + ∂2τ +m2
1
2

)δ(r − r′)ψ(r′)
]

=
(

det
[

−(∂2x + ∂2τ +m2
1
2

)δ(r − r′)
])− 1

2.
,

(4.37)

,
ZI [β] =

∫

[Dψ] exp
[

− i
2

∫

dr dr′ ψ(r)(∂2x + ∂2τ +m2
I)δ(r − r′)ψ(r′)

]

= (det [−(∂2x + ∂2τ +m2
I)δ(r − r′)])

− 1
2.

(4.38)

ZR[β] =
∫

[Dψ] exp
[

− i
2

∫

dr dr′ ψ(r)(∂2x + ∂2τ +m2
R)δ(r − r′)ψ(r′)

]

= (det [−(∂2x + ∂2τ +m2
R)δ(r − r′)])

− 1
2. .

(4.39)

E, portanto, a expressão para �delidade é dada por

F (ρI , ρR) =







det [−(∂2x + ∂2τ +m2
I)] det [−(∂2x + ∂2τ +m2

R)]
(

det
[

−(∂2x + ∂2τ +m2
1
2

)
])2







1
2

. (4.40)

4.5 Teorema de Gel'�and-Yaglom

Por �m, o problema do álulo da �delidade para ampos bos�nios livres reside em

obter os determinantes de operadores difereniais. Apesar de que para o aso de massas

onstantes o resultado seja onheido, apresentaremos um método geral para se obter

estes determinantes.

Utilizaremos o resultado de Gel'�and-Yaglom que relaiona o determinante de um

operador om a solução de uma equação diferenial om determinadas ondições inii-

ais [27℄[28℄[29℄. A maneira mais fáil de esrever este teorema é onsiderar o operador

hamiltoniano H = (−d2/dx2 + V (x)) de�nido mo intervalo x ∈ [0, L] om ondições de

ontorno de Dirihlet
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(−d2/dx2 + V (x))ψ(x) = λψ(x) ; ψ(0) = ψ(L) = 0 (4.41)

Em vez de alular o onjunto ompleto de autovalores de H , resolveremos o problema

relaionado

(−d2/dx2 + V (x))φ(x) = 0 ; φ(0) = 0 , φ̇(0) = 1 , (4.42)

e teremos que o determinante

det [H ] = det
[(

−d2/dx2 + V (x)
)]

= φ(L). (4.43)

Por exemplo, estamos interessados na relação entre os determinantes

I =
det[(−d2/dx2 +m2)]

det[(−d2/dx2)] , (4.44)

ambos de�nidos no intervalo x ∈ [0, L] om ondições de ontorno de Dirihlet. Podemos

failmente obter os autovalores para estes operadores, λn = m2+
(

nπ
L

)2
om n = 1, 2, 3, . . . ,

assim

I =
∞
∏

n=1

m2 +
(

nπ
L

)2

(

nπ
L

)2 =
∞
∏

n=1

[

1 +

(

mL

nπ

)2
]

=
sinh(mL)

mL
. (4.45)

Para obter o resultado por meio do teorema de Gel'�and-Yaglom, preisamos resolver

as equações difereniais, obedeendo as ondições de iniiais φ(0) = Φ(0) = 0 e φ̇(0) =

Φ̇(0) = 1, assim

(−d2/dx2 +m2)φ(x) = 0 −→ φ = sinh(mL)
m

(−d2/dx2)Φ(x) = 0 −→ Φ(x) = x

(4.46)

O teorema implia que a relação entre os determinantes será dada por

I =
φ(L)

Φ(L)
=

sinh(mL)

mL
. (4.47)
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Este resultado pode ser generalizado para outras ondições de ontorno e para múlti-

plas variáveis [29℄. Para um operador M(i) = −
(

∂2x + ∂2τ −m2
(i)

)

, onde podemos apliar

separação de variáveis e tem região limitada, utilizaremos a relação

ln

(

det[M(i)]

det[M(j)]

)

=
∑

k

deg(k) ln

(

det[M(i)k]

det[M(j)k]

)

, (4.48)

onde k é designada omo a onstante de separação, deg(k) é a degeneresênia assoiada

ao valor k, e M(i)k é o operador após a separação de variável. Por esolha, faremos

M(i)k = ∂2τ − (k2 +m2
(i)) , operador limitado por valores de τ ∈ [0, β]

Para um operadorM(i)k om ondições periódias, omo no nosso aso, o determinante

deste operador é dado por

det[M(i)k] = det2×2






M+N







u1(β) u2(β)

u′1(β) u′2(β)












, (4.49)

para ondições periódias, as matrizes são esolhidas omo M = 1, N = −1, 1 é a matriz

identidade 2× 2 , e u1(t) e u2(t) são soluções da equação diferenial

M(i)ku(t) = 0 , (4.50)

om as seguintes ondições iniiais

u1(0) = 1 ; u2(0) = 0

u′1(0) = 0 ; u′2(0) = 1 .
(4.51)

Resolvendo a equação (4.49), temos que

det[M(i)k] = 2− (u1(β) + u′2(β)) , (4.52)

e para um operador do tipo M(i)k, temos omo soluções

u1(τ) = cosh
(

√

k2 +m2
i τ
)

; u2(τ) =
sinh

(√
k2+m2

i τ
)

√
k2+m2

i

, (4.53)

om degeneresênia deg(k) = 1.
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A expressão para a �delidade 4.40 pode ser reesrita omo

F (ρI , ρR) = exp

[

1
2

∑

k

deg(k) ln

(

det[−(∂2τ−(k2+m2
I
)]

det[−(∂2τ−(k2+m2
1
2

)]

)]

×

× exp

[

1
2

∑

k

deg(k) ln

(

det[−(∂2τ−(k2+m2
R)]

det[−(∂2τ−(k2+m2
1
2

)]

)]

(4.54)

Substituindo as soluções para os determinantes, hegamos a :

F (ρI , ρR) =
∏

k











sinh
(

√

k2 +m2
Iβ/2

)

sinh
(

√

k2 +m2
Rβ/2

)

(

sinh

(√

k2 +
(

m2
I

2
+

m2
R

2

)

β/2

))2











1
2

, (4.55)

onde podemos re�nar os valores de k, se utilizarmos o fato do sistema ser periódio no

espaço, ou seja , para a parte espaial:

∂2xχ(x) = −k2χ(x)

χ(x) = A cos(kx) +B sin(kx)

χ(x+ L) = χ(x) =⇒ k = 2πl
L

(4.56)

para valores l ∈ Z. Substituindo este valor em (4.55), temos o resultado �nal para

�delidade neste aso:

F (ρI , ρR) =

∞
∏

l=−∞











sinh
(

√

(2πl)2 + L2m2
Iβ/2L

)

sinh
(

√

(2πl)2 + L2m2
Rβ/2L

)

(

sinh

(
√

(2πl)2 + L2
(

m2
I

2
+

m2
R

2

)

β/2L

))2











1
2

.

(4.57)

Temos por �m, uma expressão que ompara o omportamento assintótio dos dois

sistemas que, omo esperado, dependerá da temperatura, tamanho dos sistemas e prini-

palmente da diferença de valores das massas.

4.6 Análise da �delidade para ampos bos�nios

Uma vez alançada a expressão para a �delidade, podemos estudar o seu omportamento

ao variarmos os parâmetros do sistema.
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Figura 4.5: Fidelidade para diferentes massa. Podemos notar que para massas muito

diferentes, a �delidade irá a zero e é máxima para quando ambas as massas são iguais.

A �gura (4.5) nos apresenta a �delidade omo função da massa real do sistema. Neste

exemplo, foi utilizado um sistema om tamanho L = 10[L], β = 1[β], e mI = 10[mI ].

Como esperado, para massas iguais, o valor 1 para �delidade é enontrado, respeitando

a propriedade da �delidade que o valor máximo e será igual a 1 apenas para sistemas

de mesma matriz densidade. Podemos ver ainda que, para sistemas om valores muito

diferentes de massa, a �delidade ai a zero.

Na �gura (4.6) são apresentadas �delidades para diferentes valores de massa real, mas

variando o tamanho do sistema. Foram utilizados os seguintes parâmetros β = 1[β], e

mI = 1[mI ]. Vemos um omportamento para as urvas pareidos para diferentes valores

de massa, sempre aindo de valor ao reser o tamanho do sistema.

Na �gura (4.7), observamos o omportamento para diferentes temperaturas, β =

(1/kBT ), para diferentes valores de massas reais. Utilizamos os parâmetros L = 10[L], e

mI = 1[mI ] . E, omo esperado, para temperaturas muito altas, β → 0, temos os valores

máximos na omparação. Estes serão menores quanto maior a diferença entre as massas.

Para temperaturas baixas, β → ∞, a �delidade irá se anular, dado que os sistemas

irão aos estados fundamentais referentes a ada massa.
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Figura 4.6: Fidelidade para diferentes dimensões de sistema. Para sistemas menores, há

mais hanes de similaridade entre os sistemas.

Figura 4.7: Fidelidade para diferentes temperaturas. Notamos que interações om re-

servatórios a altas temperaturas, os sistemas tendem a ser mais similares, o ontrário

aontee para reservatórios a baixas temperaturas.
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Apliações

Neste apitulo, apresentaremos mais alguns asos onde o resultado do apítulo anterior

pode ajudar na omparação entre misturas quântias.

5.1 Teorias interagentes

Podemos lidar om interações de forma análoga ao tratamento dado a massa equivalente,

de�nindo um potenial equivalente dependente do parâmetro τ . Um exemplo no qual

podemos estudar por esse método é potenial de sine-Gordon, onsideremos dois sistemas

desritos por este tipo de potenial, mas que apresentem valores diferentes das onstantes

m e λ

U1(φ) =
m4

1

λ1

{

cos
[√

λ1
m1

φ
]

− 1
}

U2(φ) =
m4

2

λ2

{

cos
[√

λ2
m2

φ
]

− 1
}

(5.1)

Para valores pequenos de aoplamentos λ1 e λ2 em relação as onstantes m1 e m2

respetivamente, podemos realizar uma expansão nestes parâmetros

U1(φ) = −1
2
m2

1φ
2 + λ1

4!
φ4 − λ21φ

6

6!m2
1
+ . . .

U2(φ) = −1
2
m2

2φ
2 + λ2

4!
φ4 − λ22φ

6

6!m2
2
+ . . .

(5.2)

Neste tipo de exemplo, aso façamos λ→ 0, teremos a equação para a partíula livre

já estudada anteriormente. Sendo assim, podemos utilizar nossos resultados anteriores

(4.57) para fazer diversas omparações entre dois sistemas que obedeçam sine-Gordon, de

valores diferentes para m no regime de aoplamento frao.
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Tomaremos um número k de termos para expansão. Apesar do resultado para ampos

bos�nios bidimensionais livres 4.57 não poder ser usado diretamente, desenvolveremos

uma maneira similar de lidar om o álulo da �delidade para neste aso.

Partindo da expressão para a �delidade generalizada em termos do ampo equivalente

F (ρ1, ρ2) = Lim
n→ 1

2

(

Z̃n[(2n + 1)nβ]

(Z1(β))n(Z2(β))2n
2

)2

, (5.3)

de�niremos uma lagrangiana equivalente em termos das expansões. Seja L̃ de�nida om

base no potenial Ũ(φ̃, τ), dependente também do nosso tempo imaginário τ, desrito por

Ũn(φ̃, τ) =































































U1 , 0 6 τ 6 β

U2 , β 6 τ 6 (2n+ 1)β

U1 , (2n + 1)β 6 τ 6 (2n+ 2)β

. . .

U2 , [n(2n+ 1)− 1] β 6 τ 6 n(2n+ 1)β

(5.4)

Podemos reesrever este potenial na forma

Ũn(φ̃, τ) =
k
∑

i=1

b̃i(τ, n) φ̃
2i , (5.5)

onde ada oe�iente b̃i(τ, n) será expresso através dos oe�ientes das expansões para U1

e U2. Por exemplo b̃2(τ, n), pode ser esrito omo

b̃2(τ, n) =































































λ1
4!
, 0 6 τ 6 β

λ2
4!
, β 6 τ 6 (2n+ 1)β

λ1
4!
, (2n+ 1)β 6 τ 6 (2n+ 2)β

. . .

λ2
4!
, [n(2n+ 1)− 1]β 6 τ 6 n(2n+ 1)β

(5.6)

Sendo bastante similar ao aso apresentado na seção 4.3, no qual alulamos qual seria

a massa equivalente ao tomarmos o limite n→ 1
2
para a �delidade generalizada, tomando
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a transformada de Fourier e reesrevendo a dependênia em n de outra forma. No aso

de apliarmos a mesma ténia da expansão de Fourier para ada um dos oe�ientes

separadamente, enontraremos

b̃i(τ, n) =
1

2

(

b
(1)
i + b

(2)
i

)

, (5.7)

e assim teremos

b̃1 = −1
2
(m2

1 +m2
2) b̃2 =

1
2
(λ1
4!
+ λ2

4!
) b̃3 = −1

2
(
λ21

6!m2
1
+

λ22
6!m2

2
) . . . (5.8)

A di�uldade neste método está em alular a função partição generalizada

Z̃ 1
2
[β] =

∫

[Dψ] exp

[

− i

2

∫

dx dτ

(

(∂xψ)
2 + (∂tψ)

2+

k
∑

i=1

b̃i ψ
2i ,

)]

, (5.9)

pois não é possível apliar o método usado na seção 4.4 por não sermos apazes de esrever

na forma de um integral de Fresnel.

Mas ilustrado no exemplo, podemos utilizar nosso método também para omparar

sistemas através de expansões dos poteniais. Basta tratar ada oe�iente da expansão

separadamente, om a únia restrição dele não ser uma função do tempo imaginário τ ,

restando apenas a di�uldade no álulo para Z̃ 1
2
[β].

5.2 Fonte externa onstante

Um aso simples de interação que podemos estudar e apliar nosso resultado é o de uma

interação do sistema om uma fonte externa de partíulas onstante e que apresente uma

distribuição do tipo gaussiana.

Queremos omparar nosso sistema ideal, desrito pela função de partição

ZI [β] =

∫

[Dφ(y, τ)]δ{φ(y, β)− φ(y, 0)} exp
[

−β
∫

d2r

(

1

2
(∂φ)2 +

1

2
m2φ2

)]

, (5.10)
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om um sistema real, que interage om o meio externo por meio de um ampo ξ, uja

forma onheemos e não possui termo inétio. Podemos esrever sua função de partição

na forma

ZR[β, ξ] =
∫

[Dφ(y, τ)]
∫

[Dξ] δ{φ(y, β)− φ(y, 0)}×

× exp
[

−β
∫

d2r
(

1
2
(∂φ)2 + 1

2
m2φ2 − gξφ+ 1

2∆
ξ2
)]

.
(5.11)

Analisaremos alguns dos termos separadamente, assim podemos reesrever

(

−gξφ+
1

2∆
ξ2
)

=
1

2∆
(ξ − gβ∆φ)2 − 1

2
g2∆φ2. (5.12)

Uma vez que será realizada uma integral funional sobre todos os ampos ξ, um desloa-

mento igual nos termos não irá in�ueniar o resultado. Portanto, podemos rede�nir nossa

fonte externa omo

ξ̄ ≡ ξ − gβ∆φ , (5.13)

de forma que a função partição para o sistema real pode ser esrita omo

ZR[β, ξ] =
∫

[Dξ̄] exp
[

−β
∫

d2r
(

1
2∆
ξ̄2
)] ∫

[Dφ(y, τ)] δ{φ(y, β)− φ(y, 0)}×

× exp
[

−β
∫

d2r
(

1
2
(∂φ)2 + 1

2
(m2 − g2∆)φ2

)]

≡ A
∫

[Dφ(y, τ)] δ{φ(y, β)− φ(y, 0)}×

× exp
[

−β
∫

d2r
(

1
2
(∂φ)2 + 1

2
(m′)2φ2

)]

(5.14)

onde de�nimos A ≡
∫

[Dξ̄] exp
[

−β
∫

d2r
(

1
2∆
ξ̄2
)]

e (m′)2 ≡ (m2 − g2∆), assim podemos

analisar novamente este problema omo o aso da �delidade entre sistemas om massa

diferentes, e o resultado obtido no apitulo anterior podendo ser utilizado diretamente

para a omparação entre os dois sistemas.
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Conlusões

Como visto neste trabalho, apresentamos uma medida de omparação entre misturas

quântias, hamada �delidade, talvez a mais direta entre as utilizadas. Ela que surge

omo uma generalização de projeção entre estados quântios, é failmente obtida para

omparações entre matrizes �nitas e diagonalizáveis. Mas se mostra difíil de ser alulada

para sistemas mais omplexos devido à di�uldade de se alular raízes quadradas de

operadores, tais omo sistemas in�nitos ou não diagonalizáveis.

Mostramos ser possível fazer este álulo para estados térmios, omuns em teorias de

ampo. E desenvolvemos todo um onjunto de ténias que failitam este álulo, uma

vez que estas matrizes são em geral, ontinuas e di�ultam obter tais raízes. Por meio

de método de réplias, onseguimos ontornar este problema e obter uma expressão mais

amigável para a �delidade

F (ρI , ρR) = Lim
n→ 1

2

(

Z̃n[(2n+ 1)nβ]

(ZR(β))n(ZI(β))2n
2

)2

. (6.1)

Para exempli�ar o método, alulamos de maneira totalmente analítia, a �delidade

entre estados térmios de sistemas bos�nios livres bidimensionais, mas de massas dis-

tintas. Por meio de ténias da teoria de ampos, foi possível enontrar uma expressão

analítia para a �delidade neste aso,

F (ρI , ρR) =

∞
∏

l=0











sinh
(

√

(2πl)2 + L2m2
Iβ/2L

)

sinh
(

√

(2πl)2 + L2m2
Rβ/2L

)

(

sinh

(
√

(2πl)2 + L2
(

m2
I

2
+

m2
R

2

)

β/2L

))2











1
2

, (6.2)

que respeita todas as propriedades esperadas para este álulo. Foi demonstrado também
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omo este mesmo resultado pode ser apliado em alguns asos, por exemplo, expansões

para teorias interagentes e o aso interagente om ampos externos. Tornando este, um

resultado bastante robusto e relevante.

Este primeiro resultado, vindo de um aso simples, ainda poderia ser omplementado

por trabalhos subsequentes, tais omo omparações entre sistemas que se enontram em

temperaturas ou tamanhos diferentes um do outro. Mostrando que mesmo o aso de

ampos livre é bastante rio e pode render ainda novos trabalhos.

Imaginamos ser possível estender os argumentos e apliar nosso método também para

sistemas não apenas bos�nios, sendo viáveis também apliá-los para os asos fermi�nio

e super simétrio.

Pode-se ir além da �delidade, nosso método e resultado podem ser apliados para

o álulo do Eo de Loshmidt [30℄. Esta medida está relaionada à inversão temporal

imperfeita de um sistema e à impossibilidade de se reuperar um estado quântio (não

lonagem).

Ela mede o quão similares são o estado iniial |ψ0〉 de um sistema que evolui om

hamiltonianaH1 durante um tempo t e o estado �nal, que tenta retornar ao estado iniial,

partindo do estado UH1(t)|ψ0〉 mas om hamiltoniana H2 durante um tempo equivalente

a −t, sendo H2 o quão próxima de H1 seja possível. O eo de Loshmidt M(t) entre duas

hamiltonianas é usualmente desrito pela expressão:

M(t) = |〈ψ0|eiH2t/~ e−iH1t/~|ψ0〉|2 (6.3)

Este tipo de medida é importante para a implementação de um omputador quântio,

sendo também um indiador de viabilidade para o mesmo.

Sendo para a grande maioria dos asos, o Eo de Loshmidt é igual à �delidade entre

dois estados puros que evoluem a partir de um mesmo estado iniial mas om hamiltoni-

anas diferente, H1 e H2. Nosso método poderia ser utilizado para estender o álulo do

eo de Loshmidt para misturas quântias.

Outra vertente possível para estudos é prourar novas medidas nas quais a ténia

de ópias failite o alulo. Nosso onjunto de ténias failitam bastante para outras
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medidas que também apresentem raízes da matriz densidade.

Dentre as andidatas a tais medidas, podemos itar algumas apresentadas neste tra-

balho: são a norma-1 e, possivelmente, as normas de Shatten de forma geral, que por

meio de um método irmão ao nosso poderiam ser mais failmente obtidas e desritas por

meio de expressões gerais e analítias.
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