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Resumo

Este trabalho tem por objetivo estudar o isomorfismo da algebra dos campos, e con-
sequentemente o isomorfismo do espaco de Hilbert, entre modelos bidimensionais. Defin-
imos os modelos de Schroer supercondutor e Rothe-Stamatescu-Thirring supercondutor.
Mostramos o isomorfismo algébrico entre campos dos modelos de Schroer supercondu-
tor(MSSC) e Rothe-Stamatescu-Thirring modificado Supercondutor(RSmTSC), discuti-
mos também a presenca da interacao de Thirring no modelo de Schroer. Um indicio de
que o modelo de Thirring estd embutido no modelo de Schroer [1, 2] & o fato da dimensao

de escala dos férmions do modelo de Thirring ser a mesma do modelo de Schroer|3, 4].

Para apresentar o problema revisamos os modelos bidimensionais para férmions livres
com e sem massa, discutimos brevemente os modelos de Thirring, Rothe-Stamtescu mod-
ificado (sem massa no campo bosonico) e Modelo de Schroer [1, 5, 2]. Definimos o modelo
de Schroer Supecondutor. Em seguida revisamos o isomorfismo entre as algebras dos cam-
pos dos modelos de Rothe-Stamatescu modificado por um termo de massa no férmion,
(porém sem massa no campo bosonico) e o modelo de Schroer-Thirring [6, 3, 4], discutindo
suas simetrias. Seguindo o mesmo método, mapeamos o modelo de Schroer supercondutor
no modelo de Rothe-Stamatescu-Thirring supercondutor. Apresentamos a bosonizacao de
Belvedere-Marino|7, 8, 9, 10]. Neste caso a corrente quiral é conservada, e a corrente ve-
torial nao se conserva. A nao conservacao da corrente vetorial é consequéncia da nao
invariancia da simetria de carga, que ¢é explicitamente quebrada pelo termo de gap su-
percondutor. Apontamos como perspectivas futuras, estudar a inclusao da QED2, que

apresenta quebra da simetria quiral na teoria quantica(anomalia).



Abstract

This work aims to study the algebra isomorphism of fields, and hence the isomor-
phism of the Hilbert space between two-dimensional models. We defined models of su-
perconductor and Rothe-Schroer-Thirring Stamatescu superconductor. We showed the
algebraic isomorphism between fields of models of superconductor Schroer (MSSC) and
Rothe-Stamatescu-Thirring modified Superconductor (RSmTSC) also discussed the pres-
ence of the interaction in the Thirring model Schroer. An indication that the Thirring
model is embedded in the Schroer model [1] is the fact of the scale of the fermion model

Thirring to be the same of the Schroer model [3, 4].

To present the problem we revised the two-dimensional models for free fermions with
and without mass, we briefly discussed the Thirring model, modified Rothe-Stamtescu
(in bosonic massless field) and Schroer model [1, 5, 2|. We defined the model Schroer
Supecondutor. Then revised the isomorphism between the algebra of fields of model-
Rothe Stamatescu modified by a term of the fermion mass (though the bosonic massless
field) and the model of Schroer-Thirring [6, 3, 4] discussed their symmetries. We mappead
the model in superconductor Schroer model Rothe-Stamatescu-Thirring superconductor
using the same method. We presented the bosonization of Belvedere-Marino |7, 8, 9, 10].
In this case the chiral current is conserved, and the vector current is not conserved. The
non conservation of vector current is a consequence of non-invariance of the symmetry of
charge, which is explicitly broken the term of superconducting gap. In the future works,
we will discuss the inclusion of QED2 that features chiral symmetry breaking in quantum

theory (anomaly).
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Introducao

A Eletrodinamica Quantica(QED) é hoje considerada as teoria mais bem sucedidas da
historia da fisica , tendo entre suas previsoes o valor da razao giromagnética do elétron,
onde logrou o maior acordo entre teoria e experimentacao jamais obtido. Em virtude
deste sucesso a QED serviu de modelo para uma geracao de novas hipoteses ciéntificas,
apontando a busca por simetrias na Natureza como uma estrela polaris no inexpugnéavel
mundo das particulas elementares. A Cromodinamica Quéantica surgiu tendo a QED como
referéncia, e em seguida a unificagao do modelo padrao conteve a QED como um de seus
subgrupos de simetria, pois toda a sua estrutura era baseada em grupos de simetria. E a
imensa gama de possibilidades que a QED abriu como guia para teorias que se propdem a
discrever outras fenomenologias nao se esgotou. Em baixas dimensdes a carga dos férmions
da QED é blindada, este ¢ um motivo pelo qual os modelos bidimensionais oferecem
6timos laboratorios teoricos [11], que ajudam no eslarecimento de propriedades associadas
aos aspectos fisicos em teorias mais realistas. Modelos como o de Schwinger (QED>)
[12, 13] apresentam propriedades como violacdo da decompsicdo de aglomerados, que
implica na degeneréscencia do vacuo dando origem aos chamados vacuol|@) [13], e liberdade
assintotica, [12, 13|. Estas propriedades sao pertinentes também a teorias mais realistas
como a QCD. Assim, o estudo dos modelos bidimensionais e o papel desempenhado pelas

suas simetrias ¢ um tema que tem sido bastante explorado [1].

Os recentes trabalhos de Rodrigues e Belvedere [6, 3, 4] demonstraram o isomorfismo
algébrico em campos dos modelos de Rothe-Stamatescu modificado (com a introdugao
de um termo de massa no campo fermionico, porém sem massa no campo bosonico) e
o modelo Schroer-Thrring. Demonstraram em que limites o modelo de Schroer-Thirring
corresponde a um modelo de Thirring. Nas referéncias |7, 8, 9, 10| foram discutios modelos
bidimensionais com gap supercondutor, em especial os modelos de Thirring e Schwinger,
este gap supercondutor é classificado como um supercondutor de tipo 2, devido a seus
tubos de fluxo elétrico ([]). Demonstraram que o Gap supercondutor pode ser escrito
como um termo de Sine-Gordon. E importante notar que o Gap supercondutor quebra
a simetria de carga, criando estados semelhantes aos pares de Cooper, enquanto o termo

de massa quebra a simetria quiral. Neste trabalho, no primeiro capitulo, seguindo as
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referéncias |1, 12, 13, 14, 15, 5|, vamos rever brevemente os modelos bidimensionais com
férmion livre com e sem termo de massa, revisitaremos o modelo de Rothe-Stamatescu
modificado(sem termo de massa no campo bosonico). No segundo capitulo revisamos o
isomorfismo entre as algebras dos campos dos modelos de Rothe-Stamatescu modificado
por um termo de massa para o campo férmioénico e no limite de massa nula para o campo
bosoénico, e o modelo de Schroer-Thirring|6, 3, 4] . No terceiro capitulo, tendo como
exemplo o procedimento realizado no segundo capitulo, escrevemos o gap supercondutor
como um termo de Sine-gordon |7, 8, 9, 10|, e relacionamos os campos bosonicos asso-
ciados ao modelo de Schroer Supercondutor(MSSC) aos campos bosonicos associados ao
modelo de Rothe-Stamatescu-Thirring Supercondutor (RSmTSC). Fazemos isso via uma
transformacao canonica. O tratamento no formalismo de operadores dos modelos com
gap supercondutor foram explorados por Belvedere e Marino nas referéncias|7, 8, 9, 10].
Referéncias as quais seguiremos em nossas investigacoes, introduzindo a bosonizacao para
os modelos e estudando as respectivas simetrias nos modelos Schroer Supercondutor, e

Rothe-Stamatescu Supercondutor.

0.1 Convencoes

As seguintes convencoes sao adotadas aqui

g(]O =1
€01 = —610 =1
’7“75 — E/Ll/,yl/
,_YS :7071
o |01
1 0
L 0 1
- _1 0 -
- 1 0 -
5
’7/ =
- 0 1 -

Variaveis no cone de luz



0y = Op£01
AL = A+t A

Para um campo escalar livre de massa nula ¢ e o pseudoescalar ¢

p(r) = (") + p(z7)

12
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1 Revisao de modelos
bidimensionais

Revisaremos os resultados obtidos nas referéncias|12, 1, 5, 13, 16, 15, 2|.

1.1 Modelo com Férmion livre

O modelo ¢ definido pela seguinte densidade de lagrangeana

—0

L =1 (m)’y“@uwﬂ, (1.1)

onde o espinor 1 tem componentes
0
v = [”’; ] (12)
(&

As equacdes do movimento para as componentes sao
047 = 0, (1.3)

i0_Y =0, (1.4)
portanto
Ui(@) = ¥(z7)
Yh(x) = Yo (a").
O Modelo apresenta as simetrias globais U(1) e U(1) quiral, que denotaremos U®(1), cujas

transformacoes sao

/

Y =€y
Y = ey,
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Podemos escrever as correntes vetorial e axial em termo do produto normal
" =t (1.5)

, —0 :
G = Ay (1.6)
A notagao :(A):significa que a corrente é calculada como produto de operadores no mesmo

ponto a expansdo do operador de Wilson para curtas distancias [16]. Em consequencia

das simetrias globais U(1)®U?®(1) as correntes sao conservadas.

" ju =0, (1.7)

0. = 0. (1.8)
As fungoes de dois pontos do férmion livre sao calculadas como sendo [12, 15]

1

O (7)¢5(0)[0) = 5—, (1.9)
Ol )R 0)]0) = o — (1.10)

1.1.1 Bosonizacao

O campo escalar livre de massa nula desempenha um papel muito importante na
bosonizacao dos campos de Férmi em modelos bidimensionais com liberdade assintética
[1, 14]. O bloco fundamental da bosoniza¢do sdo exponenciais ordenadas de Wick de

campos escalares livre de massa nula definida por :
- ei(®) . i (@) i () (1.11)
onde ¢*(z) sdo respectivamente os peradores de destruigio e construgao
¢ (2)]0) =0 (1.12)

Embora o campo escalar livre de massa nula em 2 dimensoes nao seja um campo bem
definido, devido a divergéncia infravermelha na funcao de 2 pontos, as correspondentes
exponenciais ordenadas de Wick sao operadores bem definidos desde que satisfaca a regra

de selegao de carga [18, 13]

(O|TI7_, : e9#() : 0) > 0, (1.13)
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se

Zj()éj =0

. A funcao de 2 pontos do campo escalar livre de massa nula

o0

(Olp(a)e(0)0) = cte [ 0 % (1.14)

que diverge no inflavermelho. Para calcular temos que introduzir um cutoff u

Ole()o0)]0) = cte [ (e 00~ p]) (1.15)

com a equacio do movimento
Op(z) = 0 — 0,0_p(x) = (1.16)

introduzindo as componentes
p(r) = o) + p(a7) (1.17)
Pla) = olat) — pla) (1.18)
Olp(e=)py)I0) = —Inlip(a* — y* + ic)], (1.19)
e Olp(@)p(y)I0) = — 1 Il (z — )] (1.20)

portanto de métrica indefinida . A motivacao da bosonizacao vem do fato de a funcao de

2 pontos da exponencial de Wick serviu
(0] : 2@ +; e=iaev) . |0) = ’le @)t (b)) (1.21)

(Ol W (10) = 5

onde j = 1,2 As duas expressoes sdo identicas se escolhemos o = 24/7
D(at) = L e2ivEeE®) (1.23)
2m

1.2 Férmion livre com massa

(1.22)

A Densidade de lagrangeana que descreve o modelo é

L =iV(z)y"9,¥(z) + m¥(z)¥(z), (1.24)
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e as correspondentes equacoes do movimento
07, 0"V + m¥(x) = 0. (1.25)

A simetria U(1) é preservada
9", () = 0. (1.26)

A simetria U°(1) é quebrada explicitamente devido a presenga do termo de massa

0" j7 0. (1.27)

A solugao de operadores é dada pelo famoso operador de Mandesltam [16, 14]

U(r) = | [o e VDL dog] (1.28)

A forma bosonizada do operador de massa resulta
T(2)0(z) = — L cos(2v/mp()) : . (1.29)
0

E interessante notar que a equivaléncia entre o modelo de Sine-Gordon e o férmion livre
massivo, implica na equivaléncia de um férmion nao interagente , e um boson interagente

119].

1.3 O modelo de Rothe-Stamatescu modificado

O Modelo de Rothe Stamatescu [1, 5] é definido pela seguinte densidade Lagrangeana

L = ()(ir"0,) ¥ (x) + 8,00"6(x) + %mo2<52(96) + g (@) 0 (2))0ud(x).  (1.30)

Vamos considerar o que chamamos de modelo Rothe-Stamatescu modificado(MRSm)

fazendo my = 0 na equagao (1.30).

O termo 1 (z)v*~51 ()8, (x) é chamado de acoplamento corrente axial com a derivada
do campo pseudoescalar. E o termo de acoplamento derivativo . As equacbes do Movi-

mento sao
("0, ) (x) = g7"y° ()0, () (1.31)

Oo(2) = =0,i (Y (2)y"y°(x)):. (1.32)
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As equagoes (1.31), (1.32) sugerem a Solucao de operadores da equagao do movimento,

que é dada em termos das exponenciais ordenadas de Wick
G(w) =: 0@ g0 (), (1.33)

onde ¢° ¢ a solugdao de campo férmionico livre sem massa, que satisfaz a equagao (1.3).

Devido a simetria U(1)®QU®(1) temos a conservagao da corrente axial (1.32) e portanto

O () = 0. (1.34)

Escrevendo explicitamente o campo férmionico /°, bosonizado

O(z) = /%e—gvs VTP E@ @) (1.35)

onde p é o regulador infravermelho remanescente de um campo livre sem massa.

A simetria de gauge classica de primeira espécie é preservada. Computamos a corrente

vetorial, usando o produto de operadores a curtas distancias [5]

JH(z) = ()" (x): = Zylim [(z + e)yte /s awd 0@y (1) — VEV](1.36)
€—00
2, = 8P 05 @), (1.37)
A corrente vetorial bosonizada é dada por [1, 5]

Ji(x) = 4(x) — Le0,0(x), (1.38)

7

onde a corrente férmidnica livre é

(@) = @@y @) = _%GMV@V@@)(L%)

e a corrente axial é
Jo(x) = e J"(x) = =0,

Devido a simetria U(1)@U®(1)
o*J> = 0(1.41)
0", =0, (1.42)

que implica em
0@ =0 = 0. (1.43)
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1.4 Modelo de Thirring com férmion massivo

O Modelo de Thirring [1, 14|, com férmion massivo é definido pela, seguinte Densidade
Lagrangeana

2

£ = i0(2)7"0, ¥ (x) — mU(z))(x) + %Ju(x)J“(:p), (1.44)

onde

Ju(x) = U(x)y,V(z):, (1.45)

com a correspondente equacao de movimento

"0, ¥ (z) + m¥(z) + gJ"(x)vy,¥(x) = 0. (1.46)

No modelo de Thirring massivo temos a simetria U(1), e a ndo invariancia sob trans-
formagoes quirais. A prescricao da bosonizacao na representacao de Mandelstam é dada

por
Uy (a,t) = \/geiw : exp[i[[§75gz~§(x,t) + %” / Ao (2, t)dz]] -, (1.47)

onde a fase €'17° foi introduzida por Rothe e Swieca [20], para obter corretamente o termo

de massa na equacao de movimento quantica para os férmions.

A constante [ é relacionada a constante de acoplamento de Thirring com a constante
g da seguinte forma

B =dm(l— =), (1.48)

quando
g- <. (1.49)

No caso livre g = 0 temos
B =24/, (1.50)

de forma analoga aos casos anteriores encontramos a expressao do férmion livre com massa

(1.28) as correntes sao dadas por [20] [19]

(o) = == 0,0(a)(1.51)

B

\/5778%(%) (1.52)

Tn(a) = —
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da equagao 1.52 decorre, como a simetria U(1) ¢ quebrada pelo termo de massa

Ho(z)#0 (1.53)

Para tratarmos a dinamica deste problema vamos bosonizar a lagrangeana assim definimos

o termo de massa do férmion bosonizado explicitamente como um termo de Sine Gordon|[1]

()W () = % : cos(Bd(x)) : . (1.54)

A dinamica do campo ¢ é descrita pela lagrangeana de Sine-Gordon

Logug 2, @ 7 .
L= 5(8 o(x))” + 7 cos(Bo(z)) : . (1.55)

Partindo da Lagrangeana bosonizada podemos escrever a equacao do movimento

O¢(x)+ : sin[fo(x)] := 0. (1.56)

Esta é a famosa equivaléncia do modelo de Thirring com a teoria de Sine-gordon es-
tabelecida por Colemam [19] e Swieca [13]. Na referéncia [13] uma demonstragdo nao
pertubativa é apresentada, quando [19]| utiliza métodos pertubativos. Assim temos a

teoria quantica bem definida para o modelo de Thirring massivo .

1.5 Modelo de Schroer

O Modelo de Schroer é definido pela seguinte densidade lagrangeana |2]
— 1 ~ - — ~ —
L= U(iy"0,)V + FOn€0"E+ g(U*" )0, + muv. (1.57)
Correspondendo as equacoes do movimento
(i7"0,)V = gy NV, +m¥(x) =0 (1.58)

O¢ = —g0,,:(Uy"¥): = 0.(1.59)
A solucao de operadores de Schroer é
U(z) =: €@ . §O(z) (1.60)
onde

v (z) = (Qﬂ)%e—if’ - VA PEH [ 1008 (20,21)d2"] .(1.61)
T



20

Dali,
0, J"£0, (1.62)

ou seja, a corrente axial nao é conservada, devido a presenca do termo de massa. Isso
caracteriza a nao invariancia frente a transformagoes quirais U°(1). Contudo a equagio

(1.59) garante a simetria de carga U(1).

1.5.1 Modelo de Schroer Supercondutor

Definimos o modelo de Schroer supercondutor a partir de uma mudanca na lagrangeana

(1.57), vamos substituir o termo de massa 17 pelo termo de Gap supercondutor [¢); ()1, ()4
Vi) ()]

_ 1 _

£ =iy 0.0 + 5060 + g(P" )08 + gltha (x)va(x) + Yl (@)l (1.63)
O modelo de Schroer Supercondutor (MSSC) apresenta a simetria U°(1), e quebra da
invariancia da simetria de carga U(1) |7, 8, 9, 10] Donde decorre que a corrente vetorial
nao é conservada. Por sua vez a corrente quiral é conservada. O Gap supercondutor é

semelhante a um Par de Cooper da teoria BCS

9" J, 0, (1.64)
5 __
9"J5 = 0. (1.65)
Nas referéncias, |7, 8, 9, 10| temos a bosonizagao para modelos livres com simetria U(1)
quebrada
se() — | iV [ 00p(a0 2 )dz")) | 1.66
V() 5 1€ ;L (1.66)

A solucao de operadores levando em conta o acoplamento derivativo do modelo de Schroer
é
P(x) =: 9@ qp () (1.67)

(1.66). Podemos escrever a bosonizagao para o Gap supercondutor como sendo

2=

W ()1a(7) + i()0] (2): = = : cos(Blp(x) + £(2))) 3, (1.68)
e entao podemos reescrever a lagrangena (1.63), em termos dos campos bosonicos |7, 8,

9, 10|, sendo assim escrevemos a lagrangeana bosonizada

£ = 500 + 1 s cos(Blpla) + @) - (1.69)
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Partindo da lagrangeana bosonizada (1.69) podemos calcular a equac¢ao do movimento

para o campo escalar &(x)

C6(2)+ : sin(B(p() + E(x))) =0, (1.70)

e para o campo ()
Op(z) = 0. (1.71)

Sendo a equagao (1.70) idéntica a equagao de movimento (1.56) para o termo de massa
bosonizado no modelo Thirring massivo, embora os termos de massa e gap supercondutor
tenham efeitos opostos, um respeita a simetria U(1)de carga e o outro a simetria U®(1)
quiral. Podemos de forma similar[14] calcular o comportamento assintotico de Kallen-

Lehman do Gap Supercondutor .

lim (0]  sin(B¢(e)) :: sin(B&(0)) : 0) ~ — (1.72)

(9%

a equagao 1.72 ¢ coerente com a descricdo de uma teoria assimpoticamente [14]|livre de-

scrita pela equagao (1.70).
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2 Isomorfismo Algébrico entre os
campos dos Modelos
Rothe-Stamatescu modificado com
fermion massivo e de
Schroer-Thirring

O modelo bidimensional [6, 3, 4] que descreve um campo de Fermi com massa, inter-
agindo com um campo pseudo-escalar de massa nula via acoplamento derivativo com a

corrente axial, ¢ definido pela densidade de lagrangeana cléssica,

o 1 - _ -

L = 9(@)(i7"0p = m)ih(x) + 5 (0u0(2))” + g (P ()" (@) (). (2.1)
A lagrangeana (2.1) descreve o modelo de Rothe-Stamatescu no limite de massa nula para
o campo pseudo-escalar, modificado pela inclusao de um termo de massa para o campo de

Fermi (modelo MRS). A teoria quantica é definida pelas seguintes equagoes de movimento

(iv"8, = m)i(x) = gy N[y (2)9,6(x)), (2:2)
Oo(x) = g9, (W (x)y" 7 (@) (2:3)

O produto normal (2.2) é definido pelo limite simétrico [1, 16].
N[, tim  S[0,6(o + u(e) + 0,9(z — ol (2.4)

Como consequéncia da interacao corrente axial-derivada do pseudo-escalar, no caso de
férmions com massa m+0, o campo ¢ nao se mantem livre, devido a nao conservagao da

corrente axial(2.3).

Oo(x) = igm: (¢ ()7 ¢ (x)):. (2.5)
Para campos de Férmi de massa nula , o modelo quantico descrito pela lagrangeana (2.1)

(modelo de Rothe-Stamatescu com massa nula) é uma teoria invariante de escala, com
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dimensao de escala anomala [5]. Assim ocorre no modelo Thirring usual [1| para que
a teoria descrita pela lagrangeana (2.1) apresente no respectivo modelo um férmion de
massa nula como o ponto fixo a curtas distancias, a dimensao de escala do operador de
massa deve ser

Dy, <2. (2.6)

No que segue, o termo de massa devera ser entendido como uma pertubacao no modelo
invariante de escala [13]. A soluc¢do de operador para as equagoes de movimento ¢ dada

em termos de exponenciais ordenadas de Wick |5, 21, 16]
Y(z) = 277 1 970 - O (), (2.7)

onde Z,; é uma constante de renormalizagdo de fun¢do de onda [5, 21], e P e o campo

livre de Férmi com massa,

("8 — m)'V (z) = 0. (2.8)

A expressao bosonizada para o operador de campo de Férmi livre, ©(?, & dada pelo

operador de campo de Mandelstam|[22]
PO (x) = \/Qﬁeﬂ%’ys : expliy/7(y° —|—/ dop(2°, 2Y)dz1)] -, (2.9)
™ 21

onde p ¢ um regulador no infravermelho remanescente da teoria livre com massa nula.

Para m = 0, o campo ¢ ¢é livre e tem massa nula, de modo que podemos escrever

€ $(x) = duplx) (2.10)

Tal como no capitulo 1 subtraimos aqui as singularidades da teoria livre. Desta forma,
as expansoes de Wilson para curtas distancias sao realizadas usando-se a funcao de dois

pontos do campo livre de massa nula.

1
[ (2), D ()] 4o = —4—ln[—,u2(m2 +iex?)].(2.11)
™
Com o fim de preservar a simetria de calibre global classica, a corrente vetorial é

calculada pelo procedimento de limite de a curtas distancias regularizado [5, 21|,

Tr+-€ _

JH(x) = (P (x)y"(x)): = lime_>oZ¢(6)W(xv%)v“exp(—ig/ €0 P(x)dz" ) (x)-V.E.V)
(2.12)
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com a constante de renormalizacdo de funcao de onda Z, dada nas referencias [5, 21]
Zy(e) = 9197 (207 @)] (2.13)

a corrente vetorial é dada por [5, 21]

JH(@) = jj(x) = L0, d(x) (2.14)

onde ji(x) é a corrente livre de férmions,

@) = @ @y @) = ~ =" 0,8(), (2.15)

e a corrente axial é

i) = 6" () = <0, =2(a) + L)) 210

Podemos escrever a equacao de movimento quantica (2.3) na forma bosonizada

(1 = )00(w) = Z=05(2).(2.17)

Para evitar a quantizagdo com métrica negativa para os campos @(x)e ¢(z), consid-
eramos o modelo definido para ¢g? no dominio.
2
g

— < 1 2.18
g (218)

O operador de massa bosonizado toma a forma

(B (2) (@) = il cos(2y/mp(x) + 290(x)) : (2.19)

™

e 0 termo originado do termo de massa, e que quebra a invariancia em relacdo a ~°, é

dado por
(D) () = i sin(2y/73(x) + 29d(x)) ¢ (2.20)

™

A partir do operador de massa bosonizado(2.19) e da equagido de movimento (2.17)
podemos ver que, para m0 os campos @(z) é(m) sao campos do tipo Sine-Gordon. Com o
objetivo de obtermos uma relacao de comutacao canonica para o campo qZ;(x) procedemos

ao escalonamento do campo (2.17)

¢ (x). (2.21)



25

Apos o escalonamento do campo, operador de massa, (2.20) a corrente vetorial (2.14)

e a equacao de movimento (2.17) podem ser reescritos como

((a)(e)) = =L : cosl(2v/mp(x) + ——=4 (x)] - (2.22)

——¢ (z)] (2.23)

Ol2vrg(z) - ——=0 ()] =0 (2.24)

a dimensao de escala do operador de massa é dada por

52
com
o A4r
3= - 7 (2.26)

Note se que a dimensao de escala do operador de massa é a mesma que a do modelo de
Thirring com massa e com acoplamento g. Em termos do campo gg' () o operador de
campo de Fermi pode ser escrito como
1 . g ~r
U(x) = Z,% expli——=—=1"¢ ()] : vo(z) (2.27)

12
™

para m#0, a combina¢do entre os campos @(z) e ¢ (x) que aparece na equagdo da cor-
rente e do termo de massa corresponde a um campo de Sine-Gordon 2.23,enquanto que
a combinagdo que aparece na equacao de onda (2.25), corresponde a um campo livre de

massa nula. Facamos assim as seguintes transformacgoes canonicas

50 (x) = Vag(e) + —2—4 (x)(2.28)

5é(x) = —L—=p(x) — V¢ (x).(2.29)

O valor do parametro 0 é fixado impondo se relagoes de comutagao canonicas para os
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(2.30)

1

campos ®(z) e &(z)
T Ar 1_— §‘

52 52
Os campos ¢ () e $(z)podem ser escritos, em termos dos novos campos (®(x), &(z))
(2.31)

como g - ﬁ~
T@(x) -5 &)

. VT = g ;
=5 @) + ﬁf(f’?)- (2.32)

o()
(2.33)

=0,

A equagao de movimento(2.25) é agora
g (x)
e a corrente vetorial(2.23) pode ser mapeada sobre a corrente do modelo de Thirring
B i
——€,,0"P(x). (2.34)

Ju(x)=J " (z) =

0s(6®(x)) : .

O operador de massa ( 2.22) é identificado com o operador de massa do modelo
(2.35)

3 =
S

Thirring
W(2)Y(r): = WU
A interacao de Thirring oculta no modelo MRS ¢ compactamente mostrada em nossa
(2.36)

abordagem por operadores . Usando o fato de que 5 () é um campo livre e sem massa

cwdE(x) = 0.&(),

o operador de campo de Fermi (2.28) pode ser reescrito em termos da exponencial do
(2.37)

campo escalar &(z) ordenada segundo Wick
3. igE() . U(z)

U(r) =2

onde U(x) é o campo de Fermi do modelo de Thirring descrito segundo o soliton de

52@(9&) - 2%/:8()&)@0, 21)dz') (2.38)

Mandesltam
)2e787” : exp(ily

7R

2m
Agora veremos como o Campo férmionico de Thirring ¥(z), (2.38), se comporta

acoplado com o campo escalar £(z) via vetor-corrente-escalar e acoplamento derivada
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escalar -corrente vetorial que aqui chamaremos de modelo Schroer-Thirring. A equacao

do movimento (2.2) para o campo de Férmi pode ser reescrita como
(iv'0, —m)p = ng(v‘%ﬂJgH)f + gN~y"0,&(2), (2.39)

essa equagao é totalmente analoga a equagao de movimento do modelo RS & unica difer-
enca é que o campo pseudo escalar no modelo RS acopla com a corrente axial, no modelo

ST o campo acopla com a corrente vetorial.

Vamos agora apresentar o modelo de Schroer-Thirring, que é definido pela seguinte

lagrangeana

£ = B@)(ir#0, — m)(a) + Q,E@PE) + ST @) + gl DE(x). (2.40)

A teoria quantica é definida pelas equaces do movimento
("0, — m)b(z) = C¥"d(a) (@) b (@); + P N(@)d, &), (2.41)
06 = —g0, i (D)4 (x)); = 0. (2.42)

A solucao de operador para as equacoes de movimento quanticas é de dada pela eq
(2.38) com

B = : (2.43)

O modelo de Schroer [2] é obtido fazendo-se 3? = 47 (G = 0). A partir das equagoes
(2.39) e (2.41) podemos observar a equivalencia entre os modelos MRS com um férmion
com massa e o modelo ST. A equacao de movimento (2.39) corresponde a um caso par-
ticular do modelo ST, no qual o parametro de acoplamento de Thirring e o parametro
derivativo sao os mesmos. Neste caso, a interacao de Thirring nao pode ser desligada para
que se obtenha o modelo de Schroer [2|. A equivaléncia entre os modelos RS e Thirring
estabelecida na equagao (2.34), implica que o sub-espaco de Hilbert do modelo MRS, que
¢ gerado pelas funcoes de correlacao da corrente vetorial J,, ¢ isomorfo ao sub-espago
de Hilbert do modelo Thrring, que é por sua vez gerado pelas funcoes de correlacao da
corrente vetorial JEH . As fungoes de Wightmam do operador de campo 9 (z) sao as mes-
mas do campo V(z) do modelo de Thirring , agora envoltas pela nuvem originada das

controbuicoes do campo livre de massa nula &,

Ol (a1)-- ()0 (1)1 (yn)[0) = (2.44)

= (0TI, : €8@) - TR+ €5 2 |0) (0| W (1)U (31)... 0 (1)... 0 () |0)
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Em vista das (2.35) , a carga Q e a pseudo-carga Qs associadas ao campo de Fermi ¢ do

modelo MRS sdo mapeadas sobre as cargas Qry, e Q7 associadas ao campo de Thirring
U(x):

Q)] = —(x) = [Qrn. U(x)] = — V() (2.45)
Q% 0()] =~ (0) = (O, W)] = —* L 0(e).(246)

Os setores de carga do modelo MRS sao mapeados sobre os setores de carga do modelo

de Thirring com massa. O espaco de Hilbert H do modelo MRS ¢é um produto direto

H =H; @ Hy(), (2.47)
com as regras de selegao
QH; #0,Q°Hy # 0 (2.48)
QHy(0) # 0, Q" Hy(0) # 0 (2.49)
é isomorfo ao espaco de Hilbert
H="H: R Hy (2.50)

com as regras e selegao
QHe =0, Q°He = 0(2.51)

QHy #0,Q°Hy # 0 (2.52)

Deve se notar que a corrente de Thirring (2.34) corresponde a corrente vetorial do modelo
de Schroer-Thirring , uma vez que esta seja definida com uma prescricdo de regulariza-
cao de calibre na qual a contribuicao do campo escalar ¢ é eliminada . Aplicando a

transformagao (2.28) sobre a definicao da corrente (2.34) obtém-se

@@y (@)) st = limeso[(a + )yle 95 ) awd ¥R HOEE Y (1) _ V. BV] =

= [Tz + &)yte 0 o) T 2@ (3) _ VB V=T (2)7" U (2)) s (2.54)
ja no modelo ST a regularizacao fica na forma
(W (2)7") () st = lime o[ (@ + e)yte 0 s e w0 Bmian e d 2 d" Yy ()] _ Y B V]

(2.55)

Agora escrevemos uma forma geral para a corrente, onde recuperamos cada um dos mod-
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elos apenas escolhendo valores apropriados para as contantes

L ﬁ g F g v
Jop(z) = —%e‘ 0,P(z) — %( + 1)0¢(x).(2.56)
A corrente de Thirring é reobtida quando a = —1. A corrente correspondente ao modelo

de Schroer é recuperada quando a = 1 e 32 = 47. Aqui é necessario um certo cuidado.
Quando parametro derivativo g e o parametro de Thirring G coincidirem g = G. Nao

poderemos desligar a interacao de Thirring, assim nao recuperamos o modelo de Schroer.
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3 Isomorfismo Algébrico entre os
Campos do Modelo de Schroer
supercondutor e e os Campos do

modelo
Rothe-Stamatescu-Thirring

supercondutor

Depois de rever o isomorfismo entre os modelos de Rothe Stamatescu modificado
com férmion massivo, que noés chamamos de modelo Schroer-Thirring, conhecendo o fato
de que o gap supercondutor pode ser escrito como um termo de Sine-Gordon(1.68), va-
mos agora construir o isormorfismos nos modelos de Schroer Supercondutor(MSSC) e
Rothe-Stamatescu-Thirring com gap supercondutor(RSTSC). Partimos da lagrangeana
do modelo de Schroer com gap Supercondutor(MSSC).

Termo Livre

Liire = ()70 (x) + 5(0,6(x)%.(3.1)

termo de interacgao

Liny = 9((2)7"¢(2))0u(2). (3.2)

o termo supercondutor
Lgse = G ()tha(x) + Ph(2)¢] (2))(3.3)
L= ‘Clivre + ﬁint + £QSC (34)

Escrevemos as equagoes do movimento na teoria quantica.

D¢ (z) — g0, (:(x)y"h(x):) = 0, (3.5)

0:1a(x) — [l (2)0-8(x)] + Gli(z) = 0 (3.6)
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onde «, f = 1,2 de onde decorre as seguintes correntes e simetrias. A corrente vetorial é

conservada, devido o fato do campo bosonico interagente nao ser livre

O (x) # 0 (3.7)

0l (W ()71 ()10, (3:8)
resultado da ndo invariancia frente a simetria de carga U(1).

J& a simetria quiral U°(1) est4 presente, implicando na conservacao da corrente axial

0. (P ()" 1p(x)): = 0. (3.9)

Observamos que a corrente vetorial nao é conservada quando no lugar do gap supercon-

dutor temos o termo de massa. A conservagao se inverte |2, 14, 1|

Oy (B(w)y ()i = 0 (3.10)

Ou((2)y"y° 1 (2):) 0. (3.11)

Nas referéncias |7, 8, 9, 10| temos a bosonizagdo compativel com os modelos supercon-
dutores, ja apresentada no capitulol (1.66). A bosonizagao conhecida como bosonizagao

de Belvedere-Marino, que descreve a teoria livre com gap supercondutor

Ue(z) =/ % L V@) [T0p(a®,21)d2) (3.12)

a bosonizagao levando em conta o acoplamento derivativo do modelo de Schroer (1.67)
()M =1 %@ L p(z), (3.13)
Podemos ainda reescrever a lagrangeana bosonizada (1.69)

£= (g4 5)(0,0 + +Geos2VR(o(x) + (o)) (3.14)

Escrevendo o produto de operadores a curtas distancias, em termos dos campos sem

massa ¢(x) e ¢(x) e calculando a corrente

Tirssc(@) = @)y (z): = ——=0"[p(x) + —=¢(x)].(3.15)

4
N

5=
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A partir da bosonizacao (3.13) podemos escrever o gap supercondutor do modelo de
Schroer Supercondutor na forma bosonizada, |7, 8, 9, 10| como fizemos no capitulo 1,
(1.66),

D)ala) + vl @)= =7 cosl2VRle(e) + o) (310

substituindo o produto a curtas distancias (3.15) na equagdo do movimento (3.5) temos
2

Ol - L)o(@) - “=e(@)] = 0. (3.17)

A partir da equagao (3.17) podemos definir um reescalonamento no campo, a exemplo

do que fizemos no capitulo 2, (2.21), para obtermos as relagbes de comutacdo canonicas

2
’ q .1
¢ =(1-L)ko(w) (315)
reescrevendo a corrente (3.15) em termos do campo rescalonado
1 1 ,
Jz@ssc(f) = ——3”(<P(55) + %¢5 ($)>(3-19)
™ (1-2)°

e tambem o gap supercondutor (3.18)

r(aa(a) + vl(a)ol @) = 2 - cospr(pla) + —LT g (@))] : (3:20)

Podemos observar que a equacao (3.17), para os campos bosonicos ¢(x) e ¢(z), pode
ser reescrita como o operador de onda da diferenca dos campos ¢(z) e ¢(zx), que podemos
chamar de um novo campo bosonico 7(z), este novo campo bosonico é livre. Ja as equagoes
(3.19), (3.20), podem ser reescritas de forma em que a soma dos campos bosonicos ¢(x)
e ¢(z), fique expressa por um novo campo bosonico ®(z). A partir desta constatagao
podemos definir as transformacooes candnicas dos campos, a exemplo do que fizemos no
capitulo 2 (2.31),(2.32), onde associamos os campos de um modelo ao campo de outro
modelo. Vamos obter as simetrias do modelo Rothe-Stamatescu-Thirring(RSTSC) Su-
percondutor depois de realizarmos essas transformagcoes canonicas. Definimos os campos

escalares (®,n)

0(x) = p(z) + —L— () (3.21)
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Bk
mﬁ(i’) = j‘ﬂ(i’f) — ¢ (), (3.22)

eliminando () e ¢ (z) temos assim

o(z) - V), (3.23)

p(r) = ——0(z) + —=n(z) (3.24)
onde ( é a dimensao anémala da teoria, que é a mesma do modelo do capitulo 2 |6, 3, 4|

gro AT (3.25)

Entao podemos escrever a corrente(3.15) em termos do campo ¢(z)

B

Thsrse = g0 0(a), (3.20)

assim como o Gap supercondutor(3.20), na forma de Sine-Gordon

(@) (@) + Uh(@)0] (@) = £ : cos[30()] :(3:27)

Apos efetuarmos as transformagoes dos campos bosonicos podemos escrever a exponencial

bosonizada do operador de campo fermionico

= Qﬁ : egﬂ@w“ﬁfﬁc’@o@(z)dzl -+ 197 [ Bon(2)dzt (3.28)
\V 27

onde o férmion no modelo de Thirring supercondutor é dado por([8])

N

5C (2) = (%) 5@+ [T O0(a)dz] (3.29)

Como n(z) ¢ um campo escalar livre de massa nula temos

0un(z) = €"o,n, (3.30)
on(x) = —0'i(x), (3.31)
e integrando em ambos os lados

[ oyt = [ o

(2). (3.32)

||
31
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Desta forma podemos escrever
U(x) =: i) V35 (2). (3.33)

A bosonizacgao (3.33) satisfaz a equagdo do movimento correspondente a um lagrageano

de Rothe-Stamatescu supercondutor, acrescida com um termo de Thirring

Liime = (10,0 (x) + 3 (Du(2))" (331
Lgse = GV (2)Wa(x) + Wh(2)Wl(2)), (3.35)
Lo = S U @) Thsrsc ) + a7 P @) @), (336)

Assim como no modelo de Schroer, temos a conservacao da corrente axial, porem a

corrente vetorial nao é conservada

Ou(i#455) 40, (3.37)

0 (" yyi) = 0. (3.38)
O que implica na invariancia da teoria com respeito as simetria quiral U%(1), porem a

invariancia quanto a simetria U(1) de carga nao é observada. As equagoes do movimento

para os campos bosénicos sem massa serao

Od(z) = —%g s sin[fP(x)] ¢, (3.39)
On(z) = 0. (3.40)

correspondentes exatamente a lagrangeana bosonizada do modelo RSTSC
1
L(n, @) = (9,2 (x))" + 27 cos [ ()] + 5 (D ())’ (3.41)

Em particular a lagrangeana bosonizada deveria depender dos campos bosonicos £ =

L(n, ®), o tratamento do campo bosoénico 7, em um cenario similar, foi feito no trabalho
de Belveder e Rodrigues [?|

Temos aqui um isomorfismo algébrico entre Rothe-Stamatescu-Thirring Supercon-
dutor(RSTSC) e o modelo de Schroer supercondutor(MSSC). Analisando os valores da

constante de acoplamento derivativo q e a constante GG associada ao gap supercondutor
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se fizermos ¢ = 0, temos restabelecida a lagrangeana do modelo Thirring Supercondutor.
Contrariamente se fizermos a constante G = 0 recuperamos Rothe-Stamatescu sem gap

supercondutor.

A equivaléncia (3.26) implica que o sub espaco de Hilbert do modelo de Schroer

J95C ¢ isomorfo ao

Supercondutor(MSSC), que é gerado pelas fungoes de correlacdo
sub-espago de Hilbert do modelo Rothe-Stamatescu-Thirring, que é por sua vez gerado
por funcoes de correlacio JF5TSC As funcoes de Wightmam do operador ™9 (z) sao
as mesmas do campo de Fermi W29, do modelo Thirring supercondutor, agora envoltas

pela nuvem originada das contribuigbes do campo livre de massa nula n(z)

(Ofep(21)-etp ()P (1) ¥ () 0) = (3.42)

n ign(x; n —1 =5C =5C
= (0TI, « e'97@) s TIp_ - e We) - |0) (0| WG (1) WEG (@) Wy (y1)-- gy () [0)

Em vista da equagao (3.26) a carga Q e a pseudo-carga Q° associadas ao campo de Fermi

RSTSC RSTSC5
Q e Q

1 do modelo MSSC, sao mapeadas nas cargas associadas ao campo

férmionico do modelo RSTSC:

[Q. Yusso(r)] = = (z) = [Qrstsc, ¥(z)] = —¥(x), (3.43)
5 5 1 — 5 5ﬁ2
[Q°, Yusse(x)] = — EW@ = [Qrsrsc, V(7)) = — A (z). (3.44)

Os setores de carga do modelo de Schroer Supercondutor(MSSC) sdo mapeados sobre os
setores de carga do modelo Rothe-Stamatescu-Thirring(RSTSC). O Espaco de Hilbert H
do Modelo de Schroer Supercondutor (MSSC) é um produto direto

H=Hy @ Hyg . (3.45)

Assim fica estabelecido o isomorfismo algébrico em campo dos modelos Schroer supercon-

dutor e do modelo Rothe-Stamatescu-Thirring Supercondutor.
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4 Conclusao e Perspectivas

Revisamos a existéncia do isomorfismo entre modelos de Rothe-Stamatescu(modificado
por um termo de massa para o campo fermionico) e Thirring, e Schroer-Thirring, a ponto
de escrevermos um termo de corrente genérico no qual com a escolha devida de termos
constantes(constante de acoplamento e renormalizagdo) eramos capazes hora de recuperar
o modelo de Schroer, o de Thirring. Discutimos também a condicao em que a escolha
de constantes acopla definitivamente os modelos Schroer e Thirring , sendo impossivel

divorcia-los.

Utilzamos esse isomorfismo como referéncia para nossos estudos, e a possilibilidade de
escrever o Gap-supercondutor como um termo de Sine-Gordon, como pré-requsito para
demonstrarmos a o ismorfismo entre modelos e Schroer supercondutor(MSSC)e Rothe-
Stamatescu-Thirring Supercondutor(RSTSC). Fazemos isso a partir de uma transfor-
magdo candnica nos campos escalares (aqui usados em lugar dos pseudo-escalares do
capitulo 2 para garantir a conservacao da quiralidade), levando os campos escalares de
um modelo nos campos escalares de outro modelo. Observamos que a inclusao do GapSu-
percondutor preserva a simetria quiral, quando no capitulo 2. Embora o termo de massa
tambem pudesse ser escrito como termo de Sine-GOrdon, o efeito fisico de sua presenca

¢ justamente o oposto, quebrando a simetria quiral e preservando a de carga.

Uma vez estando demonstrado o isomorfismo entre esses dois modelos de Férmions
com gap supercondutor podemos em futuros trabalhos, discutir a inclusao da interacao
eletromagnética, que quebraria a simetria de quiralidade na teoria quantica , gerando

anomalia quiral.
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5 Apéndice

5.1 As relacoes de comutacao

As relagoes de comutagao [5|
[6(), ¢(W)|er = [¢(2), ¥ (y)]er = [¥(2), ¥(y)]er =0

[m(x), oY) er = —id(z" —y')

[¥(x), ¥()]er = 2"z —y')
onde 7, = 9% — J% é 0o momento candnico. Como mapeamos campos do modelos MSSC

em campos do modelo RSTSC, as relacoes sao mapeadas umas sobre as outras. No modelo

MSSC

No modelo RSTSC

Discutindo as relacoes de comutagao da infraparticula n do modelo RSTSC, seguindo
o mesmo procedimento realizado em (|3])
2
i, : e9n(x) ] = _Z'g_ : eton@) .
T

[1Q, ¥°(x)] = —igP°(x),
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[1Q,V(x)] = —i[l + 9—2]\If(x)

™

daqui notamos que a invariancia da simetria global esta quebrada espontaneamente e 7 é

um boson de Nambu-Goldstone.
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