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Resumo

Foram estudados modelos de bdésons correlacionados em uma rede a temperatura nula
(I' = 0). Partimos da hamiltoniana do modelo de Hubbard adaptada para bdsons.
Em T = 0 observa-se que a inclusao da interacao repulsiva permite o aparecimento
de um estado isolante onde a principio o estado fundamental seria sempre superfluido.
O modelo é resolvido em diversas aproximacoes de campo médio e apresentamos um
tratamento utilizando Grupo de Renormalizacao de Campo Médio que permite ana-
lisar melhor a transicao quantica isolante-superfluido e estimar valores de expoentes
criticos. O trabalho apresenta também a solucao exata para um modelo de bésons cor-
relacionados interagindo por um potencial de alcance infinito e neste caso estudamos
algumas propriedades em temperaturas finitas. Em 7' = 0 indicamos as semelhancas
entre a solucao deste modelo idealizado e o modelo de Hubbard com interagoes locais.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Sistemas de bdésons interagentes

A principal motivacao de estudar sistemas de bdsons interagentes é entender me-
lhor as propriedades de sistemas representados por esse tipo de particulas. Temos
exemplos de sistemas desse tipo como He® [1], supercondutores granulares comuns [2]
e supercondutores de alta temperatura critica (High-T;) [3] onde os pares de Cooper
se comportam aproximadamente como bdsons.

No caso de sistemas bosonicos a inclusao de interacao em geral enriquece muito
os resultados obtidos por modelos tedricos explicando novos aspectos de sistemas me-
didos experimentalmente. Em um sistema puro de bdsons, por exemplo, o estado
fundamental a 7" = 0 é sempre superfluido na auséncia de interagoes. A inclusao de
uma interacao repulsiva permite o aparecimento de uma nova fase isolante que ex-
plica o recente interesse no estudo de transigoes superfluido-isolante para sistemas de
bésons [4] (a andloga a este tipo de transi¢ao para sistemas fermionicos é transi¢ao
metal-isolante). Vamos considerar neste trabalho efeitos de localizacao devidos exclu-
sivamente a interacoes e nao levaremos em conta os efeitos de desordem. A transicao
superfluido-isolante neste caso é entao uma transicio de Mott pois a fase isolante
aparece apenas em decorréncia da interacao repulsiva em questao.

Como procedemos em sistemas de férmions o primeiro passo que imaginamos que
permite incluir interagoes é considerar um modelo de “gas de bésons em uma rede”
do tipo: .

H= ZJZJbT,b]+§ZV(TZ —’I"j) (11)
2% 1#]
onde o primeiro termo representa a energia cinética que permite o movimento dos

bésons pela rede ! e o segundo o potencial de interacao entre particulas. Podemos uti-
lizar transformadas de Fourier para escrever o modelo em uma forma mais interessante

10s operadores em segunda quantizacdo b e b' estdo definidos com mais detalhes na préxima
secao.
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no espago dos momentos (o que serd de utilidade nos capitulos posteriores):

1
H=> erblibs+ 3 D Vb gb i gbr by (1.2)
k kakl’q
onde )
q= % qu.(riirj)V(T’Z’ — Tj)d(?"i - Tj). (13)

Usaremos esta hamiltoniana no estudo da teoria de Bogoliubov para a condensacao
(fase superfluida a 7" = 0) e para encontrar a solugao exata do modelo no limite em
que o alcance da interacao é infinito. Para este 1ltimo é notavel a solucao exata para
elétrons a temperaturas finitas e em qualquer dimensao [5]. Repetindo os passos para
o sistema de bésons a solucgao ¢ trivial em 7" = 0 mas o calculo da funcao de particao
para temperaturas finitas se torna mais complicado na medida que a soma ¢ feita
sobre um numero de ocupacao ilimitado em cada estado. Mesmo assim, no sistema
de bosons, estudamos numericamente algumas grandezas a temperaturas finitas que
permitem boa comparacao com o modelo de elétrons exatamente soluvel e até mesmo
com sistemas reais de bdsons.

Outro modelo muito utilizado que é um ponto de partida para estudo destes siste-
mas corresponde a adaptacao do modelo de Hubbard para bésons. Para este modelo
fazemos aqui uma introducao mais detalhada visto que dele vamos extrair os principais
resultados deste trabalho.

1.2 Modelo de Hubbard para bésons

1.2.1 Hamiltoniana do modelo

O modelo de Hubbard foi originalmente introduzido como uma descri¢gao dos elé-
trons em metais de transicao para o entendimento de propriedades magnéticas. Para
sistemas de bdsons é comum adaptar o modelo para particulas sem spin (s=0) através
da seguinte hamiltoniana:

HB = —JZbTZbJ—MZTLZ—F%an(TLZ—l) (14)
<ij> i )

onde b; é um operador que aniquila bésons no sitio [ de uma rede regular de dimensao d
e bf; é o operador que cria bésons no sitio I. Temos as seguintes relacdes de comutacao
para esses operadores:

[b;,b%;] = & (1.5)
[bi,b;] = [bT;, b1 )]
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e podemos também escrever o operador nimero:

A aplicac¢do do operador nimero em um autoestado |n) fornece n|n).

O primeiro termo é responsavel pelos saltos de bdosons entre os sitios da rede. Os
operadores criam e destroem bdsons nos sitios primeiros vizinhos 7 e j. O parametro
J é a constante de “hopping” que determina a probabilidade com que estas particulas
mudam de sitio e por isso estd relacionada com a energia cinética. A notacgao (ij)
representa a soma entre os vizinhos mais préximos.

O segundo termo representa o potencial quimico dos bésons. Mudando o valor de p
podemos alterar o niumero total de particulas no sistema. Enfatizamos que o potencial
quimico para um gas de bdsons sem interagao deve ser sempre negativo ou nulo mas
a inclusdo da interacao U elimina essa restricao?.

O 1ultimo termo é o mais interessante pois representa um potencial de interacao
que atua apenas em bdsons no mesmo sitio. Esta interagao de curto alcance simplifica
de fato o problema e em geral é a interacao dominante como argumentado por J.
Hubbard (1963) [6] (apesar da argumentagao ter sido originalmente feita para elétrons
em metais, o modelo se mostra também eficiente na discussao de outros sistemas).

O estudo do modelo de Hubbard para bdsons neste trabalho ¢ feito pela hamiltoni-
ana (1.4) e envolve a solugao aproximada em campo médio no limite U — oo, a solugao
no limite de dimensao infinita [4]; campo médio para um [7] e dois sitios utilizando
técnicas de fungoes de Green e finalmente a utilizagao do Grupo de Renormalizagao
de Campo Médio para as aproximagoes de 1 e 2 sitios.

1.2.2 Solugao do modelo sem “hopping” (J = 0)

Antes de entrarmos no estudo mais detalhado do modelo de Hubbard para bdsons
que sera feito nos proximos capitulos é interessante avaliar alguns aspectos qualitativos
do diagrama de fases resultante do modelo. Algumas caracteristicas interessantes
podem ser derivadas da solugao sem “hopping” onde o sistema estd em um estado
isolante visto que nao permitimos movimento dos bdsons pelos sitios.

Observamos que fazendo J = 0 a hamiltoniana envolve apenas operadores ntimero.
Supomos nesse caso que os autoestados |m;) sdo solugoes que diagonalizam a hamil-
toniana Hp. Aplicando o operador Hpg por sitio nos autoestados |m;) temos:

2Comentamos mais sobre esta restricdo no capitulo 4 onde estudamos uma solucdo exata para
bésons interagentes em uma rede d dimensional.
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U
Hp|mi) = —pnp;|m;) + Enbi(nbi —1)|m;)
U
Hplmg) = —pmg|m;) + §mi(mi — 1)|m;)
U
EY = (my|Hplm;) = —pm; + Emi(mi —1) (1.8)

O numero de ocupagao do estado fundamental deve ser aquele que minimiza a energia
por sitio E%. Para encontrar esse valor derivamos a energia em relagio ao ntimero de
ocupagao m; encontrando

8E% U
= — —(2m; — 1).
o, pt 5 (@2m = 1)
Minimizando temos 0 .
B ¥
=0 ==+ = 1.9

Como m; é um numero inteiro a solugao é do tipo:

0 sep/U<0

1 se0<pu/U<1
mo(p/U) =< . . (1.10)
n sen—1<pu/U<n

onde fizemos m; = my(u/U) independente do sitio. Portanto o sistema estd em um
estado isolante e o nimero de particulas por sitio é igual para todos os sitios sendo
determinado pela solugao (1.10).

Se /U = inteiro temos dois estados degenerados para cada sitio diferindo de um
boson de ocupagao entre eles. Podemos avaliar a energia para adicionar ou retirar uma
particula nesta solugao (J = 0). J4 conhecemos a energia para n bésons por sitio:

U
E, = —un -+ an(n -1) (1.11)
e se adicionamos uma particula no sitio:
U
A diferenca de energia é entao:
AE, =—pu+Un (1.13)

e como, de acordo com (1.10), n — 1 < p/U < n, obtemos:

0 <AE,. < U (1.14)
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Se, por outro lado, retiramos uma particula, obtemos a energia:

Ep=—p(n—1)+ %(n —1)(n—2) (1.15)

e a diferenca de energia é agora:

AE_=p—U(n—1) (1.16)
portanto
0 <AE_< U . (1.17)
~~~ ~~~
E_pn—-1 %:n

U
Observamos que no extremo p/U = n é possivel criar uma particula com energia de
excitagao nula e no extremo u/U = n — 1 é possivel criar um buraco com energia de
excitagao nula. Essas regioes de u/U = inteiro devem estar entao no estado superfluido
se fizermos J # 0 mesmo que arbitrariamente pequeno.

Para as outras regides (u/U # inteiro) ha um gap de energia para criar uma
particula ou buraco e a energia necessaria para passar para o estado superfluido do
sistema aumenta quando nos afastamos dos pontos de p/U = inteiro sendo méxima
no ponto médio. Quando fazemos J # 0 mas pequeno, a energia cinética (= J) pode
ser insuficiente para adicionar ou remover uma particula e por isso deve haver uma
regiao finita (com J # 0) no diagrama de fase onde temos ainda a fase isolante.

1.2.3 Estudo qualitativo do diagrama de fase

De acordo com a solucao com J = 0 da segao anterior podemos esperar um di-
agrama de fase similar ao esbocado na Figura 1.1. Podemos explicar sucintamente

A

superfluido

M.I. 0

v

ZJIU

Figura 1.1: Diagrama de fases para o modelo de Hubbard de bésons interagentes a T' = 0

alguns aspectos deste diagrama:

e Na segao anterior observamos que nos pontos com p/U # inteiro precisamos de
alguma energia para passar para o estado superfluido. Esta energia repulsiva
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pode ser compensada pela energia cinética relacionada com J. Existe entao uma
regiao no plano em que a energia cinética nao é suficiente para vencer este “gap”
e por isso estamos, mesmo a J # 0, em um estado isolante. Os ventres da
figura sao explicados entao pelo fato da energia repulsiva ser maxima nos pontos
p/U = semi-inteiro e nula nos pontos /U = inteiro. O formato exato destes
ventres isolantes deve ser encontrado resolvendo-se o modelo, por isso, é claro,
os ventres da Figura 1.1 sao apenas um esboco previsto do resultado. As fases
isolantes tém outra caracteristica importante: sao fases incompressiveis, isto €,
Op/dp = 0 (o numero de bésons por sitio é constante). Essas regides isolantes
com um valor de densidade quantizado e um gap de energia para as excitagoes
sao conhecidas como Isolantes de Mott.

e Podemos observar os gaps de energia £, (energia necessaria para adicionar uma
particula no sistema) ou Fj, (energia necesséria para criar um buraco no sistema)
na Figura 1.2. Essas energias sao exatamente a diferenca entre uma reta que
passa pela linha de /U = constante e o ponto imediatamente acima ou abaixo
no limite da fase isolante. Notamos isso pois se aumentarmos p continuamente
mantendo J constante chegamos eventualmente a um ponto nesta fronteira onde
hé energia suficiente para adicionar uma particula no sistema e por isso permitir
uma transicao para a fase superfluida. Da mesma forma, diminuindo p, podemos
criar um buraco que provoca a mesma transicao.

A
\T% a2

1< <N> <2
"

. <N>=1

Figura 1.2: Gaps de energia e linhas de nimero de ocupagao no diagrama de fase

e Note que a fase superfluida se extende até J = 0 nos pontos onde p/U = inteiro.
Isso acontece pois, como encontramos na segao anterior, se u/U = inteiro, é
energeticamente idéntico ter n ou n — 1 particulas por sitio. Por isso nestes
pontos nao ha barreira a adicao ou remocao de particulas ocorrendo entao uma
transicao para a fase superfluida para J arbitrariamente pequeno. Na verdade
quando estudamos a solucao com J = 0 encontramos explicitamente que nestes
pontos a energia para criar uma particula ou um buraco é nula.

e Podemos observar ainda na Figura 1.2 as curvas de densidade constante do di-
agrama de fase (linhas indicadas). Cada linha (N) = n encontra a fronteira do



Capitulo 1. Introducao 7

[solante de Mott no ponto com J méaximo. Isso deve acontecer pois se esta linha
encontrasse a fronteira em outro ponto podemos mostrar que a compressibili-
dade 0p/dp préxima ao topo seria negativa (ver Figura 1.3). Para densidades
nao inteiras entre n e n + 1 a curva acompanha a fronteira na regiao superfluida
terminando no eixo J = 0 no ponto especial /U = inteiro.

Figura 1.3: Se a linha com ntmero de ocupacao inteira da fase superfluida nao tocar a fron-
teira no topo do ventre podemos imaginar uma transicao em que teriamos compressibilidade
negativa.

e Distinguimos dois tipos de transicao superfluido-isolante: uma delas é conhecida
como transi¢ao genérica e ocorre em qualquer ponto de fronteira excetuando o
topo do ventre isolante do diagrama de fase. Pode ser entendida como a adig¢ao
ou remocao de particulas no Isolante de Mott e faz com que a densidade mude
continuamente do valor fixo inteiro de particulas por sitio quando cruzamos a
fronteira. O outro tipo de transicao, que chamaremos de transicao especial ou
transicao a densidade fixa, ocorre no topo do ventre e nao ha mudanca de den-
sidade pois é nesse ponto que a linha de (N) = n toca a fronteira. Nesse caso
J suficientemente grande permite que os bdsons vencam a repulsao e se loco-
movam na rede produzindo um estado superfluido sem a adi¢ao ou remocao de
particulas. Este outro tipo de transicao é movida entao por uma fisica diferente
e por isso pode pertencer a uma diferente classe de universalidade [4].

O principal objetivo do proximo capitulo, além de uma breve revisao a respeito
de transigoes de fase quanticas, é construir a teoria de escala para as transicoes que
discutiremos aqui.



Capitulo 2

Transicoes de fase quanticas

2.1 Transicoes de fase

Grande parte deste trabalho procura caracterizar a transicao quantica entre a fase
isolante e a superfluida do modelo de Hubbard para bésons. Antes disso vamos entao
comentar alguns aspectos das transicoes de fase quanticas e transicoes de fase em
gerall.

Nos referimos usualmente a transicoes de fase quando observamos uma mudanca
brusca das propriedades de um sistema. Essas transi¢oes podem ser estudadas pela
termodinamica e sao caracterizadas por singularidades nos potenciais termodinamicos
e, consequentemente, por singularidades também nas grandezas fisicas no ponto de
transicao. Uma transicao de fase “classica” é movida pelo efeito térmico e portanto
é caracterizada por uma temperatura de transi¢ado (temperatura critica). Por isso,
préoximo a uma transicao dessa espécie, procuramos descrever o comportamento sin-
gular das grandezas fisicas do sistema através de comportamentos assintoticos em
funcao de uma variavel térmica

(Tc B T)

t =
T

(2.1)

Para algumas grandezas importantes o comportamento assintotico é descrito por:

e Calor especifico (campo nulo):
coxt™® (2.2)

e Susceptibilidade isotérmica:
X oxt™? (2.3)

INao estamos interessados aqui em uma longa revisdo sobre os diversos métodos de estudo de
transicoes de fase, para isso hé longa bibliografia especializada.
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Definimos em muitos casos também, para caracterizar as transi¢coes, um parametro
¢, conhecido como parametro de ordem. O parametro de ordem caracteriza a fase
do sistema assumindo o valor ¢ = 0 em toda regiao de uma das fases e qualquer
valor ¢ # 0 na regiao da fase oposta. No caso de um ferromagneto, por exemplo,
o parametro de ordem pode ser a magnetizacdo m que assume um valor nao nulo
na fase “ordenada” (T < T.) e um valor nulo na fase “desordenada” (7' > T.). O
comportamento assintético do parametro de ordem também é estudado:

¢ oc t? (2.4)

Na presenga de campos externos estamos interessados ainda no comportamento as-
sintético do parametro de ordem em relacao ao campo conjugado na isoterma critica:

ot =0) x ]Hell/‘ssgn(He) (2.5)

onde H, é o campo externo? e sgn(z) é a fungao sinal.

Observamos que o comportamento assintotico das fungoes termodinamicas é deter-
minado pelos expoentes das relacoes acima conhecidos como expoentes criticos. Estes
expoentes nao sao independentes e estao relacionados entre si por algumas desigual-
dades derivadas da termodinamica:

e Desigualdade de Rushbrooke

a+208+y>2 (2.6)

Primeira desigualdade de Griffiths

a+p(1+6)>2 (2.7)
e Segunda desigualdade de Griffiths
v > B0 —1) (2.8)
e Desigualdade de Fisher
1> (2w (2.9
e Desigualdade de Josephson
dv > 2 —a. (2.10)

Nas duas ultimas relacoes d é a dimensao e os expoentes v e 1 sao expoentes referentes
ao comportamento assintético respectivamente do:

e Comprimento de correlacao &
o [t (2.11)

2Esse campo ndo é necessariamente um campo magnético mas muitas vezes um campo externo
“generalizado”. Neste trabalho vamos considerar, por exemplo, o termo de energia cinética do modelo
de Hubbard para bdsons como um campo externo em capitulos posteriores.
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e Fungao de correlagao I'(r) = (®(r)P(0)) — <(I)(O)>2

1
Td72+n

T(r) o (2.12)

E interessante observar que na criticalidade (t = 0) essas desigualdades entre expoentes
criticos sao satisfeitas como igualdades e conhecidas como leis de escala.

Observamos finalmente que de forma geral o expoente critico associado ao com-
portamento assintético de uma grandeza F' é obtido por

A = lim EO

2.13
t=0  Inlt| (2.13)

Relacao utilizada em capitulos posteriores.
2.2 Transicoes a temperatura nula

Transicoes de fase podem ocorrer também a 7' = 0. Essas transicoes envolvem
uma mudanca no estado fundamental através da variacao de um ou mais parametros
da hamiltoniana do sistema. Este parametro pode ser por exemplo a dopagem em um
supercondutor de alta temperatura critica ou a desordem em um condutor préximo
a sua transicao metal isolante. As transi¢cbes a temperatura nula apresentam como
principal diferenga (em relacdo as transigoes a temperaturas finitas) a necessidade
imprescindivel de levar em conta os efeitos quanticos do sistema. Na verdade ¢ dificil
saber exatamente a que temperatura os efeitos quanticos se tornam importantes na
descricao de um sistema mas é certo que a T' = 0 esses efeitos sao relevantes. Por
isso nos referimos a transicoes a T' = 0 como transicoes de fase quanticas enquanto as
demais transicoes a temperaturas finitas sao denominadas “cldssicas” mesmo quando
envolvem sistemas essencialmente quanticos como hélio liquido ou supercondutores.
Transicoes de fase a temperatura finita em sistemas quanticos desse tipo podem ser
perfeitamente explicadas pela mecanica estatistica classica visto que as transicoes de
fase em geral® sao usualmente acompanhadas por um comprimento e um tempo de
correlacao divergentes. Neste caso as correlagoes de grande comprimento de onda
sao bem capturadas classicamente. Podemos dizer resumidamente que um sistema
quantico se comporta classicamente quando a “temperatura” excede as “frequéncias”
de interesse, isto é

hw* << KgT, (2.14)

onde w* é a frequéncia associada as flutuacoes quanticas. Como vimos, se a transicao
¢ acompanhada por um tempo de correlagao divergente w* — 0 quando 1" — T e por
isso para qualquer transi¢ao com 7' # 0 encontramos uma temperatura suficientemente

3Quando nos referimos a “transicoes de fase em geral” queremos dizer tanto as transicoes de fase
cldssicas quanto as quanticas.
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préxima de T, tal que a relagao (2.14) é satisfeita. Ou seja, sempre encontramos uma
temperatura suficientemente proxima de T, para qual o sistema se comporta quase
classicamente. Para transicoes em 7" = 0 nao podemos dizer o mesmo, o que torna
este tipo de transicao de fase diferente e justificando sua referéncia por transicao de
fase quantica?.

Os métodos utilizados no tratamento de transigoes e modelos essencialmente quan-
ticos s@o bem descritos no recente artigo de revisao de Sachdev [8] e em seu livro [7].

2.3 Funcao de particao

A funcao de particao de um sistema pode ser calculada de acordo com a expressao
geral

Z =Tre” " =" (n|e=|n). (2.15)

n

Um desenvolvimento interessante para o cdlculo da fungao de particao em modelos

quanticos é a formulacao por meio de integrais de trajetéria. O que fazemos é associar

o parametro [ a uma “propagacao temporal quantica”. Seguimos entao a mesma

idéia desenvolvida por Feynman para calcular a amplitude de transicao entre dois

estados do sistema observando que a unica diferenca é que a evolucao temporal comum

¢ substituida pelo evolucao em um “tempo” imaginario 7 = —ih3. Escrevemos o

operador:
e—ﬁH — [6_(1/h)6TH]M (216)

onde dividimos o intervalo 7 em M pedagos infinitesimais (M — oo). A funcao de
partigao (2.15) pode ser escrita entdo como

— —(1/r)oTH —(1/h)oTH
= 1 o ..
Z E E (nle |my)(male |mg)

n. mi,ma..myg

(mpg|e” VMO ) (2.17)

e observamos que podemos continuar entendendo a relagao como uma soma por todas
as configuragoes possiveis do sistema se considerarmos o “tempo” como uma dimensao
extra que se estende até h3. O interessante é que para T" = 0 esta direcao extra diverge
e podemos considerar de fato o sistema quantico como um sitema classico de d + 1
dimensoes. Na maioria das vezes, no entanto, a dimensao temporal é anisotrépica em
relacao as dimensoes espaciais e neste caso a transcricao do modelo quantico para um
modelo classico de dimensao maior é mais complicada.

E 1til entdo observar a expressao da funcao de particao neste novo formalismo. No
apéndice B derivamos a relacao para a funcao de particao entre os estados coerentes

4Para temperaturas muito baixas os efeitos quanticos sdo observados experimentalmente e influem
até mesmo em transicoes térmicas se T, ~ 0.
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do sistema®. O resultado para a funcao de particao é
Z= [ D) D(Ga(r)e W IO SO0 O] (215)

onde observamos que a acao efetiva possui além da hamiltoniana escrita em um formato
de segunda quantizacao um termo extra relacionado com a nova dimensao temporal
que pode ser complexo e anisotropico nesta nova dimensao.

2.4 Teoria de escala para as transicoes
de fase quanticas

As transicoes de fase quanticas, como discutimos nas secoes anteriores, sao carac-
terizadas por divergéncias de um comprimento e um tempo caracteristicos:

En b (2.19)
T~ (2.20)

que definem respectivamente os expoentes criticos v e z. Repare que o expoente z é
definido devido a possivel anisotropia entre a dimensao temporal e as dimensoes espa-
ciais. No caso isotrépico temos simplesmente z = 1 e a divergéncia do “comprimento
de correlacao temporal” na criticalidade é idéntica a divergéncia do comprimento de
correlacao espacial.

A variavel que mede a distancia do ponto critico d é do tipo J — J. onde J é um
parametro da hamiltoniana. De acordo com a hipétese de Kadanoff é possivel reescalar

J=bvJ (2.21)
§ = b5 (2.22)
=0T (2.23)

onde o fator de escala b = (L/L'), L e L' sdo as dimensoes lineares do sistema original
e do sistema reescalado respectivamente. Podemos relacionar estes expoentes y e a
com os expoentes criticos. O comprimento de correlacao deve escalar como

£(191)

(1) = 0 (2.24)

para um valor de b arbitrario. Usando (2.22) temos

eria) = 100 (2.25)

5Usamos a relacdo para a funcdo de particdo entre estados coerentes neste trabalho pois as hamil-
tonianas se encontram em um formato de segunda quantizacao.
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e fazendo b?|§| = 1 ou b = |§|~*/* encontramos para o comportamento do comprimento
de correlagao préoximo da criticalidade

€= 6|7 Vg (2.26)

Portanto, de acordo com (2.19) o expoente v é

v=— (2.27)

Para encontrar a relagao com o expoente z basta exigir que a incerteza
AFEAT > h (2.28)

seja invariante de escala. Observamos que AE (uma energia) deve escalar como J
(outra energia) em (2.21) e o tempo caracteristico escala como (2.23) na medida que
podemos escrever

AFE'AT" = AEAT  (invariante de escala)
= bW YAEAT = AEAT
=z =y. (2.29)
A parte singular da energia livre a T' = 0 se comporta como:

F

fo= 13 = T10) (230
e por isso reescalando por L' = L/b temos
fi= =0 = T (). (2.31)
(L)1
Usando (2.21) e (2.22) encontramos
bf, = bV F(b6)) (2.32)
e fazendo b = |§|7/* temos
e (2.33)

J
Mas a parte singular da densidade de energia se comporta como

fs o< |07 (2.34)

o que define o expoente or. Com o0 uso das relagoes para z e v (2.27) e (2.29) em (2.33)
obtemos que a densidade de energia livre escala como

fs o |§|P1d+2) (2.35)
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e portanto os expoentes satisfazem a igualdade
2—a=v(d+=z). (2.36)

Podemos observar que esta relacao é idéntica a desigualdade de Josephson satisfeita
como igualdade com uma dimensao efetiva d + z. Como ja argumentamos, é carac-
teristica das transicoes a T' = 0, onde a dinamica do sistema deve obrigatoriamente ser
levada em conta, que o “tempo” seja tomado como uma dimensao. Se z = 1, tempo e
espago sao isotrépicos, e o modelo quantico de d dimensoes pode ser tratado como um
modelo cldssico em (d + 1) dimensoes, isso deve incluir as relagoes entre os expoentes
criticos que devem valer para a dimensao efetiva d+ 1. A relacao de escala acima para
as transicoes de fase quanticas é conhecida como relacao de hiperescala por envolver
uma dimensao efetiva diferente da dimensao espacial do sistema®.

2.5 Teoria de escala no modelo de
Hubbard para bdésons

No modelo de Hubbard para bdsons definimos a variavel critica ¢ como

B = He
5:
U

para as transi¢oes genéricas onde a densidade muda quando cruzamos a fronteira entre
as fases e

(2.37)

S =
U
para a transicao especial feita com p constante e passando pelo topo do ventre isolante
onde nao ha variacao da densidade. H& sentido nesta definicao na medida que U
representa a energia de repulsao que tende a organizar as particulas em um estado
isolante e os outros parametros competem com esta repulsao. Para um determinado
valor da razao J./U ou pu./U esperamos entao que ocorra uma transi¢ao de fases.

Associamos as flutuacoes quanticas um tempo de correlagao divergente 7 o< 7%,
por isso a frequéncia associada se anula como w* o §**. As energias que também se
anulam na transicao de fase estao assim relacionadas com Aw™* e por isso o “gap” de
energia da fase isolante deve se anular com

J

(2.38)

E, x 6", (2.39)

Esse resultado permite estimar o produto vz como faremos na secao 6.4.3.

De acordo com a teoria de escala usual esperamos ainda que as fungoes de correlagao
exibam formas de escala. A susceptibilidade (em relagdo ao parametro de ordem)
definida como

X(r.7) = (Tr,(1)60(0)) — (60 (7))(65(0)) (2.40)

6Para um estudo completo das teorias de escala em transicdes quanticas nos referimos a [9].
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deve se comportar proximo a criticalidade como
X(r, 1)~ R g (g ) (2.41)

definindo o expoente 1 de forma que a lei de escala v = v(2 — 1) seja vélida com ~
caracterizando a divergéncia da susceptibilidade estdtica a campo nulo. Também é
interessante considerar o efeito de um campo externo h que corresponde a um termo
na hamiltoniana da forma

Hezt = - Z h (qb;k + ¢z) (242)

onde a dependéncia temporal e da posicao dos campos foi omitida para simplificar a
notagao. Na presenca deste campo a parte singular da energia livre escala de forma
completa como

fs(6,h) ~ §VAFDY (Rg—) (2.43)
que se reduz a forma anterior (2.35) quando h = 0. Observando que
0.
X(w=0)~ =5 (2.44)
temos
anS _ g 5ll(d+2’) 24 a(h(s_)\h)
Oh? oh O(hé=>»)  Oh
_ gD 5= 0%Y  O(hd )
0%(ho=*»)  Oh
_ 5u(d+z)572)\h *Y
0%(hd=>n)
2
g f;’; = A=y (g An), (2.45)
Seh=0 o
x(w=0)= ah; ~ 67 (2.46)

e encontramos A, em funcao dos expoentes conhecidos
20, =y +v(d + 2). (2.47)

O parametro de ordem é M o (b) ~ 0fs/Oh. Derivando a forma de escala completa
da energia livre na presenca do campo encontramos

ofs (d+2)=Any ! (1 §—A
—— ~ oNTETAY g 24
S~ (h5™") (2.48)

e a campo nulo (A = 0) a forma de escala é dada pelo expoente [3:

M ~ 6P, (2.49)
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Encontramos agora para Ay
A =v(d+z)— 0. (2.50)

As duas relagoes para A\, permitem generalizar a lei de hiperescala entre (3 e n:
28 =v(d+z—2+1n) (2.51)
onde usamos a lei supostamente vélida para +:

v=v(2-mn). (2.52)

Outros observéveis podem ter a forma de escala derivada de (2.43). A parte singular
da compressibilidade k., por exemplo, é dada por

_ %

Para as transicoes genéricas onde § = pu — p. a derivacao em relacao a p é equivalente
a derivacao em relacao a 6 o que permite escrever a campo nulo

02 f

-~ W ~ 517(d+2)—2_ (254)

Ks

Como por outro lado f, o< 62~% esperamos a forma de escala
e ~ 0% (2.55)
Portanto podemos generalizar para as transicoes genéricas a relacao de hiperescala
a=2-v(d+32). (2.56)

Enfatizamos, no entanto, que para a transicao especial, com 6 = J — J., a construcao
da lei de hiperescala acima nao ¢é valida visto que a derivacao em relagao a g nao
é equivalente a derivacao em relacao a . Para evitar esse tipo de confusao usamos
expoentes com o til (7) para as transi¢oes genéricas a partir deste ponto.

2.6 Densidade do superfluido e compressibilidade

E possivel também encontrar o comportamento de escala da densidade do super-
fluido assim como o comportamento geral da compressibilidade do modelo. A den-
sidade do superfluido é um observavel fisico importante visto que neste caso esta
intimamente relacionada ao parametro de ordem que por sua vez é dificil de se ob-
servar diretamente. Mostramos no apéndice D que a densidade do superfluido esta
ligada a uma ‘“rigidez” sobre a rotacao espacial do parametro de ordem complexo
o(r) = ¢go(r)e™® [10]. Da mesma forma observamos que a compressibilidade estd
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ligada a variagdo na dire¢ao temporal da fase ¢ do parametro de ordem [4]. Os resul-
tados do apéndice permitem entao descrever a variacao da densidade de energia livre
da acao efetiva em funcao de ¢ como:

Sf =ihpp + %/{(hcﬁf + %(hps/m)(Vgo)Q +... (2.57)

Isto é, escrevemos a agao efetiva da fungao de partigao entre os estados coerentes (veja
apéndice B) préxima a fase ordenada como

Bh
S = / dr /O drlihpp + %Fa(ﬁgb)Q + %(hps /m)(Vp)® + .. ] (2.58)

e com este resultado podemos extrair formas de escala para a compressibilidade total
e densidade do superfluido.

Comecamos impondo uma rotacao na direcao temporal da fase ¢ de Ay = 6 entre
7 =0e 7 = [h. Fica evidente que a densidade de energia varia como

1 .
§f ~ §H(h<g0>)2 (2.59)
para variacoes pequenas. Portanto como

6

) = — 2.60
®) =3 (2:60)
encontramos um comportamento da densidade de energia livre como
K
Of ~ 7 (2.61)

O que fazemos é utilizar que a derivacao dessas relacoes para compressibilidade e
densidade utilizam um sistema finito (pois temos que impor condigoes de contorno
nas paredes para conseguir a variacao de fase do parametro de ordem complexo como
descrevemos no apéndide D). Isso permite, de acordo com uma teoria de finite-size
scaling usual”, dizer que a densidade de energia livre tem um comportamento de
escala

Fo(8, L, B) ~ "2V (¢ /L, €/ 3h) (2.62)
onde L? é a dimensao espacial e 3h é a dimensao temporal do sistema. A variacao Af
para o sistema finito se comporta entao como

Af ~ 8" Y (E/L, € 3h) (2.63)

onde Y e a diferenca entre as funcoes de escala nas duas paredes. Finalmente, para
L — o0 e [ — o0, esperamos comportamento equivalente a (2.61) em fungao da

extensao temporal (:
K

5

"Para uma boa discussdo sobre finite-size scaling nos referimos novamente a [10].

~ VY (¢ /L, € BR). (2.64)
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Isso indica claramente que a funcao de escala Y deve se comportar como
Y ~ (¢7/B0) (2.65)
quando § — oo, resultando em uma forma de escala para a compressibilidade do tipo
K~ £256V(d+2) (2.66)
e como & ~ 07" podemos deduzir que
Ko~ 0V, (2.67)

Podemos utilizar o mesmo raciocinio e impor uma mudanca de fase espacial do
parametro de ordem complexo obtendo

Sf ~ % (2.68)
e a funcao de escala Y se comportaria agora quando L — 0o como
Y ~ (¢/L)? (2.69)
e deduzimos entao o comportamento de escala para a densidade do superfluido
Dy~ £267(0+2)
= py ~ oV, (2.70)

2.7 Expoentes criticos

As relacoes de escala anteriores permitem obter um resultado interessante para o
produto de expoentes criticos Zr da transicao genérica. Usamos que as fases isolantes
de Mott sdo incompressiveis (k = 0) e por isso a compressibilidade total ndo tem parte
analitica na transicao. Isso permite igualar as formas de escala obtidas para a parte
singular (2.54) e para a compressibilidade total (2.67):

o(d+2)—2=0i(d—3)
vF=1. (2.71)

Este é um resultado exato que deve ser consistente enquanto as relagoes de escala (2.54)
e (2.67) forem validas. Na verdade, a igualdade vale até mesmo quando essas relagoes
sao violadas (acima da dimensao critica superior) [4]. Esse resultado permite também
encontrar a dimensao critica superior para essa transicao usando, por exemplo, o
comportamento de escala da densidade (2.70) e procurando o valor de d tal que os
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expoentes assumam seus valores de campo médio. Neste caso, como & = 0 e p, ~ §1=¢

temos p, ~ 0! e portanto: o
5l/(d+272) ~ (51 (272)

Usando o resultado 7Z = 1 e o valor de campo médio 7 = 1/2 encontramos:

d, =2. (2.73)

Para a transicao especial, é possivel mostrar, devido a natureza complexa do parametro
de ordem da transicao superfluida, que estamos na mesma classe de universalidade do
modelo XY em (d + 1) dimensoes e d. = 3 [4].
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Fase superfluida

3.1 Superfluidez do hélio

Podemos liquefazer o hélio a pressao atmosférica (1 atm) reduzindo a temperatura
para menos de 4.2 Kelvin. Reduzindo ainda mais a temperatura (=~ 2.17 Kelvin)
observamos que o comportamento do hélio (nos referimos ao *He) muda de uma fase
liquida normal para uma nova fase com propriedades interessantes. O hélio nesta nova
fase é denomindado superfluido devido a suas propriedades anormais para um liquido?,
como por exemplo a viscosidade extremamente baixa.

Para explicar o comportamento do superfluido alguns modelos se destacaram como
o desenvolvido por Landau em 19412 que construiu uma hidrodinamica quantica para o
hélio liquido a baixas temperaturas estudando seus niveis de energia. Landau explicou
varias das propriedades do superfluido desta forma. De outra maneira, Fritz London
(London F., Superfluids, New York, Dover, volume I - 1961) usou métodos de mecanica
estatistica quantica e mostrou que bésons, como o *He, sofrem um tipo de condensacao
no espacgo dos momentos a baixas temperaturas similar ao fenomeno de condensagao
no espaco real.

Vamos analisar a fase superfluida aqui utilizando essa idéia de condensacao do sis-
tema no estado fundamental (condensagao de Bose-Einstein) e um modelo de bdsons
interagentes a baixas temperaturas desenvolvido e resolvido por Bogoliubov. A apro-
ximagao de Bogoliubov sera resolvida, no entanto, utilizando técnicas de fungao de
Green. Para isso fazemos no apéndice A breve introducao ao Método das Fungoes de
Green para Estado Sélido.

IPara uma anélise interessante das propriedades do superfluido de *He veja por exemplo Zemansky
M. W.,Heat and Thermodynamics, quinta edicao.
2Veja por exemplo: Landau L. D., Lifshits E. M., Statistical Physics, Addison-Wesley (1959).

20
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3.2 Teoria de Bogoliubov para a superfluidez

3.2.1 Hamiltoniana de Bogoliubov

Os problemas de bdsons correlacionados podem ser descritos pela hamiltoniana

1
H=> exbliby+ +5 > Vab'k—gb'i 4 qbi b (3.1)
k

kK q

onde €, ¢ a energia cinética e no segundo termo V, é dado por
V, = £ [ dery ) = 3.2
=g ¢ (r)d’r comr =r; —r; (3.2)

e descreve a interacao entre os bdsons. Quando estamos a baixas temperaturas os
bésons comegam a se condensar no estado fundamental do sistema. Os fenomenos
de superfluidez comecam a ser observados quando um nimero macroscopico dessas
particulas esta no estado fundamental. Por isso, em 1946, Bogoliubov foi capaz de ex-
plicar a superfluidez a partir de simples consideracoes. Ele considerou que se queremos
estudar o sistema no estado superfluido podemos desprezar termos na hamiltoniana de
ordem menor em relacao ao numero Ny de particulas no estado fundamental. Ou seja,
Ny >> N, (ntimero de particulas no estado fundamental é muito maior que o nimero
de particulas nos estados excitados) e por isso os termos da soma na hamiltoniana que
nao contém Ny podem ser desprezados. Para avaliar se os termos contém ou nao Ny
dividimos a segunda soma da hamiltoniana em outras somas como se segue:

1
H=> crblibi+ 5 > VgbT_gbgboby
k

k=k'=0,q
1
+5 > Vgble_gbiqbisbr (3.3)
k+#0 ou k'#0,q

Avaliando os somatérios separadamente temos para a segunda soma

1 1
5 D VgbT_gblgboby = 5 VobTobToboby +
k=kK'=0,q k=k'=q=0
1
+5 > VabT_gbTgboby
q#0
e podemos utilizar as relagoes entre o numero Ny e os operadores
bTobo - NO (34)
boby = (Ny—1) =~ N, (3.5)
boby ~ blobTy ~ N, (3.6)
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a ultima relacdo se torna valida pois por exemplo o operador bfb', atuando em um
estado com Np particulas com k = 0 fornece \/(No + 1)(No + 2) vezes o autoestado
com N + 2 particulas. Como Ny >> 2 é vélida a aproximacao acima. A segunda soma

fica entao:

1 1
5 D VgbT_gblgboby = 5 VoG +
k=k’'=0,q
1
+5No D Vb _gbl,
q#0
Para a terceira soma

Y Veblegbrigbibi =
k#40 ou k'+#0,q

= ) Vgble_gblgboby +

k’'=0,k#0,q

+ Y Vbt bl gbibo +
k=0,k'£0,q

> Vgbleogbliyqbibr
k'#0 e k#0,q

e podemos observar que encontramos Ny para ¢ = 0 e kK = ¢ na primeira soma, ¢ =0 e
k' = —q na segunda soma e k = —k' = ¢ # 0 para a ultima soma. Desprezamos todos

os demais termos e obtemos:

> Vbl gblwigbibem Vo > blbTobob +

k#£0 ou k'+#£0,q k’'=0,k#0,q=0

+ ) VgbToblgbobg + Vo Y blobTubisby +

k'=0,k=q#0,q k=0,k'#0,q=0

+ ) Vbt gbTobgbo+ Y VgbTobTob_gb,

k=0,k'=—q#0,q k=-k'=qg#0,q
e portanto supondo V, = V_,

ST Vbt gbtigbibi & 2VoNg Y bliby, +
k#£0 ou k'#0,q k#£0

+2N, Z Vibtebr + No Z Vib_pbp.

k0 k0
Finalmente substituindo (3.7) e (3.8) em (3.3) encontramos

1
H= Z €kbtkbk -+ E%NOQ + Vo Ny Z kabk +
k k£0

N,
+No Y VibTuby, + 70 > " Vi(bt_ib's, + b_iby,)
k+£0 k40

(3.9)
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Podemos melhorar ainda a forma da hamiltoniana com a aproximacao

5 VoG + VoNo > bliby = 5 (No + Qan) ~ SNV (3.10)
k#0 k40
valida pois Ng ~ N e Ny + 2N, ~ N. Definindo finalmente
M + €k & Iwk, (3.12)

no limite Ny >> N,, encontramos a hamiltoniana estudada por Bogoliubov:
1 1
H =5 NiVo + > hwbtiby, + 5 > (bt kbl + brb_g). (3.13)
k k

Observamos que o terceiro termo da hamiltoniana ainda representa uma dificuldade
para solucao do problema. O estudo perturbativo leva a representagoes conhecidas
como “diagramas perigosos”. Bogoliubov conseguiu entao resolver o problema direta-
mente mostrando que era possivel diagonalizar a hamiltoniana através da definicao de
um novo conjunto de operadores

o = (cos O )by, — (sin 0)bT_4, (3.14)

que permitia escrever a hamiltoniana como:

H= Z hwkork ag (3.15)
k
ajustando os valores de wy, e 0.

3.2.2 Solucao pelo Método da Funcao de Green

O problema representado pela hamiltoniana (3.13) pode ser resolvido através da
técnica das fungoes de Green no lugar das Transformagoes de Bogoliubov. O termo da
hamiltoniana que nos causa problemas é representado pelos produtos de operadores
brb_ 1 e b _pbTy e por isso é interessante calcular a fungao de Green ((bx(t)]b_1(0)))

u ((bL ()61, (0))) (vamos nesta secio retirar a notagio de negrito para vetores e ope-
radores quando nao houver risco de confusao). Portanto vamos partir para a solucao
do problema a partir do célculo de ((bg(t)|b_x(0))). Para isso vamos encontrar sua
cadeia de equacoes do movimento.

Z%<<bk(t)|bk(0)>> = 6 (t)([br(t), b (0)]) + (([bw (), H][b—r(0))) (3.16)
———

=0
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onde fizemos como usualmente i = 1. Calculando o comutador
[br(t), H] = wibi(t) + midl (1) (3.17)

a primeira equacao é dada por

SO0 (1) = G0 + mEP () (3.18)

onde definimos
(b (1) b1 (0))) = G (1) (3.19)
(B L (D[b_k(0))) = G (8). (3.20)

Da mesma forma calculamos a equacao do movimento para G,(f) (t). Encontramos

d :
i G0 (1) = i8(1) — oG () = mGy (1) (3.21)
e observamos que a cadeia de equacoes se fecha visto que aparece na segunda equagao a

funcao de Green G,(:) (t). Como V}, = V_j, escrevemos o sistema de equagoes diferenciais
para as fungoes G,(:)(t) e G,(f) (t):

d
i=G (1) = G (0) + G (1)

d .

i—GP () = io(t) — w G (1) — G (). (3.22)

dt

Esse sistema de equacoes pode ser resolvido utilizando-se as tranformadas de Fourier
das funcoes de Green:

Gap(E) = % /_ h e G p(t)dt (3.23)
Gap(t) = /_ h e PG up(E)dE (3.24)

encontrando o novo sistema:
EG(B) = G (B) + G (E)
7
EGY(B) = 5 — Gy (B) -Gy (B) (3.25)

que tem solugao para G,(:)(E)

G(E) =5 L (3.26)
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Podemos comparar esta solugdo com a func¢ao de Green do oscilador harmonico Go(E)
— equagao (A.37). Obtivemos entao excitagoes a partir do estado fundamental seme-
lhantes a de particulas bosonicas de energia

hQy, = \/Rwi —n} (3.27)

o que ¢ equivalente a solucao direta de Bogoliubov!
Retornando as variaveis iniciais do problema temos

" = /(e + NoVi)2 — (NoVi)? (3.28)

th = \/Ei + 2€kN0V;€. (329)

Escolhendo Vj, como na Figura 3.1-a, a energia cinética sendo dada por

ou

h2k2
Er —

et (3.30)
encontramos uma relacao de dispersao como a da Figura 3.1-b. As propriedades de
superfluidez do He* podem ser explicadas por esta relacao de dispersao. As particulas
sofrem o efeito de viscosidade através de colisoes, no entanto, no estado fundamen-
tal, a Figura 3.1-b mostra que precisamos de muita energia para as excitacoes em
relacao a quantidade de momento transportada. Isso implica que particulas abaixo
de uma certa velocidade critica dada pelo coeficiente angular da reta tracejada na
figura nao colidem, nao sofrendo portanto efeitos de viscosidade. Em adicao, a quan-
tidade de movimento carregada deve ser muito grande visto que as particulas de hélio
sao “particulas pesadas”. Entao, em baixas temperaturas, temos poucas particulas
com momento suficiente para sofrerem espalhamento e consequentemente os efeitos
de viscosidade. De fato, a baixas temperaturas, o liquido de He* se comporta como
superfluido abaixo de uma certa velocidade critica como prevé a teoria. O valor dessa
velocidade critica no entanto nao esta de acordo com os experimentos na medida que a
hamiltoniana de Bogoliubov nao leva em conta todos os tipos de excitacao do sistema.

Observamos também que para pequenos valores de k (limite hidrodinamico) po-
demos desprezar a energia 3 visto que deve ser proporcional a k* j& que nesta fase
ex ~ h*k?/2M. Encontramos nesse caso

NoVi
M

Wi ~ k (3.31)
e as excitagdes se parecem mais com excitagoes coletivas (como fonons) do que com
excitacoes de particula livre. As excitacoes em torno do minimo da relagao de dispersao
Landau denominou de rétons. Os rétons sao excitagoes associadas a um momento hk
que se parecem com fonons mas possuem “velocidade de grupo nula” devido ao minimo
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(b)

Figura 3.1: (a)-Potencial tipico de interagao entre particulas. (b)-Relagao de dispersao

correspondente ao potencial de (a)

da relagao de dispersao onde dw/dk = 0. A inclusdo dessas excitagdes de energia
maior, interacoes réton-réton e roton-fonon permitem explicar diversas caracteristicas

do superfluido®.

3Veja por exemplo Feynman R. P., Statistical Mechanics, A Set of Lectures, Editora W. A. Ben-

jamin (1972).



Capitulo 4

Modelo de bdsons interagentes com
potencial de alcance infinito

4.1 Modelo de potencial de alcance infinito

No estudo de problemas de fisica que nao possuem solucao exata utilizamos diversas
aproximacoes que, algumas vezes, nao deixam clara a validade da solugao obtida. Logo
¢ importante estudar modelos, mesmo idealizados, que apresentem solucao simples e
exata. Encontramos a solucao para esses modelos nos baseando em métodos confidveis
e portanto podemos usar o resultado para averiguar a validade de algumas solucoes
de modelos semelhantes embora mais realistas.

Apresentamos aqui um modelo de bésons interagindo através de um potencial de
alcance infinito. Esse potencial idealizado é o que torna o problema exatamente solivel
pelo menos para temperaturas nulas (77 = 0). Modelos semelhantes para elétrons
fortemente correlacionados ja foram exatamente resolvidos e vamos nos basear no
modelo apresentado por Hatsugai e Kohmoto [5] para um sistema eletronico do tipo:

U
He = —t Z CTijU + h.c. + ﬁ Z 5j1+j37j2+j4ch1TCjQTCTjglezll (41)

(ij)o 31,52,53,54

onde o primeiro termo representa o movimento dos elétrons para sitios primeiros vizi-
nhos de uma rede hipercubica de dimensao d. O segundo termo representa a interacao
repulsiva de alcance infinito indicada pelo fator 6143 jo+j4 que implica uma soma sobre
os sitios que satisfazem a condicao ;1 + rj3 = 12 + 7ja.

A solugao deste modelo pode ser obtida exatamente desde que podemos introduzir
a representacao no espaco de momentos desses operadores e nesta representacao cada
modo k é desacoplado. O desacoplamento permite encontrar o estado fundamental e
grandezas termodinamicas a qualquer dimensao d.

27
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Vamos generalizar este modelo para bdsons escrevendo uma hamiltoniana do tipo:

U
H=—t Z bTibj + 5L Z 5j1+j3,j2+j4ij1bj2ij3bj4- (4.2)

(i) 71,52,53,54

Introduzido as transformadas de Fourier dos operadores e suas inversas

1 —ik-T;
k
1 ikr;
bj:mzek 7bg, (44)
k
1 ik-r;
J
1 —ik-r;
bk:mZe k ij (46)
J
encontramos
H=> H (4.7)
k
onde
U ,
Hi = cpng + gnk (48)
com
d
e = —2t Z cos(k - a;). (4.9)
=1

Os vetores a; sdo vetores de rede (a é o parametro de rede) em cada uma das dire¢oes
da rede hipercubica de d dimensées. Com um deslocamento do potencial quimico
podemos utilizar uma hamiltoniana mais elegante:

U
Hi = epng + Enk (nk — 1) . (4.10)

Nesta nova representacao observamos uma repulsao entre bésons no mesmo estado k
dada pelo segundo termo. Observamos também que apenas o caso repulsivo (U > 0)
é interessante pois as particulas tendem a se alojar no estado de menor energia e
se houvesse atracao essa tendéncia seria apenas reforcada. No caso U > 0 a repulsao
passa a competir com a tendéncia de condensacao no estado de menor energia podendo
criar a 7" = 0 um estado diferente do superfluido.
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4.2 Simetria particula-buraco

O sistema ¢ considerado em um estado superfluido se temos particulas livres para
transitar pela rede, ou, de forma equivalente, se temos buracos que podem transi-
tar livres pela rede. E preciso entao que os modelos descrevam a equivaléncia entre
particulas e buracos, o que pode ser feito escrevendo uma hamiltoniana simétrica em
relagao a troca

b b (4.11)

que é equivalente a troca de uma particula por um buraco. A hamiltoniana (4.10) néao
é simétrica pois quando efetuamos a troca encontramos:

~ U
Hi = enbibl, + S bib] (bkb,z - 1)
e usando a relacao de comutacao
[br, b],] = b (4.12)

obtemos .
Hi = Hi — Ung, + cg. (4.13)

Como ¢j, apenas desloca cada nivel k£ de um valor constante e nao envolve operadores
nimero esse termo nao é importante para a hamiltoniana. A hamiltoniana H corres-
ponde a “hamiltoniana para buracos” o que indica que simetrizamos a hamiltoniana
geral deslocando o potencial quimico para buracos de acordo com

wy = p— U, (4.14)

permitindo assim que H = H exceto por termos constantes. Em sistemas eletronicos
é possivel escrever uma hamiltoniana simétrica [5] em virtude das relagoes de antico-
mutacao para férmions. No caso de bdsons, no entanto, nao conseguimos simetrizar
diretamente a hamiltoniana e devemos entao, ao tratar buracos, deslocar o potencial
quimico de acordo com (4.14).

4.3 Estado fundamental (7 = 0)

A hamiltoniana (4.7-4.10) envolve apenas operadores niimero o que torna simples
a caracterizacao de seu estado fundamental. Vamos primeiro estudar os casos em que
no sistema hé um nimero de particulas igual ou menor ao nimero de estados acessiveis
na banda. Para fazer este estudo definimos U, como a energia do nivel £ mais alto
quando preenchemos os estados com 1 bdson por nivel de acordo com a Figura 4.1-a.
Em analogia com o caso eletronico vamos dizer que se temos o nimero de particulas
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equivalente ao nimero de estados na banda temos um preenchimento semi-cheio (tal-
vez um abuso de linguagem visto que bdésons nao obedecem o principio da exclusao
que é a razado para o qual esta nomenclatura é utilizada em sistemas fermionicos).
Observamos entao que se a repulsao U for maior que a energia U,, o estado fundamen-
tal do sistema contém exatamente um bdson por nivel para preenchimentos menores
(Figura 4.1-a) ou equivalentes (Figura 4.1-b) ao preenchimento semi-cheio. Isso acon-
tece pois dois bdsons no mesmo nivel teriam repulsao U > U, e por isso é sempre
energeticamente lucrativo colocar um boéson no préximo estado de energia. No caso
U < U, o estado fundamental é um tanto mais complicado envolvendo ocupacgoes de
varios bdésons nos estados de menor energia como na Figura 4.1-c.

.

€

c
Il

c

(a) (b) (©

Figura 4.1: Representagao de possiveis estados fundamentais do sistema de bésons.

Ainda para o caso em que o preenchimento é menor ou igual ao semi-cheio avaliamos
as excitagoes do estado fundamental e observamos que se U > U, e nao estamos no pre-
enchimento semi-cheio (exatamente um béson por nivel na banda) ou se U < U, para
qualquer preenchimento, sempre ha estados desocupados na banda permitindo uma
excitacao particula-buraco com gap igual a diferenca energética entre niveis. Neste
caso, como a distancia entre os niveis vai a zero no limite termodinamico (estados
continuos), concluimos que o estado do sistema é sempre superfluido. Entretanto, no
caso especial em que temos preenchimento semi-cheio e U > U. = W (W = largura da
banda = 2t), temos todos os estados ocupados por exatamente um béson. A primeira
excitacao a partir desse estado sem mudar o nimero de particulas do sistema seria
retirar uma particula do nivel mais alto e colocé-la no nivel mais baixo. Podemos
observar que agora temos uma diferenca de energia finita caracterizando um gap para
esta excitagao que de acordo com nossa solucao pode ser calculado:

Energia para adicionar uma particula no nivel de energia mais baixo:

AE, =U=AE,=U (4.15)
Energia para retirar uma particula (criar um buraco) no nivel de energia mais alto:
AE_=-W=AE, =W (4.16)

e portanto
AE =AE, - AE,=U—-W. (4.17)
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Como U > W a diferenca é nao nula!

Podemos ainda encontrar um diagrama de fases similar ao obtido qualitativamente
na secao 1.2.3 permitindo variacoes do potencial quimico. Nesses termos a variacao
de energia pode ser feita pela variacao no potencial quimico o que torna possivel a
excitagao através da criacao de particulas e buracos. A regiao de fronteira entre a fase
isolante e a superfluida deve ser dada por

AE=Apu=U-W (4.18)

que corresponde a variacao exata no potencial quimico para permitir a criacao de
uma particula e um buraco. No caso de buracos, no entanto, a hamiltoniana deve ser
simetrizada com a troca u = up, + U de maneira que Ay = pu— pup = U — W é possivel
apenas se

p=U-—

w
5 (variagado para criar uma particula) (4.19)

o= (variagao para criar um buraco) (4.20)

o que fornece o diagrama da Figura 4.2. Observamos que para W = U, ou seja,

A

Hu
1

v

Figura 4.2: Regiao isolante correspondente ao preenchimento semi-inteiro.

no ponto do diagrama W/U = 1 estamos no ponto maximo da fase isolante. Isso
¢é verdade pois como argumentamos anteriormente esta fase s6 existe para W < U,
isto 6, W/U < 1. O gap de energia, que pode ser observado no diagrama como a
distancia horizontal (AFE) ou vertical (Au) até a fronteira entre as fases, aumenta
quando diminuimos W/U e, é claro, é nulo em W/U = 1. Em p/U = 1/2 o gap
Ap é méximo pois nesta linha é tao dificil criar particulas (Ap > 0) quanto buracos
(Ap < 0). A regiao isolante deve conter também exatamente um béson em cada nivel
da banda (preenchimento semi-cheio) e por isso é um isolante de Mott com n; = 1.
Em um estudo de forma semelhante para preenchimentos maiores que o “semi-
cheio” observamos que também temos um gap diferente de zero quando temos um
preenchimento de 2, 3 ... “n” bdsons por nivel. Por isso temos regioes isolantes no
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diagrama de fases para estes preenchimentos também. O caso de n bdsons em cada
nivel fornece os seguintes resultados gerais:

e A energia para adicionar uma particula no nivel de mais baixa energia é nU
e para retirar uma particula no nivel de mais alta energia é —W — U(n — 1).
Portanto a energia de excitagao particula buraco é AE = U — W (idéntica a do
caso n = 1 que estudamos anteriormente).

e As regides isolantes existem apenas para W < U como no caso n = 1 pois
para W > U argumentamos que o sistema é sempre superfluido visto que existe
sempre na banda de energia um estado acima com n — 1 particulas permitindo
uma excitagao de energia nula.

e Para permitir preenchimentos maiores o potencial quimico do sistema deve ser
maior e por isso a regiao isolante com n particulas por nivel deve estar acima
da regiao com n — 1 particulas por nivel como mostra a Figura 4.3. Todas as

wu

Ww/U

Figura 4.3: Diagrama de fases do modelo de interacao de alcance infinito a T = 0 para
qualquer dimensao.

regioes sao construidas como no caso particular n = 1 mas escrevendo o potencial
quimico na forma

W
w=nlU — 5 (variagao para criar uma particula) (4.21)
= (n— 1)U + ) (variacdo para criar um buraco) (4.22)
de maneira que sempre
AE=Apu=U—W. (4.23)

py =p—U. (4.24)
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Observamos na Figura 4.3 que para este modelo o zénite das regides isolantes
correspondentes a valores fixos de n nao diminui com o aumento de n como es-
perado para o modelo de Hubbard para bdsons (se¢ao 1.2.3). A principio isto
parece estranho pela semelhanca dos modelos. No entanto, lembramos que uma
diferenca fundamental é que no modelo de interagao de alcance infinito os auto-
estados |n) sdo os autoestados exatos do problema. A regiao correspondente a
n = 1, no entanto, corresponde exatamente a da solu¢ao do modelo de Hubbard
(repulsao apenas entre particulas do mesmo sitio) quando fazemos U — oo, ou
seja, quando permitimos que haja no maximo uma particula por sitiol. Outra
observagao interessante é que a forma reta do diagrama fornece para o compor-
tamento do gap de energia, de acordo com a teoria de escala da secao 2.5, vz =1
(discutiremos mais sobre expoentes criticos no capitulo 6).

4.4 Termodinamica

Com o objetivo de estudar as propriedades do modelo para temperaturas finitas
escrevemos a funcao de particao Z:

Z(B, ) = Tre PH-nN), (4.25)

Fazendo o trago nos autoestados |ng), pois desacoplamos a hamiltoniana neste espago,
temos:

Z(ﬁ,/i) _ Z(n”e*ﬁ[Zk(Hl@*unk)”nw
{n&}

— Z<n0|e—ﬁ(ﬁo—un0)|no> o Z<nk/‘€_ﬁ(7'tk/—unk/)|nk,> o

ng o
— HZ(nk|e—ﬁ(Hk—Mnk)|nk>
k.  ng
2B, = J]D e (4.26)
k.  ng

onde na tdltima linha usamos a normalizacao dos autoestados (ng|ng) = 1. Como

U
E, = (nk]Hk|nk> = gxng + Enk(nk — 1) (4.27)
podemos escrever a funcao de particao do modelo como

2(8,p) = [[ Do oeemeramrrizmo, (4.28)
k! ne

!Estudamos a solucio do modelo de Hubbard no limite U — oo no capitulo 5.
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Onde a soma se estende de n = 0 até n = oo (Para férmions a soma é feita de 0 a 1 e
por isso é trivial).
Observamos que para U = 0 temos

Z(B,p) = H Z e Blerny—png) (4.29)
k  ng
e a soma neste caso é simples (soma infinita de uma progressao geométrica):
1
Z(B,n) = 1;[ T (4.30)

Recuperamos neste caso o resultado para bésons livres. Por exemplo, o niimero médio
de particulas em cada estado k é dado por

1 0
e portanto
1
(ng) = ————— (4.32)

A soma em (4.29) é finita apenas se o argumento da expoencial é negativo. Isso exige
a restricao um tanto estranha p < e (para bésons livres o potencial quimico nao pode
assumir qualquer valor). Observamos que a inclusdo da intera¢do repulsiva elimina
essa restricdo pois observamos que a soma em (4.28) converge para qualquer valor de
use U > 0 e quanto mais alto o valor de U mais rapida a convergéncia. Para um valor
“alto” de U aproximamos muito bem a série por uma soma finita de seus primeiros
termos e podemos calcular quantidades fisicas interessantes.
De (4.28) temos

InZ => Inf; (4.33)
k

onde f; é a soma
fo = Z o Blerni+Gng(ng—1)—puny) (4.34)

Nk

e podemos calcular a densidade de particulas por sitio

1 0
Yz
p 6Ld8,uln
1 0
=G d a_lnfk
1 10fs
P~ B0 2 Ty o

(4.35)
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onde

1 afk —p(ek k+g —1)—
= — — €k 2nk(nk 1) Mnk). 436
= 5 on d " npe (4.36)

No limite termodinamico a soma em k pode ser transformada em uma integral de

acordo com .
T dk T dk dk
E:—>Ld/ —1/ —d:Ld/ (-) . (4.37)
: g 2T _p 2m [—mm)d \ 27

o 1) = [ (g)d% (438)

com as somas [ e s dadas por (4.34) e (4.36) respectivamente?. Encontramos nume-
ricamente para U = 8t (U > U.) e T' = 0.1t (baixa temperatura) o comportamento
da densidade de particulas em func¢ao do potencial quimico em d = 1 (Figura 4.4).
Reconhecemos as fases isolantes quando aumentamos p e o valor da densidade de

Nk

e portanto

3

Figura 4.4: Variacdo da densidade em fungao do potencial quimico em d = 1 para U = 8t
el =0.1t.

particulas permanece constante. Observamos os intervalos de potencial quimico cor-
respondentes as fases isolantes com densidade constante p = 1, p =2 ...p =n e
notamos que os intervalos nao diminuem com o aumento de n concordando com a
solucao a temperatura exatamente nula na qual U. = W independente do nimero
de ocupagao. A seguir, na Figura 4.5, obtivemos em d = 1 a variagao da densidade
em funcido da temperatura® para alguns valores de pu. Para p/U = 1/2 estamos no
centro da fase isolante de p = 1 e observamos que a simetria é respeitada para baixas
temperaturas. As integragoes nao apresentam dificuldades de forma que resultados
semelhantes podem ser obtidos para dimensoes mais altas.

2Para U = 8t e d = 1 o quinto termo das somas s e f, j& sdo praticamente nulos se p < 16.
Aproximamos neste caso as somas pelos seus quatro primeiros termos.
3A temperatura é medida em unidades do “hopping” t.
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WuU=1/2

0.9

0.8 -

0.7

Figura 4.5: Variagao da densidade em fungao da temperatura em d = 1 para U = 8.

Outra quantidade facilmente calculada é a energia por sitio. De (4.28) temos

1 0 TR
EFE=———InZ+ ——InZ
Ldaﬁln +ﬁLd6’,uln
1 1 0f,
Pl gap tie
dk\* st
E(MT):—/(%) f—z+u-p. (4.39)

onde s}, ¢ dada por

ofi
op

U
Sp = - Z (:unk — N — Enk(nk — 1)) e Plermut (k=) —pun) (4.40)
N

E interessante calcular a energia referente as configuracoes com densidade de particulas
constante. Precisamos para tanto obter o potencial quimico em funcao da densidade,
ou seja, a fungao u(p,T'), que pode ser calculada através da inversao de (4.38). Com
este resultado em (4.39) encontramos a Figura 4.7 que descreve o comportamento da
energia por sitio como funcao da temperatura em d = 1 para U = 8t > U, e diversos
preenchimentos p. Observe que pela simetria na energia entre particulas e buracos, no
estado fundamental (7" — 0 no grafico), temos E(p) = E(1 — p). Outras quantidades
fisicas podem ser calculadas de forma semelhante com a funcao de particao Z.
Repetimos os calculos para U = t em uma dimensao. Neste caso U < W = 2t,
ou seja, U < U, e nao existe fase isolante de acordo com nosso argumento a 7" = 0.
Apresentamos o resultado para a densidade na Figura 4.8. As somas neste caso devem
ser aproximadas por muito mais termos (utilizamos 23 termos e o erro estd no quarto
algarismo significativo). A inexisténcia do isolante é confirmada pois ndo aparecem
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Figura 4.6: Variagao do potencial quimico em func¢ao da temperatura em d = 1 para U = 8t.

Energia

-0.35

Figura 4.7: Comportamento da energia em funcao da temperatura em d = 1 para U = 8t.
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Figura 4.8: Comportamento da densidade em func¢ao do potencial quimico em d = 1 para
U=teT=0.1t.

regioes na Figura 4.8 em que a densidade de particulas é constante para variagoes do
potencial quimico.

Finalmente observamos que, para esse modelo, s6 garantimos a existéncia da fase
superfluida exatamente a T' = 0 pois nao investigamos a condensacao de Bose a tem-
peraturas nao nulas. Para as figuras deste capitulo a 7' # 0 nao distinguimos entao as
fases superfluida ou normal.



Capitulo 5

Modelo de Hubbard para bdésons
em campo meédio

5.1 Introducao

No primeiro capitulo apresentamos o modelo de Hubbard adaptado para bdsons.
Este modelo é muito utilizado como ponto de partida para o estudo de sistemas de
boésons interagentes e por isso dedicamos a grande parte deste trabalho para o estudo
do modelo.

Neste capitulo enfatizamos o estudo através de teorias de campo médio onde apre-
sentamos as aproximagoes de dimensao infinita [4] e campo médio usual (aproximacao
de 1 sitio [7]). De forma original introduzimos ainda uma nova aproximagcao de campo
médio para 2 sitios que permite o uso, no capitulo posterior, do Grupo de Renorma-
lizagao de Campo Médio.

5.2 Representacao por integrais de trajetdria
e limite de dimensao infinita

Escrevemos a hamiltoniana do modelo de Hubbard para bdsons na forma
, 2 &

Hl - — Z Ji,jbjbj (52)
.7.]'

onde separamos a parte local (Hy) da parte acoplada (H;). Nosso objetivo é resolver
exatamente a parte local e tratar perturbativamente a parte que acopla os sitios i, j.
Para isso vamos usar a representacao de interacao dos operadores. Convém ressaltar

39
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que a teoria de perturbacao geralmente utilizada é oposta a que fizemos aqui. Usu-
almente o termo “livre” representado por H; é resolvido exatamente e o termo de
interacao entre as particulas é tratado perturbativamente. Aqui tratamos o termo de
energia cinética pura (termo “livre”) perturbativamente em oposi¢ao ao método usual.

Segundo o desenvolvimento apresentado no apéndice C podemos escrever a funcao
de particao na representacao de interacao como:

Z="Tr (e_ﬂHOTT [6_% o’ Hgl)(T)dTD (5.3)

H = Mo e Mo, (5.4)

Essa expressao equivale a
Z = ZO<TT [ - H“)Wﬂ > (5.5)
0

onde a média (...), é feita no limite local do modelo (H = H,). Utilizando a de-
finigao (5.2) temos

() = ( Z%bib) e
H () = —ZJ,]bI (5.6)

onde os operadores de criagao e amqulla(;ao estao escritos agora na representacao de
interacao. Escrevemos entao para o modelo de Hubbard a funcao de particao exata
na representacao de interagao como

7 — ZO<T [ 07 %4 Jiibl ()b (T)dT] > _ (5.7)
0

Podemos desacoplar a exponencial através da transformacao de Hubbard-Stratanovich
introduzindo os campos complexos auxiliares ¢;(7)

(T, [e 7 natiomn] )
0
AP7ADi 1y [ (=61} (7)1l (7) 467 (b)) >
L8 )+ (147 (T)bu(r) )dr 5.8
det ” /H 2mi < 0 >

onde as somas estao implicitas pela repeticao de indices e fizemos 7 = 1 por economia
de notacao. Jl-_j1 ¢ a inversa da matriz de hopping. Como as médias sao feitas nos
operadores podemos escrever

<TT[ S Jingbl ()bs (r)dr D _
0

1 / ﬂ dgjdgi ~Xis | 91 esMdr+E ln< Treap| [ (:(T)b] () +6; (T)bs (T))dT]>O
det|J; '

271

(5.9)
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Tomando o argumento da exponencial como uma acao efetiva:

0= 3 [ 6= (o [ 4in) + i)

(5.10)
e usando a definicao

1 dgrdg;
/HD (@:(7)) = det[J;]] /H %mgb (5.11)

encontramos para a fungao de particao do modelo

z:%/ﬂpmmmeWW% (5.12)

Até o momento nao utilizamos nenhuma aproximacao de forma que a funcao de
partigao (5.12) com a agao (5.10) descrevem exatamente o modelo.

Conseguimos extrair resultados interessantes de (5.12) no limite de dimenséo in-
finita. Neste limite J;; = J/N, ou seja, o hopping tem alcance infinito, e a parte de
interacdo da hamiltoniana é desacopladal

J
Hi=—~ <Z bjm) (Z bi(7)> . (5.13)

No apéndice E apresentamos a solucao completa e mostramos que a acao pode ser
escrita como uma expansao do tipo Landau

SO(QS):Nﬁh{[___Z(Un;;H m; ))

o p=U(m; —

|¢]2+...} (5.14)

e desta forma a fronteira do diagrama de fases é encontrada fazendo-se

N Z (Un:r;:r 1 i — U?%m — 1)) =0. (5.15)

Obtemos curvas similares a da Figura 1.1. Observamos a seguir que a solugao neste
limite equivale a solucao de campo médio usual.

5.3 Campo médio — aproximacao de 1 sitio

5.3.1 Desacoplamento

I'No capitulo 4 encontramos a solucao exata do modelo por um argumento semelhante mas fazendo,
ao contrario, o potencial de interagdo de muitos corpos ter alcance infinito.
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Consideramos a hamiltoniana

<ij> i
onde os J;; sao considerados iguais, ou seja, o boson tem a mesma possibilidade de

saltar para qualquer sitio vizinho proximo da rede. Aplicamos a teoria de campo médio
desacoplando os operadores bj e bI da seguinte forma:

blib; = < (b1i(b;) + (bT:)b;) — (b)) (bT:). (5.17)
Obtemos para o primeiro termo:

= —% ((ba‘> Z bY; + (b';) Z bi) +2J Z(bﬁ(bw

e assim escrevemos a hamiltoniana de campo médio como:

v ¥
U 1 —" 1 ——
Hem ), | —umi+ Sni(ni = 1) = 5 ZJ(bT;) b — 5 ZJ(bs) bl + 2.7 (b;)(bT,)

i

onde Z é o numero de primeiros vizinhos e definimos 1) e 1* como na equagao acima
de forma que:

U |

i

5.3.2 Solugao pela matriz da hamiltoniana

Construcao da matriz

Observamos na se¢ao anterior que podemos desacoplar a hamiltoniana do modelo
utilizando uma aproximacao de campo médio e obtendo uma hamiltoniana desacoplada
do tipo:

H™ =) H, (5.19)
onde H; é uma hamiltoniana por sitio:

U 1 1
o i — 1) — une — —*b — —b!
H,; 2n@(m ) — pn; Qw b; 2¢bz +

¢2

oy (5.20)
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Nao estamos usando mais a notacao em negrito para operadores quando nao hé risco
de confusao. Calculando os elementos de matriz de H; obtemos:

U
<n|Hllm> = Em(m - 1)6n,m - H’mén,m +

—l@w\/ﬁ Opm—1 — 1¢*\/m +1-8pme1 + w—26n,m (5.21)
2 2 ZJ
e escrevemos desta forma a matriz infinita:
—u+ L V2 0
V20 U=t 4y VB
0 -VEy 33U -3u+ &

0 0 — 14y

Para encontrar a energia do estado fundamental temos agora que diagonalizar esta
matriz, identificar o menor autovalor e minimiza-lo em relagao a . Identificamos a
regiao minimizada com 1 = 0 como fase isolante e a regiao minimizada com 1 # 0
como fase superfluida. Este procedimento é feito, em geral, numericamente, em virtude
da dificuldade do processo de diagonalizacao de matrizes [11].

Solugao com U — oo

A dificuldade reside em diagonalizar a matriz. Podemos observar que a matriz tem
dimensao infinita pois o nimero de ocupacao dos bdsons pode ir de zero a infinito.
Como aproximagao podemos entao supor a repulsao U muito grande e assim o ntimero
de bdsons por sitio é pequeno. Justifica-se portanto um truncamento da matriz em,

por exemplo, n=2,
2
( —/ﬁ+ - —%\/Elﬁwz ) ‘
~LV2y U-2u+ L&

Diagonalizando esta matriz obtemos o menor autovalor

Y? 1
E=—"—p+-(U—-p— — )2+ )2 22
77—t 50— p= (U= p?+e?) (5.22)
e minimizando este autovalor obtemos:
dE 0
o)t = 5.23
a0 { HZJ) — (U — p)?. (5:23)

Estas duas solugoes indicam que podemos minimizar a energia com 1 = 0 (fase iso-
lante) ou 1 # 0 (fase superfluida). Para encontrarmos nesta situacao as regioes mi-
nimizadas com cada valor de ¢ basta calcularmos a derivada segunda e testarmos a
concavidade. Para i = 0 a regiao com derivada segunda positiva é:

1
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e para ¢ # 0:
1
U — p| < §ZJ (5.25)

Na Figura 5.1 mostramos um esboco dessas regioes.

A

Hut::

27U

Figura 5.1: Regioes encontradas através do cdlculo aproximado (repulsdo muito grande).

Simetria particula-buraco

Observamos que as regioes encontradas nao concordam de maneira nenhuma com o
diagrama de fases que esperavamos qualitativamente (descrito no capitulo 1). Podemos
apelar novamente (como na se¢do 4.2) para o falta de simetria particula buraco na
hamiltoniana a fim de explicar esse fato. Avaliando a simetria para a troca

b; < bl (5.26)
observamos que nao é possivel escrever uma hamiltoniana simétrica?
1 bib v
Hpg =—J <Z> ;0; —uZ(l+ni)+§ani(nbi+1)
i i 7

——

termo invariante

7:[3 =Hp + Un; + cte. (5.27)

Isto sugere que novamente a troca do potencial quimico

=+ U (5.28)

2Na verdade o célculo abaixo ndo prova esta afirmacdo. Para mostrar que a construcdo de uma
hamiltoniana simétrica nao é possivel neste caso basta presumir que a construgao é possivel e deixar
os parametros constantes livres. Transformando a hamiltoniana mostramos entao que é impossivel
ajustar os parametros de forma que a simetria seja observada.
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simetriza a hamiltoniana. Refazendo agora a conta permitindo a criacao de buracos
com este potencial quimico obtemos para a regiao superfluida:

1 1
u/U < 527U e /U > —32.1/U (5.29)

e fazendo a interse¢ao com o resultado anterior encontramos o diagrama da Figura 5.2
que estd em acordo com o diagrama esperado sendo J. = U/Z. Repare que obtivemos

A

H/U .....

superfluido

27U

Figura 5.2: Diagrama de fases aproximado com simetria particula buraco.

apenas o ventre com n = 1 pois consideramos a energia de repulsao muito grande.
Essa solucao é a correspondente ao limite U — oo onde s6 é possivel existir um boson
por sitio.

Generalizacao do diagrama U — oo

Para tentar generalizar o diagrama encontrado na se¢ao anterior podemos supor
que os demais ventres superfluidos tenham formato similar ao do ventre correspondente
an = 1. J4 sabemos que eles sao simétricos em rela¢ao ao ponto médio /U = semi-
inteiro e precisamos portanto encontrar apenas o valor de J critico correspondente.
Isso é equivalente a calcular o valor de J para o qual a energia cinética se iguala a
energia necessaria para criar uma particula ou um buraco neste ponto. Esta energia
foi calculada na segao 1.2.2 e vale U/2. Devemos estimar entdo a energia cinética.
Vamos fazer uma construgao do tipo

J
E.= / D(e€)ede (energia cinética) (5.30)
0
e a densidade de estados D(e) em um sitio com n bdsons deve satisfazer a relagao
J
/ D(e)de = n. (5.31)
0

E razodvel supor que a densidade de estados é simétrica em relagao ao J/2 como por
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D(e)

J €

Figura 5.3: Possivel densidade de estados simétrica.

exemplo a que observamos na Figura 5.3. Com esta hipdtese a energia cinética vale

_nJ

Ee
2

(5.32)

e entao J critico é encontrado igualando esta energia a energia necessaria para criar
uma particula ou um buraco neste sitio com n bdsons:

nJc_g

2 2
U

J. ~ — 5.33
p (5.33)

Podemos agora generalizar o diagrama para outros ventres isolantes observando que
nosso resultado indica que o valor de J. decresce com n segundo a relagao (5.33) de
tal forma que quanto maior o nimero de bdsons por sitio mais facil sera deslocalizar
estas quasi-particulas e produzir o estado superfluido. Podemos observar um diagrama
deste tipo na Figura 5.4.

H/U A

superfluido

1 U

Figura 5.4: Diagrama de fases generalizado para a aproximacao de repulsdo muito grande.
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5.3.3 Solugao por fungoes de Green

Campo externo

Na secao anterior mostramos como encontrar o diagrama de campo médio através
da diagonalizacao de uma matriz infinita. Apesar do algoritimo ser simples o célculo
e a minimizacao do menor autovalor de matrizes relativamente grandes nao ¢é trivial.
Por isso efetuamos apenas este cdlculo na aproximagao U — oo 0 que representa uma
grande limitacao. Outro método aplicavel é o uso de funcoes de Green. Este método
oferece de maneira mais simples e direta uma boa aproximacao para o diagrama como
veremos a seguir.

Nossa hamiltoniana de campo médio pode ser escrita na forma:

U
e = S (S — 1) = ) + (5.34)
onde He é
ext 1 * 1 T ¢2

i
Se considerarmos agora na hamiltoniana acima 1 como um campo e b = x; onde x
¢ uma susceptibilidade generalizada, escrevemos o valor esperado da energia por sitio

COINo.
2

Y 2
E=F - —
local (n) + 77 X¢

E = Ejpeqi(n) + (ZLJ — x) ? (5.36)

que pode ser comparada a uma expansao usual de Landau em poténcias do parametro
de ordem . Anulando o segundo termo conseguimos encontrar a fronteira da transicao
de fase. Encontramos essa fronteira entao através da relagao:

1

Para tanto, precisamos calcular a susceptibilidade y.

Calculo da funcao de Green

No apéndice F deduzimos a relagao para a susceptibilidade generalizada dependente
da frequéncia na presenca de um campo externo dependente do tempo. Nesta secao
estamos interessados nas propriedades estdticas e por isso utilizamos (F.17) e (F.18)
que se referem ao limite em que w = 0. Temos entao:

Yo = /_OO dt’sz’j(t —t) (5.38)
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onde a funcao de Green x;; ¢

Xij(t —t') = i0(t — t'){[bi(t), bl (¢')]). (5.39)

Para calcular a susceptibilidade precisamos encontrar a funcao de Green dos operadores
b e b no limite atomico. Neste limite (J=0) j& encontramos os autoestados solugoes
do problema e assim calculamos esta funcao de Green diretamente de sua defini¢ao

Xij(t = 1) = i6(t — ') (n|[b(x, 1), b} ()] |n).- (5.40)

Onde os |n) sdo os autoestados com n bésons por sitio que sdo solugdes no limite
atomico. J& conhecemos como atuam os operadores b e bf nestes autoestados:

bln) = vn-|n—1) (5.41)
biin) =vn+1-|n+1). (5.42)

e assim calculamos a fungao de Green
Xij(t = ') = i0(t — ') ((n|b:(£)b} () [n) — (n|b](¢")bi(¢)|n))

e retornando a representacao de Schroedinger b(t) = e*'be~™ reescrevemos a funcio
de Green como

xij(t —t') =i0(t — t’)(<n]emtbl-e’m(t’t/)b}e*mt/|n> +
—(n|eM ble M e~ M ) (5.43)

como H agora é a hamiltoniana local (J=0), aplicando os operadores em |n) encon-
tramos:

Xij (t — t’) — iQ(t — t’)((n + 1)€—i(t—t')(En+1—En) _ ne_i(t_t/)(En_Enfl))(si’j (5'44)

e podemos entao calcular a susceptibilidade x:

Xo = / ity xi(t—t) = / dt'i0(t — ¢')((n 4 1)e (71 — pemili=t)n)
—00 j —00

(5.45)
onde definimos Q2,41 = F11 — E, e Q, 1 = E, — F,_;. Usando a representacao de
integral complexa da fungao degrau

i 00 e—iw(t—t’)
Ot — 1) = / i (5.46)

2 J_ o w + 1€

e substituindo em (5.45) obtemos:

00 ; 0o —iw(t—t") ] , ) ,
Xo = z/ (ZL/ dweT) <(n + 1)e (=) _ e in(t=t )) dt’.  (5.47)
_ ) w + i€

e} e¢]
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Finalmente, via uma integracdo em dw (utilizando o plano complexo) encontramos

Xo = i/oo ((n + l)e_i(Q”J“_ie)(t_tl) — ne_"(Q"*l_iE)(t_t/)) dt’

. Q::_—l i€ —QHZ + i€ (5:48)
mas
Q1 =FEn1—E,=—p+Un (5.49)
O 1=E,—E,1=—p+U(n-1) (5.50)
e assim escrevemos a susceptibilidade como
o= —n1rt i (5.51)

 —p+Un—ie pu—U(n—1)+ie
Para encontrar as fronteiras da Figura 1.1 temos entao que resolver a equagao (5.37)

para um nimero de bdsons por sitio dado pela solugao 1.10 para n(u/U). Para
n(p/U) = N encontramos:

NX—-(N-1D] - X[X - (N-1)]
X +1

onde Y = ZJ/U e X = pu/U. Fazendo o grafico desta equagao para os varios valores

de N encontramos as fronteiras da Figura 5.5. Podemos observar que nao temos uma

simetria perfeita visto que os maximos de Y nao sdo exatamente os pontos u/U =

semi-inteiro. Na verdade estes maximos se comportam como

Xpaz = VNN +1) — 1 (5.53)

o que sempre subestima o valor esperado X,,,, = N —1/2. Observamos no entanto que

para N — oo este valor tende para o valor correto, isto é, melhora para os sucessivos

ventres quando aumentamos N. Isso pode ser atribuido a teoria de campo médio

utilizada que tem melhores resultados quanto maior o nimero de bdésons no sistema.
Para o valor maximo de Y, ou seja, o valor de J critico, obtemos

Yiaw = 2N +1 —2¢/N(N + 1) (5.54)

e podemos observar que para N muito grande temos a dependéncia em 1/N:
1

AN’

Essa dependéncia em 1/N era esperada de acordo com a andlise qualitativa do dia-
grama feita na secao 5.3.2 onde generalizamos o diagrama para U — oo permitindo
que cada sitio contenha mais que um bdson. Os resultados obtidos aqui tratando o
termo de hopping como um campo externo depois da aplicacao de campo médio sao
equivalentes aos obtidos por Sachdev [7]. O resultado também pouco difere do obtido
no limite de dimensao infinita [4] onde o formato parabdlico das regides isolantes é
idéntico®.

Y = (5.52)

Yinaa (N — 00) = (5.55)

3No capitulo posterior discutimos o formato do diagrama e a caracterizacao de expoentes criticos
de acordo com a teoria de escala produzida no capitulo 2.
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0.2

YO0.1q

X

Figura 5.5: Diagrama de fases de campo médio obtido por fungoes de Green.

5.4 Campo médio — aproximacao de 2 sitios

5.4.1 Introducao

Nas se¢oes anteriores utilizamos a aproximacao de campo médio na sua versao mais
simples onde consideramos que cada sitio da rede sofre em média o mesmo efeito do
campo generalizado . Conseguimos, através de uma técnica um pouco diferente das
até entao utilizadas, reproduzir resultados conhecidos. Procuramos a seguir, neste
trabalho, uma melhor aproximacao que consiste em calcular o modelo para um par de
sitios e supor que este par interage com os outros através de uma média que simula
o restante da rede. Esta nova aproximacao pode levar a resultados melhores para
o diagrama de fases (por exemplo resultados que dependem da dimensado espacial
representada pelo nimero de coordenagao da rede) assim como permitir um estudo
através de Grupo de Renormalizacao de Campo Médio que sera introduzido no proximo
capitulo.

Vamos entao considerar um conjunto de 2 sitios. A hamiltoniana para essa confi-
guragao é:

J J Z—1
SRS SYRTSTNEES S P

JI#2 JJ#1

—g (BT1bs + bTob) — pu(rs +10) + 2 [ra(my — 1)+ ma(na — 1) (5.56)
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e em campo médio temos o seguinte desacoplamento:

J Z—1 J
) ]%;l (bTib; +bTbi) = —2(Z — 1) [b1i(by) + bT(bi) — 26%)(b)]  (5.57)

Novamente definimos o parametro ) como
V=2~ 1)iby) (5.59)
e encontramos substituindo em (5.56)
H="Hi+ Hext (5.59)

onde a “hamiltoniana local” H; e a “hamiltoniana externa” H.,; agora sao definidas
€omo

J
Hl = —5 (lebQ + bTle) — ,u(n1 + ng) -+
U
+§ [nl(nl — 1) + ’I’LQ(’I’I,Q — 1)] (560)
Sy?

€ Heact = —1/1(”1 + bT?) - 7vzj(bl + b2) + (561)

(Z-1)J

Para efetuar os calculos como procedemos no caso de 1 sitio devemos conhecer
uma base |¢,,) de autoestados para a hamiltoniana local. Poderiamos assim usar uma
relacao semelhante as (F.17-F.18) para a susceptibilidade. No caso de 1 sitio nao
era dificil observar que os autoestados |¢,) que diagonalizavam a hamiltoniana local
eram os estados |[n) que definem um numero n de bésons por sitio. Como conhecemos
como atuam os operadores b e b nestes estados o célculo da susceptibilidade através
de (F.17-F.18) se tornava trivial. Entretanto agora observamos que a hamiltoniana
local nao envolve apenas operadores nuimero e por isso verificamos que estados da
forma |n;,ny) que definem o nimero de bésons nos dois sitios ndo sdo os autoestados
desta nova hamiltoniana. A diagonalizacao desta parte local ndao é simples como no
caso em que estudamos sistemas de spins [19]. Isso acontece principalmente porque
os operadores de spin em geral assumem poucos valores distintos contrastando, em
nosso caso de bdsons, com o operador nimero, que assume valores de zero a infinito.
Por outro lado, se a parte local envolvesse apenas operadores niimero, os autoestados
seriam mais uma vez os estados |n) e os valores de n dados pelos valores que minimizam
a energia. Logo, vamos supor que todo nosso problema reside em encontrar autoestados
para o primeiro termo da hamiltoniana local onde encontramos os operadores

O - lebQ + ngbl. (562)
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5.4.2 Autoestados da hamiltonina local H;

O problema de autovalor para o operador O pode ser resolvido quando observamos
que este operador nao altera o ntimero total de bdosons nos sitios 1 e 2:

Ol(n1 +n2))? =" Ajl(n1 + no))Y, (5.63)

isto é, aplicando O em um estado com um nimero total de bdsons nos dois sitios
n; = Ny + N9, encontramos uma combinacao de estados com o mesmo nimero total n,
de bodsons por sitio. Por isso é possivel montar uma base para este operador com os
autoestados |(ng + ng))Y).
Para n; = 0 o tnico estado possivel é o |0,0) que é autoestado com autovalor zero.
Para n; = 1 hé dois estados que podemos combinar: |1,0) e |0,1). Observamos
que

O(|1,0) +10,1)) = [1,0) + 0, 1), (5.64)
logo |¢1) =]1,0) + |0, 1) é outro autoestado com autovalor 1. E assim por diante
|62) = 12,0) + V2[1,1) +0,2) (5.65)
Ola) = 2|¢2) (5.66)
Ol¢n) = 1|¢n)- (5.67)

Podemos também verificar a atuacao dos operadores da hamiltoniana externa nestes
estados definindo B = (b; + by) e BT = (bT; + bT,):

B|¢0> =0
B|¢1> = 2|<Z50>
Blga) = 2V2|¢n)

B|¢n) = 2v/n|¢n-1) (5.68)

B|¢o) = [¢1)
Bi|¢1) = V2|¢s)
Bf|¢o) = V3|¢3)

B'6n) = Vi F 1lonn) (5.69)

Finalmente podemos calcular o efeito da hamiltoniana local nestes autoestados do
operador O. Observamos que a aplicagao do tltimo termo (termo de repulsao entre
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bésons do mesmo sitio) em um desses estados nao fornece o mesmo estado. Isso
acontece pois esse termo nao pode ser escrito como uma funcao de ny. Vamos entao
utilizar aproximacao do tipo

ni(ny — 1)+ no(ny — 1)) = (ng +n2)? — (ng +ny) — 2(ny)(ny) (5.70)

que permite escrever este termo em funcao do operador ny. Obtemos assim
J
Hl|¢n> = {—§<n1 + n2> — /L(’I’Ll + ’I’L2)+
U

Podemos agora prosseguir como fizemos na aproximacao de 1 sitio: Calculamos os
valores de ny e ny tal que minimizem a energia Ey 5 = (¢,|Hi|¢n) ¢ depois estamos
prontos para calcular a nova susceptibilidade com a equacao (F.17-F.18), substituindo
os b e b' pelos novos operadores B e Bf.

5.4.3 Calculo da susceptibilidade para a
aproximacao de 2 sitios

A susceptibilidade relevante a ser calculada é:
Xi(t = ') = i0(t — t)([Bi(t), B]()- (5.72)

Os indices i e j se referem agora a um determinado conjunto de sitios i, j e os operadores
B e BT estdo definidos como

B=b, +b (5.73)
B =b', +bT,. (5.74)

Conhecemos os estados |¢,) e também a forma como B e B' operam nestes estados
de maneira que podemos encontrar y;;(t —t') pela defini¢ao acima. Calculamos entao

\lt— 1) = i%wnu&u), Bt}

Xij(t — 1) = 2i6; ;0(t — 1) [(nt + 1)e ) Bnri=Bn)

_nte_i(t_t’)(En—En—l)] (575)

e assim

@) ng + 1 ny
—2 . 5.76
Xo (En+1 —Ep—ic  Bno—FEnt ie) (5.76)
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E como a minimizacao da hamiltoniana local fornece ny =n, =n e

Byt — B, —% L+ Un (5.77)
J

obtemos para a susceptibilidade

(2) 2n +1 2n
_ 4 5.79
A0 (—J—2u+2Un+J+2u—2U(n—1) (5.79)

que comparada com a obtida na aproximacao de um sitio, equacao (5.51), apresenta
agora o termo cinético J no denominador.

5.4.4 Diagrama de fases na aproximagao de 2 sitios

Ainda podemos encontrar, da mesma forma que fizemos na aproximacao simples
de campo médio, o diagrama de fases para esta aproximacao de 2 sitios. Escrevemos
B = x%y e Bt = x@yt encontrando a hamiltoniana total

2
H=1 2@y Y (5.80)
LTAX (Z—-1)J '
e a equacao de fronteira para as fases é
4

Observamos que o resultado do diagrama de fases agora é dependente da dimensao
visto que nao podemos normaliza-lo pelo niimero Z de primeiros vizinhos como no caso
anterior. A Figura 5.6 mostra uma comparagao entre o diagrama anterior e o obtido
na aproximacao de dois sitios para trés dimensoes (Z = 6).

Podemos extrair resultados interessantes desta nova equacao para a fronteira das
fases:

- O valor de (14/U)maz € mais simétrico que o anterior a partir de d=2 e melhora
para dimensoes maiores.

- O valor de J/U critico — (J/U)., diminui com o aumento da dimensao. Ja espe-
ravamos este resultado qualitativamente pois o aumento da dimensao aumenta
a quantidade de sitios vizinhos para os quais os bdsons podem saltar tornando
a fase isolante mais instavel para dimensoes maiores.
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Figura 5.6: Comparativo entre o diagrama de fases obtido nesta segunda aproximacao (linha
cheia) com o diagrama obtido na aproximagao simples de campo médio (linha pontilhada).

- Obtemos o mesmo comportamento anterior para (¢/U)ma € (J/U). quando
n — oo:

(p’/U>max ~n— 1/2 (582)
(/0 ox 1 (5.83)

concordando mais uma vez com resultados qualitativos anteriores das segoes
5.3.2e1.2.3.

Os resultados obtidos nesta nova aproximacao de campo médio de 2 sitios sao me-
lhores que os anteriores na medida que sao mais simétricos (refletindo melhor a simetria
particula-buraco) e os valores criticos (J/U). estao mais proximos de resultados obti-
dos por métodos mais sofisticados como Monte Carlo Quantico ([17] [18]) e técnicas
de perturbagao [16] (veja conclusdo, Tabela 7.1). Os expoentes criticos, no entanto,
sao os mesmos de campo médio como observaremos no capitulo seguinte. Essa nova
aproximacao permite ainda, como faremos no préximo capitulo, estudar o sistema com
o Grupo de Renormalizacao de Campo Médio que pode fornecer estimativas melhores
dos expoentes criticos.



Capitulo 6

Grupo de Renormalizacao de
Campo Médio

6.1 Visao geral de Hipotese de Escala e Grupo de
Renormalizacao

No estudo de transicoes de fases estamos interessados nao apenas no compor-
tamento geral de um sistema mas especialmente em seu comportamento proximo a
criticalidade, ou seja, préximo a ocorréncia da transicao. Esse comportamento é ob-
servado através de leis de poténcias para algumas grandezas fisicas como enfatizado
na segao 2.1. Logo a caracterizagao de um sistema proximo a criticalidade ¢é feita
pelos valores dos expoentes dessas leis de poténcia (expoentes criticos). Com o apa-
recimento de algumas solugoes exatas e novas técnicas experimentais observou-se que
teorias cldssicas como a Teoria de Landau forneciam expoentes criticos distintos dos
expoentes exatos. Iniciou-se entao uma série de estudos tedricos sobre o assunto. Em
1965, B. Widom [12] formulou de forma fenomenolégica uma hipdtese que se mos-
trou bem eficiente. Basicamente ele percebeu que era possivel obter as leis de escala
supondo que a energia livre era uma funcao homogeénea generalizada em suas variaveis:

gs(t, H) = Ags(A\"t, \YH). (6.1)

Essa hipotese conhecida como Hipotese de Escala se mostrou eficiente tanto com os
resultados experimentais como nos modelos exatamente soluveis. A generalidade da
hipdtese mostrou também que diversas classes de sistemas fisicos apresentavam con-
juntos semelhantes de expoentes criticos e por isso podiam ser agrupados em diferentes
Classes de Universalidade.

Finalmente em 1966 L. P. Kadanoff forneceu justificativa para a Hipotese de Escala
e as Classes de Universalidade [13] langando as bases fisicas para o posterior desen-
volvimento da teoria do Grupo de Renormalizagao [14]. Essa justificativa baseou-se
no fato de que existe apenas um comprimento caracteristico proximo a transicao, o

o6
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comprimento de correlacao, que diverge no ponto critico. A forte correlacao do sis-
tema proximo a criticalidade permite entao fazer transformagcoes de escala como a da
Figura 6.1.

[ BN BN BN BN BN BN J [ ] [ ] [ ]
[ BN BN BN BN BN BN J
[ BN BN BN BN BN BN J
[ BN BN BN BN BN BN J [ ] [ ] [ ]
[ BN BN BN BN BN BN J
[ BN BN BN BN BN BN J
[ BN BN BN BN BN BN J [ ] [ ] [ ]
- Haje . «2a—>» .
€ 3

Figura 6.1: Mudanca de escala em um sistema préximo da criticalidade.

Vamos observar por exemplo o modelo de Ising com campo externo descrito pela
hamiltoniana
H=-JY sisi—HY s (6.2)
(ig) i

Préximo do ponto critico os spins devem estar fortemente correlacionados pois o com-
primento de correlagao £ é muito maior que o parametro de rede b. Vamos redefinir
cada célula como na Figura 6.2. Neste caso em cada célula temos b? spins fortemente

Figura 6.2: Grupo de spins fortemente correlacionados s; representados pelo spin 6 apés a
transformagao do Grupo de Renormalizagao.

correlacionados (d é a dimensao da rede). Esta forte correlagdo permite supor que o
spin resultante em cada célula assume os mesmos valores dos spins individuais:

0, = *£1;
a=1,2,3,---N/b?
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e que nova hamiltoniana tenha a mesma forma que a original
H=—T bubls—H D sa. (6.3)
(aB) a

Logo deve haver relacoes entre J', H < J, H e t', H < t, H. Para que esta renorma-
lizagao seja valida esperamos que a energia livre nao mude com a transformagao, de
forma que
G(t,H,N) G ,H , N)N
G(t,H N)=G{',H',N") = - = — —
(1, H,N) = Gt H' N') = 00 =
= g(t,H) = g(t', H)b™" = g(t', H") = bg(t, H)

e se as varidveis se transformam de acordo com t' = bMt e H' = b?H (o que é
conhecido como hipédtese da similaridade), encontramos a relagao:

g™t 0 H) = blg(t, H) (6.4)
Para encontrar a forma de Widom da equacao (6.1) fazemos b4 = X\, 2 = —\;/d e

y = —A2/d para obter finalmente

g(t, H) = Ag(\" /9, b2/ 1)
g(t, H) = A\g(\t, \H). (6.5)

6.2 Grupo de Renormalizacao de Campo Médio

O Grupo de Renormalizacao, de uma forma bastante simplificada, consiste em
encontrar relagoes entre os parametros relevantes da hamiltoniana do sistema sob uma
transformacao de escala. Foram desenvolvidas diversas maneiras de implementar o
esquema de renormalizagao tanto no espaco dos momentos como no espago real. Em
1982, Indekeu [15] formulou um método simples que ficou conhecido como Grupo de
Renormalizacao de Campo Médio (GRCM). Este esquema é semelhante a chamada
renormalizacao fenomenoldgica e se baseia na comparagao entre sistemas de tamanhos
diferentes e finitos. Consideramos dois blocos de tamanho N e N’ (para o modelo de
Ising por exemplo N é o niimero de spins em um bloco — Figura 6.3), calculamos para
cada bloco o parametro de ordem relativo a transicao que desejamos estudar. Para
isso colocamos o bloco sujeito a condi¢oes de contorno que contenham a simetria do
modelo, simulando assim o efeito de um sistema infinito (exatamente como fazemos
na abordagem de campo médio). Para o modelo de Ising consideramos por exemplo
que os spins vizinhos ao sistema finito tém um valor fixo b = (s). Calculamos entao
a magnetizacao correspondente. A hipétese principal é considerar que o parametro de
ordem v (magnetizacao) e o valor médio do campo b se reescalam da mesma forma:

U (K V) = Edn (K, D) (6.6)
Vo= &b (6.7)



Capitulo 6. Grupo de Renormalizacao de Campo Médio 59

Figura 6.3: Aproximacoes de 1 e 2 sitios. Os valores b (campo médio) simulam o restante
do sistema.

Com esta hipdtese podemos chegar a relacao

VN’ oy oy O
200 (17,0 = SR (K, 0) (6.8)

que ¢ independente do fator de escala & e por isso pode ser entendida como uma

relacao direta entre as constantes de acoplamento K para cada sistema. Desta relacao

podemos extrair os pontos fixos K*. De acordo ainda com o procedimento usual

podemos calcular os expoentes relacionados com o escalamento dos parametros da
dK’

hamiltoniana N
dK k= (ﬁ) ’ (6.9)

que por sua vez se relacionam com os expoentes criticos. O céalculo de expoentes e
do ponto critico fornecem valores em geral melhores que os métodos de campo médio
simples, existindo ainda a possibilidade de melhorar os valores obtidos estudando-se
blocos cada vez maiores.

6.3 Susceptibilidade dinamica

Como observaremos em secoes posteriores a relagao de recorréncia do GRCM en-
volve as susceptibilidades dinamicas de 1 e 2 sitios. Por isso nesta secao calculamos
tais susceptibilidades utilizando as relagoes deduzidas no apéndide F e tomando agora
o caso dinamico (w # 0):

(W) = /_ h WY it =) (6.10)

/

onde a fungao de Green x;;(t —t',w) é

Xij(t — ', w) = i0(t — ') ([bs(t), bl ()] e~ 1), (6.11)

]
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Observamos que esta definigdo para susceptibilidade dinamica (6.10) difere da
estética apenas do fator e~ ) pois agora utilizamos w # 0. O célculo da funcao
de Green y;;(t —t',w) para o modelo de Hubbard ¢ entao equivalente ao efetuado nas
segoes 5.3.3 e 5.4.3 onde encontramos

X (t = 1) = i0(t = ') [(n + 1)€7i(t7t/)(E”+1*En) — ne*i(t*t')(En*En_l)] Wy (6.12)
para 1 sitio, e
xij(t —t') =2i0(t —t') [(nt + 1)€*i(t7t’)(En+l,En) n

_ntefi(tft’)(En*Enfl)} 0 j (6.13)

para 2 sitios (colocamos os sinais de til nas energias da susceptibilidade de 2 sitios
— F — para enfatizar que as energias de remocao e adi¢ao de particulas nesse caso nao
sao iguais as da susceptibilidade de 1 sitio). Por isso as funcoes de Green dinamicas
sao:

xij(t =t w) =10t —t') [(n + 1)€—i(t—t’)(En+1_En+w) n
- ”6_i(t_tl)(E"_E”‘1+“)] 0ij (6.14)
para 1 sitio, e
Xij(t =t w) =2i0(t — ') [(nt + 1)e—i(t—t’)(EnH_En+w) n

o efi(tft’)(En*En—1+w):| 5 (6.15)

para 2 sitios. E com a integracao no tempo dt’ encontramos

- Susceptibilidade dinamica na aproximacao de 1 sitio

n+1 n

1 —
XTw) —u+Un+w+u—U(n—1)—w

(6.16)

- Susceptibilidade dinamica na aproximacao de 2 sitios

2n+1 2n
@(w) =4 . (617
X W) (—J—2u+2Un+2w+J+2u—2U(n—1)—2w) (6.17)
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6.4 Grupo de Renormalizacao de Campo Médio no
modelo de Hubbard para bésons

6.4.1 Relacao de recorréncia

Neste capitulo aplicaremos o Grupo de Renormalizagao de Campo Médio ao pro-
blema de bdsons na rede utilizando os cédlculos que efetuamos no capitulo 5 para 1 e 2
sitios. Para isso fazemos algumas analogias com as grandezas discutidas na sec¢ao 6.2.
Observamos que o parametro de ordem fundamental em nossos calculos é (b) ou (bf)
e supomos que esse parametro se escala como

b =¢&b (6.18)
Para o campo externo v haviamos definido
= ZJ(b) (6.19)

para um sitio e

b= %(z — 1)) (6.20)

para dois sitios. Precisamos de um parametro que escale como em (6.18) para que
possamos encontrar a relagao de Grupo de Renormalizacao independente do fator de
escala. Na tentativa de usar i) surgem dois problemas:

- A definigdo de ¥ ndo permite um reescalamento idéntico a (6.18) visto que
o parametro nao tem o mesmo significado fisico que b (a definicdo envolve o
parametro de energia J que impoe uma forma de escala diferente para 1).

- Definimos v de forma diferente para um e dois sitios por comodidade nos célculos
dos diagramas de fase. Para comparar parametros entre os dois casos precisamos
de uma defini¢ao unica.

Resolvemos estes problemas através da redefinigdo deste “campo externo” (que agora
chamamos de ¢):

¢ = Z(b). (6.21)
Esta definicao permite encontrar as mesmas equagcoes para os diagramas de fase através
de calculos de susceptibilidades, que agora sao adimensionais, em contraste com as
anteriores que tinham unidade de inverso de energia. A seguir mostramos como isso é
possivel:

aprorimacao de 1 sitio

O desacoplamento permite escrever a hamiltoniana externa

Het =3 (—%Zj(b;)bi — %Zj<bj>b1 + ZJ<bj><b}>) (6.22)

)
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Com a definicao para ¢ temos
ext * ¢
H =T E ——¢"b; — —gb + (6.23)

A susceptibilidade agora relaciona b e ¢

b= xo (6.24)

de forma que obtemos
2
Hemt Z ( X¢2 (b ) (625)

e para o diagrama de fases a equagao

N 1
X=7

- (6.26)

Esta equagao é equivalente a anterior porque, como ¥ (z,t) = J¢, a nova susceptibili-
dade adimensional é obtida pela adi¢cao do parametro J na definicao anterior:

- n+1 n
X_J(—N+UH+M—U(H—1))' (6:27)

Ou seja
X =Jx (6.28)

onde x é a susceptibilidade anterior. Substituindo em (6.26) encontramos a equa-
¢ao (5.37) que fornece a fronteira da Figura 5.5.

aprorimacao de 2 sitios
O desacoplamento permite escrever a hamiltoniana externa para cada conjunto de 2
sitios como

et {_%(z —1) [b{<bj> + by (bl) — 2<b+><b>} +

- 2= 1) ooy +out) — 209} (6.29)

Com a definicao para ¢ temos

ext __ (Z — 1) 1 } ¢2
et = <—§¢ - —qu 22 ) (6.30)

A susceptibilidade agora relaciona B e ¢

B=x9¢ (6.31)
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de forma que obtemos
Z—1) = ?
et _ g2 (g 0P 6.32
H 7 X2+ 27 (6.32)
e para o diagrama de fases a equagao
2
@ ==, (6.33)

Esta equacao também é equivalente a equacao anterior para a fronteira do diagrama
na aproximacao de 2 sitios porque a nova definicao se relaciona com a anterior por

(Z-1)

¢($7t) = 27

Jo (6.34)

e na dedugao da susceptibilidade encontramos o mesmo resultado vezes esse novo fator

~(2) _ (Z_l)J (2) 6.35
X 577X (6.35)

onde x? é a susceptibilidade anterior. Substituindo em (6.33) encontramos a equa-
cao (5.81).

Finalmente podemos supor agora que ¢ escala como em (6.18)
¢ =& (6.36)

Escrevemos ¥ = y(V¢/ para um sitio e para dois sitios consideramos B = ¥ ¢. Como
o operador B é definido como B = by + by e (by) = (bg) podemos tomar B = 2b e assim

v(2)
b=X_4 (6.37)
2
encontrando, de acordo com (6.18),
(2)
- X
xWe' = 57¢~ (6.38)

Entao, dividindo (6.38) por (6.36) obtemos finalmente:

K@ (n, J,U, 1, w)

X (0, 70" o) = 5

(6.39)

que pode ser considerada como uma relacao de recorréncia de Grupo de Renorma-
lizagao. Como possuimos apenas essa relacao nao determinamos completamente o
fluxo dos parametros, entretanto, é interessante observar as superficies criticas de
onde podemos extrair estimativas de pontos e expoentes criticos.
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6.4.2 Superficies criticas

As superficies criticas sdo encontradas através da relacao de recorréncia (6.39)
fazendo

J=J
U=’
p= 4, (6.40)

ou seja,

X (n, J.U, p,w)
5 .

Para encontrar as propriedades estaticas fazemos w — 0 e encontramos a relagao

(n+1) n B
J(—,u+Un+,u—U(n—1) B

J(Z-1) 2l on
- Z —J =2u+20n  J+2u—-20Mn-1))"

X(l) (nJ J? U7 M? w/) =

(6.41)

(6.42)

Como fizemos nos outros casos é possivel normalizar toda a equagao por U definindo

Y (6.43)
X

S=T ~

(6.44)
e encontrando uma equacao para superficies criticas em funcao de X e Y da forma

(S v=ie)

Y(z-1) mtl 2n
- Z Y —2X+2n Y +2X —2(n-1)

(6.45)

para cada dimensao (especificada pelo nimero de primeiros vizinhos Z da rede hi-
percubica) e para cada ventre isolante (especificado pelo nimero inteiro de ocupacao
n). Para n = 1, caso mais interessante visto que foi estudado por vérios outros
métodos, observamos para qualquer dimensao duas solugoes como as da Figura 6.4.
Notamos a falta de simetria particula-buraco nesta solucao. Notamos também que a
curva superior parece se referir a “criacao de particulas” que permite a transicao para
o estado superfluido pois decai com o aumento do potencial quimico e em pu/U = 1
se anula (como esperdvamos de acordo com os argumentos da se¢ao 1.2.3). De forma
andloga a curva inferior parece se referir a “criacao de buracos” que permite a transigao
(decai quando diminuimos o potencial quimico e se anula em p/U = 0). Essa hip6tese
sobre as curvas ¢é bastante refor¢ada quando procuramos as solugoes para os demais
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Y

Figura 6.4: Superficies criticas paran =1e d = 2.

ventres isolantes e obtemos curvas semelhantes deslocadas e se anulando em X = n
e X = n — 1. Construindo as solugoes por esse argumento obtemos a Figura 6.5
para a regiao isolante com n = 1 e duas dimensées (obtemos figuras semelhantes para
as demais regides com um nimero n de bdsons por sitio). Podemos observar, como
nas aproximacgoes de campo médio anteriores, a falta de simetria em relagao ao ponto
X =1/2 (ou X =n — 1/2 para os demais ventres). Entretanto, os valores de X para
os quais temos Y, sao melhorados, ou seja, mais proximos do valor simétrico n — 1/2
do que nas aproximacoes anteriores. Os valores de Y. encontrados sao bem mais altos
que os encontrados para as aproximacoes de campo médio’. Em geral o campo médio
superestima a fase ordenada pois despreza as flutuacoes . Neste caso lembramos que
isso ainda pode ter sido agravado quando utilizamos a aproximacao (5.70).

6.4.3 Comportamento do gap de energia e expoente vz

De acordo com a teoria de escala desenvolvida no capitulo 2 o gap de energia no
estado isolante deve se anular assintoticamente na criticalidade como

By~ (J.— J)". (6.46)

onde J,. é o valor de fronteira de .J para um valor fixo de u/U ( J, = J, se /U = semi-
inteiro, ou seja, a transigdo ocorre pelo topo do ventre). Em adi¢do, argumentamos
na segao 1.2.3 que o gap para criar uma particula (buraco) é exatamente a diferenca
entre uma reta que passa pelo ponto p/U = constante e o ponto imediatamente acima
(abaixo) no limite da fase isolante (Figura 6.6). Como obtivemos analiticamente as

Veja a Tabela 7.1 para uma sintese dos principais valores encontrados.
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Y0.3-
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Figura 6.5: Diagrama para n =1 e d = 2 obtido pelo GRCM

AN

Figura 6.6: Reducao do gap com o aumento de J

curvas de fronteira do diagrama possuimos um método direto de calculo do produto
de expoentes criticos vz. Esse calculo pode ser feito para as duas aproximagoes de
campo médio (onde esperamos que z e v assumam seus valores de campo médio) e
para as superficies obtidas com o Grupo de Renormalizacao de Campo Médio?.

Comecamos calculando vz para a aproximacao de campo médio de um sitio. Defi-
nimos as variavies criticas

r=X-X, (6.47)
y=Y.-Y (6.48)

onde lembramos que X e Y sao definidos como em (6.43) e (6.44) respectivamente?.

2A forma analitica do diagrama permite encontrar o expoente do gap para os dois tipos de
transicao. Lembre que estamos utilizando a nomenclatura Uz para transicao genérica e vz para
a transicao especial.

3Note também que definimos a varidvel y de maneira diferente. Isso foi feito pois dessa forma
y > 0 o que evita escrever formas assintéticas em fungao de (—y).
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A equacao do diagrama dada por

n[X — (n—1)] - X[X — (n—1)]
X +1

Y = (6.49)

se altera:

e de acordo com nosso argumento x corresponde ao proprio gap. Resolvemos entao
a equacgao anterior para x e obtemos para a variagao do gap como na Figura 6.7. O

0.6+

0.4+

x=gap

0.2+

Figura 6.7: Comportamento de campo médio do gap de energia da fase isolante.

expoente critico associado a esse gap é calculado através da relagao (2.13):

l
vz = lim Inlz(w)] (6.51)
y=0  Inly|
fornecendo
ve=1/2 (6.52)

como esperavamos pois os valores de campo médio [4] para z e v s@ao

z=1 (6.53)
v=1/2. (6.54)
Para a aproximagao de campo médio de 2 sitios procedemos de maneira analoga

encontrando o mesmo valor para o produto vz da transicao especial. Enfatizamos
que para qualquer aproximagcao do tipo campo médio os expoentes criticos assumem
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os mesmos valores, nao importando quantos sitios da rede tomamos ou quanto mais
sofisticada é a aproximagao. Podemos observar isso pelo formato do diagrama obtido
na aproximagao de campo médio. Para qualquer solucao de campo médio obtemos
ventres isolantes parabdlicos caracterizando o expoente vz = 1/2. Mas observando
o formato do diagrama de fases obtido com o Grupo de Renormalizacao de Campo
Médio (Figura 6.5) temos expectativa diferente. Isso porque o diagrama claramente
nao ¢ parabdlico e neste caso vz # 1/2.
A equacao da fronteira encontrada com o GRCM é:

Y(£7}++IL+X_&_1>) -

Y(Z-1) [ 2n+1 on
-7 Z (—Y—2X+2n+Y+2X—2(n—1)>' (6.55)

e definimos novamente as variaveis criticas e y. Encontramos neste caso para a
transicao especial em qualquer dimensao d

vz =1 (6.56)

resultado que coincide com o esperado para uma transicao genérica a qualquer di-
mensao*. Nao encontramos expoentes diferentes para os dois tipos de transicao o que
supostamente engloba as duas transi¢oes na mesma classe de universalidade diferindo
do que esperdavamos com a previsao anterior (capitulo 2). Nas segdes posteriores calcu-
lamos z e v separadamente préximo ao ponto especial no cume do ventre pelo método
usual de Grupo de Renormalizacao de Campo Médio.

6.4.4 Expoente critico v

Prosseguimos estudando as propriedades estaticas do sistema de onde podemos
extrair separadamente uma estimativa para o expoente de escala do comprimento de
correlacao v. No modelo de Hubbard para bdsons o parametro critico § escala como

8 = LY5 (6.57)

de acordo com (2.22) e (2.27) com L representando o fator de escala. Para as transigoes
especiais § = (J.—J)/U = Y. —Y por isso para encontrar o expoente critico v usamos
a relagdo de Grupo de Renormalizagao de Campo Médio (6.9) para o parametro .J

N 1/v
= <ﬁ) . (6.58)

Temos formas analiticas para J e J’ obtidas com os resultados de campo médio para
1 e 2 sitios que permitem estimativas do expoente v para uma transicao por qualquer

ay’
day

4Para a transicio genérica o GRCM também fornece 07 = 1.



Capitulo 6. Grupo de Renormalizacao de Campo Médio 69
ventre isolante e a qualquer dimensao. O célculo é simples. Utilizamos a relacao de

recorréncia encontrada
1
v (n+1) N n _
—-X'4+n X' —(n-1)

_Y(Z-1) 2n + 1 N 2n
- Z Y —2X+2n Y +2X —-2(n—-1)

(6.59)

e resolvemos para Y’ para um determinado ventre (especificado por n), para uma
determinada dimensao (especificada por Z) eem X = X'. Parad=1(Z=2)en=1
temos por exemplo

, 3 YV +2X+49)(X-1)X

Y S IV A X Y 12X (X + 1) (6.60)

e usando a rela¢do (6.58) encontramos para v no ponto critico calculado pelo Grupo
de Renormalizacao
v~ 0.566. (6.61)

Na Tabela (7.2) estao compilados os resultados mais importantes.

6.4.5 Expoente critico dinamico z

Usando a relacao de recorréncia dinamica calculamos também separadamente o
expoente z. Fazemos

)Z(l)(n7 WU T QZ/dw) =-.y@ (n, 1, U, J,w). (6.62)

N —

A equagao deve ser resolvida para z. A maneira mais facil de fazer isso é utilizar que
préximo a transicao w — 0 e expandir as susceptibilidades:

~(1)(2z/dw) = N(l)(w =0)+ ax'V w4 (6.63)
X X i . :
dx®
VP (w) =xP(w=0 W 6.64
W =2w=0+ 2] oy (6.64)
Substituindo em (6.62) temos em primeira ordem em w
dv) 1dv®
o(z/d) EX_~ _ 28X (6.65)
dw lo=0 2 dw lw=0

pois para os primeiros termos (parte estética) ja garantimos

%Wu:mzlﬂmw:m. (6.66)
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Com os valores calculados das susceptibilidades (6.65) fica

(22/d) n B n+1 _
’ {[M+U("—1)]2 [—M+Un]2}

_Z-1 4n 220+
- Z {[J+2u—2U(n—1)]2 [—J_2M+2Un]2}' (6.67)

Mais uma vez é possivel normalizar por U de maneira que obtemos, multiplicando os
dois lado por U?,

2 {[X + (Z —P [—nxilnf} -

_Z-1 4n O 22n+1)
- Z {[Y+2X—2(n— 1)]2 [_Y—2X+2n]2} : (668)

Encontramos o expoente z entao colocando X = X* e Y = Y*. Por exemplo, pa-
rad=1en =1 encontramos z ~ 1.82. O método parece ser muito mais eficaz na
andlise de propriedades estéticas (foi desenvolvido com a intensao de estudar transi¢oes
térmicas) pois o expoente z difere muito do esperado para a transicao especial (z = 1)
mas se aproxima do valor para a transigao genérica z = 2 (0 GRCM parece colocar as
duas transi¢oes na mesma classe de universalidade). Notamos ainda que o valor de z
encontrado aqui e o valor de v da secao anterior fornecem vz =~ 1.03 concordando com
o resultado do produto vz = 1. Para duas dimensoes nao ha concordancia tao boa e
estimamos o melhor valor de z baseado no produto vz = 1 e o valor de v. Na conclusao
deste trabalho resultados para z também se encontram compilados (Tabela 7.2).



Capitulo 7

Resultados e conclusao

Neste trabalho obtivemos diversos resultados para sitemas de bdsons interagentes
a T' = 0 descritos pelo modelo de Hubbard. Nesta secao tabelamos esses resultados,
comparamos com valores calculados por outros métodos e também observamos se eles
se encontram dentro do esperado de acordo com a analise dos capitulos 1 e 2.

A seguir tabelamos os resultados gerais para o ponto critico associado com a
transicdo superfluido-isolante especial para o caso n = 1 (Tabela 7.1) assim como
seus expoentes v e z (Tabela 7.2).

método ponto critico (Yyae = J./U)
CM (1 sitio) ~ 0.086 (d=1) | ~ 0.043 (d=2)
CM (2 sitios) ~ 0.202 (d=1) | ~ 0.068 (d=2)
GRCM ~ 0.761 (d=1) | ~ 0.606 (d=2)
Calculo perturbativo [6] ~ 0.215 (d=1) | =~ 0.136 (d=2)
Monte Carlo Quantico [7] [8] | = 0.215 (d=1) | =~ 0.122 (d=2)

Tabela 7.1: Resultados de ponto critico para a fase isolante de n = 1.

A comparacao foi feita com os resultados obtidos por calculo perturbativo da ener-
gia cinética [16] e Monte Carlo Quantico em d = 1 [17] e d = 2 [18]. Observe que o
Grupo de Renormalizacao de Campo Médio superestima o valor de J. de acordo com
o comentario da se¢ao 6.4.2. O mais interessante da utilizacao do GRCM é portanto
poder calcular os expoentes criticos associados a transicao. Observamos que para a
transicao genérica argumentamos na se¢ao 2.7 que vz = 1 para qualquer dimensao. En-
contramos este resultado para os dois tipos de transicao embora esperdssemos vz # 1
para a transigao especial (0 GRCM parece colocar as duas transigdes na mesma classe
de universalidade). O GRCM permite calcular também os expoentes v e z separada-
mente para a transi¢ao especial. Os valores encontrados desta maneira para o expoente
z sao muito altos e de acordo com célculos em outros modelos quanticos (veja, por

71



Capitulo 7. Resultados e conclusao 72

exemplo, em sistemas de spins [19]) o método se aplica melhor no estudo das propri-
edades estaticas'. Os valores obtidos para o expoente v sao portanto mais confidvies
assim como o produto vz obtido pelo formato do diagrama. A melhor estimativa de
z é entao encontrada utilizando o resultado vz = 1 (que segundo os célculos com o
GRCM vale também para a transi¢do especial) e o valor do expoente v calculado sepa-
radamente. Estes sao os valores da Tabela 7.2. Lembramos que o calculo do expoente

produto vz expoente v expoente z

qualquer d d=1| d=2 d=1| d=2
Trans. genérica 1 — — — —
Trans. especial 1 ~ 0.566 | = 0.485 | = 1.767 | =~ 2.062

Tabela 7.2: Resultados do GRCM para os expoentes criticos da fase isolante de n = 1.

« é possivel através do uso da relacao de hiperescala (2.36)
2—a=v(d+=z)

e, por exemplo, para d = 1 temos o ~ 0.43 e para d = 2 temos a ~ 0.03.

Entre os resultados de campo médio podemos comparar também os comportamen-
tos de Xyae = (10/U)mae (Valor de X para qual temos o topo dos ventres) e Yu
(Valor critico J./U) em fungao do nimero de particulas por sitio n em d = 3 (Ta-
bela 7.3). Os resultados para dimensoes mais baixas sdo semelhantes. E interessante

— CM (1 sitio) CM (2 sitios)
Xmaz(n) Vnn+1)-1 —(9/5)n — (6/5) + (7/5) - \/2n(2n + 1)
Xmaz(n — 00) n—1/2 n—1/2
Yinaz (1) 2n+1—2y/n(n+1) | (8/5)n+(2/5) — (4/5) - /2n(2n + 1)
Yinaz(n — o0) ~1/n ~1/n

Tabela 7.3: Comparacao entre os resultados de ponto critico em campo médio a d = 3.

notar que os resultados para X,,,, estdo sempre abaixo do simétrico (n — 1/2), mas
tendem para este valor quando n — co. A dependéncia em 1/n de Y,,,, para n grande
também parece ser uma caracteristica de campo médio. Lembramos que mais do que
valores criticos, obtivemos para cada aproximacao formas analiticas para o diagrama
de fases. As aproximagoes de campo médio fornecem formas parabdlicas (Figura 5.6)
que de acordo com a secao 2.7 devem ser os formatos reais a partir da dimensao critica
superior d. = 3. Os expoentes para as duas transigdes (para a transigdo genérica
estimamos d, = 2) assumem neste caso os valores de campo médio. Para dimensoes

'De fato os valores de v estao em melhor acordo com os esperados. Por exemplo, para d = 2,
temos v ~ (.49 em melhor acordo com o valor do modelo XY em d = 3 no qual v = 0.66.
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abaixo da dimensao critica a forma do diagrama de fases nao deve mais ser parabdlica.
A forma da linha critica encontrada com o Grupo de Renormalizacao de Campo Médio
(Figura 6.5) estd em concordancia com [16] e [17].

Além de estudar o sitema de bdosons correlacionados através do modelo de Hubbard,
com o qual obtivemos os principais resultados, apresentamos a solucao exata de um
modelo (capitulo 4), que apesar de idealizado, demonstra as principais caracteristicas
das outras solugbes (comparare por exemplo os diagramas das Figuras 1.1 e 4.3).
Neste caso foi possivel ainda avaliar o comportamento do sistema para temperaturas
diferentes de zero, oportunidade esta que nao tivemos para o modelo de Hubbard pois
torna os calculos muito mais complicados.

Apresentamos também a Teoria de Bogoliubov para a fase superfluida. O modelo,
em lugar do truque original de Bogoliubov, foi resolvido pela técnica das fungoes
de Green para Estado Sélido que também estd brevemente resumida neste trabalho
(apéndice A). A solugao da aproximacao de Bogoliubov, além de um bom exemplo
do poder da técnica das fungoes de Green, permite explicar algumas propriedades
interessantes da fase superfluida como por exemplo a viscosidade nula (capitulo 3).

H4 ainda muitas possibilidades de estudo para esse sistema. A continuagao natural
seria, ainda a T' = 0, a inclusao de desordem [4] que permite o aparecimento de uma
nova fase (Bose Glass). O estudo a temperaturas finitas do modelo de Hubbard para
bésons também seria muito interessante pois nao ha como saber a principio se existe,
para este modelo, condensacao em T' # 0. Caso exista superfluido a 7" # 0 o estudo
da transicao térmica entre a fase superfluida e a normal também entra em foco.



Apéendice A

Método das Funcoes de Green para
Estado Sélido

A.1 Definicao para as funcoes de Green em estado
solido

Em problemas de estado sélido encontramos diversos modelos que envolvem ope-
radores quanticos e, por isso, muitas vezes as grandezas que desejamos derivar desses
modelos envolvem valores médios desses operadores. Um poderoso método de célculo
de algumas dessas médias é o Método das Fungoes de Green. O Método das Fungoes
de Green nao sé permite o calculo de diversos valores médios como também permite
“compactar” outras informacgoes sobre o sistema na fun¢ao obtida.

Vamos considerar os operadores A(t) e B(t') na representagao de Heisenberg. Po-
demos escrever a equacao do movimento de Heisenberg como:

dA(t)

i = A1), H) (A.1)

Visto que estamos interessados em valores médios relativos a esses operadores definimos
a funcao de correlacao temporal como:

Fap(t,t') = (A(t)B(t)). (A.2)

Podemos reparar que essa funcao de correlacao temporal depende apenas da diferenca
t — t' da seguinte forma:

Fap(t,t') = Tr{A@t)B(t)e P} = Tr{e™ A(0)e~ ™M™ B(0)e~ " e}
e uma vez que permutacoes ciclicas dos fatores do trago nao alteram seu valor:

Fup(t,t) = Tr{A0)e " B0)eM e MY = Fy 5t — ). (A.3)
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Diferenciando esta fungao de correlacao e utilizando a equagao do movimento de Hei-
senberg obtemos a seguinte cadeia infinita de equagoes diferenciais:

Z%<A(?f)3(t')> = ([A(1), HIB(t'));
i%ﬁA(t),H]B(t’)) = ([[A@), H], H]B());

(A.4)

Essa cadeia de equacoes nao é necessariamente infinita. Em alguns modelos mais
simples a cadeia se fecha com um determinado ntimero de relagoes revelando-se um
sistema finito de equagoes diferenciais. No entanto, na maioria dos casos a cadeia de
equagoes é de fato infinita e as relagoes envolvem cada vez mais operadores. Nesses
casos costuma-se finalizar a cadeia utilizando-se alguma aproximacao.

Definimos de forma semelhante as fungoes de correlacao as fungoes de Green:

e Funcao de Green retardada:

G Up(t,t) = (ADIBE)) D = 6t — ') {[A(¢), BX)],) (A.5)

e Funcao de Green avancada:

GVp(t.t) = ((AB)|BE)))@ = —0(t' — t){[A(t), B(t)],) (A.6)

e Funcao de Green causal:

Gyt ) = (AW B = (T, At)B(t) (A7)

onde
[A(t), B(t)], = A(t)B(t') — nB(t') A(t); (A.8)
T,A(t)B(t") = 6(t — t'")A(t)B(t') + no(t' — t)B(t') A(t); (A.9)

n = 1 operadores bosonicos

1n = —1 operadores fermionicos

e O(x) é a fungao degrau que assume o valor nulo se x < 0 e um se x > 0. As fungdes
de Green, assim como as funcoes de correlacao temporal, sao funcoes de t —t’ e tém a
definicao linear:

GA+B70(T, — t/) = GAL*(t - t/> + GB’c(t - t/) (AIO)

Como no caso das funcoes de correlacao podemos calcular seu valor diretamente pela
definicao se conhecemos os autoestados do sistema ou apelar para a equagao de mo-
vimento, ou melhor, para a cadeia de equagoes envolvendo os valores médios dos
operadores. Observamos que qualquer uma das funcoes de Green definidas possue a
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mesma cadeia infinita de equacoes de movimento que é semelhante a das funcoes de
correlacao:

Z'%<<A(t)IB(t’>>> = i6(t — t')([A(t), B(t")],) + (A1), H]| B(t')));
d

1 (([AQ) HB(E)) = io(t — O)([[A(@). 1], B(E)]y) + ([A®), K], H]IB({));

(A.11)

Como no caso da cadeia de equacoes para as fungoes de correlacao temporal esta cadeia
podera terminar com um nimero finito de equagoes ou serd necessaria a utilizagao de
alguma aproximacao.

Neste trabalho vamos calcular solugoes em funcoes de Green por esses dois meios.
No calculo da susceptibilidade do modelo de Hubbard para bdsons local utilizamos
diretamente a definicao das funcoes de Greeen e para caracterizar o estado superfluido
resolvemos um modelo de bdsons interagentes na aproximacao de Bogoliubov para esta
fase utilizando a cadeia de equagoes do movimento. Neste caso a cadeia se fecha na
segunda equagao permitindo uma solucao simples.

A.2 Representacao espectral das funcoes de Green

Podemos escrever o valor médio dos operadores A(t) e B(t') da seguinte maneira:
(B(t')A(t)) = Q'Tr (B(t')A(t)e ™)

= Q') (@l BH)A®)]d)e ™ (A.12)

onde os |¢,) s@o os autoestados de energia H|p,) = €,]¢,) ¢ Q é a funcao de parti¢ao

do sistema. Inserindo a relacao de fechamento nesta base podemos escrever esse valor
médio como

(B()A(1)) = Q7Y (0| B(t)|ou) (9l A1) |6, )e ™, (A.13)

com os operadores na representacao de Heisenberg O(t) = e Oe~™ Explicitando
as dependéncias temporais temos

(Bt)A() = Q7' Y {00l BIo,) (9l Ald)e e, (A.14)

De forma semelhante, para (A(t)B(t')), encontramos

(ADBE) = Q7Y (@l Bloy) (dul Al herem o), (A.15)
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A representacao espectral dessas fungoes de correlagao é

(B(tYA(t)) = / h Lip(E e B R (A.16)
(B(tYA(t)) = / h Iyp(E"ePE e E ) g gy (A.17)

onde I4p5(E) é a fungao de densidade espectral

Lip(E) = Q7> (6| Blo)(dul Aldn)e 7 0(e, — ¢, — E). (A.18)

Usando a representacao espectral podemos demonstrar um importante resultado
para as funcoes de Green conhecido como “teorema do salto”. Por exemplo, da de-
finicao da funcao de Green retardada, vamos escrever a transformada de Fourier

GIHE) = o= [ =0t~ t)([a0), Bt (219

:§ N

e com a representacao espectral das funcoes de correlacao temos

1 . / ’ s ’
GE:)B<E) /elE(t_t)e(t —t) [/ I45(E) (eﬁE — 77) e iE (t_t)dE’] dt  (A.20)

" or

onde as integrais tém o limite —oo a oo que serd omitido por economia de notacao.
Para escrever essa representacao espectral de forma mais adequada vamos utilizar a
representacao de integral de contorno para a funcao degrau

o(t) = % / am (A.21)

E +1ie’

Podemos calcular a integral em dt utilizando o caminho no plano complexo da Fi-
gura A.1 e em seguida fazendo o raio do semicirculo ir a infinito. Como resultado
encontramos

r [ ’ / dE’
GELX;_%(E) ~on /IAB<E> (eﬁE - 77) E_E +ic (A.22)

Refazendo esses célculos para a fungdo de Green avancada (a integral no plano
complexo ¢ efetuada desta vez no semiplano inferior), obtemos:

a { , / dE’

Reparamos que a funcao de Green retardada é analitica em todo semiplano superior e
a funcao de Green avancada é analitica em todo semiplano inferior de forma que, com
a combinacgao destes resultados,

| GYL(E) se Im(E) >0
Gan(E) _{ G (E) se Im(E)<0 (A.24)
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[ J
polo

‘_r> >r,

Figura A.1: Caminho de integracao para o cdlculo da Transformada de Fourier da funcao
de Green retardada.

ou seja, Gap(F) apresenta polos apenas no eixo real. Dessa forma Gap(E) pode ser
escrita como:

Gap(E) = %/[AB(E/) (6[3]5/ - 77) Edfle,- (A.25)

Finalmente podemos calcular Gp(E + ic) — Gap(E — ie):

dr’ dF’
E—-EFE +ie E—-FE —ie

Gap(E+ie) — Gap(E —ic) = /[AB<E/> (eﬁEl - 77) [

e usando relacao conhecida para a “funcao” Delta

1 :17(5);4W&x) (A.26)

x *ie
encontramos ) .
B GAB(E + Zé) — GAB(E — 16)
B (ePF" —mn) '
A densidade espectral pode ser calculada entao através das funcoes de Green. Este
resultado é conhecido como “teorema do salto” e é til para o calculo de valores médios

por meio das fungoes de Green correspondentes pois substituindo (A.27) em (A.16)
encontramos:

Iap(E)

(A.27)

00 e—iE’(tft’)
wmmm_[(wjﬁ—ﬁ@wwwmpGMwuw» (A.28)

Podemos observar ainda que como consequéncia direta de (A.27) a densidade espectral
estd relacionada com os polos da transformada de Fourier das func¢oes de Green, fato
que utilizaremos a seguir para caracterizar as excitagoes fundamentais do oscilador
harmonico.

A.3 Funcao de Green do oscilador harmoénico
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Como um exemplo interessante vamos aplicar o método para encontrar a funcao
de Green de um oscilador harmonico. Comegamos com a hamiltoniana

2
Z b; 1
Ho = (W + §MQ(2)1L12) . (AQQ)

%

A funcao de Green que queremos calcular desta vez seria, por exemplo, a fungao causal

(i (8)]ui (0)))) = (T [ui(t)us (0)]) (A.30)

onde podemos fazer t' = 0 sem perda de generalidade. Introduzimos como de costume
operadores adimensionais

& = uin/ Mo
Pei = Pi
ST,
onde fizemos as unidades tal que A = 1. Definimos também de forma padrao os

operadores de criacao e aniquilacao de particulas

b=

ST

(& — ipe.i) (A.32)
e obtemos a hamiltoniana na forma:

Ho=> (b}bi +1 /2) . (A.33)

A funcao de Green para o estado fundamental é:

(OO0 = 7 O (0 + )b+ 8DII0), (A3

e pode ser calculada utilizando que

b(t) — ei'Hotbe—i'Hot :

b0y =0 ;
O =0
Assim encontramos
1 .
— . . () — = —iQolt]
Golt) = {(us) (0)? = Free (4.35)

parat >0 out <O0.
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As transformadas de Fourier das func¢oes de Green apresentam propriedades inte-
ressantes portanto vamos calcular a transformada da funcao de Green para o oscilador
harmonico obtida em (A.35):

Go(E) = - / T Gol)e (A.36)

— 00

Tomando o devido cuidado de usar variaveis complexas visto que essa transformada nao
existe para um numero E real (devemos adicionar uma parte complexa infinitesimal),
obtemos

1 o : 1 > .
Gi(E)= —— Z(EJrQonT])tdt / Z(EfQOer)tdt _
0< ) 47TMQO /_Ooe + 47TMQO 0 €

1

2T M(E? — Q% 4-in)’

Observamos que a adicao da parte infinitesimal simplesmente desloca os polos de

Go(F) do eixo real permitindo que as integrais convirjam. E interessante observar que

desta forma a transformada de Fourier da funcao de Green apresenta como polos as

energias de excitagdo para o sistema, neste caso E = € (fizemos 7 = 1). Em casos

mais gerais esses polos podem estar a uma distancia finita no plano complexo o que

representaria um amortecimento na fungao de Green Gg(t), ou seja, um tempo de vida
finito do estado.

Esta apresentacao da solucao simples para o oscilador harmoénico, além de ter

carater ilustrativo do método, sera 1til como forma de comparacao quando analisarmos

neste trabalho a teoria de Bogoliubov para o estado superfluido utilizando funcgoes de
Green.

(A.37)



Apeéendice B

Funcao de particao entre estados
coerentes do sistema

B.1 Estados coerentes do sistema

Para uma hamiltoniana geral de muitas particulas escrita em um formato de se-
gunda quantizacao a relacao para a funcao de particao no formalismo de integrais
de trajetéria também pode ser obtida. Na representacao usual, com a hamiltoniana
escrita em funcao dos operadores de momento e posicao, o traco seria feito entre os
autoestados destes operadores, resultando na integral conhecida

7 — /D[x(T)]’D[p(T)]eéfdT[ZiPi(T)g.ﬂci(T)JFH(p’I)]' (B.1)

A expressao acima s6 é 1til, no entanto, quando trabalhamos com uma hamiltoniana
escrita em funcao dos operadores de momento e posicao. Quando trabalhamos com
expressoes em segunda quantizacao os operadores que guardam a fisica do problema
nao sao mais os operadores de posicao ou momento mas os operadores de criacao e
aniquilacao de particulas nos estados do sistema. Fazemos portanto, para expressoes
em segunda quantizagao, o traco entre os autoestados dos operadores de aniquilacao
que sao conhecidos como estados coerentes do sistema'. Sem detalhar mais a definicao
de estados coerentes usamos aqui os resultados conhecidos para a relagao de fechamento

i [ T dsdone e jon) o, =1 (B.2)

para a média de operadores escritos em segunda quantizacao

(B|A(B, ba)|¢') = A(65, B, )2 P (B.3)

Veja por exemplo Negele J. W. e Orland H., Quantum Many-Particle Systems, Addison-Wesley
Publishing Company, capitulo 1; para introdugao completa sobre segunda quantizagao e estados
coerentes do sistema.
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e para o trago de um operador entre os estados coerentes

7r(4) = [ T]doidone =55 (0ul A1) (B.4)
B.2 Operador de evolucao temporal

Para encontrarmos a expressao da fungao de particao no formalismo de integrais de
trajetoria é preciso calcular a evolugao temporal nos estados coerentes entre os tempos
inicial (¢;) e final (¢)

UG}, 173 i ts) = (yle 7T

Observamos que para o trago precisamos calcular expressao similar fazendo iguais os
estados final e inicial e a evolugao em um tempo imaginério

i) (B.5)

T =it = hp. (B.6)

A matriz dos elementos do operador de evolucao temporal (B.5) ndo pode ser calculada
exatamente entre tempos finitos. A idéia desenvolvida por Feynman foi entao dividir
o intervalo em tempos infinitesimais de forma que em cada intervalo a evolugao possa
ser calculada exatamente. Dividimos a evolugao (B.5) em M intervalos

i€ M
UG5ty 65t:) = Tim (o] (e757) 7 o) (B.7)
onde € = (ty — t;)/M. A expressao equivale a um produto entre exponenciais de

evolugao entre tempos infinitesimais € =ty — ty_1

U= lim (¢ i tumem itttz o ) (B.8)

Inserimos uma relagao de fechamento (B.2) entre cada intervalo obtendo

U =
Jim <<Z5f|€ Rty —tar-R /Hd‘baM 1o ar—re” e Pan=1ani=1| g v 1) (ba,nr-1] X

Xe—%(t]ﬂ—l_tjw—Q)HN / H d¢Z7M_2d¢O¢,M—26_ Za ¢Z,IL172¢04,M72 |¢O¢,M—2><¢Q,M—2| .
(0%

1 * _ * ;/L —1.:
< [ TLa6tdonse Eetiater|gn, ) (gnale 0 o)
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ou como todos intervalos sao iguais a € temos

U = Jim /H T s oo™ S35 20 b T~ 708009,y

M—oo
7j=1

Para uma hamiltonina na ordem normal fazemos uso de (B.3)

:]\/lllinoo/ H H d¢a]d¢a]€_zj . Z Pi Ole_‘[e “Hd)* Pa,j— 1) 20 PaiPai-1

1 - * * 1€
= /H H/T/df/f)Z,jd%,je*ZjﬂillZa%d%,je 151 (Za @580, 1= B 5 Pas 1)),
=1 «

M—co
Separando o iltimo termo da segunda soma o expoente pode ser escrito como

%€

> Ganibani 1 — 7 MOk Sapra) +

M-1
a,j  Pa,j— 1 *
+ie ) [z§ O (%) — 3 (P> Paj1)
7=1 a

Fazendo ¢ — 0 e introduzindo a notacao

< O 1) (B.10)

H(ba 5> Paj- 1) H(a(t cb (t)) (B.11)

encontramos para o expoente

i (i
D610t + [

i

(B.9)

[qusz@)%m—H<¢z<t>,¢a<t>> . (B

Finalmente a expressao geral para os elementos de matriz do operador de evolucao
temporal é

= / D(¢*(t))D(¢a(t))eza¢:§(tf)¢>a(tf)+%fttif [0 105 (0 groa(-HGLM0a®)] (B 13)

onde

[Py = g [T H T i (B.14)
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B.3 Funcao de particao

Utilizando os resultados anteriores derivamos facilmente a relacao para a funcao de
particao entre os estados coerentes. Para calcular a funcao de particao nosso primeiro
passo é substituir a evolu¢ao temporal real (B.13) por uma evolu¢do em um tempo
imaginario como em (B.6). Com esta troca escrevemos Y como:

U — /D(¢Z(T))D(¢Q(T))€Za ada—r J AT hO4(T) Frda (1) +H(95(7) 60 (7))] (B.15)

que representa a evolucao do operador e #" onde f3 foi dividido em intervalos infini-

tesimais. Como
7 = Tr(e ") (B.16)

devemos calcular o trago deste operador. A expressao (B.4) para o trago entre os
estados coerentes é semelhante a evolucao temporal calculada entre os mesmos estados
final e inicial. Na forma de integral isto é feito pela imposicao de condigoes de contorno
periédicas nos limites de integracao®. H4 equivaléncia entre as integrais e o primeiro
termo do expoente se cancela com o expoente do trago fornecendo:

7 = / D(¢%(7))D(a (7)) 7 I 47[Ea ML) Frba()HHL(): 00 (7] (B.17)

Finalmente 7 corre de 0 a Sh e encontramos a expressao final para a fun¢ao de partigao
entre os estados coerentes do sistema

Z = / D(¢% (1)) D (B (7))e 7 J0 " 4r[Ea 180 Fda(M)+MGL () 6a(M)], (B.18)

Observamos que esta expressao transforma o problema de célculo da fungao de particao
quantica, que usualmente é um complicado problema de autovalor, em uma também
complicada integral. Existem, entretanto, diversas técnicas para resolver esse tipo de
integral e além disso uma observacao do problema em uma representacao diferente
sempre pode fornecer uma nova aproximagao ou com mais sorte um novo método
exato.

2Para férmions as condicdes de contorno e outros passos da demonstracao feita aqui sdo diferentes.
Nao estamos, no entanto, interessados no caso fermionico.



Apeéndice C

Funcao de particao na
representacao de interacao

C.1 Representacao de interacao

Em muitas ocasioes encontramos hamiltonianas que podem ser expressas como a
soma de dois termos

H =Ho+H; (C.1)

e sabemos resolver H, exatamente. Para tratar o problema com o novo “termo de
interagao” ¢ util usar uma nova representacao tal que

[U1(1)) = T Mg (2) (C.2)

onde |1g(t)) é o estado na representacao de Schrodinger e |1;(t)) é o estado na repre-
sentacao de interagao. Nesta representagao derivamos a equacao do movimento como
se segue:

B} = ~Hoe™ M (1)) + €7 (m%'%“»)
eI (b ) s ()
m%w» — Hi(B)i(t)). (C.3)

Em uma linguagem de operadores podemos escrever a equagao anterior para o operador
de evolucao temporal do estado de interagao |¢r(t)) = U(¢)[¢r(0)) como:

L dU

ith— = H(t)U(t). (C.4)

dt

Essa equagao é importante para a determinacao da funcao de particao como fazemos a
seguir. Para encontrar mais detalhes sobre a representagao de intera¢ao nos referimos
a [21] e [22].
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C.2 Funcao de particao na representacao
de interacao

A fungao de particao canonica é definida por
7 = Tr(e M) (C.5)

e se tratamos um sistema em que o nimero de particulas nao é fixo usamos a ha-
miltoniana em um formato grande canonico H — H — uIN,, onde IN,, é o operador
que fornece o nimero total de particulas no sistema. Na representacao de interacao
procuramos uma forma para o operador e ?" do tipo

—BH

e M = =AM — o=BHory (3. (C.6)

O operador e P é equivalente ao operador de evolucio temporal que tratamos na
secao anterior desde que utilizemos um “tempo imaginario”

Bh = At = it (C.7)

e por isso deve obedecer a uma equacao da forma de (C.4) onde efetuamos esta troca.
Podemos derivar novamente (C.4) com o tempo imagindrio encontrando a equagao

obedecida por U(7)
dU 1
Para encontrar U(7) temos entao que resolver a equagao integral
1 [
U(ry) —Ul(r) = _ﬁ/ H;(T)U(T)dr (C.9)
T0
e as condicoes de contorno requerem 7y =0, 74 = $h e U(0) = 1, fornecendo

1 [fBR

U(Bh) =1-— n H;(T)U(T)dT. (C.10)

De acordo com o procedimento geral resolvemos a equacao integral iterativamente

1 Bh 1 Bh T1
Uph)=1-— Hi(m)dr + — H[(Tl)dTlf H(m2)dre +
h 0 h 0 0
1 Bh T1 T2
—ﬁ ; H](Tl)dTl/O H[(TQ)dTQ/O H](Tg)dT3+... (Cll)

e em geral o n-ésimo termo pode ser escrito como

[ _ (%1) /O " i /0 Y. /0 " A (O () Hi ()] (CA2)
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Observe que se as hamiltonianas em tempos diferentes (que sao operadores) comutam
(como fungées comuns), podemos permutar as integracoes de n! maneiras de forma
que é possivel escrever

U™ = % (%)n/oﬂhdﬁ /Oﬂthg.../Oﬁthn[Hj(Tl)H[(Tg)...H](Tn)] (C.13)

onde fazemos todas integragoes até Gh o que é compensado pelo fator 1/n!. Entretanto
em geral essas hamiltonianas nao comutam. Neste caso o ordenamento temporal é
importante e s6 é permitido escrever uma expressao como (C.13) com o auxilio do
operador de ordenamento cronolégico de Wick!. Isto é:

1 _1 n Bh Bh Bh
um = = — / dﬁ/ dTQ.../ drn T [H (1 ) Hi(2) ... Hi(r)]. (C.14)
n' h 0 0 0
Escrevemos a solucao formalmente como

UEDED DS

U(Bn) =T, {exp H

Bh

H[(T)dT} } (C.15)

0

onde utilizamos que a série de termo geral (C.14) corresponde exatamente a fungao ex-
ponencial. Finalmente, com esta solugao e as relagdes (C.5) e (C.6), podemos escrever
a funcao de particao na representacao de interacao:

Z="Tr <e‘5HOTT {exp [—% Oﬂh HI(T)dT] }) : (C.16)

Veja [21] ou [20].



Apeéndice D

Parametro de ordem complexo

D.1 Parametro de ordem em um sitema isotrépico

O estudo de diversos problemas de estado sélido indica que a simetria dos modelos
é responsavel por caracteristicas importantes dos sistemas que descrevem. Por exem-
plo, um sistema de Ising bidimensional (simetria discreta) possui transicdo de fase
a temperatura finita, enquanto que um sistema descrito pelo modelo de Heisenberg
(simetria continua) nao apresenta ordem a temperaturas finitas em duas dimensoes
nao possuindo transi¢ao. No primeiro caso o parametro de ordem é um escalar mas
no segundo o parametro de ordem deve ser um vetor (em geral complexo). O carater
vetorial do parametro de ordem normalmente reflete a simetria continua de um sistema
isotrépico e por isso, como a hamiltoniana de Heisenberg ¢ invariante sob rotagao dos
spins, o parametro de ordem também deve ser invariante sob uma rotagao do tipo
o(r) — €%¢(r). O objetivo deste apéndice nao é detalhar a definigao de parametros
de ordem para sistemas isotrépicos mas observar que a densidade do superfluido e
a compressibilidade estao ligadas a “rigidez” de rotacao deste parametro, ou seja, a
mudanca da fase ¢.

Comecamos a discussao definindo o médulo de helicidade [10] e como ligamos esta
definicao com a densidade do superfluido.

D.2 Modbdulo de helicidade

Para estudar a variagao da fase do parametro de ordem complexo consideramos um
sistema finito (na regido espacial €2) onde as condig¢oes de contorno podem requerer
uma rotagao do parametro de ordem. Para condigoes de contorno que estabelecem
fases iguais em duas paredes, por exemplo (¢T, ") ou (¢~,¢7), as energias livres

totais sao equivalentes
FH(Q) = F(Q). (D.1)
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Mas se as condi¢oes impoem fases (o™, 7)) uma “rotacao” do parametro de ordem é
de alguma forma induzida. Consideramos esta configuragao diferente, ou seja, ha uma
diferenca na energia livre

AF(Q)=FT(Q) — FT1(Q). (D.2)
O modulo de helicidade M é definido tal que

AF(©) = S M{(Ve)) V() (D3)
onde argumentamos que a energia livre é proporcional ao volume da regiao e ao qua-
drado da média da variacao da fase. De fato é facil entender que a variacao da energia
livre deve ser de alguma forma proporcional a variacao da fase. A dependéncia do
quadrado ¢ justificada pois AF deve ser uma funcao par de V. Para uma definicao
detalhada nos referimos a [10].

Observamos que a helicidade é uma medida da “rigidez” de rotagao espacial do
parametro de ordem complexo. Para um superfluido mostramos abaixo que sua den-
sidade estda ligada com a helicidade e por isso também é uma medida dessa rigidez.

D.3 Densidade superfluida

Para um superfluido, se ¢o(r) é a funcao de onda normalizada de uma particula,
podemos efetuar uma mudanca de fase

do(r) — (1) = €' ho(r) (D.4)

e temos

Vy =q. (D.5)

Mas observe que a velocidade de grupo é
v = (@lp/mlo) = =2 [ & (r)Vo(rydr
- [6'r) (igotr) + earTo(r) dr
v = E + /¢8(T>V¢0(’l‘)d’r

h
v="9, Vo (D.6)
m

e portanto, se a velocidade associada a ¢y (vg) é nula, a fase carrega toda velocidade

da particula
h hV
v, = 2 - 2V% (D.7)

m m
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Finalmente a energia de um superfluido é escrita como uma energia cinética

AP~ LM ()= LoV () = LoV (%) (Vo) (D)

onde definimos a densidade como p = M/V. Por comparagao com (D.3) encontramos:
p = (m/h)>M (D.9)

que indica que a densidade do superfluido é também uma medida da “rigidez” do
parametro de ordem complexo em relagao a um deslocamento de fase.

No sistema estudado neste trabalho é mais 1til definir a densidade como ps = N,/V
onde N, ¢ o ntimero total de particulas no sistema. Neste caso temos

1 , 1 , 1 n? )
AF ~ 2.M (vs)” = stmV (vs)” = 2psV (m (V)= (D.10)

ou seja, a densidade de energia pode ser escrita como
1
Af ~ —ph*(V)?, D.11
[ 5 (T) (D.11)

resultado que usaremos neste trabalho.

D.4 Compressibilidade e deslocamento de fase na
direcao “temporal”

Vamos utilizar uma abordagem similar a anterior para mostrar que a variagao
temporal da fase do parametro de ordem complexo também estd ligada a observaveis
fisicos. De acordo com o resultado do apéndice B, a funcao de particao pode ser escrita
como

z= [ D3P (D.12)

onde a acao efetiva S é dada por

Bh )
5= [ dr |04 500(0) + MG 0] (D.13)

Observamos que para que a agao seja invariante sob uma mudancga de fase no parametro
de ordem complexo do tipo

b — ¢ = e’ (D.14)

devemos efetuar um deslocamento no potencial quimico

p—p = p+ih (g—f) (D.15)
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pois

* a *
Mer = 2 M0l 500+ M6, 01
/ 1% 8 / 1% /
_’Hef —ZHQSZ_T@"'HWZ’QSZ)
O primeiro termo se reduz a
/% a / * _—1 2
;fw@i = quﬁe G
_ Zh¢*e—z¢ ( zgp + eup_qsz)

- S () )
- Z’wza ¢Z+m( )Zd) i (D.16)

e por isso o potencial quimico na hamiltoniana deve sofrer a variagao (D.15) para que a
acao seja invariante. Isso mostra que a imposicao de condicoes de contorno que levam
a “rotagao ” do parametro de ordem (mudanca da fase ) entre 7 = 0 e 7 = (h é
equivalente a um deslocamento do potencial quimico da forma p — p' = p—ihAp/Ar.
Isto é,

p— pi = p—ihp
S = —ihp. (D.17)

Este resultado permite o célculo da variacao da densidade de energia livre em funcao
da mudanca de fase do parametro de ordem complexo:

of 1LOf
= - —= e D.1
Sf = M op + 2 o 5 Op” + (D.18)
\,./
,p .
e de acordo com (D.17) encontramos
Sf =ihpp+ = H(hg@) (D.19)

Observamos que o primeiro termo é imaginario e portanto a variacao real da energia
livre é proporcional a ¢? com a “rigidez” temporal dada pela compressibilidade x.

Utilizando este resultado e o resultado da secao anterior observamos que a densi-
dade de energia livre pode ser expandida em termos da variacao da fase do parametro
de ordem complexo como:

—— \2 1 2 2
Sf =ihpp + ili(hgo) + %psh (V)" + ... (D.20)

relacao utilizada no capitulo 2



Apeéndice E

Solucao do modelo de Hubbard
para bdésons no limite de dimensao
infinita

Apresentamos neste apéndice a solucao do modelo de Hubbard no limite de di-
mensao infinita. A partir de (5.12), o limite de dimensao infinita sugere fazer J;; =
J/N, e a parte de interacao da hamiltoniana é desacoplada

Hy = —% <Z b}<7)> (Z b,-(T)> . (E.1)

Com isso apenas um campo complexo é necessario na transformacao de Hubbard-
Stratanovich tal que

S(¢) = gz / (7)o (1)dr — Zm<TTea:p[ / (&1(7)b](7) + ¢§<r)bi(7>)dﬂ> :

0
(E.2)
O segundo termo pode ser calculado como uma expansao de cumulantes de maneira
que para um campo independente do tempo ¢(7) = ¢ e T — 0 encontramos para a
acao uma expansao do tipo Landau.
Nosso objetivo é expandir o segundo termo da agao

y=tn{Teapl [ (6:W](7) + 61 (P ()ard), (.3

0
Para isso escrevemos formalmente a exponencial ordenada temporalmente como

(Trear { / drv (b] (T),bi(f))] ) =

0

oo 1 8h T T
:ZE/O dry . dro TV (7). 04(m)) . V (B (7), Bi()) (E.4)

n=0
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V (b(n), bi(11)) = ds(m)bl(m0) + & (72)bi(m0). (E.5)

Isto é, em (E.3) temos

ph Bh
y=In [1 + /0 dr(V(m)) + %/0 dr (T V(m)V (1)) + ... (E.6)

onde simplificamos a notagao de V(b;-r(T), b;(7)). As médias sao feitas nos autoestados
de Hy. Nao é dificil notar entao que os termos impares se anulam por envolver um
nimero impar de operadores de criagao e aniquilagao. Por exemplo, a média do termo
de ordem 1 pode ser escrita como

(N0 (¢4(m)bl(7) + 67 (7)bi(7))|N)

V(7)) = S (N]e—FHo| N) (E.7)

e o numero fmpar de operadores fornece sempre no numerador um produto entre
estados ortogonais, portanto (V (7)) = 0. O mesmo argumento se aplica aos demais
termos de ordem fmpar.

A seguir calculamos o termo de segunda ordem

1

Bh
5/0 drdro (T, V (1)V(12)) =

Bh
_ %/0 dridro (T [ (10)D] (11) + &7 (11)bi (71)] [di(72)D] (72) + ¢ (72)bi(72)])

1

Bh
= 5/0 dTldTZKT‘rbj(ﬁ)bi(Tz» + <T‘,—bi(7'1)b;-r(7'2)>]|¢|2. (E.8)

Na dltima linha tomamos o campo independente do tempo e mantivemos apenas as
médias ndo nulas. Este termo é entao proporcional a |¢|? e pode ser calculado a partir
das funcoes de Green causais

(T3b}(11)bi(72)) = (B (71)bi(2))) (E.9)
(Trbi(11)bl(72)) = ((bi(7)b] (r2) ) (E.10)
definidas no apéndice A. Observamos também, que trocando 7, por 73 (varidveis mudas

na integracdo), as duas fungoes s@o equivalentes e por isso basta calcular uma delas.
Escrevemos, por essa razao, o termo de segunda ordem como

Bh
Xalof = ( / dndm<<bi<n>bz<n>>>) 012 (E.11)

E a expansdo, separando os termos de mesma ordem em |¢|,

In [14 X00]* + Xa|o|* +...] = Xo|o|” + (X4 - % 22) 9|* + O(¢)%).  (E.12)
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Calculando a fungao de Green (E.9) em unidades com & = 1 temos

(0l (r)bi(r2))) ' =

1
= > |00r = ) (ngle™ OBl ()bu(72) ) + 02 = 71) sl b (72)b] () ) |
0
1
= [6(71 — 72)(n; + e PErie M m=m) 4 g(y — 71)n e Fr e_Q*(m_“)}
0
onde Q, = Eny1— En; e Q_ = n;—1 — En;. Para calcular Xy devemos integrar esta

equagao obtendo

n—l—l, e P 1
Xy — = { Tyt BE.
e S

+>° SJ_ e B {6 + %} } (E.13)

No limite 7" — 0 apenas os termos com a ocupagao m; que minimiza a energia (estado
fundamental) sdo relevantes

1 (m+1 e P 1
llm X2 frd — { v e_BE"L'L /6 + _|_
B—00 e PEm; Q% Q%
—B0°0
m; _ e —1
bote S |G S } (E.14)
e encontramos
1 {mi +1 { —BE e PEmi+1 eﬁEw}
— — pe7rmi + +
e PEmi L Q0 Q%
. 76Em-—1 — *5Em~
ml _ ] e i e i
+o0 {ﬁe BBm; 4 7 } } (E.15)

onde observamos facilmente que quando 3 — oo os termos relevantes sao apenas

) m;+1 m,;
BILHSOXz =4 ( a1 + Q_o_) . (E.16)
Usamos ainda que
Q+ = Enj+1 - Enj - Umz — IU/ 5 (El?)
O_ = nj—1 — Enj =M — U(ml - 1) (E18)

o que permite escrever (E.12) em T"— 0 como

In[14+ Xo|g]? + Xalg|* +...] =

_ m; + 1 m; \
7 <Umz- T 1)) 97 +0(ol).  (E19)
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Finalmente a substituigao direta deste resultado em (E.2) com os campos ¢ indepen-
dentes do tempo fornecem a expansao

N 1 m; + 1 i
So(ﬁb):Nﬁh{[?_N i (Umi—u—i_,u—U(mi—l))

o>+ .. } (E.20)

que é uma expasao do tipo Landau em poténcias do novo parametro de ordem ¢.
Encontramos entao a fronteira entre as fases procurando os valores de J;;/U e /U
que anulam o termo de segunda ordem da expansao para um determinado valor de
m; dado pela solu¢ao (1.10). O resultado fornece um diagrama de fases como o da
Figura 1.1.



Apeéndice F

Deducao da susceptibilidade

Queremos encontrar a susceptibilidade em relacao a um campo 1. Vamos escrever
o termo com o campo externo de uma maneira bem geral:

H = — /(W‘(Lt)b(x) + (z, )b (z))dPx (F.1)

onde

b(z) = Z 5(x — x;)b; (F.2)

e da mesma forma para bf. Temos que calcular o valor esperado deste operador para
ligd-lo com o campo 1, assim

(b, 1)) = (W) [b(x)[¥(2)). (F.3)
Como a hamiltoniana H é a soma H = H° + H! podemos escrever
(1)) = e Uy (1)) (F.4)
e o valor esperado é
(bla, 1)) = (UL (0™ b(a)e " U (1) ©)

(b(x, 1)) = (¥|U]

ext

(0)0(, 1) Uea (1) ). (F.5)

Substituindo (F.4) na equagao de evolugao temporal

d|V(2))
= H|U(t
AL aqgw)
encontramos a equagao para U, (t)
AU ot (1
id—;() = M Uear (1) (F.6)
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Equivalentemente a equagao integral obedecida por Uy (t) é:
t
Ui (t) = 1— i / HE (1)U (#) . (F.7)

Note que Ugyy — 1 se H®' — 0 o que é consistente com as condicoes da equacao
diferencial. Resolvemos a equacao integral iterativamente:

Ueat :1—z‘/_t HEH(E) (1—i/_t/ Hm(t”)@—...)) (F.8)

e tomando a solucao em primeira ordem temos:
t
Ut =1 —i / HEH ()t (F.9)

O valor esperado (F.5) fica entao:

(b(z,t)) = (V| <1 —|—i/_; H”%t’)dt') b(x,t) (1 —z’/_; He“(t’)dt’) @) (F.10)

e retendo apenas termos até primeira ordem em H! obtemos:
t

(b, 1)) = (b(x, £))ppent—o + i / dt' ([He™ (t'), b(z, £)]). (F.11)

— 00

E possivel ainda calcular o comutador

[HEt(#), b(z,t)] = /00 A3’ [b(a, t), bt (2 )b (!, 1. (F.12)

—00

Substituindo no valor esperado obtemos a equacao geral que fornece a resposta de
(b(x,t)) ao campo externo ¢(x,t):

(b, 1)) = (b, ) )agesto + i / % / B (b, 1), 6 (@ o, ). (F.13)

Os casos estudados neste trabalho envolvem operadores localizados nos sitios da rede
tais que

b/ ) = o) — x)bl(t)
J
e escrevemos entao

(b(x, 1)) = (b(x,t))o + / T > bt — ) (b, t), bEE) (2 t) (F.14)

—00 J
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onde trocamos o limite de integragao superior incluindo a funcao degrau 6(t —t’). A
equagao (F.14) fornece a variagdo do valor médio do operador b(x,t) em func¢ao do
campo t(z,t) em primeira ordem. Para o estudo das propriedades estdticas, vamos
tomar o campo externo como uma constante ¢ (z’,t') = ¢ e podemos escrever, a partir
de (F.14), a resposta linear

(5:(0)) = (B(t)o + ( [ e S, b}<t'>1>> v (R15)

o J

Em comparacao com
(bi(t)) = xo¥ (F.16)

definimos a susceptibilidade yj:

Yo = /_OO dt'y " xij(t —t) (F.17)

> J

onde x;; €
Xig(t =) = i6(t — ) {[bi(t), }()])- (F.18)

A fungdo y;; é a fungao de Green dos operadores b e b' calculada no limite atomico
(H = H!el) e xq é a susceptibilidade do modelo local sujeito ao campo externo 1 que
permite o hopping entre os sitios da rede.

Para um tratamento mais geral lembramos que nas transicoes de fase quanticas
nao podemos desvincular as propriedades termodinamicas da dinamica do sistema.
Entretanto, quando efetuamos calculos de susceptibilidade a campo médio para as
configuracoes de 1 e 2 sitios no capitulo 5, desprezamos esse fato, pois calculamos a
susceptibilidade estdtica. Vamos entao agora generalizar a deducao para permitir o
calculo das susceptibilidades dinamicas para 1 e 2 sitios o que no esquema de Grupo
de Renormalizagao serd indispensavel para a estimativa do expoente z.

Considerando que o campo externo tem uma oscilagao w escrevemos:

H = — /(¢*(m,t)b(x) + (z, )b (z))dPx (F.19)

onde
Y(w,t) = et (F.20)
V*(z,t) = Pre ™t (F.21)

E agora utilizamos este campo no valor esperado da equagao (F.14)

(b(z, 1)) = (b(x,t))o + /_ T Z i0(t — ') {([b(z, 1), b)) (2, 1), (F.22)

J
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que com a substituicao ¥ (z,t) = ¥e™* pode ser escrita como

—00

99

bz, 1)) = (b(z,t))o+ (/w dt'y " ib(t — ') ([b(x, 1), b}(t’)pe—iw(t—t’)) W(x,t). (F.23)

J
Desta equacao podemos definir a susceptibilidade dinamica

o0

X(w) = / dt’z xii(t —t',w)

onde a func¢ao de Green Xg;l) (t—t w)é

Xig(t = ¢',w) = i0(t = ¢')([bi(8), by )he ).

(F.24)

(F.25)

A susceptibilidade dinamica difere da susceptibilidade estatica apenas pelo fator extra

e~ (=) que fornece a dependéncia temporal do campo.
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