Bernardo Coutinho Camilo dos Santos

Dinamica de Vértices Opticos em Osciladores Paramétricos

Opticos
Dissertacao apresentada ao Curso de
Pos-Graduacao em Fisica, como req-

uisito parcial para obtencao do titulo

de Mestre em Fisicas.

Universidade Federal Fluminense

Instituto de Fisica

Orientador: Antonio Zelaquett Khoury

Niteroi - R.J.

Outubro de 2004



Aos meus pais, Severino e Nelma.

IT



III

"Quando nao podemos fazer tudo que se deve,

devemos fazer tudo o que se pode."

Santo Agostinho



v
Agradeco:

Ao meu orientador Antonio Zelaquett Khoury pela paciéncia e dedicacao em

minha escalada cientifica.

Aos professores, que muito me ensinaram, Roberto Toscano, Kaled Dechoum,
Daniel Jonathan, Daniel Rangel, Disnei Pomodoro, Paulo Murilo C. de Oliveira,
Nivaldo Agostinho Lemos, Murray Kenneth Olsen, Fabio David A. Aarao Reis,
Maria Teresa C . dos S. Thomaz.

Ao meu pai, uma das pessoas mais sabias que eu ja encontrei em minha vida, e a
minha mae, o "maior coracao que ja vi", agradeco pelo carinho, amor e dedicacao.
Ainda nao conheci pessoas mais belas.

A minha irma Andréa e meu cunhado Marcelo pelo apoio e incentivo constantes

ao longo desta jornada.

A minha sobrinha Anna Leticia, pela inspiracao que somente uma crianca é capaz

de nos dar.

A Renata Zocatelli, uma pessoa singular, que torna meus dias mais felizes com

o seu amor e carinho. Sua espontaneidade também é uma fonte de inspiracao.

Ao amigo Marcus Moldes pelas conversas de altissimo nivel dentro e fora do

ambito académico.

Aos amigos José Augusto e Felipe Dimer, que mesmo & distancia torcem por

mim.

Aos amigos Bernardo Nepomuceno, Carla Carvalho, Christiano Timbo6, Claudia
da Rocha, Fabio L. Guimaraes, Luciana Rios, Luis Paulo Linares, Silvania Carvalho

e Suenne Riguetti pelos momentos de diversao e descontracao.

A Cinthya Chianca e a Klauko Mota pela ajuda providencial com o KTEX.



Ao amigo Eliel pelo exemplo de perseveranca, forca e alegria.

As bibliotecarias Ana Maria, Rita de Céssia, Lucia Regina e Katia Maria, pela

atencao e ajuda.

A Coordenadoria de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES)

pelo apoio financeiro.



VI

Resumo

Apresentaremos as principais caracteristicas de vortices 6pticos com momento
angular orbital no regime paraxial, bem como as técnicas de geracao e caracterizagao

de tais feixes.

Uma rapida descricao do processo de amplificagao paramétrica, no contexto dos
osciladores paramétricos Opticos, serd feita, seguida pelo estudo da dinamica de
modos espaciais neste dispositivo. Apresentaremos as solucoes estacionérias para
desta dinamica, para OPO’s com e sem injecao de sinal, incluindo a andlise de

estabilidade linear das solugoes estacionarias.

Mostraremos em seguida a conjugacao da fase geométrica do feixe de injecao, em
consequéncia das correlagoes entre os feixes gerados pelo OPO. Por fim, sugerimos

um experimento para a medida deste efeito.
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Abstract

We show the main features of optical vortices with orbital angular momentum

in the paraxial regime, and how to produce and characterize such beams.

An outline of the parametric amplification process, in the context of an optical
parametric oscilator will be done, followed by a study of spatial modes dynamics in
such a device. Stationary solutions will be shown for the OPO with and without

injected signal in the converted beams, including the linear stability analysis.

We show that there is a phase conjugation of the geometric phase of the injected
signal, as a consequence of the correlation between the converted beams. Finally,

we will propose an experiment to measure this effect.
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Capitulo 1

Introducao

"Nem todos contentam-se com a propria aparéncia, mas todos
contentam-se com o proprio cérebro."

(provérbio idiche)

A natureza da Luz encanta a humanidade desde o inicio dos tempos'. Vemos
registros desse fascinio na mitologia grega e na mitologia judaico-crista. Nao é
nenhuma surpresa essa mistificacao da luz, o homem tem por habito mistificar aquilo
que nao conhece ou nao entende bem. Aos poucos fomos aprendendo como a luz se
comporta e comecamos a tirar proveito disso. Em 1990 A. C. os egipcios fabricavam
espelhos, o livro do Exodo 38:8 (1200 A. C.), possui um passagem onde os espelhos
sao citados. Os filosofos gregos em 300 A. C. desenvolveram intimeras teorias sobre
a natureza da luz e suas propriedades. Nessa época a propagacao retilinea da luz
j& era conhecida por Euclides, assim como a lei da reflexao. Nos séculos seguintes a
Optica geométrica foi estudada pela antiga civilizacao Romana. Do Oriente também
surgiram contribuicoes para melhor entender a natureza da luz, ha registros de

descobertas feitas por Muculmanos por volta de 642 D. C. [17].

ISe & que houve um inicio.
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Os séculos XVII e XVIII foram ricos em descobertas em diverssas areas da Fisica.
Kepler, Descartes, Newton, Huygens, e muitos outros, observaram e explicaram
os fenomenos da interferéncia, difracao e absorcao. Foi também nessa época que
descobriu-se o caricter vetorial da luz e que alguns tipos de materiais podiam mu-
dar a sua polarizagao. O mistério da finitude da velocidade da luz comegou a ser
desvendado pelo dinamarqués Christensen Romer (1644-1710). Estudando To, uma
das luas de Jupiter, Romer encontrou evidéncias de que a luz propaga com veloci-

dade finita.

No século XIX Thomas Young (1773-1821), em suas apresentagoes a Royal Soci-
ety, explicou o fenomeno da interferéncia com base na teoria ondulatoria de Huygens.
Augustin Jean Fresnel (1788-1827) unificou os conceitos inerentes a descri¢cao on-
dulatéria de Huygens ao principio de interferéncia. Fresnel modelou a propagacao
de uma onda primaria em termos de sucessivas ondas esféricas secundarias, que se
sobrepoem e interferem para, alguns instantes mais tarde, reconstruir uma onda
idéntica a primeira. Também foram realizacoes de Fresnel a formulacao matemaética
para calcular os padroes de difracao devidos a vérios obstéculos e aberturas, as-
sim como uma explicacao satisfatoria para a propagacao retilinea da luz. Armand
Hippolyte Fizeau (1819-1896), em 1849, fez a primeira medida, sobre a Terra, a
encontrar um resultado finito para velocidade da luz, o valor de sua medida foi de

315300 km/s.

O estudo da eletricidade e do magnetismo estava sendo feito em paralelo com
a optica, neste periodo. Em 1845, Michael Faraday (1791-1867) estabeleceu uma
relacao entre o eletromagnetismo e a luz, ao descobrir que a polarizagao de um feixe
podia ser alterada por um campo magnético em um meio. James Clerk Maxwell
(1831-1879) aglutinou, brilhantememte, todos os conceitos experimentais conheci-
dos até entao, em um conjunto conciso de equacoes matematicas. Com base nestas

equacoes, Maxwell foi capaz de deduzir a velocidade de propagacao da luz em ter-
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mos de propriedades elétricas e magnéticas do meio. Quando Maxwell substituiu os
valores experimentais conhecidos na época, chegou a um resultado igual ao deter-
minado experimentalmente para a velocidade da luz. Com isto Maxwell unificou o
eletromagnetismo e a 6ptica. Passamos entao a tratar a luz como uma onda eletro-
magnética que se propagava em um meio com propriedades fisicas muito peculiares.
O éter, como era chamado, precisava ser muito tenue para nao afetar o movimento
dos corpos celestes, mas também devia suportar vibracoes com freqiiéncias 6pticas
da ordem de 10%Hz, que viajavam a 299274 km/s. Infelizmente, Maxwell mor-
reu cedo demais para ver a confirmacao de sua teoria por Heirich Rudolf Hertz
(1857-1894). Hertz produziu e detetou ondas eletromagnéticas em uma série de

experiéncias publicadas em 1888.

No ultimo ano de sua vida, Maxwell escreveu uma carta a D. P. Todd do U.
S. Nautical Almanac Office sugerindo a medida da velocidade do sistema solar em
relacao ao éter. O fisico estado-unidense Albert Abraham Michelson (1852-1931),
com 26 anos, desenvolveu a idéia. Levando em conta a velocidade de translagao
da Terra, Michelson publicou seu primeiro resultado em 1881, onde nao detetava
nenhum movimento da Terra em relacao ao éter. Devido a um erro de calculo
encontrado por Lorentz, Michelson repetiu a medida em 1887, juntamente com o
fisico Edward Willian Morley (1838-1923). Os resultados, mais uma vez, foram

negativos.

O século XX, ainda "crianca", sacudiu os alicerces da Fisica com as teorias da
relatividade e a quéantica. Jules Henri Poincaré (1854-1912) talvez tenha sido o
primeiro a compreender todas as implicacoes da inexisténcia do éter. Em 1900, ele

afirmou:

"O éter existird na verdade? Nao acredito que observacoes mais

precisas possam revelar algo mais do que movimentos relativos."
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Em 1905, Albert Einstein (1879-1955) apresentou ao mundo sua teoria da rela-

tividade restrita [11], com a qual também rejeitava a hipotese do éter:

"A introducao de um "éter" serd supérfula, uma vez que o ponto
de vista aqui desenvolvido nao requer sequer um espago em Trepouso

absoluto."

No mesmo trabalho, Einstein acressenta:

"(..) a luz se propaga no vazio com uma velocidade ¢ bem definida,

independente do estado de movimento de sua fonte."

As experiéncias de Michelson e Morley foram perfeitamente explicadas dentro

da cinematica relativistica de Einstein.

Em 14 de dezembro de 1900, numa reuniao da Sociedade Alema de Fisica, em
Berlim, Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858-1947) apresentou a Physikalische
Gesellschaft o trabalho "Sobre a Teoria da Lei de Distribuicao de Energia do Espec-
tro Normal". Neste trabalho, Planck introduz um das idéias mais revolucionarias
daquele século, o quantum de energia. Em 1905, Einstein apresentava uma nova
teoria corpuscular para a luz. O quantum de energia, mais tarde batizado de féton
por G. N. Lewis [24], estava relacionado com a frequéncia da luz, através da céle-
bre equacao £ = hr, onde h é a famosa constante de Planck. No final dos anos
vinte, Bohr, Born, Heisenberg, Schrodinger, De Broglie, Pauli, Dirac transformaram
a teoria quantica de Planck em uma Mecanica Quantica bem fundamentada. Nesta,
época o momento angular da luz comecou a ser estudado, o experimento de Beth
[7] mostra com primor que luz circularmente polarizada possui momento angular

diferente de zero.
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Os anos seguintes foram recheados de feitos memoraveis, na espectroscopia as
raias espectrais foram explicadas de maneira satisfatoria, o conceito de freqiiéncia
espacial surgiu nos aos cinquenta e a analise de Fourier deixou de ser uma ferramenta

exclusiva das telecominucagoes e ganhou espago na dptica.

Juntamente com a constru¢ado do primeiro laser [34], em 1958, nascia a Optica
nao-linear. A utilizacao de fontes coerentes de alta poténcia permitiu a descoberta de
novos efeitos como a geragao de segundo harmonico, por M. Bass et al [4], e a mistura
de ondas, por J. A. Armstrong et al [3], ambos em 1962. Com o aprimoramento
das técnicas de construcao dos ressoadores Opticos, para a construcao de cavidades
Opticas para os lasers, foi possivel gerar luz que também possuia momento angular

orbital.

Apesar da conexao feita por Einstein entre a 6ptica e a teoria quantica, a primeira
foi desenvolvida mais ou menos independente da segunda. Com a Eletrodinamica
Quantica, a Optica Fisica sofreu uma mudanca revolucionaria. Com a unido destes
ramos da Fisica surgiu a Optica Quantica, que fornecia uma outra visio das pro-
priedades de coeréncia da luz, e deu origem a teorias sobre a estatistica de fotons, ao
estudo e a producao de estados comprimidos e ao estudo do ruido quantico. Muitas
das técnicas desenvolvidas nesta area foram, e ainda sao, usadas para construir
aparatos de medida ultra-sensiveis, e para testar aspectos fundamentais da teoria
quantica e da filosofia. Muita coisa foi descoberta desde os trabalhos dos pensadores
gregos. No final do século XX a Optica Quantica, juntamente com outras areas
da Fisica, deu origem a uma nova revolucao cientifica, a teoria da Informacao e
a Computacao foram extendidas, e coisas como o teletransporte e o computador
quantico?, antes assuntos de historias de ficcao cientifica, passaram a ser encarados

como possibilidades concretas de realizacao.

2Sem falar na criptografia quantica, que hoje é de extremo interesse de governos e bancos em

todo o mundo.
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O tema da disserta¢ao foi inspirado no trabalho de Martinelli et al [27]. Neste
trabalho os autores fazem um estudo, teoérico e experimental, da transferéncia de
momento angular orbital do feixe de bombeio para os feixes convertidos de um
oscilador paramétrico 6ptico OPO com casamento de fase tipo II. O experimento
realizado por Martinelli et al, consistia em bombear, com um modo de Laguerre-
Gauss, um cristal de KTP, com casamento de fase tipo II para 532nm e 1064nm,

em um cavidade de espelhos esféricos na configuracao confocal.

A transferéncia de momento angular orbital é fortemente afetada pela cavidade e
pela anisotropia do meio nao-linear. Na figura 1.1 podemos ver o perfil de intensidade
e o padrao de interferéncia dos feixes gerados pelo OPO em quatro regimes distintos

de operacao.

O momento angular orbital é transferido total (imagens 1 e 4) ou parcialmente
(imagem 2) do feixe de bombeio para o feixe idler, que possui a mesma polarizagao
que o bombeio. Contudo, o momento angular orbital nao é transferido para o
feixe signal (imagem 3), cuja polarizacao é ortogonal & do bombeio. Este efeito é

explicado, por Martinelli et al, em termos do astigmatismo provocado pelo cristal.

Nesta dissertacao estudamos a dinamica de feixes com momento angular orbital
em um OPO com sinal injetado. No capitulo 2 falaremos sobre o momento angular
orbital da luz, como ele se enquadra no contexto da Optica paraxial e como pro-
duzir vortices opticos, isto é, feixes com momento angular orbital. No capitulo 3
descreveremos as principais caracteristicas de um OPO e de sua dinamica. No capi-
tulo 4 mostraremos como estudar a dindmica de modos transversais num OPO e
os resultados obtidos no estudo da dinamica nao-linear de cinco modos transversais
com injecao de sinal, assim como a conjugacao da fase geométrica dos feixes gerados
em um OPO. Finalmente, no capitulo 5 apresentaremos nossas conclusoes sobre o

trabalho.
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Figura 1.1: (a) Intensidade dos feizes signal (direita) e idler (esquerda). (b) padrao
de auto-interferéncia mostrando a presenca (ou nao) de singularidade de fase nos

feizes.
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Momento Angular da Luz

"C’est véritablement utile puisque c’est joli"

Antoine de Saint-Ezupéry
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2.1 Momento Angular da Luz

Sabemos, do eletromagnetismo de Maxwell, que o campo eletromagnético carrega
energia. Entretanto, é mais comum falarmos em fluxo de energia eletromagnética.
Este fluxo de energia é dado pelo vetor de Poynting [17], que pode ser expresso em
termos dos campos elétrico e magnético. No sistema de unidades internacional (SI),

ele tem a forma

§mw:8@5mwx§@ﬂ . (2.1)

Em meios isotropicos o vetor de Poynting é paralelo ao vetor de onda, porém isto
deixa de ser verdade em meios anisotropicos. Nestes meios o fenomeno conhecido
como "walk off"[27|, faz com que o fluxo de energia ndo seja paralelo a dire¢ao de

propagacao da onda eletromagnética.

Além da energia, o campo eletromagnético também carrega momento linear e
momento angular. A densidade de momento linear p' (7, t) do campo eletromagnético,
em meios isotropicos, é proporcional ao vetor de Poynting [26]:

57t

c2

:4ﬂﬁmwx§mw}. (2.2)
O momento linear total do campo é dado pela integral volumétrica de p'(7’,t).

ﬁmwzlmﬁmwxmmﬂm. (2.3)

A densidade de momento angular do campo eletromagnético, assim como na

Mecanica Classica, é dada por,
Rﬁw:fxﬁmw:fxm{ﬁmwx30n> . (2.4)

O momento angular total é obtido da integral volumétrica de I (7, t). A decomposi¢ao

do momento angular do campo eletromegnético, também pode ser feita de maneira
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analoga ao momento angular de um sistema de N-particulas [26, 21|

E:eo/Fx[E(F,t)xé(?,t)]dvzﬁs+fg | (2.5)
1%
Se escrevermos o campo magnético em termos do seu poténcial vetor ff(ﬁ t), as

componentes L, e L, tomam a seguinte forma

—

L, = eo/ E (7 t) x A(F,t) dv (2.6)
14

Eozeo/ B, (7.1) [Fx V] A (F ) do (2.7)
v

A componente ES é independente da escolha de uma origem, e por esse motivo
representa 0 momento angular intrinseco, ou de spin, do campo eletromagnético.
Esta componente é associada ao estado de polarizacao do foton, e ao seu spin [7].
Devido ao aparecimento do operador 7% ﬁ, a componente EO ¢ associada ao momento
angular orbital do campo. Repare que EO depende da distribuicao transversal do
campo, ou seja, depende da sua estrutura'. Uma onda plana como a da figura 2.1(a)
nao possui momento angular orbital, ao passo que a onda da figura 2.1(b) possui
momento angular orbital diferente de zero. Em ambos os casos a estrutura das

frentes de onda é o fator determinante para que haja momento angular orbital.

)
0
i ,5’//5"4‘4 i’

o ﬂl'll

i
it

Figura 2.1: Em (a) vemos frentes e os vetores de onda de uma onda plana. Em (b)

vemos a frente de onda de um modo de Laguerre-Gauss.

INa Mecanica Classica essa dependéncia se da através do tensor de inércia.
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Com o advento do Laser [34] foi possivel gerar feixes de luz com caracteristicas
bem diferentes das lampadas incandecentes e a gas, no que se refere a sua monocro-
maticidade, direcionalidade, intensidade, propriedades estatisticas e coeréncia. Esta
ultima desempenha um papel central na detecao da vorticidade e da polarizacao de
um feixe. Sem ela nao se definir um estado de polarizacao para o feixe, nem se pode
estudar a estrutura da frente de onda do mesmo. Além disso, o estudo do momento
angular orbital da luz so6 foi possivel depois do desenvolvimento de cavidades 6pticas

de boa qualidade.

Descreveremos agora os modos de Laguerre-Gauss [36] e como estes satisfazem
a equacao de onda na aproximacao paraxial, antes porém faremos uma pequena

digressao e falaremos um pouco sobre a aproximacao paraxial.

2.2 Optica Paraxial

Quando o primeiro laser foi posto a funcionar no fim da década de 50, muitos
diziam que era apenas mais uma ferramenta de valor apenas académico. Hoje pode-
mos dizer que o laser foi uma das maiores invenc¢oes do século XX. Ele nunca deixou
de ser um grande ferramenta académica para o estudo das leis fundamentais da na-
tureza. Além disso, resultou em intimeras aplicacdes em prazos extremamente curtos
em diversas areas como a metrologia (relogios atomicos e medidas interferométri-
cas), topografia (medidas de distancia), telecomunicacoes (fibras 6pticas), medicina
(cirurgias de correcao visual), computagao (midias laser e circuitos 6pticos), indis-
tria (controle de qualidade), eletrodomésticos (disc laser) e até na industria bélica

(sistemas de posicionamento e sistemas de direcionamento de misseis).

Na optica o laser é largamente utilizado como fonte de feixes "bem comportados",

ou seja, produz luz coerente com uma freqiiécia bem definida. Sendo uma radiacao
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eletromagnética, a equagao de onda é quem governa o sua dinamica [17]

V2E (Ft) - ———2 =0 . (2.8)

Um laser é constituido de trés partes basicas: 1) um meio de ganho; 2) um
sistema de bombeio de energia e 3) uma cavidade ressonante. Na primeira delas
o fendmeno conhecido como emissao estimulada é o responsavel pela coeréncia da
luz laser. O sistema de bombeio fornece a energia necessaria para a inversao de
populagao dentro do meio de ganho. A inversao de populacdo em um meio de
ganho se da quando o niimero de 4tomos? exitados passa a ser maior que o ntimero
de atomos no estado desexitados. A tultima parte, a cavidade ressonante, impoe
condicoes de contorno sobre a equacao de onda. Estas condigoes impoem vinculos
sobre as freqiiéncias de oscilacao do laser dando origem aos modos longitudinais,
que correspondem a ondas estacionarias ao longo da cavidade. Este é um dos fa-
tores responsaveis pela sua monocromaticidade. Além dos modos longitudinais, a
cavidade sustenta no seu interior modos transversais ou modos TEM (Transversal
Eletromagnetic), configuracoes do campo perpendiculares® ao eixo de propagacao.
Em linhas gerais, a 6ptica paraxial se aplica quando as dimensoes transversais do
feixe sao muito menores do que as distancias longitudinais tipicas sobre as quais o
campo muda significativamente o valor da sua amplitude. A equacao paraxial rege a
propagacao da luz no regime de validade desta aproximacao. A seguir estudaremos

este regime de validade e as conseqiiéncias desta aproximacao na oOptica fisica.

2Moléculas no caso de lasers gasosos, e elétrons e buracos no caso de lasers de estado solido.

—

3k-E =0
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2.2.1 A Equacao Paraxial

A optica paraxial, também conhecida como 6ptica Gaussiana, é a maneira mais
simples de descrever a optica fisica. Um grande niimero de livros texto contém capi-
tulos inteiros sobre este tema [17, 36, 40]. Contudo a abordagem dada por eles leva
a uma inconsisténcia com as equacoes de Maxwell. Mostraremos esta inconsistén-
cia nas linhas seguintes e em seguida mostraremos uma abordagem alternativa que

acorda integralmente com as leis do eletromagnetismo.

Partimos das equagoes de Maxwell do campo eletromagnético no vicuo,

. . 0B
S OE
B = jipeo— 2.1
V X Ho€o ot s ( 0)
V-E=0 |, (2.11)
V-B=0 , (2.12)

onde E = E(F) expli(kz — wt)] e B = B(7) expli(kz — wt)]. Se quisermos os campos

fisicos, basta tomarmos as partes reais.

Se tomarmos o rotacional da equagao (2.9), num meio isotropico, obtemos

- - — . _, Ww\2 =
VXVXEZV(V-E)—VZE:(—)E . (2.13)

C

Esta é conhecida como equagao de Helmholtz, obtida a partir da equagao (2.11).
Se analisarmos solucdes do tipo E = (E.,0,0), a equagao (2.10) impoe que

0B, 0B,
o= =0 (2.14)

logo E, deve ser independente de x. Solucoes do tipo onda plana estao em pleno
acordo com este resultado. Contudo o anzatz usado para solucoes propagantes na
direcao z é

E, = ¢(x,y,2)e™ . (2.15)
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Note que 0, F, # 0 é proibido pela divergéncia de E, equagao (2.11). Ignorando este

problema a deducao da equagao paraxial segue calculando-se o laplaciano de FE,.

Lembrando que k = w/c,

V2[)(7)e*?] = [v%p(f) + 21'1@8?—(;) — k%(f‘)] ek (2.16)

Neste ponto costuma-se fazer a aproximagao

62@/)
| 92

i

= (2.17)

o
2k
2|

" oy?
que é conhecida como aproximacao paraxial. A equacao obtida com esta aproxi-

macao é a equacao paraxial,

Py Py N
W+W+2kaz 0 . (2.18)

A solucao fundamental® desta equacio é uma gaussiana nas coordenadas transver-
sais (x,y). Apesar da aparente inconsisténcia com a equagao (2.11), este resultado
estd, curiosamente, de acordo com o que é observado experimentalmente. Para evitar
as passagens conflitantes com as equagoes de Maxwell, vamos deduzir a aproximacgao

paraxial de uma maneira alternativa, seguindo de perto a referéncia [22].

Vamos partir novamente das equacoes de Maxwell, separando o campo elétrico

e o operador nabla em componentes transversal, p = (z,y), e longitudinal, 2

= |4 (7) + z@bz(f‘)] {kz—wt) (2.19)
V=V.+ z% : (2.20)

onde t indica a componente transversal. Usando as expressoes anteriores, calcu-

lamos o rotacional da equagao (2.9) e obtemos obtemos duas equagées, uma para a

4Esta equacdo é muito parecida com a equacio de Schrédinger para uma particula livre. Esta

nomenclatura se baseia nesta semelhanca, que serd explorada mais adiante.
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componente transversal e outra para a componente longitudinal.

- — e 8@/)3 . nd 82"7;i . a@;i
Vi |Viyr+ 5= ik — Vi — 55 2k ==0 (221)
w — V24, +ikV ) — K, =0 (2.22)

Como estamos interessados apenas em feixes Gaussianos, vamos usar a cintura do
feixe®, wy, para reescalonar as coordenadas transversais e a distancia de Rayleigh®,

zr = kw?/2, para reescalonar a coordenada longitudinal.
r=we, y=won e z=2zrC . (2.23)

Apos efetuarmos o reescalonamento, multiplicamos a equacao para as compo-
nentes transversais por wl/zr e a equagao para a componente longitudinal por

wy/z%. Feito isto, as novas equagdes em termos das coordenadas adimensionais

(€,m,¢) sao

V. |hV. b, + h%—‘éf + 20| — WV, — B a;g)} — 4¢ha§? =0 (2.24)
h?’%ﬁ — B2V + 2ihV, by —dpe =0 . (2.25)

onde h = wy/zg e
Vs i (2.26)

Estamos interessados em regimes onde o feixe estd bem colimado, ou seja,

7T’w2

wy < 2p 0. wp <K TO oAy (2.27)
neste regime h torna-se, naturalmente, um parametro de expansao
)y = i R (2.28)
n=0
Yo=Y hmp (2.29)
m=0

°Do inglés "beam waist”.

62k ¢ um comprimento caracteristico associado & difracdo do feixe, ou seja, zr é o comprimento

que o feixe deve propagar para que o seu diametro aumente de um fator v/2.
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Substituindo as expressoes (2.28) e (2.29) nas equagoes (2.24) e (2.25), veremos
que podemos manter apenas os termos pares da expansao de JT e apenas os termos

impares da expansao de 1.

Apos este procedimento reunimos os termos proporcionais a h e obtemos,

O)

V2O 4 4¢8§g = (2.30)
i -

¥ = SV (2.31)

Comparando a eq. (2.30), de ordem zero, com a eq. (2.18) podemos ver que cheg-
amos a equacgao paraxial, por um processo que obedece as imposicoes feitas pelas
equacoes de Maxwell. Note que a solucao de ordem zero, J&O), fornece um campo
transversal dependente das coordenadas transversais. A primeira correcao, wél),
mostra que hd uma componente na direcao de propagacao do feixe. O termo seguinte

da série leva em conta efeitos de difracao maiores,

o _ g

V2@ + 4 5 = ac (2.32)
iy OV
A (2.33)

A equacao (2.30) é invariante sob rotagoes em torno do eixo z, portanto solugoes
circularmente, elipticamente e linearmente polarizadas sao igualmente permitidas.

Por simplicidade vamos considerar uma solucao linearmente polarizada

PO = Ae'S (2.34)

onde A e S sio reais. Substituindo a expressio (2.34) na (2.30) obtemos uma equacio

complexa onde as partes real e imaginaria devem ser satisfeitas separadamente

V2A - (V,.S)?A -4 (8_5) A= (2.35)

I o A
2(V,S -V )A+ ViSA+4 <6—> =0 . (2.36)
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Fazendo o produto escalar destas equacoes com A, podemos reescrevé-las como

(V.S)? + 4 (g—f) — (A-V2A)A2 (2.37)
e
S, oo 9A%\
V.- (A%V,S) + 2 (a—g) -0 . (2.38)

A equagao (2.37) é analoga a equacgdo eikonal [15] da Optica geométrica com um
termo de difracdo, e a equagao (2.38) é uma equacao de transporte que representa

a conservacao da densidade de energia eletromagnética.

A equagao (2.37) tem a mesma forma funcional da equacdo de Hamilton-Jacobi
para uma particula livre [23]. As analogias entre a Optica geométrica e a mecanica
classica levaram Schrédinger a formular a sua Mecanica Ondulatoria em analogia
com a Optica fisica. Posteriormente, junto com os trabalhos de Heisenberg, Born,
Jordan e Dirac, a Mecanica Ondulatoria de Schrodinger deu origem a Mecanica
Quéantica como a conhecemos hoje. No limite classico (h — 0) a equagio de
Schrodinger se reduz a equacao de Hamilton-Jacobi , com a fase da funcao de onda
coincidindo com a agao classica [23]. Desta forma é de se esperar que as solugoes
de ambas as equacoes tenham a mesma forma funcional. Baseado nisso olharemos
para as solugoes da equagao (2.30) semelhantes as da equagao de Schrodinger para

uma particula livre”.

2.2.2 0O Modo Fundamental

Destacamos anteriormente a semelhanca entre a equacao paraxial e a equacao de
Schrodinger para uma particula livre. Com isto em mente, construimos um "ansatz”

para a solucao da equagao (2.18).

"Numa visdo bastante simplista, o quantum de energia eletromagnética pode ser representado
por uma particula de Schrédinger com massa de repouso nula. Nesta visao o campo eletromagnético

pode ser interpretado como sendo a funcao de onda do féton
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Suponhamos que a solucao seja

D(7) = A exp {z {;;Z) + P(z)] } , (2.39)

onde A é uma constante e ¢(z) e P(z) serdo determinados a posteriori. Substituindo

esta expressao na equacao paraxial, obtemos

R R

Para que (2.39) seja solugao da (2.18), ¢(z) e P(z) devem satisfazer as seguintes

equagoes diferenciais ordinarias

dq(2)

=1 (2.41)
dP(z) i

=T (2.42)

Resolvendo a eq. (2.41) vemos que ¢(z) deve ter a seguinte forma,

1 1 z . 2R 1 2
q(z)  z—izp 22+ 2% T + 2% R(z) i Zk;wz(z) (243)
As funcoes
2\ 2
w(z) =wo, | |1+ (—) ] (2.44)
%R
e

z

2 2
R(z) =z [1 + (—R) } (2.45)
sao, respectivamente, o raio do feixe e o raio da curvatura da frente de onda, ambos

no plano z, wy é a cintura do feixe e zg = kw?/2 ¢ a distancia de Rayleigh®.

Uma vez de posse de ¢(z) podemos determinar P(z),

1+ (i)j — arctan (i) (2.46)

80 fato de zp ser real esta relacionado com a finitude das solucdes da equacio paraxial. Isto

P(z) =1iln

ficara evidente quando encontrarmos a solucao para o modo fundamental.p
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Vemos que a fase do campo proximo ao eixo z comporta-se da seguinte maneira

1 kr?
E ~ 7 exp(ikz) exp (Zé) . (2.47)

Nos feixes Gaussianos a origem de R varia com a propagacao conforme a equacao
(2.45). Repare que apenas quando z > zp o feixe parece ter a sua origem em z = 0.
Quando caminhamos na dire¢ao de z = 0 o raio de curvatura passa por um minimo
em z = zp e em seguida diverge quando nos aproximamos ainda mais de z = 0,

onde ele se torna infinito e a frente de onda se torna plana, figura(2.2).

(x,y) (x,y)

A | B B
4 z=0 \\ (

Cintura do feixe

Intensidade Intensidade
_ A
8- W

2
™
w(z)=wo [+ 22/22 | 2= =5

Figura 2.2: Plano focal do feize Gaussiano [28].

Note que a origem do raio de curvatura muda com a propagacao da onda, em
z = 0 e z — oo ele tende ao infinito, nestes dois regimes as frentes de onda sao
planas. A expressao para R(z) mostra que entre esses dois extremos a frente de
onda é aproximadamente esférica. Vejamos, o campo elétrico de uma onda esférica,

figura(2.3) pode ser representado como

E~ %exp(ikR) (2.48)
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onde R? = r? + 22, Para distancias grandes, R ~ z > r, podemos fazer uma

expansao binomial de R

r2\ /2 17?2 172
R = 14+ — ~ . —— 2.49
Z(+z2) Z+22 Z+2R (2.49)

Point source

\
Ly
- Pkl
]

Figura 2.3: Onda esférica [39].

Determinados os parametros ¢(z) e P(z), determinamos "o modo fundamen-

tal”"da equagio paraxial. A solugio da equagao paraxial ¢ [36]

2 2
Wo —T : z kr
E.(r)=E e e 1 |kz —arctan | — | + , (2.50
0= Bt |5 | e () (250
~ ~~ - N ~~ - SN——
fator de amplitude fase longitudinal fase radial

que tem a distribuicao de intensidade mostrada na figura 2.4.

O fator de amplitude garante que a energia que atravessa um dado plano z
arbitrario seja constante. Em particular, quando z > zg, o fator wy/w(z) tende

para o valor assintotico de zg/z (limite de onda esférica), figura(2.2), o que nos leva

9Veremos adiante que essa nomenclatura se deve a uma analogia com o problema da particula

livre de Schrodinger.
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Figura 2.4: Perfil de intensidade Gaussiano.

0 ~ tan(f) = dlfl(zz) - Z—; - %wo . (2.51)

Onde 6 é o coeficiente angular da assintota que define o diametro do feixe para
z > zg. Este diametro minimo do feixe, 2wy, pode ser interpretado como uma con-
sequéncia do principio de incerteza de Heisenberg para a posi¢ao e o momento linear
do foton. Voltando a analogia com o problema da particula livre de Schrédinger|10],
percebemos que os dois sistemas sao completamente analogos'?, segundo a seguinte

regra de correspondéncia.

Agora que ja estamos de posse do modo fundamental da equacao paraxial, pode-

10Cohen-Tannoudji, Quantum Mechanics, vol. 1, complemento GI, pagina 61.
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mos passar para os modos de ordem superior, conhecidos como modos de Hermite-

Gauss e modos de Laguerre-Gauss.

2.2.3 Os Modos de Hermite-Gauss

J& que ha uma grande semelhanca da equacao paraxial com a equagao de Schrodinger,
podemos esperar que a solucao encontrada na se¢ao anterior nao seja a tinica solu¢ao
para a equacao paraxial. De fato, assim como na equacao de Schrédinger, existe um

conjunto completo de solugoes ortogonais para equacao paraxial.

Para obter este conjunto de solugoes vamos usar o ansatz a seguir

0= an(g) () el e

onde w(z) e q(z) ja sdo conhecidos, ou seja, o raio de curvatura e o diametro do

feixe sao os mesmos''. O fato de g e h serem, respectivamente, fungoes de z/w(z) e
y/w(z) significa que o padrao de intensidade de (2.52) escalona com o diametro do

feixe.

Seguindo o mesmo procedimento da secao anterior, chegamos as expressoes de g

() m(a) e

(o) = (V) (254)

Onde H,(z) e H,,(y) sdo os polinomios de Hermite [2].

eh

A fungao P(z) agora depende da ordem dos modos

2

P(z) =i In < 1+ j—2> — (n+m + 1) arctan (i) . (2.55)

R ZR

1Na verdade wg define um conjunto de solucdes ortogonais da equacio paraxial.
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A solucao geral da equacgao paraxial, em coordenadas cartesianas, é entao

ol ) () o

w(z) w(z w(z) w?(2)

exp {z [% — (n+m + 1) arctan (i)} } . (2.56)

A, € uma constante de normalizacao.

Note que se fizermos n = m = 0 na expressao anterior, nds recuperamos a solucao
dada pela equacao (2.50), portanto aquela solucao é de fato o modo fundamental. Na

figura 2.5 podemos ver os padroes de intensidade gerados por alguns destes modos.

Figura 2.5: Perfis de intensidade dos modos de Hermite-Gauss. Em (a) vemos

o modo fumdamental (n,m) = (0,0), em (b) e (¢) os modos de primeira ordem,
(n,m) = (1,0) e (n,m) = (0,1), respectivamente. Em (d), (e) e (f) os modos de
sequnda ordem, (n,m) = (2,0), (n,m) = (1,1) e (n,m) = (0,2), respectivamente.

2.2.4 Os Modos de Laguerre-Gauss

A equagao (2.30) adimite solu¢oes em coordenadas cilindricas, estas solugoes

sao conhecidas como os modos de Laguerre-Gauss, os quais passaremos a descrever
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agora.

Nas coordenadas cilindricas, a equacao paraxial tem a seguinte forma

o\ 1 0% o
7’8'/’( ar)+_28752+2ka -0 . (2.57)

Partindo do ansatz

W(F) = X( 22 )) exp {z [2;222) +P(z)+l¢]} | (2.58)

e seguindo o procedimento das duas secoes anteriores, encontramos

() -[E] wLlG) en

2

z
P(z)=1 1 1+ —
(z) =1 n( +22

R

) — (2p+ |I| + 1) arctan (i) , (2.60)

! ~ A . . n .
onde LL' sao os polinomios associados de Laguerre. No apéndice A mostramos de

forma detalhada que 2.58 é solucao da equagao paraxial em coordenadas cilindricas.

Com estes resultados podemos escrever as solucoes da equagao paraxial em co-
ordenadas cilindricas

i \/Ww2(2)25+|l|)! ﬁg]le}{p {—w;“;)]q (wZ;)X

X exp {z {kz — (2p + |I] + 1) arctan (i) + 2;222) + z¢] } (2.61)

A figura 2.6 mostra a distribui¢ao de intensidade de algumas ordens dos modos de
Laguerre-Gauss. O modo fundamental dado pela equagio (2.50) também é contem-

plado nesta solucao, basta fazer p=0e [ = 0.

Assim como os modos de Hermite-Gauss (HG), os modos de Laguerre-Gauss
(LG) sao ortonormais entre si e também formam um conjunto completo de solu¢oes

da equagao de paraxial. Estas duas caracteristicas sao suficientes para que qualquer



CAPITULO 2. MOMENTO ANGULAR DA LUZ 25

(a)
(b) ()
(d) () (f)

Figura 2.6: Perfis de intensidade dos modos de Laguerre-Gauss. Em (a) vemos

o modo fumdamental, (p,l) = (0,0). Em (b) e (¢) os modos de primeira ordem,
(p,1) = (0,1) e (p,1) = (0,—1), respectivamente. E em (d), (e) e (f) os modos de

sequnda ordem, (p,1) = (0,2), (p,1) = (1,0) e (p,1) = (0, —2), respectivamente.

combinacao linear destes modos também seja solucao da equacao paraxial 2. De
fato, existe uma combinacao linear de polinomios de Hermite que gera um polinomio

de Laguerre [1].

3

+m

S (20) B 0) Ho i) Hily) = 247

k=0
—1)mm!(z + ay)" L™ (22 + y? ara n>m
L) (DT tay) (z*+y%) p (2:62)
(=1)"nl(z —iy)™ L™ " (2> +y*) para m>n
onde
n—k,m—k (_1)k dk m n
b, (0) = SRl gk [(1=)"(1+1)"] =0 (2.63)

sao os polinomios de Jacobi.

2Isto caracteriza a base de um espaco vetorial. Indicando que os modos LG também formam

uma base de solucoes da equagao paraxial.
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Figura 2.7: Relacao entre os modos HG e 0s modos LG de primeira ordem.

Para os modos de primeira ordem'? a relacao entre as bases HG e LG, é bastante

simples.

1
7 (HGyo+1i HGy,) = LG5 (2.64)

A figura 2.7 ilustra o significado da equagao anterior.

Também podemos escrever modos HG de 1* ordem rodados de um angulo 6, em

termos dos modos HGy 1 ¢ HG o [1]. Em particular, quando §=45°(135°), temos

o 1 ~
HGé?l = ﬁ (HG()J + HGLQ) (260)
0 1
HG(I)?E - — = (HGO,l - HGLO) (266)

V2

13 A ordem de um modo é dada por n+m, onde m e n sdo os indices dos polinémios de Hermite.
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2.2.5 A Esfera de Poincaré para Modos Espaciais

O estado de polarizacao de um feixe monocromético pode ser totalmente carac-

terizado pelos parametros de Stokes [17].

Ipe — Igpe
§] = ——— 2.67
! Tgo + Igpe ( )
Iyse — Ih350
Sg = ————— 2.68
> Liso + Iigse ( )
Iy — 1
gg= 0”0 2.69
ST I+ Iy (2.69)

onde Iy, Igge, 1450 € I1350 sao, respectivamente, as intensidades das componentes de

polarizacao do feixe medidas segundo as direcoes 0°, 90°, 45°e 135°.

Para feixes totalmente polarizados, os parametros de Stokes se relacionam da
seguinte maneira

sT+ss+s3=1 (2.70)

Esta equacao bastante familiar sugere que os parametros de Stokes podem ser in-

terpretados como as coordenadas Cartesianas de uma superficie esférica de raio

unitario, onde cada ponto da superficie representa um dado estado de polarizacao

de feixe. Esta esfera é conhecida como a esfera de Poincaré [8], figura 2.8(a).

Os polos norte e sul da esfera de Poincaré sao andlogos aos autoestados do mo-
mento angular de spin, luz circularmente polarizada a esquerda e luz circularmente
polarizada a direita. Qualquer estado de polarizacao de um feixe totalmente polar-
izado, e portanto qualquer ponto na esfera de Poincaré, pode ser entendido como
uma superposicao de polarizacoes circulares a esquerda e a direita. Os pontos no
equador da esfera representam os estados de polarizacao linear, a orientacao da po-
larizacao é determinada pela fase relativa entre os estados de polarizagao circulares

superpostos para gerar o estado de polarizacao linear.

Os modos transversais (HG e LG) de primeira ordem sao isomorfos aos estados de

polarizacao, onde os modos HG fazem o papel da polarizacao linear e os modos LG
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o da polarizacao circular. Assim sendo é possivel construir uma esfera de Poincaré

para estes modos [30], figura 2.8(b).

O
+'0Q

/

C (o,

(@) (b)

Figura 2.8: Fsfera de Poincaré para os estados de polariza¢ao e para os modos

transversos de 1% ordem.

As coordenadas Cartesianas desta esfera também podem ser interpretadas como

parametros de Stokes.

I 0° _-[ 90°
pr = o Mo (2.71)

I 00 +1 °
HGfl{OJr HG??O

_[ o —I o
_ lnety ~ Tnery 5 79
P2 = 7 ST - ( . )
HG‘{?O HG%?(?

ILG(l) - ILGal

P3 (2.73)

B Iey + ILG(;1

2.3 Producao e Detecao de Modos Laguerre-Gauss

A figura 2.7 mostra como construir os modos LGZ! a partir dos modos HG de
primeira ordem. Porém, a grande maioria dos lasers comerciais sao construidos
para funcionarem no modo fundamental. Entao, como gerar um modo de Laguerre-

Gauss?



CAPITULO 2. MOMENTO ANGULAR DA LUZ 29

A seguir vamos descrever dois destes métodos, um holografico e outro que utiliza
componentes dpticos astigmaticos para fazer a conversao. Veremos que este ultimo
muito assemelha-se com o método utilizado para mudar o estado de polarizacao de

um feixe através de placas de retardo.

2.3.1 Meétodo Holografico

Um dos métodos mais simples para gerar feixes com momento angular orbital
¢ o método holografico, que utiliza placas zonais espirais (PZE) como as da figura

2.9, que sao uma variagao das placas zonais de Fresnel [18, 20|, figura(2.9).

Para a fabricacao das PZE seguimos a seguinte receita. Primeiro geramos num
computador as figuras (2.9(b) e 2.9(c)), depois as imprimimos em uma impressora
com uma boa resolugaoe em seguida fotografamos as impressoes. Apos revelarmos

o filme, usamos os proprios negativos como méscaras para gerar os modos LG.

A geracao das espirais é feita através de um programa de computador (Apéndice

B) que calcula os pontos onde a fungao

(2.74)

2
11+ e+ o cos (M)

2
é igual a zero. Fisicamente, esta equacao representa o padrao de interferéncia entre
uma onda esférica e um feixe de Laguerre-Gauss, os pontos onde ela tem valor nulo

representam as regioes a intensidade é nula. Estes pontos sao dados por

ar? +10 1 (2n+1)m — 16
T:(n+—)7r = r= -

5 . o n=0...20—1) . (2.75)

Nas equagoes acima r e 6 sao as coordenadas polares da figura, o é a escala radial
da figura, [ é a helicidade do feixe que queremos gerar e n é um inteiro que varia de

zero até o nimero de regioes claras e escuras.
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(d)

Figura 2.9: Mdscaras usadas para gerar os modos LG. Em (a) uma placa zonal de
Fresnel. Em (b) e em (c) temos duas placas zonais espirais (PZE) com helicidade
+1 e +2, respectivamente. Em (d) o arranjo experimental bdsico para produg¢ao do
modo LG. Assim como as placas zonais de Fresnel, as PZE também focalizam o

feize, sendo necessdrio recolima-lo apds a passagem pela mdscara.

O programa grafica as curvas dadas pela equagao anterior, para o valor de [
desejado, e entao pinta de preto as regides necessarias. O produto final desta rotina

é um arquivo Postscript pronto para ser impresso e fotografado.

A figura(2.10(a)) mostra outro tipo de holograma capaz de gerar modos com mo-
mento angular. Este holograma funciona como uma rede de difragao, figura(2.10(b)),
onde a ordem zero da rede é o modo Gaussiano fundamental, e as ordens laterais

sao os modos LG [18]. Este holograma é gerado por computador através do grafico
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de densidades'* da seguinte funcio'®
A . 2410
|1 + ez[a(r2+r51nﬁ)+l9]| X COS (%) . (276)

A helicidade das ordens de difracao deste tipo de mascara diferem do moédulo de [

entre si, como mostra a figura(2.10(b)).

(@)

Figura 2.10: Rede de difra¢ao bifurcada. Em (a) a rede de difracao com defeito
topoldgico gerada por computador. Em (b) um desenho esquemdtico do funciona-

mento da rede, onde m € a vorticidade do feize.

Este método é bastante vantajoso devido ao custo e praticidade. Porém, quando
trabalhamos num regime de alta intensidade nao é mais possivel utiliza-lo, pois o
plastico do filme derrete. Isto restringe a utilizacdo das méscaras a experimentos
onde o regime de intensidade é baixo. H& uma outra desvantagem na utilizacao
das mascaras. Como estas sao uma variacao da placa zonal de fresnel, desperdicam
uma quantidade consideravel de luz. Além disso para que o feixe gerado seja de boa
qualidade precisamos iluminar a mascara com uma onda plana, e para isso temos que
expandir o feixe que nela incide desperdicando ainda mais poténcia. Uma possivel

solugdo para estes problemas é a confecgao de placas zonais de fase!® [29], estas nao

“Em programas como Maple e Mathematica os graficos podem ser feitos escrevendo-se

r=|z+iy| e 0 = arg(z + iy).
Note que as PZE também podem ser geradas por este processo, basta fazer 5 = 0
16Placas zonais de fase podem ser encontradas em aparelhos de retroprojecdo. A placa zonal

destes aparelhos é a superficie onde colocamos as transparéncias.
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desperdicariam tanta luz quanto as placas zonais de amplitude apresentadas aqui,
porém o custo de confeccao deste tipo de mascara é alto comparado as mascaras

apresentadas aqui.

2.3.2 Conversor de Modos por Astigmatismo

Para contornarmos as desvantagens do método holografico de producao de modos
LG num regime de altas intensidades podemos usar, além das placas zonais de fase,

um método alternativo que utiliza lentes cilindricas para transformar um modo

HGy1 em um modo LGy ;.

Figura 2.11: Conversor de modos com lentes cilindricas.

As equagoes (2.62) e (2.64) mostram como as duas bases se relacionam, e o que
deve ser feito para se obter um modo através do outro. A fase relativa introduzida
entre os componentes da decomposicao pode ser obtida explorando-se a fase de

Gouy'", ¢(z).

"Em 1890 Gouy mostrou que um onda eletromagnética focalizada adquire uma fase axial adi-

cional de m em relacdo a onda plana, quando passa pelo foco, porém até hoje nao foi feito uma
interpretacao fisica satisfatoria da fase de Gouy. Na introducdo do trabalho de A. B. Ruffin et al

[33] podem ser encontradas referéncias sobre o assunto.
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Para um feixe Gaussiano isotropico (nao astigmético) a fase de Gouy é dada por

[5]
(n+m+1)p(z) (2.77)

onde p(z) = arctan(z/zg). Para um feixe astigmatico a situagdo ¢ um pouco difer-
ente. Considere um modo HG astigmético, com as linhas nodais paralelas ao eixo de
astigmatismo (um feixe Hermite-Gaussiano que passou por uma lente cilindrica). A
amplitude deste feixe pode ser considerada separadamente em dois planos de propa-
gacao perpendiculares (x, z) e (y, z). Tal feixe tem fases de Gouy diferentes em cada

plano de propagacao
(n+m+1) p(z) = (n+1/2) pu(2) + (m+1/2) p,(2) (2.78)

onde
02(2) = (n +1/2) arctan (%) , (2.79)

eue) = (m 4 1/2)arean () (2.50)

2R,
Nestas equagoes zg, e zg, sao as distancias de Rayleigh nos planos (z,z) e (y, 2),
respectivamente. Os conversores de modos por astigmatismo exploram esta decom-
posicao da fase de Gouy para transformar os campos, fazendo-o astigmético apenas
em uma regiao confinada do espaco é isotropico fora desta regiao, isto pode ser feito
com lentes cilindricas, figura 2.11. Incidimos o0 modo HG(; em um par de lentes
cilindricas rodadas de 45° em relacao a linha nodal do modo. Quando o feixe passa
pela regiao entre as lentes, uma diferenca de fase é introduzida entre as componentes
do modo, equagoes (2.65), [5]. Se a fase introduzida entre as componentes for igual
a /2, o conversor transforma um modo HG rodado de 45°(135°) num modo LGZ!,
e vice-versa. Chamaremos este conversor de "conversor 7/2". O conversor 7 intro-

duz uma fase de 7 entre as componentes do modo, isto inverte a helicidade de um
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= H-0-8- -5

/2§ -

Figura 2.12: Efeito produzido pelos conversores de modo. No topo vemos o efeito
produzido por um conversor ™ em um modo HGq350. a0 meio o efeito do mesmo
conversor sobre um modo LG_1, e na base o efeito de um conversor m/2 sobre um

modo HG1350.

modo LG, para LG, ; e roda de 90° a linha nodal de um modo HG**(1%") (de
HGo ™) para HGr (™)), figura (2.12).

A fase introduzida pelos conversores depende da distancia d entre as lentes cilin-
dricas. Para um modo H Gé?f podemos construir um conversor 7/2 colocando as
lentes cilindricas a uma distancia d = fv/2, onde f é a distancia focal das lentes,
figura(2.13a). O funcionamento das lentes pressupoe uma cintura caracteristica para
o feixe incidente, portanto é preciso usar uma lente para adaptar o modo espacial
do feixe ao conversor astigmatico. A definicao de uma wy para o feixe é equivalente
a definicao de um zp para o mesmo, isso se deve a estreita relacao existente entre

essas duas grandezas representada pela equagao zp = kwg /2.

Um conversor m pode ser construido colocando-se as lentes cilindricas a uma
distancia d = 2f, figura(2.13b). O conversor m s6 funciona préximo ao limite da
Otica geométrica, para contornar esta dificuldade podemos usar um prisma de Dove,

que produz o mesmo efeito de um conversor =, figura 2.14.



CAPITULO 2. MOMENTO ANGULAR DA LUZ 35

Figura 2.13: (a) Conversor /2, e (b) Conversor m [5].

Como a polarizacao e os modos de ordem 1 sao isomorfos, o papel dos conver-

sores ¢ totalmente andlogo ao das placas de retardo usadas para mudar o estado de

polarizacao da luz.

Figura 2.14: Prisma de Dove

e 1o 45°(135°
Para que os conversores com lentes cilindricas transformem um modo HG; (135%)
em um modo LGy 4, precisamos de um laser que opere no modo HGy;. Para

. . ) . N .
contornar essa dificuldade, podemos simular um modo HGg? , seguindo a referéncia

32].

. o , .
Um feixe no modo HG{? é equivalente a soma de um HGg; com um HG

exp {—%(zy)z] (2.81)

22z + 1)
w(z)

onde w(z), dado pela equagao (2.44), é o raio do feixe.

et o |
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Usando dois feixes no modo Gaussiano fundamental, com uma diferenca de fase
de 7 entre eles, localizados, respectivamente, nos pontos de maximo e minimo do

campo da equagao (2.81), obtemos

HGE ~ exp | -Vt by = wo/ V)
~ exp |- (z + 100/\/5)252 (y + wo/v/2)? o)

Esta configuracdo é uma boa aproximacao do campo descrito na equagao (2.81), e

pode ser obtida através do arranjo experimental mostrado na figura 2.15.

TEMgg,

BS1
Lentes

L1 cilindricas
f

[
v

B52 L2
Hermite TEMg, Laguerre TEM,,

Figura 2.15: Arranjo experimental para producao de modos LG de primeira ordem.

O ajuste da fase relativa entre os feizes € feito pelo BS2.

O interferometro visto na figura é o responsavel pela producao do modo H Géj"f )

Um espelho moével no interferometro tem a funcao de ajustar a fase entre os dois

"spots" Gaussianos.



CAPITULO 2. MOMENTO ANGULAR DA LUZ 37

2.3.3 Detecao

Apos a producao de um modo LG é necessaria uma averiguacao do produto final.
Nao basta detetarmos um perfil de intensidade como os da figura 2.6, precisamos
analisar a fase do campo e encontrar estruturas como as da figura 2.16. Para fazer
isto, basta interferir o feixe com ele mesmo em um interferometro de Michelson
ligeiramente desalinhado, de modo a sobrepor a singularidade de fase vinda de um
dos bracos do interferometro sobre o anel de intensidade vindo do outro braco, e vice-
versa, figura(2.16(c)). Este procedimento produz um padrao de interferéncia como
o das figuras (2.16(a)). Se interferirmos um modo LG colinearmente com uma onda
esférica, figura(2.16(d)), obtemos os padroes de interferéncia das figuras (2.16(b)).
J& que estes padroes sao os mesmos obtidos na confeccao das PZE, podemos garantir

que geramos um dos modos de Laguerre-Gauss [9).

No capitulo seguinte passaremos & descricdo do Oscilador Paramétrico Optico e

da dinamica dos modos de Laguerre-Gauss neste contexto.
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(c) (d)

Figura 2.16: Em (a) vemos o padrao gerado pela interferéncia, (¢), entre modos LG,
o nimero de bifurcagoes € igual ao mddulo da helicidade. Em (b) temos interferén-

cias, (d), do modo com uma onda esférica, o mddulo da helicidade dos feizes € igual

ao numero de espirais claras ou escuras.
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Amplificacao e Oscilacao
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Quando feixes de luz interagem dentro de meios nao-lineares, harmonicos e sub-
harmonicos do feixe original podem ser gerados. Isto é o que acontece dentro de um
oscilador paramétrico 6ptico (OPO). Constituido por uma cavidade optica, respon-
savel pela realimentacao do sistema, com um cristal nao-linear no seu interior, um
feixe de bombeio gera os feixes signal e idler pela interagao com um meio que possui
uma nao-linearidade do tipo x2. Este processo ¢ uma importante fonte de estados

comprimidos da luz.

Neste capitulo descreveremos o funcionamento de um OPO comecando pelo es-
tudo da interagao da luz com um meio nao linear, seguido do comportamento da luz

dentro de cavidades Opticas, encerrando o capitulo com a oscilacao paramétrica.

39
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3.1 Amplificacao Paramétrica

A optica nao-linear estuda os fenomenos que ocorrem devido a modificacoes das
propriedades Opticas dos sistemas materiais pela presenca da luz. Efeitos 6pticos
nao-lineares sao aqueles em que a resposta do sistema material ao campo eletromag-
nético aplicado depende nao-linearmente do campo. Exemplos tipicos sao a geragao
de segundo harmonico, a soma e subtragao de freqiiéncias, a mistura de ondas e a

amplificacdo paramétrica [37, 40].

Os fenomenos eletromagnéticos sao governados pelas equacoes de Maxwell para

os campos F e B

. . 9B
VXE=—— 3.1
X 5 (3.1)
V x B= ,qu+ [/JOEOE (32)
V. E="L (3.3)

€0
V-B=0 , (3.4)

onde J e p estao relacionados pela equagao da continuidade
= - 0

V~J+—§:0 . (3.5)

A densidade de corrente J e a densidade de cargas p podem ser escritas como
uma expansao em multipolos [21| ou em termos de uma polarizagdo generalizada P,
onde

J = Jg + (3'6)

at

onde J,. € uma densidade de corrente estacionéria e, pela equacao da continuidade,

p=-V-P . (3.7)

A resposta de um meio material a campos aplicados a ele é descrita pela pola-

rizacao, P, do meio. Em geral, a polarizacao é uma fun¢ao nao-linear de £. Quando
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estamos num regime em que o campo elétrico é suficientemente fraco, podemos

escrever a polarizacao como uma série de poténcias de E.

P=P,+ Py (3.8)
onde
(ﬁL>l - EOleEm (39)
e
<ﬁNL>l = XtmnEmEn + XtmnoEm EnEo + - - - (3'10)

O carater tensorial de x;,,, da conta dos efeitos de bi-refringéncia e astigmatismo do

meio [13].

Em particular, se estivermos lidando com meios nao-lineares de segunda ordem,

iluminados por campos oscilantes do tipo

E(ws)(F, t) _ 5 [E(WS)el(wst—ksz) + E(Ws)*e_l(wst_ksz)] (3]_]_)

—

Ben () = % [ ) gilont—kyz) | E(w;;)*efz(wptfkpz)] 7 (3.12)

podemos representar (Pyz,), como

(Pyr)y = XimnECDEE) (3.13)
_ % [ E},“;s) ET(pr)ei[(wp+ws)t—(npkp+nsks)z} (3.14)
 B(9)* Bn)x omil(wptws)i=(nphkptnsks)2] (3.15)

+ B(©9) Glep)* gmillwp—ws)t—(npkp—nsks)2] (3.16)

+ B Bl eillep—ei-(ky—nsko)z]) (3.17)

onde n; (j = p,s, 1) sdo os respectivos indices de refracdo do meio para os campos.

Esta polarizacao nao-linear serve de fonte para novos campos' gerados no ma-

terial, com freqiiéncias w = ws + w, e w = ws; — w,,. Para que o processo ocorra

! Ao longo do texto adotaremos a nomenclatura Signal (s), Idler (i) e Bombeio (p) para repre-

sentar os campos envolvidos no processo estudado aqui.
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eficientemente, é necessario que o campo gerado numa dada posi¢ao do cristal in-
terfira construtivamente com o campo gerado nas posicoes subsequentes. Quando
isto ocorre, dizemos que ha "casamento de fase". A relacao de dispersao no material
desempenha um papel fundamental para a observancia desta condi¢ao. Por exem-
plo, para que a geracao de diferenca de frequéncia seja eficiente, é necessario que as

frequéncias envolvidas satisfacam a
n(wp)wp — n(ws)ws = n(w, — ws) (W, — ws) (3.18)

ou ainda,

npky, — nsks = nik; (3.19)
onde k; = w;/c, n; = n(w;) e w; = w, — ws. Normalmente esta condigao nao é satis-
feita quando os campos envolvidos no processo possuem todos a mesma polarizacao.
Contudo é possivel contornar esta dificuldade valendo-se do efeito de birrefringéncia.
Na pratica, para cristais nao-lineares, podemos escolher o tipo de efeito, soma ou

diferenca de freqiiéncias, usando um cristal com o corte desejado?.

Nesta tese estaremos interessados na geracao de diferenca de frequéncia, também

chamada de "conversao paramétrica descendente".

O método desenvolvido na secao 2.2.1 do capitulo 2, para a deducao da equagao
paraxial também pode ser feito quando lidamos com meios nao-lineares [22]. Seguindo
aquele método para meios nao condutores, e escrevendo as componentes do campo

elétrico gerado no cristal como Qfl(wi) = El(wi)(f) expli(w;t — n;k;z)], chegamos a

» 8E(Wi) )
V?El( D 2mzk2TlZ = — U X i B E(@p) o= 1Ak (3.20)

que ¢ a mesma equagao paraxial obtida na secao 2.2.1, mas agora com um termo de
fonte quadratico no campo. Nesta equacao Ak = n,k, — nsks — n;k; € o desacordo

de fase entre os campos e V? & o operador laplaciano transverso.

20 corte segundo uma dada direcido em relacdo aos planos cristalograficos determina que tipo

de casamento de fase o cristal teré.
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Como dissemos no capitulo anterior, os modos normais de propagacao de um
feixe eletromagnético formam uma base ortogonal de solucoes da equacao paraxial,
isso nos permite decompor o campo em termos de suas componentes nestas bases
[35]. No entanto, devemos lembrar que agora estamos lidando com a propagagao
do campo dentro de um meio nao-linear. Tal meio atua como um mediador nas
trocas de energia entre os campos envolvidos no processo em questao. Sendo assim
devemos considerar o efeito destas trocas de energia entre os campos através de
mudancas nas suas amplitudes a medida em que se propagam dentro do meio nao-
linear. Desta forma, escreveremos o campo elétrico como uma superposicao de seus
modos de propagagao.

E(7) =) (7, 2)As(2) (3.21)
E

onde p = (z,y), § é um conjunto de indices que identificam um dado modo e
Yg(p, z) pode representar tanto um modo de Hermite-Gauss (2.56) quanto um modo

de Laguerre-Gauss (2.61).

Sendo assim, basta calcularmos as derivadas parciais da equagao (3.20) e projetar
o campo em uma base HG ou LG, levando em conta a ortogonalidade das funcoes

Yn.m. Este procedimento nos leva a seguinte equacao para Ag(z)

dAs

o . * —iAkz
—— =il WZAB,%U(z)A,YAoe : (3.22)
onde
HoW;CX 4 .
F] - % ) (j - 57%0) ) (323)
n;j

é a constante de acoplamento definida pelo cristal, e a integral de recobrimento

Apyo(z) = / P U7, )P 2o 7, 2) (3.24)

determina o acoplamento entre os modos de propagacao.

Neste trabalho estamos interessados em efeitos nao-lineares de segunda ordem,

nos quais apenas trés campos participam do processo. Sendo assim, devemos resolver
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trés equagoes idénticas a (3.22) para cada campo correspondente as freqiiéncias
wg, Wy € W,. Isso pode ser feito muito facilmente se estivermos trabalhando com
meios nao-lineares em que o acoplamento entre os campos seja fraco. Neste regime
de acoplamento fraco, podemos admitir que, ao passar pelo meio nao-linear, as
amplitudes dos campos nao sofrem mudancas significativas. Sendo assim, podemos

aproximar a integragao da equagao (3.22) para

Ap(le) = Ap(0) = i€s,4,04%(0) A (0) (3.25)
A“/(lc) = A’Y(O) - ig%ﬁyaAE(O)AU(O) (3-26)
As(le) = As(0) — i (§o,59)" Ap(0)A,(0) (3.27)

Onde supomos um comprimento /. para o meio nao-linear e {3 ., , sa0 0os acoplamentos

dos campos, dadas por

le
HoWpCX —iAkz
B0 = 2756 /0 dz Agqo(2)e ake (3.28)

3.2 Oscilacao Paramétrica

Queremos modelar a dinamica dos campos intracavidade através de equacoes de
movimento construidas a partir da interacao nao linear descrita na secao anterior.
Isso pode ser feito contabilizando as mudancas sofridas pelos campos em uma volta

completa numa cavidade de comprimento 6ptico L, = L + (n — 1)l., figura 3.1.
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Mantendo apenas os termos lineares na constante de acoplamento, obtemos
A52Ly) = [r{rfAs(2L,) — irfri€s, o A3 (0)As(0)e 40
_zfrl rors 583~ 0A (O)Ao(0)672‘Aklc+Ako(a+2b) o~ 2iks [(a+b)+ngsl] (3.29)

Ay(2Lo) = [r{r}A,(2Lo) — ir]1]&, 5, A5(0) Ag(0)e4M

_ir?rgrgg’yﬂ’UAE(O)AO(O)G—iAklc—i—Ako(a—l—Zb)_ G—Zika,[(a-i-b)-‘rn.ylc} (330)
Ay(2L,) = [r{r§A,(2Lo) — ir{r5 (§5,5,)" A4 (0)Ap(0)e "2

717’(177’(277’(27 (50,[3,7)* Aﬂy(0>AB(O>€fiAle+Ako(a+2b)} 672ika[(a+b)+ng(§_31)

onde r{(z) é a refletividade dos espelhos de entrada e saida da cavidade, figura 3.1,

para j = 3,7,0

Figura 3.1: Cavidade do OPO. 1y e ty(2) sao, respectivamente, os coeficientes de

reflexao e transmissao do espelho 1(2)

Se a cavidade for de alta qualidade, os espelhos que a compdem tem um coe-
ficiente de reflexao muito proximo da unidade. Isso nos permite fazer a seguinte

aproximacao

t? 12 t2 Ty + T
:W—ﬁzl—aémm%O—E)O—g)zL—1;2 (3.32)

onde () & o coeficiente de transmissao e T'(2) ¢ a transmitancia dos espelhos.

Uma cavidade 6ptica, como dissemos anteriormente, impoe restricoes as freqiién-

cias que podem ressoar dentro dela. A freqiiéncia caracteristica, w., da cavidade, é
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dada em termos do tempo de percurso de ida e volta por w. = 27rm/7, onde m é

inteiro. Entao, para um campo quase ressonante com a cavidade, nos temos
2kL, = 2mm + A¢ = Ap=(w—w)T . (3.33)

onde w é a freqiiéncia angular do campo.

O ultimo passo na construcao das equacoes dinamicas do OPO é efetuar a
derivada "coarse grain", que consiste em subtrair o campo inicial do campo apos
uma volta completa na cavidade, dividindo o resultado pelo tempo de percurso, T,

dos campos dentro da cavidade, isto é

dA _ A(2L,) — A(0)

— = 3.34
dt T ( )
Feito isso obtemos as equagoes para os modos dentro da cavidade.
dA , . «
0= (s i) A — i 0 AL A, (3.35)
dA, . , x
- —(ky +i84) Ay — Gy 0 AGA, (3.36)
dAO- . . ek
i —(Ko +ilg) Ay —iC; 5., A A, (3.37)
com k; e A; dados por
Thj + Ty
_ 3.38
J 27_ ( )
A]’ =Wj — We (339)

para j = (3,7 e o, respectivamente, sao as taxas de decaimento dos campos dentro
da cavidade e as dessintonias entre os campos e a cavidade. A nova constante de

acoplamento é dada por

2 .
oo = —Ep e IARHDTARC D cog(Afob + Akl/2) (5 = B,7,0) . (3.40)
73

As equagoes anteriores tomam uma forma mais simples quando as re-escrevemos

em termos de amplitudes de ntimero de fotons, ag = |asle %, que se relacionam
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com as amplitudes lentamente varidveis, Ag, através de

2
ap = —i /%0575/15 , (3.41)

onde |ag|* é numericamente igual ao nimero de fotons no modo 3. Nestas variaveis,

a constante de acoplamento é dado por

N ¥ - hwew,wg Ho
Bvo 2€0CN 61y MpetaTo Ty TR\ €0

x e i1dRo(a AR /2] cog(Ajob + AL, /2)

le
X / Apro(2)e k2qy (3.42)
0

As equacoes de movimento nas novas variaveis sao

do, ,

;t = —(Ko +18) s + X087, (3.43)
do . *

d—; = —(hy +iDy) oy = Xo,8,00500 (3.44)
do . *

d—tﬁ = = (kg +i8p)ag = Xpr00 00 - (3.45)

No proximo capitulo faremos um estudo teoérico da dindmica de modos em uma
cavidade OPO confocal. Neste regime de operacao, as ressonancias dos campos
intracavidade estao dispostos como na figura 3.2. Repare que na figura 3.2 os campos
estao triplamente ressonantes, os picos de ressonancia pares do feixe de bombeio
coincidem com os picos de ressonancia impares® dos feixes convertidos. Além disto,
em primeira ordem no acomplamento entre os modos, a integral de recobrimento
(3.24) impoe uma regra de selegao de paridade para os campos ressonantes, o produto
de funcoes 1(p, 2)¥2(p, 2)Y5(p, z) deve ser uma funcio par, para que Ag, (2) seja
diferente de zero, por exemplo, 11— _1(p, 2)_ 1 (p, 2)i_o (P, 2).

Quando colocamos o cristal dentro da cavidade, a posicao dos picos de ressonan-

cia sofre um pequeno deslocamento devido a anisotropia do cristal. Este efeito pode

3 A paridade de um pico é dada pela paridade da ordem do seu modo. No caso dos modos HG

a paridade do modo é dada por, m + n, e no caso dos modos LG por, 2p + [.
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Figura 3.2: Simulacao dos picos de ressondncia intracavidade em fun¢ao do compri-
mento da da cavidade em unidades arbitrarias. Os picos maiores sao as ressondncias
dos modos pares e 0s picos menores as ressondncias dos modos impares. Note que
hd ressondncias pares do feize de bombeio (verde) coincidindo com ressondncias

impares dos feizes convertidos (vermelho).

ser compensado mudando-se o casamento de fase do cristal, através de um sistema
que regula a sua temperatura. Portanto o estudo da dinamica de modos seré feito
supondo um regime triplamente ressonante, com o feixe de bombeio no modo fun-

damental e os feixes convertidos nos modos LG de primeira ordem.



Capitulo 4

Dinamicas de Modos Transversos

"O que torna uma resolucao tao dificil é nao sabermos o que
queremos e o quanto queremos."

Nilton Bonder, rabino.
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Neste capitulo descreveremos, classicamente, a dinamica dos modos dentro da

cavidade OPO em dois regimes. O primeiro apenas com injecao do feixe de bombeio

(p), onde veremos como se comportam as solu¢oes estacionarias dos campos con-

vertidos, a existéncia de um limiar de oscilacao bem definido, e como interpretar

as solucgoes obtidas a partir dos parametros de Stokes e da esfera de Poincaré. No

segundo regime faremos o mesmo estudo da dinamica do OPO, porém agora com

uma injegao no feixe signal (s).

49
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4.1 Dinamicas dos Modos sem Injecao

Vamos supor uma cavidade OPO, bombeada por um modo T'E M, , e considerar
um regime de operagao no qual os modos convertidos oscilem em modos de 1* ordem.
Neste caso, descreveremos a dinamica dos campos convertidos na base LG. Isso
faz com que tenhamos cinco equacoes dinamicas para o OPO, onde os termos de

acoplamento sao todos do tipo

Xer = X410 = X Mgty idp (@>
ef —1+1,0 2€0CN My Nbeta To Ty T3 \ €0

x e Ak (aHFARL/2 cog( Akob 4+ Akl /2)

le
X / A,LJFL(](Z)@*Z'ARZdZ . (41)
0

0 que nos permite omitir os indices na constante de acoplamento dos modos. A
escolha dos modos espaciais tém conseqiiéncias diretas sobre o limiar de oscilagao.
Quanto maior a diferenca entre a ordem dos modos, menor é o valor da integral de
recobrimento (3.24), diminuindo o acoplamento entre os campos dentro do cristal.
Além disso estamos interessados em estudar o regime de freqiiéncias degeneradas,

em que w, = w; = w e kg = k; = k. As equacoes dinamicas do OPO sao entao,

p
dayy

dt = —(kp +iAp)af + XZf (04110‘21 + ailait1) + mpac, (4.2)
dzil = —(k +iA)a’, — xepaod) (4.3)
T~ (x4 iB)a?, — xesafal (1.4)
T — —(w+i8)al, — xepathal (15
d(;;_l = —(k+iA)a" | — xepaiab (4.6)

onde 1, = \/Tp1/7, é 0 acoplamento do campo injetado com o espelho de entrada.

Para estudarmos o comportamento estacionario dos modos, podemos supor, em

primeira aproximacao, um regime ressonante, onde todos os campos estao em sinto-
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nia com a cavidade, ou seja, A = A, = 0. Os valores estacionarios dos campos sao

dados pelas solugoes do sistema de equacoes algébricas nao-linear a seguir.

of = ﬁpf sl +atal] + 2ok,
o} = = [a"a]]

ot = = [otfa]

o = _x/:f [a*al]

ol = XL [ayaf]

(4.7)
(4.8)
(4.9)

(4.10)

(4.11)

mais os complexos conjugados das equacoes. Os indices 1 foram substituidos

simplesmente por =£.

Se analisarmos as fases destas equagoes, fazendo 67, = 0, veremos que

0 =07 =0
0+ 0" =
0° +0. = |,

onde ¢ é a fase de x.y.

(4.12)
(4.13)

(4.14)

Multiplicando a equagao para o por a’ e aequacao para o por Ozﬁr e subtraindo

os resultados, veremos que

o = o’ | = A

ot | =lat| =8 |
e portanto

ol = Ae

O[S — BeiGS_

Oéi_ = Bei (01""9")

(4.15)

(4.16)

(4.17)
(4.18)
(4.19)

(4.20)
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Substituindo estes resultados na equagao para «f, lembrando que no regime

ressonante of esta em fase com a injegao, obtemos a solucao estaciondria para o

bombeio
K
lab| = (4.21)
’ IXef|
Usando esta solucao para o bombeio chegamos a
A2 4 g = el (%oﬂ? S ) (4.22)
p rp [ Xes]

ou seja, é impossivel determinar A e B individualmente. Uma possivel explicacao
para o que ocorreria nesta situacao é que, devido & simetria do processo, os fotons
convertidos tém probabilidades iguais de popular os modos LGy 1; ou qualquer
combinacao linear destes modos, e assim estariam igualmente distribuidos na esfera
de Poincaré para os modos de 1* ordem, descrita na secao 2.2.5 do capitulo 2. Nesta
abordagem simplificada do processo de conversao, podemos esperar que o momento
angular orbital se conserve, e que esta conservacao restrinja as combinacoes de pares
convertidos. De fato, esta conservacao aparece quando analisamos os parametros de

Stokes destes modos.

I o — _[ o
HGY HGY,

I ney, + IHG?%’
] 45° — I 135°
G G
P2 = IH > ]H - (4.24)
wetsy Ty
I Gl — I —1
py = 200 LG (4.25)

B Iey + ILG(;1

Na base de Laguerre-Gauss, os campos convertidos sao escritos da seguinte forma

B, = AYLEGe®t + Bylfe™ (4.26)

B, = Bytfe®™ + AptGe® (4.27)

onde 05 e 0. sio dados pelas (4.13 e 4.14), respectivamente. Usandos as relagoes
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estre as bases LG e HG

Lo _ WVE Eigyc

= 4.28

+ \/5 ( )
HG :l:’l/}HG

4%9(1350) - L NG £ (4.29)

dadas na secao 2.2.4 do capitulo 2, encontramos os seguintes parametros de Stokes

para os modos convertidos.

P = % cos(03 —0%) (4.30)

p5 = % sin(07 — 0°) (4.31)

Py = % ; (4.32)
para o signal, e

Py = % cos(f:. —6") (4.33)

Py = % sin(6, — 6') (4.34)

Py = % : (4.35)

para o idler. Note que pelas egs. (4.13) e (4.14), temos 65 — 6 = 6. — 6" . Portanto,

o= n (4.36)
Py = 1 (4.37)
Py = —Dy (4.38)

O sinal trocado de p3 mostra que, apesar da distribuicao uniforme dos campos
convertidos na esfera de Poincaré, existe uma correlacao entre eles em consequéncia
da conservagao do momento angular orbital. Esta correlagao indica que as conver-
soes devem estar dispostas em pontos simetricos ao equador da esfera. Signal e
idler devem possuir o mesmo perfil de intensidade, de modo a maximizar o recobri-
mento dos modos, porém helicidades opostas, garantindo a conservacao de momento

angular orbital.
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Figura 4.1: Correlagao entre signal e idler na esfera de Poincaré. A igualdade de

p1 € po faz com que a integral de recobrimento seja mdzxima.

Sabemos que o processo de conversao paramétrica descendente (CPD), que ocorre
dentro do cristal, conserva a helicidade do feixe de bombeio. Isto foi demonstrado
por Mair et al [25] na conversao paramétrica descendente espontanea, e por Caetano
et al [9] na conversiao paramétrica descendente estimulada. Ou seja, no regime de
contagem de fotons (CPD espontanea) as coincidéncias s6 eram observadas entre os

canais de detecao para os quais
l+li=1, | (4.39)

onde I; (j = p,s,i) é a helicidade do feixe correspondente. Na CPD estimu-
lada, mostramos que a mesma relacao entre as helicidades é observada no regime

macroscopico.

O limiar de oscilagao dos modos convertidos pode ser obtido a partir da equagao
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(4.22), igualando-a a zero
KKy

Mol Xer|

(4.40)

|a€n|lim -

4.2 Dinamicas dos modos com Injecao

Na secao anterior vimos que a conservacao do momento angular orbital na
dinamica do OPO se traduz em uma correlacao entre os parametros de Stokes dos
campos convertidos. Nesta secao vamos mostrar os resultados obtidos quando que-

bramos a simetria do sistema, injetando um campo dentro da cavidade OPO.

As equagoes para o OPO com sinal injetado sao as seguintes

dd;.;g = —(kp +iA,)af + X5y (ailai_l + as_lail) + nyal, (4.41)
% = —(k+iA)as, — xera 0 + o0l (4.42)
d(;;—l = (s +iA)a%, = xerolfi0f + nsa’” (4.43)
dzi;l = —(k+iA)aly — yepa™iaf (4.44)
dzi_l = —(k +iA)a’ | — xeratiab (4.45)

onde 1y = /T, /75 representa a transmissao do campo signal injetado na cavidade.

Antes de resolvermos o estado estacionario destas equacgoes, vamos fazer uma
mudanca de variaveis, cuidadosamente escolhida para tirar proveito da correlacao

entre signal e idler.

Suponhamos que o campo signal injetado na cavidade seja preparado em um
modo de 1* ordem, representado pelos angulos polar 6 e azimutal ¢ na esfera de
Poincaré. Em analogia com a esfera de Bloch para uma particula de spin 1/2, o

campo injetado pode ser representado como

A , f A 0\ .
E" = ol |:COS (5) e_’%d}fiG + sin (§> e'

e

wLG} . (4.46)



CAPITULO 4. DINAMICAS DE MODOS TRANSVERSOS 56

Usando esta representacao, podemos efetuar a seguinte mudanca de variaveis,

0\ ., 0 ,
Qg = COS (5) ezgaj + sin (5) ei2al (4.47)
0\ .o . 0 b
a; = sin (5) ezgai + cos (5) ei2al (4.48)
g\ , 0 ,
al, = —sin (5) e’%ai + cos (5) e a0 (4.49)

AN 0 o
oz; = COS (5) e’%aﬂr — sin (5) 6_2%0/_ ) (4.50)

e obter as equacgoes dinamicas para as novas variaveis

% = —(rp + i)y + X5 (s — 0a)) + 1m0 (4.51)
d;: = —(k +iA)a, — Xepaiay + nlal” (4.52)
da(l);z‘ = —(k+iA)oy — Xefaioy (4.53)
d;; = —(k +iA)a, — xepai ay (4.54)
2 o (r A= xesaly .

Note que com a mudanga de variaveis das equagoes (4.47-4.50), passamos a ter

apenas 2 termos de fonte nas equagoes dinamicas. No regime estacionario temos

ay = =L (a0 — aja]) + Lagre s (4.56)
Pp Pr

a, = — 2L =0t + L |ain]e (4.57)
p p

a; = —ﬁe’”a:ozp (4.58)
p

ol = —ﬁe_wag*ozp (4.59)
p

al = —Me’”a's*ap : (4.60)
p

com p, = [(kp +i,)|, p = [(k +iA)], 7 = arg(k, +14,) e v = arg(k +iA).

Se substituirmos o complexo conjugado da equacao (4.60) na (4.59), obtemos

al (1—

2
lX;;”' |a,,|2) =0 . (4.61)



CAPITULO 4. DINAMICAS DE MODOS TRANSVERSOS 57

2

/ |2 — P

S 2 I
|Xef|

outra, o/, = 0, mostra que os modos o, e o, nao sao amplificados quando hé injegao

Uma das solugoes desta equagao, |a é a solucao do caso nao injetado. A

de sinal.

Este resultado revela o papel da injecao na quebra de simetria do sistema, con-
forme o comentario que segue a equacao (4.22). A injecao favorece o seu modo
convertido e o seu par, em detrimento dos outros modos. Isto faz com que o OPO
opere apenas com trés modos, mantendo as correlagoes entre signal e idler na esfera
de Poincaré. Portanto, o sistemas de cinco equacoes anteriores se transforma em

sistemas de trés equacoes efetivas

da : « in

d—tp = —(kp + iAoy, + Xgposai + My, (4.62)
dovg ) # in

dt — (K +iA) g — Xepaiay, + ngla (4.63)
ol —(k +iA)o; — Xefia, (4.64)

para as equagoes dinamicas, o que leva a

a, = ﬁe’m’ozsai + @a;”e’”” (4.65)
Pp Pp
= —ﬁe_”oz;*ozp + &|ai"\e_” (4.66)
p
;= —Me_”a:ap ; (4.67)
p

para o estado estacionario.

Tomando o complexo conjugado da equagao (4.67) e substituindo na equacao

(4.66), encontramos a; e ; em fungao de a,

nsplaite=
g = 4.68
7 — el 09
—MNsXes|al |y
a; = s 4.69
7 = Pl (4.69)
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analisando as fases destas equagcoes concluimos que
0s = —v (4.70)
0, —0r=—p—m (4.71)
ou seja, o campo signal tem a sua fase deslocada, em relacao a sua injecao, de-

vido & dessintonia da cavidade. Se aplicarmos estes resultados a equacao (4.65)

encontramos uma equacao complexa que define a,

o, |7 — np‘a;)n|€i(0;n7€p7%) |4 — 2p P + 277p/32|a;”|6i(0;”*9p77p) o
’ Pr T e Pyl xer? ’
4 2| qin|2 o=t (v+p) 40i(65"—0p—p)
_'_ p4 + 775| S | 5 |Oép| o pr P - _ 0 (472)
[Xe by PolXes]

No regime em que as dessintonias do bombeio e dos convertidos satisfazem a

ALa,

K Rp

0, (4.73)

de modo que v = v, a fase do feixe pump pode ser determinada facilmente', 6, =
0;" — - A fase do pump se comporta como a fase do feixe signal, ficando deslocada
em relacao a fase da injecao pela acao da dessintonia. Neste regime, fase e amplitude

se desacoplam, restando apenas a amplitude de «a, para ser determinada.

Multiplicando a equagdo resultante por |x.s|°/p°, e fazendo uma mudanga de
variaveis do tipo

|Xef|

T = p|%| J =D, (4.74)

o = Mol llxes]| (4.75)
PPp

b — 7]5‘043 ||X€f‘ (476)

P~/ PPp

para lidarmos apenas com quantidades adimensionais, chegamos a uma equacao de

quinta ordem na variavel z.

ps(p) = (2, — a)(zp — 1>2<xp + 1>2 = _bep (4.77)

'A solugdo 0, = 0" —~, + 7 leva a uma solugao néo fisica, onde a amplitude da «, é negativa.




CAPITULO 4. DINAMICAS DE MODOS TRANSVERSOS 59

As solugoes desta equacao sao os estados estacionarios do feixe de bombeio. Note
que recaimos no caso sem injecao quando fazemos b = 0. As solugoes para o pump

para este caso sao

T, =a (4.78)
x, ==+1 . (4.79)
A solucao z, = —1 nao é uma solucao fisica, as solucoes z, = a e x, = 1 cor-

respondem, respectivamente, as solucoes estacionarias abaixo e acima do limiar para

0 caso nao injetado.

ps, -b2x ps, -b2x
0.2 0.2
0.15 0.15
0.1 0.1
0.05 0.05
4/0.6 0.8 1 1.2% 20.40608 1 1.21.4 %
-0.05 -0.05
-0.1 -0.1
(a) (b)
ps, -b2x
5 : X
-0.2
-0.4
-0.6
-0.8
-1

()

Figura 4.2: A intersegdo entre o polinémio ps(x,) e a reta —b*x, fornece a solugdo
estaciondria para pump no caso injetado. Em (a) temos a = 0,5 (abaizo do limiar),

em (b) temos a =1 (no limiar) e em (¢) temos a = 2 (acima do limiar).

Nao ha na literatura um algoritmo para encontrar, analiticamente, raizes de
equacgoes de quinto grau, por isso vamos buscar solucoes aproximadas para o prob-

lema em questao levando em conta a forma do polindémio p;(z,) mostrado na figura
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4.2. As solugoes exatas da equagao ps(x,) = —b*z, sdo as intersegoes mostradas
na figura 4.2. Através do grafico vemos que, para um bombeio abaixo do limiar do
caso nao injetado (a < 1), existe apenas uma solugio possivel, ao passo que para
um bombeio acima do limiar do caso nao injetado (a > 1) existem trés solugoes

possiveis.

p5' p1! _b2x

erro%

b

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
()
Figura 4.3: Em (a) a aprozimagao linear para ps(x,), abaizo do limiar do caso nao-
injetado, com a = 0,5 e b = 0,25. A aproximacgao de primeira ordem (em rosa)
acorda satisfatoriamente com a solu¢ao exata (numérica). Em (b) o erro relativo

entre a solucao numérica exata e a aproxrimada.

Segundo a figura 4.3, a solucao da equagao (4.77) pode ser aproximada a solugao
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da equacao

pi(zp) = (zp — a)(a2 - 1)2 = _bep ) (4.80)

onde aproximamos ps(x) a reta pi(z,), nos pontos proximos a x, = a. A soluc¢ao

desta equacao é
a

I+

T

(4.81)

p

Note que se fizermos b = 0, nos recuperamos a soluc¢ao do caso nao injetado (z = a).
Esta solucao ¢ uma boa aproximacao para a solucao exata quando estamos num

regime em que a < 0,5 e b < 0.25.

Este resultado indica que o pump é levemente depletado quando injetamos um

campo na cavidade.

Segundo a figura 4.4, no regime a > 1, podemos aproximar o polinémio ps(z,),
nos pontos proximos a x, = 1, & uma parabola, e buscar as solucoes aproximadas
para os valores estacionéarios do pump nas intercessdes entre ela e a reta —b?z,, ou
seja,

pa(r,) = 4(1 — a)(z, — 1)* = —b*x, . (4.82)

As solucoes desta equacgao do segundo grau sao,

8(a — 1) + b? 8(a—1) 71°

Novamente se fizermos b = 0, n6s recuperamos a solugao do caso nao injetado
(x, =1). O regime de validade desta aproximagao esta restrito a b < 25% de a. Na
figura 4.5 podemos comparar as regioes de validade das solucoes aproximadas com

a solucao numérica completa.

Vamos agora as solucoes estacionarias dos feixes convertidos, substituindo as

solugoes encontradas para o pump nas equagoes (4.68) e (4.69), escritas nas novas
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Ps, P1, P2, -b2x
0.5
0. 25}
-0. 25}
-0.5¢
-0. 75}
-1t
(a)
erro% erro%
7 2.5
6 2
5
4 1.5
3 1
2
1 0.5
b

b

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

(b)

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

()

Figura4.4: Em (a) vemos uma representacao grdafica da aprozimacao quadrdtica para

ps(x) na regiao prorima ao limiar (curva cinza), e a aproximagao linear prézima

a x, = a (curva rosa .

Em (b) e em (c) os erros percentuais entre as solugoes

aproximadas e as solucoes exatas, calculados numericamente.

variaveis adimensionais,

Ts =

Pp b
pl—a?

o= [P bt
pl—uz

(4.84)

(4.85)

Para as solucoes em torno de z, = a, com a < 1, encontramos

bl - 1)+ 28]

Tg =

ba(a® —1)?

(1—a)(a®—1)2+40?

€T; =

(1—a)(a — 12+ 82

(4.86)

(4.87)



CA
1 T T T T
0,75 .
; — Numeérico
i -- Linear
o ! -—- Quadratico
0,5 _
g ;
!_I .
0,25 } |
!
!! -
| ! | ‘ | ‘ |
00 1 2 3 4
a

Figura 4.5: Estado estaciondrio do feize de bombeio (x,) em func¢ao do parametro
de bombeio (a). Comparacao das aprozimagoes linear e quadrdtica com a solu¢do

numérica. O parametro de injecao € b =0, 2.
Para as solucoes acima do limiar em torno de x, = 1, encontramos

o \E {DQ -1 fmﬂ e

A s I

com

~ 8(a—1)
- SeoTaE (4.90)

No limite b — 0, 3 — x; — 0, com era de se esperar, pois no caso nao injetado a

energia do bombeio é repartida igualmente entre os feixes convertidos.

O método baseado na andlise grafica do polinémio ps(x,) nos permite inferir
qual é a solucao estacionaria para os campos em um regime de operagao proéximo ao

limiar do caso nao injetado. Primeiramente tentamos uma aproximacao de terceiro

grau para ps(z,), porém a aproximagao de quarto grau em torno do ponto z,
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a = 1 (limiar do caso néo injetado), além de mais acurada, forneceu um resultado

‘ p 2/3
aim =1 - (5) : (4.91)

No limiar os feixes convertidos tém as solugoes estacionarias aproximadas dadas

) b1/3 D
lim __ P
s = 91/3 _ 9—4/3p2/3\/ ? (4.92)

' b1/3 b )
lim __ o Fp
i = (21/3 “ o433 9 _ 2—2/31)2/3) 0 (4.93)

surpreendentemente simples.

por

4.2.1 Analise de Estabilidade Linear

Para podermos fazer a analise de estabilidade das solucoes apresentadas nesta
capitulo, é necessario primeiro uma linearizagao das equacoes. Isso é feito da seguinte

forma:

1. Supomos que estamos proximos a estacionariedade, onde o; = ozj“ +da; (j =

~eest

7 (O]ey ]+

s,1), com ot sendo a solucao estacionéria em questao e do; = €
129 0y J J

ila§**[00;) uma pequena perturbagao.

2. Substituimos os a;; nas equagoes dinamicas do OPO com sinal injetado, equagoes

(4.62), e descartamos os termos com grau maior que 1 nas variaveis do;.

Este procedimento resulta no seguinte sistema de equacoes diferenciais lineares

acoplado?.
dlay| = —rplday| — |xesl(|agl0]cu| +[af|d|a|) (4.94)
dlas| = —rlda| + [xes|(|af10]c| + [apldla]) (4.95)
dlai| = —rldai| + |xer|(Jag]d]ap| + |apldlas]) (4.96)

2 Analisaremos apenas o caso ressonante, pois neste regime hi um desacoplamento entre as fases

e as amplitudes.
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para as amplitudes, e

' |ad]|o?
Gl = iy [xey 7 (90, + 90 (4.97)
p
0[] A0
50, = —#06, + |xe/] |O‘|’ ”00(1" (86, — 66,) (4.98)
as
0 0
50, = —#80; + |xef] |O‘|'°‘||Oo|‘pl (86, — 60,) (4.99)
a;

para as fases.

A andlise de estabilidade das solugoes estacionarias se da através da analise dos
autovalores do problema. Uma solucao é estavel se todos os autovalores associados
a ela tém a parte real negativa. O teorema de Routh-Hurwitz [12, 19] nos permite
verificar o sinal da parte real de um autovalor sem precisar calcula-lo. Este teorema

nos diz que, dada a equacao caracteristica da matriz A, .
IAL— Al = A"+ A" P+ 4 by A+b, =0 (4.100)

Os autovalores A terao as partes reais negativas se, e somente se,

by, >0 (4.101)
e
Ay >0 | (4.102)
onde k=1,2,...ne
by 1 0 0 0 0 - 0
bs by by 1 0 0 - 0
Ap=1| b by bs by b, 1 ... 0 . (4.103)
bZk—l bZk—Q ka—?, bZk—4 bZk—S b2k—6 bk

Analisando as equacoes linearizadas, chegamos a quatro condicoes de estabili-

dade para as solucoes estacionarias. As condigoes advindas das equacoes linearizadas
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para as amplitudes sao,

2[(K+1)=22] (1 —a2)?+ v [1—22+ K(1+22)] >0 (4.104)

K(1—22)+0*(14322) >0 (4.105)
onde K = k,/k, e as condigoes advindas das equagoes linearizadas para as fases sao,

2[(K+1)?—a22] (1 —a2)* +0* (K +3)z2+ K +1)] >0 (4.106)

[K(1—a2)24+b°] (1—22) >0 . (4.107)

Para que a solucao seja estavel, as quatro condi¢oes anteriores devem ser satisfeitas
simultaneamente. Para x, < 1 todas as 4 desigualdades sao satisfeitas. para z, > 1
a ultima delas, equacao (4.107), é violada. Isto mostra que apenas as solu¢oes com

x, < 1, sao solugoes estaveis.

4.3 Conjugacao de Fase Geométrica

Alguns sistemas fisicos quando submetidos a transformacoes ciclicas adiabaticas,
adquirem uma fase conhecida como fase geométrica [6, 16]|. Esta fase esta relacionada

com a trajetoria descrita pelo sistema no seu espago de parametros.

A primeira discussao sobre fases geométricas surgiu em 1956 no trabalho de
S. Pancharatnam [31]. A fase de Pancharatnam surge quando fazemos mudancas
ciclicas na polarizacao de uma onda plana que se propaga em uma direcao fixa.
O espaco de parametros para a polarizagao é a esfera de Poincaré, e a fase ganha
pelo feixe é igual & metade do angulo solido definido pela curva, que representa as

transformacoes ciclicas.

Na referéncia [38], van Enk propoe o surgimento de uma fase geométrica para

modos transversais, quando estes sofrem mudancas ciclicas, enquanto a polarizacao
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e a direcao de propagacao nao sao afetadas. No mesmo trabalho van Enk propoe
que, para modos de 1* ordem, esta fase esta ligada a troca de momento angular
orbital entre o feixe e os elementos 6pticos usados para efetuar as mudancas ciclicas.
Este efeito foi confirmado experimentalmente para modos de 1* ordem por Galvez

et al em [14], em analogia com a fase de Pancharatnam.

Se efetuarmos mudancas ciclicas no campo de injecao que equivalem a variar 6 e
¢ na equacao(4.46), este feixe ganhara uma fase geométrica. O processo nao-linear
que ocorre dentro do cristal do OPO transfere esta informacao de fase para os feixes
gerados dentro do cristal. Enquanto o feixe signal carrega a mesma fase geométrica
da injecao, o feixe idler carrega esta fase geométrica conjugada. Isto acontece gragas
a correlacao entre os parametros de Stokes dos campos convertidos conforme as
equagoes (4.33), (4.34) e (4.35). Enquanto o feixe signal descreve uma curva em
um dado sentido na esfera de Poincaré, o feixe idler percorre uma curva semelhante
em sentido contrério, figura 4.6. Esta ¢ mais uma consequéncia da conservagao do

momento angular orbital.

idler

Figura 4.6: Conjugacao de fase geométrica no OPO.
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Em futuro préoximo, tentaremos medir esta conjugacao de fase, com o experi-
mento mostrado na figura 4.7, no OPO que esta sendo montado Laboratorio de Op-
tica Quantica da UFF. Este OPO serda bombeado por um laser, da marca Innolight
modelo Diabolo 1000. Este laser de NdYAG, operando na faixa do infravermelho
com o comprimento de onda de 1064nm, possui uma cavidade de dobramento in-
terna, onde é produzido um feixe com comprimento de onda de 532nm. Uma parte
do feixe infravermelho é separada e acoplado para fora, fornecendo assim dois feixes
que possuem uma relagao de fase entre si. Usaremos o feixe verde (532nm) como
bombeio e o feixe infravermelho como injecao. Faremos com que o feixe de injecao
percorra o caminho ABCDA mostrado na figura 4.8, usando um par de prismas de
Dove.

. CCD
BSP Filtro

/ R .
—

/
TEM00 /

(532nm)

Figura 4.7: Arranjo experimental para producao uma fase geométrica varidvel. R(0)

€ um par de prismas de Dove responsdveis pela transformacao dos modos.

Como foi dito anteriormente, ao passar por um prisma de Dove, um modo LG
de 1* ordem tem a sua vorticidade é invertida, ou seja, um modo LGy 41, localizado
no polo norte da esfera, é transformado em um modo LG 1, localizado no polo sul

da esfera. Esta transformagao se da através de um dado meridiano (ABC). Se em
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seguida passarmos este feixe por um segundo prisma de Dove rodado de um angulo
a/4, o caminho descrito pelo feixe serd um outro meridiano da esfera (CDA), rodado

em relacao ao primeiro de o radianos.

Figura 4.8: Variando-se a abertura da curva ABCDA sobre a esfera de Poincaré,

variamos a fase geométrica dos feixes convertidos.

Apos esta sequéncia de transformacoes ciclicas, o feixe de injecao sera enviado
ao OPO para estimular a geragao dos feixes gémeos. A saida deste OPO injetado,
com casamento de fase tipo I?, serd um modo de Hermite-Gauss. A orientacdo deste
modo HG dependera da fase relativa entre os feixes convertidos. A conjugacao da
fase geométrica serd confirmada se, dada uma fase geométrica, ¢4, produzida pelos
prismas de Dove, a orienta¢ao do modo HG na saida do OPO for rodada de 2¢, em

relagdo a orientagao original, figura 4.9.

3Em um OPO com casamento de fase tipo I os feixes gerados tém as suas polarizacdes ortogonais
ao feixe de bombeio. No OPO com casamento de fase tipo II, um dos feixes gerados tem a mesma

polarizacao do bombeio, enquanto o outro tem a sua polarizacao ortogonal ao feixe de bombeio.
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Figura 4.9: Efeito produzido pela conjuga¢ao da fase geométrica dos feires conver-

tidos.



Capitulo 5

Conclusoes

"[’essentiel est invisible pour les yeux."

Antoine de Saint-Ezupéry

Nesta dissertacao descrevemos as principais caracteristicas de vortices Opticos
com momento angular orbital, no regime paraxial, assim como técnicas de baixo

custo para a producao e caracterizagao de tais feixes.

Fizemos um estudo tedrico da dindmica de vortices 6pticos em osciladores paramétri-
cos Opticos. Apresentamos as solucoes estacionarias para os campos pump, signal e
idler, em um OPO sem injecao nos modos convertidos. Para um OPO com injecao
em um dos sinais convertidos, obtivemos expressoes aproximadas (com as respecti-
vas avaliagoes de erro) para as solugoes estacionarias nos regimes abaixo e acima do
limiar. A andlise de estabilidade linear das solucoes mostrou que apenas a solu¢ao

estacionaria de mais baixa intensidade é estével, sendo instaveis as demais.

Mostramos também, que as correlagoes entre os campos gerados dentro de um
OPO com sinal injetado sugerem uma conjugacao da fase geométrica do feixe de

injecao.

71
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Sugerimos, ainda, um experimento para a medida desta conjugacao da fase ge-

ométrica, como uma proposta para o inicio do doutorado.



Apéndice A

Solucao da Equacao Paraxial

A.1 Os Modos de Laguerre-Gauss

Os modos de propagacao formam um conjunto completo de solucoes da equacao
paraxial. Neste conjunto estao incluidos o modo fundamental e os modos de ordem

superior.

Os modos de Laguerre-Gauss sao solugoes da equacao paraxial em sistemas com
geometria cilindrica. Em tal sistema de coordenadas, a equacao paraxial toma a

seguinte forma.

|11 ) -
f)] & <w2<>> exp(‘waz)) (A.2)

exp{i {227“(22) — (2p+ |I| + 1) arctan (i) +z¢” (A.3)

w(z)

73
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Onde

w(z) =wo [ 1+ (A.4)

2R = —— (A.5)

¢ a distancia de Rayleigh, uma espécie de medida da escala de divergéncia do

feixe, k é o niimero de onda,

R(z) ==z [1 + é} (A.6)

é o raio de curvatura e

2p!
A = [ — 2 AT
P\ T (A7)

uma constante de normalizagao.

Dividindo (A.6) por (A.4) obtemos a seguinte relacao.

kw?(z) =z
2R " n (A.8)

Na equagao paraxial (eq.A.2), o termo LI‘,” (52’;) é um polindmio associado de

Laguerre. Esses polinomios sao solugoes de equacao associada de Laguerre.

&2 d
= L (@) + (1 + 1= 0) L} (@) + pLYl(x) = 0 (A.9)

Podemos colocar a equacao acima numa forma auto-adjunta utilizando uma

funcao peso na definicao do produto escalar dos polinomios associados de Laguerre.
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(p +[1])

@I e = [ et e e = TR, (410

0 p!
A utilizacao desta desta funcao peso equivale a definicao do que chamaremos de

funcoes de Laguerre

Xﬂ‘(x) = e_%x%LL”(x) (A.11)

que sao solucoes da seguinte equacao auto-adjunta.

2
d

T2

d —x  2p+l+1 PP
(2) + X}l (@) + (T ) 0@ =0 (A12)

Definidas as funcoes de Laguerre, podemos re-escrever os modos de propagacao

YL(7) de uma forma onde ficam explicitos sua amplitude e fase.

= Lo (27 g
Uy (7) Xp (MQ(Z)) P () (A.13)

ou seja

() - [wf)] el () e

o' () :exp{i[ Wz — (2p + |I| + 1) arctan (i) +z¢]} (A.15)
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A.2  ¢l(r) é solugao da equagao Paraxial?

Antes de substituirmos (A.13) equacio paraxial para constatar sua validade como
solugao desta equagdo, olhemos para as eqs. (A.11) e (A.12). Podemos ver que
as funcoes de Laguerre sao definidas para apenas uma variavel. Isso sugere que

efetuemos uma mudanca de variaveis da seguinte maneira.

7,.2
p=iiny p=0.,n=2

Desta forma a eq.(A.14) recupera o formato "original"das fun¢oes de Laguerre.

o) = ptern(~2) ) (A.16)

a fase ! () também passa a ter uma aparéncia diferente da eq. (A.15).

oL () = exp{i [ k_pwn) (2p + |l| + 1) arctan (%) + lgo] }

2R(n) 2
Usando a relacao (A.7) eliminamos o termo %, e finalmente obtemos.
Uiz — | P Ui
O (1) =expqi |— — (2p+ || + 1) arctan | — | + Iy (A.17)
P QZR ZR

As relacoes entre os novos e os antigos operadores diferencias estao expostas

abaixo.
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A.2.1 Operadores Radiais

82
or?

00 000 o
or dp \(’3%/8@ \8%877

(A.18)

(A.19)
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A.2.2 Operadores Azimutais

0 dp 0 Oyp 0 an 0

06  0p Op  0bOp O On
¢ \%p ¢<p\ﬁ:;77
Iy 9
¢ Oy
>

0

dp

02
i (A.20)

A.2.3 Operador Axial

0 _ 90 090 o

0z 0z0p 0z Op 0z0n
=0

dp dw(n) 0 0

dw(n) dn 9dp  In

— 4 — (A.21)
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A.2.4 A equacao Paraxial nas novas variaveis

Escrevendo a eq. (A.1) por extenso temos

YL 1ovl 1 %YL oy
or? 5 o e 0¢p? ;2 k@ =0 (4.22)

Os operadores que aparecem na equacao acima foram calculados anteriormente,

portanto se substituirmos esses operadores antigos pelos novos obtemos.

8p 82¢;)+ 4 6¢§,+ 1 \/52\/%8% | 20%)
w2(n) 9p2  wi(n) dp  wln)Vrwln) dp 0 p dp?

l
,2w0pn Bwp + ai
z w2(77 an

+2ik =0

Usando a eq.(A.5) na quinta parcela da equa¢do acima e um pouco de algebra,

chegamos facilmente a

92t ! o2t ol !
S Py 8 00 2 P S DUy 00y o
W) 02 wi(m) Op | pwi(n) 0> zpw?(n) Dp | on

Esta é a equagao paraxial nas novas variaveis p, ¢ e n.

A.2.5 As Parcelas da Equacao Paraxial

As derivadas de ¢},

My _ 0 [L I
dp dp Lw(n
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onde,

00, (F) 9 o ,
P o (o 0
op  Op {exp [2 (22R (2p + |l + 1) arctan (ZR) + lcp)] }

= iiexp i| 2 — (2p +|l] + 1) arctan A +lp
22R 22R 2R

~\~

=4(7)
_ .
= 1%@;(77)
oYt ! |Z]
Puplr) 0| L @ g L 0%
dp? ap |wn) dp P w(n) P 9p
_ 1 Py 2 dy (MOPL(F) 1, PR
-~ w(n) dp? p(_‘) w(n) dp dp +w(77)Xp(_> By
onde,
82cI)é)(f>_ ) n o 7o
op*  Op [Z%q) (F)] T4 P

ZR

32@/111;(77) 1 [a) pl dx ! ( )
0> w(n) [ dp? (I)Lf\(*)+ dp lef(”)] (A.25)
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W) _ 0 [ 1 yagt ] = L it 0%
SR [ww)xﬁ( )‘I’p”] B ORAEY
P*YL(7) _ 1 \l\(,:)a%é(ﬂ
Dp? w(n) ™" Dp?
onde,
run
anQ - lq)i)(F)
G U S
D (A.20)

— X e
on  On [w(n)™” b w?(n) dn P w(n) O
onde,
dw d 2 1 1 2n w w2
) 1+ 1| = wps 22T 00
dn dn 2R 2 /1_|_77_223w0 ZRU}(W)
R
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DL () 9, on n
o = {exp [z (223 (2p + || + 1) arctan <5) + lcp)] }

| P L1 wo l(=
— —_ 2 l 1 )
|5, <p+||+>1+n_2 wz | &0
L R
- Z.'p (2p+|l|+1
| 22p zpw?(n
OULF)  BLMxp () [ p (2p+lll+Duwd wdn
on w(n) 2ZR zrw?(n) zpw?(n)

As parcelas da equacao Paraxial

Calculadas as derivadas de lpé('F) em relacao as suas novas variaveis, podemos es-
crever cada parcela da equagao (A.23) multiplicando cada uma das equagoes (A.24)—

(A.27) pelos seus respectivos "coeficientes".

e 1% PARCELA

l
Sp Oy _ 8 | i ndx pr g

= P! A.28
w?(n) 0p*>  w3(n) P dp? zp dp 47T P ( )
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e 2 PARCELA

U

dxp .1l &
) A.29
i i X (A.29)

8 0¥, 8
w?(n) dp  w(n)

e 3% PARCELA
2 0%

l2 l l
() 07— ) [‘%Xp] ® (4-30)

e 4 PARCELA

8pn ad}é — 8 _i&digl_'_p_?f 1 ¢! (A 31)
zrw?(n) Op  w3(n) zrp dp  227P P '

e 5% PARCELA

Jov, @ Tip o eI+ Dwg win
2tk— = 2ik—— | — » 1 5 T T3 o »
n 1(n) [22r zrw(n) zpw?(n)
QZR QZR
|7 2 2
X kp | 2kwyp+l|+1) 2kwyn | o
- - 2 — 55 @,
w(n) | zr zrw?(n) zpw?(n)
0y, 8 [ kwi(np  Cp+lll+1) . 7
2ik—L = — — 1 pt A.32
! on  w3(n) 82r - 2 ZQzR X % ( )

Onde usamos a equagao (A.5).
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Somando as 5 parcelas contidas nas equacoes (A.28)—(A.32), obtemos:

8 ey mdxy 8 ldw .1
PN RAP P (I)l p . 1] (I)l
w3(n) [p dp? +ZzR dp 4,212%Xp rt w3(n) | dp +22ZRXP P
8 ? 8 pdxy o’
2 U @t _ErzAr PNl
R { 4 Xp} P u) | dp 2 |
N 8 _sz(n)px|z| n Cp+U+1) i gl =
w3(n) 8zp P 2 P 27| P
_ ()
I !
8 | P e m+d><2' 2oy ,0_?72Xm kow’(n) p o 2+l
w3(n) dp*  42%7P dp  4p”P 22377 82r P 2
r 2zp
! I !
_ 8P, dyy  dyy _ﬁxm i (2p+\l|+1)xm +/)_772 I p kwg 1+77_2 A
w3(n) dp? dp  4p”~7 2 P 420 82R 2% ) P
LT I !
_ 5% pd%‘ v Iy (@AY PN e 22R0 g 22RO
w3(n) |* dp? dp 2 4p) P 42277 8z P 8z P
roT l !
_ 8% [P dy (@l P PP P
w3(n) i dp? dp 2 dp) P 42T AP 40P
8B, | @l ay 2+l +1) 12
- x2p+xp+<_g+(p i )——)le' _o
wi(n) |~ dp dp 4 2 dp) "
L eq.deL‘a:)uerre

E assim mostramos que o lpé('F) é, de fato, solucao da equacao paraxial.

)




Apéndice B

Como Gerar as Mascaras

No6s usamos trés rotinas para gerar as mascaras espirais, duas delas devem es-
critas para serem executadas sobre a plataforma de mateméatica Maple™ e uma

delas deve ser executada sobre a plataforma matematica Mathematica™.

B.0.6 A Rotina

A A A parametros da mascaradf #7F #9F HAF A A A
#
p:=2: #tcarga topologica (> 0):
n:=5: #numero de voltas das zonas escuras:
step:=0.1: #passo
arq:=‘D:L-G1.ps‘: #nome do arquivo de saida
cl:="%!":
c2:="%":
¢3:="300 500 translate": # origem no centro do papel
c4:="0.00002 setlinewidth stroke": # espessura da linha

c¢H:—"0 0 moveto":
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c6:="fill":

#
#
i i A i o
fopen(arq, WRITE) :
fprint f(arq,” %s\n”, cl) :
fprintf(arq,” %s\n”, c2) :
fprint f(arq,” %s\n”, c3) :
fprint f(arq,” %s\n”, c4) :
forintf(arqg,”%s\n", cb) :
s:=p/Pi:
rmax := eval f(Re(sqrt(s « 2xn* Pi—1))):
for j from 1 to p do
phi = Pi/p:
res = —1:
while res <0 do
r = eval f(Re(sqrt(s * phi — 1)))/rmax :
Lz := eval f(r * cos(phi + j * 2/s)) :
Ly := eval f(r = sin(phi + j * 2/s)) :
forintf(arq,”%f %f lineto \n”,Lx %200, Ly % 200) :
lprint(phi, v * delta, Lz, Ly);
delta = eval f (step/sqrt(s*/(4 * (> + 0.0000001)) + %)) :
phi := eval f (phi + delta) :
res = eval f(phi — 2 % n * Pi) :
od :
while phi >0 do
delta := eval f(step/sqrt(s*/(4 * (r* + 0.0000001)) + 7?)) :
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phi = eval f (phi — delta) :

r = eval f(Re(sqrt(s * phi)))/rmaz :
Lz := eval f(r * cos(phi + j % 2/s)) :
Ly = eval f(r = sin(phi + j % 2/s)) :
forintf(arq,”%f % flineto\n”, Lx x 200, Ly * 200) :
#lprint(phi,r * delta, Lx, Ly);

od :

fprintf(arq,” %s\n", c6) :
fprintf(arq,” %s\n", cb) :

od :

forint f(arq,” stroke\n”) :
fprintf(arq,” showpage”) :
fclose(arq) :

fclose(arq) :
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