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Resumo

Desenvolvemos uma anélise quantica de uma cavidade pendular, utilizando a repre-
sentacao P positiva, mostrando que o estado quantico do movimento de um espelho,
um objeto macroscopico, tem efeitos notaveis na dinamica deste sistema. Este foi
proposto anteriormente como um candidato para medidas quanticamente limitadas
de pequenos deslocamentos do espelho devido a pressao de radiagao, para a producgao
de estados com emaranhamento entre espelho e o campo e também para estados
de superposicao do espelho. Contudo, quando tratamos o espelho oscilante como
um oscilador quantico encontramos que este sistema sempre oscila, nao possui esta-
dos estacionarios e exibe incertezas na posicao e no momento que sao tipicamente
maiores que os valores médios. Isto significa que a andlise linearizada das flutuacoes
realizadas predominantemente para prever estes estados quanticos sao de uso lim-
itado. Achamos que a acuracidade alcancavel na realizacao das medidas é muito
pior do que o limite quantico padrao, devido ao ruido térmico, que para paramteros
experimentais tipicos é enorme mesmo em 2mi .



Abstract

We perform a quantum mechanical analysis of a pendular cavity, using the positive-P
representation, showing that the quantum state of the moving mirror, a microscopic
object, has noticeable effects on the dynamics. This system was previously been
proposed as a candidate for the quantum-limited measurement of small displacements
os the mirror due to radiation pressure, for the production of states with entanglement
between the mirror and the field, and even for superposition states of the mirror.
However, when we treat the oscillating mirror quantum mechanically, we find that it
always oscillates, has no stationary steady-state, and exhibits uncertainties in position
and momentum wich are typically large than the mean values. This means that
previous linearised fluctuation analyses wich have been used to predict these highly
quantum states are of limited use. We find that achievable accuracy in measurement
is far worse than the standard quantum limit due to thermal noise, which, for typical

experimental parameters, is overwhelming even at 2mkK.



Capitulo 1

Introducao

Até o final do século XIX todos estavam acostumados com o deter-
minismo da natureza e compreendiam sua descricao através da fisica
classica. A nao ser pela falta de compreensao de poucos fenomenos,
como por exemplo a radiacao de corpo negro e a estabilidade da matéria,
grande parte dos cientistas da época acreditavam que a fisica conhecida
até entao era uma ciéncia completa, ou seja, todos os fendmenos da na-
tureza poderiam ser descritos e previstos pela fisica desenvolvida até
aquela época.

Estes "poucos fenomenos”escondiam algo surpreendente que, nao
tardaria, seria motivo de muita discussao, presente até os dias de hoje.
Por volta do inicio do século X X, surgiu uma fisica nova cuja abor-
dagem conceitual era completamente diferente da fisica classica: a fisica
quantica. Ela atravessa os dominios do mundo macroscépico e pene-
tra no universo microscopico da matéria. Surgem novos fendmenos,
como por exemplo, o efeito fotoelétrico, bem descrito por Einstein, a
dualidade onda-particula do féton, evidente na experiéncia de Young,
o principio de incerteza de Heisenberg, culminando no comportamento
probabilistico da natureza. Esta nova fisica introduziu uma mudanca
de paradigma na ciéncia e foi alvo de calorosas discussoes no passado
de tal forma que até hoje existem tentativas de descrever o mundo mi-
croscopico de modo deterministico.

Atualmente existem muitos pesquisadores que utilizam certos tipos
de sistemas quanticos para encontrar fendmenos nao classicos, tais como
estados de gato de Schrodinger, emaranhamento e teletransporte. Ana-
lisamos a dinamica de um sistema especifico com o objetivo de iden-
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tificar fenomenos quanticos, em particular o emaranhamento. Estes
fenomenos sao muito importantes para a compreensao da mecanica
quantica. Este tipo de sistema foi investigado tanto por experimentais
[1] quanto por tedricos [2], para prever a supressdao do ruido quantico
[1] e calcular o ruido de fase no campo da cavidade [3].

Estudar qualquer fenomeno quantico implica em ter muito cuidado
com o que sera observado e com o que serd encontrado. Os resultados
podem conduzir muito facilmente a erros de interpretacao, uma vez que
temos de considerar que este é um ramo da fisica que exige uma nova
abordagem conceitual.

Sabemos que, na teoria quantica, o principio de incerteza de Hei-
seinberg impoe um limite inferior no conhecimento de duas propriedades
que nao comutam. Além disso, quando queremos realizar experimen-
tos que possam de fato ser executados, precisamos considerar outros
fatores que aumentam essa limitacao, tais como as fontes de ruido de
um sistema. Ou seja, hd um Limite Quantico Padrao (LQP), que es-
tabelece um limite para o erro no valor medido de alguma variavel do
sistema, durante um certo tempo de duracao da medida.

Dessa forma, estamos certos de que por mais acuracidade que pos-
samos obter ao realizar uma medida, sempre havera um valor limite
devido a natureza quantica do sistema, ao material e a tecnologia uti-
lizados.

Como é conhecido na literatura, desde os primérdios do desenvolvi-
mento da mecanica quantica até hoje, existem muitas propostas para
tentar descreve-la. Neste sentido os experimentos podem fornecer re-
sultados que ajudem a definir um caminho a seguir. Além disso, estes
experimentos podem ser utilizados para observar e realizar medidas de
fenomenos de nosso interesse, ja previstos em outras teorias, tais como
a deteccao de ondas gravitacionais.

Historicamente tém-se registro de que o primeiro interferometro
com o objetivo de detectar ondas gravitacionais foi construido nos La-
boratérios de Pesquisas Hughes, na Califérnia [4].

Caves [4] propos a utilizacao do conceito de estado comprimido! da

!Estado comprimido significa um estado do campo elétromagnético cujas flutuacoes em uma das
quadraturas da fase sao menores do que as flutuagoes do ponto zero e cujas as flutuagoes na outra
fase sao maiores do que aquelas do ponto zero.



luz que penetra na cavidade de um interferometro. Em seu trabalho
foi analisada a sensibilidade de um interferometro e relacionou-se tres
fontes que poderiam ser tratadas como a origem das incertezas nas me-
didas realizadas através deste sistema. No entanto, utilizando o fato de
que tais fontes representavam incertezas bem conhecidas na mecanica
quantica, os espelhos que compoem o interferometro foram tratados
como objetos classicos.

Pace et. al. [5] trataram os espelhos como osciladores harmonicos
quanticos. Com o objetivo de determinar a amplitude minima possivel
de onda gravitacional que este sistema pode detectar, foram utilizadas
duas técnicas diferentes para a determinacao de expressoes para o sinal
e a variancia do interferometro: a primeira foi a técnica de geracao de
estados comprimidos' para a luz que entra na cavidade e a segunda
foi considerar a existéncia de um meio kerr? no interior da cavidade.
Em ambos os casos foi feita uma analise linearizada para pequenas flu-
tuagoes em torno dos estados estacionarios do sistema. Veremos mais
adiante porque em sistemas deste tipo esta analise nao pode ser feita.

Samphire et. al. [6] descreveram um tratamento tedrico para as
flutuacoes da pressao de radiacao no espelho devido a um feixe de luz
nao classico. A partir da quantizacao do campo eletromagnético foram
desenvolvidos operadores, os quais chamaram de operadores de pressao
de radiacao. Esta analise foi feita para trés tipos de feixes de luz: co-
erente’, cadtico® e estados de niimero (estado de Fock).? No entanto,
os espelhos foram considerados no estado estaciondrio, ao contrario da
maioria dos sistemas utilizados na literatura.

Com o objetivo de descrever a dinamica de um sistema quantico,
utilizando um mapeamento de funcoes, estruturamos este trabalho de
modo a seguir uma sequéncia de passos para obtermos as equacoes
estocasticas. Deste modo podemos pensar em quatro etapas: escre-
ver uma equacao mestra para o sistema, realizar seu mapeamento em

20 fndice de refragao de um meio Kerr (meio ndo linear) depende da intensidade.

3A definicdo de um estado coerente foi desenvolvida por dois pesquisadores - Glauber e Sudarshan
- concomitantemente, porém em trabalhos diferentes. Mais adiante escrevemos sobre a definigao e
as propriedades destes estados.

4Este tipo de luz é representado por um estado de mistura estatistica do campo de radiacdo.

5Sa0 autoestados do hamiltoniano e sdo representados por um estado puro e definido em funcao
de um certo nimero de fétons.
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funcoes ordinarias, a partir deste resultado obter uma equacao do tipo
Fokker-Planck e, finalmente obter as equacoes estocasticas.

No Capitulo 2 veremos uma descricao mais detalhada destes sis-
temas e apresentaremos nosso modelo, com um esquema fisico e seu
hamiltoniano.

No Capitulo 3 veremos os métodos que estao disponiveis na liter-
atura para tratar este problema. Utilizaremos a abordagem do método
de espaco de fase e trabalharemos com as representacoes P de Glauber-
Sudarshan, Wigner e P positiva.

No Capitulo 4 escreveremos a equagao mestra da matriz densidade
do nosso sistema, e através do método de espaco de fase encontaremos
uma equagcao de Fokker-Planck que nos permitira escrever as equacoes
estocdsticas do sistema. Analisaremos criticamente os resultados obti-
dos utilizando parametros experimentais conhecidos na literatura e pre-
sentes nos laboratorios atuais. Veremos alguns resultados surpreen-
dentes e identificaremos quais fenémenos nao classicos podem aparecer
neste tipo de sistema.

No Capitulo 5 apresentaremos uma conclusao com base em nossa
analise e veremos o que € possivel fazer daqui em diante para obtermos
resultados com maior acuracia.



Capitulo 2

O acoplamento optomecanico

2.1 Descricao do sistema

A interacao entre a luz e a matéria produz fendomenos fisicos muito
importantes para a compreensao da teoria da mecanica quantica. O
estudo de tais fenomenos é de suma relevancia visto que a realizacao de
medidas em sistemas quanticos é limitada pelo principio de incerteza e
pela prépria construcao de um sistema fisico que possa produzir um tipo
de saida detetavel. Como exemplo, citamos o caso dos interferometros.
Além da indeterminacao caracteristica de sua natureza, temos de iden-
tificar os ruidos presentes e de que forma influenciam no sinal de saida.
Em geral os ruidos que interferem no valor medido sao provenientes das
flutuacoes da pressao de radiacao, das flutuacoes térmicas e do erro dos
detetores do sinal de saida. Uma vez identificado o comportamento dos
ruidos pode-se tentar reduzir sua influéncia para obter maior acuraci-
dade na medida.

Consideramos um sistema como mostrado na figura esquematica
(2.1). Os dois espelhos formam uma cavidade de Fabry-Perot [41]. Em
geral, interferometros utilizam duas ou mais cavidades deste tipo.

Uma fonte de laser produz um feixe de luz, de intensidade I;,., que
penetra na cavidade, através do primeiro espelho, o que implica que o
mesmo deve ser constituido por um material parcialmente refletor.

O segundo espelho é totalmente refletor e devido a pressao de ra-
diacao, exercida pelo feixe de luz ha uma transferéncia de momento,
causando variagoes em sua posicao. Isto é possivel de ser verificado
se o espelho for conectado a algum dispositvo que funcione como uma

5
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Figura 2.1: Modelo esquematico constituido por uma cavidade de Fabry-Perot.

mola. Na pratica o segundo espelho é melhor descrito como sendo um
péndulo.

O feixe de luz refletido que atravessa o primeiro espelho e sai da
cavidade possui intensidade [,.r. Na pratica devemos introduzir sepa-
radores de feixes e fotodetetores para medir o feixe de saida.

Esperamos que a passagem de ondas gravitacionais nas cavidades
de Fabry-Perot induza um deslocamento no espelho, detetado através
da luz (laser) que incide na cavidade. No entanto as vibragoes do
espelho sao uma fonte de ruido e podem se sobrepor as ondas gravita-
cionais.

O interferometro utilizado por Caves [4], figura (2.2) é um aparato
tipico para a detecao de ondas gravitacionais. E formado por espe-
lhos de massa m, que constituem dois bracos de comprimento [ (in-
terferometro de Michelson). Um laser bombeia este sistema atingindo
um separador de feixes (massa M), que divide em dois o feixe de luz
oriundo do laser. Os espelhos das extremidades sao perfeitamente re-
fletores e os espelhos internos sao parcialmente refletores, de modo que
os feixes que atingem estes espelhos sofrem multiplas reflexoes antes
de se recombinarem no separador de feixes. O ntumero de reflexoes é
denotado por b, que neste exemplo é igual a 2. Os espelhos internos
e o separador de feixes estao ligados rigidamente por uma massa M.
Para simplificar os calculos assume-se M > m, de modo que o movi-
mento do separador de feixes e dos espelhos internos, devido a pressao
de radiacao possa ser ignorado, ou seja consideram-se que o separador
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de feixes e os espelhos internos estao em repouso. Os espelhos externos
podem mover-se devido a pressao de radiacao, registrando deslocamen-
tos 21 e z9. A intensidade dos feixes nos orificios de saida é medida
pelos fotodetetores, de modo que é possivel obter o valor da diferenca
z = z9 — z1. Neste modelo de interferometro foram consideradas duas
situagoes ideais: os espelhos nao apresentam perdas e os fotodetetores
posssuem eficiéncia quantica igual a um, que sao parametros distantes
de serem encontrados na maioria dos laboratorios.

O trabalho de Gillespie e Raab [8] utiliza o modelo esquematico do

fotodetetores O (©)

Figura 2.2: Inteferometro utilizado por Caves [4]. Observamos uma dispositivo ligado
aos espelhos e ao separador de feixes. Este dispositivo possui massa M > m que
permite considerar o separador e os espelhos internos em repouso.

interferometro desenvolvido pelo ”Laser Interferometer Gravitational-
Wave Observatory (LIGO)”, que é constituido por duas cavidades de
Fabry-Perot. O objetivo deste aparato é a detecao de ondas gravita-
cionais. Para que seja possivel detetar deslocamentos levando-se em
conta as vibragoes do espelho, Gillespie e Raab (figura 2.3) consideram
a interacao entre os modos mecanicos de vibracao das massas teste e
os modos oticos do campo eletromagnético ressonante nas cavidades.
Um detalhe de construcao experimental que é citado neste trabalho
relaciona-se com a forma geométrica dos espelhos. Numa situacao mais
proxima dos dispositivos presentes nos laboratorios sao considerados
espelhos cuja superficie é levemente curvada (ndo é um cilindro sélido
ideal). Além disso existem dispositivos que devem ser presos aos espel-
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hos para que os mesmos possam ser tratados como péndulos. A fim de
controlar a orientacao dos epelhos ou manter um determinado modo
6tico em ressonancia sao introduzidos magnetos atachados a superficie.
Todos estes recursos sao tratados como pertubagoes da forma original
dos espelhos (cilindros sélidos). Mas deve-se ter o cuidado em manter
uma faixa de parametros experimentais para que estas pertubacoes nao
interfiram nos resultados de modo que este tratamento forneca uma boa
aproximacao.

No artigo de Pace et. al [5] utiliza-se um interferometro de Fabry-

elhos

—_—
] S

separador
de feixes

fotodetetor

Figura 2.3: Interferometro do "LIGO”[§]

Perot (figura (2.4)) com o mesmo objetivo - a detetacdo de ondas gra-
vitacionais.

Os detalhes experimentais de construcao do interferometro nao
sao bem explorados. Procurou-se focar no tratamento teérico mais ad-
equado para atingir o objetivo final. Os espelhos sao tratados como os-
ciladores harmonicos quantizados. Pace et.al. apresentaram um hamil-
toniano que introduz um termo especifico, que representa considerando
o acoplamento entre a onda gravitacional classica e o modo do espelho.

Apesar da apresentacao dos sistemas usuais acima ainda per-
manecem algumas questoes importantes a serem respondidas: como
saber se o sinal de saida detectado reproduz uma medida realmente ori-
unda de uma radiacao de onda gravitacional? Ou como é possivel deter-
minar se o sinal detetado corresponde a observacao de algum fenomeno
nao classico?

Antes de tentarmos responder estas questoes vamos descrever este
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Espelhos
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fotodetetores -7

2 (b)

Figura 2.4: Modelo utilizado por Pace, Collet e Walls [5]

sistema, identificando as interagoes presentes, as variaveis que quantifi-
cam a caracteristica do material utilizado e as variaveis que podem ser
medidas num sinal de saida.

2.2 A finesse F e o fator de qualidade Q da cavi-
dade

Dentro de uma cavidade a luz efetua um certo nimero de reflexoes
nos espelhos. Desprezando as perdas no interior da cavidade, a in-
tensidade média incidente é igual a intensidade média refletida. Em
contrapartida, a cavidade apresenta ressonancia, de forma que as on-
das do campo em seu interior interferem construtivamente, tal que a
defasagem da luz é um multiplo de 27 e o comprimento da cavidade é
um miiltiplo inteiro da metade do comprimento de onda (A/2) do feixe
de laser incidente. A intensidade no interior da cavidade em funcao
do comprimento da cavidade reproduz uma lorentziana, cujo pico de
ressonancia é conhecido como pico de Airy, como mostrado na figura
(2.5).

Uma caracteristica importante é a finesse F da cavidade. Vemos
que esta relacionada com a largura da Lorentziana. A finesse determina
a amplificacao da intensidade média incidente I,

_ 2  _
[ = ZFl.. (2.2.1)
T
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A
Intensidade (a)
intracavidade
—
2F
comprimento da
A cavidade
7 b
Fase do campo ®)
refletido &p=8F = &
A
-JT
noa comprimento da
N cavidade

Figura 2.5: Relacao da Fineza F com a fase do campo e com o comprimento de onda
do feixe inidente .

Observamos que do ponto de vista experimental a finesse esta rela-
cionada com o comprimento L e com a taxa de decaimento v da cavi-

dade [9]:
F= (27;), (2.2.2)

onde ¢ é a velocidade da luz.

Portanto, é necessario escolher o tipo de espelho (plano, concavo,
etc.) de forma a obter uma alta fineza. Introduzindo uma dessintonia
devido a variacao do tamanho da cavidade, implica que no interior da
cavidade nao ha numero inteiro de comprimento de onda. Veremos
mais adiante que isto é necessario para estabelecer uma regiao onde ha
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biestabilidade no sistema.

Outro parametro importante é o chamado fator de qualidade QO
do espelho oscilante. Este fator também relaciona-se com a taxa de
decaimento do espelho e com sua frequéncia de oscilagao w,, [10, 9]. Seu
valor pode ser ajustado em funcao da caracteristica dos equipamentos
para a montagem experimental, uma vez que depende de parametros
que podem variar em funcao das caracteristicas do espelho utilizado:

Wm
_ m 2.2.3
Q=" (2.2.3)

Veremos no capitulo trés quando discutirmos os resultados que, do
ponto de vista experimental, o fator de qualidade Q pode depender da
temperatura.

2.3 Pressao de Radiacao num espelho madvel

De acordo com a natureza corpuscular da luz, cada foton refletido
transfere para o espelho mével uma quantidade de movimento igual a
27’112, sendo T a constante de Planck e k o vetor de onda da luz. Esta
transferéncia produz uma forca ﬁmd(t) devido a pressao de radiacao
exercida sobre o espelho. Em médulo, esta forga é igual a quantidade
de movimento trocada entre o féton e o espelho vezes o ntmero de
fétons refletidos por segundo (intensidade I(t)):

Froa(t) = 2RI (t) (2.3.4)

A forca ﬁrad(t) produz um deslocamento no espelho tal que sua
posicao esta correlacionada com a intensidade luminosa. Quando o
fluxo de fotons atinge o espelho, este tende a entrar em movimento
e quando o fluxo de fétons diminui o espelho tende a retornar a sua
posicao de equilibrio. Dessa forma a variacao da posicao do espelho re-
produz as flutuacoes da intensidade incidente, através de uma resposta
mecanica do espelho. A existéncia de fungoes de correlacao é o que nos
permite obter, de fato, alguma informacao com relacao ao deslocamento
do espelho.
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2.4 O feixe luminoso

O feixe incidente na cavidade provém de uma fonte de laser coer-
ente, caracterizado por uma distribuicao aleatoria dos fétons no tempo.
A natureza corpuscular da luz permite que cada féton seja considerado
como um evento discreto, localizado no tempo e a intensidade da luz é
a taxa de contagem desses eventos, cuja forma é:

I(t) = S 6(t — t), (2.4.5)

onde t, corresponde ao instante de chegada do n
pelho.

Podemos caracterizar a estatistica dos fétons de um feixe coerente
considerando que um numero de fétons N contados durante um certo
tempo T é uma variavel aleatéria, cuja distribuicao de probabilidade
P(N) obedece a distribui¢ao de Poisson:

N
= ﬁe ,

onde N é o numero médio de fétons contados durante um intervalo de

enésimo foton no es-

P(N) (2.4.6)

tempo T', cuja relacao com a intensidade média é:

N =1IT. (2.4.7)

A variancia é dada por

AN? = N. (2.4.8)

Estas flutuacoes dao origem a um ruido na medida de intensidade

do feixe luminoso. Heidmann et.al. fizeram uma simulacao de Monte

Carlo deste comportamento para o feixe incidente, o feixe refletido, a

posicao e a velocidade do espelho em fungao do tempo [7] e mostraram

que o movimento do espelho é sensivel as flutuacoes da intensidade do
feixe de foétons incidente.

2.5 O limite quantico padrao Argp

De acordo com o principio de incerteza de Heisenberg, as medidas
de posicao e momento estao relacionadas de tal forma que uma medicao
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da posicao acarreta numa incerteza na medida do momento e vice-versa,
h
(Azx)(Ap) > 5 (2.5.9)

Portanto, na mecanica quantica estamos trabalhando com uma in-
determinacao inerente a natureza.

Isto significa que ha uma limitacao na realizacao de medidas quanticas.
Por exemplo, do ponto de vista experimental uma medida da posicao
de um ressonador de uma precisao Az, induz uma incerteza na quanti-
dade de movimento Apy > /h(2Axg). Ap6s uma evolugao livre, durante
um certo tempo 7, a posicao do ressonador apresenta uma dispersao
Axy = TApy/m > (h7)/(2mAzxy), onde m é a massa do ressonador.

Uma combinagao destas medidas (Axg)(Az) produz uma incerteza
chamada limite quantico padrao Az rgp,

ht
AZI?LQP = 2m. (2510)

Na pratica isto quer dizer que nenhum aparato experimental pode
realizar medida com erro inferior ao valor deste limite, ou seja, uma
medida mais acurada deve ser proxima ou igual a este limite.

E interessante notar que estamos falando de deslocamentos muito
pequenos, da ordem de 107*¢m (comprimento de onda gravitacional),
de modo que é necessario um ajuste muito rigoroso nos parametros
experimentais se quisermos medir realmente efeitos que produzem sen-
sibilidade tao pequena.

2.6 O hamiltoniano do sistema

O sistema é constituido de uma cavidade de Fabry-Perot conforme
a figura (2.1) imersa num banho térmico. De acordo com um procedi-
mento usual [11, 12], modelamos o reservatério como um grande nimero
de osciladores. Assumimos que os efeitos do retardo dos fétons devido
a mudanca de caminho 6tico em funcao da variagao do comprimento da
cavidade é desprezivel. O efeito Doppler também pode ser desprezado
pois a corre¢ao que deveria ser feita envolve um fator ~ v/v,, sendo v
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a velocidade do espelho e v, a velocidade da luz.

Dessa forma, o amortecimento do espelho oscilante sera devido so-
mente ao acoplamento com o reservatério térmico.

Consideramos a oscilagao do espelho como um movimento harmonico,
caracterizado por uma frequéncia w,,. O Hamiltoniano deste sistema
pode ser escrito como

H = Hiiore + Hint + Hoomb + Hoanho, (2.6.11)
onde,
Hiiwre = hwoala + igs? + L2 2
2m 2 "
How = —hgd'ai,
ﬂbomb = ihe(a fgiwot ae_i‘“(’t)7
Hyanno = Lal +Tla. (2.6.12)

O primeiro termo (ﬂlme) corresponde ao oscilador harmonico eletro-
magnético (modo do campo) e ao oscilador mecanico (espelho). Os
operadores a' e @ sdo os operadores de criacdo e aniquilacio do campo,
respectivamente. A frequéncia w, corresponde a oscilacao do modo do
campo. Os operadores = e p sao os operadores de posicao e momento
do espelho, respectivamente. A massa e a frequéncia de oscilagao do
espelho estao representadas por m e w,,, respectivamente.

O hamiltoniano de ﬂint representa a interacao entre um modo da
cavidade e o espelho oscilante, sendo g = wy/L a constante de acopla-
mento desta interacao, onde L é o comprimento da cavidade.

O hamiltoniano Hyymp corresponde a interacao do bombeio de f6tons
na cavidade e o campo, sendo € a amplitude do campo de bombeio,
tomado como cldssico, definido como a raiz quadrada do nimero de
fotons por segundo.

O acoplamento do sistema com o reservatorio é representado pelo
termo Hbanho, onde I' e T sdo operadores do reservatorio.

As oscilacoes do espelho serao tratadas como um processo estocastico
Markoviano [11], cujo amortecimento serd incluido no préximo passo.

Neste capitulo abordamos o limite quantico padrao e dois parametros
experimentais muito importantes para a deteccao de pequenos deslo-
camentos, no entanto, nos capitulos subseqiientes veremos que existem
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outros fatores que influenciam na acuracidade das medidas quanticas.

Chamamos a atencao para o fato de que hd um acoplamento en-
tre a variacao da posicao do espelho e a intensidade do feixe luminoso
incidente, através da forca de pressao da radiacao.



Capitulo 3

Métodos Estocasticos em Mecanica
Quantica

3.1 Equacao de Von Neumann

O comportamento de um sistema quantico pode ser estudado através
de sua matriz densidade. Este tipo de abordagem é ttil quando ha
uma incerteza na determinacao de algumas quantidades devido a insu-
ficiéncia de informagao para determinar o estado do sistema (a funcao
de onda exata). A dinamica deste sistema deve ser identificada pela
equacao de movimento da matriz densidade.

Seja um sistema preparado em varios estados |Uy4) com probabili-
dades P(¢), independentes do tempo, definimos sua matriz densidade
como

/)Z%P(cb)l%ﬂ%\- (3.1.1)
Observamos que o operador densidade p contém toda a informagao

que pode ser medida a partir do vetor de estado do sistema. Derivando
p em relacao ao tempo, encontramos

ﬁ:%:P(qﬁ)(\‘M(%\ +[Wg) (Uy)). (3.1.2)
A equacao de Schrodinger para o estado |¥,) é dada por

B, = —%Hyw. (3.1.3)

16
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Utilizando o resultado acima na equagao (3.1.2) obtemos a equagao
de movimento para a matriz densidade
, 7
p(t) =~ [H p(0)] (3.1.4)
A equacao acima é conhecida como equagao de Von Neumann e
¢ mais geral do que a equagao de Schrodinger pois, utiliza o operador
densidade ao invés de um vetor de estado especifico |¥,), ou seja, pode-
mos obter informacoes estatisticas da mecanica quantica envolvida no
sistema.

3.1.1 Sistemas acoplados a um reservatoério

Existem sistemas quanticos abertos dissipativos cuja energia nao
se conserva. O estudo do comportamento de tais sistemas torna-se
demasiadamente complexo, de modo que nao é possivel retirar alguma
informacao diretamente de suas equagoes dinamicas.

Uma alternativa para realizar estudos destes sistemas é considerar
seu acoplamento a um reservatério térmico onde a energia dissipada é
armazenada, de modo que o sistema mais o reservatorio passam a ter
a energia conservada.

Utilizamos a equagao apresentada por Didsi [13], referente a um
dado modelo de interagao entre particula e reservatorio, para o operador
estatistico p de uma particula browniana

p=— 1 1H 4]~ [0 06, 3Y] — 57 NaBle [0, ] — omv\dsh 0o, [, Al
(3.1.5)

A equacao mestra para a matriz densidade, obtida através dos
hamiltonianos (2.6.12), para nosso sistema combinado & & R (sistema
S mais reservatério R) num referencial girante a frequéncia wq [14] é

A~

0 N
mﬁf = [H, 5] + Lp. (3.1.6)

Nosso sistema é representado pelo modelo esquemaético da figura 1,
cuja dinamica da matriz densidade é dada pela equagao (3.1.5), onde o
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hamiltoniano é dado pelas equagoes (2.6.12),

ap 1 1
ai = —ih |5+ Smwy,d® — hgalad — ihe(a — af), p| +
m
v(2apat —a'ap — pata) — ihDyp, (3.1.7)

onde ljmﬁ representa o amortecimento do espelho.

< thym 21

Dunp =yl {9 Y] = 55 (& (8. A1) = JramAash™ (B, [P A1l (3.1.8)

onde v representa a taxa de perda através do espelho fixo, A\gjp =
h/\/4mkT é o comprimento de onda de de Broglie do espelho (compri-
mento térmico), sendo k a constante de Boltzman e T a temperatura
e vm € a taxa de amortecimento do espelho. O restante dos termos foi
apresentado no capitulo anterior.

3.2 Representacao classica no espaco de fase

A equacao mestra para o operador densidade de um sistema dissi-
pativo é dada por
p=Lp, (3.2.9)

onde L é o operador Liouvilliano.

Observamos que nao conseguimos obter diretamente a solucao para
p(t) pois, trata-se de uma equagao nao linear para operadores. Nesse
caso podemos utilizar métodos alternativos de analise para encontrar-
mos, por exemplo, as funcoes de correlacao.

3.2.1 O método de espacgo de fase

As equacoes dinamicas de um problema quantico sao bem descritas
pelas equagoes de Heseinberg. No entanto, existem maneiras alterna-
tivas de tratar alguns problemas da mecanica quantica, as quais dao
origem a outras equagoes, equivalentes as de Heseinberg. O objetivo
principal destes métodos é tornar mais facil a solucao das equacoes
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dinamicas do problema. Podemos perguntar de que forma isto é possivel?
A resposta estd na utilizacao do chamado método de espaco de fase.
Este método permite transformar equacgoes para operadores em equagoes
classicas estocasticas.

Através deste método podemos realizar o mapeamento das equacoes
de movimento de Heisenberg em equacoes ordinarias equivalentes. Dessa
forma torna-se possivel calcular quantidades observaveis tais como a
variancia nas quadraturas e flutuacoes na fase de um modo mais facil
do que se estivéssemos trabalhando com as equacoes de Heseinberg.

A vantagem de utilizar esta abordagem é a possibilidade de en-
contrar resultados de medidas quanticas de nosso interesse, através da
fisica estatistica classica.

O método de espaco de fase estabelece uma correspondéncia entre
os operadores da mecanica quantica e as fungoes ordinarias (classicas).
A equacao obtida com esta aplicacao é uma equacao diferencial par-
cial para uma funcdo de quasidistribuicao, ! caso trabalhemos com a
funcao de Wigner, ou é uma equagao diferencial parcial em termos de
uma funcao que seja positiva definida, caso trabalhemos com a repre-
sentacao P positiva.

Nas proximas secoes descreveremos trés métodos conhecidos de rep-
resentacao no espaco de fase - a representacao de Wigner, a repre-
sentagao P de Glauber-Sudarshan e a P positiva.

3.2.2 Representacao de Wigner

A representacao de Wigner é definida em termos de uma funcao ca-
racteristica que fornece a média sobre operadores em ordem simétrica.
Foi a primeira funcao de quasiprobabilidade desenvolvida e apresentada
por Wigner em 1932 [15]. Neste trabalho Wigner formulou uma fungao
de quasiprobabilidade para a posicao e o momento de uma particula.
Utilizando os operadores de criacdo e aniquilacdo a' e a, respectiva-
mente, sua funcao caracteristica xy (A, A*) é definida por

xw(Z,Z*) = Tr{p e?* =7}, (3.2.10)

IEstas funcoes sdo classificadas como quasidistribuicdo devido ao fato de que podem assumir
valores negativos, portanto nao podem representar uma distribuicao de probabilidade.
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Utilizando o teorema de Baker-Hausdorff (apéndice A) temos
xw(Z,2%) = e(_%|Z|2)TT{peZ“Te_Z*a}. (3.2.11)
A transformada de Fourier desta funcao ¢é a funcao de Wigner

1 :
W(a,a") = [ & ze7 0y (2, 7). (3.2.12)

3.2.3 Utilizando a representacao de Wigner

Para entendermos como a utilizagao da funcao de distribuicao de
Wigner permite um mapeamento de fungoes cujas variaveis sao ope-
radores para a funcao de Wigner, vamos exemplificar com a equacao
mestra para um oscilador harmonico amortecido.

95
a’t) — —iwlaa, gl + ;(2@3&* _atap — pata)

+m(apal + a'pa — atap — paal), (3.2.13)

onde, m = 1/ehw/KT — 1, sendo K a constante de Boltzman e T a

temperatura.
Para simplificar nossos cédlculos consideremos o caso em que T' = 0,
logo m — 0. A equagao mestra fica

ap

ot

Derivando a fungao caracteristica xw(Z, Z*) (3.2.2) em relacao ao
tempo encontramos,

= —iwplata, ol + g(2dﬁ€ﬁ —atap — pata) (3.2.14)

= ¢t 147 a' +ia
ot ot ripe )
= {r(pe? iz (3.2.15)
(3.2.16)
Usando a equagdo mestra em p encontramos,
0 N
g;v = tr|(v(2apa’ — afap — pata)e? @' 7% (3.2.17)

Queremos expressar cada termo acima em termos de yy e derivadas
em relagao a (iZ*) e (i4). Utilizando a proprideade ciclica do traco
vamos calcular cada termo separadamente,
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iZ*aT—i—iZa) iZ*a'+iZa T )

tr(a'ape = tr(pe :
_ tr(pezZ*aT iZa f|Z| /241 )
( iZ*al ZZ(J, T —1Z)? /2)

<+~

r(pe

_ t?“[pGZZ af ( iZa _|_Z-ZeiZa)aef|Z|2/2]7

_ 0 iZ*al 9 iZa |\ _—|Z|%/2
= orlp (™) (™) )+
- 0o . 2
iZz*al | iZa\ _—|Z|%/2
+tr [pe (Zzﬁ(iZ)e ) € ] :
— 4 |e 1212 0 peiZ*aH—iZa 4
0(iz*)0(iZ)
2 0 e b
—|Z?/2 iZ*al+iZa
o [ (%‘Z)) . ] |

2 [ ()2 é? 1 R .
— o lZI7/2 YA Z* T _iZa
e ( (i0(i2) +1 (ZZ)) tr(pe'” a'e'”?),

e | 5> NN
= ¢ 4P/ _(Wﬂza(m)_ Yw.  (3.2.18)

onde utilizamos a férmula de Baker-Hausdorff para dois operadores
A e B que satisfazem a condigao [A, [A, B]] = [B,[A,B]] =0
GAYB _ —lA+B)/2,A B
eiZ*aT—l—iZa _ €—|Z|2/2€iZ*aTeiZa.

Esses operadores comutam com seus préprios comutadores [16],
portanto, para os opeardores A e B temos,

(e, B] = t[A, Ble™
Logo,

%% a'] = iZ]a,al] e = iZe% %,

Mas,
[ezZa’aT} — ezZaaT . QTBZZG,
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Logo,
Z-Zaez'Za — eiZaaT_a]LeiZa’
iZae? 4+ qfet?t = 4ol
2.
tr(paTaeiZ*a*eiZae—|Z|2/2) _ tr[paT(eiZ*aTa+Z-Z*eiZ*aT>eiZae—|Z\2/2]
_ tr[p(aTeiZ*aTeiZaa+Z-Z*afeiZ*aTeiZa)e—|Z\2/2]
= ¢ 1Z*a 1Za
' [p (a@Z*)e oiz)°
a AP 2
| 7 1Z*%a" _iZa —|Z]%/2
+1 78(2,2*)6 e )e
— €_|Z|2/2t?“ D 0’ eiZ*aTeiZa
0(iZ*)0(iZ)
0 :
Z* iZ*a" _iZa
Bz ]
¢ (8(2’2*)8(@'2) T 8(2’Z*))
% tT(pGZZ a eiZa)
2 0
— —lZ%/2 7
(8(22*)8(@'2) BT Z*)) xw
(3.2.19)
3.
tr(&pdTeiz*aTeiZ“) = tr[p(dTeiZ*)(&eiza)emzﬂ]

- ooz 2) oz + 2) ]
= tr (8(2’82*) + QZZ) (6(?2) + QZZ) - (3.2.20)

Portanto, podemos escrever os termos y(—a'ap — pa'a + 2apal) em
termos da fungao caracteristica xy da representacao de Wigner,

2
At s iZratviZay 0 . 0
friaape ) (8(2’2*)(‘)(@'2) iz 8(@'2)) XW,
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N 52
¢ AaTastZralviZay
ripalae ) (8(@'2*)8(@'2) + 8(z’Z*)) XW,
it 0 Z 0 A
¢ AanToiZralviZay ¢ ~ ~ .
riapdle ) = (a(z'Z*) " 2@') (8(@2) " 22') AW
(3.2.21)
Logo a equagao dinamica deste sistema pode ser escrita da seguinte
forma,
Ixw v 0 v 0
=== Z— —|=— 71—+ 77 2.22
ot l (2“”0) 07 (2 MO) 07"+ ]XM?’ )

Esta ¢ a equacao de Fokker-Planck do oscilador harmonico amorte-
cido em T' = 0, cuja difusao ¢é zero. Escrevendo a fun¢ao caracteristica
xw como uma transformada de Fourier da funcao de Wigner 3.2.12

temos, . _
xw(Z,Z*) = /dozZW(a,a*,t)eZZ*o‘*e’ZO‘. (3.2.23)
Derivando esta equacao com relacao ao tempo encontramos,
0 0 N
gtw = 875/doz?VV(oz,ofk,t)ezz atgiZar (3.2.24)

Substituindo esta transformada na equagao de Fokker-Planck para
Xw temos,

%/daQW(a, of e et = [— (% + iwo) Za% — (% — z'w()) Z"

+7Z* 7] x /donW(oz,a*,t)eiZ*o‘*eiZO‘

0

0Z*

(3.2.25)
Fazendo a mudanca de varidveis
0
o
' oa*
0
s _ O
' oo
o _ o
otiZ)
0
= o (3.2.26)
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encontramos
0 ok ok 9 0
62 S 7k ko
" 9ad ] [ do®W(a, " t)ei? e et
ada

(3.2.27)

Sabemos que

a%(ozeiza) = 4o aa%eizo‘ = (1 + oza%> e 4, (3.2.28)

integrando por partes obtemos,

oW (a,0t) [0 (v . a (v . .
= l <2+zwo>oz+a&* (2—%00)04

ot da
v & .
+2804*804] W(a, o™, t). (3.2.29)

Esta ¢ a equacao de Fokker-Planck para o oscilador harmonico
amortecido em termos da representacao de Wigner. Observamos a pre-
senca do termo de difusao devido as flutuagoes do vacuo.

Notamos que este procedimento requer uma algebra que pode nos
tomar muito tempo de calculo. Podemos utilizar um outro meio para
obter a mesma equacao mapeada em termos das funcoes de Wigner: as
relagoes de correspondéncias, [11] descritas abaixo,

ap «—— (oz + ;8(9&*> W(a, ™),
alp —— (oz* — ;;@) W(a, ™),
SOy A
pal — (04* + %%) W(a, a")

(3.2.30)

onde &' e @ sdo os operadores de criacdo e aniquilacio, respectivamente
e W(a,a*) é a funcao de Wigner em termos das varidveis a* e a.
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Para os operadores de posicao e momento temos,

(3.2.31)

onde T e p sao os operadores de posicao e momento, respectivamente
e W(x,p) é a funcao de Wigner em termos das varidveis posicao x e
momento p. Na equacao mestra onde aparece p na equacao de Von
Newmann teremos termos como (x + %%) W na equacao classica para

a funcao de distribuicao .

3.2.4 Representacao P de Glauber-Sudarshan

Antes de utilizarmos a representacao P de Glauber-Sudarshan é
conveniente comecarmos pela base utilizada para o desenvolvimento
desta representacao.

A seguir apresentamos um conjunto que é a base desta repre-
sentacao e tem grande importancia na 6tica quantica: o conjunto dos
estados coerentes do campo eletromagnético.

Estados Coerentes do Campo Eletromagnético

Os estados coerentes foram descobertos por Schodinger em 1926.
Mais tarde, em 1960, Klauder [17] e em 1963, Sudarshan [18] de-
screveram algumas de suas propriedades. No entanto, este nome foi
dado por Glauber, que estudou e desenvolveu varios trabalhos a res-
peito dos estados coerentes [19].

A principal caracteristica dos estados coerentes foi apresentada por
Glauber: a construcao de autoestados do operador de aniquilacao do
oscilador harmoénico para estudar as fungoes de correlacao do campo
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eletromagnético. Veremos mais adiante porque estas funcoes sao tao
importantes para a Otica quantica [20].

Existem varias definicoes para os estados coerentes, mas por con-
veniéncia vamos trabalhar com as definicoes dadas por Glauber. Estes
estados podem ser construidos a partir de trés definicoes matematicas
[19], que descrevemos abaixo.

1. Defini¢ao 1: Os estados coerentes |a) sdo autoestados do operador
de aniquilacao a do oscilador harmonico,

ala) = ala) (3.2.32)
onde v € um numero complexo

2. Defini¢ao 2: Os estados corentes |a) podem ser obtidos aplicando-
se um operador deslocamento D(«) no estado de vécuo do os-
cilador harmonico,

la) = D(«)|0). (3.2.33)

onde D(a) = e~
3. Definicao 3: Os estados coerentes |a) sao estados quanticos cuja

relacao de incerteza entre a posicao ¢ e o momento p é minima,

h

(Aq)(Ap) = 5. (3.2.34)

onde os operadores ¢ e p sao definidos como,
g = %(ma*), (3.2.35)

1
p = —=(a—a). 3.2.36
p=- \/5(@ a') ( )
Para um operador f temos

(AFY = {al(f — (7)o (3:237)
() = (alfla). (3.2.38)

Observamos que a definicao 3 nao fornece uma solugao unica, pois
podem haver combinagoes de incertezas que conduzem a mesma relacao,
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por exemplo, como estd ilustrado na figura (3.1). Graficamente esta
situacao é representada por um circulo de incerteza tal que Aqg = Ap,
indicando uma caracteristica de estados coerentes. Quando uma das
quadraturas ¢ ou p é comprimida, a outra passa a ter uma incerteza
maior e vice-versa. E o caso dos chamados estados comprimidos. Nem
todos os sistemas fisicos podem ser descritos em termos de osciladores
harmonicos, contudo a representacao de Glauber, utilizando os estados
coerentes é muito 1til para tratar varias situacoes na otica quantica.

(a) (b)
p p
Aq Aq
q q

Figura 3.1: Representacao grafica de um estado coerente e um estado comprimido no
espaco de fase. As coordenadas p e ¢ representam o momento e a posi¢ao, respecti-
vamente. As incertezas no momento e na posicao sao Ap e Agq, respectivamente.

A representagao P

Esta representagao foi desenvolvida paralelamente por Glauber [19]
e por Sudarshan [21]. O operador densidade para um estado puro |«)
¢ o operador de projecao,

p = |a){al. (3.2.39)

Uma das propriedades dos estados coerentes é que eles formam uma
base supercompleta (nao sao ortogonais) e, conseqiientemente podemos
expandir o operador densidade p como uma soma diagonal sobre todos
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os estados coerentes,
p= [ daP(a,a")a){al (3.2.40)

A propriedade de normalizacao do operador densidade fornece ime-
diatamente,
trp = /P(oz,oc*)d%z = 1. (3.2.41)

Observamos que a fungao P(«a) parece exercer o papel de uma dis-
tribuicao de probabilidade, no entanto, como os operadores de projecao
|a)(a| com os quais P(«) estd associada nao sdo ortogonais para dife-
rentes valores de a, a fungao P(a) ndo pode ser interpretada como uma
funcao de probabilidade.

Considerando o fato dos estados coerentes |a) e (a| serem autoes-
tados dos operadores a e a' (Definicdo 1), respectivamente, temos,

aloy = ala), (3.2.42)
(ald” = a*{al. (3.2.43)

Em termos de estados coerentes |a), na representacao P o operador
densidade ¢ dado por (3.2.40). Com o uso da fungao caracteristica
x~(Z, Z*), normal ordenada, vamos inverter a expressao para o oper-
ador densidade

XN(Za Z*) — tr(peiZ*aTeiZa)
= tr K/ d2oz|oz><oz\P(oz)> eiZ*“TeiZ“}
— /dQQP(a)(oz\eiZ*“TeiZﬂa)
7 )2
= /d%zP(oz)(oa\ (1 +iZ%' + (Z;) + )
L7 N2
X (1 +iZ%al + (ZZ;) + ) )
Z* *\ 2
= /dQOzP(oz) (1 +iZ%a" + (Z;> + ) (o] )
.Z 2

x (1 tiza+ ! 2?‘) + )

= [daP(a)e? ™ % (3.2.44)
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Portanto,
xn(Z,27) = tr(peiz*ateiZ“) :/dQOzP(oz)eiZ*o‘*eiZO‘. (3.2.45)

Esta expressao representa uma transformada de Fourier em duas
dimensoes, com elemento de superficie d’a = d(Rea)d(Im). A funcio
P(«) pode ser obtida a partir da transformada de Fourier da funcao
caracteristica xn(Z, Z%),

P(a) = p/cﬂZtr(pe’Z aTezZa)e—zZ @ e—zZa' (3246)

Derivando a fungao caracteristica xn(Z, Z*) encontramos,

aXN(Za Z*)
ot

Para que fique mais claro como obtemos uma equacao para a fungao
P a partir da equacao para operadores, da mesma forma que fizemos
para a funcao de Wigner vamos desenvolver como exemplo a equacao
mestra para a matriz densidade do oscilador harmonico amortecido
(3.2.14). Queremos expressar cada termo desta equagao em termos de
xn e derivadas em relagdo a (iZ*) e (1Z). Utilizando a proprideade
ciclica do traco calculamos,

= tr(pe? " %) (3.2.47)

1.

tr(apa’e'? %) = tr(paTeiZ*aTeiZ“a),
_ 9 12" 9 1Za
= (pﬁ(iZ*)e 27)" )
— 4 0? (iZ" jiZa
— "\a@izHaiz)” ’
82
X XN -

0(iZ*)0(i12)

(3.2.48)

t,r,(aTapeiZ*aTeiZa) — tr(peiZ*aTeiZa)

_ tT[peiZ*aT(iZGiZCL+aT€iZG)CL],

Y
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= tr(pe'? "5 Ze iZaq) +tr(peiZ*“TaTeizaa),

o 92 o
tr(,oelZ ezZa)_|_ tr(peZZ ezZa))

= 5u2) 96202
R s (3.2.49)
~ o2y T aizyatizy =

Utilizamos os resultados [a,al] = 1 e [¢?%, al] = iZei??.

iZ*aTeiZa) — tr[paT(iZ*eiZ*“T + eiZ*aTa)eiZa],

= tr(paTiZ*eiZ*“TiZeiza) + tr(paTeiz*aTaTeiZ“),

0 tr(pe o tr(pe'?”
(i Z*) 0(12)0(iZ*)

0 0>

= 25 T auzeuz)

tr(pa’ae

= "

(&

Y

1Z* iZa) + iZa)

(3.2.50)

V1. 7kt i PR
Utilizamos o resultado [a, eZ '] = iZ*eZ@.

Agora temos uma equacao escrita em termos da funcao carac-
teristica xn,

(3.2.51)

Para passar para a equagdo em P(a, o, t) usamos a transformada
de Fourier da funcao yy,

xn(Z,Z%) = /dQQP(&,a*,t)eiZ*a*eiZG. (3.2.52)

Substituindo esta transformada na equagao (3.2.51) temos,

0 [ o « N iZ'a iZa <’Y - > d <’Y : ) ., 0
p /d aP(a,a* t)e'” e = { 5 + 1wy Z@(Z) 5 W Z 92
% /dO‘P(a,a*,t)eiZ*a*eiZO‘,

b ‘ox
/d2 CY a* ) zZa GZZOz — /d2OéP(Oé,Oé*,t)

| |
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8 > * * N
X {— <l + Z'wg) Z elZ " gtz

2 d(Z2)
. 1 . * 9 (VAN R VA
(2 zw()) Z 78(2*)6 e ] )

Calculando as derivadas parciais e observando que Z = 9/0(iZ) e
Z* =0/0(iZ*) temos,

0 e
m/d%&P(oz,oc*,t)ezZ atgido — /d2aP(a,a*,t)
X {— (; + iwo> aa(aoé)eiz*o‘*eiza

, 0 e
. <1_2w0> O{* ezZa ezZoz .

2 Jd(a*)
(3.2.53)

Integrando por partes obtemos

OP(a,a",t) [0 (v . o (v . x .
at_laa<+zw0>o¢+(-Zw())oz]P(OéaOéaU

2 Oa* \ 2
(3.2.54)

Finalmente encontramos a equacao de Fokker-Planck do oscilador
harmonico amortecido, de difusao zero, na representacao P de Glauber-
Sudarshan (3.2.54). Esta mesma equagao pode ser obtida utilizando-se
as correspondeéncias entre os operadores e as variaveis a e o, con-
forme consta na literatura [11]. A vantagem de utilizarmos este pro-
cedimento é ganhar tempo poupando a realizagao do algebrismo desen-
volvido nesta secao. Abaixo estao relacionadas estas correspondéncias:

ap — aP(a,a”),

a'p — (a* — 8) P(a, ™),

O
0 ‘
pa <&_8a*> Pla, a”),
pal —— a*P(a,a"). (3.2.55)

Nossos célculos daqui por diante seguirao as correspondéncias (3.2.31,
3.2.30 e 3.2.55), que equivalem a um mapeamento das equagoes para
operadores em equacoes para funcoes ordinarias.
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3.2.5 Representacao P positiva

Esta representacao surgiu como uma alterantiva as representacoes
de Glauber-Sudarshan e Wigner, uma vez que ela pode ser tratada como
uma distribuicao de probabilidade, pois é positiva definida e além disto
sua aplicagao nao apresenta termos de derivada de ordem superior a
dois, que veremos mais adiante porque nao nos interessa.

Vimos que as funcgoes P de Glauber-Sudarshan e Wigner introduzi-
ram uma representacao para operadores. No entanto, existem outras
representagoes que nao trataremos aqui, tais como R e @ [11]. E
possivel escrever uma em funcao da outra, através da definicao da
funcao caracteristica. As solugoes que elas reproduzem sao as mes-
mas, mas a escolha entre uma ou outra depende, por exemplo, das im-
plicacoes matematicas que podem conduzir a uma situacao fisica que
nao existe. Por exemplo, as fungoes P e de Wigner nao podem sem-
pre representar funcoes de probabilidade, uma vez que ambas nao sao
positivas definidas e podem representar uma distribuicao negativa. Na
tentativa de expressar uma classe de representacoes P generalizadas,
Drummond e Gardiner [22] introduziram uma fungao em termos da ex-
pansao dos operadores de projecao de estados coerentes nao diagonais:

p= / / Ae, B)P(a, B)d?N ad® 3. (3.2.56)
onde o operador de projegao A(a, 3) é dado por
Ao, B) = ‘Fgfg;‘ (3.2.57)

Da mesma forma que a P de Glauber-Sudarshan e a Wigner, esta
representacao pode ser definida em termos de uma fungao caracteristica

X(Aa )\*)P
XA A)p = [ [ Pla, B)e™ ) d*ad?B, (3.2.58)

onde |a) sdo os N estados coerentes do espago de fase dobrado, nos N
modos dos operadores a;...ay. Estes estados apresentam a propriedade,

aigla) = aglay, (3.2.59)

ea= o, +ia, e =3, 4108, sao varidveis distintas do espaco de fase,
ou seja elas variam independentemente no plano complexo.
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Por definicao os momentos em ordem normal sao dados por,

((aly"a") = [ d*ad’B3"a"P(a, B). (3.2.60)

3.2.6 Algumas consideragoes

Apés a apresentacao das representacoes é importante destacar que
nosso objetivo é encontrar uma equacao do tipo Fokker-Planck, através
do mapeamento da equagao mestra para uma determinada representacao.
A forma da equacgao de Fokker-Planck de varias variaveis para uma
funcao de probabilidade F' de transicao de um estado xy para um es-
tado z num tempo At é

8F(f,t|a:0,0)_( 9 1o 0

- Az a 7Dl F qat V)

(3.2.61)
onde, ¥ é um vetor de n varidveis aleatérias x1,...,x,, A é conhecida
como matriz de arraste e D como matriz de difusao.

Veremos mais adiante que podemos obter equacoes de Fokker-Planck
diferentes para as representagoes utilizadas (Wigner e P positiva). Os
termos de difusao e de arraste podem ser diferentes em geral, mas os
observaveis serao os mesmos, pois as equacoes dinamicas estocasticas
devem ser as mesmas para produzir a mesma solucao do sistema, inde-
pendente da representacao utilizada.

A equacao de Fokker-Planck permite que calculemos quantidades
médias, mas os mesmos resultados podem ser obtidos a partir de equagoes
diferenciais estocasticas. No proximo capitulo veremos como obter es-
tas equacoes a partir da equacao de Fokker-Planck do nosso sistema.

A equacao obtida através da aplicagao da representacao de Wigner
pode apresentar termos de derivada de ordem trés, eliminando a pos-
sibilidade de encontrarmos uma genuina equacao de Fokker-Planck.
Neste caso muitos autores utilizam o artificio de desconsiderar o termo
de ordem trés, chamando este procedimento de Wigner truncada. No
entanto ao desprezarmos algum termo estamos introduzindo um erro
nos resultados que pode ser significativo para a clareza e compreensao
do resultado final. Neste caso é possivel utilizarmos a representacao
P de Glauber-Sudarshan e obteremos uma equacao de Fokker-Planck
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do tipo apresentado acima. Porém nem sempre sera uma equacao
genuina, uma vez que a funcao P pode apresentar valores negativos,
descaracterizando-a como uma densidade de probabilidade. O recurso
que nos restarda serd a representacao P positiva. Sua caracteristica
positiva-definida assegura-nos que trabalharemos com uma equacao de
Fokker-Planck genuina. Todavia este tipo de mapeamento introduz
variaveis nao fisicas devido ao espaco de fase dobrado.

Cada uma das representacoes traz consigo vantagens e desvanta-
gens que devem ser discutidas e analisadas em funcao do sistema em
que serao aplicadas.

No préximo capitulo veremos os resultados destes mapeamentos e
explicaremos porque escolhemos trabalhar com uma das representacoes
para abordar nosso sistema de interesse, a cavidade pendular, e dessa
forma extrair resultados (médias, variancias, etc...) quanticos.



Capitulo 4

O método de espaco de fase para a
cavidade pendular

Vimos no capitulo anterior uma técnica muito util para utilizar
uma descricao estocastica do sistema, com o objetivo de solucionar
as equacoes dinamicas. Apresentamos as representacoes de Wigner e P
positiva e verificamos como utiliza-las aplicando o método do espaco de
fase em um exemplo real. Neste capitulo desenvolvemos uma analise
quantica da cavidade pendular apresentada no capitulo I, mostrando
que o estado quantico do espelho em movimento, um objeto macroscopico,
possui efeitos notaveis na dinamica.

4.1 Aplicacao do método de espaco de fase

A informagcao completa sobre um sistema esta contida em sua matriz
densidade p [11]. Nesse caso estamos interessados em obter informagoes
sobre um sistema especifico S, acoplado a um reservatorio R. Nosso
objetivo é encontrar uma equacao mestra para a matriz densidade p
de modo que as informagcoes pertinentes ao reservatério R possam ser
tratadas como um parametro.

A equacao mestra apresenta operadores como variaveis, portanto,
para encontrar as equacoes dinamicas de cada operador devemos desen-
volver as equagoes de Heisenberg. Contudo, nao podemos fazer uma
extensao da algebra das funcgoes usuais para funcoes cujas variaveis sao
operadores. Para solucionar esse problema utilizaremos o método de
espaco de fase apresentado no capitulo anterior.

35



36 CAPITULO 4. O METODO DE ESPACO DE FASE PARA A CAVIDADE PENDULAR

Inicialmente realizamos o mapeamento diretamente na equacao mes-
tra (3.1.7), conforme consta no apéndice (B), no entanto, convém ree-
screver o hamiltoniano do sistema (2.6) em termos de operadores de
criagdo e aniquilacao do oscilador mecanico (espelho mével).

Ao invés de considerarmos os operadores de posi¢ao () e momento
(p) do espelho vamos utilizar seus operadores de criagdo e aniquilagao
dos fonons, bl e b respectivamente,

i = A(b+ b,
p = B(b—b), (4.1.1)
onde,
A = i ,
2mw,

B = —i, hm;’m. (4.1.2)

A vantagem de escrevermos as equacoes em termos dos operadores
de criagdo e aniquilagdo dos fonons do oscilador mecéanico (espelho)
consiste na possibilidade de obtermos diretamente as representacoes
P e Wigner da matriz densidade em termos da expansao em estados
coerentes.

A equacao mestra pode ser escrita como

dp 1

ot ih
onde, H;,; ¢ o hamiltoniano de interacao, £ é o Liouvilliano, que rep-
resenta o acoplamento dos modos internos da cavidade com o resto do
universo e se manifesta como flutuagao e dissipagao, D! representa o
Liouvilliano mecanico em analogia ao Liouvilliano eletromagnético L,

[, pl + Lp+D,,p, (4.1.3)

B2 . . 2 42 .. o
H = hwila+ (b= b+ %(H 612 — hgataA(b+bt), (4.1.4)
m

Lp = ihy(2apal — alap — pa'a) — ihe(a — a'), (4.1.5)

S s FymA2 - o
D), = mABD+ b, {b— bl p}] = o b [b+ B, ]

2 A

—gwmAgBh—lBﬂb — o', [b—b', p]]. (4.1.6)

2)\iB



4.1. APLICACAO DO METODO DE ESPACO DE FASE 37

4.1.1 Representacao de Wigner e P de Glauber-Sudarshan
em termos dos estados corentes do espelho

Inicialmente vamos tratar o caso em que o campo eletromagnético
é ressonante com a cavidade vazia. A generalizacao para o campo com
uma dessintonia qualquer A sera feita para identificarmos uma regiao
de biestabilidade.

Aplicamos o método de espaco de fase, mapeando a equacao mes-
tra em termos da funcao de Wigner. Utilizando as correspondéncias
(3.2.30) e (3.2.31) nos termos da equagao mestra (4.1.3) temos,

W 85) _

0
5 ———ligA(B+ " )a + € — ya]

Oo

S [9B(B+ B")a" + € — ya’]

_% {_iwmﬁ + @'9‘04‘214 + Ym (=6 + 5*)}
0
B liwmB* — iglal*A+ v (=5 + B)]

1[ o2 0? [y A? 0% [y, A
by | ) = 5 -

2 8a8a* 862 )\dB (95*2 >\dB
o (32
opIs* \ A
—’_1 33 B 83
4 | 0B0ada*  IF*Oada

}W(a,a*,ﬁ,ﬁ*).
(4.1.7)

A equacao mestra foi mapeada em termos da representacao de
Wigner e obtemos uma equagao diferencial parcial para a funcao de
Wigner. O procedimento ususal do calculo diz que devemos integrar a
equagao acima para obtermos o valor da fungao de Wigner W («, o*, (3, 5%)
que nos permite calcular médias e variancias. Mas como ja dissemos
as funcgoes de correlacoes que nos interessam podem ser encontradas
a partir da equacao de Fokker-Planck. No entanto, observamos que
devido a presenca dos termos de derivada de ordem trés, a aplicacao
da representacao de Wigner nao nos fornece uma equacgao de Fokker-
Planck genuina. Uma possibilidade nesses casos seria descartar o termo
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de derivada de ordem trés (Wigner truncada) para certos limites e obter
resultados aproximados. Ao invés de trabalharmos com a Wigner trun-
cada vamos escrever a equagao mestra em termos da representagao P de
Glauber-Sudarshan, pois desta forma consideraremos todos os termos
da equacao obtida.

Para os termos da equagao mestra (4.1.3) encontramos as seguintes
correspondencias na representacao P de Glauber-Sudarshan:

1 [B? . . W, 0 0
i_h[%@_m)?,p] —— (55—%*5 - 537 + 557
102 1 0?
903 2037
1 2 A% W [ O J
- | (b+bT)2,p] - (aﬁ*ﬁ ﬁﬁ ——56 55"
102 1 0°
903 " 2037
1 SN
%[hgaT&(berT),p] — —ng[ (=8 —8")a
2 a 2
(5"‘5)04 _595|a| +35*|04|
82 82 }
T 980"~ 959" ]
Liineta—an) ol e (242
m[zhe(a a'), pl €<8a+8oz*>
v(2apa’ — alap — pata) —— 7((;104—1-8(2*04*)
1 o e
SmABD+ 8, (= B.p}) <[5+ F) (-0

19> 162 0*
“208 2052 aﬁaﬁ*]
kT (82 O O
" oo, (am T ogE T 2855*)

khwm [ 82 O o
_KT (a@ "o T2 op05

Y A2
2025

b+ ', [b+ b, ]

2 A
3i7m)‘c213h132[b — b, b — b, pl]

) (418)
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Utilizando as correspondéncias (4.1.8) podemos escrever a equagao
para a matriz densidade (4.1.3) na representacao P como:

8P<04304*7B7 5*>

0
= {_a@ [igA(B + B%)a + € — yal

ot
8 . * * *
O g+ )" e~y
0 . . x
~a5 [—zwmﬁ +iglalP A+ v, (=B + 3 )}
o . .
“op liw 8" — igla)”A + v (=0 + B)]
1[0? 2T 2
+2 18/827 ( hwm + 32)\dBmUJ
o 2kT 2
N0 1M 1 P ZiA m)
+85*27 ( + hwm + BZAdBmw
0? 2vmkT 1
A (N B s (7L E PP m)
g (Lt T g
0* 29mkT 1,
tagagtn (1 T+ g ismen)
2 82
g A g A
+0oz8[3mg + 568@Oﬂg
0? 0?
aa*aﬁ*a Zg aﬁ*aa*a ?‘g ]} (OZJOZ 7675 )
(4.1.9)
A matriz de difusao da equacgao acima é:
0 0 —igAa 0
0 0 0 igAa”
2T khw 2T khw
R s
a0y by | 4kT ) hwm  4KT
0 At (1_ KT B /ﬂhwm> ( B 2/<:Tm+ /ﬁ;hwm>
WA T ST b 4kT ) ™\ R, | 4KT
onde A = Zmz , B = —i\/%, Kk =2/3 e k é a constante de Boltz-
man.

Para que possamos considerar a (4.1.9) como uma genuina equagao
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de Fokker-Planck é necessario que os autovalores da matriz de difusao
D sejam positivos. Para verificar esta condicao faremos uma anélise

numeérica, utilizando valores experimentais publicados [23].

Uti-

Tabela 4.1: Parametros utilizados

da cavidade

Parametros Descrigcao Valores
m massa 10~°kg
L comprimento da cavidade 10~%m
Q = Win/Ym fator de qualidade 4 x 10% para T = 4K
e 2,25 x 108 para T = 70K
F = (wc)/(2L7.) finesse 107°
g=uwy/L constante de acoplamento 1,77 x 10" m~ts7!
A comprimento de onda do laser 1064 x 10~m
Wi frequéncia de oscilacao 27 x 103571
do espelho
Ye = (mc)(2FL) taxa de decaimento 3,14 x 10°s71

wo = (2mc)(N)

frequéncia do

1,77 x 1015571

campo
Yo = (wim)(Q) constante de amortecimento | 20,41 x 10735~ para T = 4.2K
do espelho 36,28 x 107357 para T = 70K

lizando os valores da tabela (4.1), calculamos os autovalores da matriz
D e encontramos os resultados apresentados nas tabelas (4.2) e (4.3).
Como os autovalores apresentam valores negativos nao podemos obter
uma equacao de Fokker-Planck genuina. Nossa saida é a aplicacao da
respresentacao P positiva.

Tabela 4.2: Autovalores

Autovalores da matriz de difusao D
com temperatura T = 4.2K
Parte real Parte imaginaria

—4,88 x 10° —5,32 x 10714
3,20 x 10~* 1,31 x 10*
3,20 x 10~* —1,31 x 10*
—3,54 x 10? —9,84 x 10717
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Tabela 4.3: Autovalores

Autovalores da matriz de difusdo D
com temperatura T = 70K

Parte real Parte imaginaria
—8,15 x 106 2,64 x 10713
1,92 x 107° 1,31 x 10*
1,92 x 107 —1,31 x 10*
—2.12 x 10* 6,59 x 10717

4.1.2 Representacao P Positiva

A equagao de Fokker-Planck desse sistema poderd ser escrita se
utilizarmos a representacao P positiva. As equacgoes no espaco de fase
dobrado, podem ser encontradas fazendo-se a mudanca de varidveis
o — ot f* — [T na equacao (4.1.9), sendo que a média é tal
que at = o e BT = [*. Agora estamos trabalhando com quatro
variaveis estocasticas independentes. Isto permite escrever as equacoes
estocasticas para o caso em que a equacao mestra na representacao P
de Glauber tem matriz de difusao negativa. Para encontrar as equacoes
estocdsticas é necessério fatorar a matriz de difusao D = NN7T.

A fim de obtermos as equagoes diferenciais estocdsticas, fatoramos

a matriz de difusdo, D = NNT,

—1gAa 1gAa
0 J 5 J 5 0 0
: n — n
0 0 0 \l 1gAx _J 1gAx
N 2 2
(1 2l<:BT> \l —igAx \l 1gAa 0 0
m Fiom 2 >
2kpT 1gAa™ J —igAat
m 1 -
J” ( P ) ! ! J 2 2
(4.1.10)

Observamos que esta nao é a unica matriz possivel, na verdade
existem outras matrizes N que satisfazem a equacao D = NNT.
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4.1.3 Equacgoes estocasticas

Notamos que a equagao (4.1.9) pode ser escrita de modo que pos-
samos identificar os termos que constituem as equacoes dinamicas para
cada variavel «, o, # e 3%, sendo que no caso dos termos que acom-
panham as derivadas de ordem dois havera uma contribuicao a qual
chamaremos de ruido, identificada pela letra n. A matriz de difusao fa-
torada (4.1.10) nos permite escrever as equagoes diferenciais estocésticas,

d A
d_(j = ¢ —ya+igAa(f+07)+ 4 &(772+2773

da™ _ 1 Aa+
o = e —vat —igAat(B+ BT) + | Lot (s — i),
% = —iwfl — (B — ") +igAaTa —
2knT —19Ax .
%m (1 - hjm )m + 92 (n2 — in3),
dpt oy At
D7 iWwB" + (B —B7) —ighAaT o

2]€BT Z'gAOfF .
(1 - —ine). 41.11
+J7 ( P >n1+ 5 (n4 — ins) ( )

Nas equacoes acima os termos reais de ruido gaussiano tém as
seguintes correlagoes,

ni(t) = 0,

Para que possamos realizar o calculo dos valores esperados dos ope-
radores em ordem normal desejados, o conjunto de equagdes (4.1.11)
deve ser integrado numericamente, e as médias devem ser tomadas sobre
um grande nimero de trajetorias estocasticas. Como por exemplo, com
N trajetorias, temos,

1 N

Catmoan +m n
ca'™a" ) = lim — Y a "o 4.1.13

onde o indice j denota a j-ésima trajetoria.
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4.1.4 Analise Cléassica

Antes de realizar a integracao estocéastica vamos investigar as pro-
priedasdes classicas do sistema. Da parte de arraste da equagao (4.1.9)
podemos escrever imediatamente as equacoes de campo médio, uti-
lizando a notacao z para indicar o valor de campo médio classico de
<,

Cclg = e—nya+igAa(f+ 3%,
% - _ime - ’Ym(B - B*) + ZQAW, (4114)

das quais devemos encontrar a solugoes de estados estacionarios classicos.
Resolvendo as equagoes (4.1.14), encontramos, no estado estacionario,
que PBgpg é real, o que significa que o estado estacionario de momento é
zero, pois p = 3 — (3*. Para a integracao estocastica consideraremos as
equacoes completas.
As solucdes estaciondrias de 3 e & sdo

o 9A
Bre = EE — wm|04| )
€
= . 4.1.15
CEE T 9igABee (4.1.15)

Observamos que as solucoes acima sao dependentes uma da outra
e podemos fazer uma expansao iterativa, partindo do resultado para

espelhos fixos,

oy =, (4.1.16)

Y

e substituimos este resultado na solucao para Sgg. O préximo resul-

tado é substituido na solucao para agg. Este processo é repetido até ser

atingido um grau de convergéncia, conforme mostram as figuras (4.1)
e (4.2).

Notamos que para alguns parametros esta expansao nao converge

e, existem regioes onde nao é possivel encontrar solugoes classicas de

estados estacionarios, em vez disso ocorre um comportamento chamado

de pulsos propios [24] conforme demonstram as figuras (4.3, 4.4 e 4.5 ).

Demonstramos abaixo que as solucoes classicas de estado esta-
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Convergéncia | o
0.035 T T

et ou0l
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novo ~velho novo
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0.025 7

0.02 J

0.015 7
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0 . . . . . . . . .
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ndmero de iteracdes

Figura 4.1: Convergéncia obtida com a expansao iterativa.

w1072 Iteracéo de x
5.964 ‘ ‘ ‘ ‘

5.963 1 b

5.962 J
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o
8

5.959 b

5.958 b

5.957 J

5956 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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namero de iteracdes

Figura 4.2: Comportamento de x em fungao do ntimero de iteragoes.

cionario, especialmente x e p, nao possuem acuracia em nenhum regime
de parametro. Estas solugoes possibilitam, por "insight”, a inferéncia



4.1. APLICACAO DO METODO DE ESPACO DE FASE

45

x 10

671*10° trajetorias

15 2 25
t(s)

Figura 4.3: Variacao da intensidade da luz em funcao do tempo. Observamos um

comportamento oscilatorio, tipico de pulsos proprios.
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-12
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Figura 4.4: Variacao da posicao do espelho em fungao do tempo. Observamos um

comportamento oscilatério, tipico de pulsos proprios.
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16X 107 Momento para 4.2K e 5mW
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Figura 4.5: Variacao do momento do espelho em funcao do tempo, da mesma forma
que a posigao apresenta um comportamento de pulsos proprios.

da posicao do espelho a partir da medida de algumas quantidades. As
candidatas usuais sao a intensidade, que pode ser medida utilizando
fotodetecao e as quadraturas, as quais sao medidas através da detecao
homodina.

Definindo as quadraturas intracavidade como Xa =a+ale % =
—i(a — a'), com suas equivalentes cldssicas escritas em termos de app
e g, encontramos,

2ey
X = V2 1 22’
2gevyx
Yo = 555
v+ gt
a? = e (4.1.17)
N2 1 g2g?

onde € é real e x = 2403, sendo 3 real. Como ~? é tipicamente muito
maior do que g?z?, devemos fazer uma expansao em série destas ex-
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pressoes. Encontramos,
2€ g*x?
Xo ® (1 - —2>
Y 8
2 2,..2
Y
2 2,2
x
af ~ S (1 . 9—2) . (4.1.18)
8 8

Observamos de imediato que Y, depende de x em primeira ordem,
enquanto que X, e |a|? exibem uma dependéncia somente em segunda
ordem. Isto mostra que medidas homodinas da quadratura Y, sao mais
sensiveis as variacoes da posicao do espelho do que as outras duas me-
didas (X, e |a]?), como foi verificado anteriormente por Vitali at al.

[25].

4.1.5 Analise da condicao de biestabilidade

Podemos generalizar nosso sistema para considerar uma frequéncia
de dessintonia (A) entre o campo e a cavidade. As equagoes da parte
de arraste da equagao mestra (4.1.9) para o campo médio podem ser

escritas como:

da
dt
da*
dt.
dp
dat
d*
dt

OFEp —

€ — (v +il)a +igAa(B + B%),
€ — (v +iA)aF +igAa*(3 + 37),
—iwmB — ym(B — ) +igAlal?,

iwmB* — (B — B) —igAlal®.

Os estados estacionarios do sistema com dessintonia sao:

€

v +i[A — gA(BeE + Brp)]’
€

v —i[A — gA(BpE + BeE)]
62

V2 + [A = gA(BeE + Brp)?

(4.1.19)
(4.1.20)
(4.1.21)

(4.1.22)
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gA|apg|?

Bee = Bpp = (4.1.23)

m
Observamos que (3 é real, o que significa que o estado de momento
é zero.
Para encontrar a condicao de biestabilidade escrevemos uma equacao
para |a|? a partir dos estados estaciondrios. Fazendo |a|* = I temos,
444 2 A2
4g*A ]3_4AgA Je

2
ws, Wi,

+ (P +ANI-E=0. (4.1.24)

Observamos que a equagao (4.1.24) possui trés solugdes reais e de-
termina valores maximos e minimos de uma funcao do tipo:

V(I)=al*+bI* 4 cI* +d. (4.1.25)

onde a ,b, c e d sao constantes.
Mas I’ = 0 possui duas raizes. Seguindo o mesmo procedimento
utilizado por Tombesi e Mancini [10] derivamos a equagao (4.1.24) em

relacao a I
12g4A4]2 8Ag*A?

w2, Wi

I+ (*+ A% =0. (4.1.26)

A condicao de biestabilidade consiste no fato das raizes da equacao
quadratica acima serem reais e positivas. As raizes desta equacao sao

1 [2Aw 4A%0)2 4w?
= — = mo_ s 2+ A2)|. 4.1.27
=T [392A2 J ogimt Tagaill T (4.1.27)
Simplificando temos
Aw w
= o T JAZ — 342 4.1.28
= 3g2A% " 6g% A2 K ( )

Para que as raizes sejam reais e positivas necessitamos ter

1
A Sy/A2 =392 > 0. (4.1.29)

Uma condicao necesséaria, mas nao suficiente é que A deve ser posi-
tiva, pois I deve ser positiva. Este resultado contradiz a condicao dada
por Tombesi [10], |A| > /37, permitindo valores negativos para a in-
tensidade I. Como [ deve ser real, encontramos que a condicao para a
regido de biestabilidade é A > v/3v[40].
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4.2 Integracao estocastica e previsoes quanticas

4.2.1 Condicoes Iniciais

Para integrar numericamente a equacao (4.1.11), utilizaremos as
definigbes e os parametros experimentais publicados [23], conforme cons-
ta na tabela (4.1) e faremos comparagoes com suas predigoes tedricas.

O espelho oscilante é considerado um refletor perfeito, com massa
m = 107°kg, fator de qualidade Q = 4x10°%, em T' = 4.2K, decrescendo
a 2.25 x 10°, em T = 70K, com frequéncia de ressonancia w,,m =
26kHz. A taxa de amortecimento do espelho é ~,, = 0.5w,,/Q, em
T = 4.2K. Consideramos uma cavidade de comprimento L = 1em, com
finesse F = 15 x 103, o que dd v = mc/2F L = 3.14 x 105571, Conside-
ramos o comprimento 6tico A = 1064nm, o que d& wy = 1.77 x 107571,

e 0 acoplamento entre a luz e o espelho é g = wy/L = 1.77x10"m~1s71.

O bombeio ético da cavidade é € = /vP /hwy, sendo P a poténcia em
Watts.

Na integracao estocastica das equacoes que descrevem um sistema
otico intracavidade, a abordagem padrao é comecar com um estado de
vacuo dentro da cavidade, com um bombeio continuo. Apds poucos ci-
clos o sistema entra no regime de estado estacionario ou em seu compor-
tamento de pulsos prépios. Neste caso a situacao é diferente pois, nao
s6 o campo eletromagnético como também o espelho oscilante , tém de
alcancar o estado estacionario. O tempo de relaxacao do espelho pode
ser da ordem de magnitude muito maior do que o tempo de relaxacao
para o campo intracavidade, e necessitamos tomar a média sobre um
grande numero de trajetérias para obtermos resultados em que pos-
samos confiar. Portanto, nao é pratico iniciar a integracao com uma
condicao inicial arbitraria para o espelho. Comecando ingenuamente
com o estado fundamental do espelho, 5(0) = 57(0) = 0, hd um tempo
transiente extremamente duradouro, longe do estado de equilibrio, a
temperatura finita. Como por exemplo, na temperatura 7' = 4.2K,
que talvez seja temperatura mais baixa disponivel, o niimero médio de
quanta torna-se |3]*> = kpT/hw, = 3.36 x 10%. Com o objetivo de
comparagcao, escolheremos entao, o estado inicial do espelho em tipos
diferentes e integraremos as equacgoes sem nenhum bombeio na cavi-
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dade. O primeiro é o estado coerente (real), que possui incerteza na
posi¢ao e no momento no limite quantico padrao (LQP), com a fungao

p
= 0(3 — \VkpT /Twy,), (4.2.30)

o segundo é o estado de distribuicao térmica,

J

P(B) = e 0P (4.2.31)
TN
onde n = kpT/hw,,. Notamos que, no inicio de cada trajetoria, [ =
(67)* e a fase é completamente aleatdria para a distribuicao térmica.
Enfatizamos que a variancia no ntmero de fonons do espelho para um
estado térmico é V(n) = i + 7, que é muito maior do 7.
Utilizando a distribui¢ao de Planck,

i = (eMom/keT _ 1)1 (4.2.32)

encontramos que para atingir 7 = 1, necessitariamos de T' = 1.8uk, e
a variancia deveria ser igual a 2, ou duas vezes o valor médio.

Uma observacao importante que notamos aqui é que o nimero de
fonons nao aparece nas equacgoes, mas aparece nas quadraturas X, e
Y,. Numa abordagem linearizada, utilizando nossas equacoes, as in-
certezas nestas quadraturas sao importantes. Podemos calculd-las para
um estado térmico do espelho com uma cavidade sem bombeio. Uma
integragao simples utilizando a distribuigao térmica (4.2.31) produz

k T 3/2
) | (4.2.33)

m

V) = V) = 1+ 2vE ([

que é igual a 2.2 x 10'° em T = 4.2K para nosso sistema. Este re-
sultado esta em contraste com o estado coerente do espelho, as vezes
usa(Alo para faAucilitar a matematica da analise linearizada, e para o qual
V(Xy) =V(¥;) =1.

Na figura 4.6 mostramos os resultados para a posicao x = 2A03, do
espelho sem nenhum bombeio 6tico para um estado coerente, as tem-
peraturas 4.2K e T0K.

Imediatamente observamos que nao s6 a amplitude média do es-
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-13 Posicéo do espelho

x (m)

Figura 4.6: Valores médios para z em 7' =4.2K e T' = 70K para um estado coerente
inicial do espelho e sem bombeio 6tico. Estes resultados sao as médias de 7.6 x 103 e
2.7 x 10* trajetdrias, respectivamente.

pelho cresce com a temperatura como esperado, como também as os-
cilacoes sao muito maiores para o estado coerente. Considerando so-
mente os valores médios poderiamos ter a impressao errada de que o
espelho esta num estado estacionario para estes estados quanticos ini-
cias, mas podemos ver imediatamente que nao é esse o caso quando
olhamos a figura 4.7, que mostra o desvio padrao o(x) para os mesmos
parametros e para um estado coerente.

Alguns pesquisadores utilizam, numa analise tedrica, o estado ini-
cial coerente [26], mas nao é tao ébvio como este estado particular pode
ser construido experimentalmente. De forma natural surge um estado
térmico que sera igual a um estado coerente para uma temperatura
T = 0K, isso significa atingir o zero absoluto que, experimentalmente
nao pode ser alcancado.

Na otica, um estado coerente pode ser descrito teoricamente como
um deslocamento do véacuo através do operador deslocamento, D(«a) =
e(a‘ﬂ_o‘*d), como vimos no capitulo anterior. Identificamos que estes
estados téem alguma relacao com o termo de bombeio 6tico do Hamil-
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Figura 4.7: Desvioes padroes para x em T' = 42K e T' = 70K para um estado
coerente inicial do espelho e sem bombeio 6tico.

toniano Hpemp- Portanto, uma cavidade vazia ideal (com este tipo de
bombeio) naturalmente desenvolvera um estado coerente em seu inte-
rior.

Nao temos ciéncia de que haja algum tipo de espelho que possa cons-
tituir uma cavidade para comecar num estado de vacuo em T = 0K.
Portanto, em nossas investigagoes, usaremos como estado inicial o es-
tado térmico.

Quando examinamos os resultados estocasticos para a intensi-
dade do campo no interior da cavidade, para uma poténcia de en-
trada P = bmW/, encontramos que o campo exibe um comportamento
de pulsos prépios numa frequéncia aproximada da ressonancia do es-
pelho, como previsto por Fabre et al. [24]. Contudo, as oscilagoes
tém amplitudes relativas pequenas, em torno de 0.2% da intensidade
média. A medida que a potencia de entrada aumenta, as oscilacoes
tornam-se maiores. Por exemplo, para uma potencia de 100mWV, elas
atingem mais da metade da intensidade média. Em poténcias mais
baixas, o movimento médio do espelho oscila entre 0 e 1.2 x 10~ 2m,
enquanto que, para altas poténcias a oscilacao fica em entre —1 e
3 x 10~ m. Estes deslocamentos sao verdadeiramente microscopicos
e apresentam um efeito notavel na intensidade média, a qual deve-
ria ser facilmente detetdvel. E interessante notar que estes resultados
sao quase idénticos aqueles que encontramos pela integracao numérica
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das equagoes cldssicas (4.1.14), porém estes resultados nao podem nos
ajudar em nada nos calculos das correlagoes quanticas que desejamos
investigar. Estas correlacdes quanticas sio variancias do campo (V(X,)
e V(Y,)) no interior da cavidade e o fator de Fano, definido como
F(N,) = V(N,)/N,. Estes resultados sao calculados numa média so-
bre 6.71 x 10° trajetdrias e estao mostrados na figura 4.8. Para um
estado coerente, todos os trés (V(X,), V(Y,) e F(N,)) sio 1, os quais
deveriam ser zero na escala logaritimica vertical, utilizada aqui. Todas
as tres correlagoes sao muito maiores ou igual a um. Nao vimos ne-
nhuma compressao do campo no dominio do tempo, mas vimos excesso
de ruido nas trés quantidades. Como é comum no meio Kerr, existe
mais excesso no ruido na quadratura Y, do que na quadratura X, ou
na intensidade.

4.5

4', ‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ A
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= V(Ya) 7
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Figura 4.8: As variancias do campo eletromagnético no interior da cavidade. A linha

~ A

sélida é V(X,), a linha pontilhada e tracejada é V (Y,), e a linha pontilhada é o fator
de Fano. Note que a escala vertical é logaritimica

4.2.2 Medidas de Posicao

Grande parte do interesse neste sistema, tanto teérico quanto exper-
imental, consiste na medida de pequenos deslocamentos ou forcas que
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atuam no espelho oscilante, através de medidas no campo 6tico. Geral-
mente os resultados tedricos sao apresentados em termos de espectro
de saida, que permite inferir valores da posicao do espelho em varias
frequéncias. Estes espectros sao simples de calcular numa analise li-
nearizada que trata o sistema como um processo de Ornstein-Uhlenbeck
[27], mas nao consideramos esta andlise vélida aqui, conforme haviamos
esclarecido anteriormente. E possivel, em muitos casos, calcular o es-
pectro através dos resultados da integracao estocastica, mas nesse caso
é mais dificil devido a complexidade de nossas equacoes, onde o campo
e o espelho oscilam em diferentes escalas de tempo. A duracao de
tempo necessaria para integrar um numero grande o bastante de tra-
jetérias sobre um tempo suficiente para fornecer resultados confiaveis
sobre transformadas de Fourier é proibitiva. Portanto mostraremos
nossos resultados no dominio do tempo.

Os primeiros resultados, mostrados na figura (4.9), s@o as incertezas
na posi¢ao e no momento do espelho, definidas como o(x) = AV (X})

e o(p) = |B|yV(Y;). A interagdo com o campo nao alterou notavel-
mente estas quantidades em relagao aos valores encontrados, através
da integracao estocastica, no caso do estado térmico para a cavidade
sem bombeio. Mas esta interacao conduz a um valor médio de mo-
mento que oscila, aproximadamente, entre +1 x 10~ kgms~—!. Vemos
de imediato que as flutuacoes no momento sao muito maiores do que o
valor médio, em varias ordens de magnitude. Observamos também que
as incertezas mostradas sao certamente subestimadas, devido as difi-
culdades de simulacao envolvendo grandes valores de 3 com pequenas
probabilidades nas condicoes iniciais. Este resultado também mostra
que, quando o estado térmico do espelho ¢é utilizado o ruido de ”back-
action” do campo no espelho tem efeitos muito pequenos, utilizando os
valores de poténcia considerados aqui. A uma poténcia de 100mW os
desvios padroes, tanto na posicao quanto no momento, crescem devido
ao ruido de "back-action”, atingindo valores oscilatérios em torno de
aproximadamente 1 x 107!, enquanto que o momento médio oscila en-
tre £3 x 10~ "kgms~".

Nossas proximas investigacoes sao o grau de correlacao entre a
posicao e o momento do espelho, a intensidade no interior da cavidade
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Figura 4.9: Os desvios padroes na posi¢cao e no momento do espelho para um laser de

poténcia bmW . Utilizamos as unidades do padrao S.I. para a posi¢cao e o momento.

e as quadraturas X, e Y}.
A funcao de correlacao entre duas quantidades w e z é definida

o (07) — (w){2)
V(V()

onde uma correl¢ao perfeita é igual a 1 e uma anticorrelacao perfeita da
o valor —1 e zero significa que nao hé correlacao. Na figura 4.10 vemos

plwz) = (4.2.34)

que, conforme previsto na equacao 4.1.18, a correlacao mais forte é en-
tre Y, e a posicao do espelho, sendo quase perfeitamente correlacionada.
As fungoes de correlacao p(XpX,) e p(XpV,) oscilam na frequéncia wy,
entre um valor proximo de —1 e aproximadamente zero, apresentando
caracteristica de uma anticorrelacao quase perfeita e quase perfeita-
mente nao correlacionadas, respectivamente.

Este comportamento é completamente diferente do que foi mostrado
na andlise linearizada das flutuagoes, onde encontramos que todas as
trés funcoes apresentam anticorrelacao em torno da frequéncia do es-
pelho e possuem valor zero para outras frequéncias.

A diferenca entre nossos resultados completamente quantico nao
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Figura 4.10: Fungoes de correlagao intracavidade, p(zX,) (linha sélida), p(xY,) (linha
pontilhada e tracejada) e p(xN,) (linha pontilhada), para uma poténcia de 5mWV.

lineares e as predig¢oes da andlise linearizada estd bem evidente quando
consideramos |p(X,Y;)[?, utilizada para uma possivel analise de uma
medida quantica de ndo demoligao feita por Jacobs et al. [28]. A
predicao destes autores (veja eq. 4.2.35) é um valor maximo espec-
tral de 0.9757 para os parametros que usamos neste trabalho, enquanto
que em nosso tratamento estocastico, no dominio do tempo, o valor
méximo oscila entre 0 e 6 x 1073, mostrando que quase nao ha cor-
relacao. Inicialmente pensamos que esta diferenca se devesse ao fato de
realizarmos medidas espectrais no dominio do tempo, mas na verdade
deve-se a utilizacao inapropriada do tratamento linearizado para este
sistema.

Outra maneira de inferir a posicao do espelho é através da estima-
tiva linear em conjunto com as medidas do campo 6tico. Seguimos o
método proposto por Reid [29] na tentativa de demonstrar o paradoxo
de Einstein-Poldosky-Rosen e o método proposto por Dechoum et al.
[30]. Assumimos que a medida da quadratura Y, permite uma estima-
tiva linear de Xb,X est — ¢y, + d. Isto é consistente com a expansao de
Y, dada acima na equacao 4.1.18. Antes de realizar uma otimizacgao
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para d, o RMS nesta estimativa é dado por
VI (Xy) = (X — ¢Ya)?) — (X, — ¢Yo)?, (4.2.35)

o qual deve ser minimizado como uma funcao de c,

V(X,,Y,
o= VX0 Yo) (4.2.36)
V(Ya)
Devemos escrever
iy D ; V(X Yo))?
me(Xb):V(Xb)—[ (X, )], (4.2.37)

V(Ya)

que deve ser calculado via integracao estocastica.

A incerteza inferida na medida de Z serd entéo o (z) = A/ Vinf (X)),
que serd igual ao limite quantico padrao quando o espelho esta num es-
tado de incerteza minima. Calculamos também a incerteza inferida na
posicao, utilizando as medidas de X, e N, da mesma forma.

Conforme esperado das discussoes anteriores e mostrado na figura
4.11, utilizando a quadratura Y, obtemos melhores resultados do que
utilizar X, ou N,, que dao inferéncias oscilatérias. Todas estas medidas
dao incertezas inferidas bem acima do LQP de A = 5.68 x 10~ '%m para
os parametros utilizados.

Notamos aqui que o valor atual calculado de o(z), que oscila
entre 1.025 x 107"m e 1.03 x 107!, é bem maior do que o valor in-
ferido através da quadratura f/a, que tem um estado estacionario de
valor aproximadamente 5 x 1071%m. Este também é o mesmo compor-
tamento verificado por Reid com as medidas inferidas [29], e deve-se a
correlagao quase perfeita entre a posicao do espelho e a quadratura Y,.

4.2.3 Preparacao de estados nao classicos

A cavidade pendular e suas variagoes do tema sao costumeiramente
propostas como um aparato capaz de preparar estados nao classicos
para o campo da cavidade e para o espelho.

Nesta secao daremos uma breve revisao de algumas destas pro-
postas, em ordem cronoldgica, e explicaremos porque nossos resultados
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Figura 4.11: Incertezas inferidas na posi¢ao do espelho, Ay/Vinf (Xb), calculada con-

forme a equagao 4.2.37. A linha sélida ¢ estimada usando Y,, a linha tracejada utiliza
X, e a linha pontilhada utiliza N,

nos levam a acreditar que estes aparatos nao sao tao praticos quanto
sugerem alguns autores.

Bose et al. [26] sugerem que este sistema deve ser usado para
preparar multi-componentes de estados de gato de Scrodinger do campo,
préoximo do estados de niimero, e estados emaranhados quando dois ou
mais modos interagem com o espelho, tao bem quanto estados de gato
de Scrodinger do espelho, preparados, via medidas da quadratura do
campo.

Comecando com um hamiltoniano simples, sem nenhum termo de
bombeio ou dissipacao, eles desenvolveram um operdor temporal que
deve ser tratado como um termo Kerr, que conduz os autores a acredi-
tar que aquele sistema deve exibir algumas caracteristicas nao classicas
de uma interacao Kerr. Entao eles assumem que ambos o campo da
cavidade e o espelho estao em estados iniciais coerentes. Enquanto
isto simplifica a matematica envolvida, e possui uma acuracia razoavel
para o campo, nossos calculos mostraram que um estado coerente nao
é uma boa condicao inicial para o espelho. Como as carcteristicas nao
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classicas previstas dependem desta condicao inicial, que num deter-
minado calculo do artigo é um estado de vacuo (por simplicidade), e
a interacao do espelho com o ambiente é considerada equivalente a in-
teracao do campo da cavidade com um reservatorio a uma temperatura
zero, nossos resultados nos levam a crer que estes estados nao classicos
sao, no minimo, extremamente dificeis de observar.

Num artigo subseqiiente [31], os mesmos autores propde que a cavi-
dade pendular deve ser usada para provar a decoeréncia de um objeto
macroscopico - o espelho. Neste trabalho os autores aceitam que o
espelho possa iniciar num estado térmico e notam que a mistura de
estados de gato de Schrodinger do espelho pode ser produzida através
da interacao com o campo. Assume-se que a superposi¢ao dos esta-
dos de Fock |0) e |n) pode ser preparada dentro da cavidade, com o
valor mais simples preparado de n = 1. Utilizando a representacao P
para expandir o operador da matriz densidade em termos de estados
coerentes, encontra-se uma expressao para o desenvolvimento temporal
da matriz densidade. O campo pode ser medido através da interacao
com um estado fundamental de um atomo de dois niveis que passa
através da cavidade. A probabilidade do atomo estar excitado pode es-
tar relacionada com a taxa de decoeréncia da superposicao dos estados
coerentes do movimento do espelho, separados espacialmente. Exami-
nando este esquema com nossos parametros, encontramos com n = 1,
a separacao espacial entre dois estados coerentes da superposicao tem
um valor maximo 02,4 = 1.4 x 1072?m, que é menor do que o com-
primento de onda térmico de de Broglie, \gg = 2.19 x 1072m, tal
que torna-se dificil exigir que se tenha uma superposicao espacialmente
separada. Quando levamos em consideracao que a decomposicao do
estado térmico incluird um niimero enorme de estados coerentes, todos
com diferentes fases, parece que a realizacao pratica deste esquema en-
volve uma demanda tecnolégica mais desenvolvida do que os autores
supuseram.

Outras propostas utilizam a pressao de radiacao para emaranhar
dois espelhos macroscopicos [32], mas contam com as equagoes de Lange-
vin que sao linearizadas em torno das solugoes classicas dos estados esta-
cionarios. Como mostrado acima, este processo possui uma validade
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duvidosa quando os epelhos sao acoplados a reservatérios térmicos.

Uma idéia posterior foi produzir um estado de Einstein-Podolsky-
Rosen (EPR) na posigao e no momento de dois espelhos oscilantes, espa-
cialmente separados, utilizando a saida de um oscilador 6tico paramétrico
(OPO) [33]. Notamos que os autores chamam o oscilador de amplifi-
cador otico paramétrico, o cristal nao linear esta dentro da cavidade
bombeada, tal que esta serd a terminologia usual utilizada. Diferente
da maioria dos tratamentos este trabalho usa um acoplamento linear
efetivo entre a luz e o espelho. Como na maioria dos casos estuda-
dos, estes autores linearizaram as equacoes de Langevin em torno das
suas solucoes estacionarias. O OPO ¢ tratado via equacoes de dois
modos, as quais nao descrevem o comportamento normal bem con-
hecido do limiar e conduzem a predicao de estado emaranhado de duas
quadraturas combinadas, as quais sao utilizadas para demonstrar uma
correlacao EPR. Os dois campos de saida do OPO sao usados para
impulsionar os dois espelhos em um estado EPR da posicao e do mo-
mento. O amortecimento mecanico dos espelhos introduz um termo de
ruido V4, = 1 + 2np, onde ny = coth(hw,,/2kpT) é o nimero médio
de fonons. Este termo de ruido é estranho e parece ser a variancia da
quadratura, assumindo um estado de ntimero |ny) do espelho. Para os
parametros que utilizamos, esta expressao d4 o valor V, = 6.7 x 105, ou
seja, varias ordens de magnitude mais baixo do que nossa estimativa
na equacao (4.2.33), a qual dd V, = 2.2 x 10'°. Devido as discussoes
que provocamos acreditamos que o estado EPR de dois espelhos nao
deve ser facil de demonstrar como indicam estes autores.

Mancini et al. [34] propéem emaranhar dois espelhos méveis que
formam parte de uma cavidade de anel, formada por quatro espelhos.
Este trabalho tem a vantagem de uma descricao para o movimento
Browniano que é consistente com a mecanica quantica em todas as
temperaturas, mas os resultados apresentados sao obtidos através do
processo de linearizagao, que mostramos nao ser valido para tempera-
turas razoaveis. A tultima proposta que consideramos aqui é dada por
Marshall et al. [35], que trata a criagdo de estados de superposigao de
um espelho macroscépico (=~ 10'* dtomos), através da interacio com
somente um foton. Este trabalho usa uma abordagem hamiltoniana,



4.2. INTEGRACAO ESTOCASTICA E PREVISOES QUANTICAS 61

sem dissipacao e assume que o espelho pode ser preparado em seu
estado fundamental |0), que permite solugoes analiticas. A inclusao
da decoeréncia e de temperatura finita segue a abordagem dada na
referéncia [31] e, portanto temos as mesmas duvidas a respeito da via-

bilidade fisica desta proposta.



Capitulo 5

Conclusao e perspectivas

5.1 Perspectivas

5.1.1 Refriamento através da reacao

Evidenciamos que o ruido térmico do espelho é uma fonte que con-
tribui para o aumento das incertezas nas medidas quanticas, como por
exemplo, posicao e momento do espelho.

Existe um método que vem sendo utilizado para reduzir este ruido.
Este método chama-se resfriamento através da reacao, do inglés ”cool-
ing by feedback”. Alguns autores sugerem que trabalhando com baixas
temperaturas é possivel obter uma reducao no ruido térmico da ordem
10 [36, 37]. Para nosso sistema, utilizando a equacio (4.2.33), uma
reducao desta ordem conduz a V(X3) = V(V}) &~ 107, que estd ainda
acima do nivel do estado coerente, onde esperamos que a linearizacao
das equagbes deve funcionar. Marshall et. al [35] sugerem que o espelho
deva ser resfriado em torno de uma temperatura de 2mK pela diluicao
de refrigeracdo, o que dé V(X;) = V(V}) & 2.27 x 10°. Nesse caso se
assumirmos que o resfriamento através da reacao desta temperatura é
tao eficiente quanto a temperatura ambiente permitiria uma reducao
na variancia da ordem de 10%. Este valor é realmente muito menor do
que o nimero médio de quanta |3|?, igual a 1.6 x 103, e a variancia
no nimero serd da ordem de 10°, tal que a linearizacao ainda nao serd
confiavel.

O resfriamento por reacao depende da interacao do campo eletro-
magnético com os fonons do espelho. Esta interagao é proporcional a

62
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deXb, e nao conduz o espelho a um estado coerente. Um termo de
acoplamento proporcional a atb — abt deve produzir esta interagao, en-
quanto que a compressao da posicao do espelho seria possivel com um
acoplamento do tipo a{2b — a2bt ou b2a — b2al.

E interessante notar que o acoplamento efetivo do tipo requerido
para conduzir o espelho a um estado coerente foi usado por Zhang et
al. [33], porém os parametros fisicos utilizados para o desenvolvimento
dos acoplamento hamiltomiano estao longe daqueles que nés usamos
em nossa analise. Como por exemplo, eles consideraram w,, > 7, en-
quanto que usamos os valores w,, = 1.63 x 10°s71 e v = 3.14 x 109571,
Zhang et al. também consideraram que o amortecimento do espelho é
devido a forma da amplitude, que nao é o que encontramos utilizando
a equacao mestra de Diosi.

Mancini et al. [38] apresentaram realmente um esquema de reagao
baseado em um hamiltoniano que acopla a quadratura da luz com
Xb, propondo que este método, que eles chamam de resfriamento es-
tocastico, poderia ser usado para atingir o valor do LPQ através da
obtencao da compressao da posicao do estado estacionario do espelho
[25]. O acoplamento efetivo usado, mais uma vez depende da lineraizagao
das equagcoes de movimento.

Identificamos que o resfriamento por reacao pode ser utilizado para
resfriar um oscilador macroscépico quase no LPQ, mas ainda é uma
questao em aberto e deve estar sujeita a investigacoes.

5.2 Conclusao

Desenvolvemos uma analise inteiramente quantica de uma cavidade
pendular bombeada, utilizando a representacao P positiva, mostrando
que o estado quantico do espelho moével, um objeto macroscopico, tem
efeitos notaveis na dinamica do sistema.

Vimos que este sistema é de suma importancia para a compreensao
de muitos fenomenos fisicos e tem sido proposto como um candidato
para medir pequenos deslocamentos quantico-limitados de um espelho,
devido a pressao de radiagao, com o objetivo de produzir estados de
superposicao do espelho e estados emaranhados entre o espelho e o
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campo.

Contudo quando tratamos o espelho oscilante quantico mecanico,
encontramos que ele sempre oscila, ou seja, nao possui estados esta-
cionarios e exibe incertezas na posicao e no momento que sao muito
maiores do que os valores médios. Isto significa que as analises prévias
de flutuacoes linearizadas, que prevéem os estados quanticos citados
acima, tém seu uso limitado.

Mostramos que o ruido térmico do espelho é predominante para as
temperaturas e parametros tipicos. Isto significa que o procedimento
de linerizagao, comumente usado, apresenta duvida quanto a sua vali-
dade.

A menos que haja uma mudanca no estado quantico do espelho, com
relacao as excitacoes térmicas, esperamos que estados nao classicos pre-
vistos em varias analises tedricas nao sao possiveis de serem observados
experimentalmente.

As técnicas de resfriamento através de reacao que permitem abaixar
a temperatura efetiva servem meramente para produzir outro estado
térmico do espelho a baixas temperaturas. O ruido, nesse caso, é ainda
predominante se quisermos atingir o LPQ), que é necessario para detecao
de ondas gravitacionais.

O mesmo acontece se desejarmos observar algumas superposicoes
quanticas e emaranhamento, também previstos teoricamente.

Apés a realizacao da andlise critica da dinamica deste sistema con-
cluimos que apesar de existir uma grande quantidade de literatura sobre
este assunto, identificamos que nao sao muito bem definidos os tipos
de ruido presentes neste caso, qual a sua influéncia na detecao das
medidas que geram o espectro de intensidade e como podemos reduzir
esta influéncia para obter mais acuracia no valor medido, de modo que é
necessario que sejam realizadas mais investigacoes no sentido de apurar
a validade dos resultados obtidos com os diversos tratamentos aborda-
dos na literatura.

Vimos que precisamos ter sempre em mente que devemos buscar
o tratamento tedrico mais adequado observando sempre as condicoes
em que sistemas deste tipo possam ser construidos em laboratérios,
pois desta forma podemos identificar um caminho para um método de
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solucao da equacoes dinamicas do sistema.

Nossos resultados [40] mostraram que ¢ necessario avaliar com
muito cuidado o comportamento de alguns parametros, como por exem-
plo, a variacao na posicao e no momento para certos valores experimen-
tais, pois apés realizar uma verificacao numérica deste comportamento
concluimos que o tipo de analise linearizada utilizada por muitos au-
tores nao ¢ valida para alguns valores experimentais mais usuais.



Apeéendice A
Teorema de Bakker-Hausdorff

A.1 Teorema de Bakker-Hausdorff

Consideremos de forma geral dois operadores A(t) e B(t), tais que
para todo t e t/
[A(1), A(t)] = [B(t), B(t')] =0, (A.L1)
A, B = (1) (A12)
sendo que a funcao f(t,t') comuta com A(t") e B(t") para todo ¢, t’ e
.
Suponhamos que um operador V (t) obedeca a equagao

d‘izit) = {A()+ BV (),  V(0)=1. (A1.3)

Podemos escrever,
U(t) = e~ BOW Yy (1), (A.1.4)

Utilizando (A.1.1) encontramos,

d[flit) — e—fotB(’)dt’A(t)v(t), (A.1.5)
t
= AWU) + [ fHU (), (A.1.6)
onde utilizamos a férmula
e FGeF =% (_nl,) F.Cl,, (A.17)
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onde o comutador iterado é definido por

[Fv G]n - [Fv [F’ G]n—1]7 (A-1'8)

[F7 G]1 = [Fv G]7 (A19)

utilizamos o fato de que o primeiro comutador f(¢,t") comuta com B(t")
para todo t”, tal que na expansao (A.1.7)somente os dois primeiros
termos sobrevivem. Usando o fato de que f(t,t’) comuta com com todo
A(t"), podemos resolver (A.1.6) e substituir em (A.1.4) para obtermos

V(1)
V(t) = el BO)sely Al)ds g [y ds [ ds'f(s.s') (A.1.10)
A.1.1 Corolarios

a) Formula de Baker-Hausdorff: Se A(t) e B(t) sdo constantes
A e B, respectivamente, entao (A.1.3) pode ser resolvida diretamente
integrando V'(t), partindo de t=1,

V(t) = eAB) = eAeBe3lAB] (A.1.11)

que é a férmula de Baker-Hausdorff.
b) Generalizagao da Férmula de Baker-Hausdorff: se sub-
stituirmos na (A.1.11)

t t
A—>/O dsA(s), B —>/0 dsB(s), (A.1.12)
a (A.1.11) torna-se
V(t) _ @fot ds{A(s)—l—B(s)}e{—% fot ds fot ds’e(s—s’)f(s—s')}. (A113)

onde €(x) é a funcao degrau antissimétrica

e(x) =

{+1 para x > 0, (A.1.14)

—1 para z < 0.



Apeéendice B

Calculo utilizando os operadores ©
ep

B.1 Aplicacao do método de espaco de fase

Reservamos este apéndice para mostrar a evolucao do nosso tra-
balho. Aplicamos o método do espaco de fase, utilizando a repre-
sentacao de Wigner. Apds mapear a equacao mestra obtivemos uma
equagao na representagao de Wigner. Adotamos um procedimento

usual, encontrado na literatura - a linearizacao das equagoes estocasticas.

Apo6s realizar algumas investigacoes observamos o aparecimento de um
comportamento de pulsos préprios, o que nos fez mudar de idéia e, ao
invés de fazer a linearizacao, integramos as equagoes estocasticas. A
seguir apresentamos estes procedimentos.

Aplicando as correspondéncias (3.2.31) e (3.2.30) em cada termo
da equagdo mestra (3.1.7) realizamos o seu mapeamento em termos
de variaveis comuns e encontramos as seguintes correspondéencias rela-
cionadas a cada termo:

P _oin
Qm”o_ oxrm
1y 0 . 2
lQmwmx P apzhmwmx
| 9 0 0 &
At PR 2 x.. < - -
[hga ax, p| (3]9 hlal” + 8a*a v 8040@ dada*Op
o n b 0 0\ .
[ZhE(CL —a ); IO — aOZ* + (9—a> ihe
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ih(2apa’ — alap — pa'a) «—— ioz + 0 o + o ihy
O oa* dada*

o 0 .
Y (2, {D, p}] «— a—p%%p

hYm o .. 0% ik,
B.1.1
R (B.11)

Reescrevendo a equagao mestra(3.1.7) em termos das correspondéncias(B.1.1)

0 p 0 2 2
I S — 2
mm T 6p( glal® — mw,,x — 27,p)

oW (z,p,a,a*) {_
ot N

+a(' +e— )++a(—‘ ‘rg+e— *)]
e axrg + € — ya e o rg + € — Yo
+} 82 N 82 B 82 ’Ymh2
2 \0adar ' T daroa! op? \iB
9 hg .
—mz}W(l’,p,O{,OJ ) (B12)

O mapeamento da equagao mestra (3.1.7) conduziu-nos a equagao
cujas variaveis nao sao operadores. No entanto, observamos o termo de
derivada de ordem 3 na equagao (B.1.2), caracterizando que nao é uma
equacao de Fokker -Planck portanto nao podemos obter as equacoes
estocasticas diretamente de (B.1.2).

A alternativa utilizada nesse tipo de situacao é trabalhar com a rep-
resentacao de Wigner truncada, pois dessa forma eliminamos o termo
de derivada de ordem superior a dois e a equagao mestra (B.1.2) pode
ser escrita como:

oW (x,p,a,a*) {_
ot B

0 p 0 5 9
il AT _ 9
oo T ap(hgl@\ mw;, & — 2%Ymp)

+a(, +€— )+8(—'* +e— *)]
e xrg + € —yo o 1 rg + € — Yo

(& 0 0 ylt® .
"2 (c‘hé’a” T 0090”99 Aap )}W(x’p’ )
(B.1.3)
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A equacao obtida acima é a equacao de Fokker-Planck para a funcao
Wz, p, o, a*), logo podemos identificar as equagdes estocasticas e de-
terministicas do sistema.

B.1.1 Equacoes Estocasticas

Inicialmente escrevemos as equagoes sem desintonia, ou seja, o
campo elétrico é ressonante com a cavidade vazia. Contudo podemos
generalizar as equacoes, facilmente, adiconando uma frequéncia de sin-
tonia A para obter uma condicao de biestabilidade para o sistema.

As equacoes estocésticas sao obtidas diretamente da equacao de

Fokker-Planck (B.1.3)::

dx P

d

d_ZtD = —mwix+ hglal* — 2ymp + \/2h’ym\/ mKTn(t),(B.1.5)
da , .

= ligr =yt et 2m(e) + (1), (B.16)
da* _ . .

o = (—igx —v)a™ + €+ \/g(ﬁg(t) —ins(t)). (B.1.7)

onde 7); representa o ruido gaussiano de modo que
nZ(t)nJ(t/) = 5@j5(t—t/), (B18)

Se tomarmos o valor médio das equacoes estocasticas (B.1.5) a
(B.1.7), podemos escrever as equagoes deterministicas sem desintonia:

dz D

- = £ B.1.10
dp 2 12 _

o= Tmwnd + hgla|® — 2vmp, (B.1.11)
Ja

d(; = (ig7 —)a + ¢, (B.1.12)
da* _

- (—igT — v)a* + €. (B.1.13)

dt
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Resolvendo as equacoes deterministicas para encontrar os estados
estacionarios(EE) do sistema temos:

pee = 0, (B.1.14)
fig|cr)?
TEE = ;]LLJ ; (B.1.15)
app = Vfggj, (B.1.16)
— 1JTEE
2 ¢
o] = g (B.1.17)

B.1.2 Linearizacao das equacgoes

Nao usaremos a integracao estocastica, mas faremos uma linearizacao
das variaveis considerando que haja pequenas flutuacoes em torno dos
estados estaciondrios:x — zgg + 0x, p — p + 0p, @ — agg + da e
af — app + 0a’, encontramos uma equacao para as flutuacoes em
primeira ordem:

—~ = AX + Bf, (B.1.18)

onde,

X = (6z op da dar)T

0 1/m 0
—mwy, =2y hgagg hgapr
A= : .
1gOEER 0 —Y + 19TEE 0
—igagy 0 0 —Y — 9TEE
0 0 0 0

V2R VmEKT 0 0 0
0 VY/2 /2 0
0 /2 —iyy/2 0

1 = (m®) m) m@) o)

B:
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Como o ruido é gaussiano o seu valor médio ¢ nulo portanto as
equacoes para as flutuacoes sao:

d(oz) op
o B.1.1
dt m’ ( 9)
9085
(d(stp) - _mwgqéj — 2vy0p + h(O_éEE(SO_é* + &*EEé@)7 (B120)
d(dx
(dtO{) = (_7 + Z'giﬁEE)(SOé + ig@EE(Sj, (B121)
dida*
(d(;) = (=7 —igTpp)0a" — igapplT. (B.1.22)

dX >
— =AX B.1.23
dt == Y ( )
cuja solucao é
X(t) = X(0)ed. (B.1.24)

A parte real dos autovalores da matriz de arraste A deve ser negativa
para que as solugoes desse sistema sejam convergentes.

Para encontar os autovalores escrevemos a solucao nao trivial do
sistema de equagoes (B.1.19) a (B.1.22)

det |[A — AI| =0, (B.1.25)

onde A = (A1 A2 A3 Ay ) é o vetor dos autovalores e I é a matriz
identidade, produz a equacao secular para a matriz A, de quarta ordem

M as\ + a\® + A+ ag =0, (B.1.26)

onde os coeficientes sao

2hg®|aps|*rER
d = VRt g, + NI
a1 = 2(V Y + WL + GPThEYm)s
ay = V4 49y + gk + W2,

a3 = 2(7+Ym)- (B.1.27)
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As raizes da equagao secular (B.1.2) podem ser obtidas analitica-
mente, no entanto, esse calculo ira nos fornecer resultados em funcao de
variaveis e a verificagao do sinal da parte real dos autovalores nao é ime-
diata. Como nosso objetivo é identificar uma regiao onde as solucoes do
sistema sejam convergentes, realizamos o mesmo procedimento adotado
no capitulo trés para encontra os autovalores da matriz de difusao D, ou
seja utilizamos os parametros da tabela (4.1). Encontramos autovalores
com a parte real positiva. A conclusao imediata a que chegamos foi a de
que este sistema nao funcionava muito bem com estes parametros, uma
vez que nao convergia. Apds uma segunda andlise identificamos o com-
portamento de pulsos préprios e chegamos a conclusao de que teriamos
de esquecer a linearizacao das equacoes e partir para sua integracao
estocastica.



Referéncias Bibliograficas

[1] A. Dorsel, J. D. McCullen, P. Meystre, E. Vignes e H. Walther,
Phys. Rev. Lett. 51, 1550, (1983).

[2] C. Fabre, M. Pinard, S. Bourzeix, A. Heidman, E. Giacobino e S.
Reynaud, Phys.Rev.A 49, 1337, (199/).

[3] V. Giovannetti e D. Vitali, Phys. Rev. A 63, 025812, (2001).
[4] C. M. Caves, Phys. Rev. D 23, 1693, (1981).

[5] A. F. Pace, M. J. Collett e D. F. Walls, Phys. Rev. A 47, 31783,
(1993).

[6] P. Samphire, R. Loudon e M. Babiker, Phys. Rev. A 51, 2720,
(1995).

[7] A. Heidmann e S. Reynaud, Phys. Rev. A 50, 4237, (1994).
[8] A. Gillespie e F.Raab Phys. Rev. D 52, 577, (1995).

9] K. Jacobs, 1. Tittonen, H. M. Wiseman e S. Schiller, Phys. Rev. A
60, 538, (1999).

[10] S. Mancini e P. Tombesi, Phys. Rev. A 49, 4055, (1994).

[11] C. W. Gardiner e P. Zoller, Quantum Noise, Second Enlarged Edi-
tion, Springer

[12] A. O. Caldeira e A. J. Leggett, Phys.Rev.A 31, 1059, (1985).
[13] L. Diési, Europhys. Lett. 22, 1, (1993).

74



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 75

[14] H. J. Carmichael, Statistical Methods in Quantum Optics 1 -
Master Equations and Fokker-Planck FEquations, First Edition,
Springer

[15] E. P. Wigner, Phys. Rev. 40, 749, (1932).

[16] C. Cohen-Tannoudji, B. Diu e F. Laloé, Quantum Mechanics,
Wiley-Interscience.

[17] J. R. Klauder Ann. of Phys. 11, 123 (1960).

[18] E. C. G. Sudarshan Phys. Rev. Lett., 10, 277, (1963).

[19] R. J. Glauber, Phys. Rev. 131, 27606, (1963).

[20] W. M. Zhang, D. H. Feng e R. Gilmore, Rev. Mod. Phys, 62, 867,
(1990).

[21] E. C. G.Sudarshan, Phys. Rev. Lett. 10, 277, (1963).

[22] P. D. Drummond e C. W. Gardiner, J. Phys. A 13, 2353, (1980).

[23] I.Tittonen, G.Breitenbach, T.Kalkbremer, T.Miiller, R. Conradt,
S. Sciller, Phys. Rev. A 59, 1038, (1999)

[24] C. Fabre, M. Pinard, S. Bourzeix, A. Heidmann, E. Giacobino e S.
Reynaud, Phys. Rev. A, 49, 1337, (1994).

[25] D. Vitali, S. Mancini, L. Ribichini e P. Tombesi Phys. Rev. A 65,
063803, (2002).

[26] S.Bose, K.Jacobs e P. L. Knight, Phys. Rev. A 56, 4175, (1997).

[27] D. F. Walls e G. J. Milburn, Quantum Optics, Springer-Verlag,
Berlin, (1995).

[28] K. Jacobs, P. Tombesi, M. J. Collett e D. F. Walls, Phys. Rev. A
49, 1961, (1994).

[29] M. D. Reid, Phys. Rev. A 40, 913, (1989).

[30] K. Dechoum, P. D. Drummond, S. Chaturvedi e M. D. Reid, quant-
ph/0310129 (2003).



76 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[31] S. Bose, K. Jacobs e P. L. Knight, Phys. Rev. A 59, 3204, (1999).

[32] S. Mancini, V. Giovannetti, D. Vitali e P. Tombesi, Phys. Rev.
Lett. 88, 120401, (2002).

[33] J. Zhang, K. Peng e S. L. Braustein, Phys. Rev. A 68, 013808,
(2003).

[34] S. Mancini, D. Vitali, V. Giovannetti e P. Tombesi, Fur. Phys. J.
D 22, 417, (2003).

[35] W. Marshall, C. Simon, R. Penrose e D. Bouwmeester, Phys. Reuv.
Lett., 91, 130401, (2003).

[36] M. Pinard, P. F. Cohadon, T. Briant e A. Heidmann, Phys. Rev.
A 63, 013808, (2000).

[37] P. F. Cohadon, A. Heidmann e M. Pinard, Phys. Rev. Lett. 83,
3174, (1999).

[38] S. Mancini, D. Vitali e P. Tombesi, Phys. Rev. Lett. 80, 688,
(1998).

[39] C. K. Law, Phys. Rev. A 51, 2537, (1995).

[40] M. K. Olsen, A. B. Melo, K. Dechoum e A. Z. Khoury, Phys. Rev.
A 70, 043815, (2004).

[41] A. Yariv Quantum Eletronics, John Wiley & Sons, 3% ed.



