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Resumo

Neste trabalho vamos tratar de estrelas politrépicas relativisticas e carregadas.
Iremos fazer um estudo detalhado de estrelas politropicas comecando a analisar tanto o
caso newtoniano quanto o relativistico. Depois aplicaremos os conhecimentos adquiri-
dos com esse estudo para estrelas politropicas relativisticas carregadas, com o objetivo
de ver os efeitos que uma distribuicao de carga produz na estrutura da estrela. Iremos
mostrar como a estrutura da estrela se altera devido a presenca do campo elétrico.
Veremos que a presenca do campo elétrico quebra a isotropia da estrela fazendo com
que a componente radial do tensor energia-momento seja diferente das angulares. Ap-
resentaremos em seguida um estudo de estrelas anisotrépicas, rededuzindo toda a es-
trutura deste tipo de estrela e mostraremos que as estrelas carregadas sao um tipo
particular de estrelas anisotrépicas. Utilizando o formalismo anisotropico mostraremos
que os resultados sao diferentes quando comparados com a solucao conhecida para
estrelas carregadas. Serda demonstrado que essa diferenca tem origem no fato de a
condi¢ao de contorno do formalismo anisotrépico que nao estar correta, dando origem
a uma situacao fisica inconsistente.

il



Abstract

In this work we will study relativistic charged stars. We will make a detailed
study of polytropic stars, starting with the analysis of the Newtonian and relativistic
cases. Then we will use this knowledge to study charged polytropic stars, where we will
see what effects a charge distribuction may cause in the structure of the star. We will
show how the structure of the star is changed by the electric field. We will also see that
the electric field breaks the isotropy of the star making the radial component of the
energy-mometum tensor different from the angular ones. Then we will make a study of
anisotropic stars, rederive the structure of these types of stars, and show that charged
stars are a particular case of anisotropic stars. Using the anisotropic formalism we will
see that the results are different in comparison with the known charged star solution.
It will be shown that this difference occurs because the boundary condition of the
anisotropic formalism is not correct, leading us to an inconsistent physical situation.

v
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Capitulo 1
Introducao

O objetivo deste trabalho é fazer um estudo detalhado sobre a estrutura de uma
estrela politropica relativistica carregada. Vamos também discutir a estrutura de uma
estrela anisotréopica, pois, como veremos, uma estrela carregada pode ser considerada
uma estrela anisotrépica. Iremos considerar em nossos estudos que as estrelas aqui
apresentadas irao obedecer a uma equacgao de estado politropica. Essa escolha deve-se
a versatilidade apresentada por esse tipo de equacao de estado para representar diversos

sistemas fisicos, como veremos no capitulo 2.

Nosso estudo ira comecar com estrelas politropicas newtonianas e relativisticas
onde detalharemos a estrutura esses objetos. Veremos que o caso relativistico introduz
uma érie de caracteristicas novas na estrutura da estrela. Além disso veremos que é
possivel para uma estrela politrépica, tanto newtoniana quanto relativistica, reduzir
suas equacoes estruturais a uma equagao diferencial de 2* ordem dependendo apenas
da densidade como funcao do raio escrita como variaveis adimensionais e do indice
politrépico. Esse estudo foi feito originalmente por Lane-Emden [1] para as estre-
las newtonianas e depois generalizado para o caso relativistico [2]. Isso mostrar-se-&
bastante ttil para o estudo desses objetos, uma vez que precisamos apenas definir o
indice politrépico para resolver o problema, encontrando assim a solugao para toda

uma familia de estrelas.

Apés estudarmos as estrelas politrépicas newtonianas e relativisticas iremos
analisar o caso das estrelas relativisticas carregadas. FEssas estrelas foram propostas
inicialmente por Bekenstein [3] e depois estudadas por vérios outros autores [4]-]9].
Nosso objetivo com este estudo é ver que tipo de influéncia uma distribuicao de carga
pode ter na estrutura de uma estrela relativistica. Em geral é aceito que as estrelas sao
neutras, ou pelo menos quase neutras [10], contendo uma quantidade de carga muito
pequena para afetar a estrutura da estrela. Essa estimativa pode ser feita facilmente,

se considerarmos uma estrela esférica de massa M e carga (). Consideremos uma
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particula de carga e e de massa m a uma distancia r do centro da estrela. Supondo
que esta carga estd ligada a estrela entao a energia eletrostatica da particula Ke@/r é
balanceada pela energia gravitacional GmM /r. Para um préton encontrariamos uma
razao de ~ 100C' por massa solar. Esse valor é aceito em geral na literatura, mas essa
estimativa é feita para uma estrela newtoniana, e pode ser modificada em sistema de
grande densidade onde a Relatividade Geral nao pode ser desprezada. Outro problema
que encontramos também com estrelas carregadas é que para a carga ter algum efeito
na estrutura devemos ter que o quadrado do campo elétrico seja da ordem da pressao
nos dando um campo elétrico E ~ 10?2V /m para estrelas de néutrons [11], [12]. Este
valor é muito alto e estd acima do limite de Schwinger para a criacao de pares, que é
de 10'8V/m [3]. Contudo, como estamos lidando com estrelas muito densas, o limite
de Schwinger pode ter outro valor dentro de meios densos. Ainda assim, essas estrelas
aqui estudadas podem ser consideradas como estados instaveis decaindo em seguida

para buracos negros carregados, o que torna seu estudo interessante.

Deduziremos no capitulo 3 toda a estrutura de objetos carregados e veremos
que comparada com o caso relativistico neutro, ela é mais complexa. Nosso sistema
ganha mais graus de liberdade, a métrica além da massa passa a depender da carga e
o campo elétrico depende da métrica. Assim, agora temos quatro equagoes diferenciais
acopladas para resolver. Conseguimos reproduzir os resultados obtidos recentemente,
[12] de maneira que verificamos a funcionalidade do programa que foi feito para resolver
essas equacoes. Utilizamos um Ansatz que supoe que a distribuicao de carga é propor-
cional a densidade de matéria-energia, de maneira que quanto mais matéria-energia a
estrela possuir maior sera sua carga. Mostraremos que essa estrela possui um limite
maximo de carga que a estrutura consegue manter e apds esse limite nao havera mais
estrelas [11]. Também serd mostrada uma caracteristica bem peculiar desse tipo de
configuragao, a massa vista por um observador na superficie da estrela sera diferente
da massa vista por outro observador no infinito. Mostraremos que isso ocorre porque
como a estrela tem um campo elétrico que nao acaba na superficie, ha uma contribuicao
da energia eletromagnética desde a superficie da estrela até o infinito. Neste capitulo
deduziremos uma generalizagao para a equacao de Lane-Emden no caso relativistico
carregado. Como veremos, nosso problema tem um nimero maior de graus de liber-
dade, logo deveremos utilizar mais hipoteses para obtermos essa equacao. Mesmo com

mais vinculos que no caso neutro, conseguimos obter a generalizagao desejada [13].

Depois de analisar as estrelas carregadas iremos estudar as estrelas anisotrépicas.
Essas estrelas, estudadas recentemente na literatura [14] tém como caracteristica prin-
cipal o fato de que a componente radial do tensor energia-momento é diferente das
componentes angulares. Rededuziremos as equagoes de estrutura para um objeto es-

telar anisotrépico genérico e depois mostraremos que uma estrela carregada é um caso
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particular desses objetos. Veremos que a partir das equagoes obtidas utilizando o for-
malismo anisotrépico conseguimos obter as equacoes das estrelas carregadas, apenas
por uma troca de variaveis. Resolveremos novamente o problema, sendo que desta vez
utilizaremos o formalismo anisotrépico e as condi¢oes de contorno propostas na liter-
atura [14]. Os resultados que serdo apresentados mostram estrelas bem diferentes do
caso carregado usual [15]. Depois de fazer um estudo detalhado mostraremos que isto
ocorre porque a condicao de contorno proposta na literatura para o caso anisotropica
nao parece estar correta. Chegaremos a esta conclusao propondo uma condigao de
contorno apropriada e conseguindo reproduzir com exatidao o caso carregado usual.
Aqui estd nossa principal contribuicao com este trabalho ao mostrar que a condicao de
contorno proposta na literatura para definir a superficie de uma estrela anisotrépica

tem de ser modificada.

Esta tese sera apresentada na seguinte forma. No capitulo 2 faremos um es-
tudo de estrelas politropicas newtonianas e relativisticas e também da equacao de
Lane-Emden para os dois casos. No capitulo 3 iremos estudas as estrelas relativisticas
carregadas, apresentando sua estrutura e os resultados obtidos na solucao da mesma.
Em seguida no capitulo 4 apresentaremos a estrutura de uma estrela anisotrépica e
mostraremos que uma estrela carregada é um caso particular de estrela anisotrépica.
Resolveremos o problema utilizando o formalismo anisotrépico e compararemos com
os resultados do capitulo 3. No capitulo 5 apresentamos as conclusoes a respeito dessa

dissertacao.



Capitulo 2

Estrelas Politropicas

2.1 Introducao

Estrelas politrépicas tém sido bastante estudados na astrofisica [1]. Como vere-
mos neste capitulo, as equagoes diferenciais de 1* ordem da estrutura da estrela podem
ser reescritas como uma equacao diferencial de 2* ordem dependendo apenas da densi-
dade. Uma estrela ¢ dita politrépica quando ela é descrita por uma equagao de estado
da seguinte forma:

p=KpHin, @2.1)

onde K e n sao constantes. Esta ultima é conhecida como indice politropico. Nao
podemos esquecer que de maneira geral a pressao em uma estrela contém contribuicoes
da pressao do gés (p,) e da pressdo de radiagao (p,), assim a pressao também depende

da temperatura além da densidade. Essa dependéncia esta oculta dentro da constante
K.

A equacao de estado politrépica é bastante versatil, a partir dela podemos obter
a descricao de varios sistemas fisicos de interesse, bastando apenas para isso mudar o

valor de n. Apresentamos em seguida alguns exemplos de indices politropicos:

n = 3/2 — Politropo adiabdtico, também aplica-se a um gas degenerado nao

relativistico.

n =3 — p. >> p, (Modelo Padrao), aplica-se também ao caso degenerado

relativistico
e n = —1 — Politropo de pressao constante.

e n = (0 — Politropo de densidade constante.
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e n — oo — Politropo de temperatura constante.

2.2 Estrelas Politropicas Newtonianas

Nesta secao iremos discutir o tratamento de estrelas politrépicas newtonianas.
Primeiro vamos definir as equacoes estruturais de uma estrela, para depois introduzir
um método que facilitara bastante o estudo destes objetos estelares. Esse método foi
introduzido inicialmente por Lane-Emden, tendo sido depois generalizado para o caso

relativistico, que iremos discutir na préoxima secao.

2.2.1 A Estrutura de uma estrela Newtoniana

Considerando a estrela constituida por um fluido isotrépico, podemos escrever

a equacao de continuidade da massa como

= dnr?p(r). (2.2)

Das Leis de Newton aplicadas a hidrostatica podemos encontrar que o gradiente

de pressao em um elemento do fluido ¢é igual a densidade de for¢a no mesmo
Vp = —pVo, (2.3)

onde ¢ é o potencial gravitacional. Dessa maneira, devido a simetria esférica,

dp(r) _ Gm(r)p(r)
o - TR (2.4)

Esta tdltima equacao é a equagao de equilibrio hidrostatico para uma estrela Newtoni-
ana. Podemos juntar essas duas equagdes em uma, isolando m(r) em (2.4) e substitu-
imos em (2.2), obtendo

d ([ r? dp

— [ ——=—=) = —47Gr?p(r). 2.5
dr (p('r’) dr) pr) (25)
Esta é a equacao que deve ser resolvida para uma dada distribuicao de massa e para

as condicoes de contorno que sao:

p(0) = pe, p(R)=0

onde p. é a densidade no centro da estrela e R o raio da estrela.
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2.2.2 O método de Lane-Emden

Aqui introduziremos o método utilizado originalmente por Lane-Emden para
estrelas politropicas newtonianas [1]. Tal método permite encontrar uma equagao difer-
encial de 2* ordem que depende apenas da densidade p(r) e de sua derivada. Isto é
possivel para uma estrela politropica, pois a pressao é uma funcao apenas da densi-
dade e, portanto, a derivada radial da pressao na Eq.(2.5) pode ser escrita como uma
derivada da densidade. Deste modo esta equacao pode ser escrita em funcao apenas
de p(r) e suas derivadas. Escrevendo o raio e a densidade em funcao de varidveis adi-
mensionais, e apos alguma manipulacao algébrica, conseguimos chegar a uma equagao
diferencial de 2* ordem, conhecida como equacao de Lane-Emden. Esta equacgao é
bastante geral, e sua solucao depende apenas do indice politropico, o que é bem ttil,
pois assim encontramos a solucao para toda uma familia de estrelas de mesmo indice

politrépico.

A partir da equagao de estado politrépica (2.1) podemos encontrar, derivando

em r,
dp _(n+1) . 1dp
— = KpnLC 2.6
dr n P (2.6)
substituindo em (2.5), encontramos:
d (, . dp n  4rGrip(r)
= (r2pm-1Z2) o . 2.7
dr (r P dr) n+1 K (27)

Aqui, introduziremos duas variaveis adimensionais x e y para substituir r e p:

r=ax, (2.8)

p="by". (2.9)

Como queremos que as varidveis = e y sejam adimensionais, as constantes a e b tem
de ter dimensao de comprimento e densidade, respectivamente. Convenientemente

definimos b da seguinte maneira:

p=pey", (2.10)
onde p. é a densidade central. Utilizando as mudancas de variaveis definidas acima em
(2.7), obtemos

n—1
1 d [ ,dy 4G pe™
il 2y = n 2.11
xdep(x d:p) K nt1? (2.11)
Neste momento definimos a constante a como
HK
2= nt DK (2.12)

e p:T
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o que permite reescrever a Eq.(2.11) como

Py 2dy

— " =0. 2.13
dz?  xdx y ( )

Esta é a equacao de Lane-Emdem para um indice politropico n. Podemos ver que esta
equacao nao depende de nenhuma hipdtese a nao ser o indice politropico da equacao de
estado. Assim, podemos encontrar uma solugao y(r) para toda uma familia de estrelas
de mesmo indice politropico, ou seja o perfil da densidade em funcao do raio da estrela.

Para isso é necessario particularizar a constante K e a densidade central.

Devemos agora definir quais sao as condi¢oes de contorno que devem ser im-
postas a equacao de Lane-Emden. Levando em conta as mudancas de varidveis que
fizemos, quando r — 0 temos que x — 0 e y — 1 pois p(0) = p.. Para r = R temos

dy

que z(R) = R/a e y = 0 ja que p(R) = 0. Devemos exigir também que 5 — 0 para

z — 0 a fim de evitar uma singularidade no centro.

2.3 Estrelas Politrépicas Relativisticas

Até o presente momento nosso estudo se limitou ao caso newtoniano, no qual
as estrelas tém densidade baixa o suficiente para que possamos desprezar os efeitos da
Relatividade Geral. Essa aproximacao é boa o suficiente para a maioria das estrelas
na seqiiéncia principal, mas se quisermos estender nosso tratamento para objetos de
grandes densidades como as estrelas de néutrons, devemos levar em conta a Teoria
da Relatividade Geral. Nesta secao veremos como o estudo de estrelas politrépicas
feito anteriormente se mostra no caso relativistico. Assim como no caso newtoniano,
poderemos também chegar a uma equacao equivalente a de Lane-Emden para o caso
relativistico [2], e como na tltima se¢ao, nos limitaremos a um estudo analitico do

problema.

2.3.1 Equacao de Tolman-Oppenheimer-Volkoff

Neste estudo iremos considerar um fluido perfeito e esfericamente simétrico, o
que nos leva a escolher, a métrica estatica e esféricamente simétrica mais geral possivel

para o tratamento do problema, dada por

ds® = e’ 2at? — M dr? — r?(df* 4 sen0do?), (2.14)
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O tensor momento-energia de um fluido perfeito é dado por
T¥ = (p + pc)vtv, + pdl, (2.15)

onde p é a pressao, p é a densidade de matéria ou de maneira equivalente pc? = € é a

densidade de matéria-energia e v a quadri-velocidade.

Para definirmos a estrutura da estrela precisamos da equacao de Einstein que

nos define o campo gerado pela estrela:

Guu = K;TV;,L) (216)
1
Ry“ — igl,uR = KvTI/,u-

Estas equagoes nos levam as equagoes de campo para nossa estrela que podem

ser escritas como

1 1dX 1 G
A (A B il 2.17
¢ ( r2+rdr)+r2 ct Pes ( )
1dv 1 1 e
—A [ J— —_ — = . 218
€ ('r’ dr + r2) 72 ct P ( )

Aqui definimos a componente radial da métrica como:

mr)

e =1-2G (2.19)

c2r

Utilizando esta definicdo nas equagoes de campo (2.17) e (2.18), chegamos a

uma expressao para m(r), dada por

dm(r)
dr

m('r):/ 47r? pdr,
0

= dnrp, (2.20)

onde podemos interpretar m(r) como sendo a massa contida em uma calota esférica de

raio 7.
Devemos impor a conservagao do tensor momento-energia (7., = 0). Fazendo
isso chegamos a equagao
dp 1 dv

o N — . 2.21
dr+2(p+pc)dr 0 ( )

Esta é a equacao de Tolmann-Oppenheimer-Volkoff, que representa o equilibrio

hidrostético no caso relativistico. Utilizando novamente as equagdes de campo, (2.17)
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e (2.18), juntamente com (2.21), podemos eliminar dv/dr chegando a expressao para

o gradiente da pressao

dp G [m(r) + 473 (c%ﬂ )
dr 2y (1 — —2GT(T)) o+ pe), (2:22)

Os calculos detalhados que permitem chegar a esta equacao encontram-se nos Apéndices
A e B.

Nesta equacao relativistica de equilibrio hidrostatico se fizermos ¢ — oo cheg-
amos a equagao (2.4) para uma estrela Newtoniana. Podemos ver na equacdo acima
novas caracteristicas introduzidas pela Relatividade Geral. A mais evidente é a in-
fluéncia da prépria pressao em sua derivada. Além disso o gradiente da pressao contém
agora trés fatores relativisticos que medem o desvio do caso newtoniano, transformando

a equacao de equilibrio hidrostatico em algo muito mais complexo.

Com isso temos toda a estrutura de nosso objeto definida. Vejamos agora como

chegar a equagao de Lane-Emden para um objeto relativistico.

2.3.2 A equacgao de Lane-Emden para uma estrela relativistica

Assim como no caso newtoniano, seria interessante que obtivéssemos uma equacao
equivalente a (2.13) para uma estrela relativistica que também obedecesse a uma
equacao de estado politrépica. Deste modo poderiamos também calcular toda a es-
trutura de uma familia de estrelas com o mesmo indice politrépico. Isso seria de
grande valia para o estudo de objetos relativisticos como anas brancas e estrelas de
néutrons, que tém uma equacao de estado politropica. Assim teriamos como estudar

a estrutura de toda uma familia desses objetos com mesmo indice politropico.

Vamos supor que, assim como no caso newtoniano, nossas estrelas obedecem

uma equagao de estado politrépica (2.1). Vamos definir uma nova variavel u como:

C2

=———(1—-¢e). 2.23
ur) = (=) (223
Utilizando a equacao acima em (2.19), podemos escrever o coeficiente radial da

métrica como:
2Gm(r)u

e r=1 5
cAr

(2.24)

Fazendo esta mudanca de varidveis nas equagoes de campo (2.17) e (2.18), en-
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contramos uma nova equacao para a massa da estrela:

d
m('r’)d—z = d7rp. (2.25)

Assim como no caso newtoniano parametrizamos a densidade em funcao de um

varidvel adimensional
p=pey", (2.26)

e reescrevemos a equagao de estado na forma:

p = Kp Wyt (2.27)

Vamos agora definir uma nova constante dada por

_Kp/" P

2 D2

o (2.28)

Esta nova constante mede o desvio relativistico da estrela. Quanto maior seu
valor, mais relativistico nosso objeto é. E se fizermos ¢ — oo temos que o — 0. Uti-

lizamos essa constante nas Eqs. (2.27) e (2.21) obtemos a seguinte equagao diferencial
20(n+ 1)dy + (1 + oy)dv = 0, (2.29)

que ¢é facilmente integrada, e cuja solugao é

1 2(n+1)
¢ = e ( i ) . (2.30)
14+ oy

A constante de integracao e’ pode ser obtida pela condicao de continuidade de e”.
Queremos que a métrica satisfaca a solucao exterior de Schwarzchild. Assim, sabemos

que parar > R :
2GM

cr

e/ =er=1 (2.31)

Utilizando a solucdo exterior e que na superficie da estrela (r = R) temos que

p =0 — 1y =0 obtemos

_2GM

vIR) — eve(] An+1) = 1 . 2.32
) — (1 + ) — (2:32)
Este resultado permite-nos reescrever a Eq. (2.30) na forma
2GM
v _ (1 —2(n+1) [ 1 _ ) 2.33
& = (1+ay) L (233
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Até aqui utilizamos apenas a equagao de TOV (2.21) e a equagao de estado
politrépica (2.1) para encontrarmos uma relagao entre o coeficiente da métrica gog = €

e a variavel y. Isso nao é suficiente para determinarmos a estrutura da estrela e

A

precisamos também de uma relacado para o coeficente g;; = e*. Para isso,usando a

equagao para a nova variavel u, podemos reescrever a equagao(2.29) da seguinte forma

dv. 20(n+1)dy

—_—=— = 2.34
dr 1+oy dr (2.34)

Utilizando esta expressao, a Egs. (2.24) e substituindo na equacao de campo (2.18),

obtemos a seguinte equacao diferencial:

o(n+1) dy

2GMu 2GMu  GM  du
r i
1+oy dr

— =0. 2.35
)+ oy =0 (2:35)

(1

c2r c2r c?

A relagao entre u e y é dada por (2.25) escrita em termos de y na forma

du
m(r)—— = drrip.y™. (2.36)
dr
Assim como fizemos no caso Newtoniano vamos parametrizar as varidveis de

maneira a termos equagoes diferenciais adimensionais. Para isso, vamos definir as

varidveis

x = Ar, (2.37)
v(x) = iri/cfu(r), (2.38)

onde, para termos variaveis adimensionais, A tem de ter dimensao de inverso de com-

primento. Definimos A convenientemente como:

A:

1/2
AnGpe ] (2.39)

(n + 1)Kp(1:/n

Substituindo essas novas defini¢bes nas Egs. (2.35) e (2.36), encontramos as

seguintes equacoes diferenciais:

dyl—20(n+ 1)v/z dv
22 — = 24
dx 1+ o0y tutoryg 0 (240)
dv 9
— = " 2.41
=Ty (2.41)

Esta é a versao relativistica da equagao de Lane-Emden. Podemos verificar
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a consisténcia de nossos cdlculos fazendo o limite Newtoniano (¢ — 0) e vendo que

recaimos na equagao de Lane-Emden newtoniana estudada na tltima secgao.

As equagbes acima tém de ser resolvidas para um dado n e o, e sujeitas as

seguintes condicoes de contorno:

y(0) =1, (2.42)
v(0) = 0. (2.43)

Deste modo, obtivemos equagoes diferenciais para o tratamento de estrelas
esféricamente simétricas e politropicas, sejam elas de natureza newtoniana ou rela-

tivistica.



Capitulo 3

Estrelas Politropicas Carregadas

3.1 Introducao

Neste capitulo estenderemos nosso estudo de estrelas relativisticas para o caso
carregado [11], [12]. Nosso objetivo é estudar os efeitos de um campo eletromagnético
na estrutura de uma estrela relativistica. Sabemos que a luz da relatividade geral
todas as formas de energia contribuem como fontes do campo gravitacional. Portando,
a energia associada ao campo eletromagnético também contribui para a gravitacao.
Além disso, um objeto carregado também estd sujeito as interagoes eletromagnéticas.
Dessa maneira ha dois fenomenos distintos associados a natureza eletromagnética da
estrela: um é o acréscimo da matéria-energia que gera a gravidade e o outro sao as

interacoes eletromagnéticas repulsivas.

Estimamos na introducgao que para uma estrela Newtoniana temos nao mais do
que ~ 100C por massa solar. Esse valor é aceito em geral, mas lembremos que essa
estimativa é valida para estrelas Newtonianas, no caso de estrelas compactas como
as Estrelas de Neutrons essa estimativa tem de ser feita de maneira mais cuidadosa
levando-se em conta os efeitos relativisticos que nessas estrelas nao podem ser despre-
zados. Ainda que a neutralidade ou quas e-neutralidade elétrica seja aceita em geral,
continua sendo interessante estudar os efeitos que uma distribuicao de carga nao nula
pode ter na estrutura de uma estrela. Mesmo que essas estrelas nao sejam estaveis,
elas podem representar um estado intermediario de uma estrela de néutrons que, por

algum motivo ganhou cargas e estd decaindo para um buraco negro [12].

No estudo aqui apresentado iremos supor que nossa estrela tem uma distribuicao
de carga esféricamente simétrica, dando origem a um campo elétrico monopolar. Com
isso poderiamos esperar que nossa estrela teria uma nova contribuicao repulsiva aju-

dando a contrabalancar o colapso gravitacional. Veremos que isso realmente ocorre,

17
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mas as alteracoes da estrutura da estrela devido a introducao desse campo nao se
limitam a isso, pois nao podemos nos esquecer de que estamos tratando um problema
relativistico. Veremos que além de introduzir um termo repulsivo no gradiente de
pressao, o campo elétrico também gera um enfraquecimento do campo gravitacional
12

3.2 Estrutura de uma estrela relativistica carregada

Nesta seccao iremos rededuzir todas as equagoes que definem a estrutura de um
objeto carregado e relativistico. Como continuamos a estudar um objeto com simetria

esférica, vamos escolher a métrica esféricamente simétrica

ds? = e’ tdt? — MV dr? — 1r2(d6* 4 sen’0d¢?). (3.1)

Temos também que definir as fontes no interior da estrela, representadas pelo
tensor energia-momento. Iremos utilizar o tensor energia-momento do fluido perfeito,

somado ao do campo eletromagnético [?], [4]
2 1 ! 1 kl
T} = o+ pe w4 pdyy+ o= | FFEy o+ =00 FF™ (3.2)
m m

onde as variaveis tém seu significado usual. As componentes do tensor de campo e

letromagnético F"* obedecem as equagoes de Maxwell em sua formulagao covariante
[(—g)' 2], = dm " (—g)'?, (33)

onde J” é a quadri-corrente J* = (J°, 7), e g é o determinante da métrica.

Como estamos considerando o caso estatico temos que impor que a tnica com-
ponente nao nula de J” é a componente temporal J°. Além disso, para mantermos a
simetria esférica desejada devemos supor que essa componente dependerd apenas de 7.

Impondo isso nas equacoes de Maxwell obtemos

[(—g)'2F™] = 4] (—g)"/2. (3.4)

A dltima equacao pode ser facilmente integrada e obtemos o campo elétrico

dado por
67(u+/\)/2 for 47Tj06(l/+/\)/2d,r,

2

Fo r) = E(r) = (3.5)

r
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Na equagao anterior podemos identificar a carga por:

0= [ st 69
0

onde usamos que a densidade de carga pode ser escrita como [18]

—v/2

Pch- (37)

Pch = _ull‘]u —J=e

Utilizando a expressao encontrada para a componente F°' de acordo com a
Eq.(3.5) juntamente com a nova variavel definida na Eq.(3.6), conseguimos encontrar

o seguinte tensor energia-momento:

—(e+52) 0 0 0
2 T
Ty - R e L (3.5)
0 0o p+EZ 0
0 0 0 p+Z0
onde € = pc? que ¢é a densidade de matéria-energia e % = gi(rz) ¢ a densidade de

energia do campo elétrico.

Aqui, ja podemos observar uma caracteristica nova introduzida pelo campo
eletromagnético na estrutura do objeto. Podemos perceber, olhando para o tensor
energia-momento acima, que apesar de termos comecado utilizando um fluido perfeito
e isotropico, a presenca de um campo elétrico radial quebra a isotropia que tinhamos
no caso neutro, embora a simetria esférica ainda seja mantida. Podemos perceber que
as componentes angulares sao iguais entre si, mas diferentes da componente radial:
Tl # T2 = T3. As propriedades introduzidas por essa anisotropia serao estudadas com
mais detalhes no préximo capitulo, onde desenvolveremos todo um formalismo para o

tratamento de estrelas anisotrépicas.

Com o tensor energia-momento podemos utilizar a equacao de Einstein (2.17)

para encontrar as equagoes de campo:

(1 1\ 1 8@ Q2(r)
Af L Laa 4 _onG _
(& ( T2 + , d’f’) + T’2 C4 (p 87TT4 ) (39)
L (ldv 1 1 G Q*(r)
A
SR . 1
¢ (r dr + 7’2) r2 ct (6 * mrd (3.10)

Impondo a conservacao do tensor energia-momento no interior da estrela (7)., = 0),
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encontramos a seguinte equagcao:

p _ _dv
dr — dr

Q) dQ(r)

(p+e)+ drrt  dr

(3.11)

Nesse momento definimos uma expressao para a componente radial da métrica.
No caso neutro fizemos isso de maneira que a métrica interior coincidisse com a solucao
exterior de Schwarzchild na superficie da estrela. Como estamos considerando o caso
carregado, vamos definir a componente da métrica no interior da estrela de maneira

que coincida com a solugao exterior de Reissner-Nordstrém [6]:

_ 2Gm(r) N GQ*(r)

-\ _
e =1 e oy (3.12)
onde a derivada da massa em funcao do raio é dada por
2
dm(r) _ 47y - Q(r) dQ(T). (3.13)

dr c? c2r dr

Utilizando essas expressoes nas Eqs. (3.9) e (3.10), encontramos a seguinte expressao

para dv/dr:

2 r
dv 2G [m(’r’) + 42—53 (p - 4?#510)2)]
dr 272 <1 _ 20mi) GQ%")) ’

(3.14)

r2ct

Substituindo a equacao anterior na equacao de equilibrio hidrostatico encon-

tramos
arrd (0 Q%(r)
d_p _ _2G [m(r) + 2 (p 47rr4c2>:| (bte)+ Q(r) dQ(r) (3.15)
dr 272 (1 _ 2G72n(7“) G%QST)) Ard dr '

Esta é a equagao de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) para o caso carregado. O
primeiro termo do lado direito da equacao representa a parte gravitacional atrativa
e o segundo a parte repulsiva devido a forca coulombiana. Como podemos ver pelo
denominador do primeiro termo, a carga dentro da estrela modifica a métrica. Além
disso, como fizemos referéncia anteriormente, a densidade de energia elétrica acopla

com a gravidade como podemos ver pelo numerador do primeiro termo da equacao de
TOV.

Temos entao toda a estrutura do nosso objeto definida e vamos agora apresentar

a solucao dessas equacoes.
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3.3 Resultados.

Aqui iremos fazer uma discussao sobre as solugoes das equagoes estruturais
desenvolvidas anteriormente e dos procedimentos numéricos utilizados para resolve-
las. Temos quatro variaveis independentes que queremos calcular em funcao de 7:
p(r), m(r), A(r) e Q(r). Todas as equagbes para essas varidveis foram calculadas na

ultima secao e vamos reescrevé-las em suas formas diferenciais:

d\ _ 8rG (6+ sz) o <6A - 1) , (3.16)

dr ct S r

dm(r) 47rr2€ Q(r) dQ(r)

— 1
dr c2 + cr  dr (3.17)
dQ(r
CE; ) _ 4mr? pepe™?, (3.18)
43 (0 Q%(r)
@ _ _2G [m('f’) + 2 <p 47”,462)] (p N 6) N Q(T’) dQ(T) (3 19)
dr 272 (1 _ 20m(r) | GQfY)) Ard  dr ’

Nao precisamos de uma equacao para densidade de matéria-energia pois ela esta
ligada & pressao pela equagao de estado politropica (2.1). As condigoes de contorno

necessarias para resolver as equacoes acima sao

p(0) = pe = Kpit/m, (3.20)
AN0)=0— O =1, (3.21)
Q(0) =0, (3.22)
m(0) = 0, (3.23)
p(R) = 0. (3.24)

Temos quatro equagoes diferenciais nao lineares e acopladas. Para resolvermos
este sistema, utilizamos os métodos numéricos usuais para resolver equagoes diferenciais
de primeira ordem. Falta-nos apenas especificar a equacgao de estado politropica fixando

as constante K e n e também alguma hipdtese sobre a distribuicao de carga p, .

Para a equacdo de estado escolhemos um valor n = 3/2 e K = 0.05fm®3. Estes
valores se ajustam bastante bem a equacao de estado obtida por modelos relativisticos

para estrelas hiperonicas [22], [23],[24].

Ainda temos que escolher uma distribuicao de carga para a nossa estrela. Re-
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solvemos utilizar o seguinte Ansatz para a distribui¢ao de carga [12]:

pn = f X €. (3.25)

No apéndice C encontra-se explicado detalhadamente as unidades da constante f e seu

significado fisico.

Este Ansatz significa essencialmente que a quantidade de carga no interior da
estrela aumenta proporcionalmente a densidade de energia da estrela. Esta hipotese
parece razoavel, pois sabemos que uma quantidade maior de carga no interior da estrela
vai requerer uma quantidade maior de matéria-energia de maneira que a gravitacao
consiga segurar essa carga. Assim, temos mais um parametro f que nos ajudara a
variar a quantidade de carga no interior da estrela (um f pequeno implicard uma
quantidade de carga pequena e vice-versa) [11]. Devido a esta hip6tese, veremos que a
carga @(r) cresce aproximadamente de maneira linear com a massa m(r). Além disso,
na superficie da estrela, onde a densidade de energia é pequena, a densidade de carga

também o serd, o que favorece a estabilidade da estrela.

3.3.1 Diagramas Massa-Raio e Massa-Densidade Central

Realizamos um estudo para cinco valores do parametro f e obtivemos, variando
continuamente o valor da densidade central uma familia de estrelas, os resultados de-

scritos a seguir.

Na figura (3.1) temos que as estrelas na regido de alta densidade e com massa
pequena sao instdveis, uma vez que dM/dp, < 0. Assim, as estrelas estdves sdo aque-
las encontradas na regiao de baixa densidade. Podemos notar que no caso em que
f =10.0001 o efeito da carga na estrutura é praticamente nulo e a massa da estrela é
essencialmente igual ao do caso neutro. Conforme vamos aumentando o parametro f,
a estrutura comeca a sentir os efeitos da carga e as massas das estrelas, para o mesmo
valor de densidade central, comecam a ficar bem maiores. De fato, podemos ver pela
figura (3.1) que as massas aumentam sensivelmente com f, demonstrando uma relagao

nao linear com esse parametro.

Podemos ver na figura (3.2) o diagrama massa raio da familia de estrelas apre-
sentadas na figura anterior. Como ja comentamos, vemos que as estrelas sao maiores
e de maior massa devido a existéncia de uma forca repulsiva que ajuda a manter o
equilibrio da estrela. Omitimos a curva de carga maxima obtida para f = 0.0011 pois,

devido ao seu grande valor de massa e raio, ela suprime as outras curvas.

Na figura (3.3) e (3.4) vemos a relagao carga-raio e carga-massa respectivamente,
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Massa x Densidade central

T T T T ——-1 T T T T T T 1T T T T T T T 1T
— £=0.0001
10l — £=0.0005 B
f=0.0008
— =0.001
£=0.0011
5°
5 L —]
0 1 1 1 1 11 11 I 1 1 1 1 11 11 I 1 1 1 1 11 11
1 2 3 4
1,0x10 1,0x10 1,0x10 1,0x10

e, (MeV/fm")

Figura 3.1: Massa x densidade central para os cinco valores de f estudados.

confirmando o que esperavamos, que estrelas com mais carga sao maiores e de maior

massa.

Ainda que o campo elétrico ajude na sustentacao da estrela, temos um limite
maximo de carga que a gravitacao consegue suportar. Podemos constatar nos nossos
calculos que o limite maximo para o parametro f é de 0.0011. A partir desse valor nao
conseguimos mais uma estrela, o que significa que o gradiente de pressao dp/dr torna-
se positivo dentro da estrela, como discutiremos na proxima secao. Isso demonstra-se
numericamente quando nao conseguimos mais encontrar uma solugao convergente, ou

seja nossa condi¢ao de contorno p(R) — 0 nunca se satisfaz.

Apresentamos na tabela (3.1) os valores de massa, raio, densidade central e

carga para as estrelas de massa maxima obtida para os diversos valores de f.

Tabela 3.1: Massa, raio, densidade central e valores de carga para as estrelas de massa

f M[Mg)] | R(km) | e.(MeV/fm?) | Q(x10%C)
0.0001 || 1.43 11.87 1150.41 0.259
0.0005 || 1.765 13.55 1202.6 1.517
0.0008 | 2.728 18.47 | 652.87 3.434

0.001 | 5.248 31.47 | 226.55 7.576
0.0011 || 12.15 68.7 47.04 18.314

méxima para varios valores de f.
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Massa x Raio

5 T T I T
4= _
3L — £=0.0001 _
g — £=0.0005
= £=0.0008
s T — £=0.001 1
Z
s Ll _
1 — —
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Raio (Km)

Figura 3.2: Massa-Raio para os cinco valores de f estudados.

3.3.2 O limite maximo de carga

Conforme mencionamos, foi encontrado um limite maximo para a constante f

de maneira a ainda termos uma solugao que gere uma estrela estavel.

Para entendermos o que ocorre a partir de um certo valor de f que acaba
impedindo a formacao de uma estrela, vamos olhar novamente para a equacao TOV

de um objeto carregado:

ap 26 [m0)+ 25 (= 5 )| QU Q) (g )

- +e€)+
dr c2r? (1 — 2(;07;(7") + Gﬁiﬁ”) o dmrt - dr
Podemos escrever esta equacao da seguinte maneira:
d d Tav d e
P _Horav | el (3.27)

dr dr dr’

onde dpg,q,/dr e dpe/dr representam o gradiente de pressao gravitacional e o de pressao
elétrica, respectivamente. Dessa maneira, vemos que a estrutura da estrela depende
do balanco entre esses dois gradientes. E se o gradiente total tornar-se positivo a
estabilidade da estrela é destruida. Fizemos os gréaficos dessas duas fungoes e de suas

somas, conforme apresentadas nas figuras (3.5) e (3.6).

Fica claro dos graficos, a medida que permitimos que as estrelas possuam mais
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Carga - Raio
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Figura 3.3: Relagao Carga-Raio para os diversos valores de f estudados.

cargas o balanco entre as partes gravitacional e elétrica torna-se mais delicado, de
maneira que sua soma se torna quase zero, implicando um gradiente total muito pe-
queno. Com um gradiente total de pressao muito pequeno, a variagao da pressao se
da muito lentamente. Como vimos que nossa estrela s6 termina no momento em que
a pressao se anula, isso implica que quanto mais carga a estrela possuir maior ela
serd. Conforme vamos aumentando a carga, o gradiente total de pressao tende ass-
intoticamente a zero, de maneira que nessa situacao limite a pressao se torna quase

constante.

Em uma primeira analise podemos pensar que o comportamento descrito ante-
riormente surge devido a um aumento do gradiente elétrico. Contudo, nao podemos
deixar de perceber que o fato de termos uma distribuicao maior de carga no interior
da estrela nao apenas aumenta o gradiente coulombiano, mas ajuda a diminuir o fator
gravitacional. Este é um fenomeno puramente relativistico em que o campo elétrico

ajuda a enfraquecer o campo gravitacional.
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Carga-Massa
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Figura 3.4: Relagdo Massa-Raio para os diversos valores de f.
3.3.3 A massa da estrela

Nesta secao iremos discutir brevemente a definicao de massa de uma estrela.

Como vimos anteriormente, a integracao da Eq.(3.13 nos fornece a massa da estrela:

_ [T Q*(r) Q*(R)
M_/O 2 (e+ v ) dr + SR (3.28)

Podemos interpretar essa equacao como sendo a massa da estrela vista por um
observador no infinito. E interessante notar que nao temos contribuicao apenas da
matéria-energia usual, mas também da matéria energia acumulada no campo elétrico.
Podemos ver essa contribuicao dentro da estrela na integracao onde se soma a densidade
de matéria energia do gas, e também no segundo termo fora da integral. Esse termo
representa toda a energia acumulada pelo campo elétrico desde a superficie da estrela
até o infinito. Enquanto a distribuicao de matéria-energia do gas termina na superficie

da estrela, o campo elétrico nao estd sujeito a essa limitacao e contribui fora da estrela.

Podemos entao fazer uma mudanca de variaveis da seguinte maneira:

() = m(r) — E) _ /O i (e + QQ(T)) dr (3.29)

2rc? c? St

dm/ _ 4grr? (e N QQ(T’>)

(3.30)

dr c? mrd
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QGradiente de Pressao
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Figura 3.5: Gradientes de pressao total, elétrica e gravitacional para f = 0.0008.

Essa nova varidvel m’ representa a massa da estrela vista por um observador
em sua superficie [11]. Realizamos nossos célculos utilizando essas duas defini¢oes de

massa.

Nas figuras (3.7) e (3.8) apresentamos os diagramas massa-raio da familia de
estrelas geradas com a massa no infinito e na superficie. Como poderiamos esperar
para o caso com menor carga, figura (3.7), ndo temos nenhuma diferenga entre as duas

massas. No caso com muita carga, figura (3.8), esta diferenga é bem acentuada.

3.4 A Equacao de Lane-Emden para uma estrela

relativistica carregada

Nesta seccao iremos apresentar uma deducao do que seria a andloga da equacao
de Lane-Emden para o caso relativistico com carga. Como ja vimos, a estrutura de uma
estrela carregada apresenta mais graus de liberdade que no caso neutro (de fato, no
caso neutro temos duas equagoes para resolver, enquanto no carregado temos quatro),
o que implicard uma necessidade de fazer mais hipoteses. Ainda assim, representa uma
tentativa interessante de generalizar a equagao de Lane-Emden para o caso relativistico

carregado [13].

Vamos fazer as seguintes mudancas de variaveis no tensor energia-momento
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Figura 3.6: Gradientes de pressao total, elétrica e gravitacional para f = 0.001.

(3.8):

E? E?
Pr=D— =, Pef=p+—. 3.31
8’ ! 8 (3:31)
Essa mudanca de variaveis nao é feita por acaso, pois, como veremos no proximo
capitulo é essa mudanca que define o tratamento anisotrépico do problema. Entretanto,
aqui ainda nao estamos considerando a anisotropia e essa mudanca foi feita apenas por
conveniéncia. Com isso nosso tensor energia-momento assume a forma
E? E?

TF = diag(—pesc®, prp+ —,p + —), 3.32
= diag(—pesc”,p p+8ﬂp+8ﬁ) (3.32)

onde nao aplicamos a mudanca de varidveis nas partes angulares pois isso nao nos

traria nenhuma vantagem.

Com essas mudangas a Eq.(3.11) assume a forma:

dp,  ldv E?

2
= ——(p, . — .33
dr 2d7’(p +pfc)+27rr (3.33)

Utilizando nossa definigdo da métrica (3.12) e nossa expressao de m’ (3.29),

definimos uma nova variavel ( /\) )
1—eMre
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Figura 3.7: Diferenga entre as massas na superficie e no infinito para f = 0.0001.

Que nos permite reescrever (3.12) como

2Gm/x
-2
=1- . 3.35
. (3.35)
Escrevendo a Eq. (3.9) como funcao de = obtemos a seguinte relagao:
d
m’d—f — drr2pes. (3.36)

Aqui faremos nossa primeira hipétese nesse tratamento, supondo que toda a
pressao efetiva do termo radial obedeca a uma equacao de estado politrépica e nao

apenas a pressao do gas, ou seja,

pe =K pif" (3.37)

Precisamos também de uma hipdtese sobre o campo elétrico se quisermos ter
mais algum avango. Faremos isso supondo que o segundo termo da Eq. (3.33) pode

ser escrito como o gradiente de uma pressao elétrica

E2 o dpel
o2rr  dr

. (3.38)

Além disto, suporemos que essa pressao elétrica pode ser descrita por uma equacao de
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Figura 3.8: Diferenga entre as massas na superficie e no infinito para f = 0.001.

estado politropica
P = Kap ™™ (3.39)

Estamos admitindo assim, que toda a matéria-energia no interior da estrela obedece a

uma equacao de estado politropica

Assim como fizemos no capitulo dois vamos escrever as densidades de energia

em uma forma paramétrica e impor a mesma dependéncia

Pef = pefcena Pel = pelcena (340)

onde pese € pee sao as densidades de energia efetiva e elétrica no centro da estrela,

respectivamente. Com isso tanto p.; quanto p, assumem a forma

Pr = Krpi}_cl/nen-i_la DPel = Kelpiltl/nen—’—l- (341)

Usando essas equagoes na Eq. (3.33) obtemos

dv (o0 — oen) df
— =2 11— 3.42
dr (n+1) o0 +1 dr’ ( )
onde y )
K (& Z K ! " eLc
o= —lede gy = Rl o Pe (3.43)
c? c? Pefc
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Integrando a Eq. (3.42) e usando o fato de que v — v, quando # — 1 obtemos

o+1
gl +1

v o__ l/C<

)2("7“)(0*%117). (3.44)

Usando a Eq. (3.44) no limite onde r = R e sabendo que nesse caso 6 = 0,

conseguimos ao compararmos com a Eq. (3.12) a seguinte relagao

2G'm/’
rc?

e = (06 + 1)"2"s (=oan) (] — ). (3.45)

Substituindo esta expressao na Eq. (3.42) e usando a Eq. (3.10) encontramos:

2Gm’x N Gm'x  Gom' dx

(n+1)(c —oqn) db
—(1 —0 =0. 46
of +1 Tdr< rc2 ) rc2 c? dr 0 (3.46)

Assim como no capitulo dois, realizemos mudancas de varidveis

f A3Mefl‘
- > - & 4
onde A é definido por:
1/2
4 ejc
A= Lfl/n] (3.48)
(’I’L + 1)[(pefc
Deste modo as Eqgs. (3.46) e (3.36) podem ser reescritas na forma
df (1 = %tn) — (n+1)(0 — gan)v/¢ dv
s e 0§ — = 0; 4
fdg e +U+O’€d§ 0; (3.49)
dv 9
— =£0". 3.50
&= (3.50)

Essa é a generalizacao da equacao de Lane-Emden para uma estrela relativistica
e carregada. Como podemos ver, tivemos de utilizar uma série de hipdteses para obter
esta generalizacao. Pretendemos, no futuro, utilizando as conclusoes sobre estrelas
anisotrépicas que apresentaremos no proximo capitulo, refinar este estudo de maneira

a torna-lo mais realista.



Capitulo 4

A anisotropia das estrelas

carregadas

4.1 Introducao

Neste capitulo iremos realizar um estudo mais detalhado da estrutura de uma
estrela anisotropica. Iremos rededuzir de maneira geral as equacgoes que definem a
estrutura de uma estrela anisotrépica[l5], para depois aplicar ao caso das estrelas car-
regadas estudadas no capitulo anterior. Como ja foi mencionado, um objeto carregado
com um campo elétrico radial apresenta uma estrutura anisotropica. Iremos aqui ap-
resentar o formalismo para o tratamento de qualquer objeto estelar anisotrépico, mas
que preserve a simetria esférica[l14]. Uma vez que tenhamos esse formalismo bem es-
truturado, poderemos utiliza-lo para resolver o mesmo problema que resolvemos no
capitulo anterior. E assim testé-lo. Veremos que devemos utilizar com muito cuidado
esse tratamento de estrelas anisotropicas, uma vez que obtivemos resultados diferentes.
Tal diferenca, como iremos mostrar, deve-se basicamente a diferenca na superficie da
estrela entre a ”pressao’radial e a pressao termodinamica escalar. Quando estamos li-
dando com uma estrela anisotropica consideramos como ”pressao”radial a componente
T} do tensor momento-energia. Mas, como veremos, essa componente nao representa
a pressao termodinamica da estrela, no caso anisotropico. Iremos mostrar alguns re-

sultados numéricos e compararemos esses resultados com os do capitulo precedente.

32
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4.2 A estrutura de uma estrela anisotrépica

Assim como no caso anterior iremos tratar de um objeto estelar com simetria
esférica. Pode parecer contraditério tratar de um objeto anisotrépico e com simetria
esférica, mas lembramos que a anisotropia que estamos discutindo aqui nada tem haver
com a simetria esférica. Nossos objetos sao anisotropicos pois as componentes angulares
de seu tensor energia-momento, sendo iguais entre si, sao diferentes da componente
radial, contudo todas as componentes continuam sendo fungao apenas da coordenada
r, preservando assim a simetria esférica. Dessa maneira a escolha mais ébvia para a

métrica, continua sendo a métrica esféricamente simétrica

ds® = e’ Edt? — XM dr? — r2(d6? + sen®0d¢?). (4.1)

Vamos considerar entao um tensor energia-momento anisotrépico da seguinte

forma:
—EQf 0 0 0
T — 0 p(r) O 0 (4.2)
0 0 p(r) 0

0 0 0 pr)

Com o tensor energia-momento ja definido, estamos aptos a calcular as equacoes de

campo para nossa estrela, que podem ser escritas como

1 1d)\ 1 G
“A
I AR I I 43
© (r2+7’d7’)+r2 c4p (4.3)
1dv 1 1 G
Y
oI | e S 4.4
¢ (rdr+r2) 72 c4€f (4.4)

Aqui, em analogia com a solucao exterior de Schwarzschild, definimos a componente

da métrica

B 2Gm(r)

e =1 5
rc

, (4.5)

onde, com o auxilio das equagoes de campo (4.3) e (4.4), conseguimos encontrar a

seguinte equagao para a fungao m(r):

dm(r) 2Cef
o = Ay = (4.6)

Assim como nos capitulos anteriores, vamos impor a conservacao do tensor
energia-momento (7)., = 0) e encontrar a equagao

dp, 1dv

2
—5 (e eer) + = (o= 1) 4,
dr 2dr (pr+ ey r (P =pr) (4.7)
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Comparando com o caso isotrépico, vemos o surgimento de um termo de anisotropia

que a partir de agora iremos chamar de:

A=p—pr. (4.8)

Esse termo desempenha um papel fundamental na estrutura do objeto , pois
pode favorecer o equilibrio da estrutura ou a sua destruicao, dependendo se ele é

positivo ou negativo:

e A > 0 age como um gradiente de uma forca repulsiva.
e A < 0 age como um gradiente de uma forca atrativa.

e A = ( caso isotrépico.

Como fizemos anteriormente , obtendo a expressao para dv/dr e substituindo

na Eq. (4.7), encontramos a equacao de equilibrio de uma estrela anisotrépica

dp, G |m(r)+ % p, 2
dr | o1 _ 9 &m(r) (prt-ces) + ;A' (4.9)

A equacao acima deve ser resolvida para as seguintes condi¢oes de contorno:

pr(0) = Dre (4.10)
A0)=0— e =1, (4.11)
Q(0) =0, (4.12)

m(0) =0., (4.13)

pr(R) =0 (4.14)

Aqui encontramos uma sutil, mas muito importante diferenca do caso isotrépico.
Quando estamos resolvendo o problema pelo formalismo anisotrépico, a condi¢ao que
nos determina o final da estrela é dada por T} = p,(R) = 0 [14]. Devemos notar que
nem sempre a componente radial do tensor energia-momento é equivalente a pressao
escalar termodinamica. De fato, no caso isotrépico ela é idéntica, mas, como veremos
a seguir, devido a anisotropia gerada pelo campo elétrico no interior da estrela esta

componente nao ¢ mais igual a pressao termodinamica.
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4.3 Estrelas carregadas e anisotropia

Como foi mencionado no capitulo anterior, podemos ver que a estrutura de uma
estrela dotada de um campo elétrico monopolar é naturalmente anisotrépica. Haviamos

visto que o tensor energia-momento desse objeto é dado por:

—(e+29) 0 0 0
0 p—L g 0
T = srrd ) (4.15)
0 0 p+ 8mrd 0
0 0 0 p+el

Comparando as componentes desse tensor com as do tensor (4.2) podemos facilmente
notar a anisotropia. Desta comparacao obtemos as componentes do tensor energia-

momento anisotropico:

€op = €+ 2;5? (4.16)
pr(r)=p— 2;(;) (4.17)
pe(r) =p+ g;(ﬁ (4.18)

Aqui notamos o que ja haviamos mencionado, a componente radial do tensor
energia-momento nao é mais apenas a pressao termodinamica, mas contém uma con-

tribuicao associada & pressao do campo elétrico p, = E?/87 = Q*/8xr?.

Com a identificacao feita anteriormente, podemos calcular o termo de anisotropia

(A), dado agora por:
Pe = Pr= 8 (4.19)

Agora, estamos preparados para resolver o problema utilizando o formalismo
anisotrépico, pois ja temos uma expressao para p,, para A e para €.;. Evidentemente,
utilizaremos a mesma equacao de estado politropica e o mesmo ansatz para a dis-
tribuicao de carga, de maneira que possamos comparar os resultados. Vamos escrever

explicitamente as equagoes que devemos resolver:

dp, G [m(r)+ 22p, 2 (Q*(r)
dr 2?2 | 1 Cml) (pr+ce) + 2\ Tt ) (4.20)
dm(r) = 42t (4.21)

dr 2’
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d)\_87TG et —1

= e ——, (4.22)
d?iir) = 41 pepe?, (4.23)
juntamente com a equacao de estado
p==Fk (0—2)5/3, (4.24)
pr(r)=p— gjri? (4.25)
€op = €+ 2;5;) (4.26)

Essas equagoes estao submetidas as condigdes de contorno explicitadas nas Eqgs. (4.10)
a (4.13).

4.4 As solucoes da estrela anisotrépica

Nesta secao iremos apresentar as solucoes para o sistema de equacoes definido na
ultima secao. Assim como fizemos no capitulo anterior, utilizamos cinco valores para
a constante f e variamos continuamente a densidade central de maneira a obtermos

uma familia de estrelas.

Os resultados apresentados na figura (4.1) mostram estrelas de massa bem menor
que as apresentadas no capitulo 3. Podemos ver também da figura (4.2) que essas
estrelas sao também bem menores. Além disso, no caso em que f = 0.0001, que
é a situacao em que a estrela se comporta quase como se fosse neutra, temos um
comportamento distinto dos outros casos. Isso ocorre pois nessa situagao a anisotropia
praticamente nao existe e o resultado recai no caso do capitulo anterior para carga

muito pequena.

Poderiamos esperar entao, que essas estrelas também possuissem uma quanti-
dade menor de carga, o que explicaria seu tamanho e massa reduzidos. Uma vez que
essas estrelas possuem um campo elétrico menor elas teriam uma forga repulsiva menos
intensa para a equilibrar a atragao gravitacional, nao permitindo assim uma quantidade

maior de massa.

Os diagramas carga-massa e carga-raio apresentados nas figuras (4.3) e (4.4)
mostram o que haviamos previsto. Comparadas com as curvas do capitulo anterior,

podemos ver que as estrelas anisotropicas contém uma quantidade bem menor de carga,
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Figura 4.1: Massa x Densidade central para o caso anisotrépico.

0 que nos permite entender entao sua massa e raios reduzidos. Apresentamos na tabela

4.1 as estrelas anisotrépicas correspondentes as estrelas de massa maxima do cap.3.

f M[My] | R(km) | e.(MeV/fm?) | Q(x10%)C
0.0001 || 1.43 11.11 1150.41 0.259
0.0005 || 1.54 10.07 | 1202.6 1.34

0.0008 || 1.69 10.87 | 652.87 2.19

0.001 1.66 13.75 | 226.55 2.54

0.0011 || 1.18 19.50 | 47.04 1.19

Tabela 4.1: Estrelas com as mesmas densidades centrais das estrelas de massa maxima do
capitulo 3.

Falta entendermos entao por que quando resolvemos o problema utilizando o
formalismo anisotrépico encontramos objetos menores, menos massivos e menos car-
regados. Faremos isso na proxima secao, onde compararemos estes resultados com os

obtidos no capitulo anterior.
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Figura 4.2: Massa x Raio para o caso anisotrépico.

4.5 A diferenca entre o caso anisotrépico e a solugao

usual

Nesta secao iremos apresentar as diferencas entre as solucoes encontradas pelo
método usual [11] e a solugao utilizando o formalismo anisotrépico [14] desenvolvido
neste capitulo. Esta é a principal contribuicao deste trabalho, onde nos valemos de
uma solucao ja bem estabelecida para testarmos o tratamento anisotrépico do pro-
blema. Como veremos, as solugoes obtidas utilizando este formalismo com a condicao
de contorno p,(R) = 0 ndo parecem ser as corretas. Serd mostrado que neste caso

obtemos estrelas com pressao e densidade nao nula na superficie.

Vamos primeiro constatar a equivaléncia entre a equagao de TOV para estrelas

carregadas do capitulo anterior e a que acabamos de obter para o caso anisotrépico

dp, G | m(r)+ 2£2p, 2 (Q*(r)
— c ) + 2 . 4927
dr Ar2 | 1 9fmn (pr + €cs) r o\ 4mrrd (4.27)

Seria esperado que ao fazer as substitui¢oes definidas nas Eq. (4.25) e (4.26)

encontrariamos a Eq.(3.15). De fato, se fizermos essa substituigdo nas Egs.(4.20) e
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Carga x Massa
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Figura 4.3: Carga x Massa para o caso anisotrépico.

(4.21) conseguimos encontrar

Q*(r) 4773 Q3(r)
dp G m(?“) T 29r + c? (p T dnrt ) ( n ) n Q(T’) dQ(T) (4 28)
— = €) + —2 2 .
dr c2r2 1 — 2m) b dnrd dr

dr c?

dm(r) _ 4mr? <€+ gi&?) . (4.29)

Podemos ver entao, que o formalismo anisotropico utiliza automaticamente a
defini¢do da massa da estrela vista por um observador na superficie (Eq.3.29). Fazendo

a substituicao para a massa no infinito

2
m(r) — m(r) + QQCS?, (4.30)
que implica
dm(r) 4nr?  Q(r)dQ(r)
= 4.31
dr c? ot cAr dr (431)
encontramos exatamente a equacao de TOV 3.15 deduzida no caso carregado,
47r3 QQ(T)
p %G [m(r) + 5 (P - 4m«4¢2ﬂ Q(r) dQ(r)
=— . 4.32
(p+e)+ g (4.32)

c2r r2ct

dr 22 <1 _20m) GQ%))
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Figura 4.4: Carga x Raio para o caso anisotrépico.

Como vemos entao, a diferenca entre o caso anisotropico e o caso usual estudado
no capitulo 3 é apenas uma mudanca de variavel. Dessa maneira, seria correto esperar
que uma solucao recaisse na outra quando mudassemos a condicao de contorno na

superficie, p,.(R) = 0, para a utilizada usualmente que envolve a pressao escalar

Q*(R)

p(R) =0—p.(R) + Ty

=0. (4.33)

Como podemos ver na fig. (4.5), as massas das estrelas geradas pela método
usual sao maiores que as geradas pelo método anisotropico, como ja foi constatado
anteriormente. Mas se mudarmos a condicao de contorno da solucao anisotrépica de
acordo com 4.33, vemos pela fig. (4.6) que as duas soluges coincidem exatamente.
Agora temos a certeza que os dois casos sao completamente equivalentes. O que nos
leva a concluir que no caso de estrelas anisotropicas a condi¢cao de contorno correta é
a de que a pressao escalar se anule e nao p,. Entao resta responder por que o caso
anisotrépico resolvido com a condi¢ao de contorno usada na literatura (p, = 0) gera

estrelas com massas e raios tao reduzidos. Para isso vamos analizar o perfil p x €, ou

seja, a variacao da pressao em funcao da densidade de energia dentro da estrela.

Apresentamos nas figs (4.7) e (4.8) os perfis de p das estrelas de massa méxima
obtidas pelo método usual e de p, obtido das estrelas anisotrépicas, em funcao da
densidade de matéria energia, para dois valores de f. Como podemos ver no caso

em que temos uma quantidade carga muito pequena f = 0.0001 nao conseguimos ver
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Figura 4.5: Comparacao entre massas da solugao usual e da anisotrdpica, para f = 0.001.

nenhuma diferenca entre os dois perfis, mais uma vez comprovando que nesse caso a
anisotropia desaparece. Mas quando o efeito da carga é relevante (f = 0.001) j& temos
uma diferenca bem acentuada entre os dois casos. Podemos ver que p, se anula bem
mais rapidamente que p. O que nao é nenhuma surpresa, pois sabemos que p, é igual
a pressao termodinamica subtraida da pressao associada ao campo elétrico, e essa, por
sua vez € sempre positiva. Dessa maneira quando utilizamos a condi¢ao de contorno
anisotropica e p, se anula significa que chegamos ao fim da estrela. Isto é, o seu raio
serd menor que o da solucao usual. Ou seja, todo o intervalo da densidade de energia
onde p, é negativo nao ¢é levado em conta na integragao da massa no caso anisotropico,

levando-nos a estrelas menos massivas e consequentemente com carga menor.

Conseguimos entao explicar por que as estrelas anisotropicas sao menos massi-
vas, mas ainda resta concluirmos qual das duas condigoes de contorno é a mais correta.

Se examinarmos a condicao de contorno anisotrépica, temos que em r = R

pr(R) =0, (4.34)
o) = C0, (4.35)

o(R) = (1@)/ (436)
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Figura 4.6: igualdade entre massas da solu¢ao usual e da anisotrépica com a nova condi¢ao
de contorno, para f = 0.001.

Enquanto que na condigao de contorno usual temos que

p(R) =0, (4.37)
pr(R) = %, 4.38)
p(R) = 0. (4.39)

As 1ultimas equacoes mostram que as estrelas anisotropicas tém uma pressao
proveniente do gas nao nula na superficie, assim como a densidade de matéria-energia.
O fato de termos a densidade de matéria-energia nao nula na superficie nao é um
grande problema, pois esse tipo de comportamento é previsto em outros objetos como
as estrelas de quarks. Mas o fato de termos uma pressao nao nula na superficie, implica
que a estrela estd exercendo uma forca para fora da estrela, uma vez que temos uma
descontinuidade em p(R) e p(R + dr), indicando que existe uma forga ndo nula. Como
impomos que a estrela estd em equilibrio hidrostatico, isso implicaria que a estrela
estd sustentando algo que contrabalancaria essa forca externa. Mas o que ela estaria
sustentando se a estrela acabou em r = R? Como podemos ver essa condicao de
contorno nao € a correta pois nos leva a inconsisténcia fisica, pelo menos quando a

fonte da anisotropia tem origem em um campo.

Por outro lado, quando utilizamos a condicao de contorno da solugao usual,
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Pressdo x densidade efetiva
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Figura 4.7: Perfil p e p, em funcao de €, para f = 0.0001.

temos que tanto a pressao quando a densidade de matéria-energia se anulam na su-
perficie, evitando assim qualquer inconsisténcia como no caso anterior. Deste modo,
podemos concluir que a condicao de contorno correta no estudo das estrelas anisotropicas
é a de que a pressao do gas se anule na superficie e nao a componente radial do tensor
energia-momento, que é a condi¢ao de contorno usada na literatura [14]. Além disso

como ja mostramos, as duas solucoes sao equivalentes com essa condicao de contorno.

Ainda assim é importante lembrar que tanto no caso usual quanto no caso
anisotropico, as componentes angulares do tensor energia-momento nao se anulam na
superficie. Mas isso nao é problema, pois embora a pressao associada a essas com-
ponentes nao seja nula na superficie, sua derivada é sempre nula. Devemos lembrar
que como estamos admitindo simetria esférica no nosso problema, em todos os pontos

da superficie essas componentes terao o mesmo valor, de modo que sua derivada se

anulara.
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Figura 4.8: Perfil p e p, em funcao de ¢, para f = 0.001.
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Capitulo 5
Conclusao

Nosso objetivo com esse trabalho foi fazer um estudo detalhado sobre a estrutura
de uma estrela relativistica politropica e carregada e da anisotropia decorrente do
campo elétrico que surge no interior da estrela. Para isso fizemos um estudo de estrelas
politréopicas, tanto newtonianas como relativisticas. Com esse estudo comprovamos
a versatilidade da equacao de estado politropica, o que nos motivou a utilizar essa
equacao de estado para o caso carregado. No segundo capitulo reproduzimos uma
técnica bastante 1til, que s6 pode ser utilizada em uma estrela com equacao de estado
politrépica. Ela nos permitiu simplificar as equacoes de estrutura da estrela, tanto no

caso newtoniano quanto no relativistico.

Depois de ter estudado as estrelas politropicas de maneira geral, particular-
izamos nosso estudo para as estrelas politropicas carregadas. Tivemos que primeira-
mente fazer um Ansatz para a distribuicao de carga, supondo que esta era proporcional
a densidade de matéria-energia, de maneira que quanto mais carga a estrela possuir
mais massa ela tera para poder manter essa carga em sua estrutura. Tendo feito essa
suposicao e utilizando uma equacao de estado politrépica, encontramos entao a solugao
para esse problema. Utilizamos alguns valores para a constante de proporcionalidade f
entre a distribuicao de carga e a densidade de matéria-energia de maneira a obtermos
solucoes com mais ou menos carga. Uma vez encontrada as solucoess, ficou claro que
para pequenos valores de f a estrela se comportava como no caso neutro. Conforme
fomos aumentando o valor de f as massas e os raios das estrelas foram aumentando
bastante, como era de se esperar. Uma vez que colocamos mais carga no interior da
estrela um campo elétrico cada vez maior se estabelece, e junto dele uma forcga repulsiva
que ajuda o gas no interior a equilibrar a contracao gravitacional. Ainda assim, encon-
tramos um limite para a quantidade de carga que a estrutura da estrela pode agiientar:
vimos que nao é possivel encontrar solugoes para valores de f maiores que 0.0011, o

que significa uma carga muito grande @ ~ 10?°C. Para cargas superiores a esse valor
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o campo elétrico é tao grande que o gradiente de pressao associado a ele somado ao
gradiente de pressao gravitacional, faz com que o gradiente total de pressao se torne
cada vez mais préximo de zero, podendo inclusive tornar-se positivo. Desta maneira, a
pressao nao tende mais a zero e pode até ser crescente, impedindo a formacgao de uma

estrela estavel.

Outro comportamento interessante que foi observado nessas estrelas é que na
equacao que representa seu equilibrio hidrostatico nao surge apenas um termo associado
a repulsao elétrica mas também um novo termo no fator associado ao gradiente de
pressao gravitacional. Este termo que tem sua origem na pressao associada a densidade
de energia elétrica acopla-se diretamente com a gravidade enfraquecendo o gradiente

gravitacional.

No nosso estudo, vimos que, para que a carga tenha algum efeito razoavel na
estrutura da estrela, o quadrado do campo elétrico tem que ser da ordem da pressao,
o que significa quantitativamente E ~ 10*?V/m. Claramente um campo elétrico dessa
magnitude estd acima do limite de criagdo de pares de Schwinger (E ~ 10"¥V/m), o
que significa que o campo devera diminuir com a criacao dos pares elétron-pésitron.
Este é um argumento que parece indicar a dificuldade de campos tao intensos dentro de
uma estrela de néutrons. Mesmo assim devemos considerar que o limite de Schwinger
pode ser maior no caso de meios densos. Apesar disso, continua interessante o estudo
do campo elétrico no interior de estrelas, pois, como sabemos, a ordem de grandeza da
pressao em uma ana branca é bem menor que numa estrela de néutrons fazendo com
que a magnitude do campo elétrico seja menor que o limite de Schwinger. Estudos
recentes, também indicam a possibilidade da criagdo de campos elétricos em estrelas
de quarks [24].

Nos obtivemos estrelas de massa e raio bastante elevados, se comparados com
as estrelas de néutrons. Como sabemos, ainda nao foi observada nenhuma estrela com
tais propriedades. Caso algum dia alguma estrela seja observada com raios e massas
acima dos limites estabelecidos para estrelas de néutrons, algum mecanismo teria de ser
proposto para explicar como essas estrelas suportam o excesso de massa, e um campo
elétrico poderia ser um bom candidato. Ainda que essas estrelas nunca tenham sido
observadas, nao temos de descarta-las completamente, pois ainda podemos supor que
elas sejam estados transientes de estrelas de néutrons. Estrelas que por algum motivo
ganharam carga, talvez por acrecao ou devido ao fato de os elétrons por serem mais
leves conseguirem escapar, e que por serem instaveis acabaram colapsando tornando-se

um buraco negro carregado.

Depois do estudo da estrutura de uma estrela carregada, analisamos a de uma

estrela anisotrépica. A anisotropia aqui é definida por uma diferenca entre as compo-
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nentes radial e angulares do tensor energia-momento. Todas as equacoes estruturais
foram rededuzidas para uma estrela genérica que apresente estas caracteristicas. Vi-
mos também que uma estrela carregada como definida no capitulo 3 é um caso de
uma estrutura anisotropica. Dessa maneira encontramos um bom teste para o formal-
ismo anisotropico. Como ja tinhamos encontrado a solucao para a estrela carregada,
pudemos resolver o problema utilizando o formalismo anisotropico e testar sua vali-
dade. Fizemos isso de maneira completamente andloga a solugao usual de maneira a
conseguirmos comparar os resultados. Encontramos estrelas menores, menos massivas
e com menos carga. Deviamos entao ser capazes de explicar essa fenomenologia, que
num primeiro momento pode até parecer que gera estrelas mais estaveis. Mostramos
entao, que a diferenca entre o tratamento usual e anisotrépico do problema se resume
a uma troca de variaveis. Sendo assim, por que encontramos estrelas tao diferentes? A
resposta a essa pergunta surgiu das condicoes de contorno. As condigoes de contorno
utilizadas no caso anisotrépico implicam que a componente radial do tensor energia-
momento se anule na superficie da estrela, enquanto que no caso usual exigimos que a
pressao termodinamica do gas seja zero. Mostramos entao que a condi¢ao de contorno
imposta no caso anisotropico gera uma situagao fisica insélita, pois ela implica que a
pressao do gés na superficie seja nao nula. Dessa maneira, como a pressao do gas logo
apos a estrela terminar é zero, isso geraria uma descontinuidade na pressao gerando

uma forca nao nula e para fora da superficie da estrela.

A conclusao apresentada no ultimo paragrafo mostrou-se correta, quando uti-
lizamos nas equagoes anisotrépicas as condicoes de contorno do caso usual e con-
seguimos reproduzir com perfeicao os resultados obtidos previamente. Esta é nossa
principal contribuicao com este trabalho ao mostrar que as condicoes de contorno do
formalismo anisotrépico devem ser as mesmas de qualquer estrela (pressao nula na

superficie).
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Apeéendice A

Os Simbolos de Christoffel de 22

Espécie

Neste apéndice iremos fazer uma breve discussao sobre os Simbolos de Christoffel
de 2* Espécie. Estes objetos aparecem no calculo da divergéncia do tensor Energia-
Momento. Este calculo foi bastante utilizado ao longo desta dissertacao e portanto
achamos interessante mostrar com mais detalhe os procedimentos utilizados para chegar-

mos a esses elementos.

Para célcularmos os Simbolos, vamos utilizar a seguinte métrica:

ds? = e’ Edt? — A dr? — r2(d6* 4 sen®0dg?). (A1)

Os simbolos de Christoffel de 2* espécie sao definidos por

9, = g7"uv,n). (A.2)

onde [uv,n] é o Simbolo de Christoffel de 1* Espécie

(99w | O9uy  OGu
[, n] = ( o T o o ) (A.3)

Com essas defini¢coes podemos calcular os Simbolos de Christoffel de 2* espécie,

cujo resultado é

1dv _
F(l]o = 557 F;2 = —Tre )\, (A4>
1d
Fgl = §d_:’ Fég = —rsenQ(G)e’)‘, (A.5)
1d)\ 1
rt=--- 12 == A.
=50 12 = 0 (A.6)
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1
I3, = = 2, = —senfcosb), (A.7)
1
F:{’S = ;7 1—33 = Ct.g@v <A8>
1
I3 = 7 I3, = ctgo), (A.9)
ldv ,_
F(l]o = —556 A. (AlO)

Como veremos no proximo apéndice, os simbolos de Christoffel serao utilizados

para o calculo da equacao de Tolam-Oppenheimer-Volkoff.



Apeéendice B

A Equacao de
Tolman-Oppenheimer-Volkoft

Neste apéndice iremos apresentar de maneira detalhada os procedimentos que
devem ser feitos para se obter a Equacao de Tolman-Oppenheimer-Volkoff. Faremos

para o caso neutro pois o calculo é facilmente generalizado para o caso carregado.

Consideremos entao o tensor Energia-Momento como

T = (p + pc®)viv, + po*. (B.1)

Devemos impor a conservacao do tensor Energia-Momento, isto é, a anulacao
de sua divergéncia (7., = 0). A divergéncia de um tensor misto é dada por
oT*

Tl =5t + ToTh — )T}, (B.2)

A equagao acima representa um sistema de 4 equagoes diferenciais. Como nosso
tensor tem simetria esférica devemos apenas nos preocupar com a parte radial desse

sistema, de modo que ficamos com:

To+Tia+ T+ T3 =0. (B.3)

Resolvendo a equagao acima e usando os Simbolos de Christoffel de 2* espécie

calculados no apéndice anterior encontramos:

1 N4
b ~ 0. B.4
ot @+m)r (B.4)

D2
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Para chegar na equacao de Tolman-Oppenheimer-Volkoff em sua forma final

precisamos encontrar a expressao para %Z' Para fazer isso vamos definir o seguinte

elemento da métrica:

et =1-2G () (B.5)

c3r

Derivando a equagao acima e usando na Eq.(2.17) podemos encontrar:

dm(r)

e 412 pe?, (B.6)

que é a equacao que nos define a massa da estrela.

Agora precisamos somas as duas equagoes de campo (2.17) e (2.18) para encon-

- (ld_u . 1d)\) e37rc:(p+ 9 B.7)

rdr rdr

trar:

Utilizando as Egs. (B.6) e (B.5) encontramos

dv 2G [m(r) + 473 (5)]

= S B.8
dr 2r2 ( 2Gm( ) (B2
Substituindo em (B.4) encontramos:
dp G [m(r) + 473 (&)] )
— = . B.9
i o (1 gt -+ o) (B.9)

Onde finalmente encontramos a equacao de Tolman-Oppenheimer-Volkoff . Os
procedimentos aqui apresentados podem ser facilmente generalizados para outras situacoes,
devendo apenas fazer as substituigoes apropriadas do Tensor Energia-Momento e da

métrica.



Apéndice C
Sobre as unidades

Faremos neste apéndice uma discussao sobre as unidades utilizadas para a carga,
o campo elétrico e a constante de proporcionalidade entre a distribuicao de carga e a

densidade de matéria-energia.

C.1 A Carga elétrica

Podemos ver do tensor Energia-Momento da estrela carregada (3.8) que dimen-

sionalmente 0 MoV
e
temos entao:
Q%) = MeV fm — [Q] = (MeV fm)"/?. (C.2)

Para convertermos essa unidade para unidades convencionais utilizamos a cons-

tante de estrutura-fina:

e? 1
que nos leva ao seguinte fator de conversao:
lesu = 2.51 x 10" (MeV fm)'/2. (C.4)
Sabendo que a conversao entre statCoulomb para Coulombs é dada por
1C = 2.998 x 10%esu. (C.5)

o4
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chegamos finalmente a formula de conversao:

1C = 0.75 x 10 (MeV fm)'/2. (C.6)

C.2 O Campo Elétrico

Sabemos que a unidade do campo elétrico é dada por
Q MevV\'?
5= 4] = (s )

Utilizando a conversao encontrada acima para a carga e multiplicando por

1/4meg, podemos chegar a

<MeV

1/2
o ) = 1.2 x 10*'V/m. (C.8)

C.3 A constante f

Neste trabalho as unidades utilizadas para a distribuicao de carga sao

1 [ MeV\'?
Pch = m ( Fm? ) . (C.9)

Estas unidades misturadas (fm e km) aparecem pois quando integramos p.p
utilizamos a varidvel r em quilometros. Dessa maneira, segundo nosso ansatz (3.25)
para a distribuigao de carga p., = f X €, onde [e] = MeV/fm3, nossa constante f deve

ter as seguinte unidade

[f] ! (Mev) o : (C.10)

" km fm?3

Podemos também escrever esta relacao em unidades geométricas
Pen = QX p, (C.11)

onde a carga ¢é escrita em unidades de massa e a densidade de cargas em unidades de
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densidade de massa. Com isso nossa constante f pode ser relacionada com « como:

0.224536

N f % 0.86924 x 10%. (C.12)

a=fx

Substituindo os valores de f que utilizamos nesse trabalho encontramos

£ =0.0001 — a = 0.086924, (C.13)
f =0.0005 — o = 0.43462, (C.14)
f =0.0008 — o = 0.69539, (C.15)
f=0.0010 — a = 0.86924, (C.16)
f=0.0011 — a = 0.95616. (C.17)

Isto quer dizer por exemplo, para o caso mais carregado que 95% da densidade

de matéria da estrela é carregada.



