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Resumo

Estudamos duas questoes ainda nao esclarecidas a respeito da equacao de cresci-
mento de interfaces de Kardar, Parisi e Zhang (KPZ): a existéncia ou nao de uma
dimensao critica superior e a universalidade das distribuicoes de alturas no estado
estacionario.

H& controvérsias entre trabalhos anteriores com relagao a existéncia de um valor
finito para a dimensdo critica superior (d.) para a equagado KPZ. Enquanto alguns
apontam o valor d. = 4, outros indicam d. = co. Por meio de simulacoes de modelos de
crescimento discretos KPZ (etching e RSOS) mostramos que, se existir, d. > 4. Como
veremos posteriormente, para que d. fosse igual a 4, deveriamos obter os expoentes de
escala a = 0 e z = 2 nesta dimensao, sendo observada uma relacao de escala logaritmica
entre a rugosidade no regime de saturacao e o tamanho linear do substrato. Porém,
nossos dados, além de excluirem tal relacao logaritmica, nos levam a 0.185 < a < 0.25
e z < 2 para os expoentes de rugosidade e dinamico, respectivamente, descartando
d. = 4. Em dimensao d = 3, nossas estimativas sugerem a ~ 0.3 e z = 1.7.

Além disso, apontamos no sentido da universalidade das distribuicoes de alturas para
diferentes modelos KPZ, calculando o coeficiente de assimetria S e a curtose () para os
modelos mencionados em dimensées d =3 e d =4. Em d = 3 temos | S |= 0.39 £ 0.02

e 0.25 < @ < 0.3, enquanto em d = 4 temos | S |=0.45£0.03 e Q ~ 0.4.
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Abstract

We studied two questions that are still unclear concerning the interfaces growth
equation of Kardar, Parisi and Zhang (KPZ): the existence or not of a superior critical
dimension, and the universality of the height distributions at the steady state.

There are controversies among previous works related to the existence of a finite
value for the superior critical dimension (d.) for the KPZ equation. While some of
them point to the value d. = 4, others indicate d. = oco. By simulations of KPZ discret
growth models (etching and RSOS) we show that, if it exists, d. > 4. As we will
see later, if we assumed that d. is equal to 4, we should obtain the scaling exponents
a = 0 and z = 2 in that dimension, and a logarithmic scaling relation between the
interface width at the saturation regime and the linear size of the substrate should be
observed. However, besides excluding this logarithmic relation, our data lead us to
0.185 < a < 0.25 and 2z < 2 for the roughness and the dynamic exponents respectively,

discarding d. = 4. In dimension d = 3, our estimates suggest a ~ 0.3 and z ~ 1.7.

Moreover, we point in favor of the universality of height distributions of different
KPZ discret growth models, by calculating the skewness S and the kurtosis @) for the
mentioned models in dimensions d = 3 and d = 4. In d = 3, we have | S |= 0.39 £0.02
and 0.25 < @ < 0.3, while in d = 4 we have | S |=0.45+0.03 and Q ~ 0.4.
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Capitulo 1

Introducao

A maioria das propriedades de materiais reais depende de forma crucial da presenca
de imperfeicoes - vacancias em cadeias atomicas, deslocamentos de atomos, rugosidade
de superficies e interfaces - remanescentes das condigoes de nao-equilibrio sob as quais
o material foi formado. A ciéncia do crescimento de cristais tem evoluido para que cada
vez mais nos aproximemos do sélido cristalino perfeito, ideal, como evidenciado por
técnicas experimentais como a de epitaxia por feixe molecular (MBE), que permite o
desenvolvimento de dispositivos com precisao ao nivel de planos atomicos individuais.
Entretanto, o sucesso desta e de outras técnicas depende muito da habilidade de con-
trolar os efeitos de desordem das condicoes de nao-equilibrio e estabelecer, ainda que
empiricamente, a relagao entre as condigoes de crescimento e a estrutura resultante.

Paralelamente a sua importancia tecnoldgica, o crescimento de solidos é de interesse
bésico, podendo nos fornecer pistas importantes sobre a formacao de estruturas com-
plexas na natureza através de processos microscopicos simples operando num ambiente
desordenado.

Do ponto de vista tedrico, que sera o enfoque deste trabalho, processos de cresci-
mento podem ser descritos por equagoes diferenciais estocasticas, que procuram descre-
ver a evolucao temporal de superficies. Nesta dissertacao, estaremos particularmente
interessados na equagao de Kardar, Parisi e Zhang (KPZ) [30]. Tais equagoes de cresci-
mento permitem a classificacao de superficies de acordo com os principais mecanismos

que determinam sua formacao.



No proximo capitulo, apds breve explanagao sobre os métodos de estudo de inter-
faces, apresentaremos os conceitos de escala fundamentais para o entendimento deste
trabalho. Em particular, indicaremos o grupo de superficies para o qual nossa anélise
se aplica, e definiremos os expoentes de escala «, 3 e z, que terao papel determinante
na classificagao mencionada no paragrafo anterior. Em outras palavras, tais expoentes
determinarao a classe de universalidade de um dado modelo tedrico.

Embora algumas equacoes de crescimento permitam a obtencao dos expoentes de es-
cala de maneira exata, para muitas outras (como a equagao KPZ em d > 1) é necessario
que se utilizem aproximacoes, como simulacoes computacionais de modelos discretos
de crescimento. Os modelos discretos (atomisticos), diferentemente das equagoes de
crescimento, descrevem o comportamento da interface em nivel microscopico, incluindo
os ingredientes fundamentais, que determinam as propriedades de escala da interface,
e alguns detalhes caracteristicos de um processo de crescimento especifico. Muitas
vezes é possivel derivar, a partir de um dado modelo discreto, sua equacao continua
correspondente.

No capitulo 3 discutiremos como se da a obtencao de classes de universalidade com
base em expoentes de escala. A andlise de diferentes modelos tedricos (discretos e
continuos) culminard com a apresentacao da classe de universalidade KPZ, que é uma
das teorias continuas de crescimento de interfaces mais estudadas. Algumas questoes
a respeito desta teoria permanecem em aberto, duas das quais serao tratadas aqui.

Uma delas é a existéncia ou nao de uma dimensao critica superior d. para a equagao
KPZ, a partir da qual o termo responsavel pela nao-linearidade desta equacao se tor-
naria irrelevante, acarretando uma equivaléncia entre a classe KPZ e a classe EW (que
também serd apresentada no capitulo 3). Enquanto alguns trabalhos anteriores apon-
tam d. = 4, outros levam a d. = co. Se d. = 4, seria observado um comportamento
logaritmico da rugosidade ou largura de interface (grandeza que mede diretamente as
flutuagoes na altura de superficies) no regime de saturagdo com o tamanho linear do
substrato nesta dimensao. Isso implicaria valores nulos para os expoentes de escala «
e 3, e z = 2. Por meio da simulac¢ao de dois modelos discretos de crescimento (etching

e RSOS) na classe KPZ em d = 4, analisaremos a relacao de escala da rugosidade na



saturagao com o tamanho linear da rede e obteremos os expoentes de escala correspon-
dentes a tais modelos, o que nos permitira corroborar ou descartar tal dimensao como
sendo a dimensao critica superior para a equacao KPZ.

Além disso, avaliamos se as distribuicoes de alturas dos modelos discretos KPZ
mencionados sao universais para diferentes dimensoes. Isso pode ser feito por meio do
calculo do coeficiente de assimetria (S) e da curtose (@), quantidades relacionadas ao
terceiro e quarto momentos das distribuicoes de alturas, respectivamente. Embora estas
quantidades nao sejam suficientes para caracterizar completamente as distribuigoes,
a obtencao de um valor tinico para o coeficiente de assimetria e para a curtose em
diferentes modelos KPZ representa forte indicacao da universalidade das distribuicoes
de alturas. S e () podem ser tteis também para a comparacao de outras distribuicoes
com as da classe KPZ. Trabalhos anteriores em d = 2 apontam para a universalidade
de S e Q). Como veremos posteriormente, nossas simulagoes em d = 3 e d = 4 também
levam a valores universais para o coeficiente de assimetria e para a curtose nestas

dimensoes.
Finalmente, nossas conclusoes, consideracoes finais e perspectivas de continuacgao

deste trabalho serao apresentadas no capitulo 5.



Capitulo 2

O Estudo de Interfaces

2.1 Introducao

De modo geral, a morfologia de uma superficie irregular pode ser caracterizada pela
distribuicao de suas alturas locais, distribuicao esta que pode variar ou nao no tempo.
No estudo de superficies e interfaces, freqiientemente estamos interessados nao apenas
na morfologia de varias interfaces pré-formadas, mas também em sua evolcao temporal.
Algumas superficies sdo formadas como resultado de um processo de deposicao, outras
devido a erosdo. Algumas interfaces se propagam através de meios inomogéneos. Es-

tudos nesse sentido tém recebido considerédvel atengao nos tltimos anos [3,19,35,58,59].

Na maioria das vezes a forma de uma dada superficie na natureza depende da escala
de comprimento da observagao. Por exemplo, as montanhas do Himalaia podem ser li-
sas, se vistas do espaco, ou rugosas, quando observadas da Terra. Um extenso conjunto
de interfaces pertence a classe dos fractais auto-afins, que, embora tenham sua morfo-
logia (definida por quantidades estatisticas) alterada ao se fazer a mesma mudanca de
escala em todas as diregoes, preservam tal morfologia ou identidade estatistica quando
se faz uma mudanca de escala que é diferente para cada diregao [20]. Apresentam
portanto simetria por transformacao de escala. Tal simetria, obedecida por objetos
auto-afins, nos permitird classificar e talvez entender melhor algumas propriedades das

superficies rugosas na natureza.



2.2 Meétodos de Estudo

A morfologia de grande parte das interfaces que separam diferentes meios contém
flutuacoes que dependem localmente de vérios fatores. Foram desenvolvidos métodos
para caracteriza-la quantitativamente. Partindo do simples conceito de rugosidade
como raiz quadratica média da flutuagao nas alturas, obtemos expoentes de escala que
denotam a relagao da rugosidade com o comprimento do sistema, com o tempo, ou
ainda as mudancas em seu comportamento.

Um dos conceitos modernos usados no estudo de diversos processos de crescimento
é o de escala (scaling). Este tem um poder de previsao surpreendente, pois simples
manipulacoes nos permitem conectar quantidades e expoentes aparentemente indepen-
dentes. Muitas quantidades mensurdveis obedecem a relagoes de escala simples. O
estudo de tais relagoes de escala nos permite definir classes de universalidade. Esse
conceito é produto da Mecanica Estatistica moderna, e desempenha um papel impor-
tante no estudo de interfaces rugosas, tendo sido inicialmente desenvolvido no estudo
de transicoes de fase e fenomenos criticos. Uma classe de universalidade reine proces-
sos que possuem caracteristicas fundamentais semelhantes, como simetrias e interacoes
entre particulas vizinhas. Os expoentes do comportamento de escala da rugosidade
indicam a universalidade do processo, pois dependem de caracteristicas fundamentais
e nao de detalhes, como pequenas variacoes de alguns parametros fisicos, geometria
de rede, etc. Ou seja, a idéia de classe de universalidade traduz o fato de que poucos
fatores essenciais determinam os expoentes que caracterizam um comportamento de
escala, de modo que sistemas diferentes que a primeira vista nao parecem ter nenhuma
conexao se comportam de modo bastante parecido.

Em muitos ramos da Fisica, o experimento é a for¢ca motriz que leva a novos proble-
mas para investigacao tedrica. No que tange a rugosidade de superficies as vezes ocorre
o contrario. Por exemplo, o processo de rugosidade era um empecilho experimental que
se buscava minimizar. Apenas recentemente alguns experimentais se interessaram pelo
assunto, e agora mostram que a vida real ¢ muito mais rica em mecanismos levando

a rugosidade do que antecipado teoricamente [5, 11]. Gragas aos avangos das técnicas



de espalhamento de raios-x e de microscopia de tunelamento e de forca atomica, o
comportamento espacial e/ou temporal da rugosidade tém sido observado em vérias
situagoes. Através de microscopia de tunelamento (scanning tunneling microscopy —
STM), comportamentos auto-afins de rugosidade foram observados em experimentos
de ataque idnico em superficies de silicio [24] e de grafite [25], e em processos de cres-
cimento de filmes finos de ouro [46]. Quanto & microscopia de forca atomica (atomic
force microscopy — AFM), destacamos as andlises do comportamento de escala da ru-
gosidade em experimentos de crescimento epitaxial de GaAs [4], eletrodeposigao de
cobre [27], ataque quimico em superficies de silicio [15] e crescimento de filmes de di-
amante [55]. Estudos por meio de espalhamento de raios-x rasantes também fornecem
informagoes sobre o comportamento de escala da rugosidade em varias situagoes, como
no crescimento de filmes finos de ZnO [28] e de FeN [62]. Além disso, através de
video-microscopia, algumas interfaces propagando-se em meios desordenados podem
ser estudadas, como em combustao direcionada de papel [41] e também em experimen-
tos de eletrodeposigao [56].

A modelagem teorica tem fornecido uma fracao substancial do que se conhece sobre
processos de crescimento de interfaces. A formacao de interfaces e superficies é influen-
ciada por um grande numero de fatores, sendo quase impossivel distinguir todos eles.
No entanto, espera-se que haja um pequeno ntimero de leis bésicas que determinam a
morfologia e a dinamica de crescimento. A acado dessas leis bésicas pode ser descrita
com detalhe microscopico por meio de modelos discretos atomisticos de crescimento,
modelos que imitam a Fisica essencial, mas que passam por cima de alguns dos detalhes
menos essenciais. A maioria dos modelos é de fato bastante simples (por exemplo, mui-
tos sao definidos em redes), o que reflete o restrito conjunto de interagoes fundamentais
dos fenomenos modelados. A componente probabilistica envolvida nos modelos reflete
nossa ignorancia em relacao a detalhes da interacao, simplificando o fendmeno real.
Isto nos permite formular o problema através do comportamento apenas estocastico de
umas poucas variaveis que, a luz das propriedades de escala, obedecem as mesmas leis
[58]. Estudos com simulagoes representam uma ligagao essencial entre teoria e experi-

mentos, permitindo separar os ingredientes fundamentais que determinam a morfologia



dos detalhes desnecessarios.

Uma outra ferramenta eficiente introduzida para o entendimento do comportamento
de varios processos de crescimento sao as equacoes diferenciais estocasticas, que procu-
ram descrever a evolugao temporal de superficies. Tais equagoes descrevem a interface
em escala de comprimento grande, o que significa negligenciar os detalhes de escala
de comprimento pequena, se concentrando em propriedades assintéticas (ou limite hi-
drodinamico, em que as propriedades locais correspondem a médias sobre um volume
contendo muitas particulas). Uma das tarefas iniciais na investiga¢ao de um novo pro-
blema na area é tentar derivar uma equagao continua de crescimento. Se ja possuimos
um modelo discreto para o sistema, gostariamos de estar aptos a derivar a equacao
continua correspondente diretamente desse modelo. Porém, hd um método alternativo
para a obtencao da equacao de crescimento: explorar principios de simetria. Todo
processo de crescimento obedece a alguns principios de simetria. Por exemplo, as leis
da Fisica sao independentes de onde definimos a altura zero da interface, de modo que
a equagao continua também deve ser. Em muitos casos as propriedades de escala do
sistema sao determinadas de forma tnica por simetrias do sistema. Uma vez obtida
a equacao de crescimento, devemos buscar suas previsoes, determinando por exemplo
expoentes de escala e fungoes de escala. Se o processo de crescimento é descrito por
uma equacao suficientemente simples, podemos resolve-la exatamente. No entanto,
para muitas equacgoes, tais como a equacao KPZ em dimensoes maiores que d = 1,
discutida posteriormente, nao existem solugoes exatas, de modo que devemos utilizar
vérias aproximagoes (solugoes numeéricas, grupo de renormalizagao) para descobrir o

comportamento de escala.

2.3 Conceitos de Escala

Inicialmente imaginemos um processo de deposi¢ao genérico, que leva ao crescimento
de uma superficie rugosa. Consideremos um substrato sobre o qual incidem particulas
na dire¢ao normal. Tais particulas interagem entre si, o que gera correlagoes no sistema
e de modo geral suaviza a interface.

Em modelos de crescimento em rede [3,35,58], costumamos definir por superficie o
conjunto de particulas no agregado que ocupam a posicao mais alta em cada coluna
em que foi subdividido o substrato, ou seja, é o conjunto discreto {h; ()} das alturas

de cada sitio i da rede no tempo ¢t. Em redes hiperciibicas, O sistema é limitado a L¢



sitios, onde L é o comprimento da rede e d a dimensao do substrato.

A altura média da superficie, h, é definida para uma dada configuracido como:
_ 1 )
h(t) = ﬁZh(z,t), (2.1)

e a largura de interface, que caracteriza a rugosidade da superficie, é dada pela raiz

quadratica média das flutuacoes na altura:
1/2

w (L) = % S [hin-he?| ). (2.2)

Os paréntesis envolvendo o segundo membro na equagao acima denotam uma média

configuracional, ou seja, uma média sobre muitos depositos diferentes. O processo de

0 50 100 150 200 250

L

Figura 2.1: Processo de deposicao para o modelo atomistico RSOS unidimensional, com tamanho de rede
L = 256. A alternancia de cores ocorre a cada 10L tentativas de deposigdo. Note o aumento da rugosidade

com o tempo.

evolugao da rugosidade, portanto, pode ser quantitativamente monitorado medindo-se

a largura de interface em fungao do tempo. Se iniciamos o crescimento com a superficie



do substrato lisa (por exemplo, uma linha horizontal reta, se d = 1), conforme se da a
deposicao a interface gradualmente se torna rugosa, como exemplificado na figura 2.1

para o modelo RSOS unidimensional (definido no capitulo 3).

T T

Il Ll x /t Il 11 x
2 3
10 10 10

Figura 2.2: Comportamento tipico da largura de interface com o tempo para modelos de deposigao auto-afins

(no caso, temos o modelo RSOS unidimensional com L = 64).

Um grafico tipico de evolugao temporal da largura de interface apresenta duas regioes
separadas por um tempo caracteristico 7 (chamado tempo de crossover), como na figura
2.2. Inicialmente a largura de interface (que passaremos a chamar de rugosidade, por

simplificagao) cresce segundo uma lei de poténcia temporal:
w(L,t)~t°  [t<T]. (2.3)

O expoente 3 é denominado expoente de crescimento, caracterizando a dinamica de-
pendente do tempo do processo de crescimento.

Mas o aumento da rugosidade nao se da indefinidamente, sendo seguido por um
regime de saturacao, durante o qual a largura de interface flutua em torno de um valor

Wsqr (veja a figura 2.2). Conforme se aumenta o tamanho do sistema, esse valor de



saturagao também aumenta, ou seja,
Wsat (L> ~ L [t > 7'] y (24)

onde o expoente a é chamado de expoente de rugosidade, j4 que caracteriza a rugosi-
dade da interface saturada.
O tempo de crossover ou tempo de saturacao também depende do tamanho do

sistema:

T~ L7, (2.5)

z sendo chamado de expoente dinamico, por caracterizar a mudanca de comportamento
do sistema. Este tempo de crossover pode ser definido formalmente a partir do calculo

do desvio (Aw) do valor médio da rugosidade de saturagao wgg:
Aw = Wgqr — w(t). (2.6)

Por meio de graficos InAw x t para alguns modelos discretos de crescimento [52],

observou-se um decaimento exponencial de w para wg,; da forma
Aw(t) = Aexp(—t/T), (2.7)

com A e T constantes. Em regides destes graficos com alta correlagao linear (caracte-
rizando portanto um decaimento do tipo exponencial) é possivel estimar o tempo de

relaxacao 7 por meio de ajuste linear. Em tais regioes:
InAw(t) = =Bt + D = Aw(t) = Aexp(—Bt), (2.8)

com B e D constantes e B = 1/71.

O fato de o tempo de crossover T e a largura de interface na saturagao wg,; aumenta-
rem com o tamanho do sistema indica que o fenomeno de saturacao constitui um efeito
de tamanho finito, ou seja, um efeito decorrente da limitagao do tamanho do sistema.
I[sso ocorre porque as interagoes entre particulas depositadas geram correlagoes no sis-
tema, quantificadas pelos comprimentos de correlacao £, e ), medidos nas direcoes
perpendicular e paralela ao substrato, respectivamente. Embora o processo de cres-

cimento seja local, com as interagoes a informagao acerca das alturas vizinhas a um

10



dado sitio se propaga globalmente. O comprimento | cresce com o tempo, e ao atingir
o tamanho do sistema, toda a superficie se encontra correlacionada, o que resulta na
saturacao da largura de interface.

Os expoentes «, (3 e z nao sao independentes. Note na figura 2.2 que ao nos aproxi-
marmos do ponto de crossover pela esquerda, temos, de acordo com a relagao 2.3, que
w (1) ~ 7. No entanto, ao nos aproximarmos do mesmo ponto pela direita, temos, de

2.4, que w (1) ~ L®. Destas relacoes, 79 ~ L%, o que, segundo 2.5, implica em

z = 7 (2.9)

uma lei de escala que relaciona os trés expoentes e é valida para qualquer processo
de crescimento que obedeca a relacao de escala de Family-Vicsek, a qual passamos a
discutir.
Em 1985, Family e Vicsek [17] propuseram uma relagao de escala para a rugosidade
que combina os regimes indicados em 2.3 e 2.4:
w(L,t) ~ L°f <Li) , (2.10)

onde a funcao de escala f (x) se comporta como:

B

z”, parazr <1

f(x) ~ . (2.11)
cte, parax > 1

Tal relagao permite colapsar dados para diferentes tamanhos de rede de deposicao em
uma mesma curva para modelos em que haja fracas corregoes aos comportamentos
dominantes nas equacoes 2.3, 2.4 e 2.5. Para isso, considere o esquema da figura 2.3,
que apresenta a largura de interface em funcao do tempo para sistemas de diferentes
tamanhos (2.3a). Se dividirmos a rugosidade pelo seu valor no estado estacionario w g,
em cada um dos sistemas, as indicagoes de saturacao das curvas ficarao num mesmo
valor do eixo das ordenadas (como na figura 2.3b). A partir dai, dividindo o tempo ¢
pelo tempo de saturacao 7, todas as curvas passarao a saturar num mesmo valor das
abscissas t/7, colapsando portanto (figura 2.3c). Isto sugere que:

11



onde g é uma funcao com as mesmas propriedades de 2.11. Com as relacoes 2.4 e 2.5

obtemos a relacao de escala de Family-Vicsek (FV).

et L =256
rem e amnrrnangn L= 128 |

L=64

[ A P T | .
2 3 4 5

R R ()

Figura 2.3: Etapas envolvidas na reescala da rugosidade dependente do tempo para o modelo RSOS unidi-
mensional (tamanhos de rede L = 64, L = 128 ¢ L = 256). De acordo com a relagao FV, apds as reescalas

mostradas em b) e c), as curvas inicialmente distintas de a) colapsarao.

Podemos obter a relagao 2.10 de um modo alternativo aplicando transformacoes de

auto-afinidade:
L—L=bL, t—t=0bt e w—uw=>bw. (2.13)
Escrevendo a terceira relagao acima utilizando as duas anteriores temos:

w (bL,b%t) = b%w (L, 1), (2.14)

12



vélida para qualquer valor de b, em particular, b= 1/L , o que nos leva a

w (1%) - (%)aw(L,t), (2.15)

it~ (L)

ou seja,

que é a relagao procurada.
Uma relacao equivalente a de Family-Vicsek pode ser obtida escolhendo-se outro

valor para b em 2.14, de modo que b*t = 1. Desse modo chegamos a

w(L,t) ~tg (Li) , (2.16)

onde

cte, paraxr <1
g(x) ~ : (2.17)
78, paraz>1

para que os comportamentos observados de w (L, t),
w(L,t) ~t9 parat < L?, e w(L,t)~ L% parat>> L*, (2.18)

sejam garantidos.

Cabe ressaltar que se espera que qualquer modelo discreto de deposicao auto-afim
(caracterizado por gerar superficies correlacionadas) obedega a relagdo de escala de
Family-Vicsek. Porém, em muitos casos, termos subdominantes nas equacgoes 2.3, 2.4

e 2.5 podem mascarar esta relacaio quando comparamos dados obtidos em pequenos

tamanhos L [10].

Por ultimo, atentamos para o fato de que a caracterizacao completa de uma interface
depende nao s6 da medida da rugosidade, mas da distribuicao de alturas locais ou,
alternativamente, dos momentos daquela distribuicao. Porém, dada a inviabilidade
de computarmos todos os momentos da distribuicao ao longo da evolucao da interface,
devemos buscar o maximo possivel de informagoes a seu respeito com base nas variaveis

que nos sao mais acessiveis.
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Capitulo 3

Modelos de Crescimento e Classes

de Universalidade

3.1 Introducao

Estamos interessados aqui em dois tipos béasicos de modelos tedricos para processos
de crescimento de interfaces: discretos e continuos.

Em modelos discretos, a posicao de cada particula é bem definida. A modelagem
de diferentes mecanismos de crescimento em nivel microscopico é um método bastante
utilizado para que se tenha uma nocao mais abrangente sobre a natureza coletiva do
movimento atomico (difusdo) e de processos de deposigao, entre outros. Por exem-
plo, a técnica de STM, capaz de identificar estruturas de rede e posi¢oes de atomos
individuais, aliada a calculos de primeiros principios para energias envolvidas no movi-
mento atomico sobre superficies sélidas, tem motivado a proposicao de muitos modelos
discretos [12, 64].

Diferentemente, modelos continuos “enxergam” a interface na escala hidrodinamica
ou de granulado-grosso (coarse-grained). Teorias continuas buscam capturar os meca-
nismos essenciais que determinam a morfologia da interface. Seu poder de previsao
¢ limitado a escalas de comprimento bem maiores que a distancia interatomica tipica
entre as particulas envolvidas, nas quais fornece informacao acerca da natureza coletiva

do processo de crescimento, como a variagao na rugosidade de superficie ou as fungoes
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de correlacao.
A classe de universalidade de um dado modelo atomistico de crescimento dependera
do conjunto dos mecanismos que o originou e em geral esta relacionada a determinada

equacao de crescimento.

3.2 Deposicao Aleatdria

Primeiramente apresentamos o mais simples dos processos de crescimento, o modelo
de deposicao aleatéria (DA). Sua simplicidade nos permitird determinar exatamente a
rugosidade da interface em funcao do tempo e, a partir dai, os expoentes de escala,
assim como construir uma equacao de crescimento continua equivalente, que nos leva
a0s Mesmos expoentes.

A versao discreta deste modelo é definida como segue. Consideramos um substrato
com L? sitios (colunas) e altura inicial nula. A partir daf, uma coluna i da superficie
é escolhida aleatoriamente e uma particula cai verticalmente até atingir o topo desta

coluna, onde se agrega permanentemente. Entao o processo se repete (figura 3.1).

Figura 3.1: Regras de deposicao para o modelo discreto DA. As setas representam particulas incidentes sobre
pontos da rede aleatoriamente escolhidos, enquanto os quadrados hachurados indicam a situagdo final das

mesmas apds contato com a superficie.
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Note que a interface gerada é descorrelacionada. As colunas crescem sem de-
pendéncia entre si, nao havendo, portanto, nenhum mecanismo que gere correlacoes
ao longo da superficie. A interface resultante nao é auto-afim, de modo que concei-
tos introduzidos no capitulo anterior (tais como a relagdo de Family-Vicsek) nao se
aplicam. Entretanto, o estudo do modelo serd apresentado pois, além de sua simplici-
dade, pode ser considerado um primeiro passo na direcao de processos de crescimento
correlacionados mais realistas.

A fim de obtemos a solucao exata do modelo, note que, como nao existe correlagao
entre as colunas, cada uma cresce independentemente com probabilidade p = 1/L,
onde L é o tamanho do sistema. A probabilidade de que uma coluna tenha altura h

apos a deposicao de N particulas é dada por:

P = () )= (3.1)

A altura média do depdsito cresce linearmente no tempo (que é definido como o niimero

médio de camadas depositadas, t = N/L):

(hy=Y hP(h,N)=Np= % —t. (3.2)

O calculo do segundo momento também pode ser realizado diretamente:
N
(h?) => WP (h,N) = Np(1 —p) + N*p*. (3.3)
h=0

A largura da interface (equacao 2.2) é dada em termos do primeiro e do segundo

momentos:

W (L1) = 7, (h—ﬁ)2:h2—ﬁ2:%(1—%). (3.4)

%

Dado que t = N/L, da equagao acima temos que w (t) ~ t1/2 assintoticamente, logo
1
=—. 3.5
b= (35)

E valido ressaltar que no modelo DA a rugosidade pode crescer indefinidamente com
o tempo sem saturar, pois como nao existem correlagoes nesse modelo, o comprimento

de correlagao § ¢ sempre zero, e o expoente o nao é definido.
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[lustraremos agora um método alternativo a solugdo exata (a qual nem sempre
¢é possivel para outros modelos) para estudar a DA, que consiste em associar uma
equacdo de crescimento estocéstica ao processo de crescimento estudado. E necessdria
uma funcdo continua h (x,t) que descreva a altura no ponto x no tempo t. Porém,
note que a interface gerada pelo modelo discreto nao é analitica; consiste de “saltos”
discretos, nao sendo diferenciavel. Para obtermos uma descri¢ao continua, tomamos o
limite em que serao consideradas apenas flutuacoes de altura da superficie cuja escala
de comprimento seja maior que o espacamento da rede. Neste limite hidrodinamico,
cada processo individual envolve um nimero consideravel de particulas.

Considere a altura da interface h(x,t) em qualquer posi¢do x pertencente a um

substrato d-dimensional. O crescimento pode ser descrito pela equacao continua

Oh (x,t)

T = Faa(x). (3.6)

Nesta equagao, F' é o nimero médio de particulas que chegam no sitio x por unidade
de tempo e 7 (x,t) reflete as flutuagoes aleatérias no processo de deposigao, sendo um

ruido aleatério com média configuracional zero
(n(x,t)) =0 (3.7)
e sem correlagoes no espago e no tempo:
(n(x,t)n(x,t)) =2D5 (x — x5 (t —t). (3.8)

As propriedades estatisticas da equagao 3.6 sdo as mesmas que as obtidas para a

interface gerada por DA. Note que, integrando 3.6 no tempo, segue que
h(x,t)=Ft+ /t dt'n (x,t). (3.9)
0
Para a dependéncia temporal da altura média temos, usando 3.7,
(h(x,t)) = Ft. (3.10)
Tomando o quadrado de 3.9 e usando 3.8, obtemos (h? (x,t)) = F?t* + 2Dt. Portanto
w? (t) = (h?) — (h)* = 2Dt. (3.11)
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Desse modo chegamos ao mesmo expoente 3 = 1/2 que encontramos no célculo exa-
to. A deposicao aleatoria, descrita tanto pelo modelo discreto quanto pelo continuo
(equacao de crescimento estocdstica), forma uma classe de universalidade entre os

fenomenos de crescimento de interfaces.

3.3 Deposicao Aleatoria com Relaxagao Superficial - Modelo

de Family

No modelo discreto de deposicao aleatéria com relaxacao superficial, conhecido
também como modelo de Family, consideramos um substrato com L¢ sitios e altura
inicial nula. Um sitio ¢ desta superficie é escolhido aleatoriamente (como no modelo
DA), e uma particula cai verticalmente até atingir o topo da coluna desta posi¢ao esco-
lhida, podendo difundir-se ao longo da superficie até uma distancia finita m e parando
na posigao correspondente a altura mais baixa (minimo local). Entao o processo se
repete (figura 3.2). Poderfamos interpretar o modelo de Family como um modelo no
qual a agregacao de particulas ocorreria em posicoes energeticamente mais favoraveis
que, por exemplo, no modelo DA. Como resultado do processo de relaxacao, a superficie

seria suavizada.

Figura 3.2: Regras para o modelo discreto de deposi¢ao aleatdria com relaxacao superficial. Atomos deposi-

tados sobre pontos da superficie deslocam-se para a coluna vizinha de menor altura.
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Diferentemente do modelo DA, este gera uma superficie correlacionada, ja que
a particula incidente compara as alturas de colunas préximas para entao efetuar a
agregacao. A propagacao dessas correlagoes acaba levando a saturacao da interface.
Nao ha uma solucao exata para sua versao discreta. Simulagoes computacionais em
dimensao d = 1 no trabalho original que propos este modelo [18] resultaram nos expo-
entes de escala:

a~r~048, [(~0.24. (3.12)

Recentemente foi obtido para o expoente dindmico o valor z =2 emd =1ed = 2
[7]. Ainda em d = 2, simulag¢bes computacionais [52] revelam fraca divergéncia da
rugosidade, compativel com a ~ 0 e § ~ 0. Isto significa que a largura de interface

escala de forma logaritmica com o tempo em tempos curtos,
w(L,t) ~logt, t<T, (3.13)
e, na saturagao, cresce com o logaritmo do tamanho do sistema,

Weat (L) ~log L, t>T. (3.14)

3.4 O Papel das Simetrias na Obtencao de Modelos Continuos

Descrevemos agora um método sistematico para derivar a equacao continua que
descreve um dado processo de deposicao. A equacao de crescimento para a interface
deve ser a mais simples possivel que seja compativel com as simetrias do problema.

Objetivamos descrever interfaces correlacionadas caracterizadas por sua altura
h (x,t), que é univocamente determinada para cada ponto de seu dominio (isso equivale
a dizer que nao ha particulas penduradas no agregado). Espera-se que uma equagao

de crescimento seja do tipo Langevin, ou seja, da forma

w =G (h,x,t) +n(x,t), (3.15)

onde G (h,x,t) é uma fungao geral que depende da altura da superficie, da posigao e
do tempo. Principios de simetria impoem certas restricoes a essa funcao geral.
Note que, para que uma equacao estocastica descreva corretamente o processo de

deposicao estudado, ela nao pode depender de onde definimos a origem do tempo, ou
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de onde definimos a altura inicial da superficie, ou ainda de uma posicao especifica do
substrato. Isso gera trés simetrias basicas. Uma delas é a invariancia sob translagao
temporal, o que significa que a equacao deve ser preservada apds a transformacao t —
t+0;. Isso exclui qualquer dependéncia temporal explicita em G. Também é necessario
que haja invariancia sob translacao ao longo da direcao de crescimento, ou seja, sob
transformacoes do tipo h — h + J;,, de forma que G nao deve apresentar dependéncia
explicita de h. Deve haver ainda invariancia por translacao na dire¢cao perpendicular
a direcao de crescimento, o que implica na simetria sob a transformacao x — x + dy,
excluindo de G qualquer dependéncia explicita com a posicao x do substrato.

Além disso, é preciso que seja respeitada a simetria de inversao em relagao a direcao
de crescimento, ou seja, transformacoes do tipo x — —x nao devem modificar 3.15.
Essa condicao exclui as derivadas impares nas coordenadas espaciais (termos como VA,
V (V2h), etc.).

Algumas interfaces possuem ainda simetria de reflexdao, em que as flutuagoes de
altura sao semelhantes em relagao a altura média, o que se traduz por invariancia sob
a transformagdo h — —h. Esse tipo de simetria elimina poténcias pares de h (termos

como (Vh)? ou (Vh)*, mas permite termos como V2h. A principal classe de modelos

estudada nesta dissertacao nao obedece esta simetria.

3.5 Equacao de Edwards e Wilkinson (EW)

Passemos entao a discussao da equacao de crescimento que descreve processos de de-
posicao simples com relaxacao superficial. Na secao anterior apresentamos as simetrias
que devem ser obedecidas pelo modelo continuo, de modo que, considerando todos os

termos possiveis para 3.15, chegamos a:

Oh(x,t) _ V2h) + (V*h) + ...+ (V*R) + (V?h) (Vh)* +

o )
o (VR) (VR)Y 4 (x,1), (3.16)
onde n, k e 7 podem assumir qualquer valor inteiro positivo, e, para simplificar a

notacao, nao foram indicados explicitamente os coeficientes diante de cada termo.

Dado que estamos interessados em propriedades de escala, consideramos o limite
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hidrodinamico (t — oo,z — 00) das fungoes que caracterizam a superficie. Neste limi-
te, as derivadas de maior ordem em 3.16 tornam-se menos importantes que as derivadas
de menor ordem, o que pode ser observado, entre outros métodos (como grupo de
renormalizagao), por argumentos de escala. Comparemos, por exemplo, os termos VZh
e V*h. Ao fazermos as transformacoes de auto-afinidade x — x’ = bx e h — h/ = bh,

os termos mencionados serao reescalados por
V2h — V2H = b*2V2h e (3.17)

Vih — VW = 04V, (3.18)

No limite hidrodinamico (b — o), o termo V*h tende a zero mais rapidamente que
V?2h, de modo que o primeiro se torna irrelevante e podemos desconsideré-lo. Analo-
gamente, os termos (V%h) (Vh)Qj também podem ser desconsiderados frente a V2.
Com isso, a equagao mais simples que poderia descrever a evolucao de superficies
correlacionadas e com simetria de reflexao, proposta em 1982 por Edwards e Wilkinson

[16], é a chamada equagao EW:

w =vVih +1n(x,t), (3.19)
onde v representa a tensao superficial, j4 que o termo ¥V2h tende a suavizar a interface
redistribuindo as suas irregularidades, enquanto mantém a altura média inalterada (em
outras palavras, age como um mecanismo de relaxacao conservativo).

Note que a velocidade média da interface é zero:

= /OL ddx<%> =0, (3.20)

pois na equagao 3.19 s@o nulas tanto a contribui¢ao do termo laplaciano (devido as
condigbes periddicas de contorno) quanto do ruido (pela propriedade 3.7). Se a interface

se move com velocidade nao-nula, podemos adicionar um termo de velocidade a 3.19:

Oh (x,1)

— =Vt vV2h 41 (x,1). (3.21)

No entanto, o movimento uniforme gerado por esse termo nao afeta as propriedades

de escala da superficie, pois podemos retornar a equagao 3.19 por meio da mudanga
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de varidveis h — h — vt (o que corresponderia a visualizar o processo por meio de um
sistema de coordenadas que se move com velocidade v em relagao ao substrato).
A fim de obter os expoentes de escala para a equacao EW, utilizaremos argumentos

de escala. Tal equacao deve ser invariante sob as transformacoes de auto-afinidade:
x—x=bx, h—h=bh e t—t =01, (3.22)

de modo que apds a reescala, a interface resultante deve conservar as propriedades
estatisticas que possuia originalmente. Substituindo as transformagoes acima em 3.19,
obtemos:

a—z ah

AVl N V) 2
b = b TV h b (3.23)

O termo de ruido na equagao acima foi obtido reescalando-se 3.8 com 3.22, o que,

lembrando da propriedade das fungoes delta §¢ (ax) = aidéd (x), nos leva a
(n (b, b7t) 1 (b, b)) = b~ ) ( (x, 1) (1)), (3.24)

Multiplicando os dois membros de 3.23 por b*~%, temos:

h .
‘;—t = ub* 2V h b ey, (3.25)

Para que a invariancia de escala da equacao EW seja garantida, cada termo do lado

direito de 3.25 deve ser independente de b, o que implica nos expoentes:

2— 2 —
a:Td, ﬁ:Td, e z=2. (3.26)

Outra maneira de encontrarmos os expoentes de escala para 3.19 é resolvendo-a
exatamente, dado seu carater linear, por andlise de Fourier [49], o que nos leva aos
mesmos valores para «, 3 e z.

Note que, para dimensdo d = 1, temos o = 1/2 ¢ f = 1/4, em concordéancia
com os resultados 3.12. De fato, a maneira como a tensao superficial reorganiza a
altura da superficie é similar ao processo de relaxacao usado no modelo discreto. Tal
similaridade no mecanismo de relaxagao e a coincidéncia dos expoentes para d = 1
nos leva a concluir que o modelo de Family pertence a mesma classe de universalidade

definida, usualmente, pela equagao EW (é a chamada classe EW).
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Para d = 2, obtemos @ = 0 e § = 0 (note mais uma vez a compatibilidade com o
modelo de Family). Para d > 2, os expoentes « e (3 sdo negativos, o que significa que
a interface é lisa em larga escala. Qualquer irregularidade na superficie induzida pelo

ruido é suprimida pela tensao superficial.

3.6 Processos com Crescimento Lateral - Deposicao Balistica

A deposicao balistica (DB) foi introduzida em 1959 por Vold [60, 61] como modelo
para simular a estrutura de sedimentos formada na deposicao de pequenas particulas
em dispersao coloidal. Na versao em rede desse modelo, consideramos um substrato
com L¢ sitios e altura inicial nula. Cada particula a ser depositada cai verticalmente em
dire¢do a um sitio ¢ do substrato (escolhido aleatoriamente), agregando-se na posi¢ao
de primeiro contato com a superficie (figura 3.3). Diferentemente dos modelos apresen-
tados nas se¢Oes anteriores, este gera um agregado poroso. A velocidade de crescimento
local agora tem uma componente na direcao da normal local a interface, ou seja, as

regras do modelo geram o que se chama de crescimento lateral.

Figura 3.3: Modelo DB em sua versao original. A agregagao ocorre no primeiro contato com um vizinho

préximo.

Simulagoes numéricas recentes em d = 1 [51] apontam para os seguintes valores dos
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expoentes de escala:

a~0.50, [=~0.33, (3.27)
enquanto muitos trabalhos numéricos anteriores sugeriam valores um pouco menores
de o e (§ [14,17,26,42,43]. Em d = 2, embora efeitos de tamanho finito do modelo

mascarem o valor assintético do expoente de crescimento 3 [51], estimativas para o

expoente de rugosidade apontam a ~ 0.38 [53].

3.7 Equacgao de Kardar, Parisi e Zhang (KPZ)

A fim de buscar uma equagao continua que descreva o processo de deposicao balistica,
primeiramente devemos perceber que a simetria de reflexao ja nao existe neste caso.
Essa simetria é quebrada pela existéncia de uma forca F' perpendicular a interface, que
seleciona uma direcao particular de crescimento para a mesma, e que se faz representar,
na deposicao balistica, pela propriedade de crescimento lateral.

Considere a adi¢ao de particulas em uma dada posigao da superficie (figura 3.4).

O crescimento ocorre na dire¢cao normal ao ponto que possui inclinacao Vh, gerando,

h(x)

X

Figura 3.4: A origem do termo nao-linear na equagao KPZ.

apos um intervalo de tempo infinitesimal d¢, um aumento dh ao longo do eixo h dado

pelo teorema de Pitagoras:

1/2

5h = [(wit)? + (vstVh)?]"* = vot [1 + (VR)*]* (3.28)
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onde identificamos Vh com a tangente do angulo 6 indicado na figura 3.4. A expressao

acima pode ser expandida em uma aproximagao para pequenos gradientes como
1
0h = vt (1 + 3 (Vh)2 + .. ) , (3.29)

de modo que
Oh (x,1)
ot

Isso sugere a presenga de um termo nao-linear da forma (Vh)2 em 3.15 para denotar

:v+g(Vh)2+.... (3.30)

o crescimento lateral no processo. Incorporando este termo a equacao EW, obtemos a
generalizacao proposta em 1986 por Kardar, Parisi e Zhang, conhecida como equagao

KPZ [30]: —_
X7
ot

Esta é a equacao mais simples que apresenta todas as simetrias discutidas na segao 3.3,

A
= vV2h + 5 (Vh)® + 1 (x,1). (3.31)

exceto a simetria de reflexdo. O coeficiente A é chamado de velocidade excedente, ja
que, com a presenca do termo nao-linear, a velocidade média da superficie assume um
valor diferente de zero: .,

v = %/0 d'x ((Vh)?). (3.32)
O termo (Vh)2 gera um aumento na altura do depédsito pela adigao de material a
interface (ou retirada de material, se A\ < 0), de modo que acaba sendo responsavel
pela velocidade excedente na equacgao 3.32.

Com a inclusao do termo nao-linear em 3.19, além de os expoentes de escala serem
alterados, os argumentos de escala utilizados para a equagao EW na se¢ao anterior nao
sao mais suficientes para obteé-los. Note que, ao aplicarmos as transformacoes de escala
3.22 a equacao KPZ, temos:

ba—z% — Vboz—2v2h + 36204—2 (vh)2 + b_%_gn_ (333)

Multiplicando ambos os membros por b*~%, chegamos a:

oh = vb*2V?h + A

i SUT (VR patimay, (3.34)

Para que a invariancia de escala fosse assegurada, poderiamos supor que 3.34 fosse

independente de b, porém isto nos leva a trés relacoes de escala para dois expoentes,
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gerando relagoes incompativeis. Se argumentarmos que no limite b — oo o termo
nao-linear domina sobre a tensao superficial (veja 3.33), poderiamos desconsiderar este
ultimo, mas ainda assim obterfamos valores incorretos dos expoentes de escala. Isso
acontece porque, ao reescalar o sistema, os diferentes termos (v, A e D) na equagao de
crescimento nao se renormalizam independentemente, estando acoplados entre si [3].

Contudo, por invariancia galileana, mostraremos que a relagao
a+z=2 (3.35)

¢é valida para qualquer dimensao.
A propriedade de invariancia galileana foi discutida inicialmente por Forster, Nelson
e Stephen [22] no contexto de fluidos com agitagao aleatdria governados pela equagao

de Burgers com ruido:

0
6—:+(V-V)v:y(V-V)v—)\Vn(x,t), (3.36)
onde v (x,t) é a velocidade do fluido, v é a viscosidade e f = —AVn (x,t) é uma forca

aleatoria. Esta equacao pode ser mapeada para a equacao KPZ com a mudanca de
variaveis

v =—-AVh. (3.37)
A equagao de Burgers é invariante sob a transformagao galileana:

v (x,t) — vo+ V' (x — vot, 1), (3.38)

invariancia que transforma-se, para a equacao KPZ, numa invariancia pela inclinagao

da interface de um angulo infinitesimal e. Com as transformacoes:
W=h+e-x, X =x+Net, e t'=t, (3.39)

a equacao KPZ satisfaz:

on’ (x, 1)

A
o = VYRR (V) 4 (K ), (3.40)

apresentando invariancia galileana, ja que o ruido descorrelacionado também é inva-

riante [44]. Como as transformagoes 3.39 contém explicitamente o coeficiente A, para
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que a invariancia 3.40 seja preservada no limite hidrodinamico, a operacao de reescala
3.22 nao pode alterar o valor de A\. Aplicando tal exigéncia em 3.34, segue a relagao
3.35, que é confirmada por métodos de grupo de renormalizacao. Em d = 1, Kardar,

Parisi e Zhang [30] obtiveram os expoentes

1

a=—-, [f[=

3.41
3 , (341

e Z=

1 3
5 >
valores assegurados no limite V2h < A (Vh)?, no qual hé dominio do termo néo-linear.
Para dimensoes superiores, os expoentes sao obtidos apenas por solugoes aproximadas,
numéricas ou de grupo de renormalizacao. Em d = 2, alguns trabalhos apontam o

valor a ~ 0.38 para o expoente de rugosidade [9].
Uma comparagao com os expoentes obtidos numericamente para o modelo DB em
d =1ed =2 (segao anterior) sugere que de fato este modelo discreto e a equagao KPZ

pertencam a mesma classe de universalidade, usualmente chamada de classe KPZ.

3.8 Outros Modelos Discretos na Classe KPZ

Além do modelo de deposicao balistica apresentado na se¢ao 3.6, existem outros que
também pertencem a classe de universalidade KPZ. Naquela secao, foi apresentado
o modelo DB em sua versao mais simples, conhecida como NN (nearest neighbor,
ou vizinho mais proximo). Uma versdo DB alternativa, chamada NNN (next-nearest
neighbor, ou préximo vizinho mais préximo), é bem parecida com a anterior, com a
diferenga de que a agregagao pode acontecer com vizinhos diagonais (figura 3.5). Como
o termo nao-linear de 3.31 estd presente para ambas as versoes (crescimento lateral),
suas propriedades de escala sao descritas pela teoria nao-linear. Encontram-se portanto
na mesma classe de universalidade, possuindo os mesmos expoentes de escala «, (e z
[42]. Porém, parametros nao-universais, como o coeficiente A, sao diferentes: A a~ 1.30
e 1.36, para os modelos NN e NNN, respectivamente [34].

Outro modelo de crescimento cujas propriedades de escala sao descritas pela equagao
KPZ foi introduzido em 1961 por Eden [50] para representar colonias celulares, tais
como bactérias. O modelo original foi definido considerando-se inicialmente uma rede

com uma particula (semente) na origem. A partir dai, uma nova particula é adicionada
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Figura 3.5: Regras de deposigao para o modelo DB em sua versio NNN. Agregagao possivel com vizinhos

diagonais.

a um sitio vizinho a semente escolhido aleatoriamente, formando um agregado (cluster)
de dois sitios. Entao, é escolhido um novo sitio dentre os que contornam o cluster,
havendo agregacao de outra particula, e assim por diante. Como resultado, forma-se
um agregado compacto, com perimetro rugoso. A fim de se estudar as propriedades de
interface do modelo, é conveniente iniciar o crescimento a partir de uma linha inteira
de sementes. Ha trés versoes do modelo de Eden, que diferem na regra microscépica
de escolha do sitio a ser crescido. Todas essas variagoes do modelo discreto original
indicam expoentes da classe KPZ [29].

A classe de modelos conhecida como SOS (solid-on-solid, ou sélido-sobre-sélido) foi
introduzida de modo a minimizar efeitos de correcao de escala apresentados por muitos
modelos discretos. Considera-se a altura em cada ponto do substrato univocamente
determinada (nao hé particulas dependuradas) e, em alguns casos, a diferenga de altura
entre sitios vizinhos limitada, de forma que sao eliminadas inclinacoes fortes. Modelos
deste tipo sao muito 1teis na determinacao de expoentes de escala em dimensoes supe-
riores a d = 1. Um exemplo é o modelo single-step (passo-inico), pertencente a classe
KPZ [42], e definido da seguinte maneira: no instante inicial a interface é serrilhada,
com altura ho; =0 e hoiyy =1, 0onde i =0,..., L/2. O crescimento ocorre com proba-
bilidade p, em cada minimo local, resultando em h; — h; +2. A interface pode ter sua

altura diminuida (dessor¢ao) num dado sitio ¢, desde que este seja um maximo local. A
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dessorcao acontece em maximos locais com probabilidade p_, resultando em h; — h; —2

(figura 3.6). O fato de se escolher apenas minimos (méximos) para a deposi¢ao (des-

Figura 3.6: Tlustragao das regras de crescimento para o modelo single-step.

sorgao) garante que a diferenga de altura entre dois sitios vizinhos seja unitdria em
qualquer estdgio do processo de crescimento. A atualizacdo pode ser seqiiencial (um
sitio por vez) ou paralela (todos os sitios passiveis de mudanca sofrem deposigao ou
dessorcao de acordo com as probabilidades estabelecidas simultaneamente), o que nao
afeta os expoentes de escala, embora alguns parametros possam depender do método

de simulagao [3].

Figura 3.7: Regras estocésticas para o modelo RSOS.

Outro modelo SOS também na classe KPZ [52], introduzido por Kim e Kosterliz [32],
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¢ o modelo com recusa conhecido como RSOS (restricted solid-on-solid, ou sélido-sobre-
sélido restrito). Um sitio i (aleatoriamente escolhido) de uma interface d-dimensional
tem sua altura aumentada de uma unidade, h; — h; + 1, desde que em cada estagio do
processo de crescimento seja satisfeita a condigao | Ah |= 0, 1 entre o sitio selecionado e
seus vizinhos mais proximos, de forma que a diferenca de altura entre sitios adjacentes
nao possa ser superior a 1 (figura 3.7).

Um terceiro exemplo de modelo SOS é o modelo de etching (erosdo) proposto por
Mello, Chaves e Oliveira para descrever a dissolu¢ao de um sélido cristalino por um
liquido [45]. Solugdes numéricas em d = 1 [45] e d = 2 [53] confirmam a classe KPZ
para este modelo. Em sua versao de crescimento, a cada tentativa de deposicao um sitio
i (altura hg) é escolhido aleatoriamente. Sua altura é incrementada de uma unidade,
h; — ho + 1, e quaisquer dos sitios adjacentes cuja altura seja menor que hg tém sua
altura aumentada para tal valor (figura 3.8). Na versao de etching real deste modelo,
as alturas dos sitios teriam decrescido da maneira descrita. Porém, ao longo deste
trabalho, ao nos referirmos ao modelo de etching teremos sempre em mente sua versao

de crescimento.

Figura 3.8: Verséo de crescimento para o modelo de etching.
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Capitulo 4

Modelos KPZ em Dimensoes

Superiores a d = 1

4.1 Introdugao

Algumas questoes permanecem em aberto acerca da classe de universalidade KPZ,
dado o carater nao-linear deste modelo tedérico. Neste capitulo abordaremos duas
destas questoes: a existéncia ou nao de uma dimensao critica superior para a equagao
KPZ, e a possibilidade de os modelos discretos desta classe de universalidade possuirem

distribuicoes de alturas universais.
O estabelecimento destes problemas, assim como abordagens anteriores nesse sen-
tido, serao considerados nas secoes 4.2 e 4.3. Nossa proposta de trabalho, métodos de

simulagao, andlise de dados e resultados serao tratados nas secoes posteriores.

4.2 Modelos KPZ em d =2 - Resultados Anteriores

Ja comentamos que os expoentes de escala para a equacao KPZ sao conhecidos em
d = 1. Porém, ainda nao foram obtidos valores exatos em duas ou mais dimensoes.
Dado que muitos modelos discretos de crescimento pertencem a tal classe de universa-
lidade (ver secao 3.8), simulagoes sao utilizadas com freqiiéncia para estimé-los.

Em d = 2, os primeiros valores divulgados para o expoente de rugosidade o variavam

de a = 0.37 a a = 0.4 [1,13,21,32,38], o que era confirmado por solugdes numéricas
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para a equacao KPZ [2,6,23,48].
Em 1998, assumindo certas propriedades de funcoes de correlacao de alturas, Lassig
obteve a seguinte condi¢do de quantizacao para o expoente de rugosidade « [37]:

2

= - 4.1
— (1)

«

onde ky é um numero inteiro impar para dimensao d > 2. Observe que, associada
com a relacao 3.35, tal condic¢ao limita também os valores dos outros expoentes KPZ.
A equagao 4.1 nos leva a o = 2/5 como a tnica solu¢ao consistente com a faixa de
estimativas numéricas. Outra conseqiiéncia de seu trabalho foi que os momentos da

distribuicao de alturas no estado estacionario,

wo=((h=0)"), (4.2)

obedeceriam a propriedade de power-counting (contagem de poténcia), ou seja, a
relagdo de escala w, ~ L™ (note que o segundo momento é a largura de interface
ao quadrado w?). Além disso, a validade de suas proposicoes requer que a distri-
buigao de alturas no estado estacionério seja assimétrica (terceiro momento nao-nulo),
ao contrario do caso unidimensional, cuja distribui¢ao é gaussiana.

Resultados numéricos recentes de Chin e den Nijs para dois modelos KPZ com
restri¢ao na diferenca de alturas (RSOS e BCSOS) foram consistentes com o = 0.4 [8],
mas simulagoes extensas de Marinari et al. para o modelo RSOS excluiram tal valor
[39]. Um estudo recente da equagao KPZ na aproximagao de acoplamento de modos
forneceu a estimativa z ~ 1.62 [9]. O expoente o = 0.38 foi obtido para um modelo de
etching, apés uma anédlise detalhada de corregoes de tamanho finito [53]. No mesmo
trabalho, obteve-se 3 & 0.23 e, calculando-se independentemente tempos de relaxacao,
z > 1.6.

Controvérsias a parte, varios trabalhos [8,39,53,57] confirmam a propriedade de
power-counting para modelos com restricao na diferenca de alturas e sugerem que o

coeficiente de assimetria (skewness)

S=—2 (4.3)
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e a curtose

_ Wy
Q:w—g—i’) (4.4)

sao universais no estado estacionario. Grosso modo, o coeficiente de assimetria mede
a assimetria da distribuicao de alturas, enquanto a curtose avalia o peso contido nas
“caudas” de tal distribuicao relativamente a uma gaussiana. De acordo com Chin e
den Nijs, os valores universais do coeficiente de assimetria e da curtose seriam indepen-
dentes do sinal do coeficiente A do termo nao-linear da equagao KPZ. Posteriormente,
Reis confirmou a universalidade do coeficiente de assimetria e da curtose no estado es-
tacionario também em modelos que nao apresentam restricao na diferenca de alturas,
como o modelo de etching, observando, porém, que o sinal de .S muda de acordo com o
coeficiente A [53]. De fato, note que a equagao KPZ é invariante sob as transformagoes
h — —h e A\ — —\, mantendo os outros parametros inalterados, e que estas trans-
formagoes mudam o sinal do coeficiente de assimetria. Conseqiientemente, espera-se
que o sinal de S esteja relacionado ao de A, como observado anteriormente em regimes

de crescimento de sistemas KPZ unidimensionais [34].
Dado o interesse em possiveis valores universais das quantidades S e @), o que
denotaria a existéncia de distribuicoes de altura universais para diferentes modelos

KPZ, cremos ser valido investigar tal propriedade em dimensoes superiores a d = 2.

4.3 Dimensao Critica Superior para a Equacao KPZ

Para dimensoes d > 2 existem dois regimes distintos separados por um valor critico
do coeficiente de nao-linearidade A. No regime de acoplamento fraco (A < A.) o termo
nao-linear é irrelevante e o comportamento de escala é governado pelo ponto fixo A = 0.
Assim, a escala da equagao linear Edward-Wilkinson (cujos expoentes sao conhecidos
exatamente) é recuperada. Por outro lado, o comportamento da equacao KPZ no
regime de acoplamento forte (A > \.) é controverso. Muito esfor¢o tem sido feito
para que se torne clara a questao da existéncia de uma dimensao critica superior d.
para a equacao KPZ. Para d < d., o termo nao-linear da equacao KPZ é relevante
para a obtencao dos expoentes de escala. A partir da dimensao critica superior, no

entanto, tal termo se tornaria irrelevante, os expoentes se reduzindo aos da equagao
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EW. Ou seja, as superficies KPZ apresentam rugosidade logaritmica em L ou tendem
a uma constante (o = 0), para qualquer A, a partir da dimensao critica superior (isso

equivaleria a dizer que A, — 00).

Estudos numéricos a esse respeito, tanto por meio de estimativas dos expoentes de
escala [39] como pela avaliacao das distribuigdes da largura de interface ao quadrado na
saturacao wy,,, para diferentes dimensoes [40], ndo tém encontrado evidéncias de um
valor finito para d.. No entanto, existem argumentos analiticos a favor da existéncia
de tal dimensao critica superior, apontando o valor d. = 4 [9, 36]. Em seu trabalho
9], Colaiori e Moore levantam ainda a hipdtese de as simulagoes numéricas feitas até
entao nao terem atingido tempos suficientemente longos para que de fato se chegasse
ao regime de saturacao em dimensoes elevadas (d > 4). Dado que seus resultados para
o expoente de escala z sao compativeis com as simulacoes de nosso grupo de trabalho
em d = 2 [53], seria interessante abordarmos esta questao simulando modelos KPZ em

dimensao d = 4.

4.4 Modelos KPZ em d = 3 - Resultados Obtidos

Passemos entao a exposicao de nossos resultados para modelos KPZ em dimensao
d = 3. Simulamos dois modelos pertencentes a esta classe de universalidade: o de
etching e o RSOS, cujas regras estocasticas de deposicao ja foram descritas na secao
3.8.

O modelo de etching foi simulado em redes de comprimento L = 2", com n inteiro
variando de n =2 (L =4) an =7 (L = 128), até o regime de saturagao da largura de
interface (estados estaciondrios). Para os tamanhos menores (L =4 a L = 32) cerca de
10° depositos foram crescidos. Para L = 64 foram simulados 3.2 x 10 depésitos e para
o maior tamanho de rede obtivemos 130 realizagoes. A diminuicao da quantidade de
depdsitos com o aumento do tamanho das redes de deposi¢ao denota o tempo compu-
tacional necessario para que se atinja as regices de saturacao de forma confidvel. Este
fator acaba por restringir os tamanhos L passiveis de serem simulados. Cabe observar
que, para o maior tamanho de rede trabalhado, eram necessarios aproximadamente
trés dias de simulacao em um processador de 1.53 MHz para a geracao de um tnico

deposito.
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Também trabalhamos com o modelo RSOS em redes de comprimento L = 2", com
n =2 an = 7. Este modelo mostrou-se computacionalmente mais dispendioso (exige
mais tempo para a simulagdo de um dado depdsito) que o modelo de etching, de
forma que a quantidade de depdsitos realizados foi menor que no caso anterior. Para
L =4 a L = 32 obtivemos da ordem de 10° depésitos. Para L = 64 foram simulados
6.8 x 10% depdsitos, e para o maior tamanho de rede (L = 128) foram crescidos 40
depdsitos (para este tamanho de rede um depdsito era gerado em aproximadamente
quatro dias por processador). Para este modelo, devido ao nimero relativamente baixo
de depositos para L = 128, as quantidades calculadas com base neste tamanho de
rede para a obtencao dos expoentes « e z apresentam barras de erro demasiadamente
grandes, de modo que perdem sua confiabilidade. Desse modo, serao retiradas de nossas
consideragoes posteriores. Calculos envolvendo este tamanho de rede estarao presentes
apenas nas estimativas do coeficiente de assimetria S e da curtose Q).

Primeiramente estimamos o expoente de rugosidade «, o que pode ser feito a partir
das larguras de saturacao médias. Na regiao estaciondria, o intervalo das distribuicoes
de largura de interface é grande, de modo que computamos médias sobre muitas confi-
guragoes diferentes para obtermos estimativas dos momentos w, ws, w3 e wy No regime
de saturagao com significativa precisao. Foi necessario também calcular estas quanti-
dades sobre diferentes intervalos de tempo para nos assegurar que os valores flutuam
em torno da média, ndo aumentando significativamente com o tempo (o que sugeriria
que a regiao de saturagao nao foi alcangada).

Como primeiro passo para a obtencao do expoente « consideremos a equacao 2.4.
Partindo de dois tamanhos de rede distintos para eliminar a constante de proporcio-

nalidade, temos:

W, 4 L = CLQO‘ L
250, ( ) i Lt() — 22&7 (4'5>
w2sat (L/Q) - C(L/Q)?Oc w25at (L/2>
de onde segue a expressao para o cédlculo dos expoentes de rugosidade efetivos Oé(L2)Z
In [ws,, (L) /ws,., (L/2)]
(2) — 25at 25at 4
aL 2In2 ' (4.6)

Chamamos os valores obtidos desta forma de expoentes efetivos pois em geral apre-
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sentam efeitos de tamanho finito (que sdo tanto maiores quanto menores os tamanhos
de rede trabalhados). E esperado que haja a convergéncia de tais valores efetivos para
um valor assintético na medida em que os tamanhos de rede forem aumentados, ja que
isso implica a reducao progressiva dos indesejaveis efeitos de tamanho finito.

Também consideramos expoentes de rugosidade efetivos com base no quarto mo-
mento da distribuicao de alturas wy, tendo em vista a propriedade de power-counting
(secdo 4.2) que nos leva a wy,,, (L) = CL*. Com desenvolvimento andlogo ao que

levou a equacgao 4.6, obtemos:

In [wy,,, (L) /wa,,, (L/2)]
4In2 ’

NO (4.7)
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Figura 4.1: Expoentes de rugosidade efetivos a(L2> (representados por quadrados e tridngulos cheios para os

modelos de etching e RSOS, respectivamente) e Oc(L4) (quadrados e triangulos vazios) em d = 3. Os expoentes

a(L4> foram deslocados de 0.001 no eixo das abscissas.

Na figura 4.1 mostramos os expoentes efetivos a(LQ) e 04(;) para os modelos de etching

e RSOS. Para os dois modelos, indicamos os pontos correspondentes a tamanhos de
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rede L > 8. Note que os dados apontam para um valor assintotico o em torno de 0.3.
O modelo RSOS sugere a pouco acima de 0.3, enquanto para o modelo de etching as
correcoes de tamanho finito sao muito fortes: 04532’4) decresce com L até L = 32 e a
partir dai cresce com L.

No ja comentado trabalho de Léssig [37] (secao 4.2), de acordo com a condigao
de quantizacao proposta (equagao 4.1) temos como valores mais provéaveis, em d =
3, a = 2/7 =~ 0.286 ou @ = 2/9 =~ 0.222, equivalente a considerarmos kg = 5 e
ko = 7, respectivamente. Os resultados de nossa simulacao descartam este tultimo
valor para o expoente de rugosidade, mas o = 2/7 se enquadraria como um possivel
valor assintético. Contudo, nao podemos afirmar que de fato o seja, pois isto exigiria
a simulacao em tamanhos de rede maiores que os efetuados aqui, além do que os
resultados para o modelo RSOS parecem excluir também este ultimo valor.

Tentamos ainda analisar nossos dados considerando um outro tipo de corregao de
tamanho finito, chamada largura intrinseca, que é um termo constante adicional w? na

relacao de escala dinamica 2.10 para a largura de interface quadrada:
w*(L,t) = w}+ L**g (tL77), (4.8)

onde g é uma funcao de escala com as propriedades de 2.11. A largura intrinseca repre-
senta contribuigoes das flutuacoes de escala de comprimento pequeno, de modo que é
esperado que aparega em modelos com grandes diferencas de alturas locais, que é o caso
do modelo de etching. A presenca da largura intrinseca ja foi considerada anteriormente
em estudos numéricos de modelos KPZ [31,47,53,63]. Tal procedimento, porém, nao
nos forneceu resultados satisfatorios, provavelmente porque as larguras de interface na
saturagao para os tamanhos de rede simulados do modelo de etching possuem valores
muito préximos da unidade. Isto acaba comprometendo o método, cuja aplicacao
¢ mais apropriada para modelos com valores de rugosidade mais expressivos, como
por exemplo o préprio modelo de etching em d = 2 [53], onde foi observada uma
dependéncia mais fraca dos expoentes efetivos a com o tamanho de rede L quando
a rugosidade intrinseca foi levada em conta. Infelizmente, os tamanhos L que nos

levariam a maiores valores de rugosidade se mostraram computacionalmente inviaveis,
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de modo que descartamos este procedimento.

Passamos entao a obtencao do expoente dinamico z. A principio, para estiméa-lo
deveriamos conhecer o tempo de saturagao 7, o que nos permitiria utilizar a equacao
2.5 para calcular expoentes efetivos z;, de modo semelhante ao feito anteriormente na

etimativa de «:
T(L) = DL? T(L) o
7(L/2) = D(L/2)* M (49)

0 que nos levaria a

_ In[7(L)/7(L/2)]
2 = - . (4.10)

Poderiamos fazer isso, ja que nossos dados possibilitam o calculo do desvio Aw do

valor médio da rugosidade ws,;, 0 que nos permitiria utilizar o procedimento descrito
na secao 2.3 para o célculo de 7. Entretanto, utilizamos um método alternativo [52],
aplicado com sucesso na andlise de outros modelos [10, 53], que passamos a descrever.

Observe que a equacao de Family-Vicsek pode ser escrita como

we LYf (;) = Wear§ (;) ) (4.11)

Se definirmos um tempo caracteristico 7y a partir de

w(To)

Wsat

=k, (4.12)

com k constante, de modo que esta relagao seja vélida para qualquer L, temos que
To/T = cte, (j& que g(t/7) é monotonicamente crescente no intervalo considerado) ou
seja, Ty € proporcional ao tempo de crossover 7. Devido a esta proporcionalidade entre

To € T, 0s expoentes efetivos z;, sdo dados por (veja a equacao 4.10):

L= In [7o(L)/70(L/2)]
In2 ’

(4.13)

e devem ser independentes da escolha particular da constante k. Ja foi observado
em trabalhos anteriores [52] que as estimativas de 7p mostram-se mais precisas do
que os tempos de relaxacao obtidos a partir de graficos InAw x t. Além disso, outra
desvantagem na obtencao de 7 por meio de ajuste linear é que o tempo de crossover
tem de ser estimado em diferentes intervalos de tempo, para que sejam evitados efeitos

espurios provenientes de uma escolha arbitraria da regiao de ajuste.
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Figura 4.2: Efeitos sobre os expoentes dinamicos efetivos z;, devido a mudangas na constante k para o modelo

de etching em d = 3. Os pontos referentes a k = 0.6 e k = 0.7 foram deslocados de 0.001 no eixo das abscissas.

Consideramos os seguintes valores de k (equagao 4.12): 0.4, 0.5, 0.6, 0.7 e 0.8.
Observe a figura 4.2, onde é mostrada a evolucao do expoente dinamico efetivo para o
modelo de etching, para os diferentes valores de k considerados. Vemos que z;, depende
fortemente da constante k escolhida para os menores tamanhos de rede, dependéncia
que diminui na medida em que L aumenta. Note ainda que para k = 0.4 e k = 0.5,
os valores efetivos z; se distanciam um pouco dos z; correspondentes a k = 0.6, 0.7
e 0.8. Isso ocorre provavelmente porque, para o modelo de etching nesta dimensao, a
convergéncia de wy(t) para os valores de saturacao é rapida, fazendo com que os tempos
To sejam da ordem da unidade para os menores tamanhos de rede, e pouco superiores
a isto para os maiores tamanhos trabalhados (~ 10). Para os menores k, nao espera-
mos que os tempos obtidos nos levem a boas estimativas de z, ja que correspondem
a tempos distantes do processo de saturacao. Para os maiores tamanhos de rede, os
maiores valores de k possuem valores bem proximos, pois nessa faixa 7y comega a
assumir valores maiores, condicao favoravel para melhor aplicabilidade do método de
célculo descrito acima. Note que a relagao 2.5, e portanto 7y ~ L?, é assintdtica (tanto

melhor quanto maior o tamanho de rede), o que acaba exigindo valores expressivos
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para 7y (L — oo implica 179 — 00).

Para o modelo RSOS, o comportamento de z;, para os varios k é mostrado na figura
4.3. Podemos observar uma menor dependéncia dos maiores tamanhos de rede com
a constante k. Possivelmente, isso ocorre por ser o processo de saturacao mais lento
para este modelo, o que leva a valores um pouco maiores de 7y ja a partir de L = 16

(10 ~ 10 para L = 16 e 79 ~ 10% para L = 64).
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Figura 4.3: Efeitos sobre os expoentes dinamicos efetivos zy, devido a mudangas na constante k para o modelo

RSOS em d = 3. Os pontos referentes a k = 0.5 e k = 0.6 foram deslocados de 0.001 no eixo das abscissas.

Tendo em vista esta discuss@o, na figura 4.4 mostramos zy, x 1 /L para os dois modelos
discretos, para L > 32 (tamanhos de rede mais relevantes), com k = 0.7 e k = 0.8. Os
pontos indicam uma convergéncia para z ~ 1.7, em concordancia com a relacao 3.35 e
sugerindo que, se o resultado de Lassig for correto (equagao 4.1), devemos ter ko = 5.

Finalmente, passemos a discussao da possibilidade da universalidade dos valores S
e () para modelos KPZ em d = 3.

Primeiramente vejamos os resultados para o coeficiente de assimetria .S. Calculamos

valores efetivos S, definidos como

ws(L)
3/2, 717

wy*(L)

para os modelos de etching e RSOS. Para estes modelos, | S;, | aumenta com L, o

L= (4.14)
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Figura 4.4: Expoentes dindmicos efetivos z; para os modelos de etching (quadrados cheios representam
k = 0.7, e vazios, k = 0.8) e RSOS (tridngulos cheios para k = 0.7 e vazios para k = 0.8) em d = 3. Os pontos

referentes a k = 0.8 foram deslocados de 0.0005 no eixo das abscissas.
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Figura 4.5: Valores efetivos Sr. do coeficiente de assimetria para os modelos de etching (representados por
quadrados cheios) e RSOS (vazios) em d = 3. As retas indicam os melhores ajustes lineares para os dois

modelos.
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que nos leva a propor uma correcao de escala do tipo | Sy |~| S | +BL™® para
extrapolarmos nossos dados, onde A é um expoente de correcao de escala, determinado
por ajustes lineares em graficos de | S; | xL™®, e B é constante. Na figura 4.5
mostramos o melhor ajuste dos dados para os modelos de etching e RSOS, o que
acontece com A = 0.6 e A = 0.9, respectivamente. Foram considerados os pontos
correspondentes a L. > 16 para o modelo de etching e L > 8 para o RSOS. Podemos
notar a convergéncia clara para um mesmo valor assintético | S |~ 0.39.

Utilizamos um procedimento semelhante em busca de um valor assintotico () para

a curtose. Considerando a equacao 4.4, obtivemos valores efetivos () r:

w4(L)

QL = — 3. (4.15)
wi(L)
03 LI . ML L B =
045 -
0,4-— i
0.35; i
O'J oa; A n i
- ? . ‘ -
025 -
0.2_— A
ois|- .
0.1 | g o s Fawpallvswe lloupobfuoomiepl
0025 005 0,075 0.1 0,125
1/L

Figura 4.6: Valores efetivos Qr da curtose para os modelos de etching (representados por quadrados e

deslocados de 0.002 no eixo das abscissas) e RSOS (tridngulos) em d = 3.

Na figura 4.6 mostramos Qr X 1/L, com L > 8 para ambos os modelos. Visto que
(1, varia pouco com L nos tamanhos maiores, nao hé necessidade de ajustarmos os
dados incluindo corre¢oes de tamanho finito. Observe que os pontos convergem para

um valor entre ) = 0.25 e () = 0.3.
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Considerando nossos resultados, temos evidéncias da universalidade do coeficiente
de assimetria (em médulo, | S |) e da curtose (@) para modelos KPZ, com | S |~ 0.39 e
0.25 < @ < 0.3. Isso sugere a universalidade das distribuicoes de altura para diferentes

modelos KPZ nesta dimensao.

4.5 Modelos KPZ em d = 4 - Resultados Obtidos

Para d = 4, os mesmos modelos discretos da secao anterior foram utilizados. O
modelo de etching foi simulado em redes de comprimento L = 2", com n inteiro va-
riando de n = 2 (L =4) an =6 (L = 64), até o regime de saturacao da largura de
interface, de forma andloga & feita em d = 3. Para o tamanho de rede L = 4, 10°
depésitos foram crescidos. Para L = 8 e L = 16, simulamos cerca de 10* depdsitos.
Para L = 32 ¢ L = 64 geramos 2.6 x 10% e 53 depdsitos, respectivamente. O modelo
RSOS foi simulado para os mesmos tamanhos de rede que o modelo de etching. Foram
gerados da ordem de 10* depdsitos para os menores tamanhos (L < 16), 160 depdsitos
para L = 32 e 31 depdsitos para L = 64. O tempo necessario para a simulacao desses
modelos foi grande: para o maior tamanho de rede, eram necessarios cerca de trés dias
de simulagao para o modelo de etching e pouco mais de quatro dias para o RSOS, para
a geracao de um dado depdsito em um processador de 1.53 MHz.

Para o modelo RSOS, devido as barras de erro expressivas nos valores efetivos a7y,
zp e Qp para L = 64, os desconsideramos em nossas analises. Porém, este tamanho
de rede sera levado em conta na estimativa do coeficiente de assimetria e nos testes de
relacao de escala logaritmica para a rugosidade.

Nesta se¢ao, temos dois pontos basicos para discussao: a questao da universalidade
do coeficiente de assimetria e da curtose em d = 4 e o problema da dimensao critica
superior para a equacao KPZ.

Comegaremos pela andlise do coeficiente de assimetria S. A figura 4.7 mostra os
valores efetivos | Sy, | calculados para os dois modelos. Analogamente ao problema em
d =3, | S | aumenta com L, de modo que consideramos uma corre¢ao de escala do
mesmo tipo: | Sy, |~| S | +BL™2, onde A é determinado por ajustes lineares num

grafico do tipo 4.7 e B é constante. Foram considerados todos os pontos relativos ao
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Figura 4.7: Valores efetivos Si do coeficiente de assimetria para os modelos de etching (representados por
quadrados cheios) e RSOS (vazios) em d = 4. As retas indicam os melhores ajustes lineares para os dois

modelos.

modelo RSOS e os pontos correspondentes a L > 8 para o modelo de etching. Na
figura ¢ indicado o melhor ajuste linear para os dois modelos. Os valores do expoente
de corregao de escala A correspondentes sao A = 0.5 (etching) e A = 1.0 (RSOS).
Note que os ajustes convergem para valores bem proximos quando L — 0o, em torno
de S ~ 0.45.

No que tange a curtose, nao consideramos nenhum tipo de correcao de tamanho
finito, a exemplo dos resultados em d = 3, conforme é mostrado na figura 4.8. A
despeito de barras de erro um pouco expressivas para os tltimos pontos (L > 64),
observamos evidéncias de convergéncia para um valor assintotico em torno de @) ~ 0.4,
de modo que nossos resultados, tanto em d = 3 como em d = 4, corroboram a idéia de
que a universalidade das distribuicoes de alturas é extensiva a dimensoes maiores que
d=2.

Chegamos a questao da dimensao critica superior para a equagao KPZ. Comenta-

mos anteriormente (se¢do 4.3) que, no caso de d. = 4, devemos ter comportamento
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Figura 4.8: Valores efetivos Q1 da curtose para os modelos de etching (representados por quadrados cheios

e deslocados de 0.005 no eixo das abscissas) e RSOS (quadrados vazios) em d = 4.

logaritmico da rugosidade com o tamanho de rede L, no regime de saturagao, a partir
desta dimensao. Vamos portanto testar tal hipdtese considerando tanto ws,,, como
Wsat -

Comparando dois tamanhos de rede admitindo rugosidade quadrada logaritmica,

temos:

ws, (L) = AlnL+ B

= Aw,,,, = we,,, (L) — ws,,,(L/2) = Aln2 = cte,
wan(L/2) = A(Lj2)+ B

(4.16)
onde A e B sao constantes. Ou seja, deveriamos obter um valor constante ao subtrair-
mos as quantidades ws,,, para tamanhos de rede L e L/2.

Na figura 4.9a mostramos os valores Aws__,, para o modelo de etching, para cada dois
tamanhos de rede consecutivos, o mesmo sendo mostrado na figura 4.9b para o modelo
RSOS. Ha uma divergéncia dos valores calculados na medida em que L aumenta, o

que aponta no sentido de que a rugosidade quadrada ws_,, nao escala logaritmicamente
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com o tamanho de rede. Nas figuras 4.9a e 4.9b, consideramos uma correcao de escala
do tipo 1/L. Tentativas de correcao do tipo 1/L*, com A entre 0.5 e 1, e do tipo 1/InL

também nos levam a conclusdes semelhantes.

a)I,Ai : : : : . =] b)‘”\|

1 1
0 0,025 0,05 0,075 0.1 0.125 0.15 0 0,025 0,05 0,075 0,1 0.125 0.15

1/L 1/L

Figura 4.9: Teste para relacao de escala wa,,, ~ InL para a)modelo de etching e b)modelo RSOS, em d = 4.

O segundo teste corresponde ao caso de a hipdtese logaritmica ser verdadeira para
a largura de interface w., 0 que equivale a testar a relacdo w,,, ~ In’L (onde a

rugosidade quadrada escalaria com o logaritmo quadrado de L). Isso nos leva a:

wet(L) = ClnL+D

= Au)sa,t - wsat(L) - wsat(L/2) = (Cln2 = C}Ce7
wat(L)2) = Cln(L/2)+ D

(4.17)
com C' e D constantes, de modo que chegamos a uma condicao analoga ao problema
anterior. Nas figuras 4.10a e 4.10b temos Awg, X 1/L para os modelos de etching e
RSOS, respectivamente. Os pontos nao assumem um valor constante, indicando uma
divergéncia conforme se aumenta o tamanho de rede. O mesmo ocorre com corregoes
do tipo 1/L?, com 0.5 < A < 1, e 1/InL. Assim, a rugosidade nesta dimensdo nao
deve ser logaritmica, a exemplo de waogqy.

Embora os testes acima nos fornecam indicios de que a dimensao critica superior
nao seja d. = 4, buscamos outros meios de avaliar o problema, um dos quais consiste
na estimativa dos expoentes de escala. Vejamos os resultados para o expoente de

rugosidade .

46



a) 0,35 ——r——
03[ .
L L] ]
03l ]
¥ E
2 r
2 0275 % .
0,25 -— =
[ ] a i
0225~ -
) A U ST R ST BRI B
0 0.025 0.05 0,075 0.1 0.125 0.15

b)0.24 —

2
2 016

PRI SIS S T B
0.025 0.05

PR IS T T I TS S T MR T
0,075 0.1 0.125

1/L

0.15

Figura 4.10: Teste para relacdo de escala wa,,, ~ In?L para a)modelo de etching e b)modelo RSOS, em

d=4.
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Figura 4.11: Expoentes de rugosidade efetivos a(f) (representados por quadrados e tridngulos cheios para os

(4)

modelos de etching e RSOS, respectivamente) e o’ (quadrados e tridngulos vazios) em d = 4. Os expoentes

af) foram deslocados de 0.003 no eixo das abscissas.
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Os expoentes efetivos obtidos a(L2) e a(L4) (desenvolvimento andlogo ao feito na se¢ao

4.4) sao mostrados na figura 4.11. Embora as simulagdes até os tamanhos de rede
trabalhados nao nos permitam apontar um valor assintético a confiavel, observamos
que nossos dados sao compativeis com « na faixa de 0.19 a 0.25.

Comparando tais resultados com o trabalho de Léssig [37], dos valores apontados
como possiveis (veja a equagao 4.1), haveria acordo apenas para ky = 7, que leva
a a ~ 0.222, ficando descartados ky = 5, correspondente a o &~ 0.286, e kg = 9
(v & 0.182). No entanto, note que as corregoes de tamanho finito para o modelo de
etching sao fortes (a exemplo das observagoes em d = 3), e que os dados relativos ao
modelo RSOS sistematicamente sugerem « acima do valor proposto por Léssig, em
concordancia com Marinari et al. [39].

Estimamos também o expoente dinamico z por meio de extrapolacoes de expoentes
efetivos, seguindo o raciocinio da se¢ao anterior que culminou na equagao 4.13. O
comportamento dos expoentes efetivos com o tamanho de rede é mostrado na figura
412 para k=0.7Te k =0.8.

Cabe comentarmos mais detalhadamente as indicagoes deste grafico para os dois
modelos. Embora pareca haver uma divergéncia de z; com o aumento de L para o
modelo de etching, é possivel que os pontos que correspondem a tamanhos L < 16
(1o ~ 1) tenham sido obtidos partindo de tempos que ainda nao tenham iniciado o
processo de saturacao, de modo a nao terem tanta relevancia se comparados aos dois
ultimos pontos (L > 16, cujos tempos 7y sdo da ordem de 10).

O modelo RSOS, embora seja computacionalmente mais dispendioso que o modelo
de etching, apresenta tempos de crossover um pouco maiores que os deste tultimo. Para
k = 0.7 temos Ty ~ 1 para o menor tamanho, 7o ~ 10 para L =8 e L = 16 e 15 ~ 102
para L = 32; para k = 0.8, 79 ~ 10? para L > 16 e 75 ~ 10 para L < 16.

No gréfico, os dois ultimos pontos relativos ao modelo RSOS sugerem z em torno de
1.8. Embora os pontos correspondentes ao modelo de etching nao parecam convergir
até L = 64, notamos que o ultimo ponto (maior tamanho de rede) indica z;, ~ 1.7, de
modo que se aproxima da mesma regiao apontada pelos valores RSOS, o que nos leva

a crer que a convergéncia para aquele modelo se torne mais clara a partir dai.
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Figura 4.12: Expoentes dindmicos efetivos z;, para os modelos de etching (quadrados cheios representam
k = 0.7, e vazios, k = 0.8) e RSOS (tridngulos vazios para k = 0.7 e cheios para k = 0.8) em d = 4. Os pontos

representados por quadrados e triangulos vazios foram deslocados de 0.003 no eixo das abscissas.

Se combinados os resultados para os expoentes « e z, temos nova indicacao de que
a dimensao critica superior para a equacao KPZ nao é d. = 4, ja que a > 0 e z < 2,
diferentemente do que teriamos no caso de uma suposta relagao de escala logaritmica
entre a rugosidade e o tamanho de rede.

Consideramos ainda mais um teste, uma condicao que nos permitiria estimar z
supondo um comportamento de escala logaritmico para a rugosidade. No caso de d = 4
ser a dimensao critica superior para a equacao KPZ, seria esperado que os modelos de

etching e RSOS obedecessem a relagao de escala dinamica
wy = Aln [LG(t/T)], (4.18)

onde G é uma funcao de escala e A é uma constante, e, no limite x — 00, espera-se que

G(z) — a, com a constante. Dessa forma, o tempo caracteristico 7y definido a partir
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da equacao 4.12 nao é mais proporcional a 7. A fim de definir um tempo caracteristico

T1 que seja proporcional a 7 neste sistema, consideramos
dwy = wy,,, —wa(m) = C, (4.19)
com C' constante. Desta condicao, chegamos a

G <%> = cte, VL, (4.20)

sendo estabelecida a proporcionalidade entre 71 e 7.
Os tempos caracteristicos foram obtidos da equacao 4.19 com C' = 0.1 para os dois

modelos. Os expoentes efetivos z;, sd@o obtidos de (veja relagao 4.10):

_n(@)/m(/2)]

4.21
In2 ( )
3 Ll Ll T 1 Ll 1 L] 1 1 Ll T 1 1 1 L Ll Ll Ll T Ll Ll 1 L] Ll
L A j
25+ =
i A |
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Figura 4.13: Expoentes dindmicos efetivos z;, para os modelos de etching (representados por quadrados) e

RSOS (tridngulos), com C' = 0.1, em d = 4.
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Na figura 4.13 mostramos z; X 1/L para os modelos de etching e RSOS (onde
foi desconsiderado o ponto correspondente ao tamanho de rede L = 64 para este
ultimo modelo). A principio nos parece haver uma discordancia em relacdo aos testes
anteriores desta secao, na medida em que hé indicagoes de uma possivel convergéncia
para o expoente assintético z = 2, o que iria a favor de d. = 4. Contudo, devemos
analisar com mais cuidado este resultado.

Note que, utilizando a condicao 4.19 para um modelo que obedeca a relagao de

escala FV (veja a equagao 2.10),

t
wy (L, t) = L*g <—) , (4.22)
T
chegariamos a uma condicao do tipo
1 b
—)=a— — 4.23
g ( T ) “T T (4.23)

com a e b constantes. Assim, a proporcionalidade entre 7 e 7 seria obtida no limite
L — oo com corregoes possivelmente fortes.

Para apontarmos como tal desproporcionalidade entre os tempos caracteristicos afe-
taria os expoentes efetivos z;, obtidos da equacao 4.21, deveriamos conhecer a forma da
funcdo g(t/7) (equagao 4.22) para tempos t intermedidrios (pouco antes da saturagao
da superficie), que, aplicada & condigao 4.19, nos daria uma relagao direta entre os tem-
pos 71 e 7. Dali, substituindo esta relacao na féormula 4.21 para expoentes efetivos zp,
poderiamos avaliar os efeitos do tempo 71 (desproporcional a 7) sobre esses expoentes.

Reis, trabalhando com alguns modelos KPZ em d = 1 e d = 2 [52], obteve que a
fungao de escala da equagao FV (2.10), ao se aproximar da regiao de estado estacionario,

obedece um decaimento exponencial do tipo

f (;) =c—dexp (;) , (4.24)

com ¢ e d constantes. Admitindo que ¢(¢/7) na equagao 4.22 se comporte de modo

semelhante e substituindo tal comportamento na relagao 4.19, teriamos que
71 ~ 7ln(L). (4.25)

Isto significa que 71 e 7 escalam com L com a mesma lei de poténcia, porém com

uma corre¢ao logaritmica (que nao altera a lei de poténcia assintética). Substituindo
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a expressao acima na equacao 4.21, surgiria um fator multiplicativo logaritmico em L
que tende a aumentar os valores z7,, mas esta corre¢cao diminuiria com o aumento de L
e zy, acabaria convergindo para o valor assintético real z. Porém, esta convergeéncia é
lenta e, para os tamanhos de rede trabalhados, esperamos obter expoentes z; maiores

do que de fato o seriam se os tempos 7, e 7 fossem proporcionais.

Visto que anteriormente obtivemos valores a > 0, e que Aws_,, para os diferentes L
descartam a relacao de escala logaritmica para wsy, temos evidéncias de que a anélise
do expoente dinamico z por este ultimo método possa estar “mascarada” pelo fator

multiplicativo mencionado, de modo que este teste nao é adequado neste caso.
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Capitulo 5

Conclusoes

Neste trabalho estudamos dois modelos de crescimento discretos reconhecidamente
pertencentes a classe de universalidade KPZ: o modelo de etching e o modelo RSOS.
Ambos foram simulados em dimensoes d = 3 e d = 4.

A partir de nossas simulagoes em d = 3, obtivemos os valores | S |= 0.39£0.02 para
o coeficiente de assimetria e 0.25 < @) < 0.3 para a curtose, para ambos os modelos.
Isto sugere que as distribuigoes de alturas na classe KPZ sao universais nesta dimensao.
Além disso, foram obtidas estimativas para o expoente de rugosidade 0.26 < o < 0.315
e para o expoente dinamico z ~ 1.7. Uma comparacao com a condicao de quantizagao
4.1 proposta por Léssig [37] nos levaria ao valor « = 2/7 ~ 0.286 como o unico possivel
para o expoente de rugosidade. No entanto, cabe lembrar que o modelo com correcoes
de tamanho finito menores (RSOS) sistematicamente sugere o acima deste valor, em
concordancia com Marinari et al. [39].

A obtengao dos valores | S |=0.45+0.03 e @ ~ 0.4 para o coeficiente de assimetria
e para a curtose, em d = 4, também evidencia a universalidade das distribuicoes de
alturas, e, juntamente com os resultados em d = 3, contribui no sentido de que tal
propriedade é extensiva a dimensoes d > 2.

No que se refere a questao da existéncia da dimensao critica superior, nossos dados
descartam d. = 4, na medida em que simulacoes nesta dimensao, além de excluir uma
possivel relacao de escala logaritmica entre a rugosidade e o tamanho de rede, nos

levam ao expoente de rugosidade « na faixa de 0.19 a 0.25 (diferentemente de o = 0,
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o que aconteceria se d. = 4). Em relacdo as estimativas para o expoente dinamico z,
partindo-se de consideracoes nas quais os modelos obedeceriam a relagao de escala FV
obtemos z < 2. Considerando que os modelos tenham relagao de escala logaritmica,
obtemos z & 2, mas, conforme observado no capitulo anterior, ha evidéncias de que
este ultimo valor esteja superestimado.

Como perspectiva de continuacao deste trabalho, poderiamos estender nosso estudo
das propriedades de escala de interfaces KPZ em dimensoes d = 3 e d = 4 analisando
suas distribuicoes de largura de interface no estado estacionario. Note que, enquanto as
distribuicoes de altura representam flutuagoes espaciais e configuracionais das alturas,
a largura de interface é uma quantidade global (média espacial) cuja distribui¢ao para
diferentes configuragoes seria analisada. Em d = 2, j& foi observado que as distribuigoes

de largura de diferentes modelos na classe KPZ apresentam uma forma universal [54].
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