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Resumo

Feixes Opticos que carregam momento angular orbital (MAQ) talvez possam ser
utilizados na implementacao da computacao quantica. Isto se deve ao fato deles pos-
suirem um grande nimero de estados associados a estrutura de fase. Esses estados
podem adquirir fase geométrica ao sofrerem transformacoes. Essa fase depende da
geometria da trajetoria seguida no espago dos modos. Neste trabalho, desenvolve-
mos um estudo sobre feixes que carregam MAO e apresentamos dois métodos para
obtencao experimental destes. Apresentamos também resultados referentes as medi-
das das fases geométricas adquiridas pelos modos por meio da interferéncia de dois
feixes copropagantes e construimos um dispositivo que produz modos intermediarios

ou elipticos. Este dispositivo funciona sem mexer no alinhamento do feixe.

Abstract

Optical beams that carry orbital angular momentum (AOM) will probably be
used for doing quantum computation. This is possible because it has a large number
of states associated with the phase structure of the beams. These states can acquire
a geometric phase when they are submited to transformations. This phase depends
on the geometry of the path followed by the beam in the space of spacial modes.
In this work, we present a study about beams that carry AOM and we present two
methods to produce it experimentaly. We also present phase mensuraments done
via the interference of two copropagating optical beams. We built a device that
makes intermediary or eliptical beams modes. With this device we can generate any

mode without misaligning the beam.
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Capitulo 1

Introducao Geral

Computadores quanticos prometem realizar calculos considerados impossiveis
para maquinas comuns. FEssa tecnologia teria grande importancia no mundo con-
temporaneo. Por exemplo, mensagens criptografadas poderiam ser decodificados
por um computador capaz de decompor um nimero grande em seus fatores em um
tempo razoavel. Quase todos os métodos criptograficos usados para a protegao de

dados sdo vulneraveis a algum tipo de algoritmo quéantico [1].

A grande eficiéncia de um computador quantico se origina do fato de ele op-
erar sobre informacao representada na forma de ¢-bits (bits quanticos), em vez de
bits normais. Um bit classico comum pode valer 0 quando nao ha corrente elétrica
no circuito ou 1 quando ha, e a arquitetura padrao dos microchips determina rig-
orosamente essa dicotomia. Um g¢-bit, ao contrario, pode se apresentar no chamado
estado de superposicao ou mistura, que permite a coexisténcia de quantidades de
0 e 1. Podemos imaginar um estado de ¢-bit como um ponto na superficie de uma
esfera. A esfera de Bloch [2]. O polo norte representaria o 1 e o po6lo sul, o 0. Todos
os outros pontos intermediarios sao as eventuais superposicoes de 0 e 1. A liberdade
que os ¢-bits possuem de vagar por toda a esfera ajuda a conferir aos computadores

quanticos suas capacidades incomparaveis.

Muitos sistemas fisicos podem ser utilizados para implementacao dos ¢-bits. Por
exemplo, o spin nuclear, o spin eletronico e as duas polarizacoes de um foton [3,4].
Neste tltimo caso, no regime de baixissimas intensidades (contagem de fotons), se

um feixe linearmente polarizado a 45° com relacao a direcao horizontal passar através
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de um cubo divisor de feixes que separa as polarizagoes ortogonais horizontal H e
vertical V serd dividido em dois feixes. Os estados dos feixes ap6s o cubo serao
descritos por estados intermediarios entre H e V. Esse estado é representado como
um ponto na superficie da esfera de Poincaré que serd apresentada no proximo

capitulo.

Os vortices opticos, feixes que possuem momento angular orbital (MAQO) tém
sido reconhecidos como sistemas potenciais para realizacao da computagao quantica
de varios ¢-bits [5-7]. Isto é possivel porque eles podem possuir varios estados
MAQO em sua estrutura de fase, em contraste com os estados de polarizacao que
sao inerentemente binarios. As fases geométricas adquiridas por estes estados de
MAOQO apoés algumas transformacoes também podem ser utilizadas nesta forma de

computagcao [8].

Neste trabalho apresentamos algumas medidas das fases geométricas adquiridas

por vortices dpticos e utilizamos estas fases para obtencao dos modos intermediarios.

O capitulo 2 trata do Momento Angular Orbital da luz. Descreveremos em lin-
has gerais os modos transversos de propagacao da luz, onde veremos que os modos
de Laguerre-Gauss podem carregar MAO [9]. Apresentaremos dois métodos para
obtencao experimental desses modos: o método holografico e o método dos conver-
sores astigmaticos que utilizam lentes cilindricas. Veremos também que existe uma
representacao analoga a esfera de Poincaré [10], que representa os estados de polar-
izacdo, para os modos Laguerre-Gauss e Hermite-Gauss de primeira ordem. FEssa
esfera é conhecida como esfera de Poincaré para os modos transversos de primeira

ordem.

O capitulo 3 trata das fases geométricas em Optica. Apresentaremos o resultado
obtido por S. Pancharatnam [11] em seu trabalho que trata das fases adquiridas por
feixes monocromaticos classicos que sofreram transformacoes ciclicas na polarizagao.
Descreveremos em linhas gerais as fases obtidas por M. V. Berry [12] ao considerar
a evolucao ciclica e adiabéatica de um sistema quantico. Finalizaremos este capi-
tulo discutindo matematicamente o papel dos elementos fisicos responsaveis pelas

transformacoes realizadas nos modos.

Os capitulos 4 e 5 tratam dos resultados experimentais obtidos aqui no Lab-

oratorio de Optica Quéntica do Instituto de Fisica da UFF. No quarto capitulo
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apresentaremos as medidas das fases geométricas adquiridas pelos modos transver-
sos de Laguerre-Gauss em evolugoes ciclicas diferentes na esfera de Poincaré para os
modos. No quinto capitulo apresentamos um método para obtencao controlada dos

modos intermediarios que sao representados como pontos na esfera dos modos.

No dltimo capitulo apresentaremos a conclusao geral destacando os principais

resultados e as perspectivas futuras.



Capitulo 2

Momento Angular da Luz

2.1 Introducao

A teoria classica da radiacao eletromagnética prevé que a luz carrega energial,
momento linear e momento angular. Esse momento angular pode ser decomposto
[13] em momento angular intrinseco, que depende da polarizacdo do feixe, e momento
angular orbital, que depende da frente de onda deste. Feixes que possuem estruturas
de fase singulares, podem ter o vetor de onda espiralando em torno da direcao de

propagagao (figura 2.1), o que d& origem ao momento angular orbital.

Veremos neste capitulo as possiveis solucoes da equacao de onda de Maxwell
no regime paraxial, de onde surgem os modos de Hermite-Gauss e os modos de
Laguerre-Gauss. Uma representacao para os modos Hermite-gaussianos e Laguerre-
gaussianos de primeira ordem serd apresentada na forma de uma esfera analoga
a esfera de Poincaré. Finalmente, serao descritos dois métodos para obtencao de
modos Laguerre-gaussianos e um método para verificacao desses modos por inter-

ferometria.

1O fluxo de energia é dado pelo vetor de Pointing que, em meios isotrépicos, é paralelo ao vetor

de onda.
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Figura 2.1: (a) Feize com frente de onda plana e vetor de onda paralelo ao eizo de

propagacao. (b) Feize com frente de onda helicoidal com vetor de onda espiralando.

2.2 A Equacao Paraxial

A dinamica dos campos eletromagnéticos em meios homogéneos livres de cargas

e correntes é dada pelas equagoes de Maxwell no sistema gaussiano

V- E(z,y,2) =0; (2.1)

V x Ba,y, ) = - 2PE02), (22)
- 1 8E(x,y,z)

V X B(l‘,y, 2) - ET’ (24)

que constituem um conjunto de quatro equagoes diferenciais parciais acopladas de

primeira ordem para os campos elétrico £ e magnético B.

Essas equagoes podem ser desacopladas em duas equacoes diferenciais de segunda
ordem. Aplicando o rotacional na equagdo (2.2) obtemos:
. (1\?’E
VPE— (=) —5 =0. 2.5
(C) ot? (2:5)
Equacao que descreve a dinamica do campo elétrico durante a propagacao da luz

em meios homogéneos.

Escrevendo o campo elétrico na forma E(7,t) = éu(7)e~™* onde ¢ é o vetor de
polarizagao, u(7) é a amplitude da onda e e~™" ¢ a fase espacial, obtemos a equagao
de Helmholtz

V2u(7) + k*u(7) = 0. (2.6)
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Admitindo agora que o feixe se propaga ao longo da dire¢ao do eixo z, podemos
escrever,

u(F) = P(x,y, z)e™, (2.7)
onde e** ¢ a dependéncia espacial rapida e tem um periodo de um comprimento de
onda A\ = 27/k na dire¢do de propagacao.

A funcao ¢(x,y, z) especifica a estrutura transversa do feixe. Esta estrutura

transversa muda lentamente ao longo de z devido a difragdo. Para um feixe ra-

zoavelmente colimado, esta é lenta quando comparada ao termo e’

A substitui¢do da equagao (2.7) na equacao de Helmholtz (2.6) produz:

Podemos matematicamente expressar a variagao lenta de ¢ (z,y,z) por meio da

aproxrimacao paraxial

Y Py Y o
—_— — |, |[=—=| e 2k|=]|. 2.9
|0z2 <<|8x2|’|8y2|6 |82 (2.9)
Com essa aproximacao a equacao de Helmholtz se reduz a:
PP 0% oY
— 4+ — 4+ 2tk— = 0. 2.1
922 + 352 + 2i P 0 (2.10)

conhecida como equacao parazial.

De um modo mais geral, podemos escrever a equagao paraxial como

V2(7, 2) + zz’kg—f =0. (2.11)

Onde 7 se refere as coordenadas transversas 7 = (x,y) ou 7 = (r,0) dependendo do
sistema de coordenadas adotado (retangular ou cilindrico), e V? é o operador lapla-

ciano transverso que s6 envolve derivadas com relacao as coordenadas transversas.

2.3 Ondas Esféricas Gaussianas

Nosso proximo passo serd derivar uma equacgao analitica, seguindo a referéncia
[14], para ondas esféricas gaussianas ou feixe gaussiano, uma solugao que descreve os
feixes da maioria dos lasers, e entao mostrar que essa equagao ¢ solucao da equagao

paraxial.
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Onda Esférica Paraxial
Uma onda esférica divergindo de uma fonte pontual localizada em 7y = (¢, Yo, 20),
é matematicamente descrita pela solucao da equacao de onda
e~k R(7570)

G

onde R(77) = /(x — x0)% + (y — yo)® + (2 — 20)? ¢ a distancia da fonte ao ponto

de observacao e k ¢ o nimero de onda dado por k = 27/\.

Utilizando a aproximacdo de Fresnel' para a teoria da difracao, podemos de-
screver a distribuicdo do campo em uma posicao 7 = (z,y, z), como mostrado na
figura 2.2, tal que a distancia z — zp seja muito maior que as distancias entre as
coordenadas transversas por

(z — 20)* + (y — w0)”

IRE) (2.12)

U(x,y,2) =

RE) exp | —ik

C é uma constante de normalizacdo e R(z) = z — 2y é o raio de curvatura da onda
esférica no plano z. Convencionamos R > 0 para ondas divergentes e R < 0 para

ondas convergentes.

O raio de curvatura em 7 pode ser escrito de uma uma forma mais geral como
R(z) = Ry + =z — 2o, (2.13)
onde Ry é o valor do raio de curvatura num plano anterior ao plano zy. (Ry é nulo

se a fonte estiver contida no plano anterior).

Essa variacao quadratica da fase de ¢ ao longo de um plano transverso representa
simplesmente uma aproximagao paraxial para a verdadeira superficie da esfera. Ou

seja, esta aproximacao serve apenas para pontos proximos ao eixo de propagacao.

Coordenadas complexas para uma fonte pontual

LA teoria de Fresnel diz que se expandirmos a distancia R(7;7) em uma série de poténcias da

forma ( )2 ( )2
S T —20)"+ (Y —Y
R M = — o
(Fi70) =2 — 20+ 202 = z0) + ,

entao, podemos desprezar os termos de ordem maior que a quadratica nesta expressao no fator de

fase de E(7; 7). No denominador R(7; ) é trocado por z — zg.
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Figura 2.2: Onda esférica proveniente de uma fonte pontual [fig 16.3 [14]].

A onda esférica paraxial da equagao (2.12) nao descreve satisfatoriamente um
feixe real porque a amplitude das ondas esféricas nao decresce com a distancia
transversa do eixo de propagacao. Isto ¢, os feixes, ao se estenderem para o infinito

na direcdo transversa, carregam energia e poténcia infinitas através do plano z.

As coordenadas xg, o, 2o de localizacao da fonte sao parametros constantes, logo
a equagao (2.12) satisfaz a equacdo paraxial independentemente da escolha destas

coordenadas. Vamos considerar que as coordenadas sao complexas.

Em particular, fazendo por simplicidade xg e g ser nulos e convertendo a posicao
axial zp em um nudmero complero por subtracao de uma quantidade complexa qq
(isto é equivalente a trocar o raio de curvatura R(z) = Ry + 2 — 2o pela quantidade

complexa q(2) = 2 — (20 — qo) = G + = — %).

Sendo assim, a onda divergente proveniente de uma fonte pontual complexa pode

ser escrita, de acordo com a equacgao (2.12) como

C 2 2
U(x,y,2) = ——exp —z'/’fi , (2.14)
Z—Zo+qO 2(2—20+Q0)
com o raio de curvatura complexo dado por
q(2) =z — 20 + qo- (2.15)
Separando a quantidade 1/¢(z) em partes real e imaginéria, na forma

1 1 1

= i, (2.16)
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podemos escrever a equacao de ondas esféricas na forma

r,Y,2) = ——exp | —ik —
v =0 20 () " 2a(2)

O expoente resultante agora possui um termo imaginéario correspondente a uma

(2.17)

fase quadratica (onda esférica com raio de curvatura real); e um termo puramente

real que da o perfil gaussiano para amplitude do campo.
Feixes gaussianos esféricos

Normalizando e reescrevendo a equagao (2.17) em fungao dos parametros comu-

mente utilizados para descrever os campos de um laser, obtemos

Oy, 2) = (%) v ﬁe;ﬂp [—%} exp {i(—kz +arctan( =) - kx;R—g) |
(2.18)

onde R(z) continua sendo o raio de curvatura e w(z) serd definido logo abaixo. A
equagao (2.18) da a solu¢do de um modo gaussiano esférico de mais baiza ordem ou
modo fundamental em meios homogéneos. As figuras 2.3(a-b) ilustram a distribuigao

de intensidade do modo fundamental.

. Intensidade

(b)

(a)

Figura 2.3: Perfil de intensidade do modo gaussiano: (a)superficie de intensidade;

(b) distribuicdao de intensidade; (c) curva de intensidade com y = 0.

O raio de curvatura R(z) e o parametro w(z) em qualquer plano z sdo derivados

do raio complexo ¢(z) a partir da defini¢ao
1 1 o1 (2.19)
= —i . .
q(z)  R(z)  mwi(z)
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Em meios homogéneos temos
w(z) =4 |wd (1 + —2>, (2.20)

R(z) =2 (1 + é) . (2.21)

O raio complexo em z = 0 é dado por
2

qo = Z% = 12R, (2.22)

onde zi é a distancia de Rayleigh e wy ¢ a cintura do feixe.

Como podemos ver, o padrao do campo ao longo de todo feixe gaussiano é

inteiramente caracterizado pelos parametros wg e A.

2.4 Modos Gaussianos de Ordens Superiores

A expressao do modo gaussiano que acabamos de ver é apenas a solucao de mais
baixa ordem de uma familia infinita de solucGes possiveis da equacao paraxial. As
solucoes de ordens superiores podem ser os modos de Hermite-Gauss se resolvermos
a equagao paraxial em coordenadas retangulares ou os modos de Laguerre-Gauss em

coordenadas cilindricas.
Os Modos de Hermite-Gauss (HG)

A solugao mais geral da equagdo paraxial (2.11) em coordenadas retangulares

produz os modos de Hermite-Gauss

2 2 1
X exp {_i(k:CQR—iEzy) T T; i arctani)} . (2.23)

Onde A,,, € uma constante de normalizacao, H,, e H, sao os polinémios de Hermite,

w(z) e R(z) sao dados por (2.20) e (2.21) respectivamente, ¢ a ordem do modo é

dada por N = m +n.

Note que se fizermos m = n = 0 na expressao acima, recaimos na soluc¢ao do

modo fundamental (2.18).
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Os Modos de Laguerre-Gauss (LG)

Uma solucao alternativa é obtida ao resolver a equacao paraxial em coordenadas
cilindricas 5 g o2 3
1 .1 L 0Y
——((r—)+ === + 2ik— = 0. 2.24
7’87“<Ta7“)+7“28¢2+ e (224)

Os modos de Laguerre-Gauss sao as solugoes da equagdo (2.24) e sdo escritos da

seguinte forma

! r . l T2 7‘2
0= 55 f)] 4 () {5 )
X exp {_i<2ZZ) + 2+l + 1)arctani + l¢)} . (2.25)

onde p > 0 ¢ o indice radial (nimero de anéis) e [ ¢ o indice azimutal?> do modo,
este indice descreve a dependéncia azimutal da fase do feixe. A ordem do modo é
definida como: N = 2p +|l| com p e [ sendo inteiros; Lé ¢ o polindmio generalizado
de Laguerre e as outras quantidades tém exatamente as mesmas definicoes feitas no

modo fundamental.

Na figura 2.4 podemos ver alguns perfis de intensidade gerados pelos modos de
HG e LG.

O termo ¢ nao é bem definido na origem do plano. Sendo assim, sempre que [
for diferente de zero ocorrera uma singularidade de fase na origem. A figura 2.1(b)
ilustra a frente de onda de um feixe que possui singularidade de fase ao longo de um
eixo paralelo a direcao de propagacao. Esta singularidade se apresentara como uma

regiao escura.

Da mesma forma que os modos de Hermite-Gauss, os modos Laguerre-gaussianos
fornecem uma base completa e geral para descricao de qualquer feixe em meios
homogéneos. Assim, um modo de LG pode ser expandido em solucoes de HG e

vice-versa.

De fato, usando a relacao entre os polinomios de Laguerre e Hermite [15] podemos

decompor 0 modo de LG em um conjunto de modos de HG de mesma ordem como:

n

¢£g($7y’z) = Zikb(n7m’ k)¢ﬁ€k,k(xvya Z)v (2'26)

1=0

2Na literatura o indice azimutal também é conhecido como helicidade ou carga topoldgica.
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Hermite-Gauss Laguerre-Gauss
‘ ‘ < ORDEM 0
m=0,n=0 p=0,1=0
— e e
< (ORDEM 1
—4 |
m=0n=1  m=1,n=0 p=0,l=1 p=0,1=-1

o ee
SO0 0

m=0n=2 m=2n=0 m=In=1 p=0,[=2 p=01=-2 p=11=1
(a) (b)

Figura 2.4: Perfis de intensidade dos modos de propagacao: (a) modos de HG; (b)
modos de LG.

com os coeficientes b(n, m, k) reais dados por:

(N —k)lkl 1 d*

b(n, m, k) = 2rnlm! k! dtk

[(1=0)"(1+)"]|i=0- (2.27)
Os modos de primeira ordem sao relacionados facilmente através da relacao
1

LGE = 7 (HG o+ iHGy,) . (2.28)

Vemos ainda que um modo de HG inclinado de +45° pode ser decomposto usando
uma relacao simples entre os modos de HG:

1
NG

A figura 2.5 ilustra o significado das equagoes 2.28-29.

HGGY = —= (HG1 0+ HG,). (2.29)

2.4.1 Representagao geométrica dos modos: Esfera dos mo-

dos de primeira ordem

Os estados de polarizagao de um feixe monocromaético podem ser representados

em termos dos parametros de Stokes [16] na Esfera de Poincaré [10]. Analogamente,
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Q-0+ 55
2.28

O35

— - 1

o =08 -1 3 bz
2.29

— - 1

SR LIRS R

Figura 2.5: Decomposi¢cao dos modos

podemos construir uma representacao geométrica para os modos de HG, os modos

LG e qualquer perfil intermediario que possa ser decomposto nesta base.

Em analogia com os parametros de Stokes para os estados de polarizacao da luz,

os parametros dos modos sao escritos como

Lm0 — 1 o
HGY, HGYS

01 = )
Thgoe + Thage
Theise — Ty
09 = 3
L
Iy — 1, 1
LG LG
03 = =20 LG (2.30)

Tngy + Iy
Onde Iyg e I sao as intensidades dos modos na orientacao angular indicada. Os

parametros o1, oy € 03, que satisfazem
0? + 05+ 05 =1, (2.31)

sao as coordenadas cartesianas de um espaco que representa os modos como pontos

na superficie de uma esfera com raio unitario.

Os polos norte e sul desta esfera representam os modos LG} e LGa1 que pos-

suem termos de fase azimutal exp {tig}, respectivamente. Qualquer ponto sobre
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esta esfera representa um modo de primeira ordem que pode ser escrito como uma
superposi¢ao dos modos LG. Em particular, os pontos sobre o equador representam
os modos HG1p nas diversas inclinagoes de acordo com a fase relativa entre LG} e
LGy'. A figura 2.6 ilustra a esfera de Poincaré e a esfera dos modos de primeira

ordem.

O dLGDl
S, S,
4 \ Y
"\ \
\ "\
\ \
5 \

O LG,,

Figura 2.6: Esfera de Poincaré para os estados de polariza¢ao e para os modos de

primeira ordem.

Essa equivaléncia nas representacoes dos estados de polarizacao e estados de
MAO foi inicialmente proposta por Padgett et al [10]. A partir daqui, descreveremos
dois métodos para obtencao experimental dos modos HG e LG de primeira ordem

a partir de um laser oscilando no modo fundamental.

2.4.2 Producao e Deteccao dos Modos

Método holografico

Como sabemos, a maioria dos lasers comerciais produzem feixes com frentes de
ondas aproximadamente planas e um perfil de intensidade gaussiano. O método
holografico nos permite produzir feixes com singuralidades de fase (modos de LG) a
partir de uma grade de difracao gerada computacionalmente, as quais denominare-

mos placas zonais espirais (PZE).

Estas placas [17] sdo os negativos de fotografias dos padroes gerados computa-

cionalmente e sdo apresentados na figura 2.7(a). Estes padroes possuem modulagao
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espacial do tipo cos (@), onde a = kr?/2R ¢é a escala radial e [ é a helicidade

do feixe. Os valores que tornam o cosseno igual a zero
2

kr
+10 =2 1/2)m — —
(n+1/2)7 — 2

,— (n=0,£1,£2,...) (2.32)
indicam a fronteira entre as franjas claras e escuras. O programa comercial MATHEMATICA®
pinta de preto as regioes onde o termo de modulagao é negativo criando uma PZE

binaria. As figuras 2.7(a-c) ilustram Placas com helicidade 0, +1 e +2.

(d)

Figura 2.7: (a) Placa zonal de Fresnel; (b) e em (c) Placas Zonais Espirais com
helicidade +1 e +2, respectivamente, que produzem LG} e LGE; (d) Montagem

ezperimental para a geragao de um modo LG}.

Estas placas operam focalizando o feixe do mesmo modo que as placas zonais
de Fresnel (figura 2.7(a)) e provocando a quebra de simetria azimutal da fase para
placas com helicidade nao nula (figura 2.7 (b,c)) , sendo necessaria a recolimagao do
mesmo apos a passagem pela PZE. A recolimacao é realizada por uma lente esférica
na configuragao confocal com a placa. A figura 2.7 (d) ilustra o funcionamento da
PZE.

Na figura 2.8 vemos um outro tipo de holograma, também chamado de més-
cara de amplitude, com uma modulagao espacial da forma cos(arcos(f) + 10) =
cos(ax + 10) que funciona como uma rede de difracao cujas ordens de difragao sdo
os modos de LG com diferentes helicidades. Esta modulagao espacial produz um

defeito topologico responsavel pela geracao dos modos LG nas ordens de difragao.

Este método de producgao de feixes com singularidade de fases é muito utilizado

devido a sua praticidade e ao baixo custo. Porém, ele pode apresentar inconvenientes
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I

: Wﬂ
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/
)
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Figura 2.8: (a) Mdscara bifurcada; (b) A Mdscara ao difratar um laser produz modos

LG nas diferentes ordens de difracao.

para experimentos que necessitem de feixes intensos'. Estas mascaras absorvem
grande parte da intensidade, de modo que no regime de grande intensidade o plastico

do filme derrete.
Método dos conversores astigmaticos

A inconveniéncia da perda de intensidade do método holografico pode ser contor-
nada com o uso dos conversores de modos [18]. Um conversor de modos [15] consiste
de um arranjo de duas lentes cilindricas que transforma modos HG de ordem superior

em modos LG que possuem singularidades de fase.

Vimos anteriormente (equacdo 2.26) que um modo LG pode ser decomposto em
termos dos modos de HG e vice-versa. Utilizando esta caracteristica, o conversor
de modos funciona defasando diferentemente os termos da decomposicdo. A fase

relativa ¢ obtida explorando-se a fase de Gouy [19]-[20], que ¢ dada por
(n+m+ 1) arctan(z/zg), (2.33)

para um feixe gaussiano e isotropico com a cintura em z = 0. Esta fase fica explicita
nas equagoes (2.23) e (2.25) quando escrevemos p = min(n,m) e l = n —m. As
contribuigoes desta fase sao iguais para cada direcao transversa a propagacao. Isto

nao acontece se o feixe for astigmatico, pois possui diferentes distancias de Rayleigh

1O feixe produzido na PZE (bifurcada) tem aproximadamente 23%(6%) da intensidade de op-

eracao do laser.
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em planos ortogonais entre si (2r, # zg,) e paralelos a direcao de propagacao?.

Neste caso, a fase de Gouy contribui diferentemente para cada direcao transversa.

Tomemos como exemplo as lentes cilindricas orientadas ao longo do eixo z. A
amplitude de um modo HG nas coordenadas (x,y) pode ser considerada separada-
mente nos planos (x, z) e (y, z) caracterizados por diferentes distancias de Rayleigh.

Deste modo, a fase de Gouy é escrita como

(n+1/2) pa(2) + (m + 1/2) ¢y (2) (2.34)
0.(2) = arctan(z/zgr,) (2.35)
©y(2) = arctan(z/zg,). (2.36)

Onde zg, e zg, sao as distancias de Rayleigh nos planos (z, z) e (y, z), respectiva-

mente.

A operacao do conversor nos modos de primeira ordem é naturalmente descrita
na base HGy e HGy como vimos nas equagoes (2.28) e (2.29). Ele simplesmente
introduz uma diferenca de fase entre as componentes do feixe de entrada nesta base,

conforme ilustrado na figura 2.9.

p=m/2
a N
HG,™ ¥ = 2 6

@ - THR) (& TiAN)

. ~ o .
Figura 2.9: Conversao de um modo HG1) em LG} através de um conversor m/2.

. . . ° 1 .
Assim, ao introduzirmos um modo HG5%" em um conversor de lentes cilindricas
orientadas ao longo do eixo z, o conversor produzira um modo LGaEl se a defasagem
. . o

introduzida entre as componentes HGg, e HGyy que geram HGOil45 for de m/2.

Introduzindo uma diferenca adicional de 7 na fase entre as componentes do modo

2Um feixe astigmatico pode ser produzido ao passar-se um feixe isotrépico por uma lente cilin-

drica.



MOMENTO ANGULAR DA LUZ 18

LGZ! ocorre uma mudanca na helicidade de LG{* para LGy *, ou vice versa, figura
2.10.

b=
—Aa.n
LG, [ ] LG,
+H— ©
t o t

(2)“( —4 ] 0.) (2)“( —4a 00)

Figura 2.10: Conversio de um modo LG} em LGy através de um conversor .

A fase ganha no conversor depende da distancia entre as lentes cilindricas [15].
O conversor explora a fase de Gouy fazendo o feixe ser astigmitico somente em
uma regiao confinada, de forma que ele é isotropico fora desta regiao. Enquanto
o feixe atravessa esta regiao, uma diferenca de fase definida é introduzida entre
as componentes HG. Num conversor 7/2 de lentes idénticas com distancia focal f,
a distancia entre as lentes vale d = v/2 f. Um par de lentes esféricas ¢ necessario
ajustar a cintura do feixe com a cintura caracteristica do conversor que é determinada
a partir da distancia focal das lentes. Num caso particular onde um feixe astigmatico
com zp, 7# Zgy € cinturas coincidentes, uma lente cilindrica localizada na posigao
onde os raios transversos do feixe sdo iguais torna-o isotropico. A posicao onde
os raios de curvatura coincidem é modificada quando o feixe passa por uma lente
esférica. Em geral, utilizamos as lentes esféricas na construgao destes conversores
para ajustar o raio caracteristico do conversor com o raio do feixe. Este ajuste é
conhecido como casamento de modos. No conversor 7 a distancia entre as lentes

vale d = 2f e o feixe de entrada deve ser colimado.

Outro dispositivo importante é o prisma de angulo reto ou prisma de Dove [21].
Trata-se de um componente 6ptico que inverte qualquer imagem, em particular,
pode inverter a imagem de um feixe LG (figura 2.11). Logo ele produz o mesmo

efeito que o conversor 7 com uma simples passagem.

Observando que os conversores m/2 e m para os feixes LG e HG executam papéis

analogos as laminas de quarto de onda e meia onda, respectivamente, para os estados
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P A o
LG,

Figura 2.11: Prisma de Dove

de polarizacao, podemos concluir que qualquer trajetéria mapeada na esfera de

Poincaré com o uso de laminas pode ser executada na esfera dos modos.

O uso dos conversores de modos requer feixes de ordem superior ao modo fun-
damental. Inicialmente, esses feixes eram produzidos através da introducgao de fios
na cavidade do laser. Essa técnica diminui a intensidade do feixe e pode danificar o

laser.

Contornamos essa dificuldade seguindo a referéncia [18] que aproxima um modo
HGy; por dois modos HGyy copropagantes, defasados de 7 entre si e lateralmente
deslocados de uma distancia igual & cintura dos feixes. Essa aproximagao pode ser

obtida através do arranjo experimental mostrado na figura 2.12.

(Laser ()O _, /

Interfervémetro

Figura 2.12: Producao de modos de primeira ordem com aproximadamente 50% da

ntensidade inicial do laser.

O interferémetro é responsavel pela producao do modo HGy;. A defasagem e
o deslocamento lateral entre os dois modos HGyy sao controlados ao variarmos o
caminho 6ptico entre os dois bragos do interferémetro com o deslocamento de um

dos espelhos fixo a um estagio movel.

As maéscaras de fase [22], que ndo serdo discutidas neste trabalho, também pro-
duzem feixes que carregam MAO e sao muito utilizadas em experimentos que neces-

sitam de feixes intensos. Uma outra maneira realizada recentemente por L. Marrucci
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et al [23] produz feixes com MAO a partir de um feixe circularmente polarizado que

atravessa um meio nao homogéneo e anisotrépico.
Deteccao dos modos

A verificacdo do perfil anelar de intensidade, como os da figura 2.4, nao é sufi-
ciente para determinar se esses feixes possuem singularidade de fase, ou seja, mo-
mento angular orbital. £ necessaria uma analise complementar da estrutura de fase
da frente de onda. Essa andalise pode ser feita a partir do padrao de interferéncia

desse feixe.

A figura 2.14(a) ilustra a montagem de um interferometro de Michelson. O inter-
ferometro é ligeiramente desalinhado a fim de produzirmos franjas de interferéncia es-
pacial. A caixa nesta figura mostra a interferéncia, calculada no MATHEMATICA®,
de dois feixes LG} ligeiramente desalinhados, de modo que a singularidade de fase
de um seja iluminada pelo anel de intensidade do outro. Nas figuras 2.13(b,c) sdo
mostradas as imagens correspondentes as distribuicoes de intensidade de varios mo-

dos LG produzidos pela PZE, com seus respectivos padroes de interferéncia.

Se interferimos um modo LG com uma onda esférica (figura 2.14 (a)), obtemos
os padroes de interferéncia das figuras 2.14(b). Na figura 2.14(a) o feixe LG prove-
niente da PZE é focalizado por uma lente esférica e interfere apos a focalizagao com
LGY, que se propaga pelo outro brago. As [ espirais observadas garantem que os
modos interferidos com a onda esférica sao de fato modos de Laguerre-Gauss com
helicidade [.

2.5 Conclusao

Iniciamos este capitulo obtendo uma equagao que descreve os feixes provenientes
da maioria dos laseres comerciais. Vimos ainda que os modos de Hermite-Gauss
(HG) e Laguerre-Gauss (LG) também descrevem a propagacao de feixes luminosos
e que ¢ possivel construir uma representacao geométrica analoga a esfera de Poincaré
para esses modos. Os modos de LG com helicidade diferente de zero também sao
conhecidos como vortices Opticos e possuem momento angular orbital. Discutimos o
método holografico para obtencao desses modos, desde a construcao das mascaras de

amplitude até seu funcionamento. Vimos também que os conversores astigméticos



MOMENTO ANGULAR DA LUZ 21

(a)

Figura 2.13: (a)interferometro de Michelson; (b) distribui¢ao de intensidade dos

modos produzidos por uma PZE bifurcada; (¢) Interferéncia dos modos.

podem ser utilizados para conversao entre modos LG e HG. Finalizamos esse capitulo

descrevendo o método interferométrico de verificacao desses modos.
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(b)

Figura 2.14: (a)interferometro de Mach-Zehnder (no quadrado, padrao simulado);

b) Interferéncia entre modos LGY e LG? com uma onda divergente.
0 0 g



Capitulo 3

Fases Geométricas

3.1 Introducao

No capitulo anterior obtivemos a equacao para o modo fundamental que é a
solucao de mais baixa ordem da equacao paraxial, que possui os modos de HG e
LG como solucoes de ordem superior em coordenadas retangulares e cilindricas,
respectivamente. Além de descrever métodos de obtencao desses modos, vimos
também que eles podem ser representados como pontos da superficie da Esfera dos

Modos de Primeira Ordem.

Neste capitulo, veremos que transformagoes como a que os conversores m e 7/2
realizam em um determinado modo sao representadas por trajetorias na superficie

da esfera dos modos e que o modo guarda uma memoria da evolucao sofrida.

Em principio, é impossivel diferenciar os estados final e inicial de um sistema
classico que passou por uma evolucao ciclica, ou seja, uma evolucao em que o sistema
retorna ao seu estado inicial ap6s algum tempo. Entretanto, a luz da mecanica
quantica, em 1984, M. V. Berry [12] atentou para um aspecto dos sistemas dinamicos
que sofrem evolucoes ciclicas que até entao era ignorado. Ele verificou que o calculo
do fator de fase da funcao de onda nao depende simplesmente da evolucao temporal
do hamiltoniano. A funcao de onda desse sistema quantico retém, além do fator de
fase dinamica que depende da evolugao temporal do hamiltoniano, um fator de fase

conhecido como fase geométrica que depende da trajetoria no espaco dos estados.

23
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Assim, a fase total adquirida por um estado apos uma evolucao é a soma das fases

geométrica e dinamica.

Apesar da formulagao inicial ter sido feita para sistemas quanticos, sua gen-
eralizacao para sistemas classicos originou debates referentes a sua origem fisica:

quantica ou classica.

3.2 Fase de Pancharatnam

Em 1956, S. Pancharatnam [11] j4 havia antecipado a existéncia de fases ge-
ométricas ao determinar a mudanca de fase observada em um feixe de luz polarizado
que passou por uma sequéncia de polarizadores tal que sua direcao de polarizacao
final é a mesma que a inicial. Esta fase pode ser medida por interferéncia deste feixe

com outro feixe coerente.

Ao definir a diferenca de fase entre dois estados diferentes e polarizados, Pan-
charatnam pode descrever a mudanca de fase sofrida por um feixe polarizado apo6s
passar por um polarizador. Os estados de polarizacao de dois feixes monocromaticos
com momentos idénticos estao em fase se a superposicao desses dois estados produz
intensidade maxima. Assim, fazendo |A) e |B) representarem os vetores de estado

de polarizacao de fétons em dois feixes, a intensidade fica proporcional a

({A[+ (BI) (14) + [B)) = 2+ (A]B) + (B|A)
= 2+ 2|(A|B) |cos{fase (A|B)}, (3.1)

onde a intensidade ¢ maxima quando fase (A|B) = 0. No caso de estados nao-
ortogonais! a diferenca de fase entre |A) e |B) é associada com a fase do produto

interno dos estados.

Pancharatnam usou esta definicao de diferenca de fase para analisar uma sequén-
cia de trés mudancas na polarizacao de um feixe que passa por polarizadores. Apos
esta sequéncia de transformacoes, a polarizagao final é o mesma que a inicial, ou
seja, o estado |A) evolui para |B) depois para |C) e retorna para |A") que possui a

mesma polarizagao inicial. A figura 3.1 ilustra estas transformagoes.

!Essa defini¢do nao é valida para estados ortogonais, pois eles ndo interferem entre si tornando

a diferenca de fase indeterminada.
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Figura 3.1: Fvolugao ciclica na esfera de Poincare.

Considerando a natureza quantica da luz, A descreve o estado de uma onda
luminosa polarizada representando o conjunto de valores necessarios para descrever
um estado completamente (autovalores de um Conjunto Completo de Observaveis
que Comutam CCOC). Todos os valores de |A’) com exce¢do da fase de polarizacao
sdo idénticos aos de |A). Portanto, esta nao é uma evolugao ciclica. Assim, a
diferenca de fase observada vem da diferenca de fase entre os estados inicial e final
de um foton

i

(YY) = e 280, (3.2)

onde aspc € o angulo solido compreendido pelo triangulo geodésico na esfera de

Poincaré.

Se as trajetorias envolverem somente trajetorias geodésicas ("Grandes circulos"),
entao a fase é puramente geométrica. Trajetorias nao geodésicas introduzem fase
dindmica que surge da birefringéncia do meio 6ptico |27]. Uma discussao acerca

desta fase esta feita no apéndice A.

Através de dlgebra vetorial de Jones [25] podemos descrever facilmente as trans-
formagoes (transformagoes unitarias que preservam a intensidade) que uma lamina
de onda realiza em um feixe. Estas transformacoes obedecem as propriedades de
simetria do grupo SU(2). Todas as anélises feitas por Pancharatnam podem tam-

bém ser feitas através desse formalismo. Na notacao de Jones os pontos na esfera
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Figura 3.2: As trajetorias AB e AC ilustram as transformacoes realizadas por lami-
nas birrefringentes. Em ADB (ZE}, a lamina orientada a ¢ (w/4) em relag¢io a

horizontal, defasa de A (w/2) as componentes do feize.

de Poincaré correspondentes a qualquer estado de polarizacao sao dados por

cos(6/2)e~/? ]

%) = +ip/2
sen(6/2)et

Os polos norte e sul representam os estados com polarizacoes circulares a direita
D) = (i 0)" e esquerda |€) = (0 )", respectivamente. Os pontos ao longo do
equador representam os estados de polarizacdao linear nas diversas orientacoes. A
convencao padrao para representacao das transformagoes sao trajetérias na superfi-
cie da esfera correspondentes a rotacoes em torno de um eixo que passa através do
centro da esfera. A acao de duas placas de onda em um feixe luminoso polarizado

na horizontal estao representadas na figura 3.2.

3.3 Fases geométricas na mecanica quantica

Ao estudar processos lentamente variaveis ("adiabaticos") na mecanica quantica,
M. V. Berry verificou um outro tipo de fase anédloga a (3.2) também dada por um

angulo solido. Ele investigou a evolugao temporal da equacao de Schrodinger

n O (1)) o) (3.3)
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de um sistema quantico cujo hamiltoniano h depende de um conjunto de N paramet-

ros R(t) = (X(t),Y(t),...) lentamente variaveis, com o estado inicial dado por

[4(0)) = [n; R(0)). (3.4)
Este é o estado estacionario dado pela equacao de autovalores de h

h(R(0))[n; R(0)) = En (R(0)) [n; R(0)). (3.5)

O estado quantico [¢(t)) na representacdo de Schrodinger continua sendo um
autoestado do hamiltoniano instantaneo h(R(t)), se este hamiltoniano depende de

parametros lentamente varidveis e é nao degenerado. Deste modo
(1)) = WM B | B, (R(1))), (3.6)

onde
R(t)

alt) = / iR’ - (n: R iV |n: R), (3.7)
R(0)

e Vgr’ é o operador gradiente que atua no espaco dos parametros R.

Berry observou que, para o caso do transporte adiabatico ao longo de uma tra-
jetoria fechada no espaco dos parametros, o fator de fase ) ndo é integravel, isto é,
em geral ndo pode ser escrito como uma fun¢ao de R, e em particular nao é univoca
ao longo da curva fechada: e(T) = ") Entretanto, reescrevendo a equagio (3.8)

como
Tu(t) = j{ dR - (n;R|iVg|n; R), (3.8)
c
Berry evidenciou que o fator acima, que a partir daqui serd chamado de fase de

Berry, independe da parametrizacao.

Diferentemente da fase dinamica {—1/h [ dt'E, }, a fase de Berry 7, (t) ndo de-

pende do tempo que o sistema demora para descrever a curva fechada.

No Apéndice B discutiremos com mais detalhes, seguindo a referéncia [24], o

fator de fase geométrica.
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3.3.1 Aplicagcao da fase geométrica a uma particula de spin
1/2

Como aplicacao desta fase, Berry analisou o exemplo de uma particula de spin-s

interagindo com um campo magnético B através do hamiltoniano
h(B) = kB -8, (3.9)

onde, k é uma constante que envolve a razao giromagnética e S é o operador de
spin cujos n autovalores entre —s e s tém espagamento unitario [26]. Em particu-
lar, ele verificou que a equacao (3.8) fornece a mudanga de fase de um autoestado
|n; B(t)) de h(t) quando o campo magnético varia lentamente, portanto, quando o
spin precessiona lentamente ao longo de uma curva fechada I' no espaco de B. Em
particular, quando s = 1/2 e o estado inicial é |m, = 1/2;B(0)), a fase obtida ¢ o

angulo so6lido delimitado pela curva I' na figura 3.3.

Em 1987 J. Anandan e L. Stodolsky [27] deram uma interpretacao simples para
esta fase baseados na teoria de grupos. Eles consideraram que os pontos na esfera
representam as direcoes possiveis do campo B. A direcao do campo magnético é
representada por um vetor perpendicular a superficie da esfera e é paralelo ao eixo
z de uma triade. Assim, em uma evolucao do campo B a triade é transportada ao

longo de I' e os eixos z e y sao transportados paralelamente.

A figura 3.3 ilustra o transporte paralelo de um vetor ao longo da trajetoria I’
na esfera. Os vetores z e y da triade partem do ponto vermelho (polo norte), e
sao transportados ao longo da trajetoria permanecendo o mais paralelo possivel a
dire¢@o que ele apontava antes de cada deslocamento infinitesimal (o vetor z sempre
apontando para o sul durante toda a evolugao). Depois de completar a curva fechada,
os vetores voltam ao ponto inicial apontando em outra direcao. Se a triade retorna
a posicao inicial em ['(T") = I'(0), entdo o angulo sélido v delimitado por esta curva

é a fase geométrica adquirida pelos estados que sao representados por z e .

Como vimos anteriormente, cada autoestado adquiri as fases dinamica (durante
a evolugdo temporal do hamiltoniano) e geométrica. O fator de fase adicional
adquirido por cada autoestado é interpretado como fase geométrica devido & ro-
tacao da triade em torno de z. Esta rotagao ¢ descrita pela aplicacao do operador

de rotagdo no estado, isto &, e’*/z|n) = e*"|n).
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Figura 3.3: Transporte paralelo na superficie da esfera.

3.3.2 A descricao quantica da fase de Pancharatnam

Uma onda eletromagnética classica é aproximada em eletrodinamica quantica
por um estado coerente. No calibre de Coulomb o potencial vetor [13] de uma onda

eletromagnética pode ser escrito como

2
A = Z [akAei(k'x’“’” + aLAe*i(k'x’“’t) e\, (3.10)

kK A=1
onde k é o vetor de onda, w a freqiiéncia, ex ) sao os vetores reais de polarizagao
perpendiculares a k e ay » , aL ) sao os operadores de aniquilagao e criagao dos modos
(k, ). Os campos elétrico E e magnético B correspondentes a A sdo E = —0A /0t
e B =V x A, respectivamente. O estado coerente que corresponde ao feixe de

Pancharatnam

21, 29, p) = e~ (B HaP) (each 2203 ) o) (3.11)

¢ um autoestado de ap » com autovalores z,. Portanto,

(1o DALz, 2 p) = 2zalcos(p - x — wi + Br)ep
+ 2|za|cos(p - x — wt + O2)ep o (3.12)

Onde |z1|w e |2z2|w sdo as amplitudes do campo elétrico nas dire¢oes ortogonais

e 01 e 05 sao os angulos de fase de z; e 29, respectivamente.
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Podemos representar o estado de polarizacao de um f6éton (zlagl + z2a1,72> |0),

como um spinor de duas componentes

o)

em um espaco vetorial bidimensional com o produto interno usual satisfazendo as
propriedades do espaco de Hilbert. A esfera de Poincaré corresponde ao espaco
dos estados de projecao. Cada foton correspondente ao modo (p, i) passa por um
polarizador e sofre uma transicdo de estado para (p, ). O novo estado é obtido
através da projecao do antigo estado no estado que passa pelo polarizador. Isto
corresponde ao transporte paralelo do estado inicial ao longo da menor geodésica
que une dois pontos na esfera de Poincaré. Portanto, usando argumentos similares
aos usados por Anandan e Stodolsky [27], o estado final é obtido através da aplicacao
do operador €7/ no estado inicial do féton. Aqui v é o angulo sélido compreendido

entre o poligono geodésico definido por uma sequéncia de estados de polarizacao

/

na esfera de Poincaré, e J = N,/2, onde N, = ag,

ap, € o operador nimero
para o0 modo (p, ). Conforme mostramos no Apéndice B, o estado final do campo
eletromagnético é

|21, 20,p) = |21€'%, 20¢'%, P). (3.13)

Finalmente,

(21,22, P|A[21,22,p) = 2[z1|cos(p-x —wt+ 01 +7/2)ep,
+ 2|zfcos(p - x —wt + 0y +7/2)ep . (3.14)

A comparagio desta expressdo com a equagdo (3.12) mostra que v/2 é a fase

classica observada por Pancharatnam.

3.4 Fases geométricas na conversao astigmatica de

feixes gaussianos

No capitulo anterior vimos que podemos realizar transformacoes entre as familias

dos modos Hermite-Gauss e Laguerre-Gauss. Este procedimento inicialmente foi



FASES GEOMETRICAS 31

S /2

™
(\L/2+’TY/2¥.

S

Figura 3.4: Transformacoes (a) na polarizacao (b) nos modos. (c) trajetoria refer-

ente as transformacgoes em uma mesma esfera.

proposto e implementado por Allen et al [9] em 1992. Pouco tempo depois, van
Enk [29] propos a existéncia de fases geométricas associadas as transformagoes de

modos.

De forma analoga aos estados de polarizacao de um feixe, as transformacoes
realizadas pelos conversores 7/2 e m sdo representadas por trajetorias na esfera dos
modos de primeira ordem ao longo de um meridiano. A figura 3.4 ilustra na mesma
esfera duas transformacoes realizadas em um feixe polarizado circularmente a direita

e em um modo LGy

A partir deste ponto, descreveremos teoricamente a construcao do experimento
[6] de medida da fase geométrica adquirida por um modo representado pelo estado
|1)) que sofre uma transformacao ciclica no espago de estados (esfera dos modos).

As medidas e o experimento serao apresentados no proximo capitulo.

Transformagoes de modos podem ser descritas através do uso da élgebra matricial
[30]. Por exemplo, uma sequéncia minima de trés transformagoes 7" na qual um
modo 1) evolui para dois estados intermediarios e retorna ao estado inicial pode ser
representado por

T = e, (3.15)
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onde a transformacao total pode ser decomposta em um produto de trés transfor-
magoes T = TVT2T5 e ¢ = Gain + Pgeo € a fase total adquirida pelo modo apos a

evolugao, composta por uma contribui¢ao dinamica (¢g,) € outra geométrica (@geo)-

Se representarmos os modos HGyo e HGo por |[HGy) = (1 0)" e |[HGy) =

T . ~ . ~ . .
(0 1)7, respectivamente, entao a matriz de conversao dos modos de primeira ordem

o—i®/2
C(¢) = ( . eig/z ) . (3.16)

Esta conversao corresponde, na esfera dos modos, a uma rotacao de ¢ no sentido

serd dada por

horério sobre o meridiano (a trajetoria NE na figura 3.4 ilustra esta conversdo para
¢ = m/2). Vimos no capitulo anterior que o conversor de lentes cilindricas realiza ex-
perimentalmente esta conversao. Os conversores em outras orientacoes sao descritos

por rotacoes na matriz C":
C(¢,a) = R(—a)C(¢)R(a), (3.17)

onde R(«) é a matriz unitaria de rotagao

R(a) = ( cos (a)  sen(a) ) ‘ (3.18)

—sen (a) cos(a)

Para uma rotagao de a > 0, os autovalores do conversor sao girados nessa mesma

quantidade no sentido horario. Por exemplo,

C(r/2)|LGy") = [HGy))
R(=m/4)C(n/2)R(r/4)|LGg ") = |HGo)
R(=7/2)C(n/2)R(n/2)|LGy ") = [HGo™)
R(=37/4)C(n/2)R(3m/4)| LGy ") = |[HG )

Na primeira parte do experimento, consideramos o conjunto de transformacoes en-
volvidas na trajetoria ABCA’ da figura 3.5. Dividimos esta trajetoria em trés partes:
AB, BC e CA que sao facilmente implementaveis. As transformacoes AB e CA sao
obtidas por conversores /2. A matriz Thp = C(7/2, —7/4) corresponde a trajetoria
AB que converte o modo |[LG51) = 272 (1 4)" no modo |HGyy), envolvendo troca

de momento angular orbital entre a luz e o sistema 6éptico. A trajetoria BC é uma
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Figura 3.5: Representacao dos experimentos realizados no espagco dos modos.

rotacao no feixe de 0, descrita por Tpe = R(A). A ultima trajetoria CA corresponde
a conversao descrita por Teq = C(7/2,7/4—0). Apos estas transformagoes, o modo

final volta a ser o LGy".

Estas transformacoes s6 envolvem trajetorias geodésicas, conseqiientemente, toda
a fase ¢ adquirida pelo modo ¢ geométrica?. Portanto, da equagao (3.15) com
T = Tapca e ¥ = |LGy') obtemos que a fase geométrica é ¢y, = 6. Em analo-
gia com a fase de Pancharatnam, a fase geométrica é dada por ¢z, = —€2/2, onde

Q2 = 26 é o angulo sdlido delimitado pela curva ABCA na figura 3.5.

Utilizando basicamente os mesmos elementos 6pticos, podemos fazer o feixe LG*
sofrer uma outra transformacao ciclica, tal que a fase adquirida seja diferente da

adquirida em ABC A’ e puramente geométrica.

Dois conversores 7 em série realizam facilmente a transformacao ciclica ABDC A’
representada na figura 3.5. A fase geométrica neste caso onde a transformagao
ciclica T = Tappcar = Tapp + Tpcar € ¥ = |LGy?') vale ¢yeo = 20 e o angulo
solido compreendido pela trajetoria é dado por 2 = 4. O primeiro conversor

(mantido fixo), que é descrito por Typp = C(m, —7/4), transforma um modo | LG ")

2fizemos @gin = 0 por simplicidade.
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em |[LGGY) = 27Y2(1 —i)" seguindo a trajetoria ABD. Um segundo conversor
(mantido em um estagio de rotagao), descrito por Tpca = C(w, /4 — ), restaura

o modo inicial transformando LG} em LG, seguindo a trajetéria DC' A’ na esfera.

Veremos no proximo capitulo que a realizacao de apenas um desses experimentos
evidencia a existéncia de fases geométricas em transformacoes de feixes gaussianos
portadores de MAQO. Porém, uma comparacao dos resultados de ambos experimentos
favorecerd uma anélise quantitativa desta fase para diferentes trajetorias na esfera

dos modos.

3.5 Conclusao

Inicialmente vimos que a fase geométrica foi antecipada por Pancharatnam ao
estudar a polarizacao de feixes classicos. Posteriormente, M. V. Berry prevé a ex-
isténcia destas fases na evolugao ciclica de estados quanticos. Discutimos a existén-
cia da fase geométrica adquirida por um modo LG, ' que sofre uma transformacio
ciclica. Esta fase s6 depende da trajetoria descrita na esfera dos modos de primeira

ordem.



Capitulo 4

Fase Geométrica em Feixes com
MAO

4.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos nossa reproducao das medidas feitas por Galvez
[6], da fase geométrica adquirida por feixes que possuem MAO ao sofrerem evolugoes
ciclicas. As medidas foram feitas via interferéncia de dois feixes copropagantes que

passam pelos mesmos componentes 6ticos, mas ganham fases geométricas diferentes.

4.2 Experimentos

O procedimento basico para a determinacao dessas fases foi medir via interfer-
ometria a fase geométrica ganha por um modo LG,' ap6s sofrer a transformacio
ciclica ABCA’ ilustrada na figura 4.1. O experimento introduz a fase no modo LG*
que é copropagado com LGY. Este iltimo nao ganha essa fase ao longo das trans-
formacoes. E muito dificil realizar este experimento se os dois feixes viajam em
trajetorias diferentes, pois, qualquer variacao no caminho 6ptico de um dos feixes
introduzira fase dinamica entre eles. Um diagrama simplificado do experimento
referente a trajetoria ABCA’ é mostrado na figura 4.1. Este diagrama consiste ba-
sicamente de um laser HeNe, um interferometro de Mach-Zehnder, um par de con-

versores e um sistema de aquisicao de imagens. O laser oscila no modo fundamental

35
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Figura 4.1: Representa¢ao da transformagao ciclica ABCA'.

(Laser (3

Figura 4.2: Esquema do experimento que insere fase geométrica via transformagoes
de modos associadas a trajetoria ABCA' na figura 4.1. A figura na caiza é uma
simulagao feita no MATEMATICA® do perfil de interferéncia dos modos LG e
LGa1 copropagantes.
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(a) (b) (© (d)

Figura 4.3: Perfis de intensidade dos modos selecionados no Mach-Zehnder: (a)
LGY e (b) LGy, ambos na posicio A do esquema; (c) HGy na posigio B e (d)
LGyt na posicio A'. As figuras acima das setas sdo as interferéncias obtidas em

um interferometro de Michelson (nao mostrado no esquema,).

LGgg com 1,2mW. A maéscara bifurcada produz os modos LG de vérias ordens que
sao enviados ao interferometro. Este é composto de dois cubos divisores de feixes
nao polarizadores e dois espelhos, sendo que um deles colado em uma ceramica
Piezo-Elétrica (designada por P na figura 4.2) com a finalidade de controlar a fase

dinamica entre os feixes LGJ e LGy selecionados pelas iris (I).

Como podemos ver no esquema, um dos prismas de angulo reto e um dos conver-
sores devem girar durante a execucao do experimento. Experimentalmente é quase
impossivel efetuar essas rotagoes sem que haja variacao do caminho 6éptico, ou seja,
variacao da fase dindmica dos modos. A solucao encontrada foi enviar um feixe de
referéncia LGY, que ¢é insensivel as transformagoes, junto com o feixe LGy 1. Qual-
quer fase dinamica serd introduzida em ambos os feixes e se cancelarao. A figura
4.3 mostra o perfil de intensidade dos feixes produzidos pela mascara bifurcada nos
pontos indicados no esquema. O perfil de intensidade foi obtido apds o bloqueio do

feixe no outro braco do Mach-Zehnder.

Cada conversor 7/2 consiste de um par de lentes cilindricas paralelas com dis-
tancia focal f = 19 mm separadas por uma distancia d = v/2f. Essas lentes estdo
localizadas entre um par de lentes esféricas (f = 200 mm) para satisfazer a condicao

de casamento dos modos. No segundo conversor, as lentes cilindricas foram mon-
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Figura 4.4: Rotagao do perfil de interferéncia devido a variacao do caminho dptico
no Mach-Zenhder.

tadas em estagios de rotacao que permitem o controle da dire¢ao do eixo principal
das lentes. O dispositivo formado por dois prismas de angulo reto em série, desig-
nado por R na figura, efetua uma operagao de rotagdo R(f) na imagem do feixe.
Quando um dos prismas é rodado de um angulo —6/2 e o outro permanece fixo, a
imagem incidente ¢ rodada de 6. O perfil do feixe foi filmado e digitalizado com o

sistema de aquisicao de imagens.

Quando os dois feixes sao desbloqueados eles formam um padrao de interferéncia
parecido com um caroco de feijao onde a regiao clara é a regiao onde os feixes estao
em fase. No lado oposto, os feixes estao fora de fase. Uma simulacao computacional
deste padrao esta mostrada no quadrado da figura 4.2. O efeito da variagao de fase
entre os modos LGy e LGY & verificado quando introduzimos uma fase dinamica
entre os feixes por meio da variagao do caminho 6ptico dentro do interferéometro de
Mach-Zehnder. Isto foi feito variando a voltagem Vp do Piezo. Aumentando Vp
diminuimos o caminho éptico de LG, ' em relagio a LGY. Este avanco na fase de
LGy faz a imagem observada na camera ccd (posicdo A, na figura 4.2) girar no
sentido anti-horario. A figura 4.4 mostra o perfil de interferéncia entre os modos

LGY e LGy' para diferentes valores de Vp.

De acordo com o capitulo anterior, se rodarmos o primeiro prisma de —6/2 e o
segundo conversor de # (mantendo Vp = 0) no esquema da figura 4.2, de forma que
o modo de primeira ordem siga a trajetoria ABCA’ (figura 4.1), devemos introduzir
uma fase geométrica ¢, = 6. De fato, o conjunto de dados da figura 4.5 mostra
que conforme # é aumentado, o padrao de interferéncia captado pela camera gira

(sentido horario) de acordo com o aumento de fase de LGy com relagdo a LGY.

Com este experimento, reproduzimos o resultado de Galvez que mostra a ex-

isténcia das fases geométricas em transformagoes de modos que possuem MAO.
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Figura 4.5: A medida que o trajeto na esfera é variado, o perfil de interferéncia gira

demonstrando a fase geométrica.

Uma segunda medida de fase geométrica envolveu a trajetoria ABDCA’ na figura
4.6. Nesta medida, utilizamos o mesmo procedimento experimental. A figura 4.7
ilustra o segundo experimento. Apods o interferometro de Mach-Zehnder, um con-
versor m consistindo de um par de lentes cilindricas com distancia focal f = 19
mm separadas por d = 2f transforma o modo LG,' em LG} seguindo a trajetoria
ABD, com Typp = C(m,—m/4). Isto corresponde a uma troca de MAO de 2A por
foton do feixe. Um segundo conversor m em um estagio de rotagao retorna ao modo
inicial pela trajetoria DCA, com Tpoa = C(mw, /4 —0). A fase geométrica esperada
é ¢, = 20 que é consistente com o angulo so6lido delimitado pela curva ABCDA’,
duas vezes maior que no caso anterior. O perfil de interferéncia entre os feixes LG\, !
e LGY foi capturado pelo sistema de aquisigao de imagens e estd4 mostrado na figura
4.8.

Medindo o 4ngulo dos interferogramas obtidos pelo sistema de aquisicao de im-
agens e relacionando-os com a fase geométrica (angulo 6) adquirida ao longo das
evolucoes ciclicas, podemos ter uma informacao adicional referente ao aumento da
fase durante a realizacao dos experimentos. O gréafico na figura 4.9 relaciona um con-
junto de angulos dos interferogramas com valores de 0 para as trajetorias ABCA’
e ABDCA’. Como podemos observar no grafico, uma reta aproxima muito bem

o crescimento da fase a medida que 6 cresce. Um ajuste ("fit") linear dos pon-
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Figura 4.6: Representacao da transformagcao ciclica ABDCA'.

Figura 4.7: Fsquema experimental do experimento que insere fase geométrica via

transformacoes de modos associadas a trajetoria ABDCA' na figura 4.6.
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(2) (h) (1) ) (k) )

Figura 4.8: (a)-(b): Perfil de intensidade dos modos selecionados no Mach-Zenhder;
(c) interferéncia entre estes modos selecionados; (d)-(f) perfil de intensidade dos mo-
dos nas posicoes A, B e A’, respectivamente. Os padroes apresentados logo abaizo
das setas sao as interferéncias dos modos em A, B e A" obtidas em um interfer-

ometro de Michelson nao mostrado na figura 4.7; (g)-(1) perfil de interferéncia para

diferentes valores de 6.
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Figura 4.9: Grdfico da fase geométrica medida de um conjunto de interferogramas
das trajetorias ABCA' (circulos) e ABDCA’ (quadrados) como func¢do de 6.

tos experimentais foi feita no MICROCAL ORIGIN® e também é apresentada no
grafico. Para a trajetoria ABCA’ a equacdo da reta que se ajusta aos pontos é
dada por ¢ = (0,99 + 0,02)0 + (5,18 £+ 4,6°). E para a trajetoria ABDCA’,
¢ =(2,05+£0,05)0 + (2,89° + 5,66°). A fase geométrica aumenta duas vezes mais
rapido no segundo experimento. O angulo azimutal do interferograma é igual ao
angulo da reta que o divide simetricamente(figura 4.10). Este angulo é determinado
quando sobrepomos o transferidor ao interferograma e verificamos o angulo da reta
de simetria do perfil. A margem de erro foi estimada em 10°, levando-se em conta
as limitacoes de estabilidade do interferograma e o tamanho das regides de incerteza
para a determinacao dos pontos de intensidade maxima e minima que pertencem a
reta de simetria. As barras de erro referentes a 6 sao menores que os simbolos, pois,

dependem da precisao dos instrumentos opto-mecanicos que ¢ menor que 1°.

Estes resultados corroboram as previsoes de que a fase geométrica adquirida é
proporcional ao angulo s6lido compreendido pela trajetéria na esfera de Poincaré

que representa a evolucao.
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Fase do Interferograma

Figura 4.10: Determinag¢ao do dngulo dos interferogramas.

4.3 Conclusao

Com estes experimentos, nés reproduzimos os resultados de Galvez mostrando
que os modos que sofrem evolucao ciclica guardam uma memoria desta evolucao
em forma de fase geométrica, e que toda esta fase resulta das transformacoes envol-
vendo troca de MAO dos modos. A fase dinamica pode ser eliminada nesta medida
ao estabelecermos o mesmo caminho 6ptico para os dois feixes obrigando-os a propa-
garem colinearmente através de todo o sistema 6ptico. Os resultados obtidos aqui
concordam com a descricao tedrica. No proximo capitulo descreveremos um sistema

para producao de modos intermediarios de primeira ordem.



Capitulo 5

Modos Elipticos

5.1 Introducao

No capitulo 2 vimos que os modos transversos de Lagerre-Gauss LG®, e LGY
sao representados pelos polos sul e norte, respectivamente, na esfera dos modos e
que os modos transversos de Hermite-Gauss H (G4 nas diversas inclinacoes sao rep-
resentados por pontos no equador desta esfera. Os estados com polarizacao eliptica
sao representados pelos pontos fora dos polos ou do equador. Os modos elipticos
sao analogos aos estados de polarizagao eliptica, nesta representacao. Neste Capi-
tulo apresentaremos uma contribuicao original para a geragao dos modos elipticos.
Trata-se de um dispositivo baseado em transformacoes dos estados de polarizacao

de um feixe LG no interior de um interferoémetro de Sagnac.

5.2 Estados de polarizacao

Ao descrever a luz em termos das ondas eletromagnéticas transversais, dizemos
que um feixe polarizado linearmente sempre possui as componentes ortogonais E,

e E, defasadas de nm com n = 0,£1,%2,.... Se as amplitudes das componentes

n+1
2

ser direita (D) ou esquerda (€) o que determina o sentido da rotacao do vetor

forem iguais mas estiverem defasadas de 7, a polarizacao é circular podendo

E = E,+E,. Em particular, pode-se obter uma onda polarizada linearmente a partir

44
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Figura 5.1: Luz com polarizagao eliptica ([25]-figura 8.3).

da superposicao de duas ondas com a mesma amplitude, polarizadas circularmente

em sentidos opostos [25].

Formalmente, um feixe com polarizacao eliptica pode ser descrito como uma
superposicao de duas ondas com polarizacoes circulares invertidas e intensidades
diferentes. O estado de polarizagao eliptica se caracteriza pelo fato da amplitude do
campo elétrico E variar a medida que descreve uma elipse num plano perpendicular
ao vetor de onda k. A figura 5.1 ilustra a propagagao de um feixe com polarizacao

eliptica.

Podemos manipular os estados de polarizacao de um feixe através da utilizacao
adequada de polarizadores ou laminas de retardo, e assim, gerar qualquer estado de
polarizacao. Do mesmo modo, utilizando a representacao da esfera de Poincaré para
os modos transversos, podemos produzir modos intermediarios aos modos HG e LG,
sendo analogos a polarizacao eliptica. Chamaremos estes modos transversos inter-
mediarios de modos elipticos. Neste capitulo descreveremos o funcionamento de um
dispositivo que manipula os estados de polarizacao de modos Laguerre-gaussianos e

produz qualquer modo eliptico.
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Figura 5.2: Esquema experimental para a geragao de modos elipticos.

5.3 Dispositivo para a geracao de modos elipticos

Um diagrama simplificado do dispositivo esta ilustrado na figura 5.2. Ele é
composto basicamente de um laser polarizado verticalmente(o mesmo utilizado na
medida das fases) e um interferometro de Sagnac [31]. A méascara produz os modos
LG°, e LGY. O modo LG, tem sua polarizagao girada de 90° apos atravessar uma
lamina de meia onda (M) com seus eixos formando um angulo de 45° com a vertical.
Os modos serao representados por [LG?; H) e |[LGY; V). Estes modos sao reunidos
no cubo divisor de feixe por polarizacao DFP;. O espelho utilizado para este al-
inhamento estd colado a um ceramica Piezo elétrica que controla a fase dinamica
entre os modos. No ponto B os dois feixes nao interferem devido & polarizacao or-
togonal entre eles. Os modos |LG®; H) e |LGY; V) sdo enviados ao interferometro
de Sagnac composto pelo DFP5 e dois espelhos fixos. Os modos com polarizacoes
ortogonais sao separados pelo cubo DFPs,, executam trajetorias invertidas e saem
pela outra face do cubo ainda copropagantes como indicado no esquema. Devido a
geometria deste interferometro, a diferenca de caminho 6ptico entre os feixes dentro
do interferometro é nula, o que mantém a fase dinamica entre eles fixa. As trés
laminas de retardo: duas quarto de onda (Q) e uma de meia onda (M) foram uti-
lizadas para introducao controlada de fase entre os modos. Veremos mais adiante o
funcionamento destas laminas com mais detalhes. Apds o interferometro, os feixes

que ainda sao ortogonais e copropagantes passam pelo cubo DFP3 colocado em um
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Figura 5.3: Perfil de intensidade do feire produzido para 6 = 45° e o padrao de

interferéncia deste feixe.

estagio de rotacao. Este ultimo cubo tem a finalidade de projetar as polarizagoes
dos feixes sobre uma mesma direcao. Se este cubo estiver inclinado, uma parte de
cada feixe é transmitida e a outra é refletida de acordo com a decomposicao da
polarizacao nas componentes perpendicular e paralela a base do cubo. Assim, se a
inclinagdo 6 for de 45°, os modos LG, e LGY serao transmitidos (refletidos) com

metade da poténcia.

Vimos no segundo capitulo (equacao 2.28) que podemos escrever um modo de
LG em funcao dos modos de HG e vice-versa. Assim, para 6 = 45°, o dispositivo
ao somar os modos LG, e LGY, deve produzir o modo HG1y quando a fase entre
eles for nula. A figura 5.3 mostra o perfil de intensidade e o padrao de interferéncia

obtido na implementacao deste dispositivo.

5.3.1 O funcionamento das lAminas

Os modos |LG%; H) e |LGY; V) descrevem trajetorias invertidas dentro do in-
terferometro. Ao passarem pelas laminas, eles adquirem fase geométrica devido as
transformacoes de polarizacao que sofrem. Estas transformacoes estao ilustradas na
figura 5.4.

O modo |LGY; V) se propaga no sentido anti-horario, passa por Q; que tem a
direcao do eixo dptico fixa a 45° como mostrado no esquema, e tem sua polarizacao
transformada de V para D. Este feixe agora passa através da lamina My colocada
em um estagio de rotacdo e tem a polarizacao invertida para €. Ao atravessar
Q2 que também tem a direcao do eixo Optico fixa a 45°, o modo volta a adquirir
polarizagao vertical e continua a trajetoria até a camera ccd (Figura 5.4 (a)-(b)).
O feixe |LG° |; H) sofrera as transformagoes referentes a Qo-Mo-Q; e passara pelos
estados H-E-D-H (Figura 5.4 (c)).



MODOS ELIPTICOS 48

b/2— 15

(a) (b)

Figura 5.4: (a) Transformacgoes na polarizagao do feize |LGY; V') dentro do Interfer-
ometro; (b) Fase geomélrica adquirida por |[LGY;V); (¢) Fase geoméltrica adquirida
por |LG° ; H).

As fases adquiridas pelos modos dependem da orientacao de M e possuem mesma
magnitude com sinais contrarios devido ao sentido das transformacoes. Vimos na
secao 3.5 que a transformacao que Mj realiza no estado de polarizacao é representada
por um meridiano na esfera de Poincaré e que a orientacao ¢ de My determina a
longitude deste meridiano. Portanto, quando M, esta orientada a um angulo ¢/2
com relagdo a )1 e (J5, 0 estado do feixe logo apos o interferémetro é dado por

) = % [ LGy Y H) + | LGL V)] (5.1)

Podemos descrever o feixe apos o cubo DFP3 por
') = e*cos (0) |LGy ') + e sen () |LGY). (5.2)

Quando 6§ = 45°(na figura 5.2), podemos obter qualquer modo hermite-gaussiano
de primeira ordem ao girar a lamina de meia onda dentro do interferémetro. Na
figura 5.5 os modos referentes aos ntmeros (2)-(5) foram obtidos para 0 = 45° e
¢ =0; 22,5° 45° e 67,5°, respectivamente.

O valor de 6 determina a intensidade de cada modo espacial transmitido por

DFP3. Se 6, por exemplo, for igual a zero, apenas a componente |LGY; V) sera
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Figura 5.5: (a)Representagio dos modos elipticos na esfera; (b)Perfil de interfer-
éncia dos modos produzidos. Os nimeros relacionam a intensidade (na esfera) e o

padrao de interferéncia.

transmitida e filmada pela camera. No caso mais geral, o feixe a ser capturado é
uma superposi¢cao dos modos LG?, e LGY projetados na mesma polarizagao. Na
figura 5.5 os perfis de intensidade dos feixes produzidos com 6 = 20°,¢ = 0° e
0 = 70°,¢ = 0° sdo representados pelos nimeros (7) e (8), respectivamente. A
disposicao das bifurcagoes no perfil de interferéncia diferencia os modos elipticos
com mesmo perfil de intensidade e helicidades opostas. Por exemplo, os modos
produzidos para 6 = 20° e § = 70° na figura 5.5 (indicados pelas setas) possuem
perfis de intensidade idénticos, mas sao diferenciados devido a disposicao relativa

das bifurcacoes nos respectivos padroes de interferéncia.

Este dispositivo pode ser de grande utilidade em experimentos que utilizem os
modos elipticos. Uma vez que o modo produzido depende apenas do ajuste de
componentes 6pticos de polarizacao, este dispositivo permite a preservacao do alin-

hamento do feixe de saida durante as transformacoes. A figura 5.6 ilustra na esfera
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a=0";0=0°

0=22°0=15"

0=22°0=30°

g U

o=0";0=45"
0=22%,0=45°

o=11%0=45°

Figura 5.6: O feixe produzido pelo experimento descreve continuamente o octante

tracejado na esfera. Os Perfis de intensidade para alguns valores de 0 e « (ilustrados

na figura 5.2) sao mostrados na propria figura.

dos modos uma seqiiéncia de perfis de intensidade dos feixes produzidos ao longo da

transformacao ciclica representada pelo octante tracejado.



Capitulo 6
Conclusoes Gerais e Perspectivas

A idéia central deste trabalho é descrever em linhas gerais o trabalho realizado
e os resultados obtidos em nosso laboratorio de optica quantica ao longo desses

ultimos dois anos.

Nesta dissertacdo tratamos do momento angular orbital (MAO) em feixes lu-
minosos. Vimos que podemos manipular o feixe proveniente de um laser pro-
duzindo outros feixes que sdo bem descritos pelos modos de Hemite-Gauss (HG)
e de Laguerre-Gauss (LG), solucoes da equagao paraxial. Os modos LG podem
carregar MAO. Apresentamos duas técnicas de obtencao experimental desses modos
que sao utilizados em muitos experimentos. O método holografico: onde obtemos
os modos LG de diversas ordens a partir da difracao de um laser convencional em
mascaras hologréaficas e o método astigmatico que utiliza lentes cilindricas para con-
verter um modo HG em um LG e vice-versa. Em particular, discutimos um método
de se obter uma aproximacao de um modo HG de primeira ordem a partir de um

modo fundamental do laser.

Também estudamos a fase geométrica adquirida por feixes que possuem MAO
ap6s sofrerem transformacoes ciclicas. Inicialmente vimos que a fase geométrica
se manifesta tanto em sistemas classicos, como no experimento analisado por Pan-
charatnam, quanto em sistemas quanticos. Nos sistemas quanticos esta fase surge
em processos adiabaticos, resultando de propriedades geométricas do espaco dos
parametros do hamiltoniano. Uma discussao a luz da mecanica quantica foi dada

para a fase observada no experimento de Pancharatnam. Discutimos também a ex-

ol
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isténcia de fases geométricas associadas a transformagoes de modos gaussianos de

ordem superior que possuem MAO ao reproduzir o experimento de Galvez et al [6].

Finalmente, apresentamos uma contribuicao original do nosso trabalho que con-
siste de um método de obtencao dos modos intermediérios, anilogos aos estados de
polarizacao eliptica. Construimos um dispositivo capaz de produzir experimental-
mente qualquer feixe composto pela superposicao dos modos Laguerre-gaussianos
de primeira ordem. Este dispositivo utiliza a fase de Pancharatnam e permite um

alinhamento robusto durante a producao dos modos.

Este dispositivo foi inicialmente projetado para estudos da conservacao do MAO
na conversao paramétrica descendente em osciladores paramétricos 6pticos. Neste
tipo de experimento, o conhecimento do modo produzido e o alinhamento deste tém
importancia fundamental. Paralelamente & realizacao do experimento de conser-

vacao do MAOQO, faremos uma tomografia dos modos produzidos pelo dispositivo.



Apéndice A
Fase dinamica e fase geométrica

Na Mecéanica Quéantica obtemos o estado dependente do tempo de um sistema
através da aplicacao do operador de evolugao temporal no estado inicial. Para um

sistema cujo hamiltoniano comuta em tempos diferentes, isto é:
[h(t),h(t)] =0 V¢t (A1)

podemos construir uma base de autoestados de h(t) independentes do tempo. Assim,

apenas as energias F,,(t) dependem do tempo e o hamiltoniano pode ser escrito como
h(t) = En(t)n){n]. (A.2)

Neste caso, o operador de evolucdo é dado por U(t) = e=#/"Jo #h(t) ¢ pode ser

escrito como

Ut) = e /M By (). (A.3)
Assim, a solucao da equagao de Schriédinger (3.3) é escrita como:

() = U@ (0)) = D e WMo d B ) (1]45(0)). (A.4)

n=0

Se o sistema esté inicialmente no autoestado |ng), entao
[4(8)) = e~ WM E Ol 0)) = WMo By, (A.5)

O operador de evolugdo mantém o sistema no mesmo autoestado de h(t). O fator de

fase adquirido pelo vetor de estado na equacao (A.5) é chamado de fase dindmica.

23
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Consideraremos agora o caso em que o sistema é nao conservativo e a equacao
(A.2) ndo é satisfeita, isto &, [h(t), h(t')] # 0. Neste caso, a matriz densidade de um

estado puro estacionario é definida por:

(@)W = [0 (O)] Vi (A.6)

Isto significa que um vetor de estado estacionério difere do estado inicial apenas por

um fator de fase dependente do tempo, isto é:
(1)) = € @[(0)). (A7)

Substituindo a equagao acima na equacao de Shrodinger (3.3), fazendo o produto
escalar com (1 (t)| e assumindo que [¢()) é normalizado, obtemos:

_pG() _

22— OO 0). (A3)

Integrando (A.8) e substituindo o resultado em (A.7), podemos escrever:

(1)) = /P Jo AN |4(0)). (A.9)

Note que a fase neste caso guarda toda a memoria da evolugao da funcao de
onda, pois a fase depende da integral no intervalo [0,¢]. Quando a equagdo (A.1) é
satisfeita, o estado estacionario é um autoestado do hamiltoniano e o valor esperado
(W) (") |(t')) se reduz ao autovalor FE, ('), de modo que recaimos na equagao
(A.5). Por outro lado, se o hamiltoniano ndo comuta em diferentes instantes de
tempo, um estado estacionario nao é em geral um autoestado, e vice versa. Na
maior parte das vezes, a evolucao temporal de um estado nao é estacionaria, isto
é, o estado inicial do sistema nem sempre evolui de acordo com a equagao (A.7).
Veremos agora que o estado [¢(t)) ndo serd dado simplesmente por (A.9), mas

dependera de um fator de fase adicional.

O conjunto dos operadores de projecao A(t) = [¢(t)) (¥ (t)| do espago de Hilbert
H s@o denotados por p(FH) (espago projetivo dos estados fisicos puros). Se o estado
A(t) muda no tempo, entdo o operador de projecao descreve uma trajetoria I' em

o(H). Assim, em uma trajetoria fechada ("evolucio ciclica")

Tt —A{) 0<t<T, A(T)=A(0), (A.10)
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a matriz densidade do sistema retorna apds algum periodo t=T ao estado original.

O fato de A(t) descrever uma trajetoria fechada nao significa necessariamente
que o vetor de estado [¢) que satisfaz a equacao de Schrodinger também descreva

uma trajetoria fechada. Contudo, a trajetoria
C:t—|¥(t), 0<t<T, (VU()|V() =1, (A.11)
descrita por [1(t)) no espago de Hilbert satisfaz
[P(T)) = e [4(0)), (A.12)

onde o ¢ um angulo de fase médulo 27.

Se o estado inicial em t=0 é um autoestado do hamiltoniano, isto é A(0) =

In; R(0))(n; R(0)|, entao [1»(0)) pode ser dado (depois de uma escolha de fase con-
veniente) por:

(0)) = [ns R(0)). (A.13)

Para um dado hamiltoniano h(R(¢)) cujos parametros mudam no tempo, as solugoes

da equagdo de Schrodinger (3.3) podem ser descritas por trajetorias abruptamente

variaveis em (). Com isto, dificilmente um autoestado em t—0 serd também um

autoestado em um tempo posterior. Um caso particular surge quando o estado é

igual ao autoestado de h(t) para todos os tempos t com mesmo numero quéantico de

energia n, ou seja,

adiabdtico

OOl = R R (A14)
Uma evolucao onde o estado do sistema em qualquer tempo é sempre um autoes-
tado do hamiltoniano é chamada de evolucao adiabdtica. A igualdade (A.14) con-
stitui uma condicao adicional imposta sobre as solu¢oes da equacao de Schrodinger.
Para um dado hamiltoniano, pode nao haver nenhuma solugao [¢(t)) com [(0)) =
In; R(0)) que satisfaga (A.14), exceto quando [¢(t)) é estacionario. Mas sob certas
condigoes a igualdade (A.14) é aproximadamente satisfeita e chamamos [i(t)) de
aproximacgao adiabatica. Isto em geral é valido se h(R(t)) ou R(¢) muda lentamente

em um periodo T.

Voltando a solugao da equagao de Schrodinger, ao expandir a solugao [¢()) em

uma base |n; R(t)) e separar o coeficiente de fase dinamica obtemos:

W) =D cn@ImRE) =D am(t)e DI WP R(#)). (A.15)
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Em uma evolu¢do adiabética com a condigao inicial (A.13), a expressao acima

toma a seguinte forma:
adiabdtico ] .
(1) = ealt)nR() = an(t)e” DA IO R (1)), (A.16)
onde a,(0) = 1 de acordo com a equagao (A.13). A equagdo (A.16) é uma igual-
dade aproximada, que indicamos pela qualificacao adiabatica. Inserindo (A.16) na

equacao de Schrodinger (3.3), obtemos

d d
Zn(t) = —an{n; R(1)| = [n; R(1)). (A17)

Ao integrar a equacao (A.17), obtemos ainda

a,(t) = /0 RO RONMR) _ iy (1) (A.18)

Os coeficientes ¢, (t) e a,(t) sdo fatores de fase porque o vetor normalizado |1)(t))
foi obtido a partir de [¢/(0)) por uma evolu¢do unitaria. Isto justifica a defini¢do de

Yn(t) como um angulo de fase real.

O angulo de fase 7,(t) é definido em termos de uma integral sobre a fungao

vetorial univocamente definida
A"(R) =i(n;R(t)|Vg|n; R(1)). (A.19)

Ela é definida como o produto escalar dos autovetores de h(t) e suas derivadas em

relagdo ao parametro R, Vg|n;R).

A integral
R(t). )
w®) = [ iR SRR, (A.20)
R(0) aRj
R(t) A
_ / AT(R) R (A.21)
R(0)

nao depende da parametrizacao. Para qualquer A" podemos definir uma forma

diferencial A;Lde que ¢ invariante sob mudanca de variaveis.

Assim, a expressao do estado de um sistema que sofreu uma evolugao adiabéatica
com a condic¢do inicial dada por (A.13) é escrita como

t

(1)) = e Ly Bnl®) i O] R (1)), (A.22)
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Como os autovetores normalizados |n; R(t)) sdo completamente determinados a
menos de um fator de fase, entdao, podemos definir um novo sistema de autovetores

realizando uma transformacao de fase
niR(1)) — [0 R(1)) = RO R(1)), (A.23)
onde (,(R(t)) sdo angulos arbitrarios de fase. Tal base constitui também uma base
valida de autovetores em JH.
Assim, da equagao (A.23) podemos efetuar uma transformacao de calibre do tipo
A" — A" = i(n;R| (V|n; R))
= i(n;R|e”®) (VeiC”(R)m; R))
= i(n;R|V|n; R) + ie"*®) (Veic"(R))
ou
A"(R) —» A™(R) = A"(R) — VG, (R) (A.24)

Portanto,

R(t) R(t)
0= [ ATRNAR > [ AP R)R = ()G (R(0) +G(RO) = 7, (0
o " (A.25)

Repetindo os calculos que produziram (A.22) usando |R;n)’ ao invés de |R;n)

nos obteremos
e n: R(t)) = e Dein®n: R(1)). (A.26)

Usando o fato que (,(t) é uma fun¢ao modulo 27 univocamente definida, pode-

mos escolher um fator de fase unitario de forma que
(1)) = eI 4O R(1)). (A.27)

Isto satisfaz a condic@o inicial (A.13). Uma vez que |n;R)’ também é uma base
assim como |n; R), podemos descrever a evolu¢do no tempo do vetor de estado por

(A.22) com um fator de fase somente.

Os argumentos anteriores fazem uso do fato que (,(t) foi arbitrario. Se depois
de algum periodo T os parametros do ambiente retornam aos seus valores iniciais,

isto é, R(T) = R(0) de modo que A(t) evolui ao longo de uma trajetoria fechada,
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nao podemos escolher ¢, livremente para remover ~,. Neste caso, 7,(7") é dado por

uma integral de linha sobre a trajetoria correspondente I'

() = 7{} i(n;R]%]n;RMRj _ ﬁ A"(R) - dR. (A.28)

Uma vez que que e®)

é univoca, temos para R(T") = R(0)
iR — RO 5y ¢ (R(T)) = Cu(R(0)) + 27 - inteiro. (A.29)
Portanto, de acordo com (A.25)

(1) = 7,(T)

]{ A" (R) - dR = v,(T) — 27 - inteiro
c
= 7{ A"(R) - dR — 27 -inteiro.

c

Y (T') € invariante sob a transformagao (A.23) dos vetores |n; R) e ndo pode ser

removido. Portanto,

(1)) = e D BLE O] R(1)). (4-30)

O fator de fase 7, (t) é conhecido como dngulo de fase de Berry e ") é chamado
de fator de fase de Berry. Em resumo, a tnica excecao ocorre quando os parametros
do sistema retornam aos seu valores originais, R(7") = R(0) de forma que A(t) evolui

ao longo de uma trajetoria fechada.



Apéndice B

.O{ .g
2

N Q
e'“ 7|21, 29, p) = |21€'2, 20€"2, p)

Considerando que

ialN/2

€ ’217 Z27p> = eiozN1/2€iaN2/2‘zb 227p>7 (Bl)

pois,
N:N1+N2 (& [N17N2] =0 (BZ)

com N; = a}aj e (j =1,2), e lembrando que

N (a P ) ()" ()™
|Zl,22, Z Ze AU 22 n1| \/n_2'|n17n2,p>, (B3)

ﬁ

n1=0n2=0

podemos escrever

1 n2
eza%|217227p> = Zai Zai Z Z 1 |21| +‘Z2| <Zl) (22) |n17n2’p>

n1=0n2=0

o\ 1 o\ 72
i z1€2 Z0e72
— § E (12112 +122]%)

|n1, nz,p>
n1=0 ng3—0 \/TLl! ’I’LQ!

= |21e'?, »e'?, p). (B.4)

Onde utilizamos: eM1/2|z,) = ¢™/2|n,).

29
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