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Resumo

Fluido perfeito com auto-similaridade cinemética é estudado em espagos-
tempos 2 4+ 1 dimensionais com simetria circular e varias solugoes exatas das
equagoes de campo de Einstein sao dadas. Estas incluem todas as solucoes de
poeira e fluido perfeito rigido com auto-similaridade do primeiro tipo (homoté-
tica) e todas as solucgoes de fluido perfeito com uma equagao de estado linear
e auto-similaridade do tipo de ordem zero e do segundo tipo. Viu-se que algu-
mas destas solugoes representam colapso gravitacional e o estado final do colapso
pode ser ou um buraco negro ou uma singularidade nula. Mostrou-se também que
uma solucao pode ter dois tipos diferentes de auto-similaridade cinematica. Por
fim, perturbagoes lineares de solugoes auto-similares homotéticas sao estudadas.
Notou-se que, exceto para aquelas com n = 1 e n = 3, nenhuma delas é estavel
e todas possuem mais de um modo instavel. Portanto, nenhuma destas solugoes
pode ser critica, ja que, por definicao uma solugao critica possui um e somente

um modo instavel.



Abstract

Perfect fluid with kinematic self-similarity is studied in 2 4+ 1 dimensional
spacetimes with circular symmetry and various exact solutions to the Einstein
field equations are given. These include all the solutions of dust and stiff perfect
fluid with self-similarity of the first kind (homothetic) and all the solutions of
perfect fluid with a linear equation of state and self-similarity of the zeroth and
second kinds. It is found that some of these solutions represent gravitational
collapse and the final state of the collapse can be either a black hole or a null
singularity. It is also shown that one solution can have two different kinds of
kinematic self-similarity. At last, linear perturbations of homothetic self-similar
stiff fluid solutions are studied. It is found that, except for those with n = 1 and
n = 3, none of them is stable and all have more than one unstable mode. Hence,
none of these solutions can be critical, because, by definition, a critical solution

has one and only one unstable mode.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo, os principais topicos utilizados ao longo deste trabalho sao ex-
postos. Iniciamos com uma breve introducao & Teoria da Relatividade Geral. Em
seguida, Colapso Gravitacional, Fenomenos Criticos em Colapso Gravitacional e
Auto-Similaridade na Teoria da Relatividade Geral sao apresentados e discutidos.

Por fim, um Plano Geral do Trabalho é apresentado.

1.1 Breve Introducao a Teoria de Relatividade Ge-
ral de Einstein

A Teoria da Relatividade Geral de Einstein (TRG) ¢ uma teoria classica de
espago-tempo e gravitagao. Em comparacao com outras teorias, ela é a que melhor
se apodia pelas fisicas experimental, observacional e analitica.

Nas tltimas sete décadas, a complexidade e a natureza nao-linear das equacoes
de campo de Einstein constantemente tém nos impedido de termos um amplo en-
tendimento do seu contetido e da sua riqueza. No entanto, a escolha de simetrias
e fluidos particulares ja nos permitem a compreensao de alguns aspectos da es-
trutura interna da TRG, bem como a explicagao de alguns fenémenos astrofisicos

e cosmologicos.
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As implicagoes da TRG s6 podem ser completamente exploradas pelo estudo
das solugoes das equagoes de campo de Einstein. Este estudo normalmente é
feito de duas formas diferentes. Uma é encontrar solugoes aproximadas, baseadas
geralmente em uma aproximacao linear, o que implica a perda das caracteristicas
nao-lineares do campo e, até certo ponto, da confiabilidade dos resultados. A
outra forma é encontrar solugoes exatas. Esta ultima pode resolver o problema
que ocorre na anterior, porém novamente por causa da complexidade das equagoes
de campo, as solucoes exatas possuem freqiientemente uma grande quantidade
de simetrias que nao estariam presentes no mundo real, e nao devem ter nenhum
analogo nas solugoes realisticas.

Historicamente, a TRG ¢é considerada como sendo uma extensao da Teoria da
Relatividade Restrita (TRR), apresentada por Einstein em 1905. Trés grupos de
questoes desempenham um papel importante e conduzem o estudo da TRG. Sao

eles:

1. A fim de descrever a natureza e as leis da TRG, devemos ser capazes de
usar um sistema de coordenadas arbitrario e, de acordo com o principio
da covariancia geral, as leis da natureza nao devem depender da escolha
do sistema de coordenadas. Esta condicao, a principio puramente matemaé-
tica, adquire um significado fisico especial por meio da substitui¢ao de um
sistema de coordenadas arbitrario por um observador que se move arbitra-
riamente [1]. As leis da natureza devem ser independentes do estado do
observador, assim como as mesmas sao para todos os sistemas inerciais na
TRR. Pertence também a este grupo a questao particularmente levantada
por Ernst Mach: se uma aceleragdo absoluta (incluindo uma rotacao ab-
soluta) pode ser definida significativamente ou se toda rotagao mensurével

implica uma rotagao relativa as estrelas fixas (Principio de Mach).

2. A teoria newtoniana da Gravitagao é inconsistente com o principio da TRR.

Na teoria newtoniana, os efeitos gravitacionais se propagam com uma velo-
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cidade infinitamente grande. Deve ser encontrada uma melhor formulacao
das equacoes de campo da Gravitacao, tal que também seja incluida a in-
fluéncia da gravidade em outros processos fisicos e que haja concordancia

com os experimentos.

3. Na Astrofisica e na Cosmologia, grandes massas estao envolvidas e as for¢as
gravitacionais exercem um dominio sobre as nucleares. Entao, a teoria da
Gravitagao deve reger o comportamento dindmico da evolugao de todo o

Universo e, ao mesmo tempo, ser valida para a evolugao estelar.

A TRG teve inicio em 1915, quando da formulagao das suas equagoes fun-
damentais. Em seguida foi publicada uma série de artigos sobre os fundamentos
desta teoria e a possibilidade de sua confimagao experimental. Apos ter sido,
por um longo tempo, considerada especulativa e sem aplicabilidade real por es-
pecialistas, a TRG teve seu sucesso reconhecido (avango do periélio de Mercitrio,
deflexdo da luz pelo Sol, explicagao do desvio para o vermelho cosmolégico). No
decorrer dos tltimos trinta anos, através do desenvolvimento de novos métodos
para obtencao de solucoes, da interpretagao fisica, das descobertas astrofisicas
(pulsares, radiagao cosmica de fundo) e do aperfeigopamento na demonstracao de
efeitos relativisticos, a TRG tem se tornado uma ciéncia fisica apurada e real,
com varias questoes experimentais a ela associadas e conseqiiéncias observaveis.

A TRG é a teoria do campo gravitacional. Atualmente, sao necessarios mé-
todos matematicos cada vez mais complicados para que possam ser resolvidas
questoes fisicas a ela colocadas, sendo sua linguagem matematica a geometria
diferencial.

Considerando as questoes levantadas na descricao dos fenémenos fisicos in-
dependentes do referencial adotado, a inconsisténcia da teoria newtoniana com
o principio da TRR e o fato de que a relatividade descreve todo o Universo e
a evolucao estelar, Einstein percebeu que deveria haver uma relacao direta en-

tre a geometria do espaco-tempo e a distribuicao de matéria-energia e procurou
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construir uma formulacao tensorial covariante para esta idéia. Deste modo, a
presenca de matéria-energia distorce a estrutura do espaco-tempo e, reciproca-
mente, a estrutura do espago-tempo informa a trajetoria que um dado corpo deve
realizar. Esta relacao é o ja referido sistema de equagoes de campo de Einstein,

cuja expressao matemaética tensorial é dada por
G,LLI/ = KT/,LI/’ (11)

em que G, é o tensor de Einstein (geometria do espago-tempo), 7},,, o tensor

ns

de energia-momento da fonte geradora do campo gravitacional (distribuigao de
matéria-energia) e k, a constante de acoplamento gravitacional de Einstein, cuja

definicao é dada por
8tG

K
A’

(1.2)

em que G é a constante newtoniana da Gravitagao. Um termo cosmologico ainda
poderia ser inserido nas equacoes de campo de Einstein, de forma que estas

poderiam ser reescritas como
G;w - Agm/ = I{T}Lllu (13)

em que A é a constante cosmolédgica e g,,, o tensor métrico. Nesta tese, por
razoes da escolha do estudo de solugoes auto-similares, estudaremos apenas o
caso convencional, em que A = 0. Além disto, por simplicidade, adotaremos um
sistema de unidades tal que kK = ¢ = 1. Desta forma, as equacoes de campo de

Einstein poderao ser reescritas simplesmente como
G =Ty (1.4)

As defini¢oes dos tensores de Riemann, de Ricci, de Einstein, entre outros neces-

sérios ao entendimento da TRG sao introduzidas no apéndice A.
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1.2 Colapso Gravitacional

O processo de colapso gravitacional, em um sistema isolado, tem sido um dos
mais relevantes objetos de estudo da TRG na atualidade [2,3|. Como estado
final, o colapso geralmente apresenta quatro possiveis configuragoes: formagao
de um objeto auto-sustentavel, como, por exemplo, uma estrela [4]; formagao de
um buraco negro; formacao de uma singularidade nua ou explosao com ejecao de
matéria para o exterior.

Michell 5] e Laplace [6], de forma independente, no final do século XVIII e no
inicio do século seguinte, respectivamente, utilizando um tratamento newtoniano,
foram os pioneiros no estudo de colapso gravitacional. Nestes dois trabalhos
j& se pensava na possibilidade da existéncia de um objeto tao denso de forma
que a atracao gravitacional fosse intensa o suficiente a ponto de impedir que a
propria luz deste objeto pudesse escapar. A luz da TRG, os primeiros trabalhos
sobre colapso gravitacional foram publicados apenas em 1939 por Oppenheimer
e Volkoff [7] e Oppenheimer e Snyder [8]. Nestes trabalhos foi mostrado que no
caso de uma estrela constituida de matéria neutra, tal que toda a fonte de energia
nuclear tenha sido consumida, as equacoes de campo de Einstein nao possuem
solucao estatica se a sua massa for maior do que 0, 7Ms, em que M, é a massa
solar, vindo a colapsar para massas com valores maiores do que esse limite.

O processo de evolugao estelar, para o caso de estrelas do mesmo tipo do
Sol, é basicamente caracterizado pela queima de seu combustivel nuclear, na qual
hidrogénio é convertido em hélio. Esta é a fase mais longa de suas vidas. A
pressao de radiacao emitida equilibra a das camadas da estrela de forma que
esta se mantenha estatica. Devido & auto-gravitacao, quando todo o hidrogénio
é convertido em hélio, este equilibrio é interrompido e as camadas das estrelas
caem sobre si mesmas, até que a compressao do nicleo seja suficiente para aqueceé-
las, dando origem a uma nova fase de reacoes termonucleares, agora convertendo

hélio em carbono. Posteriormente carbono é convertido em oxigénio e, assim
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por diante, fomando elementos cada vez mais pesados, podendo chegar ao ferro.
O processo de contracao e equilibrio pode ser interrompido em qualquer uma
dessas etapas, dependendo da massa da estrela, originando um sistema estavel,
sem emissao de radiacao. A duragao do processo e o objeto resultante no final da
evolucao dependem principalmente de fatores como a massa, o0 momento angular
e o campo magnético da estrela.

Estrelas sem rotagao, com massa da ordem de 1,0 a 1,5M, apos colapso e
ejecao de matéria, muito provavelmente evoluem a anas-brancas e aquelas com
massa da ordem de 1,3 a 2, 7M, a estrelas de néutrons [2]. No caso de estrelas
muito massivas, este processo nao pode ser interrompido, ocorrendo um estado de
colapso gravitacional perpétuo, uma vez que seu combustivel nuclear ja foi todo
exaurido e nenhuma configuracao de equilibrio foi atingida. Estas estrelas con-
tinuam contraindo o seu raio, conseqiientemente aumentam cada vez mais a sua
densidade, até que seja formada uma estrutura final denominada singularidade.
Neste caso, a evolucao de geodésicas no espago-tempo serd incompleta, impossi-
bilitando a existéncia de extensao para além daquela regiao e, pelo menos, um
dos escalares de curvatura divergira. Como configuragoes finais, podemos ter a
formacao de um buraco negro ou de uma singularidade nua.

Buracos negros sao formados quando a singularidade é coberta por, pelo me-
nos, uma hipersuperficie de aprisionamento, que, em geral, é formada durante o
processo de colapso gravitacional de um objeto compacto constituido de matéria
fisicamente razoavel, isto é, que obedece as condic¢oes de energia fraca, forte e
dominante [9]. De acordo com os teoremas de Hawking e Penrose [10-12], se esta
hipersuperficie de aprisionamento, que, neste caso, serd um horizonte aparente
(hipersuperficie delimitadora, da qual nem mesmo a luz é capaz de escapar) for
formada, havera também a formacao de uma singularidade, porém a formagao
de uma singularidade nao necessariamente exige a formacao de tal horizonte,
possibilitando assim, a formagao das chamadas singularidades nuas. Embora sin-

gularidades nuas sejam previstas pela TRG, a existéncia destas é proibida por
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conjecturas como a da censura cosmica [13| e a de anel [14]. A conjectura da
censura cosmica tem como objetivo evitar problemas como a previsibilidade de
eventos futuros a formagao desta singularidade. Esta conjectura possui duas ver-
soes. De acordo com a versao fraca, nenhuma singularidade do espago-tempo
pode ter conexao causal com um observador em regioes assintoticas deste espago-
tempo, isto é, observadores distantes nao poderiam receber qualquer sinal emitido
pela singularidade. Na versao forte, nenhum observador, que esteja distante ou
nao, poderia ser influenciado causalmente pela singularidade, significando que
nem mesmo observadores que estejam dentro do horizonte aparente poderiam vé-
la. Contrarios a esta conjectura, existem muitos exemplos |2, 3], ainda que nao
esteja claro o quao genéricos eles sao. A validade desta conjectura é ainda uma
questao aberta. A conjectura de anel diz respeito as condig¢oes para formacgao de
um horizonte. Ela afirma que um horizonte (provavelmente) se forma quando,
e somente quando, temos uma certa massa M compactada dentro de uma re-
giao cuja circunferéncia, em toda direcao, é dada por um perimetro C' < 4w M.
O tnico contra-exemplo apontado até agora restringe-se a espagos-tempos com
cinco dimensoes [15,16].

No caso em que ha explosao com ejecao de matéria para o exterior, o ob-
jeto colapsante dispersa-se completamente, levando a formacao de espago-tempo

plano.

1.3 Fenomenos Criticos em Colapso Gravitacional

Como ja dissemos, na TRG a evolucao de um sistema, tal como uma estrela
ou uma distribui¢do compacta de algum tipo de matéria (dada pelo seu tensor
de energia-momento) ou, ainda, um campo puramente gravitacional, tipicamente
atinge um estado (final) estacionéario em que este colapsa (formagao de buraco
negro ou singularidade nua), dispersa-se ou, possivelmente, forma uma estrela.

Daqui para a frente, nesta tese, o estado em que ha formagao de uma estrela



1.3 Fendomenos Criticos em Colapso Gravitacional 8

(solugao regular envolvida por espago-tempo vazio) nao sera mais distinguido da-
quele em que hé dispersao. Dependendo dos valores de dados iniciais regulares,
buracos negros podem ou nao ser formados. Desta forma, o espago de fase (espago
de dados iniciais) de todas as solugdes, para a TRG, naturalmente divide-se em
duas regioes (bases de atragao): a que forma buraco negro na evolugao e a em
que ocorre dispersao de matéria do objeto colapsante, tal que esta é ejetada para
o exterior, deixando para tras um espaco-tempo plano. A superficie de contorno
que separa estas duas regioes é dado o nome de superficie critica. Uma compreen-
sao qualitativa da evolugao temporal de dados iniciais na vizinhanca de qualquer
fronteira no espaco de fase pode ser dada pela teoria de sistemas dinamicos. No
espaco de fase em que estamos trabalhando, a TRG é considerada como sendo
um sistema dindmico de dimensao infinita. A invaridncia de escala na fronteira
em que os dados iniciais levam a formacao de buraco negro ou a dispersao de-
sempenha um importante papel na dinamica do sistema, acarretando em uma lei
de poténcia para a massa de tal buraco negro. Neste sentido, uma solucao critica
(solugao proxima ao limiar de formagao de buraco negro) é um atrator interme-
diario de codimensao um. Atrator é o ponto para o qual convergem as trajetorias
do espaco de fase apos decorrido um tempo suficientemente longo. Tais solucoes
podem ser invariantes sob uma transformacao de escala (auto-similares) [17] ou
independentes do tempo (estaticas). Fatores como universalidade das solugoes
criticas, invariancia de escala do atrator intermediario e comportamento em lei
de poténcia sugerem o nome de Fendmenos Criticos em Colapso Gravitacional.
Tais fenémenos, decorrentes da nao-linearidade das equagoes de campo de Eins-
tein nas proximidades do limiar de formagao de um buraco negro [18,19], sao
matematicamente analogos as transicoes de fase estudadas em Mecéanica Estatis-
tica e Teoria Quantica de Campos [17,20,21]. Um exemplo seria a magnetizacao
espontanea de um material ferromagnético como fungao da temperatura.

A primeira vez que estes fendmenos foram observados em colapso gravitacional

foi quando Christodoulou, que estava realizando um estudo analitico a respeito
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do colapso gravitacional de um campo escalar sem massa esfericamente simétrico
[22-24|, propos a Choptuik, que estava estudando o mesmo problema, porém
de forma numérica, a seguinte questao: ao considerarmos uma familia de dados
iniciais, com um parametro, p, genérico e suave, sendo o espaco de fase dividido
em duas regioes, tal que buracos negros sao formados para valores grandes deste
parametro (p > p*) e ha dispersao para valores pequenos (p < p*), em que p* é
uma hipersuperficie suave que divide estas duas regides, porém dentro daquela
onde ha formacao de buracos negros, a massa resultante do processo sera finita
ou infinitesimal? Através de um estudo numeérico, Choptuik chegou & conclusao
de que a massa serd infinitesimal [18,19|. Neste processo, ele encontrou trés
fenémenos inesperados. O primeiro foi o fato de que a massa, M, do buraco
negro formado é dada por uma funcao de escala no limite em que p — p*, mas
com p > p*, tal que
M=C(p)(p-p7)7, (1.5)
em que C (p) é uma constante, tal que C (p*) # 0. Em contraste com C (p),
que depende dos dados iniciais, foi mostrado numericamente que vy ~ 0, 374 para
todas as familias de dados iniciais estudadas.
O segundo fenomeno foi o fato de a solugao obtida apresentar uma forma
periodica em termos de escala. Seja ¢ (t,7) o campo escalar acima citado e o

espaco-tempo esfericamente simétrico dado por
ds? = a (t,r)> dt* — a(t,r)” dr? — r2dQ>. (1.6)

em que dQ? = df? +sin® 0dp? e as varidveis ¢ e r sdo o tempo e o raio, respectiva-
mente. A solugdo critica A* (t,7) = {a*,a*, ¢*} apresenta uma forma periddica

em termos de escala, tal que
A*(t,r) = A" (€™t e™r), (1.7)

para todo n inteiro e A ~ 3.44. O periodo de escala A é o segundo nimero

adimensional que surge na solucao.
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O terceiro fendmeno inesperado foi a universalidade. Para um tempo finito
em uma regiao finita do espago, o espago-tempo gerado por todos os dados pro-
ximos ao valor critico aproxima-se da mesma solucao. Esta fase universal se
encerra quando a evolugao se decide entre formacgao de buraco negro e dispersao.
A solucao critica universal é alcancada por quaisquer dados iniciais que estao
suficientemente préximos ao limiar de formacao de buracos negros, em ambos os
lados e de uma familia uniparamétrica. Choptuik encontrou que todos os espagos-
tempos proximos ao critico, para todas as familias de dados iniciais, parecem ser
0 mesmo numa regiao intermediaria, isto é, aproximam-se de um espago-tempo
universal (solucao critica). O ponto de acumulagao t* da solugao critica depende
da familia.

Para um melhor entendimento da universalidade das solugoes criticas, pode-
mos reescrever a Eq.(1.7), subtituindo as coordenadas t e r por variaveis auxiliares

de modo que uma delas seja o logaritmo da escala da métrica, como por exemplo

t—t*
T = —%, 7T=—In (— > ,t<th. (1.8)

L

Desta forma, 7 foi definido de tal modo que cresce quando t cresce e se aproxima
de t*, por valores menos que este. E ttil pensar em r, t e L como possuindo
dimensao de comprimento e em x e 7 como adimensionais. Em qualquer solugao
proxima a critica existe uma regiao do espago-tempo na qual os campos «, a e ¢

sao bem aproximados pelos seus valores como
Az, 1)~ A" (z,7), (1.9)
em que os campos A = {a, a, ¢} da solucao critica possuem a periodicidade
A (x, 7+ A) ~ A" (z, 7). (1.10)

As constantes dimensionais t* e L dependem das familias de solugoes particu-
lares uniparamétricas, porém os campos criticos adimensionais A* e o periodo

adimensional A sao universais.
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Solugoes supercriticas (p > p*) e subcriticas (p < p*) de uma mesma familia
(mesmos t* e L) sao praticamente indistinguiveis desde que sejam formadas por
uma escala bem pequena na qual uma forma horizonte aparente, enquanto a outra
inicia-se dispersando. Se houver formacao de um buraco negro, sua massa seré
relacionada a sua escala e teremos uma faixa A de 7 na qual uma solugao proxima

a critica se aproxima da solucao universal
TA ~ ~vln |p — p*| + const.. (1.11)

Como a solugao critica é periddica em 7 com periodo A, para um ntumero N de

escala de repeticoes, temos
v *
N ~ x In [p — p*| + const., (1.12)

que é valida tanto para solugoes supercriticas quanto para subcriticas.

Os resultados de Choptuik criaram uma grande excitacao e foram confirmados
através de estudos independentes, tanto numeéricos [25-28| quanto semi-analiticos
[29,30], além de terem sido estendidos a outros campos de matéria acoplados [4,
17]. Fenoémenos similares foram observados em outros tipos de matéria acopladas
a gravitagao, tais como fluido nulo [31], fluidos perfeitos [32-35], campos escalares
sem massa [18,19], campos escalares massivos [19,36], conformalmente acoplados
[18], modelo sigma 2-d [27], modelo escalar sem massa eletrodinamico [28|, campo
de Yang-Mills [37], modelo de Skyrme [38], e ainda no colapso de pacotes de ondas
gravitacionais axi-simétricas no vacuo (as quais podem formar buracos negros
mesmo na auséncia de matéria) [39]. Embora a existéncia de fendémenos criticos
pareca ser genérica, através destes trabalhos, foi visto que o periodo de escala A
e o expoente critico 7 dependem, nao somente do tipo de matéria considerada,
mas também, do tipo de colapso e da natureza da auto-similaridade apresentada
pela solucao critica.

Como ja citado anteriormente, existe ainda um outro tipo de comportamento

critico no limiar de formacao de buracos negros, em que a evolu¢ao caminha
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para uma solugao critica universal, porém estatica, em vez de invariante sob uma
transformacao de escala. Em conseqiiéncia, a massa de buracos negros proximos
ao limiar adquire um valor universal finito, ao invés de apresentar uma funcao de
escala em lei de poténcia. Deste modo, analogamente aos fendmenos ocorridos
nas transigoes de fase de primeira e segunda ordem em Mecanica Estatistica, o
colapso critico é classificado em dois tipos quanto & caracteristica da massa de
formagao de buraco negro. Aqueles em que hé uma massa finita no limiar de for-
magao de buracos negros, cuja solugao critica apresenta um intervalo de massa,
ou seja, a massa da solugao critica é nao-nula, sao chamados do Tipo I; ja aqueles
em que a massa obedece a uma funcao de escala em lei de poténcia, cuja solucao
critica apresenta massa nula e toma a forma dada pela Eq.(1.5), sdo chamados do
Tipo II. No colapso do Tipo II, as solugoes criticas até agora encontradas apresen-
tam ou auto-similaridade discreta [30] ou auto-similaridade homotética' [40-44],
dependendo dos campos de matéria, conforme definiremos na se¢ao 1.4. No co-
lapso do Tipo I, as solugoes criticas nao apresentam nenhum destes dois tipos
de auto-similaridade. Para certos campos de matéria, estes dois tipos de colapso
podem coexistir. Para o colapso do Tipo II, o expoente correspondente é uni-
versal somente em relagao a certos campos de matéria. Normalmente, diferentes
campos de matéria possuem diferentes solugoes criticas e diferentes expoentes.
A universalidade do expoente v esta intimamente relacionada ao fato de que
as perturbacoes da solucao critica possuem um e somente um modo instavel.
Esta propriedade é considerada como sendo o principal critério para uma solugao
ser critica ou nao [4,17,45|. De fato, o modo instéavel, dito, k; (expoente de

Lyapunov), da solugao critica esté relacionado ao expoente ~ via a relagao
1
=, 1.13
ki (149)

que pode ser obtida através de uma analise dimensional [29,31,32,46|.

INa literatura, auto-similaridade homotética também é chamada de auto-similaridade con-
tinua. Entretanto, a fim de a distiguirmos de auto-similaridade de outros tipos, nesta tese nos

referiremos a ela como auto-similaridade homotética ou auto-similaridade do primeiro tipo.
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A fim de entendermos melhor esta propriedade, recorreremos ao espaco de
fase anteriormente citado. Uma trajetoria do espago de fase que se inicia em
uma superficie critica, por defini¢ao, jamais a abandona. Uma superficie critica é
um sistema dindmico por si s6, com uma dimensao inferior. Caso esta superficie
possua um ponto fixo de atracao, este serd um ponto critico. O fato de a solucao
critica ser um atrator de codimensao um ¢ visivel em suas perturbacoes lineares:
esta possui um nimero infinito de modos de pertubacao decadentes tangenciais a
superficie critica e um tnico modo crescente nao tangencial & esta superficie. Para
o caso em que ha auto-similaridade homotética, qualquer trajetoria que se inicia
proximo a superficie critica, mas nao necessariamente ao ponto critico, move-se
quase paralamente a esta superficie na direcdo do mesmo. A medida que o ponto
critico vai se aproximando, o movimento paralelo & superficie torna-se mais lento
e o ponto de fase leva algum tempo movendo-se lentamente nas proximidades do
ponto critico. Finalmente ele move-se para longe do ponto critico em dire¢ao ao
modo crescente e atinge um ponto fixo de atracao. Este ponto é uma solucao que
é independente do parametro de tempo ¢t. Quando o ponto de fase se aproxima
do ponto fixo de dispersao ou do ponto fixo de buraco negro, parece realizar uma
trajetoria que parte do proprio ponto critico. Todas as solugoes proximas a critica
estao passando por um desses dois funis. Todos os detalhes dos dados iniciais sao
esquecidos, exceto a distancia do limiar de formacao de buraco negro. Quanto
mais proximo do ponto critico estiver o ponto de fase inicial, mais a curva da
solugao aproximar-se-4 do ponto critico e mais tempo permanecera proximo a
ele. A representacao do espaco de fase na presenca de um ponto critico fixo esta
esbocada na Fig. 1.1. No caso de haver auto-similaridade discreta, em vez de um
ponto fixo de atracao, hd um ciclo limite de atracao, tal que a solugao critica,
diferentemente do caso anterior, é agora periédica no parametro de tempo t. A
representacao do espaco de fase na presencga de um ciclo limite esta esbocada na
Fig. 1.2.

Devido & complexidade matemaética das equacoes de campo de Einstein, freqlien-
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de formagéo eSPaQO(-)'ft‘fmpO plano
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O
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Figura 1.1: Representagao do espaco de fase para o limiar de formacao de buraco negro na
presenga de um ponto critico (auto-similaridade homotética). As linhas com setas sao evolugoes
temporais, correspondendo aos espacos-tempos indicados. A linha sem seta representa uma

familia de um parametro de dados iniciais que cruzam o limiar de formagao de buraco negro

em p =p*.

temente impomos algumas simetrias ao sistema a fim de simplificarmos o pro-
blema. Por exemplo, no caso de solugoes esfericamente simétricas, ao impormos
a auto-similaridade homotética, as equagoes de campo de Einstein serao reduzidas
de equagoes diferenciais parciais para ordinarias. Uma vez que as solugoes parti-
culares sejam conhecidas, podemos estudar suas perturbagoes lineares e encontrar
o espectro dos auto-modos correspondentes.

Colapso critico tem sido bastante estudado numericamente até o momento.
O estudo analitico, mesmo aplicando as simetrias citadas acima, continua sendo
muito complicado. Com a intengao de facilitar o estudo do colapso critico, muitos

autores tém proposto trabalhos em espacos-tempos de menor dimensao. Recen-
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ponto fixo de
limiar espago-tempo plano
de formagao ®)
de buraco negro

O
ponto fixo de
buraco negro

Figura 1.2: Representacao do espago de fase na presenca de um ciclo limite (auto-similaridade
discreta). O plano representa a superficie critica. O circulo é o ciclo limite representando a
solucao critica. Sao mostradas também duas trajetorias na superficie critica sendo, portanto,

atraidas ao ciclo limite, além de outras duas fora desta superficie sendo repelidas pela mesma.

temente, estudos numeéricos realizados por Pretorius e Choptuik [47], indicaram
a presenca de fendmenos criticos no colapso gravitacional de um campo escalar
sem massa em um espaco-tempo de fundo de anti-de Sitter em 2 + 1 dimensoes.
Nesse trabalho, a massa do buraco negro formado segue a funcao de escala dada
pela Eq.(1.5) com v = 1,20 + 0,02. O mesmo resultado foi obtido por Husain
e Olivier [48], porém o expoente obtido foi v ~ 0,81. Ainda nao esta claro se
esta diferenca é atribuida a erros numeéricos ou a alguma fisica desconhecida até o
presente momento. Posteriormente a estes trabalhos numeéricos, estudos analiti-
cos continuaram indicando a presenca de tais fendmenos [49-53]. Em particular,
em [53] uma das solugbes auto-similares de Garfinkle encontrada em [49] foi iden-

tificada como sendo critica, a qual ¢ idéntica & numérica encontrada em [47]. Mais
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recentemente, Wang encontrou uma outra solucao critica analitica, porém agora

em 3 + 1 dimensoes [54].

1.4 Auto-Similaridade na Teoria da Relatividade

Geral

Geometricamente, auto-similaridade se refere a situacao na qual a distribuicao
espacial das caracteristicas do movimento permanece similar a si mesma em todo
o tempo. No tratamento newtoniano da hidrodindmica, uma solucao Z (t,r) é

auto-similar se for da forma

Z(tr) =2 {fu, (1.14)

em que t e r sao as variaveis independentes temporal e espacial, respectivamente,
e f(t) é uma fungao de escala. Em conseqiiéncia, qualquer parametro constante
adimensional das condigoes iniciais ou de contorno anula-se ou diverge [55].

A simplificacao das equagoes de campo de Einstein foi o motivo principal da
utilizacao de modelos que possuem solucoes auto-similares, reduzindo o ntimero
de variaveis independentes, e, conseqiientemente, a complexidade das equacoes,
como ja havia sido mencionado na sec¢ao anterior. Além desta, uma motivagao
fisica vem do fato de que as solugoes auto-similares descrevem o comportamento
“assintotico intermedidrio” das solugoes quando estao na regiao em que nao mais
dependem de condigdes iniciais e/ou de contorno, ou até mesmo longe do estado
de equilibrio do sistema [55].

Em outras areas da Fisica, auto-similaridade ocorre em processos em meios
continuos, como turbuléncia de Navier-Stokes, em Magnetoidrodinamica, entre
outros [56,57].

O estudo de solugoes auto-similares tem exercido um papel importante para
a analise de muitos fenémenos fisicos, incluindo os estudos de explosoes nucleares

(fortes) [58-60] e de uma onda térmica [61-63].
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Em Cosmologia, verificou-se também a presenca de auto-similaridade, caracte-
rizada pela existéncia de uma relagao entre a rapida expansao (e o rapido colapso)
com a invariancia por mudanca de escala. A expansao do universo partindo do
Big Bang e o colapso de uma estrela para uma singularidade devem ambos exibir
auto-similaridade de alguma forma, independentemente das condigbes iniciais.
Na realidade, a possibilidade de que as flutuacoes evoluam naturalmente, através
das equacgoes de campo de Einstein, para uma solugao auto-similar no regime
nao-linear a partir de condicoes iniciais mais complicadas, tem sido estudada por
varios autores [42,64].

Ainda em Cosmologia, auto-similaridade também esta presente em varios es-
tudos sobre distribuicao fractal de galaxias |65, 66].

Um sistema, para ser considerado auto-similar, deve ser invariante sob uma
transformacao apropriada de escala de variaveis independentes. Tais transforma-
¢oes formam um grupo de Lie. O gerador infinitesimal (gerador auto-similar) é
definido pela transformagao infinitesimal do grupo de Lie e determina os invari-
antes da acao do grupo, que representam os invariantes das equacoes diferenciais
que sao simplificadas quando as solugoes sao da forma dos invariantes.

A condig¢ao basica para um campo vetorial ¢ ser um gerador auto-similar é que

existam constantes ¢4 de forma que, para um dado campo fisico independente A,
LeA = cpA, (1.15)

em que L, denota a diferenciacao de Lie ao longo do campo vetorial £ e o campo
A pode ser escalar (densidade de energia, pressao), vetorial (quadri-velocidade de
um fluido) ou tensorial (potencial métrico).

No contexto da TRG, Cahill e Taub [40| foram os primeiros a aplicarem o
conceito de auto-similaridade. Nesse trabalho foram estudadas solugoes esferi-
camente simétricas com auto-similaridade homotética, mais tarde classificadas
como sendo do primeiro tipo, dentro de um contexto cosmologico, no qual é ad-

mitida uma distribuicao esfericamente simétrica de um fluido perfeito, cujo tensor
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de energia-momento é dado por

T,uzz = (P + p) W, Wy — PYuv, (116>

em que w, denota a velocidade do fluido, p e p sao, respectivamente, suas densi-
dade de energia e pressao. Este tipo de auto-similaridade impoe que as solugoes
sejam compostas de tal forma que as variaveis dependentes sejam essencialmente
funcoes de uma tnica variavel independente construida como uma combinacao
de variaveis independentes. No caso, as solucoes e as varidveis ¢ e r sao invari-
antes sob as transformacoes de coordenadas t' = at e ' = ar, nas quais a ¢ uma
constante. Foi mostrado que a existéncia de auto-similaridade homotética pode
ser formulada invariantemente em termos de um vetor de Killing homotético, &,

que satisfaz a equacao de Killing conforme,

£§g;w - 2guu; (117)
da qual segue que
[’gRUuV/\ = 07 (118)
donde
LeR,, =0, (1.19)
implicando
LG, =0, (1.20)

nas quais £¢ denota a diferenciagao de Lie ao longo do campo vetorial #. No caso
de a fonte gravitacional ser um fluido perfeito com auto-similaridade homotética,

as quantidades fisicas se transformam como
Lew" = —wh, Lep=—2p, Lep=—2p, (1.21)

da qual obtemos

LT, =0, (1.22)



1.4 Auto-Similaridade na Teoria da Relatividade Geral 19

que é consistente com as Eqs.(1.4) e (1.20). Embora neste caso os termos ge-
ométricos e as quantidades fisicas permanegam auto-similares, indicando auto-
similaridade geométrica, Eq.(1.20), e auto-similaridade fisica, Eq.(1.22), respecti-
vamente, o mesmo nao necessariamente ocorre em casos de fluidos imperfeitos [42)].
Neste caso, mesmo que o tensor de Einstein satisfaca a Eq.(1.20), os tensores de
Ricci, de Riemann e métrico ndo necessariamente devem satisfazer as Eqs.(1.19),
(1.18) e (1.17), respectivamente.

A existéncia de solugoes auto-similares do primeiro tipo esté relacionada as leis
de conservagao e a invariancia do problema com relagao ao grupo das transforma-
¢oes similares das quantidades com dimensoes independentes, apresentando uma
certa regularidade no processo limite na passagem do regime original, nao auto-
similar, para o regime auto-similar (processo que é assumido implicitamente).
Entretanto, em geral, tal passagem a este limite pode nao ser regular, visto que as
expressoes para as varidveis auto-similares nao sao exclusivamente determinadas
a partir de uma anélise dimensional do problema. Estas solucoes sao chamadas
de auto-similares do segundo tipo. Uma caracteristica destas solugoes é conter
constantes dimensionais que nao sao determinadas pelas leis de conservagao [55].

A auto-similaridade cinemética surgiu como uma generalizagao da homotética.

De acordo com a definigao formulada por Carter ¢ Henriksen [41], temos
Lew! = —ow”, (1.23)
Lehy,, = 20h,,, (1.24)
nas quais £¢ denota a diferenciacao de Lie ao longo do campo vetorial £#, o e ¢
sao fatores de proporcionalidade constantes adimensionais que governam as taxas
de dilatacao da escala de comprimento espacial e amplificacao da escala temporal,
respectivamente, e h,, ¢ o tensor de projegao, definido por
hyw = g — wyw,, (1.25)

que representa a projecao da métrica no tri-espaco ortogonal a w". A razao

independente de escala § ¢ denominada indice de similaridade. Podemos notar
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que varios casos de auto-similaridade estao incluidos nas defini¢oes dadas pelas
Eqgs.(1.23) e (1.24), dependendo dos valores relativos das constantes « e 0, sendo
classificados como:

(i) a =0 =0: Neste caso, as Eqgs.(1.23) e (1.24) s@o equivalentes a L¢g,, = 0
(equagoes de Killing). Entao, £* é simplesmente um vetor de Killing.

(il) a =94, a,0 # 0: Neste caso, depois de uma renormaliza¢ao do vetor £*,
as Eqs.(1.23) e (1.24) s@o equivalentes a L¢g,, = 2g,,. Entdo, {# é simplesmente
um vetor homotético.

(iii) 0 =0, o # 0: Neste caso, as Eqgs.(1.23) e (1.24) tornam-se

Lew! = —wh, (1.26)

Lehy, =0, (1.27)

¢ a transformacao ¢ a de uma rotagao rigida generalizada. As Eqs.(1.26) e (1.27)
compoem a defini¢ao para o vetor £ ser auto-similar do tipo infinito.
(iv) a#0,a# 0,1, # 0: Neste caso, depois de uma renormalizagao do

vetor £#, as Eqs.(1.23) e (1.24) podem ser simplificadas a

Lew! = —ow”, (1.28)

Ll = 2N, (1.29)

As Egs.(1.28) e (1.29) compoem a definigdo para o vetor & ser auto-similar
proprio. O caso em que o = 0 refere-se ao de auto-similaridade do tipo de
ordem zero, o = 1, ao de auto-similaridade do primeiro tipo (ou auto-similaridade
homotética) e a # 0,1, ao de auto-similaridade do segundo tipo.

Ja tendo em mente o fato de que estudaremos espagos-tempos com 2 + 1
dimensoes, mostraremos que o conceito de auto-similaridade cinematica introdu-
zido por Carter e Henriksen [41] em espagos tempos quadri-dimensionais pode
ser facilmente generalizado a espacos-tempos D-dimensionais, em que D é um

ntmero inteiro maior ou igual a 3. A métrica, neste caso, é dada por

ds® = N [yap (2°) dada® — §* (2°) Hyj (2F) da'da?] (1.30)
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na qual A é uma constante com dimensao de comprimento, tal que todas as
coordenadas z# e os coeficientes métricos 74, € H;; sao adimensionais. Neste
caso, os indices latinos a,b,c,...,g, variam de 0 a 1, 7,7, k,..., de 2 a D —1 e
os indices gregos u, v, ..., de 0 a D — 1. Utilizando o fato de que esta métrica é

invariante sob as tranformacoes de coordenadas
1 =2 (2), o'=4' (:c’j) : (1.31)
podemos escolhé-las de forma que tenhamos

wy, = (900) 2 0%, g1 =0, (1.32)

implicando que o sistema de coordenadas seja comoével com o fluido perfeito es-
tudado neste caso. Portanto, a métrica dada pela Eq.(1.30) pode ser reescrita na

forma,
ds* = \? [e2q’(t’T)dt2 — 2V gr? — 252 (¢, 1) Hy; (z%) dz'da’] . (1.33)

Aplicando a esta métrica a definicdo de auto-similaridade cinematica, dada
pelas Egs.(1.28) e (1.29), temos que todas as quantidades fisicas sao fungoes
de uma tnica variavel auto-similar independente, z, a qual definiremos mais &
frente de acordo com o tipo de auto-similaridade. Assim, como no caso esferi-
camente simétrico, mostrado por Carter e Henriksen [41], para o espago-tempo
D-dimensional dado pela Eq.(1.33), também pode ser mostrado que existem co-

ordenadas coméveis nas quais o gerador auto-similar é dado por

0 0 0]
[ _ _

tal que as fungoes ®, ¥ e S da métrica dada pela Eq.(1.33) sao fungdes apenas

da variavel auto-similar z, ou seja
O(t,r)=d(z), V(t,r)=V(z), S(t,r)=5(2). (1.35)
No caso de simetria esférica, a métrica seria dada por

ds* = X (**dt® — e*Vdr® — r?S52d0?) (1.36)
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em que dQ? = df? + sin? dp?. O coeficiente métrico usual R (¢,7), denominado
raio geométrico, é dado por R = rS. Esta métrica possui a mesma forma daquela
apresentada em [40] e as equagoes diferenciais de campo reduzem-se a um sistema
de equagoes diferenciais ordinarias.

No caso de auto-similaridade do tipo de ordem zero, a = 0, 3 pode ser rees-

calado & unidade e a variavel auto-similar é dada por
z=re". (1.37)

Cabe aqui destacar que o sinal negativo introduzido na Eq.(1.37), bem como nas
Eqgs.(1.38) e (1.39), deve-se ao fato de estarmos adotando, neste trabalho, para
a variavel temporal, o intervalo —oo < t < 0, ao contrario do que é comumente
convencionado. A motivagao para essa escolha reside no nosso interesse no estudo
de colapso gravitacional, que é um processo no qual ha um tempo final finito
(instante de formagao de singularide). Um exemplo do caso de auto-similaridade
do tipo de ordem zero ¢ a solugao de Henriksen et al. [67], no qual uma constante
dimensional ¢ introduzida através da constante cosmologica [41].

No caso de auto-similaridade do primeiro tipo, auto-similaridade homotética,

a =1, (B pode ser redefinido como zero e a variavel auto-similar toma a forma

2= (1.38)

No caso mais geral, correspondente a auto-similaridade do segundo tipo, a #

0,1, B redefinido como zero e a varidvel auto-similar é expressa por
2 =r(—t)a. (1.39)

De agora em diante utilizaremos a variavel auto-similar x, tal que z = Inz. Um
importante exemplo de auto-similaridade do segundo tipo é fornecido por uma
classe de modelos de fluidos perfeitos com pressao nula, isto ¢, modelos de poeira
nos quais w* é geodésico, ou seja, ¢ , = 0, na Eq.(1.36), estudados primeiramente
por Lynden-Bell e Lemos |68] e posteriormente descritos mais detalhadamente por

Henriksen [69] e Carter e Henriksen [41].
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Resumidamente, os trés tipos de auto-similaridade cinematica podem entao

ser apresentados como

Tipo de ordem zero: x =Inr —t, gl =2 +rl;
Primeiro tipo: z=I (%), gﬂa% = t% + r%;
Segundo tipo: r=1In [(_:)}1} , 5”% = at% + 7’%, (#0,1).

Embora o caso de auto-similaridade homotética possa ser considerado como
sendo um caso particular da auto-similaridade do segundo tipo com a = 1, a fisica
nos dois casos ¢ diferente, pois os reescalonamentos relativos de espago e tempo
nao sao os mesmos, diferentemente daqueles anteriormente citados, estudados
em [40]. Claramente, quando as coordenadas t e r sao reescaladas para t' = at
e v = ar, nas quais a ¢ uma constante, a variavel auto-similar x permanece

inalterada apenas no caso homotético. No caso do tipo de ordem zero ha uma

dilatacao espacial sem qualquer amplificacao temporal.

1.5 Plano Geral do Trabalho

O presente trabalho se constitui na investigagao da ocorréncia de fendémenos
criticos no processo de colapso gravitacional de fluido perfeito em espagos-tempos
(2 4 1)-dimensionais circularmente simétricos com auto-similaridade cinemética
do tipo de ordem zero, primeiro e segundo tipos. Este trabalho se desenvolve da
seguinte forma: ap6s o primeiro capitulo, onde expomos os principais topicos uti-
lizados no decorrer deste trabalho, como Fendémenos Criticos em Colapso Gravi-
tacional e Auto-Similaridade na TGR, apresentamos um estudo de gravitagao em
2+1 dimensoes, definimos formalmente horizontes aparentes e buracos negros. Na
seqiiéncia, estudamos as equagoes de campo de Einstein com auto-similaridade

cinematica para o caso de fluido perfeito. No capitulo seguinte, analisamos a
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estabilidade de solucoes representantes de colapso gravitacional encontradas no
capitulo anterior, através de perturbacoes lineares, a fim de encontrarmos possi-
veis solugoes criticas. No tltimo capitulo, apresentamos nossas conclusoes gerais
e perspectivas para trabalhos futuros. Esta tese se encerra com trés apéndices.
No primeiro, apresentamos os tensores de Riemann, de Ricci, de Einstein, entre
outros necessarios para o entendimento da TRG. No segundo, encontramos as
expressoes dos componentes do tensor de Einstein com auto-similaridade cine-
matica. Finalmente, no terceiro, encontramos as equacoes de campo de Einstein

linearmente perturbadas.



Capitulo 2

Colapso Gravitacional em
Espacos-Tempos

(2 4+ 1)-Dimensionais

Iniciamos este capitulo com uma apresentacao do estudo de gravitacao em
espagos-tempos com duas dimensoes espaciais e uma temporal. Em seguida,
espagos-tempos circularmente simétricos sao estudados. Uma defini¢ao formal de
horizonte aparente e as condigoes necessarias para a existéncia de um buraco negro
sao apresentadas. No final, sao feitas aplicagoes de auto-similaridade cinematica

a espagos-tempos circularmente simétricos.

2.1 Gravitacao em 2+ 1 Dimensoes

Nesta secao descreveremos as motivacoes que levaram a serem realizados estu-
dos de modelos de gravitacao em espagos-tempos (2 + 1)-dimensionais, faremos
um breve histérico, além de expormos suas peculiaridades e conseqiiéncias ao

colapso gravitacional.
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2.1.1 Motivagoes

Estudos de fenémenos similares em dimensoes inferiores sao comuns de se-
rem realizados quando os calculos em modelos quadri-dimensionais sao dificeis
de serem executados. Modelos fisicos em dimensoes inferiores sao importantes
principalmente porque ajudam a originar novas idéias e estimular novos insights
a seus correlatos em dimensoes superiores. O primeiro trabalho envolvendo um
modelo de gravitacao em 2 + 1 dimensoes data de 1963, quando Staruszkiewicz
descreveu o comportamento de solugoes estaticas com fontes puntiformes [70].
Artigos ocasionais apareceram ao longo dos vinte anos seguintes |71-73]. Porém,
o recente aumento de interesse por estes modelos se deu a partir de trabalhos pu-
blicados nos meados da década de 80, devendo ser creditado a dois grupos: Deser,
Jackiw e 't Hooft [74-76], que examinaram tanto a dindmica classica quanto a
quantica de tais fontes, e Witten [77-79], que redescobriu e explorou a representa-
¢ao de gravitacao em 2 + 1 dimensoes como uma teoria de Chern-Simons. Desde
entao, iniciou-se a publicacao de uma série de artigos envolvendo toy models em
espagos-tempos (2 + 1)-dimensionais, principalmente em TRG, Teoria Quéntica
de Campos, Fisica de Particulas e Teoria de Cordas.

Fora as razoes ja citadas, como a praticidade na resolucao das equacgoes de mo-
delos fisicos em dimensoes inferiores, uma outra motivacao vem da ocorréncia de
fenomenos criticos em colapso gravitacional, como ja mencionado na secao 1.3, em
que no caso de espagos-tempos (2 + 1)-dimensionais, foi mostrado recentemente
que o problema do colapso gravitacional de um campo escalar é significativamente
mais simples, possibilitando um estudo analitico de todo o processo de colapso,

incluindo a verificacao da presenga ou nao de tais fendémenos.
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2.1.2 Teoria da Relatividade Geral em Espacgos-Tempos
(2 + 1)-Dimensionais

A TRG em espagos-tempos tri-dimensionais exibe algumas caracteristicas in-
comuns, que podem ser deduzidas das propriedades das equacoes de campo de
Einstein e do tensor de curvatura. A forma geral destas equagoes para espagos-
tempos com um numero qualquer de dimensdes é a mesma dada pela Eq.(1.4).
No entanto, enquanto que para quatro dimensoes os tensores de Einstein e de
Ricci possuem dez componentes independentes e o de Riemann, vinte, para trés
dimensoes estes tensores possuem o mesmo nimero de componentes independen-
tes: seis. Logo, podemos expressar o tensor de Riemann em termos do tensor de

Einstein (ou de Ricci), para espagos-tempos tri-dimensionais, como

Ruua)\ = gMUGV)\ + gu)\G/w' - gu)\Gl/a - guo'G,u)\ + G (gu/\gl/a - g;w'gl/)\) ) (21)

em que G = G" . A substitui¢ao da Eq.(1.3) na Eq.(2.1) mostra que a curvatura
do espaco-tempo é completamente determinada pela distribuigao de matéria, 7),,.
Em particular, regioes livres de fontes de campo gravitacional, ou seja, em que
T,, = 0, apresentam curvatura nula, isto é, o espago-tempo ¢ localmente plano.
Isto significa que nao ha propagacao de campo gravitacional no vacuo, nao ha-
vendo geracao de ondas gravitacionais e intera¢ao entre massas [80]. Devido a
este fato, como nao se sente a atracao gravitacional da estrela, a luz emitida da
superficie desta sempre escapa até o infinito. Desta forma, buracos negros so-
mente podem ser formados se houver a presenca de uma constante cosmologica
nao-nula (negativa, de acordo com Banados, Teiteboim e Zanelli [81], tal que o
espago-tempo € assintoticamente de anti-de Sitter) ou se todo o espago-tempo

for preenchido por campos de matéria, como no caso de fluidos perfeitos com

auto-similaridade cinematica, estudado nesta tese.
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2.2 Espacos-Tempos Circularmente Simétricos

Conforme a Eq.(1.33), a métrica geral de espagos-tempos (2 + 1)-dimensionais

com simetria circular pode ser expressa na forma,
ds® = \? [62¢(t’r)dt2 — 2V gp? — 252 (t,7) d@z} , (2.2)

em que as hipersurperficies ¢ = 0,27 sao identificadas e {gy = 0p € o vetor
de Killing correspondente. Os componentes nao-nulos da conexao métrica e do
tensor de Einstein sao apresentados no apéndice B.

A fim de que tenhamos simetria circular, algumas propriedades fisicas e geo-
métricas devem ser impostas [82-89|. Em geral, estas nao sao triviais. De fato,
somente quando o eixo de simetria é livre de singularidades de espago-tempo,
sabemos como impor estas condigoes. Como nesta tese o interesse maior é o
colapso gravitacional, assumiremos que o eixo é regular no inicio do colapso e a
singularidade, formada posteriormente no eixo, é devida ao colapso do fluido. Da
mesma forma que em [90], impomos as seguintes condigoes:

(i) Deve existir um eixo de simetria, que pode ser expresso como

X = lfu(g)fy(e)gw

0, (2.3)

quando 7 — 0%, com a coordenada radial escolhida de tal maneira que o eixo
esteja localizado em r = 0.

(ii) O espago-tempo nas proximidades do eixo de simetria é localmente plano,
propriedade que é descrita por [91]

Nz
KX

= , (2.4)

quando 7 — 0%. Note que solucoes que nao satisfazem a esta condicao sao
algumas vezes aceitas. Por exemplo, quando o lado esquerdo da Eq.(2.4) se
aproxima de uma constante finita, a singularidade em r = 0 pode ser relacionada

a uma particula puntiforme em 2 + 1 dimensoes [92]. Contudo, uma vez que
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aqui estamos interessados principalmente em colapso gravitacional, nesta tese
assumiremos que esta condi¢ao deve ser aplicada apenas ao inicio do colapso.
(iii) Auséncia de curvas do tipo-tempo fechadas. Em espagos-tempos com
simetria circular, curvas do tipo-tempo fechadas podem ser facilmente introduzi-
das. Como a fisica das curvas do tipo-tempo fechadas ainda nao esta clara [93],
esta possibilidade nao seré considerada neste trabalho. Simplesmente, a fim de

que seja assegurada a auséncia deste tipo de curvas, vamos assumir que

é valida em todo espago-tempo.
De agora em diante, referiremo-nos as condigoes dadas pelas Eqs.(2.3)-(2.5)

simplesmente como condig¢oes de regularidade.

2.2.1 Horizontes Aparentes e Buracos Negros Circularmen-

te Simétricos

A fim de apresentarmos uma definicao rigorosa de horizontes aparentes e bu-
racos negros em espagos-tempos com simetria circular, introduziremos duas novas

coordenadas @ e v através das seguintes relagoes
du = f(t,r) [e‘b(t”)dt — e\y(t”)dr] , duv=gl(t,r) [eq)(t’r)dt + e‘y(t”)dr] . (2.6)

nas quais f (t,7) e g (t,r) satisfazem as condi¢oes de integrabilidade para @ e v,
u  0Pu  0*v 9%
otor — orot’  otor  Orot’

(2.7)

Sem que haja perda de generalidade, assumiremos que estas fungoes sao estrita-

mente positivas,

>0, ¢g>0. (2.8)

Entao, é facil mostrar que, em termos de @ e v, a métrica dada pela Eq.(2.2)

toma a forma

ds® = \? [2e*") dudv — R* (@, v) db?] (2.9)
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em que

o (@,7) = —% In(2fg), R(a,v)=rS. (2.10)

Devemos notar que o tensor métrico, cuja métrica correspondente ¢ dada pela

Eq.(2.9), é invariante sob as transformagoes
u=u(u), v=v(0). (2.11)

Usando esta liberdade de calibre, assumiremos que esta métrica nao possui singu-
laridades de coordenadas em u, v e 6. Isto, em particular, implica que ¢ é finito
exceto em alguns pontos em algumas superficies onde o espago-tempo é singular.

Seguindo [94,95], primeiro introduziremos os vetores nulos v* e u* por

vt =61 ut =6, (2.12)
e as formas diferenciais normais [, e n, por
I\ = % =0", ny= % =0". (2.13)
Logo, temos que
"= g™, = N2 270", nt = g"n, = A\ 2e Ut (2.14)

Claramente, o vetor v* ou [* é tangente as hipersuperficies u = const., e o vetor
u* ou n* é tangente as hipersuperficies v = const. [cf. Fig. 2.1].
A meétrica induzida no anel de coordenadas u e v constantes, em termos das

formas diferenciais normais, é dada por
huw = Guw — N€ (Luny, + Ln,) = —N*R*6° 6%, (2.15)

Logo, as expansoes dos raios nulos u = const. e v = const. sao definidas, respec-

tivamente, por [94,95]

1 R
= _ ap — A
= ShLohas = 2,
1 R
O = —h*PLohog = —= 2.1
n 9 'Cu af R ) ( 6)
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Figura 2.1: Espago-tempo no plano (u,v), descrito pela métrica dada pela Eq.(2.9). X, (X,)

é a hipersuperficie u = uy (v = vg), I* e v* (n* e u*) s@o tangentes a esta.

nas quais £, (£,) denota a derivada de Lie ao longo do vetor v* (u*). Portanto,
0, representa a expansao da congruéncia de raios nulos emitidos radialmente para
fora da origem (emergentes), ao passo que, 6, a daquela cujos raios nulos sao emi-
tidos radialmente para dentro, em dire¢ao a origem (imergentes). Das expressoes
acima, pode ser mostrado que

R,uv
R

Lo = L0, = —2 — 0,0,. (2.17)

Defini¢ao 1: Um anel, C, de coordenadas u e v constantes (ou t e r cons-
tantes) é definido como sendo aprisionado, marginalmente aprisionado ou nao-
aprisionado, se 6,0, > 0, 6,0, =0 ou 6,0,, < 0, respectivamente.

Definicao 2: Considerando um anel marginalmente aprisionado, como a linha

na qual 6|, = 0, um horizonte aparente ' (ou horizonte de aprisionamento na

IDevemos notar que os horizontes aparentes normalmente sio definidos nos espagos-tempos
que séo regulares previsiveis [9], enquanto que os aqui adotados, originalmente devido a Hayward
[94,95], nao possuem restrigdes. Portanto, neste sentido, eles sdo a generalizagdo dos usuais.

Devido a este motivo, Hayward os chamou de horizontes de aprisionamento.
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terminologia de Hayward [94, 95|) é definido como sendo uma bi-superficie H
foliada por anéis marginalmente aprisionados, nos quais 6,|, # 0.

Definicao 3: Um horizonte aparente é definido como sendo externo, degene-
rado ou interno, se £,0;|,; <0, L,0|; =0 ou L,0;|, > 0, respectivamente.

Defini¢cao 4: Um horizonte aparente também é definido como sendo futuro,
se O,]y < 0 e, passado, se 6,], > 0.

Um buraco negro, de acordo com a defini¢ao dada por Hayward [94,95], existe,
se uma singularidade de espaco-tempo é formada juntamente com um horizonte
aparente futuro externo (veja também Ida [96]), embora, de acordo com o pro-
prio Hayward, sua definicao possa ser estendida ao caso em que este é futuro
degenerado. Esta definigdo estendida coincide com a dada por Tipler [97]. Tal
generalizacao conserva ainda a idéia de que os raios de luz imergentes devem ser
convergentes, isto é, 6,|,; < 0 e os emergentes devem ser instantaneamente pa-
ralelos no horizonte, 6|, = 0, divergentes fora dele, 6|, ;; > 0 e convergentes
dentro dele, ;|;; s, < 0. Nesta tese definiremos um buraco negro pela existéncia
de um horizonte aparente futuro externo ou degenerado.

E interessante notar que as definicbes acima podem também ser dadas em

termos da norma do vetor de Killing &* ©) [94,95],

o B 1/2
R = ‘5 0/ )90t (2.18)
De fato, pode ser mostrado que
(VaR) (VOR) = 2R%e"%70,0,,,
—20
OR = ¢*"V,VsR = = (L0, + 20,0,,) . (2.19)

Desta forma, um anel, C, de coordenadas u e v constantes é definido como sendo
aprisionado, marginalmente aprisionado ou nao-aprisionado, se V,R for do tipo-
tempo, do tipo-nulo ou do tipo-espaco, respectivamente. O horizonte aparente é

definido como mais externo, degenerado ou interno, se OR|,; < 0, OR|,; =0 ou
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OR|, > 0, respectivamente, e futuro (passado), se V*R|, for futuro (passado)
causal.

Em outras palavras, da Eq.(2.6), temos que

ot 1 4 ot 1

%_ﬁe ) %—%6 )
or 1 ¢ oOr 1 _,

% = —ﬁe_ 5 % — Ze_ ) (220)

da qual, temos que

R, 1 , 4 v
o= _—QQR(e R;+e *R,),
CR. 1 e,y
9”__3 = 3R (e®Ri—e¢"R,). (2.21)

Para as solugoes com auto-similaridade do tipo de ordem zero, as Egs. (B.6),

(2.21) e (2.19) implicam

0, L [(1+y)e™™ —ye™ %],

- 2rg
1
H = — 1 - z+7—P
n =g [Ty e™ +ye™ 7,
rS s
OR = e Yo +y (Vo — Do+ 2y)
S
¢ M e+ (1) (B = Vo +2y + 1], (@ =0), (2.22)

enquanto que para aquelas do primeiro e segundo tipos, as mesmas tornam-se [cf.

Eq.(B.13)],

1
0, — 1 - z+(a—1)1/a—P
L= Garg [0+ e +ye ]
1 U z+(a—1)7/a—P
bn = =gy e y) e —yerriemir/o=e],
rS e
OR = PTG Yo+ y (Y, — P+ 2y + )]
S
e e+ (L y) (R0 — U+ 2y + 1)), (a#0). (2.23)
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2.3 Auto-Similaridade Cinematica em Espacos-
Tempos Circularmente Simétricos

Admitindo a hipotese de haver auto-similaridade cinemética em espagos-tempos
(2 + 1)-dimensionais com simetria circular, a métrica dada pela Eq.(2.2) pode ser

reescrita como
ds® = N* [**@at* — 2V dr? — 287 () d6?] . (2.24)

Devemos notar que o tensor métrico, ao qual esta métrica corresponde, é invari-

ante sob as transformagcoes
t=At, r=DBrF, gu=Cu, (2.25)
para solugoes auto-similares do primeiro e segundo tipos e
t=t+A, r=DBF, guw=C%., (2.26)

para solugbes auto-similares do tipo de ordem zero, nas quais A, B e C sao
constantes arbitrarias.

As condigoes de regularidade, Eqs.(2.3)-(2.5), s@o invariantes sob as transfor-
magoes acima apresentadas, Eq.(2.25) ou Eq.(2.26). Utilizando estas transforma-

¢oes, de agora em diante, assumiremos que
d (¢,0) =0, (2.27)

isto é, a coordenada do tipo-tempo, t, mede o tempo proprio sobre o eixo, sendo
uma condicao de calibre, a que nos referiremos algumas vezes mais adiante.
Além dessas mesmas condigoes de regularidade, normalmente também é exi-
gido que o espago-tempo seja assintoticamente plano na direcao radial. Contudo,
ao considerarmos solugoes com auto-similaridade, esta condi¢ao nao pode ser sa-
tisfeita, ao menos que restrinjamos a validade destas solugoes somente até um
raio méaximo, dito r = rq (t). Portanto, necessitamos fazer a jungao destas so-

lugbes com outras na regiao r > rg (t), que sdo assintoticamente planas quando
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r — 0o. Nesta tese, nao sera considerada esta possibilidade. Aqui simplesmente
assumiremos que as solugoes auto-similares sao validas em todo o espago-tempo.

As expressoes dos componentes nao-nulos do tensor de Einstein para espagos-
tempos circularmente simétricos com auto-similaridade cinematica também sao

apresentadas no apéndice B.



Capitulo 3

Solucoes das Equacoes de Campo
de Einstein com Auto-Similaridade

Cinematica

Conforme ja mencionado anteriormente, as equagoes de campo de Einstein,
dadas pela Eq.(1.4), sdo o elo entre a geometria (imposta pelo campo gravitaci-
onal) e a matéria-energia (ou o fluido) componente do espago-tempo. Visto que
suas solugoes nem sempre sao faceis de serem encontradas, uma das saidas para
vencermos este obstaculo é aplicarmos algum tipo de simetria, como no caso de
auto-similaridade cinematica aqui estudado. Nas secoes subsequentes estudare-
mos solugoes com auto-similaridade cinemética dos tipos de ordem zero, primeiro
e segundo, respectivamente, sendo algumas representantes de colapso gravitacio-

nal [98].
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3.1 Solucoes das Equacoes de Campo de Einstein
com Auto-Similaridade do Tipo de Ordem Ze-
ro

Neste caso, combinando as Egs.(1.16) e (B.9), as equagoes de campo de Eins-

tein podem ser expressas na seguinte forma:

Yo — (1+y) (Ve —y) —yP, =0, (3.1)
D+ @, (P -V, —y—2)=0, (3.2)
Ve =V, (P, =V, +y+1)+y=0, (3.3)
e
o= /\23/7’2 [TQ 20y 6_2\IJ(I)I} 7
b= /\217& {A+y)e ™0, —r?e™ [(1+y) Vo —yl}, (3-4)
nas quais
o5 .

e a variavel auto-similar, x, é dada por
x=Inr—t. (3.6)

Ao escrevermos as Eqs.(3.2) - (3.4), usamos a Eq.(3.1). Das equagbes acima,
podemos notar que as equacoes de campo de Einstein sao suficientes para deter-
minarmos completamente os coeficientes métricos ® (x), ¥ (x) e S (z). A pressao
e a densidade de energia do fluido podem ser correlacionadas através de uma

equagao de estado. Em geral, tomamos a forma [99],

p=p(T,Y), (3.7)
p=p(T.%), (3.8)
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em que T e X sao, respectivamente, a temperatura e a entropia do sistema.
Entretanto, em alguns casos o sistema depende fracamente da sua temperatura,
de tal modo que a equacao de estado pode ser escrita aproximadamente como
p =p(p). De acordo com Maeda et al [100], a simetria da auto-similaridade do

tipo de ordem zero é inconsistente com a equagao politrépica tanto do tipo

p=Kp’ (3.9)

quanto
p=Kn”, (3.10)
p:mbn—l—%, (3.11)

a menos que facamos § = 1, em que K é uma constante arbitraria, a constante m,
denota a massa barionica média e n (t,r), a densidade de niimero bariénico [99].

Portanto, consideraremos a seguir somente o caso 3 = 1, ou seja,
p=Kp. (3.12)
Entao, combinando a Eq.(3.12) com a Eq.(3.4), temos que

1+ 1+ K)y P, =0, (3.13)

1+ 1+ K)y|¥,,—y=0. (3.14)

As equagbes acima possuem solugoes somente quando 1+ (1 + K)y # 0. Sendo

assim, para esta equacgoes, encontramos

® = B, (3.15)

Y

V,=—"—. 3.16
Y14+ (1+K)y (3.16)

Claramente, para a solugao dada pela Eq.(3.15), a Eq.(3.2) é satisfeita identica-
mente. A fim de resolvermos as Egs.(3.1), (3.3) e (3.16), consideraremos os casos

y # —1 e y = —1 separadamente.
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3.1.1 Casoy# —1
Quando y # —1, das Eqgs.(3.16) e (3.1), temos que
p—— R
’ 1+ (1+K)y ’
Y
v, == 3.17
T (3.17)
Substituindo a Eq.(3.17) na Eq.(3.3), obtemos
Kyaly. +2y(1+y)] =0, (3.18)
cujas solugoes sao:
(i) K =0,
(Z'l) yﬂE = 07
(iid) yo+ 2y (1+y) = 0. (3.19)
(i) K = 0: Neste caso, as Egs.(3.1) e (3.16) implicam
Y.+y =0, (3.20)
que possui a solugao
S(x) =8y (xg—x). (3.21)

Substituindo-a na Eq.(3.16) e depois integrando a equagao resultante, temos que

U =In(xg— 2z — 1)+ ¥y. Deste modo, a solugao geral, neste caso, é dada por

O (z) = Do,
U(x)=In(xg—xz—1)+ Uy,

(3.22)

Pode-se mostrar que as condigoes de regularidade, Eqs.(2.3)-(2.5), e de calibre,

Eq.(2.27), requerem &5 = 0 e Sy = €¥0. Em outras palavras, usando as trans-

formagoes dadas pela Eq.(2.26), podemos fazer Wy = 0 e o = 0, e as solugoes
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podem ser finalmente escritas na seguinte forma,

S(z)=—z, (K=0). (3.23)

Note que, ao escrevermos as expressoes acima, nos restringimos a regiao r < —1,
que inclui o eixo r = 0 ou x = —oco [cf. Eq.(B.4)|. Entao, a densidade de energia

e a pressao correspondentes sao dadas, respectivamente, por

e [(1_x) — p=0 @<, (3.24)

Destas expressoes, podemos ver que o espago-tempo ¢é singular na hipersuperficie

r = —1 |[cf. Fig. 3.1].

—

=

Figura 3.1: Espago-tempo no plano (t,r) para as solu¢oes dadas pela Eq.(3.23). Na Regido
I, temos 6; > 0, 6, > 0, enquanto que na Regiao I, temos 6; > 0, 6, < 0, nas quais
I={zt:a<—-1,r>1} e Il = {2 :2< -1, r<1}. Os anéis de t e r constantes sdo
aprisionados na Regido I (6,6, > 0), porém néo na Regido IT (6,6, < 0). O espago-tempo é

singular na hipersuperficie x = —1, e a natureza da singularidade é do tipo-tempo.
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O vetor normal as hipersuperficies x = const. é dado por

0 (x — o) 1

Ny=—"—" =6 + 25", 3.25
— L (3.25)

Assim, no presente caso, temos

1
Ny N*=1— ——— — —00, (3.26)
r2(1+x)

quando z — —1, ou seja, a singularidade do espago-tempo em x = —1 é do

tipo-tempo. Da Eq.(2.22), em outras palavras, as expansoes dos raios de luz

emergentes e imergentes, sao respectivamente dadas por

91 (1+7“),

" 2rg(—a)
1
0,=———(1-7). 3.27
57 1) (3:27)
Uma vez que x < —1, podemos ver que #; é sempre positivo nesta regiao e #,, muda
de sinal quando se atravessa a hipersuperficie r = 1. Diante destas propriedades,
a interpretacao fisica destas solu¢oes nao esta clara para nos (se é que ha alguma).

(ii) y. = 0: Neste caso, ¢ facil de se mostrar que a solucao geral é dada por

q) (I) = q)o,

U (z) = ax + VU,

S (x) = Spe™™, K =-1, (3.28)
para a qual temos que
a2€—2<1>0

Esta ¢ uma solugao de de Sitter tri-dimensional. De fato, fazendo

v
t=e 4+ 2 r=[1+a)7"/"",
a
- g @
——— 0, B=ac®, 3.30
(1+a)Sy & (3.30)

temos que a métrica correspondente pode ser expressa da seguinte forma

ds? = 02 [dP? — ¢~ (a7 + 726 (3.31)
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(iii) y.+2y(1+y) = 0: Neste caso, das Egs.(3.1) e (3.16), temos que
U, =—y, (3.32)
y=—— (3.33)

que é inconsistente com a condicao y . +2y (1 +y) = 0. Assim, nao existe solugao

para este caso.

3.1.2 Casoy=-—1
Quando y = —1, das Eqgs.(3.3) e (3.16), temos que
V,=1 K=1, (3.34)

que juntamente com a Eq.(3.15) implica na seguinte solugao geral

d (SL’) = (I)(),
‘P (33') =T+ \Ilo,
S(x) =S, K=1. (3.35)

Podemos mostrar que a densidade de energia é negativa e dada por

o—2%0
p=p=——33 (3.36)

Desta forma, neste caso a solucao é nao-fisica.

3.2 Solucoes das Equacgoes de Campo de Einstein
com Auto-Similaridade do Primeiro Tipo

Neste caso, substituindo as Eqgs.(1.16), (1.32) e (B.15) com « = 1 nas equagdes
de campo de Einstein, obtemos
Yo = (1+y) (Vo —y) —yP, =0, (3.37)
Q.+, (0, -V, —y—2)

— Oy W (D, — U, +y)] =0, (3.38)
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e
20
_ye 2(z4+T—d
p = )\27”2 [\D,xe (@+ ) - (I),x] )
1 —2v
p= —% (0,2t g ] (3.39)

nas quais y é dada pela Eq.(3.5) e a variavel auto-similar, x, é dada por

z=In (_it) . (3.40)

Diferentemente do caso de auto-similaridade do tipo de ordem zero e, como vere-
mos mais adiante na se¢ao 3.3, do segundo tipo também, aqui, claramente, a fim
de determinarmos os coeficientes métricos completamente, é necessario impormos
uma equagao de estado de estado ao fluido perfeito. A seguir, mostraremos que,
da mesma forma que para o caso anterior, a tnica equagao de estado que é con-
sistente com a simetria de auto-similaridade homotética é dada novamente pela

Eq.(3.12). Para mostrarmos isto, vamos considerar primeiro a Eq.(3.39) na forma

f(z)
p = T2 Y (34]‘)
g (x)
sl ot
Logo, da Eq.(3.41), temos que
d 1
z =z (r’p), S (3.43)

d(rrp) [ (x)
em que a linha denota a diferenciacao ordinaria em relacao a x. Inserindo a

Eq.(3.43) na Eq.(3.42), temos que

2
p= M, (3.44)
a qual mostra que, em geral, p ¢ uma funcao de r e p. Tomando a derivada parcial
da equacao acima em relacao a r, e entao fazendo-a igual a zero, temos que

Op (r, p)

_ 9@  1ldg(z) du 9 (r*p)
or r3 r2 dx d(r?p) Or

2fg (9 f\
S AR (349
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que implica g (z) = K f (x). Portanto, a Eq.(3.12) ¢é satisfeita. A seguir, assumi-
remos 0 < K < 1. Este intervalo, além de impedir que a pressao seja negativa,
esta contido naquele que satisfaz a todas as condic¢oes de energia adequadas ao

caso em questao |9,

Fraca: p>0, p+p>0;

Forte: p>0, —p <p<yp;

Dominante: p >0, p-+2p > 0; (3.46)
ja que delas deduzimos
1
—-—< K <1,
5 =
p > 0. (3.47)

A combinacao das Eqs.(3.39) e (3.12) imediatamente implica

1

= 3.48
YTTIK (3.48)
Entao, as Eqgs.(3.37) e (3.48) possuem como solugoes,
P=K(—— +0)+0
- 1 —|—K 0
S (z) = Spe /1K), (3.49)
enquanto que a Eq.(3.38), torna-se
KV, ., +K(V,+ ! (K —-1)W 1]
XX T K+ 1 T
o 1
_ 2lEr-Kv=e] |y 1-K)U, (U, +—— | =0 3.50
el R L = L

em que ®( e Sy sao constantes de integragao.
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3.2.1 Fluido Rigido (K =1)
Quando K = 1, isto é, fluido rigido, a Eq.(3.50) possui a solugao geral,
_ 1

U (z) =qln (1 —e"™) —§($—$0)+‘I’0,

®(z) =gln (1 — ") + zo + Yy,

S (z) = Spe /2, (3.51)
em que Vg, zo, Sp e g sao constantes de integracao, e o = 2®y. Usando as
transformagoes de calibre dadas pela Eq.(2.25), sem que haja perda de genera-
lidade, podemos fazer Vg = z¢y = 0, enquanto que as condicoes de regularidade,

Eqgs.(2.3)-(2.5), e de calibre, Eq.(2.27), requerem Sy = 2. Logo, a solugao geral é
dada por

ds® = N [(1 — e*)* (dt? — e "dr?) — 4r%e™"db?]
=\ {% [dtQ — ﬂdﬂ] —4r (—t) d02} , (3.52)

r

e a densidade de energia correspondente, por

o 1—2¢q
P e (L)1 — ey
1—2q

S T .

Das equagoes acima, a fim de que tenhamos p > 0, uma condi¢ao que assumiremos

no restante deste trabalho, devemos ter ¢ < % Em outras palavras, da Eq.(2.23),

temos que
em/Z
0 =— —(1—¢€"?
! 4Tg(1—ez)Q( c )’
61/2

en L — z/2

4rf (1 —ev)? ( te )’
R— 7 (1 ey (3.54)
=— —e . )

2Ar

A Eq.(3.52) mostra que a métrica, em geral, é singular na hipersuperficie = = 0,

e dependendo dos valores de ¢, a natureza da singularidade é diferente.
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Cas00<q<%

Neste caso, da Eq.(3.53), podemos ver que a singularidade em = = 0 é de
curvatura, enquanto que da Eq.(3.54), temos que 6, < 0 para qualquer x €
(—00,0), e 6; & positivo para x < 0, e zero sobre a hipersuperficie x = 0. Deste
modo, agora x = 0 é uma superficie marginalmente aprisionada. Em outras

palavras, para qualquer hipersuperficie x = const., digamos C', seu vetor normal

¢ dado por
N, = a(gT_aC) - % (e°6%, +67.) (3.55)
da qual temos que
NoNgg® = — )\2; (1—em)' 7. (3.56)

Claramente, sobre a hipersupeficie + = 0 o vetor normal, N,, torna-se nulo.
O diagrama de Penrose correspondente é dado pela Fig. 3.2, do qual podemos
ver que a singularidade em x = 0 é nao-nua, porém poderéd ser vista por um

observador quando este se posicionar exatamente sobre ela.

Figura 3.2: Diagrama de Penrose para as solugoes dadas pela Eq.(3.52) com 0 < ¢ < 1/2.
O espago-tempo ¢é singular na linha dupla z = 0, que é uma superficie nula e na qual temos
0, (t,r)|,—o = 0. Também temos 6,, (t,r) < 0 em todo o espaco-tempo, incluindo a hipersuper-

ficie z = 0.
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Caso g=0

Neste caso, a métrica ¢é livre de singularidades de espago-tempo e coordenadas
na hipersuperficie x = 0 e é véilida em toda a regiao t < 0, r > 0. Porém,
agora o espago-tempo torna-se singular na hipersuperficie ¢t = 0 [cf. Eq.(3.53)].
Da Eq.(3.54), podemos ver que esta singularidade também é ndo-nua, sempre
estando coberta pelo horizonte aparente formado na hipersuperficie x = 0. De

fato, agora temos

<0, z<0,
00, =< =0, =0, (3.57)
>0, x>0.

Desta forma, todos os anéis de ¢t e r constantes sao aprisionados na regiao x >
0, porém o mesmo nao ocorre em = < 0. Uma vez que temos 6,|,_, < 0 e
OR|,_o = 0, entao de acordo com as definigdes apresentadas na secao 2.2.1,
a hipersuperficie z = 0 representa um horizonte aparente futuro degenerado e
a Regiao I pode ser considerada como o interior de um buraco negro formado
pelo colapso gravitacional do fluido rigido na Regiao /1. O diagrama de Penrose
correspondente é dado pela Fig. 3.3.

A fim de realizarmos um estudo mais profundo a respeito destas solugoes,
vamos introduzir as coordenadas duplamente nulas definidas pela Eq.(2.6), que

no presente caso implicam
u=— [0 477, o= -], (3.58)

Em termos de u e v, a métrica correspondente toma a forma da Eq.(2.9) com

1 u? —v?

J(U,v)zélnk(u—i—z))ﬂ, R(uv) =" (3.59)
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Figura 3.3: Diagrama de Penrose para as solugoes dadas pela Eq.(3.52) com ¢ = 0. O
espaco-tempo é singular na linha dupla ¢t = 0. Todos os anéis de ¢ e r constantes sao apri-
sionados na Regido I, porém ndo na Regido I, nas quais I = {z%*:2 > 0,t < 0,7 >0} e
IT={2*:2 <0,t <0,r > 0}. A hipersuperficie z = 0 é uma superficie nula e representa um

horizonte aparente degenerado futuro.

Das expressoes acima, temos que

> 0, Regiao I,
v
0[ - _E - = U, €T = 07
< 0, Regiao I,
>0, Regiao I,
uv
L,0,=L,0, = =1 = 0, ==0, (3.60)

< 0, Regiao I1,

e 0, = % < 0 nas Regioes I e I, visto que em ambas sempre temos u < 0.

Caso ¢ <0

Neste caso, o espaco-tempo ¢é livre de singularidade de curvatura sobre a hi-
persuperficie x = 0, embora tenhamos uma singularidade de coordenadas. Logo,
a fim de termos um espago-tempo maximal geodesicamente, é necessario que o

estendamos além desta superficie. Introduzindo duas coordenadas nulas, u e v,
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através da relagoes

t= 5 ()" + ()P,
r=3 -0 - o', (3.61)
nas quais
"= 2q1+ - (3.62)
temos que a métrica (3.52) torna-se
ds® = N* [2e*) dudv — R* (u,v) db?] (3.63)
com
o (,0) = (1= 2) In[(—u)" + (—0)"] + 0,
R (u,v) = (—u)* — (—v)*", (3.64)

e 09 = 11In(2n%4%7). A velocidade e a densidade de energia correspondentes do

fluido rigido sao dadas, respectivamente, por

p= e 20, (3.65)

(o (o T
Da Eq.(3.61), podemos ver que a regiao t < 0, r > 0, z < 0 no plano (¢,r)
foi mapeada para regiao v < 0, v < 0 e v > u no plano (u,v), a que nos
referiremos como Regiao /1, como mostrado na Fig. 3.4. A hipersuperficie nula
x = 0, como pode ser visto da Eq.(3.56), é mapeada para v = 0. A Regiao I,

na qual v < 0, v > 0, |u| > v, representa uma regiao estendida. Nesta regiao

estendida, a métrica é real somente para n # 2";;.“1, em que j e m Sao numeros
inteiros. Quando n = 2”;1, uma possivel extensao pode ser dada através da

substitui¢cdo de —v por |v|. Contudo, esta extensao é nao-analitica. De fato, ndo

existe extensao analitica neste caso. O 1inico caso em que a extensao é analitica
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é aquele em que n é um numero inteiro nao-negativo. Quando a extensao é nao-
analitica, ela também nao é tnica. Assim, a fim de termos uma tnica extensao,
a seguir assumiremos que n ¢ um namero inteiro tal que n > 1 [cf. Eq.(3.62)].

Em outras palavras, das Eqs.(2.16) e (2.17), temos que

n— 2n n—
0[ _ E (—U)2 1 ’ en _ _E (_u)Q 1’
4n? 2n—1

Das expressoes acima, podemos ver que 6,, é sempre negativo em ambas as Regioes
I e 11, enquanto que 6; é positivo na Regiao I, zero na hipersuperficie v = 0, e
negativo na regiao estendida, I. Préoximo a superficie v = 0, o Gnico componente

nao-nulo do tensor de energia-momento é dado por

T, = e (3.67)
(—u)
o qual representa o fluxo de energia da Regiao II para a Regiao I ao longo
da hipersuperficie u = const.. A fim de estudarmos mais profundamente estas
solugoes, vamos considerar os dois casos, n = 2m + 1 e n = 2m, separadamente,
nos quais m =1,2,3, ....

Quando n for um ntimero inteiro impar, isto ¢, n = 2m + 1, da Eq.(3.65),
podemos ver que o espago-tempo ¢é singular na hipersuperficie u = —v na regiao
estendida, I, na qual temos R (u,v) = 0. Em outras palavras, todos os anéis de
t e r constantes sdo aprisionados nesta regiao, como podemos ver da Eq.(3.66),
uma vez que temos agora 6;6,, > 0. Deste modo, a Regiao I pode ser considerada
como o interior de um buraco negro formado pelo colapso gravitacional do fluido
na Regiao 1. O diagrama de Penrose correspondente é dado pela Fig. 3.4. Deve
ser notado que, no presente caso, o horizonte aparente em v = 0 também ¢é futuro
degenerado, visto que agora temos L,6|,_, = 0.

Quando n for um nimero inteiro par, digamos, n = 2m, da Eq.(3.65) podemos
ver que nao ha formacao de singularidade de curvatura de espago-tempo no eixo

R = 0 na regiao estendida I, embora todos os anéis de ¢ e r constantes também
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Figura 3.4: Diagrama de Penrose para as solugoes dadas pelas Eqgs.(3.63) e (3.64) com n sendo
um numero inteiro. Os anéis de t e r constantes sdo superficies de aprisionamento fechadas na
Regiao I, porém nao na Regiao I1. A linha pontilhada v = 0, representa um horizonte aparente.
Quando n for um nimero inteiro impar, o espago-tempo sera singular na linha dupla horizontal
R = 0 e quando for um ntmero inteiro par, o espago-tempo tera uma singularidade do tipo-

defeito-angular.

sejam aprisionados nesta regiao, visto que ainda temos 0;|,., < 0e 6;0,[,., > 0.
Contudo, a condi¢ao de planeza local dada pela Eq.(2.4) nao é satisfeita aqui. De

fato, pode ser mostrado que agora temos

X,O[Xﬂgozﬁ
Y
4X

+1, (3.68)
quando v — —u. Desta forma, diferentemente do que ocorre no eixo R = 0
na Regiao II, onde a condicao de planeza local é satisfeita, agora o espaco-
tempo sobre este mesmo eixo na Regiao I possui um defeito angular. O diagrama
de Penrose correspondente também ¢ dado pela Fig. 3.4, porém agora a linha
dupla horizontal R = 0, ao invés de representar uma singularidade de curvatura,
representa uma singularidade do tipo-defeito-angular [92].

Além disso, na regiao estendida, I, onde uv < 0, a funcao p torna-se negativa,
e a tri-velocidade w,,, imaginaria, como pode ser visto da Eq.(3.65). Uma in-

vestigacao mais minuciosa mostra que o tensor de energia-momento nesta regiao

estendida realmente toma a forma

T/uz = ﬁ (QTMTV + guu) ) (369)
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)\60— ” 1 v . u (2771—1)/2
TH:E(T05M—T—05H), 7”0:; s
g poluwl™ (n = 2m) (3.70)
p= (u2m+v2m)(6m—1)/m’ n=amy, '
do qual temos que
9"rur, = —1. (3.71)

Assim, a fonte nao é mais um fluido perfeito na regiao estendida. De fato, ao

introduzirmos os vetores unitarios,

Ae? " 1,
we="75 <r05 pt 0 H) , 0,=AR0, (3.72)
nas quais w,w” =1 e 0,0 = —1, temos que a Eq.(3.69), pode ser reescrita como

T/u/ = pW, Wy — PrTpyTy — p@euew
2m—1

po [uv|
(u2m + U2m)(

Assim, a fonte na Regido I torna-se agora um fluido anisotropico com densidade de

p=—pr=pp= (3.73)

6m—1)/m"’

energia, p e duas pressoes principais, p, e pg, nas diregoes r,, e 6, respectivamente.
Note que embora a pressao na diregao r, seja negativa, o fluido anisotrépico
satisfaz a todas as trés condigdes de energia [9]. Com essa estranha caracteristica,
nao esta claro que tal solugao estendida na Regiao I seja fisicamente aceitavel,
nao podendo representar colapso gravitacional de um fluido rigido. Além disso, se
analisarmos o fluido do ponto de vista microscépico, podemos rejeitar a mudanga
que ocorre na equagao de estado quando se atravessa a hipersuperficie v = 0 [101].
Este problema ainda esta sob investigacao.

Antes de apresentarmos o estudo de outros casos, gostariamos de chamar
atencao de que um fluido rigido é energeticamente equivalente a um campo escalar
sem massa quando a velocidade do fluido for irrotacional, isto ¢, wi, Vgw, =0e
o campo escalar sem massa, do tipo-tempo, ¢ 4 5g*° > 0 [45,102,103|. De fato,

introduzindo o campo escalar através da relagao

bu = /20w, (3.74)
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tal que a relacao inversa entre o fluido e o campo escalar é dada por

P
Vi ¢,a ¢’a ’

podemos escrever o tensor de energia-momento como

Wy

1
pP=DpP= §¢,a¢7a7 ((b,a(b’a > 0) ) (375>

1 (07
T;(fu = ¢,u¢,u - §guV¢,a¢7 =p (2wuwv - g,ul/) . (3'76)

Quando o campo escalar sem massa for do tipo-espago, o tensor de energia-

momento correspondente é energeticamente equivalente a um fluido anisotrépico,

1
Tfy = 0ub = 50 Pa®™ = phyw —piturs, (606" <0), (3.77)

em que

r, = —¢’“

1 o
L \/W’ hyw = g + 710, p=—pr = —igb,agb’ > 0.

Ja no caso de o campo escalar sem massa ser do tipo-nulo, o tensor de energia-

(3.78)

momento correspondente é energeticamente equivalente a uma poeira nula,

1
T;?y = ¢,#¢,V - §guv¢,a¢’a = pl,u,llla (¢,a¢’a = 0) ) (3.79)
em que
P A
l,=—=, LI"=0. 3.80
H \/ﬁ A ( )

Claramente, as condi¢oes anteriormente citadas sao satisfeitas na Regiao I1.
Comparando as solugoes dadas pela Eq.(3.64) com as dos campos escalares sem
massa correspondentes encontrados em [53], vimos que estas sdo realmente as
mesmas na Regido /1. Contudo, como mostrado no caso quadri-dimensional [45],
o espago-tempo através do horizonte v = 0 pode ser completamente diferente.
A anélise feita acima indica que isto também pode ser valido no caso (2 + 1)-

dimensional.
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3.2.2 Poeira (K =0)

Quando K = 0, a pressao do fluido perfeito é nula, ou seja, temos poeira.

Logo, pode ser mostrado que, neste caso, a solugao geral é dada por
O (x) = Dy,
U(z)=In(1—-¢e"") —z+ T,
S (x) = Spe . (3.81)

Sem que haja perda de generalidade, no presente caso podemos fazer Sy = 1 e

ro = 0 = V(. Portanto, temos que

2
t
ds® = \? [emdﬁ — <1 + —) dr? — t2d02] , (3.82)
T

672@0

P= N ey P

Das expressoes acima, vemos que o espaco-tempo é singular nas hipersuperficies

= 0. (3.83)

x = 0et = 0. Para uma hipersuperficie x = C, o vetor normal é dado pela

Eq.(3.55), e para a soluc¢ao da Eq.(3.81), temos que

2x 1

(&
N N = B~

—00, (3.84)

quando x — 0. Desta forma, a hipersuperficie x = 0 é do tipo-tempo. Além
disso, agora temos que R (t,7) = A\rS (x) = A (—t), significando que V,R também
é do tipo-tempo, e todo o espago-tempo é aprisionado. Também, neste caso, a
condigao dada pela Eq.(2.3) ndo é satisfeita, isto ¢, ndo existe eixo de simetria.
O diagrama de Penrose correspondente é dado pela Fig. 3.5, da qual podemos

ver que esta solugao também nao representa colapso gravitacional.

3.2.3 Fluido Perfeito com K # 0,1

Quando K # 0,1, introduzindo a func¢ao Z (x) por

Z (z) :eXp{Q [HLK+(1—K)\1/—<I>OH, (3.85)
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Figura 3.5: Diagrama de Penrose para as solugoes dadas pela Eq.(3.82). O espago-tempo é
singular nas hipersuperficies t = 0 e z = 0, sendo que esta tltima divide o espago-tempo em duas
regides, I e I, causalmente desconexas. A singularidade em x = 0 é do tipo-tempo, enquanto
que aquela em t = 0 é do tipo-espago. Todos os anéis de ¢ e r constantes sao aprisionados em

ambas as regioes, I e I1.

temos que a Eq.(3.50) pode ser reescrita na forma,

27 (K —2) Z yo +(Z —3K) Z,*> +22° 7,
4K
+———7?(K?-Z) =0. 3.86
(K 4 1) ( ) (3.86)

Uma solucao particular para esta equacao é dada por

q)(l') = (1)0,
X (I)O
Vo) =gt
S (x) = Spe K. (3.87)

A fim de que as condigoes de regularidade, Egs.(2.3)-(2.5), e de calibre, Eq.(2.27),

sejam satisfeitas, devemos ter

14+ K
By —0, Sp— +T K >0 (3.88)

Portanto, a métrica correspondente apresenta a forma

ds* = \? {dt2 — [@} s [dﬁ + <%>2r2d62] } : (3.89)
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e a pressao e a densidade do fluido sao dadas por

B K
A2 (14 K)2 (=)

p=Kp (3.90)

Das expressoes acima, podemos ver que o espaco-tempo ¢ sempre singular em

t = 0. Contudo, a singularidade é nao-nua. De fato, da Eq.(2.23), temos que

0 e/ (IHK) K Kz/(1+K)
R Ry
z/(1+K)
e

en - K Kz/(1+K)
SR Kt I
142Kz /(14K 2

DR: (Q_K) 6( ) /( ) K e*?KI/(lﬁ»K) : (391>

1—
AK(1+K)r 2—-K
da qual podemos ver que a expansao da congruéncia de raios nulos imergentes,

0,, é sempre negativa e

>0, =<,
6[ (t7 r) = =Y, Tr = I'[), (392>
<0, x>z,
em que xy € dada por
1+ K
To = +T In K. (3.93)

Deste modo, a singularidade em ¢ = 0 esta sempre coberta por um horizonte
aparente localizado na hipersuperficie + = zy. Na regiao onde t < 0 e x > x,

os anéis de t e r constantes sao aprisionados, visto que temos agora 6,6, > 0.

< 0e OR| >

T=x0

Em outras palavras, da Eq.(3.91), podemos ver que 6,[,_,
0. Entao, de acordo com a definicao dada na secao 2.2.1, podemos ver que a
hipersuperficie © = xy representa um horizonte aparente interior futuro. Além do
mais, o vetor normal N, a hipersuperficie x = xy possui a mesma forma daquele
dado pela Eq.(3.55), porém agora com

o210/ (1+K)

NOéNﬂgaB: - )\2712

(1-K?) <o, (3.94)

tal que 0 < K < 1. Neste caso, o horizonte aparente é sempre do tipo-tempo. O

diagrama de Penrose correspondente é dado pela Fig. 3.6.
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Figura 3.6: Digrama de Penrose para as solugoes dadas pela Eq.(3.89) para 0 < K < 1. O
horizonte aparente x = zy é sempre do tipo-tempo. Na Regiao I, em que x < z(, temos
0, > 0 e 6,0, <0, porém na Regiao I, em que x > xg, todos os anéis de ¢ e r constantes sao
aprisionados, visto que agora temos 6; < 0 e 6,6, > 0. O espago-tempo é singular na linha

dupla t = 0.

Também ¢é interessante notar que neste caso as solugoes sao espagos-tempos
tri-dimensionais de FRW temporalmente reversos. De fato, ao introduzirmos duas

novas coordenadas, 7 e t, através das relacoes,

1+ K
F= +T¢=K/ (1+K) (3.95)
14K

- _+T (—)K/0+E) (3.96)

a métrica (3.89), pode ser reescrita na forma,

K 2/K
ds? = \? (H—K) (D)5 (df? — di® — 72d6?) . (3.97)

3.3 Solucoes das Equacoes de Campo de Einstein
com Auto-Similaridade do Segundo Tipo

Quando « # 1, o termo proporcional a r~2 possui uma dependéncia de potén-

cia em r diferente daquele, a t=2, quando escritos em funcao de r e x, uma vez
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que t = —r®e~**. Logo, as equacoes de campo de Einstein tornam-se
Yo— (1+y) (Ve —y) —yP, =0, (3.98)
Q. +P, (P, -V, —y—2)=0, (3.99)
U =V, (0, -V, +y+1—a)+(1—-a)y=0, (3.100)
e

0=

1 (1
p { + y€72\11q)’x .

1
e 2¢)\Ij7x— ﬁe 2\11q)7x ’

A2 72

1)26” (1+y) P, ~(1-a) y]} : (3.101)

(ot

nas quais y é dada pela Eq.(3.5) e a variavel auto-similar, x, é dada por

r=In|—0|. (3.102)
=

Ao escrevermos as Egs.(3.99)-(3.101), usamos a Eq.(3.98). Da mesma forma que

Q=

para as solugoes com auto-similaridade do tipo de ordem zero, as equagoes de
campo de Einstein sao suficientes para determinarmos completamente os coefici-
entes métricos. A auto-similaridade do segundo tipo também é inconsistente com
a equacao de estado dada pela Eq.(3.9), a menos que fagamos 5 = 1. Novamente,
a seguir, consideraremos somente o caso em que 3 = 1, mais uma vez implicando

na Eq.(3.12). Combinando a Eq.(3.12) com a Eq.(3.101), temos que

1+ (1+K)y| P, =0, (3.103)

1+ (1 +K)yV,—(1—a)y=0. (3.104)

Uma vez que a # 1, devemos ter ¢ , = 0. Portanto, um fluido perfeito com
equagao de estado dada pela Eq.(3.12) e auto-similaridade do segundo tipo, deve
mover-se ao longo de uma geodésica do tipo-tempo radial. A fim de resolver-
mos as Eqs.(3.98)-(3.100) e (3.104), consideraremos os casos y # —1 e y = —1

separadamente.
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Caso A) y # —1: Neste caso, da Eq.(3.98), temos que

v, =2 4y, (3.105)

14y

enquanto que da Eq.(3.104), obtemos

_ Ye
Vor = T gy (-0~ (L E) (3.106)

Inserindo as expressoes acima na Eq.(3.100), temos que esta possui trés solugoes

diferentes como segue,

(a) K =0,
(b) Yo = 07
(¢) yo — (@ —2)y(1+y)=0. (3.107)

Quando K = 0, pode ser mostrado que as Eqgs.(3.98)-(3.100), (3.103) e (3.104)

possuem a solugao geral,
0] (CL’) = CI)(),
U(z)=In[l+ (a—1) ea(””‘)*x)‘ + Uy,

S(x)=5|1— e2(@0—2)

, (K=0). (3.108)

Quando y, = 0, temos que a solugao geral é dada por

CD(JZ) = (I)(),
U (x) = ax + VU,
ax — Q
S (x) = Spe™, a= e (3.109)

Quando y, — (@ —2)y (1 +y) = 0, pode ser mostrado que a solugdo corres-
pondente ¢ dada pela Eq.(3.109) com « = 2, sendo assim, este caso, uma solugao
da Eq.(3.109).

Caso B) y = —1: Neste caso, da Eq.(3.104), temos que

1l—«
v, = .
’ K

(3.110)
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Inserindo-a na Eq.(3.100), temos que o sistema possui somente duas solugoes, que
sao dadas, respectivamente, por
(i) K =1,
(ii) a=1+4+ K. (3.111)
Quando K =1, a solugao geral é dada por
O (z) = Dy,
U(x)=(1—a)x+ P,
S(x) =S, (K=1), (3.112)
e quando a = 1 4+ K, obtemos
O () = Dy,
U (x) = —x+ Uy,
S(x)=5e" a=1+K, (3.113)
que é um caso particular das solugoes fornecidas pela Eq.(3.109). Desta forma, a
maioria das solugoes gerais com auto-similaridade do segundo tipo (o # 0,1) e a
equagao de estado dada pela Eq.(3.12) consiste em trés classes de solugoes, dadas,

respectivamente, pelas Eqs.(3.108), (3.109) e (3.112). A seguir, consideraremo-

nas separadamente.

3.3.1 Casoy#—-1, K=0

Neste caso, as solugoes sdo dadas pela Eq.(3.108). Aplicando as condigoes de
regularidade, Eqgs.(2.3)-(2.5), e de calibre, Eq.(2.27), a estas solugoes, temos que
Py =0, Sy = e¥ e a < 1. Logo, usando as transformagoes dadas pela Eq.(2.25),
podemos assumir ¥y = 0. Assim, a métrica correspondente finalmente toma a

forma,

ds®* = \* {dt2 -[1-(1-a) ea(wo_z)f dr* —r* [1 - ea(a’o_x)f d92} , (< 1),
(3.114)
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e a densidade de energia e a pressao do fluido sao dadas, respectivamente, por
B 042 (1 . Oé) 6204(3:0—30)
P = 2 (at) |1 = o) |1 — (1 — o) eoteo—a)]
p=0, (a<l). (3.115)

Das expressoes acima, podemos ver que o espago-tempo ¢ singular nas hipersu-

perficies,
(i) t =0,
(17) x = xo,
(171) x = x1, (3.116)
nas quais
1 1
T1 =29 — —1In (—) < Zyp. (3117)
« 11—«

Em outras palavras, da Eq.(2.23), temos que

1 r 11—«
6 — - (=
T 2rg |1 — ealzo—2)| [ (TA) ] ’

1
21 f |1 — eolaoa)]

r

1+ (—)11 , 0<a<l), (3.118)

A

0, =

para0<a<l1, e

6 = ! ()
" arg |1 — ea(zo—2)| TA ’
0 ! A (o < 0) (3.119)
n — — -\ y « ) .
21 f |1 — ex(zo—2)| rA

para a < 0, em que 14 = e~0/(1-2),

Da Eq.(3.118) podemos ver que, neste caso, 0 < o < 1, 6,, é sempre negativo
para qualquer r € [0, 00), porém 6, ¢ negativo quando r > 4, zero quando r = 74
e positivo quando 7 < ry4 [cf. Fig. 3.7]. Isto ¢, o espago-tempo é fechado longe do

eixo no inicio (t = —00). Este caso nao sera estudado aqui, uma vez que estamos
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interessados apenas naqueles em que os espacos-tempos nao sao fechados no inicio
do processo de colapso.

Quando a < 0, da Eq.(3.119) podemos ver que 6; agora é sempre positivo, po-
rém 6, muda de sinal em r = r4. Em particular, isto mostra que geodésicas nulas
radiais imergentes vém a se expandirem na regiao r > r4. Deste modo, com esta
curiosa propriedade, fica muito dificil consideramos as solucoes correspondentes

como representantes de colapso gravitacional.

t

A

> [

Figura 3.7: Espaco-tempo no plano (¢,r) para as solugdes dadas pela métrica (3.114). Este é

singular nas hipersuperficies t = 0, x = zg e £ = x1, nas quais xg > 1.

3.3.2 Caso y = const. (# —1)

Neste caso, as solugoes sao dadas pela Eq.(3.109). Pode ser mostrado que

as condigoes de regularidade, Eqgs.(2.3)-(2.5), e de calibre, Eq.(2.27), requerem

\4 ~
by =0, 5y = ;_—(; e a < 1+ K. Em outras palavras, usando as transformagoes
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dadas pela Eq.(2.25), podemos assumir Wy = 0. Logo, temos que

2a
ds® = N di* — | ———
(=)™ l+a

—t)

dr2+< r )2d02] L (a<1+K), (3.120)

e as quantidades fisicas correspondentes sao dadas por

K
p=Kp= 2 (1 —l—K)2 (—t)27
o—az rlta
el:m (1+K)(1+a)—W] )
o—az ylta
= AT R T (1+K) (1+a)+W]- (3.121)

Das equagoOes acima, notamos que o espaco-tempo é singular sobre a hipersuper-
ficie t = 0 e a singularidade é nao-nua. De fato, esta é coberta por um horizonte

aparente localizado sobre a hipersuperficie

P (1) = [(14+ K) (14 a) (/0050 i (3.122)

O vetor normal & hipersuperficie  — rg4 (t) = 0 é dado por

Olr—rya (t)]

N
ox®

(3.123)
Logo, temos que
NaNa _ _)\72 (1 + K — a)Qa/(1+K—a) (_t)—Q(l—a)/(l—‘rK—a) (1 - K2) ’ (3124)

através da qual claramente vemos que o horizonte aparente é do tipo-tempo para
0 < K <1 e, do tipo-nulo para K = 1.

Podemos mostrar que quando 0 < K < 1, ao introduzirmos duas novas varié-
veis t e T através das relacoes,

1+ K

1
- (=)0 E = rlta (3.125)

t=
Y 1+a )

a métrica dada pela Eq.(3.120) toma exatamente a forma da Eq.(3.97).
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Quando K =1, ao introduzirmos uma nova coordenada 7, tal que
- 1 1+a ’
T = {mr ] : (3.126)
as solugoes, neste caso, sao reduzidas aquela dada pela Eq.(3.59).

Este é um resultado muito surpreendente, pois mostra explicitamente que a
classificacao de auto-similaridades cinematicas nao é tnica, tal que uma solucao
pode possuir dois campos vetoriais, ditos, £ 1) © gr (20 €I que &r (1) descreve a
auto-similaridade de um tipo e &" @) de outro. Esta ambigiiidade possui uma

profunda implicagao nos estudos de fendmenos criticos em colapso gravitacional.

3.3.3 Casoy=-1, K=1

Neste caso, as solugoes sao dadas pela Eq.(3.112). As transformagdes dadas
pela Eq.(2.25) e a condigao de calibre, Eq.(2.27), nos permitem a fazer &, = ¥, =

0, Sp = 1. Logo, a métrica toma a forma

2(1—a)
ds® = \? S dt* — [(_;1/&] dr? — (—t)** dg? 5 | (3.127)

e a pressao e a densidade de energia correspondentes do fluido sao dadas por

a—1

= (3.128)

pP=P

Deste modo, para que a densidade de energia seja positiva, devemos assumir que

a > 1. Introduzindo duas novas coordenadas ¢ e 7 por

_ 1
t=—(-t)/*, =¥ 3.129
( ) Y r Qa (2 _ O{)T Y ( )
a métrica (3.127) toma a forma,
ds? = \2a? (—7)2@D [di? — A — ()2 g2 ]| (3.130)

da qual temos que R = A (—t), isto ¢, V,R é sempre do tipo-tempo e todo o
espago-tempo ¢é aprisionado. O diagrama de Penrose para este caso é dado pela

Fig. 3.8.
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Figura 3.8: Diagrama de Penrose para as solugoes dadas pela Eq.(3.127). O espago-tempo é

singular na superficie t = 0 e todos os anéis de t e r constantes sao aprisionados.



Capitulo 4

Analise da Estabilidade das

Solucoes de Colapso Gravitacional

A fim de encontrarmos possiveis solugoes criticas de colapso gravitacional,
devemos analisar a estabilidade de tais solugoes, através de pertubagoes. Como
ja dito na secao 1.3, uma solugao critica deve apresentar apenas um modo instavel.

As solugoes aqui perturbadas foram apenas aquelas de um fluido rigido com
auto-similaridade homotética [104], uma vez que todas as outras, ou ja sdo conhe-
cidas, como as cosmolégicas de FRW e de de Sitter, ou nao representam colapso

gravitacional.

4.1 Solucoes de Fluido Rigido em Espacos-Tem-
pos com Auto-Similaridade do Primeiro Tipo

As solugoes auto-similares de um fluido rigido sdo dadas pelas Eqs.(3.63) e
(3.64) e sua densidade de energia pela Eq.(3.65). Fazendo
\/§

2 )

=20, \= (4.1)
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as solugoes e a densidade de energia referidas podem ser reescritas, respectiva-

mente, como

o w0+ (0 a2
ds* = P (1 () dudv — [(—u) (—v)™"]" d6?, (4.2)
. po (uv)"~ (4.3)

[(—u)" + (=)D

1

) ¢ o mesmo parametro livre dado, em termos de

em que po = 22 en =
q, pela Eq.(3.62). Permanecem validas as mesmas consideragoes feitas no caso
q < 0 da subsegao 3.2.1. Como visto na referida subsecao, exceto no caso em
que n é um numero inteiro impar, nao existem extensoes analiticas fisicamente
razoéveis para as solugoes de fluido rigido da Eq.(4.3). Este fato é crucial quando
consideramos as condi¢oes de contorno em v = 0, horizonte auto-similar, nas
perturbagoes lineares a serem estudadas na préxima secao.

Antes de encerrarmos esta se¢ao, devemos notar que este HAS difere daquele
do caso (3 4 1)-dimensional correspondente [45], em que a formagao do horizonte
aparente ocorre em um momento posterior & do HAS. Por esta razao, as condic¢oes

de contorno para as perturbagoes lineares sao diferentes nestes dois casos, de

forma a afetar o espectro das perturbacoes.

4.2 Perturbacoes Lineares

Primeiramente devemos notar que quando consideramos perturbacgoes das so-
lugbes auto-similares da Eq.(4.2), trabalhamos somente na Regiao 17, onde a
equivaléncia dada pelas Eqgs.(3.75) e (3.76) entre fluido rigido e campo escalar
sem massa ¢ sempre valida, pelo fato de nesta regiao, como mostrado em [53], o
campo escalar sem massa ser sempre do tipo-tempo. A fim de podermos utilizar
o maximo possivel, sem que haja perda de generalidade, os resultados obtidos
em [53], evitando repetigao e também por razoes de simplicidade, trabalhamos

somente com um campo escalar sem massa nesta secao. As perturbagoes cor-
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respondentes para o fluido rigido podem ser facilmente obtidas através da cor-
respondéncia dada pelas Eqs.(3.75) e (3.76). Tendo isso em mente, inicialmente

introduzimos as coordenadas @ e v através das relagoes

= —(—0)™". (4.4)

u=—(—u

Logo, temos que a métrica na Regido I para as solugoes de fundo da Eq.(4.2),

em termos de @ e v, toma a forma
ds* = 2e* dudv — r*df?, (4.5)
em que

1
o (4,7) = 2¢*In {— (21/4 + 2_1/4)} ,

2
r(u,v) =(—u)s(a,v), s(u,0)=1-z ZE%ZO, (4.6)
¢ (@,0) = cln(—a) + ¢ (2), ¢(2)=2cIn(1+ 2"?). (4.7)

Tomando as solu¢oes auto-similares acima como sendo o fundo, vamos estudar

agora suas perturbagoes lineares na forma
F(1,2) = Fy(2) + € Fy (2) €7, (4.8)

em que ' = {0, s, ¢}, € ¢ uma constante real muito pequena e

r=—In (;—:) , (4.9)

com 1, sendo uma constante com dimensao de comprimento. Sem que haja
perda de generalidade, daqui por diante lhe atribuimos o valor 1. Quantidades
com o subscrito “1” representam perturbacoes, enquanto que aquelas com “0”,
as solugoes auto-similares dadas pelas Eqgs.(4.6) e (4.7). Modos com Re (k) > 0
crescem quando 7 — 00, sendo referidos como instéaveis, enquanto que aqueles
com Re (k) < 0 decaem, sendo referidos como estéveis.

No caso de campo escalar, as equacoes de campo de Einstein reduzem-se a

R, = ¢,0., (4.10)
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em que R, ¢ o tensor de Riemann.

O campo escalar sem massa satisfaz & equagao de Klein-Gordon,
¢, =0. (4.11)

Porém, esta equagao nao ¢ independente das equagoes de campo de Einstein,

podendo ser obtida através da equacgao da conservacao local de energia-momento,
T,." =0. (4.12)

Para primeira ordem em €, de acordo com o apéndice C, ja substituindo as
solugbes de fundo, dadas pelas Eqgs.(4.6) e (4.7), as equagoes de campo de Einstein

podem ser escritas como

1/2 _
ok — C2u] S1.

212 41
212 1
02(—>—|—1—k5]}31

2 z(zl/Q_l)
—<c + k
(1—2)(z1/241) 212 41

(1-2)

2
2781,z + 2

+ 2 (ZO'l’z + k?O'l) = 2021/2—4—1 (ZQOLZ + k@l) y (413)
28122 +22 (1 —2) 012 + ks1. +2(1+ k) (1 —2) 01,
k
1/2 1/2
=c (22— 1) {(z 2 —1) 1.+ W(’Dl} : (4.14)
/2 _q /2 _ 1

L@, ()
#8122~ C 1 S1,—¢C (=2 (124 1)31 + 2204,

22 (2 —1)
= 2021/2—_’_1%0172” (415)
28122 + ks1, = 0. (4.16)

Fazendo o mesmo para a equagao de Klein-Gordon, temos

22 (1 —2) @122 + [1+ 2k — (34 2k) 2] 1. — kg

121 k—1)2"2+k
%sl,z—l—c[( Ltk PR (4.17)

+
‘ 212 (212 4 1)2
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Antes de procedermos & analise completa das perturbagoes, encontramos os
modos de calibre correspondentes. Sob as seguintes transformagoes de coordena-

das

u—u+e(u), v—0v+¢€es(0), (4.18)

e b 02
(@ Tmnran)
)~

0r (4, 7) = € (=) 51 (2) € = €62 (0) — & ()],

o\ /2 & (v 1 (@
¢ (U,0) = epy (2) " = W {(5> 575) + éTE)] ) (4.19)

nas quais & () e & (v) sao fungoes arbitrarias e y = ¢, Para que as perturbagoes

sao geradas perturbagoes da forma

do (a,0) = eoy (2)e

(=%

possuam a forma da Eq.(4.8), devemos escolher

& (a) = —s) (—a)' ", &@)=p8(-0)"". (4.20)

nas quais 3 e s sdo constantes arbitrarias. Entao, as solucoes das equacoes de

perturbagao devidas as transformacoes de calibre, Eq.(4.18), sdo dadas por

s1(z) = B2tk 4 5(1),

o1(z) = m [X (1 — z1/2) (8(1] + ﬁz_k)
(L= k) (L+272) (st = B77)]
01(2) = s (= ps)) (421)

Da Eq.(4.16), temos

Inz+s9, k=1,
s1(z) = g ! (4.22)
BtF 4 s0 k£

Antes de resolvermos o restante das equagoes diferenciais, Eqgs.(4.13)—(4.15) e

(4.17), consideraremos as condigdes de contorno.
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O tratamento aqui utilizado ¢ idéntico ao dado na secao 4.3 de [53]. Como
podemos ver na Fig. 3.4, a Regiao I1 do espago-tempo possui dois contornos: a
origem do sistema de coordenadas em z = 1 e o horizonte auto-similar em z = 0.
Assim como foi feito em [53], escolhemos z = 1 e z = 0 como as superficies sobre
as quais as condi¢oes de contorno serao impostas, porém, com uma diferenca em
z = 0, j4 que, como mostrado anteriormente, a extensao das solu¢oes de fundo
através desta superficie serd analitica somente quando n for um ndmero inteiro
impar. Desta forma, exceto no caso em que n é um ntmero inteiro impar, nao hé
razao para exigirmos que as perturbacoes também as sejam através da superficie
z = 0. Portanto, a fim de impormos propriamente as condigoes de contorno,
assim como fizemos na subsecao 3.2.1, temos que distingiiir os casos n = 2m + 1
en#2m+1, comm=0,1,2,...

Quando n = 2m + 1, as solugoes de fundo sao analiticas através da hipersu-
perficie z = 0.

E natural assumirmos que z = 1, centro das solucdes de fundo, continuara
sendo a origem do sistema de coordenadas mesmo apds o espaco-tempo ser per-
turbado, isto ¢, s; (2 =1) = 0. Além disso, pelo fato de as solugoes de fundo
serem livres de singularidades na origem na Regiao /1, o espago-tempo pertur-
bado também deverd permanecer regular. Pode ser mostrado que este sera o
caso somente se 0y (z) e a quantidade [(1 — z) 1. — 2kp;] permanecerem finitas.

Resumindo, na origem das coordenadas, devemos ter

S1 (Z>| z=1 — 07

o1 (2)|,—; ~ finito,
{a-%E a0}

O outro contorno em z = 0 (ou v = 0), representa o horizonte auto-similar.

~ finito. (4.23)

z=1

Como nenhuma matéria passa da Regiao I para a Regiao II, deveriamos poder
dizer que

¢y =0 (4.24)
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quando v — 0~. Contudo, pode ser mostrado que nem mesmo as solugoes de

fundo satisfazem a esta condigao. De fato, quando v — 0, temos

dgo (u,v) c
oo (—uv)Y2a(l + 21/2)

Porém, utilizando uma escolha adequada de coordenadas v, esta condicao se

— 00. (4.25)

satisfaz, isto é, ¢p5 — 0, quando v — 0, ela é equivalente a zX¢, (z)z — 0.

Para as condig¢oes de contorno sobre os outros campos em z = 0, devemos lem-
brar o fato de que a extensao das solugoes de fundo da Regiao I para a Regiao 11
é analitica. A fim de que haja consisténcia entre os espagos-tempos perturbado e
nao-perturbado, assumiremos que as perturbacoes também sao analiticas através

de z = 0. Logo, as condicoes de contorno através de z = 0 sao dadas por

s1(2), 01(2) e ¢1(2) s@o analiticas em o

depy (2)
X—— = 0. 4.2
N 0 (4.26)

Particularmente, pode ser mostrado que, para qualquer dado m, estas solugoes

de fundo possuem N modos instaveis, tal que N é dado por
N=n-3=2(m-1). (4.27)

Assim, as solugoes com n = 1,3 (ou m = 0, 1) sdo estaveis, enquanto que as com
n > 5 (oum > 2) nao sao estaveis. Desta forma, todas elas possuem mais de um
modo instével. Portanto, nenhuma destas solucgoes é critica.

Quando n # 2m + 1, as solugoes de fundo nao sao analiticas através da
hipersuperficie z = 0 e, como ja dito anteriormente, nao ha razao para exigirmos
que as perturbacoes também sejam analiticas. Em vez disso, requeremos que
s1, 01 € pp sejam finitos nesta hipersuperficie. Além do que, estipulamos que
nenhuma matéria emerge do horizonte auto-similar. Conseqiientemente, temos

as seguintes condigoes:

s1(0), 01(0) e ¢1 (0) sado todas finitas,

lim 2X di (2)
z—0 dz

=0. (4.28)



4.2 Perturbagoes Lineares 73

As condigoes de contorno no eixo de simetria r = 0 (ou z = 1) sdo as mesmas
que as dadas na Eq.(4.23).

Uma vez que as condigoes de contorno foram determinadas, podemos estudar
os dois casos k =1 e k # 1 separadamente.

(a) k= 1: Neste caso, da Eq.(4.22), temos
s1(z) =fFlnz. (4.29)

em que, a0 esCrevermos a expressao acima, escolhemos s¢ = 0 tal que a condicao
de contorno s; (z =1) = 0 é satisfeita. Inserindo a Eq.(4.29) nas Eqs.(4.13)-

(4.15) e (4.17), temos que somente duas das quatro equagoes sao independentes

o1 (Z) =c (1 — 21/2) S1/2 (1 + 21/2) d@;_z(z) + o

P - 2
L4 ) [(1=x)(1+2%)+2(1+x)2
+221% (1 + 2)], (4.30)
2
z (1 —z)dd;’;l + [y — (a+b+1)z]% —abp; = f(2), (4.31)
nas quais
a=1, b:%, 7:;,
f(z) = B [(1—2)— 212 1n z]. (4.32)

2z (1 + 21/2)°
A Eq.(4.31) é uma equagao hipergeométrica inomogénea [105] e a solugao geral

correspondente é dada por

01(2) = @1 (2) + 5 (2), (4.33)

em que ¢ (z) é uma solugio particular da Eq.(4.31) e " (2) é a solugao geral

associada a equagao homogénea,

d2g01
dz?

d
+y—(a+b+1)2 % — abp; = 0. (4.34)

z(1—2)



4.2 Perturbagoes Lineares 74

A solugdo geral ¢ (z) pode ser escrita como uma combinagio linear das duas

solugoes independentes ! e p?

p1 (2) = crpr (2) + 297 (2), (4.35)

em que ¢ e ¢y sao constantes arbitrarias, o1 e p? sao dadas por

13 1 14 21/2
1_ ..o _
1
2

1
©? = 27V2F (5,0; ;z) =712 (4.36)

com F'(a,b;~;z) denotando a fungdo hipergeométrica. Uma solugdo particular

da Eq.(4.31) pode ser encontrada e ¢ dada por

s cf 14 z1/2 14 z1/2

Das Eqgs.(4.32)—(4.37), podemos mostrar que quando z — 1, temos

1 1+ 212
©¥1 (Z) ~ m |:Cl In (m +cCol . (438)

Como um resultado, as condi¢oes de contorno para ¢; na Eq.(4.23) sao validas
somente se ¢; = 0 enquanto que a condi¢do para oy (z) em z = 1 nao impoe
nenhuma restricao adicional.

Em z = 0, as condigdes de contorno sobre s; (z) e o1 (2), Egs.(4.29) e (4.37),
requerem c; = (3 = 0. Portanto, no caso em que k£ = 1, as condig¢oes de contorno
dadas pelas Eqs.(4.23) e (4.26) eliminam todas as perturbagoes.

(b) k # 1: Neste caso, temos

s1(z) =co (2" = 1), (4.39)

em que ¢y = (3. Note que agora a constante k pode ser complexa, bem como

cp. Substituindo a Eq.(4.39) nas Eqs.(4.13)—-(4.15) e (4.17), novamente temos
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somente duas equacoes sao independentes, que podem ser escritas como

)= X1 [0 g 9

- % [(k+x) (14 2"77%) + (k=) (2 +279)], (4.40)
2
(1= (bt D)) D abgy = 1 (2). (4.41)
porém agora com
a=k, b:%, 721{%—%,
f(z)= B Tk (1) ke (1- )] (442)

922 k+1/2 (1 + 21/2)
Similarmente ao caso anterior, a solugao geral da Eq.(4.41) pode ser escrita da

mesma forma que as dadas pelas Egs.(4.33)-(4.35), mas com ¢} e ¢? agora dadas

por

1 1
wi=F<§,k;k+§;Z),
9 1
1 =F 5,]{:;1;1—2 . (4.43)

Além disso, pode ser mostrado que uma solugao particular da Eq.(4.41) é dada
por

14 z1/2Fk

i (2) =B~ (4.44)

Deste modo, a solugao geral para ¢; (z) no presente caso é dada por

o1(2)=c1 F (%,k;k—i— %,z) +ce F (%,k;l;l —z) —cﬁlfL+Z—:12/2k. (4.45)
Das Eqgs.(4.39), (4.40) e (4.45) podemos ver que quando ¢; = ¢y = 0, as perturba-
goes reduzem-se aquelas dadas pela Eq.(4.21), as quais s@o puramente modos de
calibre. Assim, para excluirmos os modos de calibre do espectro das perturbacoes,

na seqiiéncia, restringir-nos-emos as solucoes para as quais temos

le1|” + |ea)* # 0. (4.46)
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Considerando as condi¢oes de contorno na origem, z = 1, temos as seguintes

relagoes de limite quando z — 1

F(%,k;kJr%;z) —>—%(Zk:—l)A(k)ln(l—z>—|—A1(z;]§)7
3 ] 3. 1 5 L -
F<§,k+1,k+2,z)—>2(4k3 l)A(k:) k(l—z)+1n(1 2)

r(k—3)
r(k)r (%)
hipergeométricas no limite quando z — 1. Logo, das Eqs.(4.45)—(4.47) e da

nas quais A (k) = ; Ay (z;k) e Ay (23 k) sao partes finitas das fungoes

relacao

d b
aF(a,b;v;z):%F(a+1,b+1;’y—l—1;z), (4.48)

as condigoes de contorno dadas pela Eq.(4.23) em z = 1 serdo satisfeitas, contanto
que

1 =0, (4.49)

Para as condigoes de contorno em z = 0, como as dadas pela Eq.(4.26),
primeiramente devemos lembrar da imposicao de analiticidade no espago-tempo
estendido, dado pelo sistema de coordenadas com barra. Seguindo o mesmo

procedimento, observamos que z = /i = (v/u)*"

51(2) = o {(E)M(l_m - 1} . (4.50)

u

e

Assim, para que s (z) analitica através do contorno z = 0 (v = 0), devemos ter

k= — 1 4.51
5, < L (4.51)

em que w é um namero positivo inteiro.! Devido as propriedades das funcoes
hipergeométricas, é conveniente considerarmos os subcasos k = [ + % ek #1014+ %

separadamente, nos quais [ ¢ um nimero inteiro nao-negativo.

'Em principio, w também poderia ser um niimero negativo inteiro, mas como aqui estamos

interessados em modos instaveis com k > 0, restringimo-nos a w > 0.
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(b.1) k =1+ 3: Neste caso, quando z — 0, temos que

1 ( — (a—1) b—l) ) (—1)!
F(§,k,1,1—z)—>r( % pgo l—l Z_I‘(l—l)F(%) In z.
(4.52)

Inserindo a expressao acima na Eq.(4.45) e considerando a Eq.(4.49), vemos que
a condi¢ao em que ¢; (z) deve ser analitica através da hipersuperficie z = 0 sera
satisfeita somente para Re (k) < % e ca = 0. Pelo fato de que as condigoes de
contorno quando z = 0 nos levam a fazer ¢; = ¢y = 0, vemos que as perturbacoes
correspondentes sao puramente modos de calibre. Desta forma, descartaremos o
caso em que k =1+ %

(b.2) k% 1+ 3: Neste caso, pode ser mostrado que no limite em que z — 0
F (g, kE+1;2;1— z) — kT A®R) [(2k - 1) VR (1) Zl/Q—k}

na qual Aj (z; k) é uma parte finita da fun¢ao hipergeométrica no limite em que
z — 0. Inserindo-a na solugao geral para ¢; (2), Eq.(4.45), juntamente com o

fato de que ¢; = 0, temos que

1 (Z) — —[e2A (k) = coc] 2'*7F, (4.54)

dgol — {cc E 24901 —k) 2 + e (2k — 1) A (k) Z Y2k

+ [cco (10k —7) — o (1 — k) A (k)] zl/Q_k} + As(z k) (4.55)

quando z — 0, em que Ay (z;k) é a parte finita. Agora, podemos ver que a

condicao de contorno zXpq (2) . — 0 em z = 0 sera satisfeita somente se

1 1
Re(kz)<x—§ e X>§, (456)

ja que aqui exigimos que co # 0. Caso contrario, as perturbagoes seriam de novo

puramente modos de calibre.
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Ainda resta considerar o efeito da analiticidade para o (z) em z = 0. Da

Eq.(4.53) e do comportamento assintotico de
1
F (ﬁ,k;l;l —z) — A (k) 2R 4 Ay (k) (4.57)
quando z — 0, obtemos

o1(z) — % [A (k) ca — cco) L1/2k

FSARX e - (- x—Ralz* o) (459

quando z — 0. Portanto, para que o7 (2) seja analitica através da hipersuperficie
z = 0, devemos assumir

1l—x—Fk
(2k —1) A(k)

1
Re (k) < 5 ea= y Co. (4.59)

Claramente, para qualquer dado ¢ (ou y = ¢?), existe um ntmero infinito de
modos com Re (k) > 0 que satisfazem as condigoes dadas pelas Eqs.(4.46), (4.56)
e (4.59). Portanto, todas estas soluges sao instaveis com respeito as perturbagoes
lineares. Visto que cada uma delas possui um niimero infinito de modos instaveis,
as solugoes deste caso também nao podem ser consideradas como criticas.

Em suma, apos serem linearmente perturbadas, vimos que as solugoes auto-
similares do fluido rigido dado pela Eq.(4.2) ou s@o estaveis (n = 1, 3) ou possuem
mais de um modo instavel (demais valores de n inteiro positivo). Portanto, de
acordo com a definicao de solucao critica, nenhuma delas apresenta esta caracte-

ristica.



Capitulo 5

Conclusoes Gerais e Perspectivas

Nesta tese, primeiramente, apresentamos um breve resumo da TRG, seguido
de uma nocao de como ocorre o processo de colapso gravitacional. Ainda no
capitulo introdutoério, apresentamos e discutimos fenémenos criticos em colapso
gravitacional e auto-similaridade na TRG.

Iniciamos o capitulo 2 com um estudo de gravitacao em 2 + 1 dimensoes para
depois nos restringirmos a espagos-tempos com simetria circular, quando defini-
mos horizontes aparentes em termos das expansoes de geodésicas nulas ortogonais
aos horizontes e classificamo-los em externo, degenerado, interno, futuro e pas-
sado. Buracos negros foram definidos pela existéncia de horizontes aparentes
futuros externos ou degenerados.

No capitulo 3, estudamos solugoes das equagoes de campo de Einstein com
auto-similaridade cinematica para um fluido perfeito. No caso de auto-similaridade
do tipo de ordem zero, foi mostrado que a tinica solucao fisicamente aceitavel com
equagao de estado p = Kp, em que K é uma constante, é a solucao de de Sit-
ter tridimensional. No caso de solu¢oes com auto-similaridade do primeiro tipo
(auto-similaridade homotética), notou-se que a tnica equagao de estado que pos-
sui a forma p = p(p) e é consistente com este tipo de auto-similaridade é a
mesma aplicada anteriormente ao caso do tipo de ordem zero, implicando uma

equacao mestre dada pela Eq.(3.50). Vimos que algumas solugoes para fuido



Conclusoes Gerais e Perspectivas 80

rigido (K = 1) representam formagao de singularidades do tipo-luz (ou nulas),
enquanto que outras, buracos negros. No caso de poeira (K = 0), nenhuma
das solugOes representa colapso gravitacional. Para K # 0,1, somente solugoes
particulares foram encontradas e foi mostrado que elas sao de FRW em 2 + 1
dimensoes. Ao caso de auto-similaridade do segundo tipo, também aplicamos a
mesma equacao de estado utilizada nos outros casos. Foi mostrado que o fluido
se move ao longo de uma geodésica radial do tipo-tempo. Neste caso, todas as
solucoes, ou reduzem-se as mesmas solucoes de FRW encontradas no caso de
auto-similaridade homotética ou nao representam colapso gravitacional.

A ambigiiidade da classificacao da auto-similaridade cinematica encontrada na
secao 3.3 é um resultado muito surpreendente pelo fato de mostrar que um espaco-
tempo pode possuir dois campos vetoriais, denotados por §“(1) e f“(z), em que §“(1)
descreve a auto-similaridade do primeiro tipo, enquanto &* (2) & do segundo tipo.
Esta ambigiiidade possui profundas implicacoes nos estudos de fenémenos criticos
em colapso gravitacional. A fim de esclarecermos isto, vamos primeiro lembrar da
classificagdo de auto-similaridades feita em hidrodinamica [20,21]. Para sermos
mais especificos, vamos considerar as equagoes de difusao e de Barenblatt. Para
a primeira, a solucao critica possui auto-similaridade do primeiro tipo, enquanto
que para a ultima, a auto-similaridade apresentada ¢ a do segundo tipo. Esta
classificacao é unica. De fato, é exatamente por causa desta diferenca que as
propriedades destes problemas proximas aos seus pontos criticos sao bastante
diferentes. Em outras palavras, diferentes tipos de auto-similaridade possuem
diferentes fenomenos criticos. Isto é verdade nao somente a estes dois problemas
especificos, mas também no caso geral. Se aplicarmos as mesmas idéias ao estudo
de fendmenos criticos em colapso gravitacional, veremos que elas podem nao
funcionar do mesmo modo, ja que na TRG, como acabamos de dizer, uma mesma
solugao pode possuir mais de um tipo de auto-similaridade.

E importante dizer que os resultados obtidos nesta tese nao contradizem o

mostrado recentemente por Ida [96], no qual uma teoria gravitacional em 2 + 1
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dimensoes que satisfaz a condi¢ao de energia dominante proibe a existéncia de
buraco negros, pois aqui todos os buracos negros possuem horizontes aparentes
degenerados. Ida definiu buracos negros pela existéncia de horizontes aparentes
externos somente.

No capitulo 4, perturbamos as solugoes auto-similares do primeiro tipo para
o caso de um fluido rigido, representantes de colapso gravitacional. Como visto,
todas as outras solucoes encontradas nesta tese sao de FRW, de de Sitter ou
nao representam colapso gravitacional. Para tal, a fim de simplificarmos o nosso
trabalho, utilizamos o fato de que um fluido rigido equivale energeticamente a
um campo escalar sem massa do tipo-tempo, estudado em [53]. As solugoes
sao normalmente definidas somente na Regiao I e a Regiao I é uma extensao.
Entretanto, esta extensao nao é analitica para todas as solugoes auto-similares.
Particularmente, para as solugoes com n # m, em que m = 1,2, ..., ela ndao pode
ser analitica. Quando n = 2m, a extensao ¢ analitica, porém o fluido rigido possui
densidade de energia negativa e sua velocidade torna-se do tipo-tempo na exten-
sao, o que é fisicamente inaceitavel. Assim, uma extensao fisicamente aceitavel
para n = 2m nao seria analitica. Esta propriedade implica diferencas considera-
veis quando consideramos condig¢oes de contorno no horizonte auto-similar para
perturbagoes. Em particular, visto que as solugoes de fundo nao sao analiticas
através desta superficie, nao ha nenhuma razao para as perturbagoes também o
serem. Além das pertubagoes nao serem analiticas através do horizonte auto-
similar, mostramos que as solu¢oes de fundo nao sao estéveis e possuem um
numero infinito de modos instéveis para n # 2m + 1.

Quando n = 2m+ 1, ao contrario do caso anterior, a extensao das solucoes de
fundo é analitica através do horizonte auto-similar. Neste caso, devemos requerer
que suas perturbacoes lineares também sejam analiticas. Ao perturbarmos, vimos
que para qualquer dado m, a solugao auto-similar possui N modos instaveis, em
que N =n —3=2(m —1). Desta forma, solu¢oes auto-similares com m = 0, 1

sao estaveis, enquanto que as com m > 2 nao sao estaveis, e todas possuem mais
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de um modo instavel.

Resumindo, podemos dizer que todas as solugoes auto-similares do fluido ri-
gido dado pela Eq.(4.2) nao sao estaveis ao efetuarmos perturbagoes lineares,
possuindo mais de um modo instavel, exceto aquelas com n = 1,3, que sao es-
taveis. Visto que uma solugao critica, por definigdo, possui um e somente um
modo instavel, concluimos que nenhuma destas solugoes auto-similares pode ser
critica, resultado que contrasta com seu correspondente em 3+ 1 dimensoes, onde
a solugao critica possui auto-similaridade homotética 45,106, 107].

Como conclusao geral, os resultados obtidos nesta tese mostram também cla-
ramente que, se fendmenos criticos ocorrem nas solucgoes de colapso gravitacional
de fluido perfeito circularmente simétrico aqui encontradas, a solugao critica ou
deve possuir auto-similaridade discreta ou nao deve possuir auto-similaridade.
No primeiro caso, o colapso é do Tipo II, enquanto que no outro, é do Tipo
[. Certamente, também ¢é possivel que nao exista colapso critico para o caso de
fluido perfeito. De qualquer forma, seria bastante interessante investigarmos estes
problemas, a fim de encontrarmos uma resposta definitiva a estas questoes.

Além da investigacdo proposta acima, como perspectivas para trabalhos fu-

turos podemos ainda incluir rotacao e fenémenos quanticos.



Apéndice A

Notacoes e Convencoes

Métrica:

Conexao métrica:

1’\)\

ds® = Guvdatdz”.

1
v = 59)\5 (gu&y + gljé,/.l, - gﬂua5> '

Diferenciacao covariante:

A‘“““V.--;A = Auml/...,/\ + F#U)\AUMU... Tt PUV)\AHM

Diferenciacao de Lie:

LAl =AM, AN - AR

O...

Tensor de Riemann ou de curvatura:

RO'

LU =

o o o 6 o é
r AV r 078 +T 6VF ux I (5/\F N

Ro,ul/)\ = _RMO'V)\ = _Rau)\lla
Ra;w)\ = Ru)\o,ua

Ro,ul/)\ + RJ)\/J,V + RJVA;L = 0.

(A1)

(A.2)

(A.4)



Notacoes e Convencgoes 84
Identidades de Bianchi
R yxp + B pun + 50 = 0. (A.9)
Tensor de Ricei:
R,u)\ = gaVRa;wA = Rd‘ua)v (A]_O)
Escalar de Ricci:
R=g¢"R,\ = R, (A.11)
Tensor de Einstein:
1
Guy = Ruu - §guuR~ <A12)
Equacoes de campo de Einstein:
G = kT),,. (A.13)

Conservagao local do tensor de energia-momento:

(A.14)



Apéndice B

Espacos-Tempos Circularmente
Simétricos com Auto-Similaridade

Cinematica

A métrica geral de espagos-tempos (2 + 1)-dimensionais com simetria circular

pode ser expressa na forma,
ds® = N? [*P0) e — 2V qr? — 122 (¢, 1) df?] (B.1)

Entao, é facil de mostrarmos que as coordenadas {x*} = {t, r, #}, a conexao

métrica, F’\W, o tensor de Riemann, R?  ,, de Ricci, Ry, e de Einstein, G, sao

todos adimensionais, enquanto que o escalar de Ricci, R, possui dimensio de
A2 e o de Kretschmann, R R\, A%

Para a métrica dada pela Eq.(B.1), os componentes nao-nulos da conexao

métrica sao dados por

0o _ 0o _ 0 _ 20— 0 _ .2 2%
[Too =P 1Ty =9, Fll_e( )‘Ij,ta [Ty =17 ""S58,,

M=%, T, =0, ', =V, TL,=-re?"S(S+rS,),

S S+rS,
%, =22 (B.2)

%, =
02 rS
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e o tensor de Einstein tensor possui os seguintes componentes nao-nulos

—2¥
tt == S {r62‘PS,t‘Ij,t — S +28, — (S +78,) \I]’T]} ’
T
1
Gt?“ L E I:TS7t7n - S7t (T’(I)’r - ].) - (TSJ’ _I_ S) \Ijﬂj] 3
e—2<I>
Cir :F [62(1) (TS,T + S) (I),r —re?? (S,tt B q)vtszt)] )

G99 = — 7’252 {6_2(1) [\Ij,tt + (\Ij,t - (b,t) qj,t]

—e [cb,rr + (CI),T - \P,r) q),r]} : (BS)

B.1 Espacos-Tempos com Auto-Similaridade do Ti-
po de Ordem Zero

A fim de estudarmos solugoes com auto-similaridade do tipo de ordem zero,
introduziremos primeiramente as variaveis auto-similares, x e 7 através das rela-
coes,

r=1Inr—t 7=t, (B.4)

ou inversamente

Logo, para uma dada funcao f (¢,r), temos que

f,t:f,T_f,:ra f,r_%f,xa
1 1
f,tT’:_;(f,.Z‘.Z‘_f,TI)7 f,r?“:ﬁ(f,acx_f,x)a

f,tt = fﬂ"?’ - 2f,7'a: + f,a::c- (BG)
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Substituindo estas equagoes na Eq.(B.3), temos que os componentes nao-nulos
do tensor de Einstein para este caso sao dados por

2

—2¥
e R )
—7’262\Ij (S,T - S,-ﬂv) (\II»T - \Ij@)} )
1
Gt'f‘ :E [S@x - S,Tm + (Sg: + S) (\IJ,T - \I]J) + (S,T - SJ) ((b7$ - 1)] )
€—2¢
Grr =—35 {0 (Sa+8) = 1% [Srr = 2570 + S

+ (S,‘r - S,x) ((I),:U - (I),T)]} )
Goo 2526—2({>+\I/) {62<1> [Qm + (P,x ((P,x _ \I/@ _ 1)]
_T2€2‘11 [\1[7371 + ‘II,TT - 2\:[1,7'1‘

- (\D,T - \Il,x) ((I),T - \I’,‘r - (I),m + ‘11,36)]} : (B7>

Para as solugoes auto-similares, os coeficientes métricos, ®, ¥ e S, sao funcoes

somente de z, tais que
O(r,x) =0 (z), V(r,z)=V¥(x), S(r,z)=>95(x). (B.8)

Logo, as derivadas destas fungoes em relacao a variavel 7 anulam-se e a Eq.(B.7),
para o caso de espacos-tempos circularmente simétricos com auto-similaridade

cinematica do tipo de ordem zero, ¢ reduzida a

6—2\11
Gu=——5{" e+ (y+1) (y— V)] - eV oy},
1
Gy = Yo+ (y+1)(y—V,) —yd.],
e—2<1>
Grr == {0, (y+1) =™ [y +y (y — Do)},

T2
Gog =S2e 2 L2 ([ 4D, (B, — T, —1)]

—r?e® (W 4 — U, (D, — U, }, (B.9)

em que
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B.2 Espacos-Tempos com Auto-Similaridade do Pri-
meiro e do Segundo Tipos

A fim de estudarmos estes tipos de solugbes auto-similares, introduziremos

primeiramente as variaveis auto-similares, x e 7, tais que

r=In|— -, T=-—In(-1), (B.11)
=

ou inversamente,

r=eloeTm/a = 7T (B.12)

em que o ¢ uma constante adimensional. Quando o = 1, os espagos-tempos
correspondentes sao ditos como possuindo auto-similaridade do primeiro tipo ou
homotética. Quando a # 0, 1, sao ditos como possuindo auto-similaridade do
segundo tipo.

Para qualquer dada fungao f (¢,r), agora temos que

1 1
f,t:_a(afﬁ_‘_f,x)a f,rz;f,xa

1 1
f,tr:_E(af,Tx"i_f,rm); f,rr:ﬁ<f,zm_f,x)a

1
f,tt = W (O42f,7"r + QOéf,Tx + f,:z:::: + a2f,‘r + af,x) . (B13)

Substituindo estas equagoes na Eq.(B.3), temos que os componentes nao-nulos
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do tensor de Einstein para este caso sao dados por

1 ®
Gy =— a2r2Se2¥ {()‘262 [Saa+ 52 = Vo (Sa+5)]

2

T
2V
—t—2\IJ,xS,z€
2

—O;—Zew (U, S, + V.S, + m,fs,x)} ,
1
~atrS

+a[Sr =V, (S, +S8) =S, (P, —1)]},
1

0427”2562‘1) {a

7”2

Iz

Gtr

{84z =V, (S, +95)—5,(®,—1)

Grr = 262(1) [(I),JB (S,JB + S)]

62\11 (S,:m: - S,zq),x>
2
—O;—Zew {aS++2S.,— 8, (P,—1)

)

-5, [ (q)ﬂ' - 1)+ (I),x]}} )
SZ
Goo =— {0 [0 + D p (P — U, — 1))
r’ —20
_t_2€ Ve =V, (P, — ¥, —a)
ar?

—t—Qe—Q‘I’ {QV ., +20 ., — VU [a(®, -V, —1)+ &, —V,]

)

_\I’,x ((I),T - \Ijﬂ')}} :

(B.14)

Assim como no caso das solugoes com auto-similaridade do tipo de ordem

zero, para as solugoes com auto-similaridade do primeiro e do segundo tipos, os

coeficientes métricos também sao fungoes somente de x, porém agora com x sendo

dada pela Eq.(B.11) com « # 0. Logo, a Eq.(B.14), para o caso de espagos-

tempos circularmente simétricos com auto-similaridade cinemética do segundo
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tipo, ¢é reduzida a
1 L o)
Gu=—55Vay— 5 et +1 -Vl
1
G r = T 1 - \Ij x) (I) x|
o= e T WD) (= V) —y Py
1 B 1
Gm« = — W(?Z(\Ij ®) [y,:p + Yy (y - (I),m + Oé)] + ﬁq),r (y + 1) )
GGG :SQ {672\1, [(I),x:v + (I),x ((I),z - \Ij,:v - 1)}
r?
—@6 29 [‘P,x:r - \I],x ((I),ZL" - \D,UE - Oé)]} ) (B15)

em que y ¢ dada pela Eq.(B.10).



Apéndice C

Equacoes de Campo de Einstein

Linearmente Perturbadas

Os componentes nao-nulos do tensor de Ricci referente & métrica dada pela

Eq.(4.5) sao dados por

1
Rﬁﬁ - — [asﬂ}a + 25711 - 20-711 (S ‘I— ’ZLS,@)] 5

us
1
er_“_; = —— (ES’QE + ST + 277/80"715) s
us
1
Rz = —— (3,1717 - 20,55717) )
S
Rgg = 2¢ % s (s 5 + US 4z) , (C.1)

Ao introduzirmos as variaveis auto-similares z e 7, através das relagoes
v _
z=—, T=—In(—u), (C.2)
u

para qualquer dada fungao f (u,v), agora temos que

fa= =z (etals)s fo=pfo
1 1
f,ﬁﬂz_ﬁ(zf,zz_l_fﬂ'z_'—f,z)) f,ﬁf):_f,zza

,&2

1
f,ﬂﬂ - ? (f,’TT + 2Zf,rz + Z2f,zz + f,T + QZf,z) . (03>
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Substituindo estas equagoes na Eq.(C.1), temos que os componentes nao-nulos

do tensor de Ricci para este caso sao dados por

2T
R = _6_ [S:TT + 22877'2 + Z28,ZZ — S — 2 (U,T + ZU,Z) (S,T + Z8 5 — 3)} )
S
627‘
Rus = —25(20,. + 0.+ 0.) 4+ 2820 + 512,
S
627‘
Ryz=—— (5., —20.5.),
. (s, 0..S.)
Réé = _267205 (Zs,zz + S,Tz) ’ (C4)

Considerando as pertubagoes lineares dadas pela Eq.(4.8), os componentes nao-

nulos do tensor de Ricci podem ser reescritos como

e
Rz = - [z2307zz — 2200, (250, — so)]
0

e(2+k)7’

—€ {22317% + 22 (k — z00,) 51,2

S0
— [22551 (80,22 — 200.250.2) + k (2200, + 1 — k:)} S1

—2 (280, — S0) (201, + ko) },
2T

Rﬂf) = S_ [Z'SO,ZZ + 2SO (ZUO,ZZ + UO,Z)]
0

6(2+k)T
+ €

[zsl,zz + 225001 2, + ks1, +2 (1 + k) soo1, — zsalso,zzsl} ,
S0

627‘

Rﬁ@ = - (30,2,2 - 200,280,Z>
S0

o (2+h)T

-1
— € [Sl,zz - 20.0,,231,,2 — 5 (SO,ZZ - 200,z30,z) S1 — 250,z01,z:| )

S0

R = —2280807%6_200

— €2ekT200g, [251,22 + kS1, + 25022 (55131 — 201)] ) (C.5)

Utilizando a Eq.(4.8), o campo escalar sem massa pode ser escrito na forma

¢ (1,2) = cln (=) + o (2) + ey (2) €7, (C.6)
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donde suas derivadas em relacao a u e v, sao escritas, respectivamente, como

Y

. =€ 200, —ct+e(kpr + ¢12) ekT}

o =—¢ (o +epr."). (C.7)

Deste modo, as equagdes de campo de Einstein, Eq.(4.10), para perturbagao de

primeira ordem sao dadas por

2231,22 + 2z (k — z00..) 1.
— [22361 (80,22 — 200,250.2) + k (2200, + 1 — k)] S1
—2(280,, — 50) (201, + kor) = =250 (20, — ) (21, + k1), (C.8)

1
281 50 + 225001 2 + kS1. + 2 (1 + k) s001,, — 257 S0,2251

= —50 [(22¢0,. — €) Q1,2 + ko 1] , (C.9)
Sl,zz - 200,28172 - 561 (SO,zz - 200,230,z> S1 — 230,201,2 = _230(100,z901,27 (Cl())
281,22 + kS1. + 250,22 (35131 — 201) =0. (C.11)

A equagao de Klein-Gordon, Eq.(4.11), que, como ja dissemos, nao ¢ indepen-
dente das equacoes de campo de Einstein, para perturbacao de primeira ordem é

dada por

225001,22 + (2250, + (1 + 2k) so] @1, + kso 01

+ (22900,2 - C) S1,z + [224,00,22 + (1 + k') ()0072] s1 =0. (C].Z)
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