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Resumo

Nesse trabalho estudamos as propriedades termodinamicas de sistemas nucleares
assimétricos para uma fracao de protons arbitraria. Usamos o modelo de Skyrme
onde os efeitos de superficie e coulombiano sao incluidos, fenomenologicamente, para
tratar nucleos finitos. A inclusao desses efeitos também é discutida. Analisamos as
instabilidades quimica e mecanica como funcao do parametro de assimetria. Calcula-
mos as incompressilidades isotérmica e adiabética, assim como os calores especificos
por nucleon & pressao e volume constante como funcao da fracdo de prétons. As
superficies de coexisténcia (binodais) sao construidas para diferentes temperaturas
e uma discussao sobre a ordem da transicao de fase é realizada. Aplicagdes para um
conjunto de niicleos finitos, levando em conta seus parametros criticos sao apresen-

tadas.
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Abstract

In this work the thermodynamic properties of an asymmetric nuclear system with
arbitrary proton fraction are studied. We employ a Skyrme model in which surface
and Coulombian effects are phenomenologically included to treat finite nuclei. The
effect of including surface and Coulomb terms is also discussed. We analyze the
chemical and mechanical instabilities as a function of the asymmetry parameter. The
isothermal and adiabatic incompressibilities as well as the specific heat at constant
pressure and volume per nucleon as a function of the proton fraction are calculated.
The coexistence surfaces (binodals) for different temperatures are constructed and
the discussion about the order of the phase transition is made. Applications for a

set, of finite nuclei taking their critical parameters into account are presented.
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Introducao

O estudo de transicoes de fase é de grande importancia na fisica atual e en-
volve praticamente todos os seus ramos [1]. Na grande maioria dos casos, o estudo
termodinamico de tais transi¢oes é feito em regime de temperatura finita. Em tem-
peratura nula, associa-se cruzamento de niveis quanticos como assinatura de uma
transigdo de fase quantica [2]. Nesse trabalho, discutiremos transigoes de fase clas-
sicas, em temperatura finita e suas respectivas ordens de transicdo. Apesar de sua
grande generalidade, trataremos de sistemas nucleares, cuja interacao basica se da
entre nucleons. Ja no inicio dos anos 50 tornou-se conhecido experimentalmente que
espalhamentos proton-préton indicavam uma mudanca de sinal no deslocamento de
fase para energias um pouco acima de 200 MeV'. Este fato indicou que para repro-
duzir tais dados, a interacao nucleon-nucleon teria que ser dependente da energia
ou local, mas neste caso, desde que contivesse tanto parte repulsiva quanto parte
atrativa. Hoje, a grande maioria das interagoes nucleon-nucleon, ditas realistas, é
local fora da parte de muito curto alcance, como, por exemplo, os potenciais de
Bonn, Paris, Nijmegen e Argonne [3]. O fato da for¢a nuclear ser de curto alcance
e além disso conter parte repulsiva e parte atrativa, leva a saturacao da energia por
nucleon na matéria nuclear.

Esses potenciais, quando colocados nas equagoes tipo Brueckner-Hartree-Fock
reproduzem razoavelmente bem as propriedades de saturacao da matéria nuclear in-
finita e alguns nucleos finitos [4]. Alternativamente, as propriedades da matéria nu-
clear podem também ser obtidas através de modelos hadronicos baseados em teoria
quéantica de campos.|5]. Em ambos os casos, o estudo de propriedades termodina-

micas da matéria nuclear e nicleos finitos foi bastante investigado, principalmente
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no caso em que o nimero de protons é igual ao nimero de néutrons e o sistema é
tornado infinito, hipoteticamente, simulando uma matéria nuclear infinita simétrica
[6]. Diferentes modelos que simulam tal sistema indicam uma transigdo de fase para
temperaturas em torno de 14 — 18 MeV em densidades menores do que 0.15 fm =3
[7]. Além disso, o ingrediente mencionado da interagdo nuclear conter atragio e
repulsao, quando incluido em equacoes de estado descritas no formalismo de campo
médio, revela um comportamento semelhante aquele encontrado nas equacgoes de
van der Walls.

Tais estudos tedricos de uma transicao de fase para um modelo hipotético, mo-
tivaram a investigacao de equagoes de estado mais realistas e também a busca para
indicadores experimentais de tais transicoes. Assim, as equacoes de estado para a
matéria nuclear passaram a incorporar mais ingredientes, presentes, em funcao da
finitude do nucleo, tais como termos de superficie e assimetria entre protons e néu-
trons. Hoje, emissao de Fragmentos de Massa Intermediarios [8], curvas caloricas [9],
expoentes criticos [10] e fracionizacdo de isospin [11] sdo considerados assinaturas
importantes na evidéncia de uma transi¢ao de fase para nicleos quentes.

O presente trabalho apresentard um estudo termodindmico para a matéria nu-
clear assimétrica no regime de baixas temperaturas (7' < 20 MeV'). Nesse caso, as
propriedades da matéria nuclear serao funcao da densidade, temperatura e fracao de
protons. Com esta abordagem, havera o nimero barionico e a carga elétrica como
sendo as cargas conservadas de um sistema binario. Propriedades termodinamicas
de sistemas binarios, ou como usualmente ditos de dois componentes, sao de inte-
resse em muitas areas da fisica e da quimica. Em fisica nuclear, como ja frisado,
tais sistemas podem ser considerados quando prétons e néutrons se apresentam em
fragoes distintas nos niicleos.

A estrutura de um sistema binario é bem mais complexa do que a de apenas
um componente. Por exemplo, se considerarmos o ar atmosférico que é constituido
de aproximadamente 79% de nitrogénio (temperatura de liquefacdo 77,4 K) e 21%
de oxigénio (temperatura de liquefagdo 90,2 K') notaremos que a temperatura de

transigao de fase do sistema (nitrogénio + oxigénio) sera diferente da temperatura
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de cada um deles separadamente devido & interacao existente entre eles.

Nosso estudo consistird na interpretacao do niicleo como sendo constituido de
nucleons, onde prétons e néutrons serao considerados como particulas distintas.
Assim, cada grupamento podera existir em fases (liquida e gasosa) diferentes. O
critério de definicao de cada fase serd o ponto critico que variard a medida que
que se mude a temperatura. Nesse aspecto, hd uma grande diferenca com sistemas
de um componente ou homogéneos, onde ha apenas uma temperatura critica, uma
densidade critica, uma pressao critica e portanto a separacao de fases se da de forma
muito mais 6bvia.

Na equagdo de estado (EOS) que usaremos, basicamente o modelo supée intera-
¢oes tipo Skyrme. Isto é, os nucleons interagem apenas quando estdo em contato.
Uma vez em contato, eles contribuirao com uma interacao de dois corpos e outra
interagao de trés corpos. Para descrever o nicleo finito havera também uma pa-
rametrizagao que levara em conta os efeitos tanto de superficie como da interagao
de Coulomb. Para isso, o raio do niicleo serd um parametro. No nosso estudo,
escolhemos um ntcleo com raio igual a 6 fm. O tratamento, tanto para a matéria
nuclear infinita, quanto para niicleos finitos seré nao relativistico e baseado em uma
abordagem de campo médio.

Na descricao de um sistema nuclear, tratamos o nicleo como um fluido. Suas
propriedades gerais refletem-se na equacao de estado que o descreve através da
densidade, termo de superficie, energia de simetria, termo coulombiano e termo de
assimetria.

Nesse trabalho nos concentraremos na discussao dos processos termodinamicos
associados com separagoes de fase (binodal) e instabilidades por flutuacoes de densi-
dade barionica (spinodal mecanica) e instabilidades por flutuagoes de concentracao
de protons (spinodal quimica). Através de nosso estudo, veremos como o sistema
evolui das fronteiras de separagao de fase e adquire regioes de metaestabilidade antes
ainda de se tornarem instaveis na regiao interior das spinodais.

Em sintese, analisaremos a termodinamica de sistemas nucleares e suas propri-

edades em funcao da temperatura, densidade e fracao de prétons. Com relacao a
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essa fracdo podemos ter nicleos esféricos (N, = N,), nicleos pesados (N,, < N,) e
por altimo, um sistema com excesso de néutrons (estrela de néutrons). Como dito,
isso nao é tao simples no caso de sistemas binarios, pois teremos que considerar
simultaneamente seus potencias quimicos que sao diferentes para cada componente.

O trabalho esta dividido em seis capitulos e mais conclusdao. No capitulo 1
apresentaremos uma breve discussdo sobre a termodindmica envolvida (escolha das
variaveis independentes e potenciais termodindmicos associados) na descri¢do da
matéria nuclear. Serd mostrado também a equacao de estado em sua forma assimé-
trica, isto é, com um parametro de assimetria y representando a razao entre protons
e o numero total de nucleons, de tal forma que poderemos descrever o sistema como
composto por mais do que uma espécie de componente. Com relagdo ao caso si-
métrico, em que o nimero de prétons e o nimero de néutrons sao iguais, a maior
modificacao diz respeito a introdugao de uma interacao coulombiana, assim como o
termo de assimetria e superficie.

O potencial quimico do sistema serd deduzido neste capitulo, assim como as
expressoes analiticas para a energia livre de Gibbs e entropia. Trataremos também
da energia livre de Helmholtz do sistema misto.

No capitulo 2 serdao apresentadas as equagoes que nos fornecem os limites das
regioes de instabilidade mecanica e quimica (pontos spinodais). Em seguida introdu-
ziremos os pontos pseudo-criticos e analisaremos o comportamento da temperatura
critica, gerada a partir de tais pontos, em fun¢do da fragao de prétons. Mostraremos
como os efeitos coulombiano e de superficie afetam tal temperatura. No fim do ca-
pitulo serd apresentada uma breve discussao sobre a energia livre de Gibbs-Landau.

O comportamento das incompressibilidades isotérmica e isentropica (ambas cal-
culadas com as densidades do equilibrio hidrostatico) em funcdo da temperatura,
serd apresentado no capitulo 3. Informacoes sobre a temperatura flash do sistema,
assim como a relagdo termodinamica dessas grandezas com os calores especificos (a
pressdo e volume constantes) também serdo mostradas.

No capitulo 4, comecaremos a tratar da coexisténcia de fases. A complexidade do

sistema serd bem maior pois todos os calculos terao que levar em conta o parametro
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de assimetria. Assim, aquilo que podia ser bem entendido em um gréfico bidimensi-
onal tal como uma curva de coexisténcia de fases, tera que ser vista com um grau de
liberdade adicional. Por exemplo, para a matéria nuclear simétrica (y = 0,5) a uma
temperatura fixa, pode-se analisar o diagrama de equilibrio de fases com o estudo
de isotermas, obtido através da equacao de estado e da construcao de Maxwell, num
plano de pressdo (P) versus densidade (p). Nesse caso hd um tinico ponto critico,
onde a transicao de fase é continua.

Quando tratamos da matéria nuclear assimétrica, as isotermas nao serdo mais
uma curva em um plano, mas sim uma superficie no espago tridimensional, sendo
entao a transicao continua em uma linha e ndo mais em um ponto. Ou seja, para
cada temperatura finita abaixo da temperatura critica, as fragoes de prétons no
estado liquido serao diferentes das fracoes no estado gasoso, ao manter-se a relagao
N = N, + N,, constante.

Este novo grau de liberdade adiciona uma instabilidade quimica ao sistema,
causada por flutuacoes da concentragao de prétons. Usando um modelo simples
conseguimos derivar, para valores arbitrarios de y, as regioes de estabilidade e meta-
estabilidade através dos diagramas binodal e spinodal. Tlustramos também de forma
clara como se faz uma construcdo de Maxwell para sistemas binérios. Verifica-se,
por exemplo, que uma vez preparado o sistema com uma certa fracdo de protons
fixa, a coexisténcia de fases se da para diferentes valores de pressao. Ao se variar
o valor da fracdo de protons na direcdo do caso simétrico, y = 0,5, a diferenca
entre tais pressoes diminui, até que no caso particular da matéria nuclear simétrica,
y = 0,5, as pressoes tornam-se iguais, como ja largamente conhecido para sistemas
que possuem o mesmo nimero de prétons e néutrons.

Analisaremos a ordem da transicdo de fase para sitemas binarios no capitulo 5.
Antes porém trataremos o caso simétrico a fim de generalizar os mesmos procedi-
mentos. Para tal, construiremos graficos da energia livre de Gibbs e da entropia por
particula, em funcao da temperatura com o propésito de encontrar sinais da ordem
da transicao. Usaremos a regra da alavanca para tratar a regiao de transicao do

sistema. Analisaremos também a ligacao entre os extremos dos “lagos” existentes
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nos gréficos da energia livre de Gibbs versus temperatura e as temperaturas limite
spinodal.

Por fim, no capitulo 6, aplicaremos os estudos de sistemas binérios em alguns
ntcleos reais (55U, 2®Pb, '22Er e 0Zr). Determinaremos os valores criticos de
temperatura, pressao e densidade de cada nucleo. Calcularemos também o fator de
compressibilidade, definido pela divisao da pressao critica do sistema pelo produto
da temperatura com a densidade critica. Compararemos todos esses dados com os da
matéria nuclear infinita. Ao final do capitulo, apresentaremos a curva calérica para
o0 '%Sm, que ser4 comparada com outros modelos teoricos e dados experimentais.

No primeiro apéndice apresentaremos como obter as equacoes de estado de van
der Waals através da expansdo do virial (apéndice A). Nos dois apéndices seguintes
usaremos a equacao de estado de van der Waals, discutiremos sua criticalidade e

chegaremos em sua forma escalonada (apéndice B) e analisaremos as propriedades

da matéria nuclear simétrica através da equacao de estado de Skyrme (apéndice C).



Capitulo 1

Equacoes de Estado da Matéria

Nuclear Assimétrica

E bem conhecido da tabela de nuclideos que, em sua grande maioria, ha mais néu-
trons do que protons nos niicleos. Recentemente, muitos niicleos chamados exéticos,
com o nimero de prétons maior do que o de néutrons sao produzidos artificialmente
em laboratorios através de feixes radioativos [12]. Assim, equagdes de estado ter-
modinamicas que pretendam descrever a maioria dos nicleos devem levar em conta
fracoes distintas de protons e néutrons, introduzindo um grau de liberdade adici-
onal ao sistema. Usualmente, em fisica nuclear, o que controla essa distincao dos
constituintes é o fator de assimetria (y), chamado fragdo de protons que é definido

por:

N,
=——P 1.1
N,+ N, (1.1)

onde N, é o nimero de prétons e [V,, o nimero de néutrons do nicleo.

Y

Em algumas outras areas da fisica, e largamente na quimica, a assimetria é defi-
nida pela diferenca das fracoes dos dois tipos de constituintes, chamado parametro
de concentracdo que, no nosso caso seria ¢ = 2y — 1.

Visualizando o ntcleo finito no modelo da gota liquida, as contribuigoes prin-
cipais para a energia de ligacao por nucleon sao os termos de volume, superficie,
coulombiano, assimetria e emparelhamento [13|. Os termos de superficie e coulom-

biano sao competitivos e podem explicar de forma simples a fissdo nuclear através de
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uma relagao limite entre N, e N = N, + N,, para que haja estabilidade no sistema.
Vista neste modelo, a hipotética matéria nuclear infinita, por exemplo, considera
N, = N, logo nao ha termo de assimetria. Além disso, despreza-se o termo cou-
lombiano e o termo de superficie ndo se faz presente. Assim, a saturagao da energia
de ligacao por nucleon é dada basicamente pelo coeficiente do termo de volume.
Ao se estudar as propriedades termodinamicas do nicleo, considera-se que o
mesmo seja um fluido e que haja grandezas como pressao P, volume V', niimero
de nucleons N, potencial quimico u, energia interna F e entropia S a caracteriza-
lo. Essas grandezas nao sao todas independentes. A escolha que se pode fazer de
quais grandezas se prefere independentes guarda uma relacao direta com o potencial
termidamico usado. Quando se quer, por exemplo, que as grandezas independentes
sejam S, V e N, o potencial termodinamico apropriado é E(S,V, N) e as demais
quantidades, T, P e u serdo obtidas a partir de derivadas parciais de £(S,V, N) com
relacao a S, —V e N respectivamente, de forma que a diferencial total da energia
interna seja representada por dE = T'dS— PdV+pudN. Por outro lado, desejando-se
que T,V e N sejam independentes, o potencial termodinamico a ser usado é a energia
livre de Helmholtz F(T,V,N) = E(S,V,N) —TS. Jase, S, P e N, consideradas
independentes, forem melhores para descrever o sistema em estudo, o potencial
termodindmico devera ser a entalpia H(S, P, N) = E(S,V,N)+ PV. Em situagoes
onde seja preferivel a independéncia das variaveis T, V' e u, a escolha natural sera
o potencial termodinidmico representado pela energia livre de Gibbs (ou entalpia
livre) G(T, P, N) = F(T,V,N)+ PV. No caso de sistemas de dois componentes em
que G = G(T, P, Ny, Ny), podemos escrever dG = —SdT + VdP + p1dNy + padNy e
como (G é uma grandeza extensiva, temos G = ;N1 + o No. A partir disso temos
a equacao de Gibbs-Duhem dada por —SdT + VdP — Nydu, — Nadus = 0, que em
um processo isotérmico nos possibilita encontrar o potencial quimico do sistema.
Enfim, todos os potenciais termodinadmicos podem ser obtidos uns dos outros
via transformacdes de Legendre e sao equivalentes. Em qualquer escolha, as gran-
dezas nao independentes serao sempre obtidas por derivadas parciais do potencial

termodindmico escolhido.
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Ao se estudar a matéria nuclear, torna-se conveniente a escolha do que se chama
o grande potencial termodinamico, dado por ®(7,V,u) = —PV = F(T,V, N)—uN.
Neste caso, S, P e N sdo obtidos por derivadas parciais de ®(7', V, i) como veremos
adiante. Este conjunto de equacoes, entao, serd chamado de equacoes de estado do
sistema.

Como descrito acima, uma vez definido o potencial termodinamico praticamente
toda a informacao termodindmica do sistema estara disponivel. H4 varias aborda-
gens na construcao de equagoes de estado para a matéria nuclear. A mais tradicional
baseia-se em potenciais nucleon-nucleon construidos a partir da hipotese da troca
de mésons com parametros ajustados para reproduzir os dados de espalhamento
nucleon-nucleon em baixas energias. Nesse caso, cada um destes potenciais nucleon-
nucleon gera uma equacao de estado com parametrizacao diferente. No entanto, ha
modelos nos quais as equagoes de estado sao construidas sem o uso de interagoes
que reproduzam os observaveis em baixas energias do espalhamento nucelon-nucleon.
Este é o caso da hadrodinamica quéantica [14], baseada na teoria de campos rela-
tivistica, onde os parametros livres (constantes de acoplamento méson-nucleon e
méson-méson) sdo ajustados diretamente de observaveis da matéria nuclear.

Nesse trabalho, usaremos uma equacao de estado nao relativistica, obtida a partir
de interagoes de contato entre os nucleons. Nesse modelo, chamado de Skyrme,
os nucleons sao livres em todo o espaco de fase a menos que dois ou trés deles
estejam em contato. Nessa hipotese, ha entdo a contribuicdo de forcas de dois
e de trés corpos. Nessas forcas, as constantes de acoplamento nucleon-nucleon e
nucleon-nucleon-nucleon sao ajustados de forma a reproduzir observaveis da matéria
nuclear, tais como energia de ligacdo e densidade de saturacao. A EOS utilizada
foi proposta em [15] e permite estudar a transi¢ao de fase liquido-gas em sistemas
binérios. A razao pela qual um modelo tao simples reproduz razoavelmente bem as
propriedades da matéria nuclear deve-se ao fato de que sistemas fracamente ligados
dependem muito pouco dos detalhes da interagao na parte de curto alcance. Na
verdade, a razao é a mesma pela qual uma expansao de alcance efetivo para baixas

energias, descreve razoavelmente bem o espalhamento de dois nucleons, tendo como
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parametros ajustados apenas o comprimento de espalhamento e o alcance efetivo
da interacao. Para tratar de nucleos finitos essa equacgao de estado, apresentada
abaixo (equagdo 1.2), incorporara fenomenologicamente os termos coulombiano, de
superficie e de assimetria a semelhanca do modelo da gota liquida, anteriormente
mencionado. Além disso, em temperaturas finitas, usa-se a expansao de um gas de

Fermi quase degenerado [16].

2 3 2 2 T>\3
P=Tp—ao(y)p” + 2asp’ + Cy“p* + ——

1
8\/5’)/[1 + (2y - 1)2]p2 - _Csp2/3a (12)

3

onde
ao(y) = ao l1 — % (% - x0> (2y — 1)2] e (1.3)

A = [%} " (1.4)

Com m = 939 MeV sendo a massa do nucleon. Nessa equacao, A\ representa o
comprimento de onda térmico e os termos em 7' surgem através de uma expansao
do virial'. As constantes C' e O, sao parametros dependentes do raio nuclear e
associados a interacao de Coulomb entre os prétons e a superficie do niicleo como
veremos posteriormente. Para temperaturas muito baixas (7' < 4 MeV'), o termo
em ) (termo de degenerescéncia), que corrige o termo de primeira ordem pT (gés
ideal) ndo funciona bem.

Vamos ainda esclarecer que essa equacao de estado, em 7" = 0, nao possui o
termo que representa a pressao cinética apresentada em sistemas fermionicos. Esse

termo pode ser calculado através da seguinte relacao termodinamica:

agcin
Pcin =p — Ecin (15)
dp
com Epip = % = %p sendo a densidade de energia cinética.

A energia cinética por particula de um sistema fermionico livre é dada pela

1 Essa expansdo é feita para o modelo de van der Waals no apéndice A.
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seguinte expressao:

Eczn 3h2
67T2 1/3
ky = (71)) : (1.7)

onde vy representa o nimero de particulas em cada nivel de energia. No caso da
matéria nuclear v = 4.

Com isso temos que

2 2\ 2/3
Ecin = % (3%) p5/35 (18)
m
logo o termo de pressao é dado por
R 32\ */?
Peipn = B (7) ,05/3- (1.9)

Assim, sempre que precisarmos considerar 7' = 0 estes termos devem ser inclui-
dos e a expansao em T', correspondente ao termos cinéticos, desprezada.
Os valores dos parametros dessa interacao e suas respectivas dimensoes sao mos-

trados na tabela 1.1.

Constantes  Valores Dimensoes
to —1089,00  MeV.fm3
t3 17480, 40 MeV.fmb
Z % adimensional
ao — % to MeV.fm?3
as %tg MeV.fmb

Tabela 1.1: Parametros da interagdo do tipo Skyrme, extraidos de [15]

Em T = 0, esses valores para tg, t3 e xo fornecem as seguintes grandezas para a
matéria nuclear infinita : densidade de saturacdo dada por py = 0,14 fm =3, energia
por particula e = —15,58 MeV e energia de simetria J = 38,96 MeV .

Uma breve compreensao dos termos presentes na equacao de estado que con-

templam os efeitos de superficie e coulombiano serd apresentada a seguir. Para isso
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consideraremos o niicleo como uma esfera uniforme e finita de raio R expresso por:

R =roN'3, (1.10)
com N =N, + N, eryg=1,16 fm.
E volume dado por:
4
V= 5”33- (1.11)

e Termo de Superficie (&;):

O termo que descreve os efeitos de superficie do niicleo, C,p*?, é encontrado ao
se dividir a energia de superficie (drea vezes a constante de superficie o), da esfera

considerada, pelo seu volume total. Temos entao:

s _ area X o

* " Volume

41 R?

- WV ? (1.12)

onde o volume utilizado foi o dado pela equagdo (1.11).

Substituindo a equagdo (1.10) em (1.12) e fazendo p = ¥, encontramos:

drrio /3
& = <W> P
Es o3
visP
= C,p*3, (1.13)
onde &, possui dimensdo MeV.fm=3.
Nesse trabalho, usamos a interagdo de Skyrme [15] que fornece uma energia de

superficie £, = 20,00 MeV implicando em o = 1,10 MeV.fm 2.

e Termo Coulombiano (&,):

O efeito coulombiano é descrito por Cy?p®.

Para gera-lo, consideramos que a
esfera uniforme possui uma carga total /V, e. Esse termo aparece através da aproxi-
macao da média do potencial coulombiano por prétons, que é dada por:
2 \2
_ § e“N,
5 RV

Ee (1.14)
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Escrevendo o niimero de prétons como N, = Ny e substituindo-o em (1.14), com
N = pV, encontramos:
3EAN%? 3 e2pRV
5 RV 5 RV

4
§6232p2y2, (1.15)

onde o volume utilizado foi o dado pela equagao (1.11).

Definindo C' = 4%¢?R? temos,
E. = Cp*y’. (1.16)

Note que o termo coulombiano dado acima é proporcional ao quadrado da den-
sidade de prétons do sistema, ja que essa é definida por p, = py, onde p = p, + p,
¢ a densidade total de nucleons.

Em nossos calculos, quando nao mencionarmos explicitamente o raio R, usa-
mos R = 6fm e com isso, os parametros de superficie e coulombiano sao dados,
respectivamente, por C, = 2,07 MeV.fm™t e C = 130,29 MeV.fm3.

Para visualizar o efeito da assimetria, representada por y, na EOS (1.2), apre-

sentamos isotermas da pressao em funcao da densidade para diferentes fracoes de

.
protons.
1 : — 1 1
’ / t A
/ L /]
0.75 y.=0.139 !/ / ] 075 y.=0.145 =
— y=0.200 / / r y=0.200 /
F y =0.300 ; / t y =0.300 /
0sf- — . y=0.500 }/ // B 05 —— y=0.500 // B
o r ’ / @ r /
£ L / / £ o /
3 0251 - / 4 3 o028 e / J
2 L - 7 2 F e /
2 L - / < oo e //
8 r / a :/'dfg'i;_\\ /
o S - 0~ ~ / B
[ e b /
~a ’// [
~ [
0.25— —— B -0.25( -~ B
OBl Lo b b L OBl L L L L
(] 0.025 0.05 0.075 0.1 0.125 ) 0.025 0.05 0.075 0.1 0.125
p (im®) P (im?)

Figura 1.1: Isotermas para T’ = 10 MeV  Figura 1.2: Isotermas para T = 10 MeV
onde C'# 0 e Cy # 0. onde C'=0e Cs = 0.
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L e e B O (LI A /e e Ay A By B
[ ] i’ ] E //
L . B 4 E B B q
0.75~ - ¥=0139 8 K 7 0.75- R / B
r .~ y=0.200 ; /] [ S / 1
F y=0.300 R e B /
r —. y=0.500 K4 1 r K R /
0.5 y=0 - . ! 0.5 & - N
L 5 s 7 A L = e /
Lo r ’ ] L . s /
E T , ) £ . ’
3 0.25- . ;A 3 025 // i
2 [ / ] = 7
o = / B o /7
[ 4 7
0= / - 0 e -
r / ] - . y=0.159
r / ] S g - .= y=0.200
F / ] L y=0300 ]
025 ’ ] -0.25 —. y=0500 ]
r ’ 1
r ~ // 7 B 1
oSl L TN ] I N B B R R R
0 0.025 0.05 0.075 0.1 0125 0 0.025 0.05 0.075 0.1 0.125
p (md) p (fm®)

Figura 1.3: Isotermas paral’ = 10 MeV  Figura 1.4: Isotermas para 7' = 10 MeV
onde C' =0e Cs # 0. onde C' #0e Cs=0.

Algumas consideracoes podem ser feitas sobre as isotermas mostradas acima. De
um modo geral, as curvas apresentam um comportamento ja conhecido da equagao
de van der Waals, mas variando sua compressibilidade em funcao de y. No modelo
que usamos, a repulsao estd simulada pela forca de trés nucleons e a a atracao
pela forca de dois nucleons. Essa é a razao da semelhanca das isotermas das figuras
apresentadas com aquelas do modelo de van der Waals. Esse mesmo comportamento
¢ também encontrado em muitos outros modelos mais realistas da matéria nuclear
em temperatura finita [6]. De novo, a razdo do mesmo comportamento qualitativo
das isotermas de praticamente todos os modelos nucleares em temperatura finita,
deve-se a repulsao em muito curtas distancias e atracao em distancias maiores como
imposi¢ao da fenomenologia nucleon-nucleon observada e reproduzida por estes.

Percebe-se também que a regiao de instabilidade mecéanica do sistema cresce
conforme y aumenta, independente dos efeitos coulombiano e de superficie. Essa
regiao ¢ delimitada pelos pontos onde a derivada da pressao com relacao a densidade
é nula. Além disso, observamos que o efeito de superficie modifica substancialmente
o valor minimo da pressao, conquanto o efeito coulombiano apesar de afeté-lo, o faz
em menor intensidade mas em direcao oposta, evidenciando o carater competitivo
dessas contribuicoes. Verifica-se também que o efeito coulombiano faz crescer mais

rapidamente, de forma assint6tica, a pressao para menores valores da densidade,
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condizente com seu carater repulsivo.

A discussao acima diz respeito a EOS onde y funcionou como um parametro e
é, na verdade, apenas uma ilustragao. De fato, o entendimento de instabilidade,
coexisténcia de fases e criticalidade é algo muito mais amplo do que simplesmente
imaginar que y seja apenas um parametro. Mesmo assim é 1til ver y dessa forma,
j4 que nao se perde o contato com a representacao bidimensional das grandezas
termodinamicas, caracteristica bem estabelecida para sistemas homogéneos. E nesse
sentido que prosseguimos nessas ilustragoes, analisando a criticalidade do sistema

ainda mantendo y como uma grandeza fixa em algumas partes de nosso estudo.

1.1 Potenciais Quimicos e Energia Livre de Gibbs

Essa secao tem como objetivo principal apresentar o potencial quimico de ambos
os componentes do sistema (protons e néutrons) e a partir deles chegar a equacao
para a energia livre de Gibbs.

A anédlise do potencial quimico se faz necessiria, em sistemas de mais de um
componente, pois este também é uma funcao da fracao de prétons, e a partir dele
podemos calcular as regioes de instabilidade quimica que se faz presente no sistema.

Podemos obté-lo a partir da EOS utilizando a relagdo termodinamica:
Ndp = —-SdT +VdP (1.17)
e como N = N, + N,,, pode-se escrever
Ndp = Nydp, + Nydiy,. (1.18)
Igualando as equagbes acima e fazento dT" = 0 (processo isotérmico), encontra-se
Vdp = Npdp, + Nydjiy, (1.19)
dividindo por (N, + N,,) temos

1
ydp, + (1 —y)dp, = ;dP. (1.20)
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Agora, vamos dividir a equagao (1.20) por Ap e tomar Alimo, logo
p—

0 O, 1 /0P
y (%) +(1—y) ( aM ) _— <8—) . (1.21)
PJyr P/yr P PJyr
Fazendo o processo analogo para Ay, obtemos:
0 oJTm 1 /0P
y (%) +(1-y) ( aﬂ ) _ (a—) . (1.22)
Yy o, T Y o, T P Y p,T
Derivando, agora, (1.21) com relagao a y e (1.22) com relacao a p, encontramos:
1 P
(5),.~ (@), (&), 02
p ), r o ), PP\, 7
Substituindo (1.23) em (1.22), temos:
1-— P
)M, P, e
O )yr pP\Op)yr P \Oy),r
e substituindo (1.24) em (1.23) encontramos:
1 P P
), 3, o
O )yr P\O0)yr PP \OY),r

As equagdes (1.24) e (1.25) apresentam agora as derivadas de j, e j,, desacopla-
das. Efetuando os célculos encontram-se a as equagoes para o potencial quimico do
préton e do néutron, definidas a menos de uma fungao que depende da temperatura

e fracao de prétons. Tais equagoes desacopladas sao dadas por:

4 (1 2
Wy = Tlnp — 2&0/) + 3a3p2 + g (5 + SL’Q) CLQ(?Z/ — 1)p + QCyp + ngpil/B
TN\

2v/2

yp+ A(T,y) (1.26)

4 /1 2
Hn = Tlnp — 2&0/) + 3a3p2 — g <§ + SL’Q) a0(2y — 1)p + gC’spfl/:S
23
2v/2y

Para obter as fungoes A(T,y) e B(T,y), substitui-se as equagoes (1.26), (1.27) e

+ (L =y)p+ B(T,y). (1.27)

(1.2) em (1.22), resultando na seguinte equagao diferencial

yA(T,y)+ (1 —y)B'(T,y) = 0. (1.28)
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Com essa expressao em maos, atribui-se valores para A(T,y) e B(T,y) que a satis-

faca. Nesse caso, os valores atribuidos foram
)\3
AT,y) = Tln( y) e
fy
)\3
B(T,y) = TlIn (7(1 - y)) . (1.29)

Portanto, o potencial quimico de ambos os componentes do sistema pode ser

escrito da seguinte forma

D

yp+ =Cyp /3 (1.30)
WeR

+

4 /1
py = Tlin ( ) — 2agp + 3agp® + - 3 (5 + ZL‘O) ap(2y — 1)p+ 2Cyp
2
3

A3 4 (1
pn = Tln (7(1 — y)p) — 2agp + 3azp® — 3 (5 + ZL‘O) ap(2y — 1)p
23

2v/2y

A equagdo para /i, onde o subindice ¢ pode ser utilizado tanto para prétons

+

2
(1=y)p+ 3Cap™ "% (1.31)

quanto para néutrons, depende explicitamente da densidade, temperatura e do pa-
rametro de assimetria y.

Note que para o caso simétrico (y = 0,5 com C' = 0), o potencial quimico de
protons e néutrons se igualam (u, = p,). Esse fato pode ser visto nas equagoes

(1.32) e (1.33).

Tl (AB ) 2a0p + 3azp® + L L2, (1.32)
= n|— — 2a a —C .
Hp 27P 0p 3P 4\/57;0 3 P
€
A3 X 2
nw = Tin|=p| —2a0p+ 3asp* + + ZC,p 13, 1.33
I (27/)) op & 3asp” + o5 pt 30 (1.33)

Através dos potencias quimicos calculados anteriormente, pode-se obter a ex-

pressao para a energia livre de Gibbs da seguinte maneira:

G(T,P,N,,N,)
N,+N,

9(T, P,y) = ypp + (1 — y) ptn. (1.34)
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Substituindo as equagoes (1.30) e (1.31) em (1.34), encontramos:

o, Py = 1in (FEZ0) oy (120 ata) - oy
TX3
4yV/2

2
+ [+ (2y — 1)?]p + 3azp® + gCs,o—l/?’. (1.35)

1.2 Entropia

A entropia por nucleon do sistema (s) pode ser obtida da energia livre de Gibbs

através da relacao:

° [<ln

S
p
S d9(T, P, y)
= _— = — E— . 1-

N < oT Py (1.36)

Como ja possuimos a equagdo para ¢(7', p,y), dada pela equagio (1.35), preci-
samos entao achar a expressao para g—;} py due pode ser obtida da equacdo (1.2).

Obtemos entao:

3
o 214 (2 — 1] 1
5|, =T T 2 s L T ~- (1.37)
Tlry 5 = 2a0(y) + 6azp + 2Cy* — 5Csp~*% + Z[1 4 (2y — 1)7]
Utilizando a equagao (1.36), encontramos
dg N —yp l—y
et — (22D o (=2
IT Ipy ! ( g Ty
— i 1+ 2y —1)%p+ <z—2a (y) + 6azp + 2Cy*
8v/27 Y P P oly 3P Y
2 TX\3 op
— —054/3+—1+2—12>— . 1.38
SO sl ey = 17) o (138)

entdo, substituindo (1.37) em (1.38)

s =yln <1;yy) —In (AB(l; y)p) + 161;57[1 + 2y — 1)%p + g (1.39)
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1.3 Energia por Particula e Energia Livre de

Helmholtz

1.3.1 Energia por Particula

Uma vez que ja conhecemos P, s e i, podemos obter a energia por particula,

e/p, a partir da relagdo do Grande Potencial Termodindmico:
—PV =FE-TS — uN, (1.40)

onde p representa o potencial quimico total dado pela equagao (1.35).

Dividindo os termos da equagao acima por pV e sabendo que p = % ec = %,
encontramos
€
e=—-—=Ts—P+p. (1.41)
p

Substituindo as equagoes (1.2), (1.39) e (1.35) na equagdo (1.41), obtemos:

1 N(1— T3 5T
e = yTln(Ty)—Tln< (7 y)p>+16\/§7[1+(2y—1)2]p+7

1., _
1+ 2y = 1)%)p+ 5Cp™ '

TN
— T +ao(y)p —2a3p” = Cy’p —

8v/2y
Ag(1—y)p) (1—y) N >
+ Tin (7 — Tyln + 1+ (2y — 1)7]p. (1.42
ol y 492 )
Organizando os termos do lado direito da equacao (1.42), encontramos,
3T 3T\ _
e=— —ao(y)p+asp’ + Cy’p + [+ Q2y—1)%p+Cop™. (1.43)

2 16v/2y

Assim como na equacao de estado, a expressao acima nao apresenta o limite
correto para temperatura nula. Ao tratar desse caso particular, deve-se como ja

ressaltado, adicionar o termo de energia cinética por particula dado pela equagao

(1.6).

1.3.2 Energia Livre de Helmholtz

A energia livre de Helmholtz é definida por

F=E-TS. (1.44)
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A densidade de energia livre de Helmholtz ou, equivalentemente, a energia livre de

Helmholz por volume pode ser obtida ao se dividir a equacao acima por V,
F=ec-T8S. (1.45)

E a energia livre de Helmholtz por nucleon é assim definida,

f=L g (1.46)
pop

que, com o uso da energia por nucleon e da entropia por nucleon obtidos nas se¢oes
anteriores, permite escrever

A3(1 — 1—
f = Tin (M) — Tyln (_y) — T —ag(y)p + asp® + Cop™ /2 + Cy?p

v Y
3

8v/2y

Como era de se esperar, fazendo 1" = 0 e considerando o termo de energia cinética

+ [1+ (2y — 1)%)p. (1.47)

de Fermi, citado anteriormente e que deve ser adicionado neste caso, a equacao da

energia livre de Helmholtz (1.47) iguala-se a equagao (1.43).

10

f (MeV)
o a1
LA B B B B

'
a1

i
o

O‘\\\\‘\\\\‘\\\\

N
5

0,05 0,1 0,15 0,2 0,25
p (fm)

Figura 1.5: Energia livre de Helmholtz por particula para y = 0,5 em 7" = 0.

A Fig.1.5 mostra a curva de f X p para temperatura nula e fragao de protons fixa

em 0,5. Esse grafico foi gerado sem os termos de superficie e coulombiano, ou seja,
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descreve nesse caso a matéria nuclear infinita. O minimo do grafico possui apro-
ximadamente densidade 0,14 fm ™3 e energia —15,58 MeV reproduzindo os valores
conhecidos da matéria nuclear a T' = 0.

Vamos agora considerar o niicleo sendo finito ainda em 7" = 0 e incluindo os
termos de superficie e coulombiano. Nesse caso, a energia do sistema aumenta,
tornando-se assim menos ligado, o que pode ser visualizado na Fig.1.6. No ponto mi-
nimo do grafico, o valor da densidade e energia valem aproximadamente 0,13 fm =3
e —7,2 MeV. Este valor nao se distancia muito de —8 MeV que é aproximadamente
o que se obtém em calculos realistas para um nicleo com N, = N,, = 50 e raio em

torno de 6 fm, utilizado em nosso célculo.

10

a1
LI L B I B B B

0 0,05 0,1 ‘ 0,15‘ 0,2 0,25
p (fm")
Figura 1.6: Energia livre de Helmholtz por particula paray = 0,5 em 7" = 0. A linha

tracejada representa a energia com os termos C; e C'. Na linha cheia C; = C' = 0.

A anélise de graficos com temperaturas diferentes de zero sera feita nesse ponto.
Essas figuras, assim como as anteriores, sao muito tteis para tirarmos informagoes
sobre a energia de ligacao do sistema ou construir curvas caléricas. Para y = 0,5 as
figuras Fig.1.7 e Fig.1.8 mostram que o minimo da energia diminui com o aumento
da temperatura. O mesmo ocorre para a fracdo de prétons igual & 0,3 e pode ser

visualizada nas Fig.1.9 e Fig.1.10.
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Figura 1.7: Grafico da energia livre por  Figura 1.8: Grafico da energia livre por
nucleon para y = 0, 5 e diferentes valores  nucleon para y = 0, 5 e diferentes valores

de temperatura, com C;, = C' = 0. de temperatura, com Cs # 0 e C # 0.

P
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
p (fm®)

Figura 1.9: Energia livre de Helmholtz por particula para y = 0,3 e diferentes

valores de temperatura, com Cy, = C' = 0.
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10
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Figura 1.10: Energia livre de Helmholtz por particula para y = 0,3 e diferentes

valores de temperatura, com C, # 0 e C' # 0.

Graficos desse tipo podem nos fornecer a Temperatura Flash do sistema, definida
como sendo a temperatura a partir da qual nao existe mais o equilibrio hidrostatico?.
Isso pode ser notado nos géficos de f X p, pois a curva que representa a temperatura
flash apresenta um ponto de inflexao, ou seja, deixa de apresentar um minimo.

As figuras mostradas anteriormente apresentam, aproximadamente, para o caso
em que C = U5 = 0 as temperaturas flash 7y = 10 MeV e Ty = 14,8 MeV para
y = 0,3 e y = 0,5 respectivamente. Ao considerarmos os efeitos coulombiano e
de superficie, esses valores alteram-se para Ty = 11,2 MeV e Ty = 13,8 MeV. Na
verdade a temperatura flash possui uma ligacao direta com a incompressibilidade do
sistema, que pode ser escrita em termos da energia livre. Isso serd melhor explicado
no capitulo 3.

H4 uma relagao entre a energia livre por particula e o potencial quimico do
sistema (energia livre de Gibbs por particula) quando tratamos sistemas no equilibrio

hidrostatico (P = 0).

20 calculo da temperatura flash para o caso da matéria nuclear infinita é feito no apéndice C.
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Demonstraremos essa relacao primeiramente lembrando que

oF  OF
e = " = —. 1.4
H=9=9N " o, (1.48)
Com isso temos que
oF oF/V) OF/V) oV
dp  O(N/V) 9V O(N/V)
B 10F F\ V2
B vov V2) N
_ VI (LOF\_F
N oV N
P
_ bxr (1.49)
P
jA que P = —g—‘lj. No equilibrio hidrostético, ou seja, em P(py) = 0, temos entdo
que
f’
9(po) = po) (1.50)
Po

Tal relagao pode ser visualizada na figura abaixo onde exemplificamos o caso da

matéria nuclear infinita.

A5

f (MeV)

0 0.05 0.1 0.15 0.2

p (fm®)

Figura 1.11: Energia livre de Helmholtz por particula e potencial quimico para

y = 0,5 como fungoes da densidade para C;, =C =0e T = 10 MeV.
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Essa relacao é util para descrever uma construcao de Maxwell para a situacao
particular de sistemas simétricos em que P = 0. Para isso ¢ necessario procurar os
pontos de intersecao das curvas, mostradas anteriormente, que tém o mesmo valor de
energia. Isso s6 ocorre em uma temperatura especifica, correspondendo & isoterma
(grafico P x p) na qual sera tragada a constru¢do de Maxwell propriamente dita. As

proximas duas figuras ilustram esse caso.

Lo

1

1
LS U L
@

Lo

-10

f (MeV)

-15, ,r/'\

—
Lo

0 0.05 0.1 0.15 0.2
p (M

Figura 1.12: Energia livre de Helmholtz por particula e potencial quimico para

y = 0,5 como funcoes da densidade para C;, =C =0e T =4 MeV.
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Figura 1.13: Construcao de Maxwell para y = 0,5, Cs,=C =0e T =4 MeV.
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Uma forma mais geral de se fazer a construgao de Maxwell é através da curva
F X p, onde F = % O critério de Gibbs para coexisténcia de fases exige que nas
duas fases potenciais quimicos e pressoes sejam iguais. Com essa imposi¢ao,

P2 — P1

que nada mais é que a tangente comum do grafico citado para uma dada tempe-
ratura. E importante frisar que nesse caso nao ha restricado quanto & pressao, mas
apenas que essa seja a mesma nas duas fases. O caso em que y = 0,5 é mostrado

na figura seguinte.

-0.2

o
N
LI L L B B AL L

FIV (MeV.fmY)
5 .
(o))

-0.8

gl
0.05 0.1 0.15

p(fm®)

o
o
N

Figura 1.14: Energia livre de Helmholtz por volume para y = 0,5 como funcao da
densidade para Cs = C' = 0 e T = 10 MeV. A linha tracejada indica a tangente

comum.

Para melhor ressaltar aspectos importantes do grafico, adicionamos o termo
15.58p MeV.fm=3. Com os pontos A e B marcados na figura acima e através de
(1.51), calculamos o potencial quimico p = —22,1 MeV. Com este valor e usando,

por exemplo,

=p—f(p) (1.52)
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obtivemos aproximadamente 0, 0386 MeV. fm =3 para a pressao, que permite a apre-

sentacao da construcao de Maxwell, em um diagrama P X p, mostrado abaixo.

1
0.75 .
05 a
o~ r ]
E C ]
% 0.25 B
=3 L ]
o - a
ol N B —
-0.25- N
_0_57 I | I | I I | I 1

0 0.05 0.1 0.15 0.2

p ()

Figura 1.15: Construcao de Maxwell para y = 0,5, Cs,=C =0e T = 10 MeV.

Para sistemas binarios, esse tipo de construcao deve ser feita com cuidado pois
como serd mostrado no capitulo 4, para cada fracao fixa existem duas pressoes
distintas em uma mesma isoterma na coexisténcia de fases. Esse procedimento é
extremamente trabalhoso e no caso de sistemas de duas componentes nao o utiliza-

remeos.



Capitulo 2

Regioes de Instabilidade

Devido a introducao da assimetria no sistema temos que levar em conta nao
s6 a instabilidade mecénica, mas também a instabilidade quimica. As regides de

instabilidade sao definidas pelas seguintes condic¢oes

<%) <0, <a“") >0 e (2.1)
9 J)r, 9 )r,

<88—];)T7y < 0. (2.2)

Pode-se encontrar as densidades que delimitam tais regioes pelas condigoes de

fronteira para as instabilidades mecanica e quimica. Essas condig¢oes sao fornecidas

onde como mencionado no capitulo 1, o subindice ¢ pode ser utilizado tanto para

respectivamente por

prétons quanto para néutrons.

2.1 Spinodal Mecéanica

Os pontos spinodais delimitam as regides de instabilidade mecénica do sistema,

representados pelos pontos D e F da Fig.C.1 (apéndice C), que ocorrem para um
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valor ' =T, < T,. Esses pontos sao obtidos através da definicao dada pela equacgao

abaixo.

(‘2_1;) 0 (25)

P(ps) = P (2.6)

Aplicando essas defini¢oes na EOS, obtemos:

2
T, — 2a0(y)ps + 6ap; +20y°ps — o+
27r(hc)2]3/2
m 8v/2y

No caso em que desconsideramos C; e a degenerescéncia, temos

gy = G0) = Cy £V (g(f) — Oy — a1, 0

1+ (25— 1)%p. = 0. (2.7)

_'_2T871/2 |:

onde essas representam as densidades que delimitam a regiao de instabilidade me-
canica do sistema e recebem o nome de densidades spinodais.

A Fig.2.1 representa tal regido de instabilidade e foi gerada pela equagdo (2.7)
com C; = 0 e sem o termo de degenerescéncia. O grafico foi construido utilizando

diferentes valores para .

W———— 77—

--y=02
y=0.3
— y=0.5

p (™

Figura 2.1: Spinodais mecanicas.
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2.2 Spinodal Quimica

A equacao que nos fornece as densidades que delimitam a regiao de instabili-
dade quimica é retirada de (2.4). Note que o potencial quimico ndo possui uma
depéndencia explicita com relacao a pressao, por isso temos que utilizar a relacao

termodindmica envolvendo derivadas citada abaixo, para resolvé-lo.

(.- )@, e

Neste caso, X =y, U =Y =y, Z = pe W = P. A temperatura foi feita

constante para todas as derivadas. Fazendo essas alteragdes em (2.9), encontramos:

@)= @), (5),, &) a0
8?/ PT ay o, T ap y,T ay P,T’

) podendo ser escrito como:
P,T

o)
op _ \W
) pr (8P> '

y, T

ap

ap
Oy

com o termo (

(2.11)

Substituindo a equacdo (2.11) em (2.10) e utilizando a condi¢ao dada pela equa-

¢do (2.4) obtemos:

<8P) _ (%L,T <g—§>pf_ (2.12)

8—p y7T_ (%)
dy o

A equacao acima pode ser resolvida sem problemas e nos fornece a expressao

abaixo, que encontra os limites da regiao de instabilidade quimica.
c3p’ + cp® + cip+ 02/3/32/3 + C—1/3/fl/3 +c¢=0 (2.13)
onde

co =17, (2.14)

2
C,1/3 = —§CST, (215)
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2T\ 32 (1 4
= -=2 = (2 - 1- 2.1
C2/3 [ oV, 27 (2 +$0) ao 90] Cay( Y), (2.16)
4 T2)\3
o= |—=(1—m)a +2Cy] T+ , (2.17)
1 [ 3 0)ao N
32 (1 8
co = 6asT — l? (5 + ZL‘O) ap + §(1 — ZL‘O)CLQC:| y(l—y)+

T3
sv2y”

32 (1 2T \3
[? (5 +ZL‘0) ag — 16(10 +8C‘|‘ —:|

NoH 1-y) (218

6T\
V2

Tragamos a spinodal quimica (Fig.2.2) para diferentes fracoes de protons, com

3 = {32 (% + xo) ao + 120} asy(1 —y) + asy(1 —y). (2.19)

Cs = 0 e sem o termo de degenerescéncia, como no caso anterior. A instabilidade
quimica aumenta a regiao metaestavel do sistema e isso faz com que a curva spinodal
(grafico T' x p) para o caso assimétrico seja mais “difusa” com rela¢do a curva do
caso simétrico. Entenda-se aqui como regiao de metaestabilidade, tanto mecanica
quanto quimica, a regiao de interse¢ao entre a spinodal com a curva de coexisténcia

de fases, ainda nao apresentada.

p (fm’)

Figura 2.2: Spinodais quimicas.
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Perceba que para a matéria simétrica, as curvas de instabilidade mecanica e
quimica (figuras 2.1 e 2.2 respectivamente) sao idénticas. Isso ndo ocorre para a
matéria assimétrica que possui uma regiao de instabilidade quimica diferente da

regiao de instabilidade mecanica.

2.3 Ponto Pseudo-critico

Nessa secao vamos desconsiderar a instabilidade quimica. Assim, o ponto critico
definido por (P. , p. e T.) ocorrerd quando as densidades dos pontos spinodais
colapsarem em uma unica densidade p. quando 7" = 7,.. Nessa anélise, estando
ausente a instabilidade quimica, chamaremos este ponto de pseudo-critico.

Para determinar esses parametros pseudo-criticos devemos entao analisar gréaficos
semelhantes ao da Fig.1.1. O ponto P da isoterma com 7' = T, (apéndice C, Fig.C.1)
é o ponto de inflexdo no qual os pontos spinodais coincidem e que portanto deve

obedecer as seguintes condi¢des na equacao (1.2) :

(g—i)m =0 (2.20)

82P)
- = 0. 2.21
<8p2 Ty ( )

O que resulta nas seguintes equagoes acopladas:

3

T\ 2
T. = 2a9(y)pe + 6azp; +2Cy*p, + 2 [1+ 2y — 1)?|p. — 3Cp'° =0, (2.22)
8v/2 9
T 3
2a0(y) + 12asp, + 20y* + 2 1+ 2y — 1) + Cs B =0.  (2.23)

8v/2y 2T

Multiplicando (2.23) por p., temos:

3

T,
—2a0(y)pe + 12a3p> + 2Cy*p. + 2

8v/2y

Subtraindo (2.24) de (2.22), encontramos os parametros criticos, que agora estao

(14 (29— 1o + 500 = 0. (2.24)

modificados pelo termo de assimetria da seguinte forma:

8
T. = Gagp? + 5= Cop.'/? (2.25)
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onde p, é retirado da expressdo abaixo, que é calculado substituindo a equagao (2.25)
em (2.24).

2
27

8 2 Tor(ne)?1?? 1
2 24 —Cplt/? 1+ 2y —1)%p. = 0(2.2
#2 (baust + 0 ) | FEE] e (= 1Pl = 0220

As densidades pseudo-criticas sao encontradas resolvendo-se numericamente a

12a30% — 2a0(y)pe + 2Cy*pe + —=Cp7 /> +

equagao (2.26). Com esses valores, obtemos a temperatura pseudo-critica do sistema
através de (2.25) e a pressdo critica através da EOS (1.2).

O fator de assimetria afeta os valores pseudo-criticos das variaveis termodiné-
micas. Por exemplo, o grafico abaixo mostra como a temperatura pseudo-critica,
equagao (2.25), varia com y. E curioso notar que, embora o parametro de superficie
influa no valor da temperatura em funcao de y, como pode ser observado nas curvas

abaixo, seu valor maximo para cada caso ocorre para um mesmo valor de y.

20

| . C#0 : o |
. C=0 R ot
151~ s . * " ., ]
s i
[)
g ! i
8 - i
=L . 4
10~ ° T =
5 " Il ‘ Il ‘ Il !
0 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 2.3: Temperatura pseudo-critica do sistema versus fracao de prétons com C

nulo e nao nulo. O termo coulombiano foi feito diferente de zero.

Ainda com o objetivo se ter algo mais palpavel, analitico, para prosseguir em
nossa aproximagao, desprezamos agora tanto o termo de superficie quanto a corregao

de degenerescéncia para a temperatura. Nesse caso, pode-se calcular os parametros
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pseudo-criticos de maneira analitica, como pode ser observado nas equagoes (2.27)-

(2.29),

_ (ao(y) = Cy?)?

Pu(y) = 1082 (2.27)
T.(y) = <a°<y)6;30y2)2 (2.28)
pe(y) = W. (2.29)

Recaimos nos valores criticos para a matéria nuclear simétrica, fazendo y = 0,5
e C' =0, com isso recuperamos os valores mostrados no apéndice C.
O gréfico T.(y) x y da expressdo dada pela equagdo (2.28) nos fornece a curva

representada abaixo pela Fig.2.4, com C = 0.

1O o o o o o o o e L e e e

25

20

15

T, (¥) (MeV)

10

Lol b o b b b a bov o Lo b o Ly
00 0.1 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
y

Figura 2.4: Temperatura pseudo-critica do sistema versus fracao de prétons. O

termo coulombiano foi feito diferente de zero.

Nos graficos anteriores, a posi¢cao de maximo da temperatura pseudo-critica é

distinta daquela da matéria puramente simétrica, y = 0,5. No caso assimétrico,
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a posicao de maxima temperatura surge em y = 0,45. Isso ocorre devido a re-
pulsdo coulombiana que se junta ao parametro ag(y), redefinindo-o, como pode ser
observado dos valores para P, , p. e 1., acima apresentados.

Aqui, é importante chamar a atencao que, como veremos no capitulo 4, teremos
um novo grafico para a temperatura critica do sistema, onde a instabilidade quimica
serd incorporada. Ver-se-a entao que, apenas os pontos de maximo da temperatura

critica e da pseudo-critica, dispostos em funcao de y, coincidem.

2.4 Energia Livre de Gibbs-Landau

Esta secao tem uma estreita relagdo com a anterior. Pretendiamos no inicio de
nosso trabalho construir uma expansao para a energia livre de Gibbs-Landau, envol-
vendo também a equacao de estado com relacao as suas instabilidades quimicas, mas
isso nao foi possivel. Assim, a apresentamos de forma aproximada, desconsiderando
o termo de superficie e a correcao de degenerescéncia na expansao da temperatura.
Por que tal expansao de Gibbs-Landau é importante? Porque através dela é possi-
vel tratar das flutuagoes de um sistema que coexiste em fases liquido-gas, como é o
nosso caso. Usualmente, ao se fazer a construcao de Maxwell, obtém-se os pontos
de equilibrio do sistema (as fases que coexistem) e qualquer flutuagio é desprezada.

Obtidas as densidades de equilibrio, (veja os pontos A e B da Fig.C.1), todo o
ramo da curva P(p) entre A e B é substituido por uma reta que sai de A e vai até
B. No entanto, ainda analisando a Fig.C.1, h4 pontos metaestaveis (ramos entre
A e D e entre B e ') onde o sistema, em principio, poderia existir durante um
certo tempo, antes de seu decaimento para a regiao de instabilidade (ramo entre D
e F). Infelizmente, os pontos entre A e B nao sdo acessiveis via uma construcao
de Maxwell. Em sistemas infinitos, as flutuacées mais importantes se dao em torno
do ponto critico mas em sistemas finitos estas flutuacoes podem ser importantes
também em pontos distantes, para uma certa isoterma 7' < 7,. Para um sistema
mantido sob temperatura 7" e pressao P constantes, a probalidade de flutuacao de um

—AG/T

estado para outro é dada por e ,onde GG é a energia livre de Gibbs. Mas, para



Capitulo 2. Regioes de Instabilidade 36

isso, precisa-se de G(p) em qualquer ponto onde P e T sejam fixados. No entanto,
pela construcao de Maxwell, para cada isoterma haverd apenas uma pressao igual
para todos os pontos entre aqueles nos quais as fases coexistem. A expansao para a
energia livre de Gibbs-Landau, permite que todos os pontos, de qualquer isoterma,
sejam acessiveis [17]|. Para tal, define-se um parametro de ordem, no caso liquido-gas
para sistemas simétricos é usual 7 = p — p., e constroi-se a funcao G(P,T,n), para
T e P fixos, como uma expansao em 7. Para o caso pseudo-critico da secao anterior
é possivel obter analiticamente a energia livre de Gibbs-Landau, que apresentamos
abaixo.

A equagdo (1.2) pode ser reescrita em termos do pardmetro de ordem 7 e das
variaveis reduzidas t e P’, como mostra a equacdo (2.30), que foi devidamente cal-

culada no apéndice C (Eq.C.42).

P

' 1 1
— == —=t)—tn+ =0 2.
3 <3 ) 0+ 3n (2.30)

Agora tanto o parametro de ordem quanto as variaveis reduzidas dependem da

fragao de prétons y como mostram as equagoes (2.31), (2.32) e (2.33).

_ p— pc<y)
T Ty (231)
T - T.(y)
t= T (2.32)
!/ P
P= 5o (2.33)

Para obter a expansdo de Landau, basta integrar a equacdo para P, equacio

(2.30), com o vinculo

oG
— =0 2.34
on I,p ( )
feito isso, obtemos
/ 1 1 2 1 4

Para o caso simétrico, o estudo desta funcao encontra-se muito bem apresentado

por Goodman, Kapusta e Mekjian [18]. Uma generalizagio deste estudo para uma
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expansao da energia livre de Gibbs-Landau com parametros de ordem definidos
como flutuagdes de pontos spinodais pode ser encontrada em [19]. Aqui, o que
fizemos foi mostrar que mesmo com a introdugao do termo coulombiano, sua forma
permanece a mesma, mas com um novo valor para a temperatura critica, alias, no

caso, pseudo-critica.



Capitulo 3

Incompressibilidade e Calor

Especifico

Nas secoes anteriores e em conexao com o apéndice C, discutimos criticalidade
de sistemas de um componente e dois componentes para y fixo. Nessa abordagem,
a idéia de criticalidade foi apresentada desprezando-se a instabilidade quimica que
nao coincide com a instabilidade mecanica, a menos de casos particulares (y = 0, 5,
nucleos magicos, por exemplo, ou matéria nuclear infinita). Ainda continuando na
idéia de pseudocriticalidade, a visao que se teve foi a de que o ponto critico surge a
medida que as densidades liquido-gas se aproximam na curva de coexisténcia de fases.
Nessa visao, niicleos sao excitados através da temperatura e fases coexistem até que
uma tUnica fase defina-se a partir de uma temperatura critica. No entanto, algum
tempo atras, Stocker [20] propos que a criticalidade dos nicleos também pudesse ser
vista, alternativamente, de estados metaestéveis. Segundo sua proposta, haveria ja
uma criticalidade nos nicleos, na densidade em que a incompressibilidade fosse nula
em uma temperatura a partir da qual ja nao existisse mais equilibrio hidrostéatico
(P = 0). No ponto critico usual, a incompressibilidade é nula e ha divergéncia
do calor especifico a pressao constante. No que Stocker sugeriu como uma outra
criticalidade, acima exposta, também. Assim, outras investigacoes nesse sentido
foram feitas [21]. Um estudo rigoroso da dindmica de pontos metaestaveis, com

certeza, pertence a uma termodinamica de nao equilibrio, o que nao sera feito em
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nosso estudo. Usaremos a termodinamica de equilibrio, supondo que o tempo das
flutuacoes de densidade (flutuagées mecanicas) seja muito curto quando comparado
a termalizacao do sistema. Nessa secao, e na perspectiva da termodinamica de
equilibrio, estudaremos esse outro tipo de criticalidade sugerida.

A incompressibilidade da matéria nuclear é medida através da energia de resso-
nancia gigante de monopolo isoscalar (modo de compressdo, chamado de “breathing
mode”). Seu valor experimental originalmente obtido foi 210 + 30 MeV [22] mas,
recentemente, outros estudos indicam que este valor, com uma margem de incerteza
menor, seja 230+5 MeV [23]. Utilizando-se varios modelos teoricos, verificou-se que
a incompressibilidade decresce com o aumento da temperatura. Seu estudo torna-se
também importante ao se estudar exploses de supernovas [24].

Em nicleos finitos e a luz do modelo da gota liquida, a incompressibilidade pode
também ser expressa como uma expansao leptodérmica envolvendo os termos de
volume, assimetria, coulombiano e de superficie [25, 26]. O resultado experimental
acima corresponderia nessa expansao ao termo de volume. Experimentalmente, a

incerteza quanto as demais contribui¢des é enorme.

3.1 Incompressibilidade Isotérmica

Ha diferentes maneiras de se obter a incompressibilidade de forma termodinami-

camente consistente. Uma expressao muito geral e conhecida ¢ dada por

B O*f of
e = 9[%72“%7]
D*(F/p) (F/p)
Q{p2 o2 +2p Iy } (3.1)

Nao é dificil mostrar que uma outra, equivalentemente geral, veja apéndice D, é

Kr(T,y) =9 (a—p)pzﬂ. (3.2)

Ambas, calculam igualmente a incompressibilidade para qualquer isoterma, uma
vez especificada a densidade p’ de interesse. Abaixo, tratamos de particularidades

para quando p’ = pg, seja a densidade de saturacao do sistema ou, equivalentemente,
p=p
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P(po) = 0. Note que o segundo termo da expressdo (3.1) pode ser escrito da seguinte

maneira
10
dp pop  p?
e por (1.50) temos
O(F/p)
=0 3.4
dp - lp=po (3.4)
onde py é tal que P(py) = 0. Logo a equagdo da incompressibilidade torna-se
*(F/p) *f
Kr(T,y) = 9p5———2>| =9p0—> 3.5
T( 7y) Po 8p2 o pOapQ po’ ( )

mostrando assim que quando a incompressibilidade é nula, a funcao f apresenta um
ponto de inflexao.

Em nosso trabalho calcularemos a incompressibilidade isotérmica apenas para as
densidades correspondentes ao equilibrio hidrostatico. Para isso, usaremos a equagao
(3.2) com p’ = po.

Note entdao que quando K1 = 0, temos configurado o ambiente em que

oP

—| =P =0, 3.6
39 Lo (p0) (3.6)
condicoes suficientes para nos fornecer a temperatura flash do sistema.

A partir de agora analisaremos o comportamento da incompressibilidade em

funcao da temperatura e fracao de prétons, dada por:
3

1+ (25— 1)%)po — 2Cspy .
(3.7)

18T
K1 (T, y) = 9T — 18ao(y) po + 54aspj + 18Cy*po +
8v/2y
Essa expressao nao é vilida para temperatura nula. De novo, como ji mencio-
nado, para corrigir esse limite é preciso acrescentar o termo de derivada da pressao
cinética, ou seja, somar

apcin
dp

a equagao (3.7) para 7' = 0. No caso da matéria nuclear infinita, o valor encontrado

9

312 / 372\ Y3
SR (338)

de K7(T' =0,y = 0,5) em nosso modelo é de aproximadamente 362 MeV .
Geramos dois graficos representados pelas Fig.3.1 e Fig.3.2 para alguns valores

de y.



Capitulo 3. Incompressibilidade e Calor Especifico 41

300 : :

— y=05

250

K; (MeV)
=
(e
o
T L e

100
50
0 I [ [ P : [ N
4 6 8 10 12 14
T (MeV)

Figura 3.1: Incompressibilidade isotérmica versus temperatura para diferentes valo-

res de y com C' # 0 e Cs # 0.
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Figura 3.2: Incompressibilidade isotérmica versus temperatura para diferentes valo-

resdeye C =C,=0.

As figuras mostram que o valor de K1 diminui tanto com o aumento da tempe-
ratura (considerando a fragdo fixa) quanto com o decréscimo da fragdo de prétons

do sistema. Perceba também que as temperaturas que anulam a incompressiblidade
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(temperaturas flash) para as fragoes distintas estdo de acordo com as encontradas a

partir do grafico da energia livre por particula, mostrado no capitulo 1.

3.2 Incompressibilidade Adiabatica

Podemos encontrar a incompressibilidade adiabatica (K) através da equagio
(3.1). Como estao envolvidas derivadas da energia livre com relacdo a densidade, e

neste caso a entropia constante, podemos escrever
of [ 0Oe T 0s
o),  \dp/, op)

() ()] e

Para resolvermos essa equagao devemos relembrar a identidade termodinamica

logo,

envolvendo derivadas dada pela equagao (2.9):
No nosso caso X = i =e, U=Y =p, W=seZ ="T. Logo fazendo essas

alteragoes em (2.9), encontramos:

(@)= (@), (@), (%) o1

) podendo ser escrito como:
S

o (2
(o). =2y

Substituindo a equacado (3.12) em (3.11) e utilizando as equagoes (1.43) e (1.39),

or

com o termo (a_
p

(3.12)

obtemos a seguinte forma para a equagao (3.10):

A5T N3
16v/2y

2 3
15T + 15T (%) [+ 2y — 1)1 = L2011+ (29 — 1)%p

’)

KJ(T,y) = —18ag(y)p+ 5dazp® + 18Cy°p — 2C,p~"/* + 1+ 2y —1)%p

+ . (3.13)

A3
(1 16v2y
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Ao desconsiderarmos a degenerescéncia do sistema, ou seja, descartando os ter-

mos que contém A em (3.13) temos que a expressao para K, torna-se
K(T,y) = 15T — 18ag(y)po + 54azp? + 18Cy>py — 2C.py °. (3.14)

Essa equacao no limite em que a temperatura tende a zero fornece o mesmo
resultado que a incompressibilidade isotérmica. Para isso, basta que ao se tomar o
limite 7" = 0, também se acrescente o termo (3.8), como fizemos anteriormente para
KT.

A partir da expressao da incompressibilidade adiabética, geramos os graficos
mostrados nas figuras (3.3) e (3.4). Todas essas curvas foram geradas a partir de
T = 5 MeV, pois para temperaturas menores, K, a exemplo de outras grandezas
termodinamicas, como j& discutido, apresenta um comportamento erréneo nessa
regiao, provocado pela expansao da pressao cinética de um gas quase degenerado

que nao funciona bem em temperaturas muito baixas.

300 :
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Figura 3.3: Incompressibilidade adiabatica versus temperatura para y constante com

C#0eCs#0.
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Figura 3.4: Incompressibilidade adiabética versus temperatura para y constante e

C=0C;=0.

Outro ponto importante a ser destacado é a influéncia dos termos coulombiano
e de superficie. Nos casos em que y = 0,5 e y = 0,4 vemos que o valor da incom-
pressibilidade adiabéatica diminui com a inclusao desses termos. Ja quando fixamos
a fracao em y = 0,3 percebe-se que a mesma sofre o processo inverso,isto é, sofre
um aumento com a inclusao desses termos. Tal comportamento ji foi exibido pela
incompressibilidade isotérmica (Fig.3.1 e Fig.3.2).

As proximas duas figuras mostram uma comparagao entre as curvas de Kr e
K, para fragoes de prétons fixas em y = 0,5 e y = 0,3 respectivamente. Ambas
apresentam os termos de superficie e coulombiano nao-nulos. Nota-se que a incom-
pressibilidade isotérmica cai mais rapidamente e apresenta valores menores que a
incompressibilidade adiabatica. Note também que K nao atinge o eixo das tempe-
raturas, portanto nao podemos tirar informagcoes sobre a temperatura flash a partir

do grafico K, x T.
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Figura 3.5: Incompressibilidade adiabatica e isotérmica versus temperatura para

y=0,5com C #0eCs #0.
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Figura 3.6: Incompressibilidade adiabética e isotérmica versus temperatura para

y=0,3com C #0eCy#0.
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3.3 Relacao entre Incompressibilidade e Calor
Especifico por Particula

Essa secao tem como objetivo verificar a relcao termodinamica entre os calores
especificos por particula (a pressdo e volume constantes) e as incompressibilidades

calculadas anteriormente, dada por:

cy K
— = . 3.15
oW K (3.15)

Primeiramente, pode-se obter o calor especifico por particula, a volume cons-

tante, através da seguinte definicao

0s

CV(pv T) = Tﬁ—T

(3.16)

7
Y,p

que nos fornece a expressao

3 A3 ,
CMmTv:§(1—1&67u+@y—nhQ. (3.17)

O calculo de cp pode ser feito através de outra importante relagdo termodinamica

(7r),
ar ),

dada por

cp—cy=T— 1P (3.18)

2 (5’_13)

op )
onde por (3.2) podemos reescrevé-la como

oy’

aT ),
Cp — Cy = 9Tp27T (319)

Com
oP A3

T " Tovan [1+ (2y — 1)*)p? (3.20)

e Kr por (3.7), temos que
OT(1— (14 (25— 1)%)p)’

rlp.T) = evlpT) + B
4T3,
= ¢
v R

— oy (1 + 4TCV) . (3.21)
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Interessante notar que na temperatura flash do sistema, ou seja quando K1 = 0,
o calor especifico a pressao constante ¢ divergente embora o calor especifico a volume
constante seja finito assim como no gas de van der Waals.

Outra forma de se obter cp é pela definicao

Os
T)=T— 3.22
CP(ﬂ, ) oT P ( )
onde por (2.9) temos
0s Os| Op
T)=T— —| == 3.23
ee(pT) T ly,p OplyrIT ly.p ( )
com g—é’, ja calculado anteriormente em (1.37).
P

)

Com os calores especificos ja obtidos, pode-se entao calcular a razao i—g Para
simplificar os célculos desprezaremos a degenerescéncia do sistema. Assim a partir

de (3.21), temos

cy 9T — 18aq(y)p? + bdasp® + 18Cy? — 2C,p~ /3

— = . 3.24

cp 15T — 18ag(y)p? + Hdazp?® + 18C'y% — 2Cp~1/3 (3.24)
Das equagoes (3.7) e (3.14) achamos a razdo entre K1 e K, dada por

Kr _ 9T — 18ag(y)p® + 5dazp® + 18Cy> — 2C,p~'/° (3.25)

K, 15T — 18a(y)p? + 5dasp? + 18Cy% — 2C,p=1/3"

Comparando as equacgoes (3.24) e (3.25), confirmamos a relagdo termodinamica
dada pela equagdo (3.15).

Antes de finalizar esta discussao, é importante ressaltar que a divergéncia de c,,
que ocorre para K7 = 0, de acordo com a equagao (3.23), ndo é uma propriedade es-
pecifica da temperatura flash, mas de qualquer ponto spinodal de qualquer isoterma,

incluindo-se ai o préprio ponto critico do sistema.
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Coexisténcia de Fases

O estudo da transicao de fases em sistemas mistos é muito mais complexo que
em sistemas de um componente pela introdugao da assimetria (y).

Neste caso como diferenciamos prétons de néutrons, temos um sistema hetero-
géneo. Esse por sua vez se diferencia de um sistema homogéneo pelo fato de exibir
simultaneamente mais de uma fase termodindmica. Quando essas fases entram em
equilibrio termodinamico, ou seja, para um sistema de dois componentes essa con-
dicao de equilibrio significa que a temperatura, a pressao e o potencial quimico de
ambos 0s componentes sejam iguais em qualquer parte do sistema, estamos diante

de uma coexisténcia de fases.

4.1 Critério de Gibbs para Sistemas Binarios

A coexisténcia de fases de um sistema de dois componentes pode ser estudada
com o auxilio do Critério de Gibbs. Esse critério nos diz que para cada valor de
temperatura e pressao fixos, o potencial quimico de cada componente deve possuir
0 mesmo valor.

No caso de sistemas binarios essa coexisténcia é dada por uma superficie no
diagrama P, y, T. Isso pode ser mostrado através da Regra das Fases de Gibbs que
é dada por f = ¢+ 2 — m, onde f representa os graus de liberdade do sistema, c

corresponde ao nimero de componentes que o sistema possui e m é o nimero de
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fases que o mesmo pode assumir, que no nosso estudo vale 2.

Pode-se dizer entao que, ao tratarmos de sistemas de um componente temos
¢ = 1 elogo, f = 1 indicando um grau de liberdade, representando uma linha
no diagrama de fases. Quando tratamos de dois componentes, ¢ = 2, temos dois
graus de liberdade (f = 2) indicando a superficie de coexisténcia de fases citada
anteriormente.

A anélise dessa superficie de coexisténcia deve ser feita encontrando os valores
de y, p, P que a delimitam para um determinado 7. Esses valores sao encontrados
através do critério de Gibbs, isto é, para cada valor de pressao, densidade e tempe-
ratura, na EOS que é quadrética em y, temos um par de valores onde somente 0s
valores que igualam a pressao e o potencial quimico devem ser escolhidos. O critério

de Gibbs pode ser descrito analiticamente como

P(paayaaT) - P(pbaybaT)a (41)
tp(ParYas T) = pp(ps, ys, T) € (4.2)
tn(PasYas T) = ptn(po, Yo, T). (4.3)

Os subindices a e b referem-se as diferentes fases do sistema. Na verdade, no sistema
misto, temos um conjunto de trés equacoes que devem ser satisfeitas ja que os
potenciais quimicos dos componentes sao distintos como podemos ver na figura

seguinte.

H, (MeV)
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Figura 4.1: Potencial quimico para prétons e néutrons versus fragao de prétons para

C = 0. Aqui temos que T'= 10 MeV e P = 0.1 MeV.fm=3.



Capitulo 4. Coexisténcia de Fases 50

4.2 Obtencao dos Pontos de Coexisténcia: Binodal

Para resolver o conjunto de equacoes (4.1)-(4.3) é preciso encontrar valores de
Ya € Yp, pOr exemplo, a partir da andlise dos graficos do potencial quimico. Geome-
tricamente isso pode ser traduzido por encontrar um retangulo tal que o critério de

Gibbs seja satisfeito. A figura abaixo ilustra esse método.

30

K, (MeV)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

751 .
0.

sl

-60H

Figura 4.2: Construgao geométrica usando a fracao de protons e o potencial quimico

obtido pela coexisténcia de fases com C' = 0.

Assim, para cada temperatura devemos tracar os graficos dos potenciais quimi-
cos e procurar o retangulo de interesse. Tal método é extremamente trabalhoso.
Para contornar essa dificuldade, desenvolvemos um procedimento numeérico que au-
tomatiza tal procura. O método adotado foi o seguinte. Primeiro fixamos um valor
de temperatura, um valor de pressao e entramos com diversos valores de densidade
incrementados por um valor fixo (no nosso caso dp = 0.0001 fm~=2). A partir dai,
recorremos & equacao de estado para encontrar os valores de y correspondentes aos
dados de entrada. Para cada valor de densidade, encontramos dois valores para a
fragao. Tais valores sao dados por

—b+ Vb? — 4ad

2a

(4.4)

Y12 =
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onde
8(1,0 1 jﬁ)\3 :| 9

- _ 4+ + +C , 4.5
¢ [3 (2 x0> 2v/27 g (45)

Rag (1 T)\?’} 5
b = |— | =4z | + e 4.6
[3 (2 0) 22y " (456)

2a0 (1 TA?’] ) A

d = P—Tp+ |lag— —|(=+z) — —2a3p> + =C. 3. (4.7
p [0 3 (2 o) 12 p 3P 3 P (4.7)

Veja que a soma das duas solugdes de y dadas em (4.4) é dada por'
8ag (1 X3
TO (5 + SL’O) + Wy

8ao (1 T3 :

(5 w) +o; +C

b
Bty =—2= (4.8)

Dos valores encontrados para a fragao de protons, descartamos aqueles em que
y > 0,5, ja que a informagao do outro intervalo pode ser obtida pela equagao (4.8).
Com isso calculamos os potenciais quimicos para ambos os componentes.

A partir dai impomos as condigoes de estabilidade quimica e mecanica do sistema,

dadas pelas equagoes (4.10) e (4.9) abaixo

<%) >0, (a“") <0 e (4.9)
Y )1, o J)r,

oP
- > 0. 4.10
<8p)T,y ( )

Quaisquer valores que nao estejam dentro dessas condigoes sao descartados imedia-

tamente.

Com isso, o algoritmo entao passa a procurar os valores de y, e s, que satisfazem
o critério de Gibbs, da seguinte forma: para cada par y, 1, sao calculados os médulos
das diferencas D1 = 11,(ya) — pin(Ya) © D2 = p1p(ys) — pin(yp). Quando [Dy — Dy
for menor que um certo valor pré-determinado, encontramos o valor correspondente
a altura do retangulo da Fig.4.2. Simultaneamente, o mesmo processo é feito para
achar o valor da largura desse retangulo, ou seja, sao feitos os médulos das diferencgas
D3 = p1,(ya) — 1tp(yp) € Dy = 15 (Ya) — 1o (yp) € novamente quando temos a quantidade
|D3 — D,| menor que a mesma tolerdncia anterior encontramos seu valor. Ao fim

desse processo temos y, € y, determinados.

'Note que quando o termo coulombiano é nulo, a soma das raizes é igual 1.
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Esse procedimento é repetido para diversos valores de pressao sempre a uma
dada temperatura fixa. A partir dai geramos as curvas de coexisténcia de fases?
dadas pelas Fig.4.3 e Fig.4.4. Esses graficos foram tracados para T' = 10 MeV e
T =8MeV.
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Figura 4.4: Pressao versus fracao de protons para T'= 8 MeV .

Analisando as figuras acima, podemos notar que o maior efeito causado pela

2A coexisténcia de fases representada no diagrama P x y é chamada de binodal.



Capitulo 4. Coexisténcia de Fases 53

introducao do termo de superficie é a diminui¢do do ponto maximo de pressao na
curva de coexisténcia. O efeito coulombiano causa uma diminuicao na regiao de
coexisténcia. Perceba ainda que para uma mesma pressao possuimos dois valores
distintos para y, isso nos leva a pensar que agora além de uma pressao, temperatura
e densidade critica, teremos uma fragdo de prétons critica (y.).

Mostraremos agora como a temperatura influencia na regiao de coexisténcia atra-
vés da visualizacdo dos graficos P x y para diferentes valores de temperatura. A

proxima figura (4.5) ilustra essa situacao.

0.4 :
- T=8MeV 1
i T=10MeV| -
L T =12 MeV i
T =14 MeV
0.3 T=16MeV| |

P (MeV. fm°)
o
N
I

0.1—

Figura 4.5: Grafico P x y para diferentes temperaturas com C' # 0 e Cy # 0.

Note que o aumento da temperatura esta relacionado com uma diminuicao da
regido de coexisténcia de fases. Aumentando a temperatura indefinidamente, che-
garemos ao caso em que a coexisténcia deixa de ser dada por uma curva e passa a
ser apenas um ponto. Nessa situacao extrema dizemos que o sistema atingiu sua
temperatura critica maxima para um valor y = y.. Assim, os graficos das binodais
exibidos sugerem que o parametro de ordem do sistema seja 7 = y — ., anulando-se

quando a fragao de protons atinge seu valor critico.
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4.3 Regioes de Metaestabilidade

Com base nas equagoes® (2.7) e (2.13) do capitulo 2, pode-se tragar as curvas spi-
nodais que delimitam a regidao de metaestabilidade do sistema, que é definida como
a regiao existente entre a curva de coexisténcia e a spinodal quimica, representando
os estados metaestaveis, ou seja, estados que estao num minimo local de energia.
Como estd mostrado na Fig.4.6, a spinodal mecénica estd quase toda dentro da spi-
nodal quimica e por isso a contribuicao dominante nessa limitagao de estados vem

da spinodal quimica.
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Figura 4.6: Pressao versus fracao de protons para 7' = 10 MeV.

Essa mesma anélise pode ser feita na Fig.4.7, representando a mesma situacao
da Fig.4.6, a unica diferenga é que no grafico abaixo em vez da fracao de protons y

temos as densidades que gerou tal fragao.

3 Agora estamos considerando os efeitos coulombiano e de superficie.



Capitulo 4. Coexisténcia de Fases 55
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Figura 4.7: Pressao versus densidade para 7' = 10 MeV'.

Veremos agora como a temperatura influencia nas regioes de metaestabilidade
do sistema. Para isso geramos os mesmos graficos anteriores (P x y) para diferentes

valores de temperatura. Tais curvas estdo dispostas nas figuras (4.8) e (4.9).
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Figura 4.8: Pressao versus fracao de protons para 7' = 12 MeV
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Figura 4.9: Pressao versus fragao de protons para 1" = 14 MeV .

Assim, como no caso da curva de coexisténcia, as regioes spinodais também
sao reduzidas com o aumento da temperatura, fazendo entao com que a regiao de

metaestabilidade do sistema também diminua.

4.4 Visualizacao da Coexisténcia de Fases na
Construcao de Maxwell

Neste ponto do capitulo vamos analisar com mais cuidado a superficie de coe-
xisténcia de fases. A binodal nos mostra que para uma dada temperatura sua linha
é divida em dois “lados” delimitados pelo ponto critico e pelo ponto de igual con-
centracao. Um, descreve o sistema de alta densidade, que podemos considerar como
sendo a fase liquida e o outro descreve o sistema de baixa densidade, fase gasosa.

Para facilitar o entendimento da coexisténcia de fases a partir da binodal, mon-
tamos duas figuras auxiliares (Fig.4.10 e Fig.4.13), que também podem ser vistas em
[27]. Nelas podemos notar alguns elementos. Primeiro, temos o ponto critico (PC)
que se caracteriza por apresentar a mesma densidade em ambas as fases (liquida e

gasosa). Segundo, o ponto de maxima assimetria (MA) que possui a menor fragao
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de protons que o sistema pode atingir para uma dada temperatura. Por tltimo,
temos o ponto de igual concentragdo (IC) que possui o mesmo valor para a fragao
de protons em ambas as fases, mas com diferentes densidades em cada uma delas
para uma mesma pressao.

Essas figuras mostram duas situagoes diferentes, porém possuem a mesma inter-
pretacao. A primeira situacdo é quando preparamos o sistema para uma fracao de
protons superior a fracao critica, Fig.4.10. Preparando o sistema com uma fragao
de prétons inferior a fracao critica, teremos a situagao representada na Fig.4.13.

Vamos entao explicar essas duas situagoes:

1. Caso em que y > ¥,

0.4 i

T =10 MeV

0.3

P (MeV.fm")
o
N
‘ T
98s

MA
0.1+

Figura 4.10: Superficie binodal, com 7" = 10 MeV, montada para exemplificar o

ponto critico (PC), o ponto de igual concentracdo (IC) e o ponto de maxima assi-

metria (MA) para y > y.. Aqui C' # 0 e Cs # 0.

Nesse primeiro caso vamos assumir que o sistema esteja inicialmente preparado
em uma fase gasosa, de baixa densidade, com y = 0,2. Iniciamos o processo de
compressao isotérmica até chegarmos ao ponto A. Neste momento o sistema possui
duas fases, pois comeca a aparecer uma regiao de maior densidade, dada pelo ponto

B, com uma nova fracao de protons yg. Pela lei de conservacao, a fragao de protons
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total do sistema neste processo deve permanecer constante, ou seja, neste modelo
nao ocorre criacdo nem aniquilacdo de nucleons. Por isso, a reducao de volume
continua até que a fase gasosa evolua de A — D e a fase liquida evolua de B — C.
No ponto C, o sistema deixa a regido instavel e a fase inicial quase desaparece,
existindo apenas em um volume infinitesimal com uma densidade correspondente a
Yp.

E interessante perceber que neste caso ocorre uma transicio entre os dois “lados”
da linha binodal. Comecamos em uma fase de baixa densidade e terminamos em
outra com alta densidade.

Toda essa analise acarreta numa generalizagao da construcao de Maxwell que

pode ser vista no gréafico abaixo.
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Figura 4.11: Isotermas com 7" = 10 MeV para um sistema preparado com y = 0, 2.

A nova construcao de Maxwell produz a linha AC. Aqui C' # 0 e C, # 0.

Esse grafico nos mostra que a nova construcao de Maxwell ndo ocorre para pres-
soes iguais, quando se mantém y fixo, pois no caso de um sistema binério, temos que
respeitar a lei de conservacao para a fracao de prétons. Note que entre os pontos
A e C temos uma regiao nao fisica. Pode-se acrescentar também que esses pontos

coexistem e possuem densidades de prétons e néutrons na fase gasosa e densidades
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de protons e néutrons na fase liquida respectivamente.

Essas densidades podem ser escritas como:

i

oy = Yp

pn = (L=, (4.11)

sendo p, a densidade de prétons, p, a densidade de néutrons e o sobre indice i
representa as fases liquida e gasosa que as densidades podem assumir.
Os valores de y e suas respectivas pressoes e densidades correspondentes ao gré-

fico representado pela Fig.4.10, se encontram na tabela seguinte:

Y p(fm=3) P(MeV.fm=3)
y=0,200 0,006 0,023
0,078 0,31
yp = 0,009 0,046 0,31
yp = 0,405  0.110 0,023

Tabela 4.1: Valores das grandezas utilizadas no exemplo y > yc.

Explicagao equivalente pode ser encontrada no diagrama y X p. Na Fig.4.12,
vé-se que uma vez fixado o valor de y (0,2 por exemplo) haverd duas densidades
distintas, correspondendo a duas fases (liquida e gasosa) que podem ser encontradas
pelas equagoes (4.11). Assim, para um dado valor de y, acima de y., a densidade de
protons coexiste em duas fases, sendo igualmente valido o mesmo para a densidade
de néutrons. No entanto, ressaltamos novamente que tais coexisténcias se dao para

valores diferentes de pressao, como visto na figura de P x y.
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Figura 4.12: Curva y X p;; para T = 10 MeV. Os pontos em vermelho reproduzem
as densidades para y = 0,2 com C' # 0 e Cy # 0.

2. Caso em que y < ¥,
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Figura 4.13: Superficie binodal, com 7" = 10 MeV, montada para exemplificar o
ponto critico (PC), o ponto de igual concentracao (IC) e o ponto de maxima assi-

metria (MA) para y < y.. Aqui C' # 0 e Cy # 0.
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Nesse proximo caso vamos preparar o sistema com uma fragao de protons inicial
de 0,1 no estado gasoso. Do mesmo modo que no caso anterior, o sistema é compri-
mido isotermicamente até chegar ao ponto A. Neste ponto comeca a surgir uma fase
de maior denidade no ponto B. Surge entao uma instabilidade no sistema pois nao
temos a conservagao do y original, ou seja, temos a coexisténcia de duas fases, mas
com fracoes distintas. Logo, o sistema é comprimido até o ponto C onde a fragao se
iguala & definida inicialmente. Isso tudo pode ser visualizado na Fig.4.13.

Perceba que agora a fase gasosa evolui de A — (' e a fase liquida de B — D, isto
é, a binodal é cortada novamente, mas desta vez do mesmo “lado”. Diferentemente
do caso anterior, temos o sitema terminando o seu processo na mesma fase inicial
(gas) enquanto que a fase liquida desaparece neste estagio.

Como no exemplo anterior, podemos visualizar uma nova constru¢ao de Maxwell

pelo grafico P x p:
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Figura 4.14: Isotermas com 7" = 10 MeV para um sistema preparado com y = 0, 1.

A nova construcao de Maxwell produz a linha AC. Aqui C' # 0 e C, # 0.

Podemos notar pela linha que liga o ponto A ao ponto C', na figura acima,

que o sistema é mecanicamente estavel e possui apenas a instabilidade quimica.

Essa instabilidade é fornecida pela equagdo (4.9). Nesse processo, comegamos a
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compressao isotérmica em uma fase de baixa densidade e terminamos nesta mesma
fase, porém com pressao diferente.

Para o sistema é mais favoravel se dividir em duas fases com fragoes de prétons
distintas, pois mantém os potenciais quimicos iguais. Entretanto o sistema nao chega
a ficar totalmente na fase liquida, pois essa quando alcanca o seu volume maximo
desaparece ficando apenas a fase gasosa no ponto estavel C.

Os valores de y e suas respectivas pressoes e densidades relativas a Fig.4.13, se

encontram na tabela seguinte:

(0 p(fm=3) P(MeV.fm™3)
y=0,100 0,009 0,045
0,048 0, 320
yp =0,180 0,073 0, 320
yg =0,373  0.108 0,045

Tabela 4.2: Valores das grandezas utilizadas no exemplo de y < v..

Outro método que podemos utilizar para comprovar o que foi feito anteriormente
é a analise do grafico abaixo (Fig.4.15). Esta figura mostra claramente que para um
determinado y temos duas densidades e ambas, neste caso, representam o estado
gasoso. Portanto, a linha pontilhada na figura indica a baixa densidade que se inicia
e termina o processo, comprovando que a matéria encontra-se no fim do ciclo em

forma de gés.
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Figura 4.15: Curva y X pyx para T = 10 MeV com C' # 0 e Cy # 0. Os pontos em

vermelho reproduzem as densidades para y = 0, 1.

Podemos ter uma melhor visualizacao de como funciona a construcao de Maxwell
na Fig.4.16, onde variamos a fracao de protons, mantendo a temperatura fixa em
T = 10 MeV. Notamos que pra y # 0,5 (caso da matéria simétrica) a construcao
nao é uma reta horizontal, ou seja, as densidades que delimitam as regioes de insta-
bilidade e metaestabilidade estao & pressoes diferentes. Quando chegamos a fragao

correspondente ao caso simétrico, temos entao a construcao de Maxwell usual.

P (MeV.fm°)

e b e b e b e b e
0 0.025 0.05 0.075 0.1 0.125
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Figura 4.16: Construcao de Maxwell em 7" = 10 MeV com C # 0 e Cs # 0 para
y=20,2;0,3e0,5.
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4.5 Linhas de Pontos Criticos e de Igual
Concentracao

Iremos, a partir de agora, especificar o método para encontrar as linhas corres-
pondentes aos pontos criticos (PC) e de igual concentragio (IC). O ponto onde essas
se interceptam nos da a temperatura critica maxima que o sistema pode assumir.

e Linha de Pontos Criticos:

Em sistemas de um componente, encontramos o ponto critico através das
condi¢oes dadas por (2.20) e (2.21). Em sistemas binarios, a generaliza¢ao

desse procedimento nos fornece agora uma linha de pontos criticos que é en-

al@)
—_— =0 4.12
( dy T,P ( )

2
(8 “j) ~0. (4.13)
Ay T.P

Para a obtencao dos pontos da linha critica, pode-se optar por p,, ou u,, pois

contrada pelas condicoes

estes nos dao o mesmo resultado. No nosso trabalho utilizamos o potencial

quimico dos prétons.

Como estas equagoes nao possuem uma dependéncia explicita com a pressao
usaremos a relacdo termodinidmica dada pela equacdo (2.9). Os resultados sao
os seguintes: para a primeira condigdo (4.12), obtemos a equagdo cibica que
delimita a regido de estabilidade quimica dada em (2.13). Para a segunda

condicao, obtemos a expressao da equacgao abaixo

—0. (4.14)

0%, opP
(@) _(@) _(8p8y)y,T<6_y)p,T
dy? T.P dy? p,T (8_]3)
op ), r

Apos calculada a expressdo para (4.14), que possui uma dependéncia em

relacao a densidade, fracao de protons e temperatura, substituimos o valor de
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y extraido da primeira condicao é dado por

_ —B+VB?—4AD

y 5 A (4.15)
com
1 6T\ 32 (1
A = — |:32 (§+l‘0) a0+120+ \/§fyj|a,3p3+§<§+l‘0) a%pZ
(32 /1 2T N3 TH3 8
— |—= | =4+z0 | ag — 16a¢ + 8C + 24 (1 = x9)agCp?
3 (2 o) 0 0 \/57] 8\/§7P 3( 0) oL p
2T\ 32 /(1 4C'1 9
— 4+ — | = — /3 4.1
+ _9\/574—27(24—3:0)&04— 9_Csp , (4.16)
i 1 6T\ 32 (1
B = -32 <§ —|—.I‘0) ag + 12C + \/57- a3p3 — 3 <§ —|—Jj‘0) G’SPQ
32 /1 2T N3 T3 8
+ |—==4+20)ay— 16ag+ 8C + 2 (1= z0)agCp?
3 (2 o) 0 0 \/ify} 8\/§fyp 3( 0)agCp
2T\ 32 (1 4C
- W + 2—7 (5 + IEQ) ag + ?] 05,02/3 +2CTp (4.17)
e

2
p—=CTp 3472  (4.18)

4
D = 6asTp* + {——(1 — x0)agT + 5

T2)\3
; |

2v/2y

Com todas essas equagoes em maos, o procedimento utilizado para o célculo
da LPC é feito da seguinte maneira: para uma temperatura fixa encontramos
as raizes da equagdo dada em (4.14), ou seja, encontramos os valores de p para
um y dado pela equagdo (4.15). Os valores criticos sdo encontrados quando
esta densidade é uma raiz, logo, a temperatura na qual temos solucao para p
é a temperatura critica e conseqiientemente, o valor p é a densidade critica e o
valor da fracao é o y.. A pressao critica é obtida através da equacao de estado

com os valores dados por p =p.,, y=y.e T =1T..

Ao calcularmos a temperatura critica dessa forma, nota-se que sua de-
pendéncia com a fracdo é diferente daquela apresentada no capitulo 1, onde
calculamos os pontos pseudo-criticos. A comparagao pode ser vista no grafico

seguinte, onde estao dispostas as duas curvas.
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As duas curvas s6 se tocam quando o valor da temperatura critica é mé-
ximo, isto é, em apenas um valor de y. Quando consideramos o efeito coulom-

biano temos que essa fracao é y = 0, 45.

20

Condicéo 1

15—

T (MeV)

c

10—

Condicéo 2

Figura 4.17: Temperatura critica do sistema em funcao de y. A condicao 1 é dada

o _ (&n — ica op _ (o°p _
por <8y>P,T = <8y2>P,T = 0 e a condicao 2 por <8p>y,T = <8p2>y,T =0.

e Linha de Iqual Concentracao:

O procedimento para encontrar essa linha é semelhante ao anterior, porém

o valor para a fracao de protons utilizada é diferente. Essa equagao é calculada

(‘g—f;) 0 (419)

ye(T) = 0,5 : (4.20)

1+

da seguinte maneira:

que nos fornece

8(1 X
5(3 +20) + 2v/2y
A interpretacao deste ponto em sistemas bindrios é a mesma que para siste-

mas de um componente, isto é, teremos a mesma razao de prétons e néutrons
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em ambas as fases. Quando incluimos o efeito coulombiano, temos que o ponto
de igual concentragao ocorre em y = 0,45 para o valor de C' que utilizamos.

Se desconsiderarmos esse efeito, o IC' se dard com y = 0, 5.

Podemos dizer que neste ponto o sistema possui apenas a intabilidade me-
canica, deixando de possuir a instabilidade quimica devido & igualdade do
potencial quimico de prétons e néutrons. Isso pode ser visualizado no grafico

abaixo (Fig.4.18).

H, (MeV)

-80 I | I | I | I | I I

Figura 4.18: Potencial quimico versus fragao de protons para C' # 0 e C # 0.

4.6 Superficie Binodal

Para sistemas de dois componentes, como dito anteriormente, temos uma linha
de coxisténcia de fases, com certos valores para P e y, com T constante e nao
mais pontos de coexisténcia como no caso simétrico. Se nao mantivermos mais
a temperatura constante vamos conseguir construir um grafico em trés dimensoes
(Fig.4.19). Como era de se esperar temos o aparecimento de uma superficie de
coexisténcia devido ao grau de liberdade a mais que o sistema possui. Fazendo um

corte no plano x x y desta figura, teremos os graficos mostrados anteriormente.
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Figura 4.19: Superficie binodal indicando a coexisténcia de fases. As fatias contidas

no plano x x y representam as binodais vistas anteriormente. Este grafico foi feito

com C'#0e Cy #0.

Essa figura em trés dimensoes possui alguns novos elementos. Estes por sua vez,
surgem devido aos pontos criticos e de igual concentracao explicados anteriormente.
Temos entdo a linha de pontos criticos (LPC) e a linha de igual concentragio (LIC).
O gréfico acima contém toda a informagao para a coexisténcia de fases em sistemas

binérios.
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Ordem da Transicao de Fase

Nesse capitulo discutiremos a ordem da transicao de fase em sistemas binarios.
Comecaremos com o estudo do caso de sistemas de um componente e a partir dai
tentaremos visualizar sua generalizacao. De um modo geral, o entendimento de
transicoes de fase torna-se mais simples a partir do conhecimento do parametro de
ordem do sistema em estudo, que deve descrever bem, qualitativamente, as diferentes
fases do sistema. Em torno do ponto critico, a partir do qual o sistema descrevera
uma unica fase, esse parametro, usualmente uma diferenca entre uma grandeza
termodinamica entre as duas fases, deve ser pequeno. Sua grande utilidade esté
no fato de que outras grandezas termodindmicas possam ser expandidas em torno
do ponto critico. Nem sempre, no entanto, esse parametro de ordem é simples
de se descobrir. Para sistemas com um componente, onde se pretende estudar a
coexisténcia de fases liquido-gés, pode-se usar a diferenca das densidades em cada
fase como sendo o parametro de ordem, 1 = pji; — pgas- Igualmente valida seria a
escolha de n como sendo a diferenga de volume (ou mesmo como sendo a diferenga de
entropia) entre as duas fases. J& em sistemas binarios, um parametro de ordem aceito
e utilizado é a fracao de um dos componentes em cada fase. No caso estudado até
entao nessa tese, 1 = yii; — Ygas- B capitulos anteriores, apresentamos a evolugao
de varias grandezas termodinamicas, em funcao da temperatura, mantendo y como
um parametro fixado. Assim, por exemplo, nesse capitulo a entropia por particula,

em funcdo da temperatura, foi visualizada (Fig.5.1 e Fig.5.2) para distintos valores
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de y fixados. Seu comportamento em forma de S sugere algum tipo de transi¢cao de
fase em uma certa regiao de temperatura, que apenas nesse capitulo passaremos a

investigar.
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Figura 5.1: s x T para diferentes valores  Figura 5.2: s x T" para diferentes valores
deye P =01MeV.fm™3. C #0e deyeP =015MeV.fm=3. C #0e
Cs #0. Cs # 0.

Como veremos, a escolha desse parametro de ordem y para sistemas binarios,
conjuntamente com sua fixacao, como imposicao da conservacao do niimero de pro-
tons, gera muita controvérsia, principalmente no que diz respeito a defini¢cao da
ordem da transicao de fase.

Um grupo de autores [27, 28| defende que a matéria nuclear assimétrica exibe
assinaturas de uma transicao de fase continua, enquanto, em trabalhos recentes,
Chomaz et al [29] afirmam que a transicdo de fase na matéria nuclear assimétrica
seria de primeira ordem. Chomaz et al argumentam que ao se fixar o parametro de
ordem numa transicao, perde-se muita informacao sobre a ordem da transicao de fase
em si e que portanto, apesar de parecer uma transicao de fase continua, a transicao
de fase da matéria nuclear assimétrica seria, a exemplo, da matéria nuclear simétrica,
também de primeira ordem. A fixacdo de y, como ja vimos e explicamos no capitulo
anterior, mostra que, para uma isoterma, em um grafico P X y, havendo coexisténcia

de fases, essas terao que compartilhar para diferentes densidades, diferentes pressoes
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e também diferentes potenciais quimicos. Em outras palavras, para que se tenha
em densidades diferentes, pressoes e potenciais quimicos iguais, é necessario que
haja diferentes valores de y. Essa afirmacao pode ser verificada em qualquer curva
binodal isotérmica que apresentamos até entao.

Uma vez colocadas as observagoes acima, passaremos a investigar a ordem da
transi¢do, tentando no que for possivel, agregar mais informacoes para o entendi-
mento dessa questao.

Para analisar a ordem da transicao, a partir das equacoes de estado que ja
apresentamos, poderiamos usar tanto o grande potencial quanto a energia livre de
Gibbs (entalpia livre). Usaremos essa tultima e note, pela equagdo (1.35) que a
mesma depende explicitamente de y, p e T'.

No nosso sistema termodinamico, uma transicao de primeira ordem é caracteri-
zada quando a entropia, equagao (1.39), apresenta uma descontinuidade para algum
valor da temperatura. Por sua vez, essa descontinuidade provoca uma divergéncia
em derivadas superiores de g, necessarias para obtenc¢ao da calor especifico a pressao

constante, assim como a incompressibilidade, por exemplo.

D%g
Cp = — W (51)

Quando a descontinuidade na entropia nao se apresenta, no sistema que ainda
coexiste nas duas fases, mas surge um comportamento em que haja “bico” em s(7),
fala-se em uma transicao de fase continua. Nesse caso, a capacidade térmica e a
incompressibilidade apresentam descontinuidade.

Nesse capitulo, trataremos basicamente de graficos g(7') x T'e s(T") x T na busca

pela assinatura da ordem da transicao.

5.1 Comportamento da Transicao em Sistemas
Simétricos

O ponto de partida foi tracar a construcao de Maxwell para a matéria nuclear

infinita (sistema homogéneo, y = 0,5) em uma temperatura fixa 7" = 10 MeV. Para
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isso utilizamos a binodal mostrada na figura seguinte com o objetivo de obter o valor

da pressao que nos fornece a exata construcao de Maxwell nesse caso.
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Figura 5.3: Binodal com C' = Cy = 0 para T = 10 MeV. A linha pontilhada nos
indica a pressdo de coexisténcia, P = 0,0350914 MeV.fm=3, para y = 0, 5.

A partir dai obtemos a seguinte construcao:

0.75 .
0.5 .

0.25 .

P (MeV.frm)

-0.25- .

0 0.025 0.05 0.075 01 0125
p (fm?)

Figura 5.4: Construcdo de Maxwell na isoterma 7" = 10 MeV com C = C, = 0.
Aqui a fracao é y = 0, 5.
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A ordem da transicao de fase desse sistema é determinada a partir da analise
de graficos da energia livre de Gibbs por particula (feito a partir de 1.35) e da da
entropia (feito a partir de 1.39). Observe que nesse caso ha apenas um potencial
quimico e que deve ser igual nas duas fases. Assim, no grafico mostrado na Fig(5.6),
vé-se que g x T conecta as duas fases, liquida e gasosa, em T = 10 MeV. Ao se
analisar o grafico da entropia por particula, portanto, vemos que em 7' = 10 MeV
as entropias das duas fases terao que se conectar descontinuamente, exibindo uma

transicao de fase de primeira ordem, Fig.(5.5).

-10—

g (MeV)

Figura 5.5: s xT paray = 0,5 e pressao  Figura 5.6: g x T para y = 0,5 e pressao
P = 0,0350914 MeV.fm™3, com C = P = 0,0350914 MeV.fm=3, com C =
Cs = 0. Cs=0.

Repetimos e chamamos atencao aqui que, a temperatura na qual a energia livre
de Gibbs é igual em ambas as fases é exatamente 7' = 10 MeV (temperatura de
coexisténcia da binodal para y = 0,5 e P = 0,0350914 MeV.fm™3), que também é
a temperatura na qual a entropia apresenta a descontinuidade mostrada.

Note ainda que ao se construir o grafico g x T' nenhuma exclusao a priori foi feita
com relacao as regioes de metaestabilidade e mesmo de instabilidade do sistema.
Essas regioes, no entanto, surgem justamente no laco que compoe a curva g x 1. As
temperaturas que delimitam essas regioes do sistema, excluidas pela construcao de

Maxwell, estao representadas nas curvas anteriores pelos pontos A e B. Na verdade
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essas sao as temperaturas limites, que em um grafico P X p sdo tais que apresentam
um ponto spinodal (%—]; = () exatamente na pressao de coexisténcia do sistema na

temperatura 7' = 10 MeV'. Isso pode ser visto na Fig(5.7).
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Figura 5.7: Isotermas T' = 10 MeV, Ty = 6,7 MeV e Tg = 15,4 MeV com C =

Cs, = 0. Em todas as isotermas y = 0, 5.

5.2 Comportamento da Transicao em Sistemas
Assimétricos

Agora discutiremos como a assimetria pode ou nao alterar a ordem da transi¢ao
de fase. Para fazer essa analise vamos variar a fragao de protons do sistema para a
mesma pressao da construcao de Maxwell do caso da matéria nuclear infinita, citada
anteriormente, a fim de comparar os resultados como feito em [27]. Isso nos fornece

os seguintes graficos:
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Figura 5.8: s x T para y =

pressao P = 0,0350914 MeV.fm~

C=0Cs=0.

I
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Figura 5.10: s x T' para y =

C=Cs=0.
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Figura 5.9: ¢g x T para y = 0,3 e
pressao P = 0,0350914 MeV.fm™3, com
C=0C,=0.
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Figura 5.11: g x T para y = 0,35 e
pressao P = 0,0350914 MeV.fm™3, com
C=0C,=0.



Capitulo 5. Ordem da Transicao de Fase

Figura 5.12: 0,4 e
pressao P = 0,0350914 MeV.fm =3, com
C=C,=0.

s X T para y =

Figura 5.14:
pressao P = 0,0350914 MeV.fm ™3, com
Cc=0,=0.

s X T para y = 0,45 e
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Figura 5.13: g x T para y = 0,4 e

pressao P = 0,0350914 MeV.fm =3, com
Cc=0C,=0.
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Figura 5.15: g x T para y = 0,45 e
pressao P = 0,0350914 MeV.fm ™3, com

C=0C,=0.

Verifica-se nos graficos acima a existéncia de uma sinaliza¢do para uma transicao

de fase. Mas de que ordem? Aqui é muito importante assinalar que as fases liquida

e gasosa que seriam conectadas via g X T, nao se encontram em 7' = 10 MeV,

seu ponto de interseccao. Esse caso particular, ja é algo distinto do caso simétrico

inicialmente mostrado. Veja, nas curvas, que a variacao de y na direcao de y = 0,5

faz com que essa interseccao se aproxime de 7' = 10 MeV.
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Como no caso simétrico, os graficos da entropia por particula e energia livre de
Gibbs por particula, também apresentam temperaturas limites para as regides de
metaestabilidade, que nao foram excluidas na construgdo de g x T' e que dao origem
aos lacos nessas curvas e aos limites das curvas em S da entropia. Esses limites,
para cada valor de y, envolvem a regiao de metaestabilidade quimica e mecéanica,

como pode ser visto no grafico 7' x y, Fig.(5.16) abaixo.

16 T
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T (MeV)
=
o
1 T T ‘ T T T ‘ T T T ‘ T T T ‘ T T T ‘ T T T

bt
3

Figura 5.16: Curva T' x y representando os limites das regides spinodais quimica

(curva vermelha) e mecénica (curva preta). Nessas curvas C' = Cs = 0.

Para construir as curvas acima, impusemos que todo e qualquer ponto de me-
taestabilidade quimica e mecénica, necessariamente tivesse a pressao fixada em
P = 0.0350914 MeV fm=3 como nos graficos apresentados nas figuras (5.8)-(5.15).
No caso particular em que y = 0, 5, os valores limites dessas temperaturas, onde as
metaestabilidades mecénica e quimica coincidem, sao os mesmos apresentados na
primeira sec¢ao desse capitulo e mostrados no grafico P x p para T = 10 MeV. Veja
ainda no grafico T' x y, Fig.(5.16), como a regido de metaestabilidade quimica se
insere dentro da regido de metaestabilidade mecéanica.

Analisando essa situagao quando C' # 0 e C # 0, essa configuracao nao muda,

qualitativamente, no que diz respeito a presenca dos lacos e S’s nas cuvas de g e s
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respectivamente. Como exemplo desse caso, observe os graficos abaixo.
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Figura 5.17: sxT paray = 0,3 e pressao  Figura 5.18: gxT paray = 0, 3 e pressao
P = 0,0350914 MeV.fm=3, com C #0 P = 0,0350914 MeV.fm=3, com C # 0
e Cy # 0. e Cy #0.

Para sair do impasse quanto a ordem da transicao de fase, ja que a energia livre de
Gibbs nao apresenta qualquer sinal especial de transicao no valor da temperatura
da isoterma da binodal, Serot e Miiller, propuseram que essa se desse de forma
continua [27] entre as temperaturas limites das regioes de metaestabilidade exibidas
anteriormente para para cada valor de y fixado. Nesse caso, a energia livre de Gibbs
teria que ser calculada dentro de uma regido de coexisténcia de fases, para uma
pressao fixa e evolutivamente com a temperatura.

Na regiao de coexisténcia, a energia livre de Gibbs deve levar em conta as fragoes

de protons y' e y” de cada fase. Assim, para um certo valor fixo de y temos

g(T, Py) = (1= Ng(T, P,y') + Xg(T, P,y") (5.2)
onde
_ N// _'_ N//
A=2 e (5.3)
N, + N,

veja, por exemplo, [27, 30].
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Vamos agora traduzir A = f(y,v’,y"). Definimos inicialmente ¢’ e y” para cada

fase. Seja
g o N (5.4)
N, + N}, Ny + N
e considerando que
N, = NI’) + NI’)’ e N,=N +N/ (5.5)
chega-se em
y = M
N, + N,
= 1=y +MN (5.6)
que nos fornece
T Y-y
A= Wl (5.7)

Da mesma maneira comporta-se a entropia na regiao de transicao. Por isso sua

expressao é dada pela seguinte equagao
5(T,P,y) = (1= \N)s(T, P,y) + Xs(T, P,y/"). (5.8)

Isso é o que se chama de regra da alavanca e descreve a energia livre de Gibbs e
a entropia por particula na regiao de coexisténcia de fases.

Ilustramos a seguir para y = 0.3 e P = 0,05 MeV.fm™3, que faz corresponder
na binodal para T = 10 MeV, com os termos coulombiano e de superficie nao-nulos,
as fragoes ¢y’ = 0,0899709 e 3" = 0,369401 os graficos para g (regra da alavanca) e

g (sem regra da alavanca) em func¢io da temperatura.
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Figura 5.19: Energia livre de Gibbs como fun¢do da temperatura, com C # 0 e

C, # 0.

Para uma melhor visualizacdo e comparagao removemos os lacos das figuras

acima,
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Figura 5.20: Figura sem lagos da energia livre de Gibbs como funcao da temperatura,

com C'#0e Cy #0.
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O que se percebe é uma sutil suavizagao de g comparativamente a g em funcao da
temperatura. Tal “suavizacdo” passou a ser interpretada [28] como uma transigao
de fase continua. Assim, a ligacdo entre a entropia de uma fase e a entropia de
outra, é feita continuamente por uma curva que vai desde s(74) até s(Tg), onde T}y
e Tg sao as temperaturas limites do inicio ao fim da transicao de fase. Chomaz et
al |29] contestam tal interpretagio, como ja mencionado anteriormente, dizendo ser
tal transicao continua apenas uma mimica, pela imposicao de que y tenha que ser
constante.

Antes de finalizar essa se¢do e a partir da equacao (5.2) apresentamos mais
graficos da entropia e da energia livre de Gibbs por particula para um valor de
pressao maior e mais nitidamente distante do caso simétrico y = 0,5. Com o valor
da pressao definida, os valores de fracao de cada fase foi determinado a partir da
binodal T' = 10 MeV. Para a pressao P = 0,15 MeV.fm ™3 obtemos i’ = 0, 0579942
ey” =0,361773.
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Figura 5.21: sxT paray = 0,3 e pressao  Figura 5.22: gxT' paray = 0, 3 e pressao
P=0,15MeV.fm3, comC=Cy,=0. P=0,15MeV.fm3, com C = C, = 0.
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Figura 5.23: s x T paray = 0,35 e pres-  Figura 5.24: g x T para y = 0, 35 e pres-
sao P=0,15MeV.fm™3. C=C,=0. sao P=0,15MeV.fm™3. C=C,=0.
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Figura 5.25: sxT paray = 0,4 e pressao  Figura 5.26: gxT' paray = 0,4 e pressao
P=0,15MeV.fm3, comC=Cy,=0. P=0,15MeV.fm=3, com C = C, = 0.
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Figura 5.27: s xT paray = 0,45 e pres-  Figura 5.28: g x T" para y = 0,45 e pres-
sao P=0,15MeV.fm™3. C=C,=0. sao P=0,15MeV.fm™3. C=C,=0.

Achamos que a questdao da ordem da transicao de fase para matéria nuclear
assimétrica estd ainda longe de ser algo bem estabelecido de forma clara. A defesa
de que seja uma transicao de fase continua tenta responder a falta de assinatura
nitida para que se defina uma transicdo de primeira ordem. Por outro lado, a
argumentagao de que seja, a exemplo do caso da matéria nuclear simétrica, uma
transicao de fase de primeira ordem, nao consegue também exibir tal manifestacgao,
uma vez que se sente tolhida pela imposicao de que y, o parametro de ordem, seja
constante. Alias, como deve ser, j4 que tanto na coexisténcia quanto na transicao
de fase, o nicleo tem o niimero de protons e o niimero de néutrons constantes. Para
fugir de tais dubiedades, talvez tivesse que se pensar em um paradmetro de ordem

alternativo, o que também nao é uma tarefa muito simples.



Capitulo 6
Aplicacoes

A partir de agora todo o estudo desenvolvido nos capitulos anteriores sera apli-
cado em nucleos finitos reais. Para isso escolhemos quatro niicleos com diferentes
fragoes de protons. Sdo eles: 255U (uranio), 2BPb (chumbo), '32Er (érbio) e J0Zr
(zirconio).

Como cada nuicleo mencionado possui um raio diferente, devido ao nimero de
particulas, os parametros da equacao de estado dada em (1.2), dependentes do raio,

alteram-se para cada nicleo. Isso pode ser visto na tabela 6.1.

Nuacleo gy R (fm) C(MeV.fm™') C,(MeV.fm?)

28U 0,38 7,19 187,03 1,73
20Pb 0,394 6,87 170, 96 1,81
WZr 0,444 5,20 97,20 2,39
2Er 0,447 6,19 138,70 2,00

Tabela 6.1: Parametros dos ntcleos finitos.

Com os dados mostrados anteriormente, calculamos os parametros criticos para
cada um desses elementos, através da linha critica que nos fornece os graficos 7, x y,
P.xye p.xy. O procedimento adotado foi de gerar tais graficos para cada nticleo, ou
seja, para cada conjuntos de valores (R, C' e () e a partir dai extrair as informacoes

da frac@o de protons correspondente. A tabela 6.2 apresenta os valores de T, P., p.
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b
chc '

e a razao

Nicleo T.(MeV) P.(MeV.fm™3) p.(fm=3) ﬁ
238U 16,681 0,236 0,048 0,289
2%Pb 17,180 0,243 0,049 0, 286
ZBZI 19,423 0,277 0,051 0,275
1(55§Er 18,052 0,256 0,050 0,283

Tabela 6.2: Valores criticos dos nicleos.

85

Comparativamente, para a matéria nuclear infinita (C = C;, = 0 e y = 0,5),

temos os seguintes valores criticos: T, = 20,593 MeV, P, = 0,385 MeV.fm™3,

pe = 0,056 fm=3 e L= =0,33.

chc

A contribuicdo dos termos correspondentes ao efeito de superficie e ao efeito

coulombiano na equagao da energia por particula para as densidades criticas men-

cionadas, encontram-se na proxima tabela.

Nicleo ec = Cy?p.(MeV) eg = C’Spc_l/?’(MeV)

238
52U
208
90
10241

152
esEr

1,360
1,309
0,996
1,391

4,723
4,922
6,405
5,434

Tabela 6.3: Valores dos termos de superficie e coulombiano retirados da expressao

para a energia por particula, dada em (1.43).

Outro aspecto interessante a ser analisado em nitcleos finitos é a chamada curva

calorica, grafico T' x €*(T'), onde £*(T") é a diferenca entre o minimo de energia,

retirado do grafico e(T, p,y) x p em uma dada temperatura fixa e o minimo de

energia retirado do mesmo grafico, mas com 7" = 0.

Este aspecto se tornou muito importante quando se observou em colisoes de fons

pesados em baixas temperaturas a possibilidade de se extrair o calor especifico a
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partir de curvas caldricas em diferentes regides de massas nucleares [31, 32, 33|.
Alguns dados experimentais sugerem fortemente a existéncia de um plateau nessas
curvas, como exibiremos adiante. Este fato, passou entao a ser considerado como
uma assinatura importante para a existéncia de transicoes de fase em niicleos quen-
tes.

150

Assim, mostraremos pontos na curva caldrica que geramos para o “g,om, junta-

mente com os graficos retirados de [9].
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Figura 6.1: As curvas caloricas sio mostradas para '$Sm (y = 0,37, linha grossa
de tragos longos), '39Sm (y = 0,41, linha grossa cheia); para 6V (linha grossa
pontilha-tracejada) e 9V, (linha grossa de tragos curtos) com volumes fixados para
166Sm e para o gis de Fermi [31] (K = 10.0, linha pontilhada fina e k& = 13.0, linha
fina cheia). Resultados experimentais de [32] (quadrado), [33] (triAngulos) e [31]
(estrelas grandes) também sdao mostrados. Os pontos vermelhos correspondem ao

1%0Sm do nosso modelo.

Curiosamente, apesar de um modelo muito simples, nossos pontos estao proximos

dos valores experimentais.



Conclusoes

Neste trabalho discutimos varios aspectos relevantes da termodinamica de siste-
mas de dois componentes, aplicadas a matéria nuclear assimétrica. A equacao de
estado que utilizamos, do tipo Skyrme, possibilitou a obtencao de varias expres-
soes analiticas para algumas grandezas termodinamicas. Os termos de superficie
assim como devido & interagdao coulombiana foram inspirados fenomenologicamente
pelo modelo da gota liquida. Assim, com esta simplificacao, os efeitos da superficie
nao dependem estruturalmente da densidade e por conseqiiéncia da temperatura,
como € o caso, por exemplo, de modelos para a matéria nuclear semi-infinita, usual-
mente, calculados na aproximacao de Thomas-Fermi [34]. Mesmo assim e com suas
limitacoes, o modelo que utiliizamos permite extrair informacoes qualitativamente
corretas no cenario de temperatura finita para a matéria nuclear assimétrica; bem
como, resultados quantitativos aproximados.

Agora, relacionaremos pontos que julgamos importantes dos resultados obtidos
ao longo do trabalho, algumas digressoes e também algumas perspectivas para tra-

balhos futuros.

e No modelo utilizado, em temperatura nula, a matéria nuclear infinita satura
em p = 0.14 fm=3 com energia de ligacdo —15.6 MeV. Para um ntcleo finito
de raio R =6 fm e y = 0,5 o modelo prevé saturacdo em p = 0.13 fm =2 com

energia de ligacao por nucleon igual a —7.2 MeV, veja Fig.1.6.

e Vimos entdo, que este modelo relativamente simples, descreve bem os dados
relativos & matéria nuclear infinita em temperatura nula. No regime de tem-

peratura finita analisamos, através dos graficos da energia livre de Helmholtz,
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como a temperatura e a assimetria influenciam na energia de ligagao do sis-

tema.

e A variacao da fracao de protons y, que controla a distingao entre os consti-
tuintes da matéria nuclear, altera substancialmente as spinodais mecanica e
quimica, modificando assim suas regioes de instabilidade e de metaestabilidade
no sistema. Em um diagrama 7" x p, a spinodal quimica envolve a spinodal me-
canica fazendo com que, em termos praticos, a regiao de metaestabilidade a ser
considerada seja dominada pela spinodal quimica. A medida que a assimetria

decresce, ambas as spinodais se aproximam e colapsam em y = 0, 5.

e Desprezando-se a instabilidade quimica, ainda na matéria nuclear assimétrica,
definimos pontos pseudo-criticos, dependentes da assimetria do sistema, a par-
tir dos quais foi possivel a construcao analitica da energia livre de Gibbs-
Landau. Nos gréaficos de T, x y, observamos que o maximo nao se da para
y = 0,5 (caso simétrico) e sim para y = 0,45. Isso se deve basicamente ao
efeito coulombiano. O efeito de superficie causa apenas um aumento na tem-
peratura pseudo-critica. Voltaremos adiante a este ponto quando discutirmos

a ordem da transicao de fase.

e A incompressibilidade isotérmica e adiabatica foram analisadas como funcao
da temperatura para as densidades correspondentes ao equilibrio hidrostatico
(pressdo nula). O aumento da assimetria, que corresponde & diminui¢do de
y, diminui o valor de ambas incompressibilidades. A temperatura flash do
sistema ¢ definida quando a incompressibilidade isotérmica se anula. Assim,
essa temperatura também tem seu valor afetado pela assimetria, veja figuras
(3.1) e (3.2). Os termos de superficie e coulombiano quando presentes, reduzem
o valor das incompressibilidades. No entanto, para y = 0,3 esse efeito se
inverte, possivelmente por causa da competicao entre os termos coulombiano e
de superficie. Observe-se que para 0.4 <y < 0.5, regiao onde se situa muitos
nicleos finitos, a temperatura flash estd em torno de 14 MeV, conquanto a

temperatura critica proppriamente dita, proveniente da curva de coexisténcia,
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estd em torno de 16 MeV, veja o capitulo 6. Segundo Stocker [20], é muito

dificil experimentalmente a distincao entre estas duas criticalidades.

e Os calores especificos (a pressao e a volume constantes) também foram obtidos.
Analiticamente, verificamos a validade da relagao termodinamica que envolve
essas grandezas com as incompressibilidades térmica e adiabética. Foi verifi-
cado também que o calor especifico a pressao constante diverge em qualquer
ponto spinodal, onde o ponto flash é apenas um caso particular. No entanto, o
calor especifico a volume constante, nao diverge. Este mesmo comportamento

ocorre em um gas de van der Waals.

e A coexisténcia de fases foi detalhadamente estudada para os sistemas assimé-
tricos. Primeiramente, vimos que o critério de Gibbs deve, naturalmente, levar
em consideracao os potenciais quimicos de cada componente do sistema, para
que se possa encontrar a regiao de coexisténcia, que para o caso de sistemas
binarios, é uma superficie no espago P, y, T. A metodologia de obtencao da
curva de coexisténcia foi, achamos, bem explicada. Cortes nessa superficie em
planos de temperatura fixa, geraram as binodais (graficos P X y), permitindo-
nos analisar processos de transicao de fases no sistema. Vimos também pelas
figuras apresentadas (grafico P X p) que a regido de metaestabilidade do sis-

tema é delimitada pela instabilidade quimica.

e Para facilitar o entendimento da coexisténcia de fases nas binodais, quando
se fixa a fracdo de protons, decodificamos seu entendimento via isotermas
em planos bidimensionais P X p, onde uma construcao de Maxwell pode ser
visualizada, capitulo 4. Naquele exemplo, fica claro que impondo-se y fixo,
apenas na situacao em que y = 0,5 as pressoes das fases liquida e gasosa sdo

iguais.

e A temperatura pseudo-critica, introduzida no capitulo 2, a partir da qual
gerou-se a energia livre de Gibbs, foi também confrontada com a verdadeira
temperatura critica, veja Fig.4.17. Observa-se que para 0.35 < y < 0.55 a

discrepancia entre ambas nao é tao grande.
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e A ordem da transicao de fase foi investigada e mostramos os limites de tempe-
raturas entre os quais as regioes de metaestabilidade, sinalizadas pelos lagos de
g x T, surgiram. Para uma pressao fixada, veja Fig.5.16. Mostramos também
como se realiza a proposta [27]| de se entender a transigdo de fase como sendo
continua, ao se construir a energia livre de Gibbs na regidao de coexisténcia,
que no texto chamamos de g. A construcao de g x T' e g x T' foram exibi-
dos nas figuras (5.19) e (5.20). Observa-se uma ligeira suavizagdo de g x T
com relagdo a g x T' que se interpreta como uma transi¢cao continua. Como
j& mencionamos no capitulo 5, Chomaz et al discordam de tal interpretacao,
argumentando que a fixacdo do parametro de ordem, no caso y, distorce esse

entendimento. Para nds, este ponto ainda nao estd bem esclarecido.

e Aqui, relacionado ao item acima, colocamos uma questdo que pretendemos
investigar. Serd que ao se impor a fixacao de y, nao se poderia transferir o
papel de parametro de ordem para a densidade? Note-se que ao construirmos a
energia livre de Gibbs-Landau e com y fixado, o parametro de ordem escolhido

foi n = 2 =r,<W) N aproximacio que fizemos ao definir T,(y), pe(y) € P.(y),

pe(y)
a ordem da transicao de fase estava muito clara: seria de primeira ordem para
qualquer valor de y. Mas lembramos que instabilidade quimica foi desprezada

neste caso. Um caminho, achamos, para investigacao seria tentar manter 1 =

p(y)—pe(y)

o) como parametro de ordem, mesmo quando a instabilidade quimica
C

for incorporada.

e Nas aplicacoes que fizemos, consideramos alguns niicleos finitos com diferentes
valores da fracao de protons e obtivemos seus parametros criticos. Pode-se
notar, pela tabela 6.2, que as temperaturas criticas obtidas ainda sao bem
elevadas. Mesmo o caso do uranio, cuja temperatura critica decresce cerca
de 4 MeV com relagao a temperatura critica calculada para a matéria nuclear
infinita, ainda é alta. Isto muito se deve a deficiéncias na construcao do proprio
modelo, com alta incompressibilidade, por exemplo, K = 362 Mel/. Também

calculamos e apresentamos o fator de compressibilidade na tltima coluna da
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tabela 6.2. Este fator é usualmente associado & “dureza” da FOS. Pelo que

se observa, os termos de superficie contribuem para “amolecer” a mesma.

e Para algumas temperaturas, calculamos alguns pontos para a energia de ex-
citagdo no caso do 129Sm (y = 0.41). Curiosamente, estes pontos nao distam
tanto dos valores experimentais. Ressalta-se aqui que nao houve qualquer pre-
tensao de se reproduzir qualquer tipo de “plateau”, uma vez que no modelo

utilizado, o calor especifico a volume constante nao diverge, como ja mencio-

nado anteriormente.



Apéndice A
Expansao do Virial para a EOS

A Ezxpansao do Virial pode ser utilizada em um sistema fisico para tentar des-
crever 0 comportamento de um gas real, pois leva em consideragao a corre¢ao nos
termos da equacgao de estado ligados a temperatura. Se considerarmos apenas o
primeiro termo desta expansao teremos o comportamento de um gés ideal.

Nesse apéndice vamos encontrar através da Ezpansdo do Virial a EOS para o
potencial que descreve a equacao de van der Waals, conhecido como potencial de
Lennard-Jones.

A Expansao do Virial pode ser escrita da seguinte forma:

o0 3\ -1
e (y) (A1)
onde k representa a constante de Boltzmann.

Os termos a;(T") representam os coeficientes da Expansdo do Virial e A o com-

primento de onda térmico dado por:
orh2\
- () "

Esses coeficientes se encontram calculados na literatura e para [ = 1, 2 sao escritos

onde m é a massa do nucleon.

da seguinte forma:
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a1(T) = 1. (A.3)

2 oo u(r
as(T) = —)\—7; i (e* C ol 1) ridr, (A.4)

onde u(r) representa o potencial de interagio entre as particulas.
Em nosso trabalho vamos utilizar apenas os coeficientes até ordem [ = 2 da
expansao, pois esses sao os termos que nos interessam para o calculo da equacao de

estado.

A.1 Potencial de Lennard-Jones

Em 1924, Lennard-Jones escreveu uma férmula semi-empirica para o potencial

que descreve muito bem o comportamento do gis de van der Waals, dada por:

=122~ (2] s

Algumas consideragoes sobre esta equacao devem ser feitas. Por exemplo, essa
funcdo para o potencial apresenta um minimo de valor —e a uma distancia ro = 2%/%¢
e tende ao infinito (positivo) para valores de r < o e vai para zero (negativo)
lentamente com r >> ¢. O termo a esquerda do “minimo” é denominado atrativo e

o termo a direita repulsivo.

12

Na equagao A.5 o termo com poténcia em r~° é considerado repulsivo e o de

6

poténcia r~° é o atrativo. Vamos aproximar a parte repulsiva para:

u(r) = +oo, para 1 <Tmy (A.6)
e a parte atrativa como:
TQG
u(r) = —ug <— ) , para 1 > Ty, (A.7)
r

Logo,
+oo, para r <7rg

—Uyg (7)6, para 7 > 1.
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Substituido o potencial na equacao A.4, temos:

2 o0 0 )%
as(T) = _)\_7; (eiW(T) — 1) r2dr. (A.8)

Assumindo que % << 1, obtemos:

e*%(%o)e ~1-— (T—0)6, (A.9)

r

substituindo (A.9) em (A.8) e resolvendo a integral, chegamos a seguinte expressao

para a(7T):
27rg Up
1) =3 1] Al
a2(T) = 533 T (A.10)
Podemos reescrever a equagao A.1 da seguinte maneira:
Pv A3
Substituindo as expressoes de a;(7) e ax(T) em (A.11), encontramos:
Pu X2 (21 Uo
g L 1- 2] A12
kT * v ( 33 ) kT ( )
kT 27ro Ug
P~ 1- 2] Al
v { * Jv kT } (A-13)
27rd kT 277
P Dug | & — (1 - =2 A4
( - 3v? uo) v ( 3v ) ( )
Definindo a = 27;”3; ug e b= 27;r8 e arrumando a equagao, temos:
kT —b
<P+%)g—( Y ) (A.15)
v v v
Logo,
(P+5) =ty = kT (A.16)
v

que é a chamada Equacdo de van der Waals.



Apéndice B

Equacao de van der Waals

Neste apéndice vamos apresentar a equacao de van der Waals, muito bem co-
nhecida na descri¢do de gases reais quando se usa a aproximacao de campo médio.
Discutiremos sua criticalidade e a reescrevemos em sua forma escalonada. Esta equa-
¢ao escalonada é conhecida como a manifestacdo da lei dos estados correspondentes,
onde as constantes da equacao original que devem ser ajustadas para cada tipo de
gés, sao absorvidas e nao mais aparecem em sua forma final. Assim a equagao de

estado é apresentada exibindo seu carater de universalidade.

B.1 Equacao de Estado

As equacgoes do tipo van der Waals sao equacoes de estado que descrevem
mais precisamente as relacoes P — v — T', para gases reais classicos. Os efeitos de
componentes repulsivas e atrativas das forcas intermoleculares sao levados em conta
neste modelo. Transi¢oes de fase sao também previstas por tais modelos.

Em 1873, van der Waals, derivou a seguinte equacao:

(P+%> (v —b) = RT, v:%. (B.1)

A pressao expressa em uma equacao de estado é pressao que forca as moléculas
a ficarem confinadas em um recipiente de volume V. Para um gas ideal, cujas inte-

ragoes entre as moléculas sao desprezadas, essa pressao é a propria pressao externa.



Apéndice B. Equacao de Van der Waals 96

Para modelos que tratam de gases reais, como o de van der Waals, essas interagoes
sao equivalentes a uma pressao interna cujo efeito é reduzir a pressao total. O termo
a/ v? representa esta pressdo interna.

O volume nao nulo das moléculas também é relevante neste modelo. Um gés
nao pode ocupar todo o volume do recipiente em que estd encerrado pois suas
moléculas apresentam volume e por conta disso existe no recipiente um volume
excluido (co-volume), ndo disponivel para o deslocamento das moléculas. Tal efeito
é representado no modelo de van der Waals pelo termo v — b. A solucao da equagao
(B.1) exibe trés raizes.

A transicao de fase ocorre em uma temperatura critica 7., onde essas trés raizes

coincidem.

B.2 Parametros Criticos

Podemos expressar as constantes a e b em funcao dos parametros criticos,

aplicando a condicao de criticalidade quando 7" — T...

(), (32),

Logo,
oP RT 2a
(&), o
o*pP 2RT 6a
(5), "o .

No ponto critico cada equacao acima é nula, o que nos leva a

a

Pc — ﬁ, (B5)
ve=3b e (B.6)
8a
T. = . .
“  27TRb (B.7)
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B.3 Lei dos Estados Correspondentes

Podemos expressar a equagdo (B.1) de uma forma universal, ou seja, definindo

P/ == F’ (BS)

W = UE (B.9)
T

T'=— (B.10)

e combinando (B.1) com os dois conjunto de equagoes (B.5-B.7) e (B.8-B.10) encon-
tramos a chamada Lei dos Estados Correspondentes:

(P’ + %) (30 — 1) = 87" (B.11)

que é a equacao de estado de van der Waals em uma forma adimensional, escalonada
nos parametros criticos e sem a dependéncia das constantes a e .

O mesmo procedimento serd adotado na analise das equacgoes de estado da ma-
téria nuclear simétrica e assimétrica com o objetivo de analisar a estrutura de suas

transicoes de fase.



Apéndice C

Equacao da Matéria Nuclear

Simétrica

Podemos analisar algumas propriedades da matéria nuclear, como transicoes
de fase, através de sua equacao de estado. O modelo a ser analisado é derivado
de uma interacao de alcance zero do tipo Skyrme que trata da matéria nuclear
simétrica, ou seja, onde o nimero de prétons é igual ao nimero de néutrons, e
sem interacoes coulombianas e termo de superficie. Para efetuarmos os célculos dos
parametros criticos, utilizamos os calculos apresentados no Apéndice B. Vamos mais
além quando a escalonamos em termos de pontos spinodais, mais gerais do que o

ponto critico usual.

C.1 EOS de Skyrme Simétrica
A equacao de estado simétrica tem a seguinte forma analitica:
P = 2a3p® — aop® + pkpT. (C.1)

Esta equagao é do tipo van der Waals, ou seja, p possui trés raizes e portanto
podemos adotar as mesmas técnicas usadas anteriormente para o estudo deste mo-

delo.
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C.2 Pontos Criticos

Vamos encontrar a Lei dos Estados Correspondentes para a equacao de Skyrme,
escalonando a equacao C.1 com os seus valores criticos como no caso da equacao de

van der Waals. A condigao a ser aplicada neste caso é

P
() o e
p P=Pc
82P)
— =0 (C.3)
( apz P=Pc
que nos fornece
a
Pe = 6—0(/]3’ (04)
a2
k’BTC = 6—;)3, (C5)
3
a
), = —1080%2). (C.6)

Substituindo as equagées (C.4-C.6) em (C.1) e definindo

P
P = C.7
Pc’ ( )

;P
p=—, C.8
L (©3)

T

T =— }
T (C.9)
obtemos entao:

P =p® —3p% + 30T (C.10)

Podemos reescrever a equagao (C.10) de outra maneira, ou seja, através de outra

normalizacao utilizando o parametro de ordem 7 e a variavel reduzida ¢, mostrada

abaixo:
n="2_1, (C.11)
Pe
T
t=1— —. .12
T (C.12)

Essa outra normalizac¢ao nos fornece:

P =1-3t—3tn+n’. (C.13)
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Trabalhando agora com a equagao escalonada (C.10), podemos analisar as regices

de metaestabilidade a partir de uma expressao de 7' x p. Tal expressio é obtida

@_1;) o, (C.14)

T =p(2—-p). (C.15)

impondo a seguinte condigao:

encontramos entao:

C.3 Pontos Flashes

Agora vamos encontrar a equagao escalonado para os pontos flashes, que seria
uma forma de Lei dos Estados Correspondentes para estes pontos.

Condicoes dos pontos flashes:

(g—P) o, (C.16)
P/ p=ps

As constantes ag e az possuema a seguinte relacao com 7:

2ksT kgT
ag = Lfa as = v 2f’ (018)
Py 2p%
onde
a? ap
kpT; = —% = . C.19

Quando substituimos (C.18) em (C.1) nos resulta na seguinte equagio de estado

escalonada

P* = p*3 —2p* 4 p*T™ (C.20)

com b
P = mef, (C.21)

w_ P
pr = or (C.22)

T
T = ?f (C.23)

Combinando T, e Ty das equagdes (C.5) e (C.23), encontramos T, = %.
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C.4 Pontos Spinodais

Vamos fazer agora uma generalizacao da Lei dos Estados Correspondentes, da
equacao de estado da matéria nuclear, escalonando-a com os valores dos pontos

spinodais. Definamos entao o que sao esses pontos.

0.6

.5

=
T

(L3

P (MeV/fm")

=
[

l . . |
0
. 0.4

iy

Figura C.1: Curvas de isotermas de pressao em funcao da razao de densidades,

retirada de [19]. A linha tracejada representa a construgdo de Maxwell.

Podemos ver pela Fig.C.1 que a regiao delimitada pelos pontos D e E apresenta
a condicao %—1; < 0, esta regiao é fisicamente nao permitida pois indica um aumento

de volume para cada aumento de pressao e portanto é dita instavel. Ja as regioes

delimitadas pelos pontos A e D, E e B sao fisicamente permitidas pois %_1; > 0,

tais regioes sao ditas metaestaveis. Os pontos spinodais sao definidos pela condigao

%—1; = 0. Notemos que quando 17" — T, os pontos spinodais colapsam para o ponto
critico P indicado na figura.

Entao, aplicando as condig¢oes para os pontos spinodais

(%) ~-o (C.24)
8p P=Ps

P(ps) = Pk, (C25)
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determinamos

% pp.Ts — 3P, P, kpT,
= A = —— .
2 2

Essa equagoes quando substituida em (C.1) nos resulta na seguinte equacao de

o (C.26)

estado escalonada

P = (1-2A)p"" + (3A, — 2)p™* + p*T", (C.27)
onde
P
Pf=—— C.28
kBpsTs’ ( )
pr=L, (C.29)
Ps
T
T = — C.30
TS’ ( )
P
A, = S C.31
kBpsTs ( )

A equacao de estado escalonada para o ponto critico é recuperada fazendo A, —
1 como é de se esperar i t itico é t inodal. E a
3 perar, pois o ponto critico ¢ um ponto spinodal. a equacao
escalonada para o ponto flash é recuperada fazendo A, — 0

Para uma dada isoterma 7', podemos obter de forma analitica as densidades

spinodais p,, que sao os limites da regiao de instabilidade mecéanica do sistema,

fazendo
Pl
ap P=Ps
0 que nos resulta
e
2
P, =P, {1 — 3t (1 + g\/i)] : (C.34)
com t dado pela equagao (C.12)
Por definicao:
_ P — Ps
n= 5 C.35
p (©:39)
_ T-T.
t= = (C.36)
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Podemos relacionar esse paraAmetro de ordem 7 e a variavel reduzida ¢ com os

definidos pelas equagoes C.11 e C.12. Encontramos entao:

n:g%n+n—1, (C.37)
_ T,

= Z%(1—¢#)— 1. .
f=71-1 (C.38)

Substituindo as equagdes (C.35) e (C.36) na equagdo escalonada para o ponto

spinodal (C.27), temos
P=(Ag+1) +tq+ (1 —3A4)7" + (1 — 24,)7°. (C.39)

Se fizermos A; — 1/3 temos que T' — T, entdo pela equagao (C.33) ps — pe.

Portanto pode-se escrever, nesse limite, as seguintes relacoes:

=1, (C.40)

t = —t (C.41)

logo pode-se reescrever a equagao (C.39) em termos de 1 e ¢t como:

P’ 1 1
= (2 —¢t) —tn+ Zn? C.42
3 (3 ) T ( )

Temos entao uma equagao escalonada em termos do parametro de ordem 1.

Perceba que essa equacao é identica a equagao (C.13), mostrada anteriormente.



Apéndice D

Equivaléncia entre Expressoes da
Incompressibilidade

A incompressibilidade isotérmica de sistemas termodinamicos, dada por

O(F O(F
Ky — g[pz (82//))+2p (a/p) ’
p p

(D.1)

onde F = % e I'=E—TS, pode ser escrita de formas diferentes’. Demonstraremos

agora algumas dessas expressoes.

Temos que
O(F/p) 10F F
= = = D.2
dp pOp p? (D-2)
€
O2(F 10°F 2 0F 2
(F/p) _ 1OF 20F  2f (D.3)

Ip? pOp* p*0p  p?
logo, multiplicando (D.2) por 2p e (D.3) por p? temos, por (D.1), que a incompres-
sibilidade também pode ser escrita como

PF

(D.4)

INeste caso, todas as derivadas sdo feitas a temperatura constante.
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Porém
OF 0 (0F
op>  Op \ Op
0 (P + Jf)
= = D.5
o\ (D.5)
l1o(P+F) P+F
- - — , D.6
p Op p? (D-6)
onde fizemos uso da seguinte relacao
oF P+ F
i . D.7
o p (D.7)

Sendo assim, por (D.4), chegamos em outra expressao bastante ttil para a in-

compressibilidade dada por

IP+F) P+F
KT:9[< + >— + } (D.8)
dp p
Note que a partir de (D.5) temos
PE 0 (P+F
o dp\ p
_ 1P P 10F _F
pOp p* pdp p?
10P 1 <P +F OF )
_ - 2 - . D.9
pop  p\ p dp (D-9)
Mas por (D.7),
P+F OF
~ 22—, D.10
g o (D.10)
resultando em
PF 10P
—_— = ——. D.11
Ip? p Op (D-11)
Assim chegamos, por (D.4), em uma quarta expressao para a incompressibilidade
dada por
oP
Kr=9—. D.12
r=95 (D.12)

Em sistemas a temperatura nula, as expressoes dadas por (D.1), (D.4) e (D.8)
tém o mesmo formato porém agora com F = £. No entanto, (D.12) ndo necessita de
nenhuma modificagao, mostrando assim que esta é a expressao mais geral possivel

para o célculo da incompressibilidade isotérmica.
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