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Resumo

Estudamos a evolugdo temporal de um sistema quéantico, sob o regime
adiabético, através da formulacao de integrais de trajetoria. Reobtemos
as fases de Berry para sistemas de espectros de energia ndo-degenerado
e degenerado, recuperando os resultados conhecidos na literatura,
inclusive verificamos o comportamento das fases por uma mudanca de
base de autoestados instantidneos da hamiltoniana. Apresentamos
também uma demonstracdo do Teorema Adiabatico[1l] usando uma
notacdo atual. Temos um resumo comparativo das representacdes de
Schrodinger e de Heisenberg para uma hamiltoniana que varia no
tempo e descrevemos como aplicar o Teorema Adiabatico a um operador

qualquer na representacéo de Heisenberg sob o regime adiabético.



Abstract

We study the time evolution of a quantum system under the adiabatic condition using
the path integral formulation. We reobtain Berry's phase for systems with non-
degenerate and degenerate energy spectra, recovering the well-known results on the
literature, and we verify the behavior of the phases under a change of basis of the
energy instantaneous eigenstates. \We also present a simple derivation of the Adiabatic
Theorem[1] using the current notation. We have a comparative summary between the
Schradinger's and the Heisenberg's pictures when the quantum system is driven by a
time-dependent hamiltonian and we show how to aply the Adiabatic Theorem to any

operator in the Heisenberg's picture that evolves under adiabactic conditions.
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Capitulo 1

Introducao

Para descrevermos as leis que governam os fenémenos fisicos, dispomos de duas
ferramentas matematicas fundamentais que nos dao informacoes locais e globais
sobre o sistema em estudo: a formulacao diferencial e a formulagao integral. Na
Mecanica Quantica, a formulacao diferencial é dada pela equacao de Schrodinger,
a qual descreve a evolucao dinamica de um sistema que é representado por um
vetor pertencente ao espago de Hilbert, o vetor de estado. A formulagao integral,
por outro lado, ¢ dada pela integral de trajetoria, onde o sistema é descrito pela
evolucao de uma funcao de onda a partir de um instante considerado inicial até
um instante posterior.

As equagoes da Mecanica Quantica (M.Q.) que dao a dinAmica do sistema
fisico sao equacoes lineares e, portanto, a soma de solugoes linearmente indepen-
dentes é também uma solucao destas equacoes. Com isso surge o fendmeno de
interferéncia, que esta diretamente relacionado a presenca de fases. Fases estas
que podem ter conteudo fisico, como as fases dinamicas que sao indissocidveis
do sistema fisico, e as fases que podem ter apenas natureza matemaética, estando

associdas as bases completas nas quais representamos o vetor de estado que des-
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creve o sistema fisico. As fases matemaéticas podem ser canceladas ou acrescidas,
por conveniéncia, através de uma mudanca de base. E de se ressaltar, portanto,
a importancia que tem o estudo das fases na M.Q.

Fases ndo-dinamicas ja eram conhecidas desde o inicio da M.Q.[1], contudo, foi
somente em 1984 que M.V. Berry derivou as fases geométricas [2]. Ele obteve as
fases estudando a evolucao adiabatica de um sistema quéantico em interacao com
o meio e governado por uma hamiltoniana de espectro nao-degenerado, através
da equacao de Schrodinger, ou seja, na formulagao diferencial. Estas fases sao
conhecidas na literatura como fases de Berry. Dentro da mesma formulacao dife-
rencial, Wilczek e Zee [3] estudaram um sistema submetido a uma hamiltoniana
que varia no tempo adiabaticamente e de espectro degenerado obtendo uma es-
trutura nao-abeliana classica para as fases geométricas. A formulacao integral foi
entao utilizada por Kuratsuji e lida [4] que, através das integrais de trajetoria, des-
creveram dois sistemas quanticos com escalas de tempo muito diferentes entre si,
analisando o comportamento da hamiltoniana efetiva do sistema mais lento com
a aquisicao das fases geométricas durante sua evolugao. Em 1989 M.V. Berry|5]
mostrou como obter as fases geométricas da Ref.[2] por integrais de trajetoria
para um sistema governado por uma hamiltoniana de espectro nao-degenerado
em interacao com a vizinhanca através de funcgoes ciclicas que variam lentamente
no tempo.

Neste trabalho temos por objetivo estudar as fases de Berry dentro do forma-
lismo das integrais de trajetoria, tanto para sistemas governados por hamiltoni-
anas de espectro nao-degenerado quanto para hamiltonianas de espectro dege-
nerado. Estudamos sistemas que evoluem adiabaticamente no tempo e interagem
com o meio de forma fenomenologica, através de campos classicos. Confirmamos

os resultados ja obtidos [2, 3, 5| e estendemos a aplicagao deste formalismo ao



Introducao 3

caso degenerado, pormenorizando, inclusive, os procedimentos de mudanca de
base via integral de trajetoria.

Ao utilizarmos o formalismo das integrais de trajetoria, podemos calcular a
evolucao temporal das amplitudes de probabilidade de um sistema quantico tra-
balhando apenas com func¢oes, o que, comparativamente a formulagao diferencial,
é mais confortavel, uma vez que nao se faz uso de operadores. Fica evidente
também, nesse formalismo, a diferenca introduzida pela Mecanica Quéantica em
relacao & Mecanica Cléssica, quando devemos levar em conta todas as trajetorias
possiveis para o calculo da evolucao da amplitude de probabilidade entre dois
instantes quaisquer, dadas as condicoes de contorno. A auséncia de uma tnica
trajetoria no espaco das coordenadas surge como conseqiiéncia da nao comuta-
tividade dos operadores posicao e momento. As trajetérias que contribuem efeti-
vamente para o resultado sao aquelas nao descartadas pela aplicacao do Teorema
Adiabético.

Para desenvolvermos nosso estudo torna-se conveniente uma primeira abor-
dagem as fases geométricas. Desta forma, no capitulo 2, apresentamos as fases de
Berry no formalismo de equagao diferencial, o mesmo utilizado por M. V. Berry
para a obtengao destas fases em hamiltonianas ciclicas [2]. Tratamos o caso par-
ticular mais simples de um sistema quantico governado por uma hamiltoniana
de espectro nao-degenerado em interagao fenomenolégica com o meio e evoluindo
adiabaticamente no tempo. Uma vez obtidas as fases geométricas, verificamos
a sua independéncia com a base de autoestados da hamiltoniana escolhida rea-
lizando uma mudanca de base.

Dividimos o capitulo 3 em duas secoes. Na primeira obtemos mais uma vez as
fases geométricas para um sistema com as mesmas condigoes dadas no capitulo 2,

porém agora utilizamos o formalismo das integrais de trajetoria. Efetuamos uma
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mudanca de base e reobtemos o resultado do cap. 2 via integral de trajetoria.
Na segunda secao desenvolvemos a parte principal desta tese onde utilizamos
o formalismo de integrais de trajetoria para descrever um sistema governado
por uma hamiltoniana ciclica e de espectro degenerado interagindo com o meio
através de campos classicos. Supomos a aproximacao da evolucao adiabatica no
tempo e aplicamos o Teorema Adiabatico na integral de trajetéria. Testamos a
consisténcia das fases através de uma mudanca de base e encontramos a estrutura
nao-abeliana em conformidade com o resultado obtido na Ref.|3], agora, porém,
na formulagao integral.

Acrescentamos dois breves apéndices. No apéndice A apresentamos uma ver-
sao do Teorema Adiabatico[l| escrito segundo a notacao de Dirac (bras e kets).
Todo o desenvolvimento explorado nesta tese estid baseado neste teorema. No
apéndice B mostramos a vantagem de se trabalhar com a funcao de onda em re-
presentagoes unitarias. Discutimos, em especial, uma transformacao da represen-
tacao de Schrédinger para a de Heisenberg e como aplicar o Teorema Adiabatico

a fim de obter a expressao de qualquer operador nesta ultima representacao.



Capitulo 2

Fases Geométricas na Mecanica

Quantica via Forma Diferencial

Neste capitulo temos por objetivo apresentar as fases geométricas no formalismo
de equacao diferencial, o mesmo utilizado por M. V. Berry para a obtenc¢ao destas
fases em hamiltonianas ciclicas [2]. Estaremos tratando o caso particular mais
simples de um sistema qudntico com um periodo caracteristico 7). e governado
pela hamiltoniana Hs(f{(t)), de espectro nao-degenerado. A interacao efetiva en-
tre este sistema qudntico e o meio externo é descrito por um conjunto de campos
cldssicos f{(t), tal que a hamiltoniana varia indireta e lentamente no tempo, de
forma ciclica, com um periodo 7. A escala de tempo dos fenémenos quéanticos
¢ muito menor do que a da variacao da hamiltoniana, ou seja, T, << T. Uti-
lizaremos a representacao de Schridinger para descrever a evolucao do sistema
quantico. Partiremos de um vetor de estado conhecido, acompanharemos a sua
evolucao adiabdtica no tempo através da equagao de Schrodinger, projetando-o

sobre uma base de autoestados da hamiltoniana do sistema em cada instante ¢.

Seja, entao, um sistema subdividido em dois sub-sistemas, sendo que aquele
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que temos de estudar em detalhes ¢ governado pela hamiltoniana quantica H, (R (¢)),
de espectro nao-degenerado e com um periodo caracteristico T. O conjunto de
campos cldssicos f{(t) descreve de forma fenomenologica a intereracao efetiva en-
tre o sistema que desejamos observar e a sua vizinhanca, o outro sub-sistema.
Os fenomenos, como transicao entre niveis de energia, do sub-sistema governado
pela hamiltoniana tém o perfodo caracterisito 7,., sendo que estamos tratando
processos adiabaticos em que temos 7, << T [1]. A dinamica do nosso sistema

quantico é dada pela equacao de Schrodinger:

i & (8, = HL(R(E) (D). (2.1)

onde em cada instante os autoestados de energia sao:

H8<ﬁ(t)) "pn; ﬁ'(t»s = En<ﬁ'(t)) "pn; ﬁ'(t»s (2'2)

A condicao de ortonormalizacao satisfeita por esses estados é

i R0 R(1)s = G, (2.3)

sendo que o conjunto { |¢n; R(£))s } forma uma base completa em cada instante ¢:

Z ‘Spna Ss SpruR( )| =1 (24)

Lembrando que 1, no 1.d. da eq.(2.4), é o operador identidade.
Projetando o vetor de estado da equacao que descreve o sistema no instante

t na base dos autoestados de H,(R(t)) neste instante, obtemos:

= X enl0) o R0 (2.5)

Reescrevemos os coeficientes cn( ) de forma mais conveniente, de maneira que
a eq.(2.5) recaia na decomposicao usual quando a hamiltoniana é independente

do tempo, ou seja,

() =D an(t)e i o WERED G R(2)),. (2.6)

n
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Substituindo a eq.(2.6) na eq.(2.1), obtemos as equagdes que governam a

dindmica dos coeficientes a,,(t),

d

it gy D (4 _ D (4 — d —
Jam(t) == an(t)ed Jo @ EROZEROD) (o R(#)|(l0ni R(D)).).

' (2.7)

O 1d. da eq.(2.7) inclui o termo n = m, onde também vemos a presenga
de termos de troca entre autoestados da hamiltoniana quando m # n, ou seja,
{em; ROl on R(E)s).

As variagoes no tempo dos autoestados de energia estao associadas a mudanca
adiabatica da hamiltoniana, que é governada pelo conjunto de campos classicos
R(t). Desejamos reescrever o coeficiente s(gpm;f{(tﬂ(%h@n;f{(t))s) que aparece
no l.d. da eq.(2.7) em termos da variagdo da hamiltoniana. Para obter essa

relagao calculamos a derivada em relacao ao tempo da eq.(2.2),

(LB (R(0)) o B0+ HL(R(0) (o Rir))) =
= (B, B 0)on BO), + B, (B(0)( T o RiD).). (2.9

—

Projetando os dois lados da eq.(2.8) no bra 4{y,,; R(t)|, obtemos:

Ao RO
= b B (B0) + (Bo(t) — Bt lims RO 0 R0,

H,(R()))|on; R(1))s =

(2.9)

—

Para n = m o termo 3<g0m;R(t)\(%|g0m;ﬁ(t)>s) ndo aparece no L.d. da eq.(2.9).

Quando m # n, chegamos & expressao:

ons RO i B(1)) = °
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Este resultado nos permite reescrever a eq.(2.7) da seguinte maneira:

D (1) =~ (0)s s RO RO1)).)

(2.11)

Pelo Teorema Adiabético (veja o Apéndice A), os termos do somatorio (n # m)
podem ser desprezados quando T' — oo devido a presenca da fase, reduzindo a
eq.(2.11) a:

d S d .

el S : —|p, - . 2.12
7 m (1) = —an(t) (@ R [om: R(2))s) (2.12)
A solucao geral desta equacao é:

o (t) = s (0)™ I8 8+ BN G o) (2.13)

No instante inicial, ¢ = 0, o vetor de estado que descreve o sistema quantico
é escrito na base dos autoestados de energia nesse instante como:

[%(0))s = Z an(0) | 1i(o»s (2.14)

n

Por simplicidade, consideraremos o sistema inicialmente num autoestado de e-
nergia, ou seja, [1/(0))s = |om: R(0))s, de modo que, pela condicio de ortonorma-
lizagao, temos a,(0) = 0y .

Assim, temos para um instante qualquer ¢

d

[(t))s = am(0) e~ Jo @t s(om R (7 lom:R(E))s) o= 7 fo dt’Em(ﬁ(t’))wm; ﬁ(t)>s (2.15)

; ‘R d ‘R
Para verificarmos a natureza das fases o(om; R(t)|(5|@m; R())s, calculamos a
sua derivada temporal levando em conta a condicao de norma unitaria para os

autoestados de energia num instante ¢ qualquer:
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s ROl B(0)) =0, (2.16)
ou seja,
d 5 = Lo .
(& lom RO o R = o RO lom ROY). (217)
Observando que:
(&l RO RN = (lom ROICHlom ROV, (219

verificamos deste modo que o integrando da exponencial da eq.(2.15) ¢ um nimero
imaginario puro.

Definimos a fase 7,,(t),

0= [ By A RO (2.19)

onde, pelas eqgs.(2.17) e (2.18) 7,,(t) é uma fungio real. Usando esta fase, re-

escrevemos o vetor de estado para t > 0 na forma:
[(1))s = @ (0) e~ F o #ERBED e R(1))., (2.20)

Como a dependéncia no tempo dos estados |p,; ﬁ(t»s ¢ através dos campos

classicos, o integrando da fase 7,,(t), na eq.(2.20), pode ser expresso como:

it (s RN PO — afi(e) (0 R0 (o BO).). (22)

e portanto,

(€)= i /c IR - (s B|( Vgl o R ), (2.22)

sendo C o caminho percorrido pelos campos f{(t), desde o instante 0 até o instante

t. Para o caso em que R(¢) é um vetor tridimensional, temos:

. 0 0 0
Vi = {aXﬂaYJ“kaZ (2.23)
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onde estamos usando a convencao: R(t) = X (£)i+ Y (£)]+ Z(t)k.
No caso particular em que t = T, onde R(0) = R(T), a fase (2.22) passa a ser:

—

Tm(C) = iidﬁ'8<¢m;ﬁ‘ﬁﬁ‘@m§R>s~ (2.24)

Como temos um circuito fechado no espaco de f{(t), usamos o Teorema de

Stokes para reescrever a eq.(2.24). Para simplificar a notagao, definimos:
Am(R) = is<§0m§R| (vﬁ|§0m;R>s)' (2'25)

Deste modo temos, finalmente,

—

A (C) = ]g dR - A,,(R) = /S ds i(R). (vﬁ X Am(ﬁ)) , (2.26)

—

onde S é qualquer superficie aberta delimitada pelo caminho fechado C e n(R) é
o vetor unitario perpendicular & superficie S e cujo o sentido é dado pela regra
da mao direita.

Esta é a fase de Berry, a qual, como podemos constatar, nao depende do
tempo. Substituindo este resultado na eq.(2.20) também podemos verificar que
cada autoestado da hamiltoniana tem sua propria fase geométrica.

Os autoestados de energia, mesmo com espectro nao-degenerado, nao sao
tnicos. Para verificarmos como as fases 7,,(t) se modificam com uma mudanca
de base, escolhemos um novo conjunto de autoestados da hamiltoniana H(R(t)),

tal que:

|60 R(1))s = D], R(1))s, (2.27)

sendo que a,(t) é uma fungao real com dependéncia no tempo através dos campos
classicos, R(t). A base {|¢n; R(t)),} ¢ também completa e ortonormal em cada

instante ¢,

00 R 6m; R(1))s = G (2.284)
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Z (60 R())s s(0n; R(1)] = 1. (2.28b)

O vetor de estado inicial vem dado por:
W}(O»s = Cm(o) |90m; ]-:_{<O)>s
= dn(0) |pm; R0))s. (2.29)

com d,,(0) = e~ m(O¢ (0). Procedendo de forma anéloga ao que fizemos da

eq.(2.6) até a eq.(2.15), para um instante ¢ qualquer, temos:

6(E))s = dyy(0)e I3 4 Emlt) oJi s omB) Gl lomBEN) 1 R(p)),, (2.30)

onde a fase devido a evolucao adiabatica do sistema quantico, nesta nova base,

aparece no integrando da segunda exponencial, do 1.d. da equagao anterior.
Para compararmos as fases da dinamica adiabatica obtidas nas duas bases de

autoestados da hamiltoniana no instante ¢, isolamos a segunda fase do 1.d. da

eq.(2.30) e efetuamos a derivada em ¢,

(6 B 10m ROV = () + o RNl RO (2:31)

t
Observamos que o segundo termo do l.d. da equacdo anterior é a fase 7,,(t),

de forma que reescrevemos a eq.(2.30) como

() = dyp (0)e™H Jo @Bt i) =i fg 2252 R4y (2.32)

Agrupando as duas tltimas exponenciais da eq.(2.32) e realizando a integragao

da diferencial exata, passamos a ter:
V()5 = dy (0)e™ 7 Jo WP () fonDben@tim®) |6, R(1)),.  (2.33)

Com uma escolha apropriada, a,,(t) = @, (0) + vm(t), podemos eliminar as

fases geométricas na nova base de autestados instantaneos de energia.
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No entanto, devemos lembrar que a dependéncia temporal de a,,(t) vem

através dos campos classicos, a,(t) = am(R(t)), e portanto,
—am(t) = Vi (an(R(1)) - — . (2.34)

Substituindo a expressao (2.34) e o valor de 7,,(t), dado pela eq.(2.22), em
(2.32), temos:

7 / / —l R(f) Om ’Lg ms m;3
‘w(t)>s — dm(o)efﬁ fot dt' Ep, (t fR(O) V R(t) (e R‘VRW R dR (1) ’¢m’ ( >> )

(2.35)

Lembrando que definimos o vetor A,,(R) pela eq.(2.25), entdo definindo
agora 0 novo vetor K’m(ﬁ), que aparece na fase da nova base de autoestados
de H,(R(t)),

— =

Al (R) = Au(R) + Vi (am(R(1))), (2.36)

verificamos que os vetores Am(ﬁ) se tranformam como um campo de calibre
classico ao realizarmos uma mudanca de base.

No caso particular de uma hamiltoniana ciclica temos H,(R(0)) = Hy(R(T)),
uma vez que R(0) = R(T). Neste instante em especial temos também ay, (0) =

a,(T), de modo que a fase 7,,(C) é preservada na eq.(2.33),
[(T))s = dn(0)e™ I W) O |, R(T)), (2:37)

para qualquer base de autoestados instantaneos de energia que utilizarmos.
Como neste caso a fase é uma integral no espaco dos campos classicos, pode-
mos aplicar o Teorema de Stokes na integral da fase de &/(ﬁ), obtendo o resul-

tado:

—

jé[ﬁﬁam(f{) + i (om; RV |@m; R)s].dR =

= / Vi X [V am(B(1) + is(0m; RV |@m; R). ] Aids. (2.38)
S
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Uma vez que o rotacional de um gradiente é nulo, vemos que no l.d. da equacao
anterior apenas o termo correspondente & fase 7,,(C) permanece na integral,

levando a eq.(2.35) de volta a eq.(2.20), que pode ser reescrita como:
i T . —
[((T))s = am(0) e do @Em® Dl R(T)),. (2.39)

Assim, completado um periodo, desde que os campos externos descrevam uma
trajetoria fechada, a fase geométrica estara presente nas medidas que se fizer do

sistema, nao podendo ser anulada ou retirada por uma mudanca de base.



Capitulo 3

Fases de Berry Via Integral de

Trajetoria

Este capitulo corresponde a proposta central desta tese, que é obter as fases ge-
ométricas a partir do formalismo de integrais de trajetoria. Mostraremos como
aplicar o Teorema Adiabético (apéndice A) na evolugdo no tempo de vetores de
estado obtida via integral de trajetéria. Note-se que as trajetérias aqui men-
cionadas sao aquelas seguidas pelo sistema quantico, correspondentes a evolucao
no tempo dos autoestados instantaneos de energia, os quais formam bases apro-
priadas para descrever o espaco de Hilbert. Acrescente-se que obtemos a funcao
de onda em qualquer intante ¢, ¥ (X, t), que possui a mesma expressao em qualquer
representacao unitaria (veja o apéndice B).

A obtencao de fases geométricas para sistemas quanticos, com espectro de
energia nao-degenerado, via integral de trajetoria foi apresentada por M. V. Berry
em 1989 em um conjunto de semindrios sobre evolucao adiabatica em sistemas
nao-holonémicos|5]. Nosso objetivo é reobter o resultado da Ref.[5] e estendé-lo

para sistemas quanticos com espectro de energia degenerado.
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Com as mesmas consideracoes feitas no Capitulo 2, estaremos tratando um
sistema subdividido em duas partes, sendo uma delas descrita pelos campos clas-
sicos f{(t) que determinam a interagao do sistema quantico de interesse com o
meio externo. A outra sendo a parte do sistema que nos interessa observar e que
¢ governada pela hamiltoniana H,(R(t)). As transicoes eletronicas governadas
por essa hamiltoniana ocorrem em perfodos T, e ela (a hamiltoniana), varia in-
direta e lentamente no tempo através dos parametros cldssicos com um periodo
caracteristico T, tal que T,, << T', de forma a ser valida a aplicacao do Teorema
Adiabético (veja o apéndice A).

Supondo que o sistema em estudo esteja inicialmente no estado dado pelo vetor
|1(0))s, na representacao de Schridinger, queremos obter a evolugao dinamica
deste vetor do estado inicial quando transcorrido um intervalo de tempo finito
qualquer, ou seja, queremos obter |¢(t))s.

Como visto no Capitulo 2, eq.(2.2), a hamiltoniana tem a cada instante uma
equacao de autovalor, que agora escrevemos de uma forma mais geral incluindo

a possivel degenerescéncia no seu espectro de energia:

H(R(t)) [¢"; R(1))s = B (R(2)) [9l); R(#))s, (3.1)

onde [, =1,2,3,---,D,, sendo D, o grau de degenerescéncia, que nao varia com
0 tempo.

A condicao de ortonormalizacao no mesmo instante t é dada por:

— —

S R0l R(E)) s = O Ot (3.2)

sendo {|¢§j">;ﬁ(t))s} uma base completa. A completeza da base nos garante,

em cada instante ¢:

ZZ [ R (1)), o (o) R1)] = 1, (3.3)

n l,=1
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onde 1 é o operador identidade.

Desta forma podemos escrever o vetor de estado inicial em ¢t = 0 como:

[(0))e =D > it (0) o5 R(0))s - (3.4)
M ly=1

Transcorrido um intervalo de tempo t, escrevemos o vetor de estado do sistema

na forma:

B0) =373 () [l Bh)),. (3.5)

n Il,=1

Para descrevermos a evolucao temporal do sistema a partir do estado ini-
cial, dado pela eq.(3.4), até o estado dado pela eq.(3.5), devemos observar que
o sistema sofrerd transformacoes sucessivas de uma base instantanea a outra,
a cada instante t, onde os elementos dessas bases sao autovetores da hamil-
toniana em cada instante respectivo. E importante ressaltar que a hamiltoni-

ana em instantes diferentes nao comuta necessariamente consigo mesma, ou seja,

—

[H(R(t)), HR(t2))] # 0.

Dividimos entao o intervalo de tempo, que vai do instante inicial ¢ = 0 até o
instante posterior ¢, em N subintervalos infinitesimais At, tal que a medida que
N — oo, At — 0.

Escrevendo a equagao de Schrodinger, onde explicitamos a defini¢cao da derivada

de um vetor de estado no tempo,

A — () i
A, At = HRO(D).,  (36)

d

obtemos em primeira ordem em At que:

(t+ AL)), = e~ #HBROMAL () (3.7)

LHL(R(1).A

uma vez que no limite de At — 0, o operador e™ = t & reescrito até a 12

ordem em At como:

e+ A0~ (1= JELROLAC s+ O(a0), (38)
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onde 1 é o operador identidade, e reobtemos a eq.(3.6), neste limite.

Deste modo, estando o sistema inicialmente no estado dado pela eq.(3.4) e
o intervalo finito [0,t] dividido em N subintervalos iguais At, temos para um
instante ¢ qualquer, o vetor de estado do sistema em qualquer instante ¢ é dado

por:

ch(ln) e %AtH( ((N 1)At)) —iAtHé(R((N )At))
n =1

—FAHLR(AY) o= MH(RO)| 0D B(0)), . (3.9)

Identificando as exponenciais de cada intervalo At do 1.d. da eq.(3.9) como

L H(R(tn_1)).At

o operador evolucdo, U(t,;t,—1) = e 7 , podemos verificar que a

transformacao que leva o sistema do estado inicial [¢(0))s até o estado (1)), &

uma transformacao unitaria pois, sendo
Ul(tn;to) = Uty tnv_1)U(tn_1;tn—2)... U(t2; t1)U(t1; to), (3.10a)
este terd o operador conjugado dado por
Ul(tn;to) = Ul(t1;t0) U  (ta;11).. U (tn_15tn—2) U (Enstn—1),  (3.10Db)
e, conseqiientemente:
Ultn;to)U  (tnstg) = 1. (3.10c)

Portanto, para um instante ¢ qualquer, a eq.(3.9) pode ser reescrita na forma:

Dy
=3 0) Ut tv-1)Ulty—13ty—2)... Ut to) [} s R(0))..
M Iy=1

(3.11)

Deste ponto em diante, a fim de tornar a leitura menos desconfortavel, uti-

lizamos a seguinte notacao:

H,(t) = H,(R(t)); (3.12a)
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o))y = [pUIR(t)), (3.12b)

E®) (1) = EM)(R(t)). (3.12¢)

Prosseguindo em nossos calculos, projetamos o vetor de estado na base do es-
paco de coordenadas obtendo a fungao de onda, ¥ (X, t) = 4(X|1)(t))s, reescrevendo
a eq.(3.9) como:

Dy .
Z Z (lM e — £ AtH;((N-1)At) e~ HAH(N=-2)At)

M ly=1
6—%AtHs(At) ZAtHs(O)|<'0(l]\[ ,0>s- (313)

Para trabalharmos no formalismo das integrais de trajetoria, necessitamos
eliminar os operadores e vetores presentes na eq.(3.13), a fim de termos apenas
funcoes em nossas equagoes. Com este intuito introduzimos os operadores iden-
tidade 1 = Y, Y7 o) 1y ot 1), onde i = 1,2,3,..N — 2,N — 1,

formados pelos vetores da base correspondente a cada instante t:

E:E: lM L AEH((N—1)At) 2: 2: l”Nl
C( X‘e R nN 1 tN71>s X

M =1 nN—1lpny_;=

(In ) i (In (In )
<QOTLNN11 a1 |6 L AtH,((N—2)At) Z Z nNN22 o 2>ss<80nNN22 tN_2|...

nN—2 l"N 2—1

eTRAMLA0 R Z o5 ) o{pur ] e RATEO) {0 0y

ni lnl—l

(3.14)

Respeitando a ordem em que aparecem as somatorias no 1.d. da eq.(3.14), pode-
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mos reescrever esta equacao na forma:

¢(iv t) =

D M D M

= % S S d0(0) (RleRAENDA o)y

M Iy=1n1,mN_1lng, o 5lny =1

(npn_1) _i (ny_s) (Iny_g)
X S<SO”NJXII 'tN—1|€ w AHL (Y 2>At)| N22 In- 2>55<90”NN22 tN—2|"'

ef%AtHs(At ’(Pn tl)ss<807(1[1n1 t1|€ hAtHS ’(le7 >S

(Iniqq),

Os elementos de matriz ¢(@n; 1" 5 tn;,, €™ i ATH

tn;) \gp i 1;)s SA0 a seguir ana-
lisados para os casos de espectro de energia nao-degenerado e degenerado. E
nesses elementos de matriz que devemos impor a condicao de evolugao adiabéatica,

através do Teorema Adiabatico, uma vez que pela eq.(3.7) temos
eféHs(tni).At’gpg:i);tni>8 = |Y(tn, + AL))s, (3.16)

onde o vetor de estado |¢(t,, + At))s corresponde & evolucdo de |g0£ff"); tn,)s du-

rante o intervalo At.

3.1 Hamiltonianas de Espectro Nao-degenerado

Para uma hamiltoniana em que o espectro é nao-degenerado, D,, = 1. Devemos

entao calcular:

5<90ni+1; tni-‘rl ’6_%H5(tni).At |90nza tnz>8 (317)

Pela eq.(A.16), o Teorema Adiabatico aplicado a sistemas com espectro de energia
nao-degenerado nos da

—$Hs(tn;)

¢ B nsi tni)s  [@nii o, + At),s (3.18)

de forma que, usando a ortonormalidade dos autoestados da hamiltoniana no

instante ¢,, + At, podemos afirmar que

<(pnz+17 m+1|e hHS(tn Atlgpm;tniH)S X 6ni7ni+l' (3'19)

(3.15)
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Substituindo o resultado (3.19) na eq.(3.15), para o caso de espectro de energia
nao-degenerado, a funcao de onda no instante ¢ passa a ser escrita como,
VR = 3 en(O)pu(E et BN
M

Xs{par; (N — 1) At oar; (N — 2)At)s X -+ X o(our; Atlpar; 0)s,

(3.20)

onde oy (X, t) = (X[ (N — 1)At)s.

Usando a definicao da derivada temporal para o vetor de estado temos,

dlen;t) _ 1 lon; t+ At) — o t)

dt At—0 At

. (3.21)

Desta forma,

d VAN
s<99M; (l -+ 1)At’g0M, lAt>5 =1 + At <%) ‘(p]y[; lAt>S

At( ds(ppr;lAt]

= ¢ dt NoarslAt)s + O((At)Q) (322)

Substituindo este resultado em cada intervalo At da eq.(3.20), chegamos a

seguinte forma para a funcao de onda num instante qualquer:

i t;=N-—1 ]
YR 1) = e h =1 AtEM(ti)E :cM(O)wM(i; t) efs(tpM;AtN_l\(%|¢M;At1\,_2>s),At %
M
> e—s<<PJ\/I§AtN72|(%“PAI%AtN—3>s)-At . e—s<<P1\4;At1|(%\<ﬂM;Ato)s)-At' (3'23)

No mesmo limite, a soma sobre todos os intervalos de tempo se transforma
numa integral, de forma que temos a expressao final para a funcao de onda:

V(R 1) = Z ear(0)par (R, t) e~ i Jo WEME) o= Jodt's(oarit|(Girlearit)s) - (3.24)
M

Por este resultado observamos que, se o estado inicial for dado por um autoestado
da hamiltoniana, a trajetoria seguida pelo sistema sera tnica e correspondera a

evolugao deste autoestado de energia.
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Lembrando que a dependéncia temporal do sistema é indireta, através dos
campos classicos R(t), reescrevemos o integrando da segunda exponencial do 1.d.

da eq.(3.24) como:

dt s(our; t!(%m; t)s) = dR(t) - s(oa RO (Vgloas R(E))s).  (3.25)

Definindo o vetor A (R(t)) e a fase v(t) como:

—

AM(R) =i s(pum; f{| (6ﬁ|§0M§ ﬁ%) (3.26a)

Y (C) E/dﬁ"*&M(ﬁ'>7 (3.26b)
c
onde C é a trajetoria seguida pelos campos f{(t), desde o instante inicial até o
instante ¢, a eq.(3.24) passa a ser escrita como:

YR 1) =D en(0) pur(R 1) e o B gin(€), (3.27)
M

Como visto no capitulo anterior, para o caso em que R(t) é um vetor tridi-

mensional,

0
0X

6[1 ? +7

Il
1

o .0
57 + ka_z} , (3.28)

—

e com a convencio de que R(t) = X (t)i + Y (t)] + Z(t)k, temos a situacio par-

t)
ticular t = T', em que R(0) = R(T), a fase vy (t) como:
T (C) = }{dﬁ : AM(ﬁ)v (3.29)
c

que é conhecida na literatura como a fase de Berry.
Podemos verificar que o resultado dado pela eq.(3.27) é o mesmo encontrado

na eq.(2.39). Para tanto, basta supor o estado inicial em (3.4) como sendo um
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tnico autoestado da hamiltoniana, |¢(0)) = |pm;0), e projetar a eq.(2.39) sobre
os "bras" que representam o espago das coordenadas, {(X|}.

Concluimos o capitulo anterior verificando o comportamento da fase geométrica
ante uma mudanca de base e concluimos, para o caso particular em que ﬁ(T) =
ﬁ(O), que a fase geométrica nao depende da base de autovetores instantaneos
da hamiltoniana. Seguindo os passos que nos levou a obter este importante re-
sultado, verificamos agora, dentro do formalismo de integrais de trajetéria, o
comportamento da fase geométrica com uma mudanca de base.

Seja o conjunto de autovetores da hamiltoniana, {|dp; f{(t)>5}, uma nova base

completa e ortonormal a cada instante ¢, ou seja,

H,(R(1)) [60; R(1))s = Bn(R(1)) [6n; R(1))s, (3.30a)

Z |6 R(1))s s (00 R(E)] = 1 (3.30b)

(00 R(1) |G R(1))s = G- (3.30¢)

A cada instante, a nova base e a anterior estao assim relacionadas:

[6n; R(1))s = ¢ Dlpns R(1))s (3.31)

com ay,(t) € R. O vetor de estado inicial |1/(0)), ¢ decomposto nos elementos da

nova base,

Z dar(0) [¢ar; 0)s. (3.32)

Repetindo os procedimentos que levaram da eq.(3.4) & eq.(3.24), observando

que D) = 1, obtemos para a funcao de onda, no instante ¢:

Z dar(0) dar(R, £) e F 5 W EMW) o= fyatslonrt| (M) (3 33)
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Derivando a eq.(3.31) no tempo e projetando sobre o bra ;(¢a;t| obtemos:

d|¢M;t>s ZdaM(t)

. PMyPIsy : .34
Como a dependéncia temporal de ay,(t) vem através de R(t), temos:
day(t) /= .\ dR
(i) |
2 = (Vaow(B)) .5 (3.5)

Com os resultados das eqs.(3.34) e (3.35), reescrevemos a fun¢io de onda,

P(X,t), eq.(3.33), como:

YEL) = Y dur(0) dur(E,t) eI WEME)
M

o o (Vs oarR) =i lorr RO (Vi oarRio)s )| 4R (3.36)

Como visto no capitulo 2, podemos eliminar a fase geométrica da represen-

tacao na nova base com uma escolha conveniente:

—

Vi our(B) = i foas RO (Vloar BID).) (3.37)

Daqui definimos:

e RO (Valos R0).) - Vgon(®) = 77(R). (339)

lembrando que o primeiro termo do lLe. da equacio acima é o vetor A(R) (veja
eq.(3.26a)), podemos observar que a mudanga de base leva a uma transformacao
de calibre abeliana cléssica.

Para ¢t = T, no caso particular em que os campos classicos descrevem um
circuito fechado C no espacgo de ﬁ, podemos aplicar o Teorema de Stokes, de

forma que

= f AM(R) - dR. (3.39)
C
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Sendo nulo o rotacional de um gradiente, obtemos mais uma vez a eq.(3.29),
confirmando o resultado anteriormente obtido no capitulo 2, com a conservacao
da fase de Berry numa nova base:

u(C) = f{ dR - Ay (R). (3.40)

3.2 Hamiltonianas de Espectro Degenerado

Analisaremos agora o caso em que a hamiltoniana tem o espectro degenerado,
D,, > 1, com o grau de degenerescéncia invariante no tempo. Retornamos a

eq.(3.15) e aplicamos o Teorema Adiabatico, a cada instante ¢, nos elementos de
ln ln,

(i), ,i), ti)s, que afirma que e~ &
¢ um estado no instante (t; + At) resultante da superposicao dos estados dege-

matriz s (pn,i 1" tngyy le” 7 AtH (tn,)

L AtH, (tn,)

nerados [,,,, com ntmero quantico n; (veja a eq.(A.15)). Substituindo este resul-
tado em cada intervalo At do l.d. da eq.(3.15), respeitando a ordem em que estes

aparecem, obtemos:

Dy Dy

=5% Y A0 & x

M Up=1 lnyyoidny_, =1

l”N 1 lnN 2
s<S0( s Aty 2|( |90 AtN_2>s).At)] X

(lny_s) d (ln
5lnN o 5 5<(,0MN 2 ;At(N |(dt N= 3 At(N3)>s).At>} X oo

51

nN_19 nN 2

TL d n
x <6ln2,lm (In2), Atly(—mf\;l);mgs).m” x

ln1 I
it = B0 g0 0),), At)]

— LAt Ep(Dty—y )6 AtEM(At(N,Q)) . e—%AtEM(Atl)e—%AtEM(O)'

(3.41)
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Para simplificar esta equacao, utilizamos a definigdo dada na Ref.[6]:

; d (7). .
A () = (el (—'“’gg i ) , (3.42)
onde 7,5 =1,2,---, Dy;. Temos entao para a funcao de onda:

Dy Dy

vE = 33 S O [y, A 0A

M =1 lny =y =1

M M
X Oty = AR OB X b0, = AR (DA X
M
X |:5l"1’l"]w - Alnlvln]\f (t)At:| X
% eféAt E]\/I(AtN_l)eféAtEA{(AI‘/(N,Q)) . e*%AtE]\/I(Atl)eféAtEJW(o).

(3.43)

No limite em que N — oo e, conseqiientemente, At — 0, identificamos os
termos entre colchetes da eq.(3.43) como sendo a expansdo até primeira ordem
em At da exponencial da matriz Ay (t), observando que as 5l”i7l"i+1 no l.d. da

eq.(3.43) sao os elementos da matriz identidade 1:
eMMA =1 1 Ay At + O((AL)?). (3.44)

Chegamos assim a seguinte expressao para a funcao de onda:

Dy Dy

PR ) = Y Y () e iR P N SR ) UM (@),
M Iy=1 =1
(3.45)
onde
(M) (t) = [e—AtAM((Nfl)At) ... e AtAM(AY) efAtAM(O)}
Ul AT=0 Uyrolm
= T[Q—IJdt/AM(t')} 7 (3.46)
ZIIVI’ZIW

e 7 é o operador de ordenacao temporal [7].



3.2 Hamiltonianas de Espectro Degenerado 26

Uma vez que os vetores |g0§\l4); t)s pertencem a uma base instantanea, completa

e ortonormal da hamiltoniana, a cada instante ¢ temos:

P53t 1)y = 61 (3.47)

Derivando esta equacao no tempo, encontramos:

d, <goM,tr dlelit)s
que nos permite escrever
dy (57 1] dl§);t)s
—dM | Ma ths = _s<%0M§t|—]§t
du () ] *
= [ d]f | M? >] . (3-49)

Substituindo o resultado (3.49) na defini¢ao (3.42) para a matriz Ay (t), obtemos

AG () = — (AP @) (3.50)

Je

ou seja, a matriz Ay (t) é anti-hermitiana.
Ay (t) = — AL (1). (3.50b)

Como conseqiiéncia, o operador Ul(,Ml)M (), eq.(3.46), tem o seu hermitiano
M>

conjugado dado por:

UT(M t) =, [eAtAM(O)eAtAM(At) ...eAtAM((Nfl)At)}

I,y YR

_ T [efé dt'Amt')] , (3.51)

/
l]vfal]\/[

sendo desta forma o operador dado pela eq.(3.46) um operador unitério:

(M) (M) _ —AtApM(N=1)AE) | —AtAp(At) ,—ALAp(0)
Uf\fvll\l( ) lelM(w o [6 " € " € " i|l§\lle X

[ oAtAN(0) AtAN(AY) eAtAM((N—l)At)}

’
ZIWJIL[

= 1, (3.52)
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confirmando as eqs.(3.10).
Com a condi¢ao da dependéncia temporal indireta da hamiltoniana, através
dos campos classicos f{(t), e da defini¢ao dada pela eq.(3.42), reescrevemos os

elementos da matriz Ay (t) como:

AGY = s RO| (Valel R)s) -

= [ Au(R()] =

(3.53)
onde estamos utilizando: dR(t) = dX ()i + dY ()] + dZ(t)k, Ay = AM(1)i+
AV ()] + AM(D)k: e o gradiente em relacio a R ¢ dado pela eq.(3.28). As com-

ponentes cartesianas dos elementos da matriz Ay (t) sdo dadas por:

o 0). R
A1), = (e R (W) , (3.54)

onde w=X, YVeZ.

Desta maneira chegamos a expressao final para a fungao de onda:

Dm _ ) / Dy , _RM p 8y a
W(R,t) = Z Z Cg\?z)<0)67fg dt'En(t') Z SOXIM)(ia £) P [e (0] AM(R)~dR:| 7
M Iy=1 U,=1 Ul
(3.55)

onde P é o operador de ordenagao espacial |7].

Este é o resultado para um sistema governado por uma hamiltoniana ciclica e
de espectro degenerado que evolui adiabaticamente no tempo, interagindo com o
meio através de campos classicos. Por comparacao, podemos constatar que este
resultado estd em concordancia com aqueles conhecidos na literatura [3] e [6].
Observamos, ainda, que as trajetorias possiveis seguidas pelo sistema sao aquelas
dadas em funcgao da evolucao dos vetores do subespaco degenerado de mesmo
autovalor de energia.

Para verificarmos como as fases geométricas se comportam sob uma mudanca

de base, escolhemos agora uma nova base, ortonormal e completa, composta pelo
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conjunto de autoestados da hamiltoniana {\¢g"); t)s}, tal que a cada instante t a

nova base esta relacionada com a anterior na forma:

Dy

0" 1)e = D7 Watly gy, (0 147 )s (3.56)

l]w 1

sendo o vetor de estado no instante inicial dado por:

= Z dii(0) |652); 0),, (3.57)

M ZEVI*
onde
() & ()
a0y =S o) [v&] . (3.58)
l]\/] 1 MM

Para um instante qualquer temos a relacao entre os coeficientes:

D
l/
A m =3 i Vi LM " (3.59)
=1 Y

de modo que podemos escrever a propriedade de ortonormalidade da nova base

em funcao da base anterior como:

Dn,Dm
A0 tlelit)s = > V@], )], (el tlel?st),,
pa=1 (S'n,?n?sqm
de onde encontramos que Vy(t) é unitaria:
VI (6)Vu(t) = 1. (3.61)

Assim, para um instante ¢ qualquer, o vetor de estado do sistema é descrito

nas duas bases:

Dy

W) = Z A3 (1) |\ 1),

M l’
Dy

= >N ) 1o, (3.62)

M ly=1
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Repetindo os passos que levaram da eq.(3.4) até a eq.(3.45), no espectro de-

generado, obtemos a funcao de onda na nova base como:

Dum it " ~
WERG = Y ) e FRAE 0% ) (O]
Myl =1 farfar
(3.63)
onde
[UM(t)} —T [e_ I dt’f‘mt’)} , (3.64)
Bl Bl
e estando os elementos da matriz A (t) definidos por:
_ d (Z) t o

A transformacao de uma base na outra leva a seguinte relacao entre os ele-

mentos das matrizes Ay e Ay

- . d
B0 = o (o0,
Dy

= Y VO] tesil g (Vo)

p,q=1

= % [VMt)Lq (i[VM( IR >§<<P1(1q)§7i|ﬁ0£p)§t>g+

p,q=1

b DOl 115 (165 10) 1 (3.66)
Portanto,
10 =32 Pl { G + 35 pho], o v,

(3.67)

que na forma matricial resulta em:

Ap(t) = v*()(jtvm ))+V}[/[(t)AM(t)VM(t), (3.68)
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que ¢ a lei de transformacao de um potencial de calibre classico de uma teoria de
calibre classica nao-abeliana.
Para anularmos as fases geométricas na nova base, impomos a condigao sobre

a matriz Vi, (t) tal que Ay (t) = 0:

d
%VM(t) = —Ap(t)Vu(1), (3.69)

que, substituida na eq.(3.68), nos fornece diretamente o resultado desejado.

A eq.(3.69) tem a solugao:

Vu(t) = Yu(0)T [e‘ Jo AM(ﬁ(t))dt} 7

RO K (R).dR

= Vy(0)P [e_ R(0) ] : (3.70)

No caso particular em que ¢t = T, temos a igualdade Vy/(T) = Vy(0), o que
implica que teremos um tnico resultado possivel, neste instante, para o operador

de ordenagao espacial da base anterior:
P [eff AM(ﬁ)dﬁ} =1. (3.71)

Esta restricao nao é valida, em geral, e desta forma nao é possivel encontrar uma
transformacao unitaria que permita eliminar as fases de Berry com uma mudanca
de base para o intervalo fechado [0, T, ou seja, nao é possivel encontrar Ay (t) =0

para todo o intervalo.



Capitulo 4

CONCLUSAO

Através da formulacao global da Mecanica Quantica, as integrais de trajetoria,
mostramos como um sistema que evolui no tempo submetido & condicao adi-
abatica (T >> T,), governado por uma hamiltoniana ciclica que depende do
tempo de forma indireta, através de campos classicos, adquire as fases de Berry.
Realizamos nosso estudo em duas etapas, na primeira para um sistema gover-
nado por uma hamiltoniana de espectro nao-degenerado e na segunda para o
caso de uma hamiltoniana de espectro degenerado. Verificamos que, tanto num
caso quanto noutro, as fases resultam diretamente da aplicacao do Teorema Adia-
batico sobre as integrais de trajetoria da evolucao dos autoestados instantaneos de
energia. Mostramos na formulacao integral que trajetorias sao compativeis com
o Teorema Adiabéatico, que descreve a evolucao de um sistema quantico sob um
regime adiabatico. As trajetorias seguidas pelo sistema quantico correspondem
a evolucao no tempo dos autoestados instantaneos de energia, os quais formam
bases apropriadas para descrever o espaco de Hilbert em qualquer instante . Para
o caso do espectro de energia nao-degenerado, sendo o estado inicial do sistema

dado por um autoestado da hamiltoniana, encontramos que a trajetoria seguida
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pelo sistema ¢ tnica e correspondente & evolucao deste autoestado de energia.
No caso mais geral, do espectro degenerado, vimos que as trajetérias possiveis
sao aquelas dadas em funcao da evolucao dos vetores do sub-espago degenerado
de mesmo autovalor de energia. Neste ltimo caso, as fases de Berry tém uma
estrutura ndo-abeliana classica, que foi apresentada inicialmente na Ref.[3].

Estendemos ao caso do espectro de energia degenerado a aplicacao da formu-
lagao global da M.Q. para a evolucao adiabatica de sistemas quanticos proposta
por M.V. Berry na Ref.[5], encontrando os resultados obtidos anteriormente por
M.V. Berry na Ref.|2] e por Wilczek e Zee|3, 6], que utilizaram a formulagao local
da M.Q. Em ambos os contextos (local e global) a interagao do sistema quéantico
com sua vizinhanca ocorreu através de um conjunto de parametros cléssicos de-
pendentes do tempo, ou de forma equivalente, por componentes de uma funcao
vetorial de dimensdo finita R(t).

Usualmente se utiliza a representacao de Schrédinger para discutir a presenca
de fases geométricas em evolucao adiabética. Nesta representacao a dinamica
do sistema esti contida nos vetores de estado. Por uma questao de completeza,
mostramos como as fases de Berry, que sao fisicas e portanto sao independentes
da representacao, se manifestam na representacao de Heisenberg, onde a dindmica
estd contida na evolugao dos operadores associados as quantidades fisicas.

Finalmente, o Teorema Adiabatico foi demonstrado por Born e Fock em
1928|1] usando uma notagao bastante envolvente. Utilizamos esta tese para apre-
sentar uma demonstracao alternativa desse teorema usando a notacao de Dirac.

Esta tese teve como objetivo principal mostrar como aplicar no formalismo de
integral de trajetoria o Teorema Adiabatico. Fizemos essa aplicacao para sistemas
fechados e esperamos no futuro estender a sua aplicagao a sistemas abertos que

envolvam dissipacao.



Apéndice A

Teorema Adiabatico

O Teorema Adiabéatico trata da dinAmica de hamiltonianas dependentes do tempo
que governam sistemas que contém interacoes com escalas de tempo muito dife-
rentes tais como, por exemplo, freqiiéncias de transicoes eletronicas e freqiiéncias
de oscilagao de niicleos em moléculas [1]. Consideramos um sistema no qual a
hamiltoniana que governa os fen6menos quanticos, caracterizados pelo periodo
T, interage com o meio externo através de campos cldssicos, com o periodo T
A utilizacao da aproximacao adiabatica esta condicionada a relacao T' >> T,., tal
que, enquanto os fendomenos governados pela hamiltoniana se sucedem esta nao
sofre variacao apreciavel. Dizemos aproximacgao adiabatica pois, estritamente, o
Teorema Adiabatico s6 é valido quando 7" — oo, pois a sua demonstracao depende

do Teorema de Riemann-Lebesgue [8], o qual nos afirma que:

b
lim F(x)e*dr =0, (A.1)

k—o0 a
onde F(x) é uma fun¢ao continua no intervalo [a, b].
Seja entdo um sistema quéantico governado por uma hamiltoniana H(t) que

varia lentamente no tempo com um periodo caracteristico 7. Por hipotese, os

fenomenos quanticos governandos por essa hamiltoniana ocorrem numa freqiién-
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cia relativamente alta de modo que, comparativamente, T" >> T,., onde T, é o
periodo caracteristico dos fenémenos quanticos. Trabalhando na representacao
de Schrédinger, o sistema inicialmente se encontra no estado [¢(0)), evoluindo no

tempo para um estado [(t)), segundo a equagio dinamica:

(1) fi(e)) = in T (A2

onde a hamiltoniana pode ter o espectro de energia degenerado. Deste modo, a

cada instante temos a equacao de autovalor:

( ) |90(ln > - Eﬂ(t> |<101(1n)7t>7 ln - ]-7 27 e 7Dn7 (AB)

sendo D,, o grau de degenerescéncia dos autovalores F,(t), tal que E,(t) # E,,(t)
para n # m, e onde o conjunto de autovetores forma uma base completa e ortonor-
mal em cada instante ¢,

ZZ |l ) () 4] = 1 (A.4)

n l,=1

(@) ol ) = Grm Ot (A.5)

sendo 1 o operador identidade. O grau de degenerescéncia de cada autovalor
E,(t) ndo varia no tempo.

Definimos agora a variavel adimensional s como:

t
T )

S

de modo que para cada "instante" s temos:

W(s) =3 D () e w o BNl ). (A7)



Teorema Adiabatico 35

Substituindo a eq.(A.7) na equacao de Schrodinger (A.2), obtemos o conjunto

de equacoes acopladas para os coeficientes c,%m)(s):

dc l’" Z Z ' d’¢(ln)'3>
m H fO dS m )_En(s )] (lm) L (l")
€ <S0m | ( dS Cn (S)’

n Ip=1

com l, =1,2,---,D,,.
Seguindo os passos desenvolvidos no Capitulo 2, da eq.(2.8) até a eq.(2.10),
encontramos para os termos em que n # m:

sy () s Bl )
( ) [Bus) — Bnl5)] (A9)

observando que o denominador do 1.d. desta equagao nao se anula.
Substituindo este resultado na eq.(A.8), e separando os termos de energia

E,.(s) # E,(s), temos:

dcg[”)(s) D d\gpﬁé’”; s) ,
—om = = (sl T ) () -

I =1

Dy,
— Y e LA B Eae) fon™s 5| T2 o 5 e ().
[En(S) - Em(s)] !

e ln=1

Integrando a equacao anterior em s, obtemos:

irl(s) = Z | st s\(d'*} >> i (51) -

dH(s
s () ol s:)

SN : (pm"
; sy ¢ 51 (P (),
nz 12_:1 /0 [En(s1) — En(s1)]

n#m

para s > 0.
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Focando nossa atencao na integral que aparece no terceiro termo do l.d. da

eq.(A.11), queremos reescrevé-lo utilizando o Teorema de Riemann-Lebesgue, eq.

(A.1).

Definindo:
s (Im). . (dH(s1) | (In).
I{fnim) = / dsy eF Jot ds' [Bn(s) = En(s")] (o5 51| Zgp —len" 3 51) el (1)
’ 0 [En(s1) = Em(s1)]
(A.12)
e
1 S
g(s) =5 [ dsi[Em(s1) = Eu(s1)], (A.13)
0

observando que a integracao deve ser realizada no limite adiabatico, T" — o0,

podemos enfim reescrever a integral (A.12), para n # m, como:

1 ()
1) = =i g [0 gl (T 1)
g

= 0. (A.14)

Estamos usando a notacao: g = dg(s)/ds, de forma que esta equagao é semelhante
a eq.(A.1) e, como aquela, anula-se.

Entao, no limite em que T' — oo, temos:

(Im) (im) - [ (Im) diehi s\ )
d(s) = ) =30 (s (ol (LB} e,
0 1

l,=1

ou, na forma diferencial,

dctim) (s om d 5,511);5 /
AL o 3 ol (A2}t (A.16)
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que é o resultado do Teorema Adiabatico. Da eq.(A.16) verificamos que na
evolucdo adiabatica s6 temos possibilidade de transigdo (c,(fé")(s) # 0, para a
condigao inicial cg{m)(O) = 0 ) entre autoestados instantaneos do autovalor dege-

nerado E,,(0), que pertence ao espectro do vetor de estado inicial |¢(0)).



Apéndice B

Representacoes Unitarias e a

Evolucao Adiabatica

Dizemos que uma transformacgao na M.Q. é unitaria quando o produto do ope-
rador associado & transformagao com o seu hermitiano conjugado resulta no ope-
rador identidade. Temos como exemplo o operador evolugao temporal U(t,,41,,)
(veja a eq.(3.11)), que relaciona o vetor de estado que descreve o sistema dado
num instante qualquer ¢, com o vetor de estado no instante ¢,.,. O operador de

evolucao no tempo satisfaz a condicao:
U(tnsr;tn) Ul (tagrt,) = 1. (B.1)

As duas representacoes mais usuais nos livros-textos de M.Q. nas quais des-
crevemos a dinamica do sistema quantico, e que estao relacionadas por uma
transformacao unitaria, sao as representacoes de Schridinger e de Heisenberg.
Na representacao de Schrodinger os vetores de estado do sistema evoluem no
tempo enquanto os operadores, que estao associados as medidas do sistema, nao.
Na representacao de Heisenberg temos o inverso, os operadores evoluem no tempo

enquanto os vetores de estado nesta representacao se mantém constantes.
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As fases de Berry, que estudamos neste trabalho, sao resultados fisicos de me-
didas realizadas no sistema e, por conseqiiéncia, devem ser as mesmas nessas duas
representacoes e em qualquer outra representacao unitaria da M.Q. Para verifi-
carmos este resultado, neste apéndice, partimos da representacao de Schrddinger,
onde a dinamica do sistema estd concentrada nos vetores de estado e reescreve-
mos a funcao de onda na representacao de Heisenberg, na qual a dinamica do sis-
tema estd concentrada na evolucao temporal dos operadores. Obtemos também
a evolucao temporal de um operador qualquer para o sistema quantico governado
por uma hamiltoniana no regime da aproximagao adiabatica nessa representacao.

Sendo Hg(t) a hamiltoniana que governa o sistema quantico na representagao

de Schrodinger, para At — 0, escrevemos a equacao dindmica como (eq.(3.6)):

L ey 03 M ) R A
S10(e), = Jim, Js = —HERO)O),,  (B2)

que em primeira ordem em At, é reescrita:

(t+ AL)), = e #HBROMAL (1)) (B.3)

onde e wAHs®) =U(t + At;t).

Além da dependéncia no tempo, estamos trabalhando no caso mais geral,
em que nao é garantido que a hamiltoniana comute consigo mesma em instantes
diferentes. Isto nos leva a dividir o intervalo de observagao do sistema, [0,t], em
N subintervalos iguais At, tal que At = ¢t/N e quando N — oo, At — 0, de
forma que o operador evolugao, do instante inicial a um instante ¢ qualquer, seré

dado por uma seqiiéncia de operadores unitarios instantaneos:
U(t, O) = U(tN; tN—l)U(tN—l; tN_Q)...U(tl; 0), (B4)

onde t,, = n.At.
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Num instante ¢t qualquer temos entao para o vetor de estado:

iA _ _iAt _iAt
W(t))s = e wHS(N-DAY =5 Hs (A0~ 5 s 0)],(0))

— T [e i @ HsO 1y (0)), (B.5)

onde 7 ¢ o operador de ordenacdo temporal [7].

Para irmos de uma representacao a outra, impomos a condicao de que o
produto escalar em qualquer instante ¢ deva ser independente da representagao
utilizada, s(¢(t)|Os|Y(t))s = o(6(t)|Os]t0(t))s, onde o indice s indica a repre-
sentacao de Schrodinger e o uma outra representacao unitaria qualquer.

Particularmente, para as representacoes de Schridinger e de Heisenberg temos
a transformacao unitaria que relaciona os vetores de estado e os operadores, por

definicao:

[W(t)s = UE0[Y)u (B.6)

Escolhemos U(t,0) tal que U(0,0) = 1 e, portanto, para o instante inicial, temos:

V)i = [1(0))s. (B-8)

Na representagao de Heisenberg, na qual os operadores dependem do tempo,

podemos obter a equacao que descreve a dinamica do operador num instante
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qualquer ¢, derivando a eq.(B.7) em relagao ao tempo:

Lo4t) ~ 4 [uie.0) 0 U (0]
_ dU'(1,0) O5U(t,0) + U'(¢,0) 40s U(z,0)

dt dt
dU(t,0
+ U'(t,0) OS%

1
= %H(t) U'(t,0)05U(t,0) +

7 S

On

) 1
- S S
+ 505 — = Ul(t,0)05U(t,0) H(p). (B.9)

On

e, portanto:

ih%OH = [H(t), 0y (t)] + %OH, (B.10)

que é a equagao de evolucao dos operadores na representacao de Heisenberg, onde
%OH =U'(t, O)dg—tSU(t, 0) serd um operador ndo nulo se o operador Oy depender
do tempo.

A funcao de onda surge como o resultado da projecao do vetor de estado
|t(t))s ou |) g sobre a base do espago das coordenadas, {|X)s}, ou {|X;t)n},
respectivamente. Ao realizarmos esta projecao, devemos ter o cuidado de obser-
var que o conjunto que forma a base do espaco das coordenadas é composta por
autovetores do operador posicao X. Se estivermos trabalhando numa represen-
tacao em que os operadores variam no tempo, estes terao autovetores definidos
a cada instante . Na representacao de Heisenberg temos que o operador posicao

X depende do tempo de forma que:
Xgt)|Xt) g =X |X;t)n. (B.11)

Pela transformacao que leva da representacao de Schridinger para a representacao
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de Heisenberg temos que:

Xtn = U'(0)X)s

_ ei%tHs(O)ei%tHs(At) .. ei%tHS((N_l)At)‘i)s. (B'12)

Portanto, para um instante ¢ qualquer, a funcao de onda sera assim obtida:

= (& U 0)[e(0))s =

= u(Xt[Y)n, (B.13)

o que demonstra que a funcao de onda é a mesma nas duas representagoes.
Neste trabalho seguimos os passos dados por M.V. Berry [5], aplicando a
condicao da aproximacao adiabética na evolugao do vetor de estado, na re-
presentacao de Schridinger. No entanto, o mesmo resultado pode ser obtido
na representacao de Heisenberg se aplicarmos essa condicao na evolucao dos ope-
radores que, no caso particular da funcao de onda - operador XH(t) - tem a

equagao de autovalores dada pela eq.(B.11). Assim,

V(X 1) = wXtl)n

= S(R|T e il T 14(0)) g, (B.14)

Finalizando, obtemos agora um operador Op(t) qualquer na representagao
de Heisenberg a partir da representacao de Schridinger, para um sistema em
que a hamiltoniana evolui no tempo. Como estamos trabalhando no regime de
aproximacao adiabatica, para expressarmos nossos resultados na representacao
de Heisenberg, devemos aplicar o T.A. as grandezas que evoluem no tempo nesta

representacao, ou seja, os operadores. Reescrevendo a equacao que relaciona os
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operadores nas representacoes de Schridinger e de Heisenberg, temos:

Ox(t) = U'(t,0)05U(t,0)

DHS(0) L RHS(N-1AY) g o~ RHS(N-DAY) | =3 Hs(0),

= € e €

(B.15)

Na eq.(B.15), verificamos nas exponenciais, que correspondem ao operador
evolucao, em cada instante ¢, a presenca da hamiltoniana escrita na represen-
tacao de Schrodinger. Para eliminarmos essas hamiltonianas introduzimos 2N
operadores identidade em cada intervalo At, assim, com a aplicacao do Teorema
Adiabatico (T' — o0), para o caso da hamiltoniana de espectro degenerado, en-

contramos para um operador qualquer na representacao de Heisenberg:

Dy

, eN)
S VD DL Gy F N

NM (1) @y ) )y

R(t) 7 ] R(t) 3
x |P (e fio w(R).dR O, ,(t) |P ¢ TR 1 (R).dR |
@ N @ )
N ‘N M b

(B.16)

sendo ffm(f{), m = N, M, as matrizes definidas na eq.(3.43), e os elementos de

matriz do operador Og, dados por:
OZNJM(t) = < t|o |§0lM ) > (B17)

Para o caso nao-degenerado fazemos Iy = [y = 1.
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