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Triste a escutar, pancada por pancada,

A sucessividade dos sequndos,

Ougo em sons subterrineos, do Orbe oriundos,
O choro da Energia abandonada!

E a dor da For¢a desaproveitada,
- O cantochdo dos dinamos profundos,
Que, podendo mover milhoes de mundos,

Jazem ainda na Estdtica do Nada!

E o solugo da forma ainda imprecisa...
Da transcedéncia que ndo se realiza...

Da luz que nao chegou a ser lampejo...

E é em suma, o subconsciente ai formidando
Da Natureza que parou, chorando,
No rudimentarismo do Desejo!

Augusto dos Anjos
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Resumo

Nesta dissertagao quantizamos o modelo cosmologico de Friedmann-Ro-
bertson-Walker espacialmente plano dominado por um chamado fluido fan-
tasma. O modelo classico apresenta uma expansao acelerada terminando
em um Big Rip, uma singularidade futura caracterizada pela divergéncia do
fator de escala e da densidade de energia em um tempo finito a contar da
época presente. Ao nos aproximarmos desta singularidade, a escala de energia
torna-se comparéavel a escala de Planck e a intensidade do campo gravitacio-
nal torna-se comparavel & das outras interagoes fundamentais, sugerindo que
proximo ao Big Rip efeitos quantico-gravitacionais tornem-se crescentemente
importantes. Uma vez que em muitos casos a quantizacao é forte o suficiente
para evitar singularidades passadas como o Big Bang, é natural se perguntar
se efeitos quanticos podem evitar uma singularidade futura. Para responder
a esta pergunta, efetuamos a quantizagao de trés formas diferentes, as quais
por sua vez fornecem universos que evoluem da mesma forma. Observamos
que o mesmo fim catastréfico do universo que surge no modelo classico é
previsto pelo modelo quéantico.
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Abstract

In this work we perform the quantization of a flat Friedmann-Robertson-
Walker cosmological model dominated by the so-called phantom energy. The
classical model presents an accelerated expansion ending in a Big Rip, a fu-
ture singularity characterized by the divergence of the scale factor and the
energy density a finite time from now. When this singularity is approached,
the energy scale becomes comparable to the Planck scale and the gravitati-
onal field intensity becomes comparable to the intensity of the other basic
interactions, suggesting that close to the Big Rip quantum-gravitational ef-
fects become increasingly important. Since in many cases the quantization
is strong enough to prevent past singularities like the Big Bang, is natural
to ask if quantum effects can prevent the future singularity. To answer this
question, we perform the quantization in three different ways, which in turn
supply universes that evolve in the same way. We observe that the same ca-
tastrophic end of the universe that appears in the classical model is predicted
by the quantum model.






Notacoes e Convencoes

e Indices gregos variam de 0 a 3 e indices latinos variam de 1 a 3.

e A assinatura utilizada é (— + ++) de modo que a métrica induzida
sobre hipersuperficies espaciais é positiva definida.

e O tempo proprio 7 é definido por
dr? = —ds* = —gudztdz”,

de modo que dr é real e positivo para uma particula se movendo ao

longo de uma geodésica do tipo tempo.

e As unidades utilizadas sdo tais que ¢ = A = 16nG = 1 onde ¢ é a
velocidade da luz no vacuo, h é a constante de Planck dividida por 27
e GG é constante de gravitagdo universal de Newton.

e Derivadas ordinérias

0
oz
sao indicadas por 0, ou por uma virgula. Por exemplo, a derivada de

um campo escalar ¢ é

99

Daoht

= 0,0 =0,

e Os simbolos de Christoffel de segunda espécie (simbolos de Christoffel,
por simplicidade) sido definidos como

K 1 K
", = 59 )\(gAu,V + Goru = Guvr)-
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viil

O tensor de curvatura (ou tensor de Riemann-Christoffel) é definido
por:

K _ Tk
R)\;,LV_FV)\,;,L_F

K K TP K TP
A, +T upr vA I l/pF Apt

O tensor de Ricci e o escalar de curvatura sao definidos, respectiva-

mente, pelas seguintes contragoes:

RHV - Rﬁu/ﬂ/;
R = g'u'VR“l,.

O tensor de Einstein é definido por
1

ij = RNV — §gMVR‘

Para derivada covariante de um tensor qualquer 75 serao utilizadas,

conforme a conveniéncia, as notagoes
K... K...
V., I ou Ty,
com

VI =T, = 0T + T, I 4 = T T =

A derivada de Lie de um tensor qualquer 77 em relagdo a um campo
vetorial X*, denotada por LxT7, é definida como

LTy =Xt Ty —TX VX5 — o+ TV X

uma vez que somente conexoes simétricas (simbolos de Christoffel) se-
rao consideradas.

Se z# = z#(u) é uma congruéncia local de curvas cujo campo vetorial
tangente é dx*/du = X*, a derivada absoluta de um tensor 75§ ao
longo de uma curva C' da congruéncia, denotada por

D

— T ou VT

Du A A

é definida como

D
BTN = VAT = X1V, I
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Capitulo 1

Introducao

Em sua eterna tentativa de compreender a Natureza e os fendmenos a
sua volta, o homem tem formulado, desde a antiguidade, teorias e modelos
que respondam as suas indagagoes. A cosmologia nasce do anseio humano
de encontrar respostas para questoes como: o Universo é finito ou infinito?
O Universo teve um inicio ou sempre existiu? O Universo terd um fim?
Essas sao apenas algumas das varias questoes referentes ao cosmos que tém
povoado a mente humana ao longo dos séculos e tém recebido explicacoes
que variam de uma cultura a outra, de uma época a outra, tentando impor

uma ordem ao cosmos e torna-lo acessivel & mente humana.

As questoes referentes & cosmologia permaneceram por muito tempo per-
tencentes mais ao campo da filosofia, da metafisica e da religido do que
ao campo da ciéncia. O nascimento da cosmologia como ciéncia pode ser
atribuido a Isaac Newton (1643 — 1727). Foi s6 com advento da teoria da
gravitagdo de Newton que a cosmologia tornou-se possivel como ciéncia. A
lei de forca da mecanica newtoniana junto com a lei do inverso do quadrado
da distancia sintetizavam todo o conhecimento armazenado nos séculos ante-
riores acerca do movimento planetario. O sucesso da gravitagao newtoniana
em explicar e fazer previsoes de fendomenos dentro do sistema solar foi notavel
e nao tardou muito para que a teoria fosse extrapolada para além do sistema
solar e aplicada ao Universo como um todo. Supondo que a matéria estava
uniformente distribuida através de um universo infinito, Newton foi capaz de
encontrar uma equacao dinamica que ditava a evolucao do universo. Porém,

a cosmologia newtoniana possufa caracteristicas paradoxais. Por um lado,



qualquer particula seria igualmente atraida em todas as direcoes e, portanto,
deveria permanecer em repouso. Por outro lado, qualquer distribuicao fi-
nita de matéria nao devia possuir qualquer gradiente de pressao e, portanto,
deveria desabar sob sua propria gravidade.! Mais de dois séculos depois,
em 1934, E. A. Milne e W. H. McCrea [1, 2| mostraram como alguns dos
problemas da cosmologia newtoninana podiam ser resolvidos. Contudo, a
principal fraqueza da cosmologia newtoniana é que ela nao é auto-suficiente,
sua justificativa depende de um resultado da relatividade geral, o teorema de
Birkhoff.

Apesar do éxito da gravitagao newtoniana, muitos problemas permane-
ciam sem explicacao. Um exemplo classico é o problema da precessao do
periélio de Mercirio, que nao encontrava qualquer explicacdo satisfatoria
dentro da teoria newtoniana. Mas, uma dificuldade ainda maior se encon-
trava na parte conceitual: a gravitacdo newtoniana exerce sua influéncia
instantaneamente e a distancia sem nenhum intermediario ou contato causal
6bvio. O préprio Newton admitiu que sua teoria nao era capaz de explicar as
causas da gravidade, mas apenas de elucidar seus efeitos. Para aprofundar
a compreensao das causas da gravidade o mundo deveria esperar por Albert
Einstein.

Em 1905, Einstein publicou pelo menos trés trabalhos histéricos. Um
desses trabalhos, intitulado Zur Elektrodynamik bewegter Korper (Sobre a
FEletrodindmica dos Corpos em Movimento) [3|, tratava da teoria da relati-
vidade especial. Esta teoria notavel produziu mudangas radicais em nosso
entendimento da natureza e se baseia em dois postulados muito simples, mas
de conseqiiéncias profundas, cujos enunciados sao:

P1: As leis da Fisica sao as mesmas em todos referenciais inerciais;
P2: A velocidade da luz no vdicuo é a mesma em todos os referenciais inerciais.
O primeiro postulado, conhecido como principio da relatividade, afirma que

nao existe um referencial inercial especial em repouso em relagao a um espaco
absoluto e levou Einstein a abandonar a idéia newtoniana da existéncia de

!Estrelas sao capazes de manter sua forma estacionaria porque possuem gradientes de
pressdo grandes o suficiente para contrabalancar sua prépria gravidade.
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um espaco absoluto e de um tempo absoluto.

A teoria da relatividade especial deixava intacta a teoria eletromagné-
tica de Maxwell, mas indicava que a mecanica newtoniana era apenas uma
aproximacao valida no regime de baixas velocidades comparadas a da luz.

Apos ser bem sucedido na reconciliacao da 6ptica com a mecanica, Eins-
tein voltou-se para a gravitacao. A generalizacao da relatividade especial
pela inclusao da gravitagao ou, equivalentemente, de referenciais nao inerci-
ais mostrou-se mais dificil e Einstein levou 10 anos para para obté-la. Embora
tenha rapidamente elaborado as bases fisicas que tornariam possivel a teoria
geral, Einstein esbarrava na representacao matematica de suas idéias, que
estava longe de ser 6bvia. Introduzido por seu amigo Marcel Grossman a
geometria riemanniana, Einstein encontrou finalmente o quadro matematico
ideal para representar as suas idéias. Em 1915 ele publicou as equagoes de
campo da relatividade geral [4]. Pouco tempo depois elas foram aplicadas a
cosmologia. Primeiro pelo proprio Einstein, em 1917 [5], depois por W. de
Sitter, A. Friedmann e G. Lamaitre.

As equagoes de campo da relatividade geral formam um conjunto de equa-
¢oes diferenciais parciais nao-lineares acopladas. Sua solugao mais geral esté
além das técnicas matematicas disponiveis no momento. Assim, se estamos
interessados em obter solugoes exatas para as equacoes de Einstein, devemos
lancar mao de hipéteses simplificadoras impondo simetrias ao problema. Foi
essa a postura adotada por Einstein na construcao de seu modelo cosmo-
logico. Ele supds que o Universo era homogéneo, isotrépico e, como era
natural na época, estatico e com matéria uniformemente distribuida através
dele. Contudo, tal modelo era incompativel com as equagoes de campo da
relatividade geral, o que levou Einstein a modifica-las introduzindo o agora
famoso termo cosmoldgico. No entanto, nao levaria muito tempo para que o
modelo cosmologico de Einstein fosse derrubado.

Ainda em 1917, de Sitter publicou uma solucao das equagoes de Einstein,
com termo cosmologico, no vacuo [6]. Ao contrario do universo de Einstein,
o universo vazio de de Sitter se expandia. Entre 1922 e 1924, Friedmann
encontrou uma solucao que combinava o universo denso de Einstein com o
conceito de expansao de de Sitter [7|. Cinco anos mais tarde, em 1929, Edwin
Hubble publicou dados observacionais que indicavam que o Universo estava
se expandindo [8|, fortalecendo o modelo de Friedmann. Essa descoberta



forcou Einstein a abandonar seu modelo estatico de universo e, junto com
ele, o termo cosmolégico, que se tornara desnecessario.

A descoberta de que o Universo estava se expandindo conduziu natural-
mente a questao de suas origens. Se retrocedermos no tempo, concluiremos
que o Universo deve ter sido mais denso, mais quente e mais compacto no
passado. Se levarmos ao extremo este raciocinio, o modelo de Friedmann
nos conduz a uma singularidade passada conhecida como Big Bang: um es-
tado de densidade e temperatura infinitas e volume igual a zero, no qual o
Universo teria comecado.

Na década de 1940, preocupados com o problema da origem dos elemen-
tos, G. Gamow, R. Alpher e R. Herman |9, 10, 11] imaginaram que, em um
tipico universo de Friedmann, as condicoes de temperatura e pressao pouco
ap6s o Big Bang seriam adequadas para a ocorréncia do processo de nucleos-
sintese. Eles postularam que o Universo comecou unicamente com néutrons,
alguns dos quais decairam criando protons, elétrons e antineutrinos. Entao,
via captura de néutrons, todos os elementos teriam sido criados. Para evitar
que o unico elemento criado nesse processo fosse o hélio, eles concluiram que
deveria haver um grande nimero de f6tons de alta energia para cada ntucleon
no universo primitivo. Como subproduto de sua teoria, Gamow, Alpher e
Herman concluiram que uma reliquia desta radiagao, altamente resfriada de-
vido & expansao, deveria estar presente atualmente no Universo. Gamow e
seus colaboradores estimaram que atualmente a temperatura desta radiacao
deveria ser da ordem de 5K. Essa radiacao césmica de fundo foi detectada
em 1965 por A. Penzias e R. Wilson [12] e constitui a mais forte evidéncia da
existéncia do Big Bang. Essa descoberta, a segunda mais importante para a
cosmologia desde a descoberta de Hubble, deu a Penzias e Wilson o Prémio
Nobel de Fisica em 1978.

A aceitagao da teoria do Big Bang nos impoe uma questao importante: é
possivel aplicar a relatividade geral a situacoes tao extremas quanto aquelas
encontradas no Big Bang? Nos temos bons motivos para acreditar que a res-
posta para esta pergunta deve ser negativa. Singularidades, tais como o Big
Bang, nao sao uma caracteristica exclusiva dos modelos de Friedmann, elas
podem existir em qualquer solucao das equacoes de Einstein representando
um modelo cosmologico [13|. Acredita-se que a existéncia de singularida-
des em relatividade geral represente estados nao-fisicos e que nas situagoes
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extremas que elas representam a relatividade geral perca sua validade. A
gravidade ainda nao foi completamente harmonizada com outra grande teo-
ria da fisica moderna, a mecanica quantica. As condicoes existentes durante
a maior parte da histéria do Universo nos permitem separar sem qualquer
problema as duas teorias porque as escalas em que elas predominam sao
imensamente diferentes. Contudo, nas condicoes extremas que a vizinhanca
de uma singularidade representa, a natureza quantica do espago-tempo pode
vir & tona e existem indicios de que quando efeitos quantico-gravitacionais
sao levados em conta é possivel evitar o aparecimento de singularidades. No
entanto, a quantizacao do campo gravitacional é um trabalho incrivelmente
dificil e, até hoje, nenhuma teoria quantica da gravidade consistente foi cons-
truida. Contudo, existem alguns esquemas aproximados para tentar resolver,
pelo menos parcialmente, alguns dos problemas que uma teoria quantica da
gravidade se propoe a atacar. Um desses esquemas é a cosmologia quantica.
Ha muitas formas de se fazer cosmologia quantica. Uma das mais emprega-
das e mais bem compreendidas é a candnica, desenvolvida por J. A. Wheeler
e B. DeWitt [14], a qual sera utilizada por nés nesta dissertagdo. A teoria
candnica requer que o espago-tempo quadridimensional da relatividade ge-
ral seja decomposto em superficies tridimensionais do tipo espaco e curvas
temporais para que a teoria cléassica seja posta na forma hamiltoniana (veja
o Capitulo 2). Entdo, efetuando as prescri¢oes quanticas usuais e aplicando
o procedimento de quantizagao de Dirac, é construida uma equagao analoga
a de Schrodinger, a equacdao de Wheeler-DeWitt, a qual fornece a dinamica
da teoria quantica e determina o objeto central da cosmologia quantica: a
fung¢ao de onda do Universo (veja o Capitulo 4).

Mas, qual sera o destino do Universo? Para que estado ele esta evoluindo?
Em 1998 dois grupos experimentais liderados por A. Riess e S. Perlmutter,
independentemente, anunciaram a terceira maior descoberta da cosmologia:
a expansdo acelerada do Universo [15, 16]. Esta descoberta deixou a todos
desconcertados. Devido ao carater atrativo da gravidade, havia muito tempo
que fisicos e astronomos trabalhavam com a certeza de que a taxa de ex-
pansao do Universo era decrescente. Pegos de surpresa por essa descoberta,
nao tardou muito para que varias idéias fossem propostas para explicar este
descobrimento inesperado. A principal delas supoe que o Universo é homoge-
neamente preenchido por um fluido com pressao negativa denominado ener-



gia escura [17]. Dado que a constante cosmologica, introduzida inicialmente
por Einstein para manter o Universo estatico, atua nas equagoes de campo
da relatividade geral como uma fonte homogénea e isotrépica com pressao
p = —p, ela ressurgiu neste cenario como a candidata mais natural e atraente
a energia escura, recebendo enorme atengao por parte dos cosmoélogos|18, 19].
Outra candidata que tem atraido crescente atencao devido as suas proprie-
dades intrigantes é a chamada energia fantasma 20|, um fluido com equagao
de estado p = wp com w < —1 (veja o Capitulo 4). A principal caracteristica
da energia fantasma é que ela da origem a uma singularidade futura deno-
minada Big Rip [21], caracterizada pela divergéncia do fator de escala e da
densidade de energia em valor finito do tempo césmico, a contar de hoje, e
que representaria um fim catastrofico do Universo.

Essa singularidade nos poe diante de uma nova questao: é possivel que
proximo ao Big Rip efeitos quantico-gravitacionais tornem-se fortes o sufici-
ente para evitar essa singularidade? Embora atualmente o Universo evolua
de forma consistente com a relatividade geral classica, em fases extremas de
sua evolugao os efeitos quanticos devem ser significativos e até dominantes.
Proximo ao Big Rip, a curvatura do espacgo-tempo e a densidade de energia
tornam-se arbitrariamente grandes e, portanto, temos fortes motivos para
suspeitar que, proximo ao Big Rip, efeitos quantico-gravitacionais tornam-se
importantes. Assim, da mesma forma que a fisica quéntica torna-se relevante
quando retrocedemos a época do Big Bang, ela deve tornar-se crescentemente
importante quando nos aproximamos do Big Rip. Isto nos leva a admitir que,
quando efeitos quanticos sao levados em conta, a singularidade do Big Rip
possa ser evitada. E desta possibilidade que trata esta dissertacio.

O formalismo necessério para realizacao do nosso estudo sera desenvolvido
nos capitulos 2 e 3. Esses capitulos tratam, respectivamente, de uma revisao
do formalismo ADM |22] e do formalismo de Schutz [23| para fluidos perfeitos
relativisticos.

O trabalho original desta dissertacao esta contido no capitulo 4. Em-
pregando o formalismo desenvolvido nos capitulos anteriores, estudamos o
modelo cosmologico de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) espacialmente
plano e dominado por um fluido fantasma [24]. Apds investigarmos as prin-
cipais caracteristicas do modelo cléssico, realizamos a quantizacao deste mo-
delo de trés formas diferentes a fim de dar sustentabilidade aos nossos resulta-
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dos. Os trés esquemas de quantizacao utilizados por nés fornecem universos
que evoluem da mesma forma que o universo descrito pelo modelo classico.
Tal como o modelo classico, o modelo quantico prevé uma expansao acele-
rada terminada num catastrofico Big Rip. No capitulo 5 apresentamos nossa

conclusoes.






Capitulo 2

Formalismo Hamiltoniano da
Relatividade Geral

A principal atividade em fisica tedrica é construir modelos matematicos
que capturem a esséncia dos fendmenos fisicos que estao sendo investigados.
Atualmente, grande parte destes modelos sao construidos a partir de um prin-
cipio de agao, ou seja, especificando uma densidade lagrangiana a partir da
qual decorre todo o resto. A principal razao para isto é que grande parte das
prescri¢oes para formular uma teoria quantica de campos requer que a teoria
classica seja posta em uma forma lagrangiana ou hamiltoniana. Por exem-
plo, a formulagdo via integrais funcionais de uma teoria quantica de campos
requer um principio de agado cléssico, isto é, uma formulacao lagrangiana da
teoria classica, enquanto o procedimento de quantizagao candnica requer que
a teoria classica seja posta em uma forma hamiltoniana. Deste modo, ambas
as formulagoes, lagrangiana e hamiltoniana, podem desempenhar um papel
importante no desenvolvimento de uma teoria quantica da gravidade.

O programa de quantizagao candnica, o qual serd adotado aqui, é o proce-
dimento de quantizagao mais direto e tem a vantagem de que apenas modos
fisicos sao quantizados, assegurando a unitariedade da dinamica. Em contra-
partida, a invariancia de Lorentz é perdida uma vez que o tempo é escolhido
como coordenada especial. Este procedimento imita o desenvolvimento da
mecanica quantica: a teoria classica é posta na forma hamiltoniana, sao fei-
tas as prescricoes quanticas usuais e uma equagao analoga a de Schrédinger,
a equacdo de Wheeler-DeWitt [14], é construida.

9



10 2.1. Decomposicao 3 + 1

Para por a teoria da relatividade geral na forma hamiltoniana nés utiliza-
remos o formalismo desenvolvido por R. Arnowitt, S. Deser e C. W. Misner
|22] nas décadas de 1950 e 1960. Neste formalismo, os verdadeiros graus de
liberdade do campo gravitacional residem em hipersuperficies espaciais que
folheiam o espago-tempo, e a dindmica do campo gravitacional pode ser vista
como a evolucao no tempo dessas hipersuperficies.

2.1 Decomposicao 3+ 1

O primeiro passo na construcao do formalismo hamiltoniano da Relati-
vidade Geral é decompor o espaco-tempo quadridimensional M em espaco
e tempo. Esta decomposicao é feita supondo que o espaco-tempo pode ser
folheado em hipersuperficies de Cauchy do tipo espago ¥;, t =constante, de
uma fung¢do tempo global. Assim, todo o futuro (ou a histéria passada) do
universo pode ser previsto (ou recuperada) a partir de condi¢ées no instante
de tempo representado por ¥,.! Parametricamente tal folheacdo é dada por

ot = ak(t, ) (2.1)

onde t rotula hipersuperficies distintas.? O elemento de linha sobre uma dada
hipersuperficie ¥J; é dado por

ds? = Guvdatdx”

oxt Ox”
I 55 o
hi;d€de’ (2.2)

dgide

onde

o ozt Ox”
ij = gwja—fi@—fj

é a métrica espacial induzida sobre ;. Escolhendo coordenadas tais que

(2.3)

=t e ' =¢ (2.4)

1Um espaco-tempo com esta propriedade é dito globalmente hiperbélico. Em espacos-
tempo que ndo tenham esta propriedade a previsibilidade é perdida no sentido de que nao
é suficiente ter um conhecimento completo das condi¢ées em um tnico "instante" para
determinar a histéria inteira do universo. Wald [25] argumenta que todos os espagos-tempo

fisicamente aceitaveis sdo globalmente hiperbélicos.
2Note que espaco-tempo inteiro é gerado se deixarmos ¢ variar.
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de modo que ¥, é a hipersuperficie coordenada z° = constante, o campo
vetorial normal a essa familia de hipersuperficies é dado por

n = —(=g%) %, (2:5)
com
n'n, = —1. (2.6)

Neste ponto é util introduzirmos o tensor de projecao h,, definido por
hyw = g + nyn. (2.7)

Com a ajuda de h,, podemos decompor qualquer tensor em suas partes
paralela e perpendicular ao vetor n*. Nao é dificil mostrar que o tensor de
projecao tem as seguintes propriedades:

i) hyw = hyp,

it) hyn” =0,

iii) huah™ , = hy,

iv) b, =3,

v) un, =0 & u' = h' u”,
vi) hij = gij,

vid) h°, =0,

viid) b = 0.

Definindo o vetor fluxo do tempo t* por
Vit =1, (2.9)
a funcgao lapso N e o vetor deslocamento N* por

N = —ttn, (2.10)

N* = bt (2.11)

respectivamente, o vetor normal n* pode ser escrito em termos de N, N* e

t* na forma .
W= _(r — NH 2.12
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e, conseqiientemente,

g = " —nptn”
1
= WY (= N = ). (2.13)

Uma vez que x° = t, segue-se da definigao (2.9) que ¢* = §. Utilizando este
fato e as propriedades (vii) e (viii) do tensor de projegdo, resulta

1 NI
@)= & . Vo (2.14)
g N' o opij _ NING|

N2 N2

Invertendo (g"”) obtemos

_N? 4 N,N* N,
v) — 5 215
(9 ( SR 2.15)

onde a métrica espacial induzida é usada para abaixar e levantar indices
espaciais: NyN® = hj NI N¥ = WI*N;Ny; e h;;h/* = 6F. A interpretagio
geométrica da fungao lapso e do vetor deslocamento estd representada na
figura (2.1). A fungdo lapso mede a taxa de variacdo do tempo proprio 7
em relacao ao tempo coordenado t sobre curvas normais & hipersuperficie; o
deslocamento N'dt mede a diferenca entre os pontos em ;.4 obtidos por
deslocamentos de um ponto p € ¥; ao longo da curva x' = constante ou ao
longo do vetor normal n*. Isto quer dizer que as coordenadas espaciais sao
co-moéveis se N* = (0. Nestas coordenadas demonstra-se facilmente que

Vv—gd'z = NVhdtd®z, (2.16)

onde g = det(g,) e h = det(h;j). Como esta quantidade é um escalar, este
resultado é completamente geral. Assim, toda a informagdo sobre o campo
gravitacional é transferida para as chamadas varidveis ADM: N, N* e h;;.

2.2 Curvatura Extrinseca
Levando em conta a decomposicao

e = (R, = n*ny) (2.17)
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Figura 2.1: Diagrama esquemético do espaco-tempo ilustrando a decomposi-
¢ao 3+ 1 e o significado geométrico da funcao lapso e do vetor deslocamento.

da derivada covariante do vetor normal, definimos o tensor de curvatura
extrinseca [26] como
Ky = _In'#?)\h)\u
— _nu;u - nu;)\nAny (218)
ou, de forma equivalente,
Ky = —h"h e
= —hzﬂh]yni;j
= —NI W, T°, (2.19)
onde I'’;; sdo os simbolos de Christoffel. Nao & dificil mostrar que

i) K=K,

W
i) Knt =0,

iii) K" =0, (2.20)
) KV, = —n"

v) Kt = K.
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Da equagcao (2.19) temos

Kij = —N6&&T%, =—NI";
= —Ng"Tx; = =N (9"Toi; + 9" ki)
N
Y [900 (.QOi,j + gjoi — gij,O) + QQOkrkij]
1 :
= o5 (Nij + Nji = hij = 2N*T)
1 :
= ﬁ(mj + Njji — hij) (2.21)

onde o ponto denota a derivada parcial em relacao a t e

é a derivada covariante induzida sobre a hipersuperficie.

A interpretacao geométrica do tensor K, é simples e esta representada
na figura (2.2). Sob um deslocamento do vetor normal ao longo de uma
geodésica x' = z'(u) conectando os pontos z' e x' + dx’ sobre uma dada
hipersuperficie ¥;, temos

D dx¥
Du " Y du
v v
_ K dz y dx
= —K,,— —ngn'n,—

du du

dz”
- —ij%, (223)

onde usamos a equagio (2.5) e o fato de que 2"

= constante sobre a hipersu-
perficie. Assim, K, mede o quanto uma hipersuperficie se curva em relacao

ao espaco de dimensao maior em que estd imersa.

2.3 A Equacao de Gauss

Nossa meta nesta se¢ao é escrever o tensor de curvatura R,.),, do espaco-
tempo quadridimensional em termos de propriedades relativas as hipersu-
perficies espaciais, ou seja, do tensor de curvatura tridimensional ®R;j;, da
curvatura extrinseca K,, e do vetor normal n*. Para isto, considere um
campo vetorial arbitrario v ortogonal a n*, isto &,

vin, =0 (= v = (0,0")). (2.24)
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Dn# = -K,,, dx"
\

X! Xi+ dxi

Figura 2.2: Diagrama esquematico do espaco-tempo ilustrando o significado
da curvatura extrinseca. A seta tracejada corresponde ao transporte paralelo
do vetor normal n* em x' ao longo da geodésica ligando 2% a 2’ +dx’. A falta
de coincidéncia deste vetor com n* em ' + da' corresponde intuitivamente

a curvatura de YJ; no espaco-tempo em que esta imersa.

Projetando a derivada covariante de v* perpendicularmente a n*, ou seja,

hohgvu, = hbhi (v, — F)‘VMU)\)
= hf;hg(vu,,, — F)\Wﬂ})\)
= h;”hfj(vm,n — D)
= " hy (U — ST )

= BB O (2.25)

conseguimos relacionar a derivada covariante de v* calculada com a métrica
do espaco-tempo quadridimensional g,,, com sua derivada covariante induzida
sobre uma hipersuperficie qualquer pertencente a folheacao do espaco-tempo.
Agora, lembrando que o tensor de Riemann obedece a relacao

RR)\HVXK - _[Vua VV]X)\ (226)

onde X* é um campo vetorial qualquer, a equagdo (2.25) nos faz suspeitar
que se projetarmos

[vm V, oy = Ui — Ul (2.27)

perpendicularmente a n* conseguiremos escrever o tensor de Riemann qua-

dridimensional em termos das propriedades das hipersuperficies espaciais.
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Procedendo assim temos

h,/o\hgh:w;u;v = h;‘hﬁh:(v,\;u,y — vy — 1, 000)
= h;‘hfjh: [Vxw — gaﬂ(rﬂwxva;u + Douptna)]

= h:[(h;\hgvk;u),v - (h,);hg),vvk;u]
A RERY B (Dt + D)

p'o’tT

—ngfﬁy)\vamno‘ — ngf‘ﬁyuv)\;ano‘] (2.28)

onde usamos a equagao (2.7). Usando as propriedades (vii) e (viii) de (2.8),
as equagoes (2.5), (2.25) e

Vasun™ = —N% Vo = =Ny 0™ = —Ngy 0" (2.29)

I

a equacao (2.28) torna-se

h;\hgh:w;u;u = h?[(hi)h:rnvl\m),n - (hi)h;n),nvl;m]
_hlphglh:f[hab(rbnlvﬂm + anmvl|a)
+n0FOnlna§mva - nOFOnmvl§ana]
= B hhg v+ (phe) (Vi — Vim)]
—hL R RE (PT vapm + °T 0 la
+100° Mamv® — 1ol vp.an®)
= hi)h?hﬁvl|m|n + h?(h;h?),n(v”m — Upm)]

—h;h?h?(nofonlna;mva — ol van®)  (2.30)
ou

h;hgh:va — h;h;nhz(v”mm + Kin Kamv® + Kpnv.an®)
+h2 (AR (V1 — Vi) (2.31)

onde usamos
Ko = = = 1ol (2.32)
Analogamente,
WRER Uy = BRI R (Vg + K Kanv® + K tan®)
+hy (AR (O, — i) (2.33)
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Tomando a diferenga entre (2.31) e (2.33) obtemos
h:‘hﬁh:(v)\;,/;u — Uxpw) = hi)hglh?[(vlln\m - Ullmln)
+(KlmKan - Kanam)Ua]
n/pl m
+[h7'(hpha ),n
—hZ(hLR) ] (Vg — Vi) (2.34)
donde
—h RERLRY v = WL [—RE, ok + (K Kan — KinKam )0
HR (W) = Ry (R) ] (Vi — Vi) (2:35)
Usando as propriedades de simetria do tensor de Riemann e a propriedade
(vit) do tensor de proje¢ao, vem
W R B2 Ry ™ = RLRZ R PR t® + (K K — Kin Ko ) 0]
R () = By () ) (Vg — Vim)- - (2.36)
Como hg = 5Z , 0 tensor T),,, = hi,h:,”hﬁlemnvk tem componentes espaciais
dadas por
Tt = Rijrav’ = "Rijev’ + (K Ky — KK )v?, (2.37)
e, como os v’s sdo todos arbitrarios, temos finalmente
Rijin = *Riju + K Kji — KuKjy.. (2.38)

Esta equacao, conhecida como a equacao de Gauss, é a relacado que procuréa-

vamaos.

2.4 Escalar de Curvatura

O 1ultimo passo na direcao da formulacao hamiltoniana consiste em re-
escrever o escalar de curvatura somente em termos das propriedades das
hipersuperficies. No mesmo espirito do que foi feito na secao anterior, nos
comecamos a fazer isto projetando o tensor de Riemann perpendicularmente

an*,

hnuh)\uRﬁ)\wj — (g/iu . nnnu)(g)\u + n)‘n”)R,{)\W

= R+2Ry,nn" (2.39)
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ou

R = hkmhlanlmn - QR)\VTL)‘TLV, (240)

onde usamos a propriedade (viii) do tensor de proje¢do. O primeiro termo
do lado direito desta equacao pode ser obtido diretamente da equacao de

Gauss:
R Ry = R+ K* — K K. (2.41)

O segundo termo ¢ a componente normal do tensor de Ricci, e pode ser
calculado facilmente se usarmos a relagao

RY,,, X" =V, V,] X", (2.42)
onde X" é um campo vetorial qualquer. Deste modo, segue-se que

Ry,n’n? = R“/\W
= 0,([Vy, Von™)n" = g™ g7 6. ([Vu, Viln,)n,
= ¢"¢""n,(V,V,n, —V,V,n,)

= g"g”" [Vu(navvnp) - VV(ncrvunp) +

+(Vune)(Vun,) — (Vung ) (Vun,)]. (2.43)

nn’ = 55R“Ml,n’\n”

Da defini¢do (2.18) do tensor de curvatura extrinseca temos
Vun,=—K, —n,n'Vyn,, (2.44)
e, substituindo esta equacdo em (2.43), vem

Ry,n*n’ = g 9°" [V u(neVn,) — V(0. V,n,) +

+(Kop + n,nVung ) (K, + n“n’\VAnp) —
—(Kop +n,n"Vng) (K, + n,,nAVAnp)]

= ¢"¢”"[V,(n,Vyn,) — V,(n,V,n,) +
K, K,, + Km,nunAVAnp + K,un,n"Vn, +
—i—n“nyn“n)‘(v,{ng)(v,\np) — KoK, —
— Cmn,,n)‘v)\np — K,,n,n"V,n, —
—nunyn“n’\(vnna)(v,\np)]

= V,(n'V,n") =V,n"V,n")+ K K",
—l—K”VnMn)‘V,\n“ + K", n,n"Vn” — K" K,, —

— wn"n)‘VAn“ — K,,nn"V,n". (2.45)
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Usando as equagoes (i7) e (iii) de (2.20) podemos reescrever (2.45) como

R,ntn" = V,(n"V,n' —ntV,n")+ K% — KKV +
+2Kn,n*Vn”, (2.46)

onde K = Kt = K ‘. & o trago da curvatura extrinseca. Agora da equagao
(2.6) temos

0 = Vin"n,) =n"Vin, +n,Vn"
= n"Vian, + 6,0’V n”
= n”VAn,, + anAnp

= 2n"Vin, (2.47)
e, portanto,
R,n'n" = V,n"V,n' —n'V,n") + K% — Kinij. (2.48)

Substituindo as equagoes (2.41) e (2.48) na equagdo (2.40) e usando a pro-
priedade (iv) do tensor de curvatura extrinseca resulta

R= R+ KK~ K?*—2V,(a" + Kn"), (2.49)

onde 3R é a curvatura intrinseca da hipersuperficie espacial ¥, e a* = n*V,n#
é a quadriaceleracao de um observador viajando ao longo do vetor normal
n* a hipersuperficies sucessivas.

2.5 Formalismo Hamiltoniano da Relatividade
Geral

O principio de acao convencional para a gravitacao foi proposto por Hil-
bert pouco dias antes de Einstein apresentar as equacoes de campo da relati-
vidade geral em sua forma final. Hilbert, motivado por trabalhos anteriores
de Einstein, postulou para gravitacao a acao

Sy = / d*zLy, (2.50)
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onde
Ly=+v—9gR. (2.51)

A extremizacao da acao de Hilbert com relagao ao campo métrico g, fornece
as equacoes de Einstein para o vacuo,

G = 0. (2.52)
Agora, por (2.49) temos que
Ly =L, —2NVh V,(a" + Kn"), (2.53)
onde
L,=NVh(°R+ Ky ;K9 — K?) (2.54)

é a densidade lagrangiana usual da geometrodindmica. Uma vez que Ly e
L, diferem apenas por uma quadridivergéncia, elas dao origem as mesmas
equagoes de campo, o que nos permite adotar £, como base do nosso prin-
cipio variacional. Introduzindo a supermeétrica, um tensor de quarta ordem
definido por

1
Giju = ﬁ(hikhjz + hihjr — hijhig) (2.55)
cuja inversa, é
Gkl — \/E[%(hzkh]l + hilhjk) _ hijhkl], (256)

podemos reescrever (2.54) como
L, = NGMK, Ky +Vh°R), (2.57)

forma que serd mais util para efeito de célculo. Como usual, os momen-

tos canonicamente conjugados a N, N; e h;;, denotados por 7, 7 e 7',
respectivamente, sao dados por
oL
=" =0, (2.58)
ON
. oL
=2 =0 (2.59)

T = =
ON;
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e
(9hij
Kmn
= QNlem”Kkla.
ahi]’
— _GUM,, (2.60)

onde usamos a equagdo (2.21). As equagdes (2.58) e (2.59) sdo conhecidas
como vinculos primérios e expressam o fato de a lagrangiana (2.57) ser in-
dependente das "velocidades" N e N;. Essas "velocidades" sdo arbitrarias
e nao podem ser expressas em termos dos momentos. No entanto, elas nao
aparecem na densidade hamiltoniana gravitacional

H, = 7°N+7'N, + Wijhij - L,
= —GIMEu(Ny; + Nji — 2NK;) — N(GM K Ky + VhPR)
= N(G™MK;Ky — Vh3R) — 217 Ny;
= N(Gijum?7* — Vh3R) + Ny(217); — (2N, (2.61)

onde usamos (2.21) e o fato de que G;;GM™" = o;i" para inverter (2.60).
Desprezando a divergéncia no altimo termo de (2.61) temos

Hy = NH, + N;H}, (2.62)
onde
HY = Gyurm™ — Vh*R (2.63)
[§]
M, =27, (2.64)

Agora, uma vez que os vinculos priméarios devem ser mantidos em qualquer

instante, derivadas em relacdo a t de 7° e 7' devem ser nulas, isto é, 7° =

{r% H)} =0e " = {x°,H,} =0, de modo que

HO =0 (2.65)

)

H;, = 0. (2.66)
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As equagoes (2.65) e (2.66) sdo os chamados vinculos secundérios. Em vir-
tude da estrutura de Hg , "energia cinética" mais "energia potencial" com o
"quadrado" do momento 7 desempenhando o papel de energia cinética e o
negativo da curvatura intrinseca o de energia potencial, iremos nos referir a

(2.65) como vinculo hamiltoniano.



Capitulo 3

Teoria Hamiltoniana de um
Fluido Perfeito Relativistico

Até aqui nossos esforcos concentraram-se na obten¢ao de uma formulagao
hamiltoniana apenas para o campo gravitacional. Contudo, o objeto do nosso
estudo é a cosmologia e, portanto, uma descricao para o contetido material
do Universo torna-se necesséaria. Especificamente estaremos preocupados em
estudar situacoes em que efeitos quanticos tornam-se relevantes, ou seja,
singularidades passadas ou futuras tais como big bang, big crunch ou big rip.
Embora, em principio, o conteiiddo material do Universo deva ser descrito
por campos fundamentais devido ao carater quantico do problema [27], nds
iremos adotar uma descricao mais simples na qual o Universo é preenchido
por um fluido perfeito. A vantagem dessa abordagem fenomenolégica é que
solucoes exatas podem ser construidas para um fluido com equacao de estado
p=wp [28].

Para descrever o fluido utilizaremos o formalismo desenvolvido por Schutz
|23] no inicio da década de 1970. Nesse formalismo a quadrivelocidade é ex-
pressa em termos de cinco potenciais de velocidade, cada um dos quais obede-
cendo a sua propria equagao de movimento. Essas equagoes, completamente
equivalentes as equagoes de movimento usuais decorrentes da conservacao do
tensor de energia-momento, podem ser obtidas a partir da variacao de uma
acdo cuja densidade lagrangiana é £ = \/—¢g(R + p), onde R é o escalar de
curvatura e p a pressao do fluido. O presente capitulo consiste numa re-
visao do formalismo de Schutz e pode ser pulado por aqueles que ja estao

23
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familiarizados com ele.

3.1 Fluidos Perfeitos Relativisticos

Considere um fluido perfeito composto de barions. Embora a massa total
M de um fluido bariénico nao se conserve, uma vez que possiveis decaimentos
podem ocorrer, o numero total N de barions sempre é conservado. Assim, a
energia do estado fundamental do fluido baridnico é definida como

EO = mHN, (31)

onde my é massa do atomo de hidrogénio em seu estado fundamental. Esta
definicdo obviamente é motivada pelo fato de o barion mais leve, o préton,
ser estavel. A energia interna U do fluido é definida como a diferenga entre
a energia total e Ey, isto é,

Portanto, a densidade total de matéria-energia é dada por

p=po(l+u), (3.3)

onde py é a densidade de matéria-energia do estado fundamental e

U
mHN

(3.4)

u =

é a energia interna especifica. Suponha, agora, que o fluido seja caracterizado
por uma equacao de estado da forma p = p(po,u). Entdo, pela primeira lei
da termodinamica, a quantidade de energia por barion adicionada ao fluido
em qualquer processo quase-estatico é dada por

1
0q = du+ pd(—). (3.5)
Po
Definindo a massa inercial especifica como
+p
p="~ (3.6)
Po

temos, por (3.3) e (3.5),
1
du = o0q + —dp (3.7)
Po
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ou, resolvendo para dp e usando fato que dq = T ds,
dp = po(dp — T'ds) (3.8)

onde s = s(po,u) é a entropia especifica do fluido e T = T'(pg, u) sua tempe-
ratura. Podemos ver claramente que py e u podem ser escritos em funcao de
i e s, de modo que a equagao de estado pode ser posta na forma

p=p(H,s), (3.9)

a qual serd melhor para trabalharmos. Agora, para definirmos completa-
mente um fluido perfeito relativistico, é necessério, além da sua equacao de
estado, eq. (3.9), o seu tensor de energia-momento

™ = (p+p)uu”+pg"”
= upouru” + pg"” (3.10)
onde
dz#
b= — 3.11
u' = (3.11)

é a quadrivelocidade do fluido, que esta sujeita & seguinte condi¢do de nor-
malizacao:

w'u, = —1. (3.12)

A conservagao do ntimero barionico, reescrito em termos de py, esté incorpo-

rada na equagao

(po) = 0. (3.13)

As equagbes (3.12) e (3.13), juntamente com a conserva¢do do tensor de
energia-momento

T =0, (3.14)

v

determinam completamente o movimento de um fluido cuja equacao de es-
tado é conhecida.

O significado fisico das quatro equagoes (3.14) torna-se mais claro se
separarmos suas componentes paralelas e perpendiculares a quadrivelocidade.
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Projetando paralelamente a u* temos

0 = wu, 7",

3

= uu(pporu” 4 pg"”).,
(upouru”)., +u"p,
- uu(ﬂuu);upouy + uup,u

= u(py — poliy)- (3.15)

= ’u/u

Por outro lado, da equacao (3.8), temos
poTds = —(dp— podp)
= —dz"(py — pott.). (3.16)

Dividindo ambos os lados desta equacao por dr vem

ds

pol = = —u"(py — potiv) (3.17)
e, por (3.15),
Z—j =u"s, =0. (3.18)

Esté claro desta ultima equagao que movimentos de um fluido perfeito devem

conservar a entropia por barion. Além disso, uma vez que g = T'ds, nao héa

fluxo de calor em qualquer elemento do fluido durante seu movimento.
Agora, para construirmos as trés equagoes de movimento independentes

perpendiculares a u*, n6s introduzimos o tensor
A A,
P, =0, +ultuy, (3.19)

o qual projeta tensores perpendicularmente a u*. Note que este tensor tem
as propriedades de (7) a (v) de (2.8) *. Deste modo,

0 = P,T",
= P (ppoutu” + pg™ ),
= P (v, + pout)pou” + PVp,,
— ,upouA;Mu“ + PAup7“ (320)

1Se adicionalmente supusermos que as coordenadas sdo co-moveis, entio P);L terd as
mesmas propriedades que h)‘“.
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donde
—PMp, = ppou’,ut. (3.21)
Em um referencial inercial localmente co-mével, isto é,
A - =
%, =0, u"=(-1,7) (3.22)

onde ¥ é instantaneamente igual a zero, a parte espacial de (3.21) torna-se

—

dv
—gradp = (p+p)— (3:23)

que é a lei de forga usual com (p + p) desempenhando o papel de massa

inercial.

3.2 Representacao Via Potenciais de Velocidade

As equagdes de movimento obedecidas por um fluido perfeito, eq. (3.14),
sao usualmente interpretadas em um sentido lagrangiano?: a quadriveloci-
dade é considerada como a taxa de variagao em relacao ao tempo proprio da
posicao da particula. Assim, a quadrivelocidade é vista como uma pequena
seta carregada pelas particulas ao longo de seu movimento e somente no limite
do continuo podem ser consideradas como um campo vetorial uma vez que o
fluido é composto por particulas discretas muito proximas umas das outras.
Por outro lado, a quadrivelocidade pode ser considerada como um campo
vetorial sobre todo o espago-tempo e, deste modo, pode ser representada
em termos de campos escalares e seus gradientes. Enquanto as particulas
movem-se através do espaco, os escalares em um dado ponto simplesmente
mudam sua magnitude com o tempo. Esta representacao por potenciais de
velocidade conduz a uma interpretacao euleriana da dindmica do fluido.

Para obter a representacao por potenciais de velocidade, considere duas
funcoes 6 e ¢ definidas por

o

=T (3.24)
o

20s adjetivos lagrangiano e euleriano se referem respectivamente a observadores co-
méveis com o fluido ou fixos em relagdo a algum referencial arbitrario através do qual o
fluido escoa.
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e o campo vetorial W# definido por
W = py — ¢ = 05 4, (3.26)
o qual, por (3.12), (3.18) e (3.25), é ortogonal a u*:
u'W, = 0. (3.27)
Tomando a derivada de Lie de W, em relacao a u* vem

LW, = W+ W,
= u’\Wu;)\ — u’\WAW
= N (puy — dp — 0 ,)0 — u(pux — o — 0s3),,
= wMp)n =T+ iy

1
= UA(,UUM);A + —Du (3.28)
Po
Por sua vez,
1
0 = —T1T°,
Po i
1
= —(ppouyu’ + poy)in
A 1
= u (pup )+ —pop (3.29)
Po
donde
LW, =0. (3.30)

Por esta equagdo e pela condi¢do de ortogonalidade (3.27) temos que, em um

sistema de coordenadas co-moveis (u* = df),
WH = (0, WZ) e VVZ',() =0. (331)

Agora, um velho teorema sobre formas diferenciais, o teorema de Pfaff [29],

k

diz que se f;(z*) sao N funcdes de N varidveis independentes z*, entdo

existem fungdes a;(z%), 3;(2%) e v;(a*) tais que
Z;V:/f a;df; se N é par

N
> fdat = (3.32)
=1 dvy + Zgl—lw a;dp; se N é impar.
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Conseqiientemente,
Z;v:/f a;0;3; se N é par

fila®) = (3.33)
Oy + Zgl_l)/z a;0;0; se N é impar.

Deste modo, podemos aplicar o teorema de Pfaff com N = 3 para obter

Wi=aB;+ v, (3.34)
Como a, 3 e v nao dependem de z° = 7,
da df  dy
— = _Z1_) 3.3
dr dr dr ( )
e
W, = pu, — ¢, —0s,=af,+, (3.36)

Uma vez que ¢ é definido a menos de uma funcao arbitraria de z*, podemos
absorver v em ¢ e, resolvendo (3.36) para u,, escrever a quadrivelocidade

como )
Uy, = E(Qb,u +aB, +0s,). (3.37)

Finalizando esta secao escrevemos abaixo as equacoes dindmicas nesta repre-
sentagao (egs.(3.13), (3.18), (3.24), (3.25) e (3.35) ):

i) (P = O
i) uts,, = 0;

ii)utf , =T (3.38)
) uta,, = 0; '
U) Uuﬁ,u = 0;

vi) ut'g, = —p.
Pela condigao de normalizagao obtemos a relacao funcional entre 1 e os po-

tenciais escalares:

pr=—g" (Gt aBu+0s,) (b +aBy,+0s,). (3.39)

ou de forma mais concisa,
p? = —v"v,, (3.40)

onde v* é definido como

Up = HUy

= ¢,+aB,+0s,. (3.41)
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3.3 O Principio de Acao

As equacoes de movimento escritas no final da dltima secao podem ser
obtidas a partir da variacao da acao de Schutz

5= / doy/=g(R +p) (3.42)

com relagao aos potenciais escalares ¢, 0, s, a e 3. Nesta equacgdo, g é o
determinante da métrica e p a pressao do fluido. Para calcular variacoes de
primeira ordem na pressdo usamos a primeira lei da termodinidmica ( eq.(3.8))

O0p = podp — poT'ds (3.43)

com oy sendo calculado a partir da equagao (3.39). Substituindo as derivadas
ordinarias por derivadas covariantes em (3.41) e denotando os potenciais
escalares genericamente por 1), de modo que v, = v,(¢, V,v), temos por
(3.40) que

2uop = —2v"v,
ov,, ov,,
= [ w(w + av”bé(v,\zb)]. (3.44)

Multiplicando ambos os lados desta equagdo por po/2u, usando (3.41) e o
fato de que a derivada covariante comuta com a derivada variacional, temos

ov,, , Ou,

podp = —pou”%fw—pou o7, ¢VA(5¢)
VaU,/ v a'UV
= —Pol %&ﬂ — Valpou 8V,\¢6¢)
v,
VA (ot 5 ). (3.45)
Conseqiientemente,
08 = /d4x\/—g[— pou” a—5¢+v,\(pou v, )6¢ — poT'ds], (3.46)
oY OV \Y

onde descartamos os termos de superficie. Desta equagao segue-se direta-
mente que variagoes em relacao a ¢, 0, s, a e 3 dao, respectivamente, as
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seguintes equacoes:
i) (pout),. = 0;
i) uts , = 0;

it) utf , =T
) uta,, = 0;
U) Uuﬂ,u =0;

e utilizando a condigdo de normalizagdo juntamente com as equacgoes (ii) e
(1v) temos

vi) w'd = —p.
Portanto, como haviamos afirmado no inicio da sec¢do, as equagoes (3.38)
podem ser obtidas partindo da acdo (3.42). Para finalizar, variando a agdo
(3.42) com relagao ao campo métrico g"” vem

05

/d4x(\/—g G 09" 4 0v/—g p++/—g op)
1
- / d'ov/=g( Gudg" = 59,w09" D+ podp), (3.47)

onde usamos (3.43) e o resultado

1
oN/—qg = —5\/—gguyég‘“’. (3.48)

Por (3.40) temos

2udp = —v,v, 09"
= podp = —%pouuuuﬁg‘“’ (3.49)
donde,
35 = [ dtev=5 09 G — ooy, + p)l 0. (350)
Usando (3.6) resulta
Gy = %TW, (3.51)

onde 7}, é o tensor de energia momento do fluido perfeito. Estas sao as equa-
¢oes de Einstein tendo um fluido perfeito como fonte de gravitagdo. Deste
modo, a validade do principio variacional de Schutz estd completamente es-
tabelecida.
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3.4 Teoria Hamiltoniana de um Fluido Perfeito

Relativistico

Para finalizar este capitulo nés empregaremos o formalismo desenvolvido
no primeiro capitulo para construir a hamiltoniana para o fluido. Deste

modo, a agao do fluido é escrita como
Sy = / dt / *zNVh p (3.52)

onde, como antes, NV é a funcao lapso, h o determinante da métrica induzida
sobre as hipersuperficies >; que folheiam o espaco-tempo M e p a pressao
do fluido. Assim, a densidade lagrangiana do fluido é

L = NVh p. (3.53)

Denotando por v, os potenciais ¢, 6, s, « e 3, 0s momentos canonicamente
conjugados a 1, sao definidos por

pr = 2Em _ NVR P (3.54)
Ia M
uma vez que N e h ndo dependem dos potenciais. Por (3.8) e (3.40) temos
p* = N\/ﬁﬁ
O
0
Ma
= —NVhpou” Ov (3.55)
Ma

e por (3.41) segue-se imediatamente que

i) p* = —Nv'h pou’;

i) p’ = 0;

i1) p° = Opy; (3.56)
iv) p* = 0;

v) p = apy.

Das equagdes (3.56) podemos ver claramente que o inico momento indepen-
dente & p?. Como fizemos no capitulo 1, a densidade hamiltoniana do fluido
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é definida como

Hm = p"Ya—Lm
= p®(d+af+05)—NVhp
= —NVh(upouuo + p)
= NH,,

onde
HO = —vVh TY,.

33

(3.57)

(3.58)






Capitulo 4

Tratamento Quantico da
Singularidade do Big Rip

Como foi dito anteriormente, nosso interesse reside em situagoes em que
efeitos quanticos tornam-se relevantes, isto é, vizinhancas de singularidades.
Singularidades sao inevitaveis em relatividade geral e, do ponto de vista
matematico, implicam a quebra do conceito de geometria do espago-tempo.
Fisicamente, isto significa uma incompleteza da teoria e acredita-se que uma
teoria futura, mais completa que a relatividade geral, possa resolver este pro-
blema. Uma vez que todas as interagoes fundamentais devem possuir uma
descricao quantica, e a gravitacional ndao deve ser excecdo, espera-se que a
quantizagao do campo gravitacional seja a solucao para este problema. Con-
tudo, apesar dos esforcos realizados por mais de cinco décadas por fisicos
de todas as partes do mundo, nenhuma teoria quantica da gravidade consis-
tente foi construida, até o presente momento. Esta dificuldade na obtencao
de uma descrigao quantica do campo gravitacional tem estimulado o desen-
volvimento da cosmologia quantica, um método menos completo, contudo
mais tratavel, de investigar a influéncia de efeitos quanticos sobre a evolugao
do Universo. Neste capitulo n6s empregaremos o formalismo desenvolvido
nos capitulos anteriores a quantizacao de um universo espacialmente plano,
homogéneo e isotrépico preenchido homogeneamente por um fluido perfeito
com equagao de estado p/p = w, com w < —1. De posse do hamiltoniano do
campo gravitacional e suas fontes efetuaremos o procedimento de quantiza-

¢ao candnica obtendo assim a equacao de Wheeler-DeWitt, a qual determina

35
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0 objeto central da cosmologia quantica: a funcao de onda do Universo.

4.1 A Equacao de Wheeler-DeWitt

O formalismo canoénico, desenvolvido nos capitulos anteriores, pode ser

resumido na seguinte acao:
S = / dt / &Pz (17 hij 4 p™he — NH — N/H), (4.1)

onde 77 é 0 momento canonicamente conjugado a h;;, p* 0 momento cano-

nicamente conjugado aos campos de matéria 1,

H = H+H, (4.2)

H' =H, +H, (4.3)
com Hj) dado por (2.63), H,, por (3.58), H} por (2.64) e H;, = 0. Agora

o vinculo hamiltoniano e o vinculo do momento sao dados, respectivamente,

por
H® =0 (4.4)
e
H' = 0. (4.5)
A transicao da teoria classica para a teoria quantica é feita efetuando-se a
prescricao
7T0—>7?0——i5 7Ti—>ﬁ'i——ii
5N’ - §NZ7 4 6
o P ) (4.6)
T 7= 4 7 @ 50 = g
ohy; UF 3,

e substituindo as equagoes de vinculo classicas (2.58), (2.59), (4.4) e (4.5)
por condicoes sobre os estados W. Assim, os vinculos primérios,

o
U = —izs =0 (4.7)

- o
AZ@ —_ - ) p—t 4.
7 Z(FNZ- 0, (4.8)
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nos dizem que ¥ s6 depende de h;; e de 1),; o vinculo do momento,

o

H'W = =2i( 5
ij

)|j =0, (4'9)
diz que ¥ depende apenas da geometria do espago e nao das coordenadas

utilizadas para descrevé-la; e o vinculo hamiltoniano,

o 0

~0
U= —(Gpipj— ——
Tt (s Shy; Ohuy

+ VR +VhTS)W =0, (4.10)
fornece a dinamica da teoria quantica. Aqui, 7% = T (., —i6/81,) € 0 ope-
rador associado a T,. Esta equagao diferencial funcional de segunda ordem é
conhecida como equacao de Wheeler-DeWitt. A equacao de Wheeler-DeWitt
esta definida em um espacgo de dimensao infinita contendo todas as configu-
racoes possiveis da geometria espacial e dos campos de matéria, denominado
superespago. Isto significa que devemos resolvé-la em cada ponto x de >; o

que, pelo menos com as técnicas disponiveis no momento, nao é possivel.

4.2 Mini-superespaco

Embora seja extremamente dificil obter solucoes gerais da equacao de
Wheeler-DeWitt no superespaco, solugoes interessantes podem ser obtidas
no contexto da cosmologia quéntica, onde o nimero infinito de graus de li-
berdade do superespaco é reduzido a um niimero finito utilizando argumentos
de simetria. O subespaco assim construido é denominado mini-superespaco.
Uma forma simples de se construir um mini-superespaco é considerar univer-
sos homogéneos. Deste modo, em vez de termos uma equacao de Wheeler-
DeWitt em cada ponto x da hipersuperficie espacial >; teremos uma tnica
equacao de Wheeler-DeWitt sobre ;. No restante desta dissertacao nos
restringiremos ao estudo de um universo espacialmente plano, homogéneo e

isotrépico descrito pelo elemento de linha
ds® = —N?(t)dt* + a*(t) 6;;dz"dx?, (4.11)

onde N(t) é a fungao lapso, a(t) o fator de escala e ¢;; = diag(1,1,1). Uma
vez que estas hipoteses desempenham um papel importante em cosmologia
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cléssica e tém um forte suporte observacional, é possivel que alguma infor-
magcao importante acerca da teoria completa possa ser obtida. Entretanto,
nao devemos nos manter exageradamente esperangosos com respeito a isto ja
que enormes complexidades, que sem divida alguma devem ser relevantes no
nivel quantico, estao sendo ignoradas. Uma vez que o tinico grau de liberdade
remanescente do campo gravitacional é o fator de escala a, podemos definir
o momento candnicamente conjugado ao fator de escala por

oL,
da
. 0K
— igkl 1 Kl
NG K 9
— —zkal%, (4.12)

Pa =

onde usamos (2.54) e (2.60). Para o elemento de linha (4.11) a métrica

espacial induzida sobre >3, é

hkl = a2(t)5kl (413)
e, por (2.21), temos que
P aady
K, = ——2 — _ 4.14
o= o (414

Substituindo (4.14) em (4.12) e usando a identidade p, = (1/3) p,d0*'x; temos

1
gpaéklékl == 2a7rkl(5kl (415)
donde
okl = %5’”. (4.16)

Assim, a parte gravitacional do hamiltoniano H° torna-se:

HO - Gijklﬂ'ijﬂ'kl — \/E3R
- L 2 S (8. 51)2
- 72a pa [261]5 (52]6 ) ]

= ——7p5, (4.17)

onde usamos o fato de que, para a métrica (4.11), °R = 0.
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Agora, em um referencial co-moével, a quadrivelocidade do fluido toma a

forma

ut = =88 /N, (4.18)

de modo que T = —p. Usando o fato de que dq = T'ds e (3.3), a equagao
(3.5), para um fluido com equagdo de estado p = wp torna-se

Tds = d(£)+wpd(>)

Po Po
= 24 [ln(ﬁ) —wln pol, (4.19)
Po Po
donde
Y P
T=—; s=In(—)—wlnp. (4.20)
Po Po
Resolvendo a segunda destas equagoes para p temos
p = ppe
= a 3(1+w)p}z}+w % (4.21)
onde usamos a equacdo (i) de (3.52), Nu’ = —1 e vh = a®. Assim, o
hamiltoniano do fluido torna-se
HO = —VhTY
= a_?’wpifwes. (4.22)

Finalmente, substituindo (4.17) e (4.22) em (4.2) resulta

1
- 24a

O hamiltoniano acima pode ser posto em uma forma mais adequada aos

HO=——p>+a Swp(l;r“’ s (4.23)

nossos propositos se efetuarmos uma mudanca de varidveis no espago de fase
(a, ¢, S, DaPs, Ds) — (@, M, 8, PaDy, Ds) definida por

n=—pp, e, p,=ple. (4.24)

Nao ¢ dificil mostrar que o paréntese de Poisson {7, p,} = 1 e que os demais
sdo nulos, ou seja, que a transformagao (4.24) é canodnica. Deste modo, a
hamiltoniana (4.23) toma a forma:

1
H = — i P2 +a " *p,. (4.25)



40 4.3. Energia Fantasma e o Big Rip

Assim, as simetrias contidas no elemento de linha (4.11) permitiram que
o nimero infinito de graus de liberdade do superespacgo fosse a reduzido a
apenas dois: o fator de escala do universo a(t) e 1, o inico grau de liberdade
remanescente do fluido.

4.3 Energia Fantasma e o Big Rip

Desde que surgiram evidéncias convincentes de que o Universo esta se
expandindo a uma taxa crescente |15, 16|, muitas idéias tém sido propostas
para dar sentido a este descobrimento inesperado. A mais popular delas su-
poe que o Universo é homogeneamente preenchido por um fluido de natureza
desconhecida com equagao de estado p/p = w < —1/3. Este fluido misterioso
que, embora nao seja observado, domina atualmente o conteido energético
do Universo foi batizado de energia escura [17]. Dentre os principais candi-
datos para descrever a energia escura, a constante cosmolégica A, que atua
sobre as equagoes de Einstein como uma fonte homogénea e isotrépica com
equacao de estado w = —1, é, talvez, a mais atraente teoricamente e tem
sido estudada extensivamente na literatura [18, 19]. Outro candidato que
tem recebido crescente atencao por parte dos tedricos é a energia fantasma,
um apelido dado a energia escura com w < —1. Exatamente como o nome
sugere, propriedades inusitadas surgem ao se admitir w < —1. Por exemplo,
a densidade de energia fantasma, ao invés de decrescer, cresce enquanto o
Universo evolui dominando qualquer outra forma de energia e tornando-se
infinita em um tempo finito a contar da época presente. Neste cenario cos-
mologico, todos os sistemas ligados sao rompidos pela densidade de energia
fantasma e o Universo termina de forma catastrofica no que foi batizado de
Big Rip |20, 21|. O mais pertubador de tudo isso, e que torna o estudo de
tal modelo de vital importancia, é que as observacoes atuais sao compativeis
com w < —1 [30]. No restante deste capitulo focaremos nosso estudo nesta
ultima possibilidade. Nosso objetivo central serd investigar se efeitos quanti-
cos gravitacionais podem ou nao evitar esta singularidade futura. Antes de
fazermos isto, resumiremos nesta se¢ao as principais caracteristicas do mo-
delo cosmoldgico classico de Friedmann-Robertson-Walker dominado por um
fluido fantasma.
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Fazendo N = 1, de modo que o tempo ¢ no elemento de linha (4.11) é o
tempo césmico, as equacgoes classicas de movimento sao dadas por

. OH° 1 . OH 1 3w
. OH® . OH
n

Multiplicando a primeira equagao de (4.26) por 1/a, elevando ao quadrado e
usando o vinculo H° = 0 somos conduzidos & equacao de Friedmann

i, 1 ..
H? = (5)2 =g Slwtl)y, | (4.28)

onde H = a/a é o parametro de Hubble. Também, multiplicando a primeira
equagdo de (4.26) por a, derivando em relagdo ao tempo, usando a segunda
equagao de (4.26) e o vinculo H, obtemos

1
ai+a* = E(l —3w)a " p,. (4.29)

Dividindo ambos os membros desta equacao por a* e usando (4.28), obtemos
uma equacao para a aceleragao do fator de escala:

% = —1—12(1 + 3w) a3y (4.30)
Na realidade, a equacao de Friedmann é suficiente para determinar a evolu-
¢ao do Universo univocamente. Contudo, a equagao (4.30) é conceitualmente
util, embora raramente usada em céalculos. Outra relacao extremamente im-
portante pode ser obtida diretamente da conservacao do tensor de energia-

momento, T, = 0, projetando o vetor T, paralelamente a quadriveloci-
dade do fluido. Assim,

0 = wJa%
= wl(p +p)ute” +p g™l
= —puu’ = (p+piu,
= p+3H(p+p), (4.31)
onde usamos o fato de que (u,ut), = 0, que v/ = —6; e que I'V,, =

(vV=9)//—g. Esta equagdo implica que a expansido do Universo, espe-
cificada por H, conduz a uma evolucao da densidade de energia. Para um
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fluido com equacao de estado p = w p, (4.31) nos da:

p=rm()"", (4.32)

onde o indice zero corresponde ao valor da quantidade em ¢t = ¢y, com ¢t

sendo a idade do Universo. Agora, pela segunda equacao de (4.27) temos

3(14w)

que p, = const.. Portanto, fazendo p, = poa, as equagoOes (4.28) e

(4.30) tornam-se:

1
H? = 5P (4.33)
e . 1
a
= . 4.34
" (P p) (4.34)

Estas sao as formas familiares da equacao de Friedmann e da equacao de ace-
leracao largamente encontradas em livros-textos de cosmologia. Resolvendo
a equacao de Friedmann, facilmente encontramos

3
a = Qg [1 + 5(1 + ’U))Ho(t - to)]2/3(1+w). (435)

Para w < —1, o fator de escala (e conseqiientemente a densidade de energia)
torna-se infinito em um tempo finito

2
tm’p — to = §|1 + U)|_1H0_1 (436)

a contar da época presente. Por exemplo, para w = —3/2 e HO_1 = 14
bilhoes de anos, o tempo que resta antes de o Universo terminar neste Big
Rip é de aproximadamente 19 bilhoes de anos. Uma conseqiiéncia intrigante
do crescimento da densidade de energia fantasma é que sistemas ligados vao
se dissociando com o passar do tempo. Uma forma simples de ver como
isto ocorre é a seguinte [31]: considere trés galaxias separadas por distancias
tao grandes que irregularidades locais tais como o grupo local possam ser
ignoradas, mas tao pequenas que efeitos relativisticos sobre a expansao sejam
despreziveis. Se o Universo se expande de forma homogénea e isotrdpica,
entao o tridngulo definido pelas trés galaxias em qualquer instante deve ser
semelhante ao original. Isto significa que o comprimento de cada lado deve
ser proporcional a um fator a(t) quando o Universo se expande. Estendendo

o argumento a uma quarta galaxia, uma quinta e assim por diante vemos que
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a(t) deve ser um fator de escala universal. Portanto a distancia r(t) entre
duas galaxias satisfaz a relacdo!

r(t) = Ra(t), R = const. (4.37)

Agora imagine em algum lugar do espago um volume esférico de raio r tal
que GM/rc* << 1, onde M é a massa no interior da esfera. A matéria dentro
da esfera deve obedecer as leis da mecanica newtoniana, ou seja, podemos
tratar o movimento da esfera na aproximacao newtoniana, de modo que o

seu raio satisfaz a equacao

1 M

167 2’

i~ (4.38)
onde, evidentemente, a massa M da esfera é constante. Substituindo (4.37)
na equagio acima vem )
Piale (4.39)
a r
onde & = —M /167 r é o potencial gravitacional. Multiplicando ambos as

lados por 7 e usando (4.35) obtemos

1
¢~ (p+ 3p)r*. (4.40)

Assim, somos conduzidos de uma forma muito simples a um resultado conhe-
cido da relatividade geral: no limite de campo fraco a densidade de massa
gravitacional ativa de um fluido é p 4+ 3p. Agora, de acordo com o teorema
do virial, o valor médio da energia potencial de um corpo movendo-se sob
a acao de um campo de forcas inversamente proporcional ao quadrado da
distancia é igual ao dobro do valor médio de sua energia cinética: U = —27.
A energia de ligagdo (energia minima que devemos dar a um corpo para que
ele seja arrancado do campo de forcas) é definida como:

e=—(U+T). (4.41)

Deste modo, um planeta em uma o6rbita circular de raio R em torno de uma
estrela de massa M torna-se desligado quando M ~ —(87/3)(p + 3p)R3. Se

!'Note que a lei de Hubble, v = Hr, onde v é a velocidade de recessdo da galaxia, é
uma conseqiiéncia imediata de (4.37), isto é, da homogeneidade e isotropia do espago.
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—1 <w < —1/3, —=(p+3p) decresce com o tempo e portanto, se —(87/3)(p+
3p)R? é menor do que M atualmente, assim permanecera para sempre. Deste
modo, qualquer sistema que esteja atualmente ligado (por exemplo o sistema
solar, a Via Lactea, o Grupo Local, aglomerados de galdxias) permanecera
assim no futuro.

Com energia fantasma, —(p + 3p) cresce com o tempo e assim qualquer
sitema gravitacionalmente ligado se dissociara. Utilizando o teorema do vi-
rial, (4.40), (4.35) e (4.36), podemos estimar o tempo antes do Big Rip em
que um corpo em uma Orbita de raio R com periodo 7 torna-se desligado

gravitacionalmente,
1 /|14 3uw|
brip —t > — T, (4.42)
3r |14 w
Por exemplo, para w = —3/2, t,;, —t =~ 0,47. Neste caso, o Sol serd arran-

cado da Via Lactea aproximadamente 96 milhoes de anos antes do Big Rip.
O sistema Terra-Sol se desligara aproximadamente 5 meses antes do fim do
Universo, o sistema Terra-Lua cerca de 10 dias antes do fim e a Terra come-
caréd a se partir 35 minutos antes do fim do Universo. Argumentos analogos
se aplicam a objetos ligados por forcas eletromagnéticas e fortes. Assim,
aproximadamente 1076 segundos antes do Big Rip, moléculas e 4tomos co-
mecarao a se desfazer. Nucleos e depois nicleons se dissociarao no tempo
restante. E provavel que alguma nova nova fisica, por exemplo, producéo es-
pontanea de particulas e efeitos quéantico-gravitacionais tornem-se relevantes
antes da singularidade final podendo até mesmo evita-la. Entretanto, isto

provavelmente ocorreria apos a seqiiéncia de eventos acima.

4.4 Tratamento Quantico da

Singularidade do Big Rip

A gravidade, forca dominante em escalas cosmologicas, é de longe a in-
teracao mais fraca do Universo. Por exemplo, no atomo de hidrogénio a
forca eletromagnética entre o elétron e o proton é cerca de 10%° vezes mais
intensa que a forca gravitacional entre eles. Este exemplo nos d4 uma nogao
razoavelmente boa da diferenca entre os dominios quantico e gravitacional e

também explica por que na maior parte dos nosso estudos comologicos pode-
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mos separar as duas teorias sem qualquer ambigiiidade. No entanto, préximo
a uma singularidade, a curvatura do espago-tempo torna-se tao grande que
a intensidade do campo gravitacional torna-se comparavel a das outras inte-
racoes fundamentais e efeitos quantico-gravitacionais tornam-se importantes
na descri¢ao de tal estado. Especificamente, no caso que estamos querendo
analisar, se w < —1 a curvatura do espaco-tempo, R o< a—30*%) torna-se
infinita quando ¢ — t,;,. Isto significa que a singularidade do Big Rip cons-
titui uma situacao tipica em que uma teoria quantica da gravidade deve ser
empregada. Uma vez que em muitos casos a quantizacao é forte o suficiente
para evitar singularidades tao terriveis como o Big Bang, ¢ natural se per-
guntar se efeitos quantico-gravitacionais podem evitar a singularidade do Big
Rip. As linhas a seguir, que constituem a parte original desta dissertacao,

sdo direcionadas a tentar responder a esta pergunta [24].

4.4.1 Quantizacao com Produto Interno Especial

A equacao de Wheeler-DeWitt, no mini-superespago em que estamos tra-
balhando, é construida fazendo a correspondéncia

. .0 . .0
Pa = Pa = —igos Py = by = —ig. (4.43)
e exigindo que
HOU =0, (4.44)

onde H° é o operador associado a super-hamiltoniana (4.25). Ignorando por
ora a ordem dos operadores ndo comutantes a e p,, (4.44) torna-se

1 0% .00

——a = — 0. 4.45
24" ez an (4.45)
Multiplicando ambos os membros desta equacio por a~>* e fazendo n = —7
obtemos uma equacao analoga a de Schrodinger,
- ov
HV =i— 4.46
Yor (4.46)
onde o operador hamiltoniano é dado por
R 1 2
H= ——a3w-1a—. (4.47)

24 0a?
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O operador H é auto-adjunto em L2(0,00) se (1) o produto interno entre
quaisquer funcgoes 1 e ¢, € L?(0,00) é dado por

(61, ¥n) = / " daa" g (a) s (a) (4.48)

e (2) as fungdes do dominio de H satisfazem condicoes de contorno apropria-
das. Essas condigdes podem ser determinadas da seguinte forma: por (4.47)
e (4.48) temos que

L[ d*yy

(¢la ﬁ[@bQ) = —= da ) —— (4.49)

Agora, integrando esta equacao duas vezes por partes obtemos

d duyr¥ oo .
%— ;/;1%)‘0 + (Hapy, 12). (4.50)

(r, F) = — 5

Assim, supondo que v, 1o e suas primeiras derivadas sdo de quadrado in-
tegravel em (0,00), uma condigdo necessaria e suficiente para que H seja
auto-adjunto é que as funcoes do seu dominio satisfacam a condicao de con-

dipydipy

Wi = g ¥2)(0) =0. (4.51)

Para que esta equacao seja satisfeita é necessario e suficiente que as funcoes

torno

do dominio de H sejam tais que [32)]

@

L(0) = av(0), (4.52)

onde ae(—o00,00]. Assim, devemos buscar apenas solugoes da equacdo de
Wheeler-DeWitt que satisfacam (4.52). Solu¢ées estacionérias de (4.46) po-
dem ser obtidas pelo método de separacao de varidveis escrevendo a funcao

de onda do universo na forma
U(a,7) = (a)e T, (4.53)

onde E é uma constante real. A substitui¢do de (4.53) em (4.46) resulta na
equacao

d*y s
Tzt 24Fa' 3" = 0 (4.54)
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cuja solugdo geral é dada por [33]

V24E |

V24FE
a ) +O_J_1/27n( "

a )}, r#0  (4.55)

Y(a) = \/5[0+J1/2r(

onde r = 3(1 —w)/2, Cy e C_ sdo constantes arbitrarias e

(4.56)

x) 2k+l/

S (—1)F
Jo(x) = (5
(z) ; Kk + )D(k + ) \2
é a funcao de Bessel de primeira espécie de ordem v. Para pequenos valores
do fator de escala temos que

V24E ) a2

J1/2r< a

(4.57)

V24E
a’) ~a*? (4.58)

J—1/2r<

de modo que a escolha C_ = 0 (4.55) satisfaz a condi¢ao de contorno (4.52)
com a = oo enquanto a escolha C} = 0 satisfaz (4.52) com o = 0. Por
simplicidade investigaremos apenas o caso em que C_ = 0, isto &,

. 24F
Uy =Cre FV/al, /QT(Ta’“). (4.59)

A solucao estacionaria (4.59) tem norma infinita e, portanto, devemos super-
por solucoes estacionérias para construir estados de norma finita capazes de
representar estados fisicos. O pacote de ondas assim construido é dado por

Vo) = Va [ BB ()

_ Va / dkg(k)e Mg, o (ka), (4.60)
0
onde k = 24E/r e

ok) = Tk () (4.61)

Fazendo a escolha [34]

d(k) = K2 e Ry 50 (4.62)
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podemos expressar V(a, 7) em termos de fungdes elementares [35]

a a

lI](a,T) = Wexp(—z), (463)

onde
o 4.64
2=+ v (4.64)

Qualquer escolha diferente de (4.62) poderia ter sido feita. Contudo, além
de (4.62) nos permitir que uma forma fechada para a integral (4.60) seja
obtida, ela tem a vantagem de que as solucoes assim obtidas sao fisicamente
interessantes. O valor esperado do fator de escala, (a), é definido por

(U,aV) [ daa' U al

= = = . 4.65
(@) W 0)  [Fdaa Uy (4.65)
Calculando as integrais acima, facilmente obtemos
L1/r)y 2, 5 12
=2 — 4.
ou, usando (4.64) e lembrando que 7 = —n,
L(1/r)yr2,, rt L 7V
=2 — — : 4.67
@) =250 5, [7 (O + 5757 )} (4.67)

Podemos ver claramente que (a) nunca se anula, o que indica a auséncia de
singularidades do tipo Big Bang ou Big Crunch na teoria quantica. Para
investigar se a singularidade do Big Rip persiste ou nao na teoria quantica,
devemos tomar w < —1 ou, equivalentemente, » > 3 e olhar para regioes em
que (a) — oo, ou seja, n — oo. Agora, lembremos que a singularidade do
Big Rip é caracterizada pelo fato de o fator de escala tornar-se infinito num
valor finito do tempo cosmico. Uma vez que (a) desempenha o papel de fator
de escala na teoria quantica, a relagao entre o tempo cosmico t e 1 é, pela
primeira equacao de (4.27), dada por

dt = {a)**"dn, (4.68)

ou, escolhendo uma origem comum para ambos os tempos,

t /77< 2+ 714 ,2>3/27‘—1d , (4 69)
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Para n > v a integral acima comporta-se como

n
/ 77/ 3/T—2dnl x 7](3—7“)/1“‘ (470)

Se r > 3 a integral é convergente e t — t,;, para 7 — oo, onde t,;, é finito.
Assim, exatamente como o modelo classico, 0 modelo quintico apresenta uma
singularidade do tipo Big Rip. Podemos suspeitar que este resultado careca
de generalidade em vista de: (1) a ordem particular dos operadores nao
comutantes a e p, empregada na construcao da equacao de Wheeler-DeWitt
(4.46); (2) a forma especial do produto interno (4.48) que, estranhamente,
depende da equacao de estado através de w. Nas proximas se¢oes procuramos
abordar estas questoes.

4.4.2 Ordenacao de Operadores e Quantizacao
com Produto Interno Usual

No processo de construgao da equacao de Wheeler-DeWitt (4.44), a orde-
nacgao dos operadores nao comutantes a e p, ¢ sempre fonte de ambigiiidades.
Uma vez que a e p, nao comutam, ordenacoes diferentes destes operadores
podem conduzir a resultados distintos. Para remover as dividas que pai-
ram sobre a veracidade do resultado obtido na secao anterior devido a essa
ambigiliidade, n6s empregaremos nesta secao uma ordenacao mais geral dos
operadores a e p,. Isso é feito associando a funcdo hamiltoniana classica
correspondente a equagdo de Wheeler-DeWitt (4.46),

a3w—1

H =
24

2, (4.71)

o operador hamiltoniano

- 11
Hy = o §<GAZ3@ a"py a” + a” P, a”ﬁaaA> , A+ p+rv=3w-1, (4.72)

o qual é formalmente auto-adjunto para qualquer valor dos parametros A,
e v com o produto interno padrao definido por

(61,462) = / " 0t (@)(a) da. (4.73)
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Agora a equacdo de Wheeler-DeWitt toma a forma

- o
Hy U =i—

5 (4.74)

—iET

cujas solugoes estacionarias V(a, ) = 1(a)e satisfazem a equacao

Hyuth — Evp = 0. (4.75)

Apos algum trabalho algébrico, esta equacao pode ser posta na forma

d*i dy
27 7 _ v 2r,,
s +2(1 r)ada + [e+24Fa” Y = 0, (4.76)

onde € = [v(1 =X —2r) + A\(1 — v — 2r)] e, como antes, r = 3(1 —w)/2. A

solugdo geral desta equacdo é [33]

V24E |
T

a ) +C’_J_p(

V24E
T

W(a) = a2 [C’+ T a )} L 40 (4.77)

onde

p:%\/<2r2_1>2—6. (4.78)

Como antes, nos consideraremos apenas o caso em que C_ = 0, isto é,

24F

\IIE(CE, 7_) — C+ 6—iET a(2T—1)/2 Jp(
r

a’). (4.79)

Nosso proximo passo é gerar um pacote de ondas normalizavel a partir da
superposicdo das solugoes (4.79) na forma

V24E
)

L2172 / dk(k)e— T/ ] (kar), (4.80)
0

U(a,7) = a(2r_1)/2/ dE f(E)e T J,(
0

onde k e ¢(k) sdo dados por (4.61). De forma analoga ao caso naterior,

escolhendo
d(k) = kPHle ™ 4 >0 (4.81)

podemos calcular a integral acima exatamente e obter [35]

r 2r

U(a,7) = a_l/2(a—)1+p exp( a4

5 — E)’ (4.82)
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onde z é dado por (4.64). Agora o valor médio do fator de escala é dado por

(U, a¥) fooo da ¥*aW¥

= == 4.83
A C T e PR (4:83)
e um calculo imediato fornece
F[2r(1—2-p)+1] 1 o 1/2r
= — - (— 4.84

que tem a mesma forma do valor esperado do fator de escala encontrado
anteriormente. Assim, uma ordenacao arbitraria dos operadores nao comu-
tantes a e p, com produto interno padrao conduz ao mesmo resultado que é
obtido quando uma ordenacao especial destes operadores é escolhida, a qual
exige que o produto interno tenha a forma estranha (4.48). Isto da suporte
a nossa assercao inicial de que existem estados quanticos tais que a energia
fantasma d4 origem a expansao acelerada e a um Big Rip.

Deve ser ressaltado que nés estamos tentando descobrir se efeitos quén-
ticos necessariamente removem a singularidade futura. Se este fosse o caso,
para qualquer estado quantico o valor esperado do fator de escala deveria per-
manecer finito para qualquer valor finito do tempo césmico. Nos acabamos
de apresentar um exemplo de estado quantico para o qual o valor esperado
de fator de escala torna-se infinito num tempo coésmico finito. Isto mostra
que, pelo menos neste modelo e para o procedimento de quantizacao acima,
nao é verdade que em geral efeitos quanticos evitem o Big Rip. Este racioci-
nio também justifica nossas escolhas particulares das solugoes estacionarias
da equagdo de Wheeler-DeWitt e de ¢(k), as quais permitem que a integral
seja calculada e o pacote de ondas seja expresso em termos de funcoes ele-
mentares, o que, por sua vez facilita o calculo do valor médio do fator de
escala.

4.4.3 Transformacao Canénica e Outra Quantizacao

com Produto Interno Padrao

O terceiro e ultimo procedimento de quantizagao que utilizaremos para

verificar a for¢a de nosso resultado consiste em realizar a transformacao no
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espago de fase (a,p,) — (z,p) definida por

r 1—r
= Y12a ,p=L La (4.85)

r b=

a qual é candnica uma vez que o paréntese de Poisson {z,p}

a,pq) — 1. Em
termos destas novas varidveis canonicas, a hamiltoniana classica (4.71) é
reduzida & hamiltoniana da particula livre

p2

H==— 4.86
2 ) ( )
e a correspondente equagao de Wheeler-DeWitt toma a forma
ov 1 0%
o = 4.
" or 2 Ox? (4.87)

Esta é a equagdo de onda de Schrodinger para a particula livre sobre a semi-
reta [0,00). Para que o operador hamiltoniano seja auto-adjunto é necessario
que o dominio de H seja restrito apenas as funcoes de onda que satisfazem
a condigao de contorno (4.52). Embora o propagador para « arbitrario seja
conhecido [36, 37|, ele é suficientemente complicado para nos impedir de
construir pacotes de onda manejaveis. Entao, por simplicidade, nos restrin-
giremos apenas aos casos em que o = 0o e a = (0, ou seja, ou a funcao de onda
ou sua derivada se anula em x = (0. Uma vez que estamos procurando por
exemplos de estados quanticos que conduzem a uma singularidade futura, se
formos bem sucedidos nossas escolhas particulares de o ainda nos permitirao
concluir que nao é verdade que em geral, isto é, para um « arbitrario, o Big
Rip é evitado. Em resumo, nossas escolhas especiais para « sao tecnicamente
convenientes e nao prejudicam a logica do nosso raciocinio.

Os propagadores para os casos &« = 0 e @ = oo sao dados,respectivamente,
por [36, 37]

Go(x, o', 7) = G(x, o', 7) + Gz, —2', 7), (4.88)
Goo(z,2',7) = G(z,2',7) — Gz, =2, T), (4.89)

onde G(z,2’,7) é o propagador usual da particula livre, o qual em nosso caso
(m=1, h=1) toma a forma [38]

G(x,x',7)=< ! )1/26Xp {ZM} (4.90)

2mT 2T
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Consideremos primeiro a fun¢do de onda normalizada
8o 1/4 2
Ve(z,0) = (—) e P B=0+iy, 0>0, (4.91)
s
que satisfaz a condigdo de contorno (4.52) com « = 0. Portanto,
U (z,7) = / Go(z,y, )V (y,0) dy = / G(z,y, 7)Wc(y,0)dy, (4.92)
0 —00

onde usamos o fato de V. (z, 0) ser uma fungio par para estender a integragao
a toda a reta real. Substituindo (4.90) e (4.91) na integral acima obtemos

A 1/ B z?
U, (z,7) = <?) (14 2i67)" /= exp < — m) : (4.93)

De acordo com (4.85), o valor médio do fator de escala é definido por

1/7‘ o0
r T
(a)e(T) = (ﬁ) /0 2V (2, 7)|? de, (4.94)
e um calculo simples nos da
(@)e(r) = —— (= () [t 2 (4.95)
¢ r/7 \ V12 r 20 ’ ’

cujo comportamento assintotico é o mesmo dos casos anteriores.

Por fim, considere a fun¢ao de onda normalizada

12803
T

1/4
\Ilo(x70):( ) xe‘ﬁxQ, B=0c+1iy, 0>0, (4.96)

que satisfaz a condi¢do de contorno (4.52) com o« = oo. Como no caso
anterior, o fato de ¥,(z,0) ser uma fung¢do impar nos permite escrever

U, (z,7) = /000 Goolz,y, T)¥,(y,0) dy = /_00 G(z,y,7)V,(y,0)dy, (4.97)

donde

1280’3 14 . -3/2 6$2
U, (z,7) = < - ) (14 2i87)“x exp < — m) (4.98)
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O valor esperado do fator de escala é agora dado por

ain= () () TR

ou, equivalentemente,

147
,

(ahlr) = (25 (o), (4.100)

Assim, recuperamos o mesmo comportamento assintotico dos casos anterio-

res, que implica expansao acelerada e Big Rip.



Capitulo 5

Conclusoes

Nesta dissertacao foram investigadas as caracteristicas quanticas do mo-
delo cosmologico de Friedmann-Robertson-Walker espacialmente plano do-
minado por um fluido fantasma. O modelo classico foi formulado tomando
por base o formalimo canénico desenvolvido por Schutz, o qual leva em conta
os graus de liberdade do fluido. Para um Universo dominado por um fluido
fantasma cuja equagdo de estado é p/p = w < —1, as equagoes classicas de
movimento prevéem uma expansao acelerada para o Universo terminada num
catastrofico Big Rip em um tempo finito a contar da época presente. Entao, a
fim de investigar se o Big Rip persiste na teoria quantica, o modelo foi quan-
tizado de trés formas diferentes. Primeiro a equacao de Wheeler-DeWitt
foi construida com uma escolha especial da ordem dos operadores nao co-
mutantes a e p,, a qual exige uma forma especial para o produto interno,
que depende da equacgao de estado do fluido, para que o operador hamil-
toniano seja auto-adjunto. Um pacote de ondas particular foi construido e
verificou-se que, exatamente como no modelo classico, o valor médio do fator
de escala torna-se infinito num valor finito do tempo césmico. Em seguida,
uma ordem arbitraria dos operadores a e p, foi permitida com o objetivo de
quantizar o modelo com o produto interno padrao. Apds construirmos um
pacote de ondas especial, constatamos que o comportamento do valor médio
do fator de escala é o mesmo do caso anterior. Por fim, um terceiro método
de quantizacao foi explorado baseado na reducao da hamiltoniana classica
aquela da particula livre por meio de uma transformacao candénica. Uma

vez que o propagador da equacao de Schrédinger para a particula livre na

35



26

semi-reta é conhecido, é possivel, em principio, determinar a funcao de onda
em qualquer instante a partir de sua forma num tempo inicial. Impondo que
a funcao de onda inicial satisfaga a mesma condi¢ao de contorno a que estava
sujeita nos casos anteriores, o fator de escala tem o mesmo comportamento
previsto pelos outros dois esquemas de quantizacao. Isto indica que nosso re-
sultado nao é um mero artefato de um procedimento de quantizagao espurio.
O comportamento quantico do fator de escala parece ser robusto, e suporta
nossa conclusao de que, pelo menos em nosso modelo, efeitos quanticos nao
evitam necessariamente o Big Rip.

Nao podemos afirmar que nosso resultado seja conclusivo. Para testar
sua generalidade o contetido material do Universo deve ser enriquecido para
descrever o Universo primitivo mais realisticamente, o que n6s pretendemos
fazer num trabalho futuro. Tendo em vista que a energia fantasma domina a
dindmica para tempos muito grandes, n6s suspeitamos que o enriquecimento
do conteido material nao mudaré nosso resultado, mas esta conjectura deve
ser verificada. Nos podemos antecipar que este nao serd um trabalho facil
porque serd muito mais dificil obter solugoes exatas normalizaveis da equacao
de Wheeler-DeWitt. Nao esperamos que solucoes aproximadas, tais como
aquelas fornecidas pelo método WKB, sejam adequadas para discutir sin-
gularidades quanticas, isto é, nés acreditamos que somente um tratamento
quantico completo pode nos dar evidéncias concretas sobre a persisténcia de
singularidades futuras no regime quantico de modelos cosmolégicos domina-
dos por um fluido fantasma. Nés também temos a sensacao de que o estudo
das trajetorias Bohmianas do fator de escala provavelmente ajudara a escla-
recer se efeitos quanticos evitam o Big Rip. Esta é uma investigacao que
esperamos fazer num futuro préximo.

Nosso resultado difere daqueles obtidos por meio de outros formalismos
[39, 40, 41, 42, 43|, a saber, que o Big Rip é suavizado ou mesmo evitado
por efeitos quanticos. Como existem muitas formas de se fazer cosmologia
quantica e nao se sabe de que modo elas estao relacionadas, nés confessamos
nossa ignorancia acerca das razoes desta discrepancia. Por outro lado, é dificil
fazer afirmacOes categoricas sobre a presenga ou auséncia de singularidades
cosmologicas no regime quantico uma vez que nao ha uma concordancia geral
sobre o que constitui uma singularidade quantica. Estas questoes certamente

merecem uma investigacao mais profunda.
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