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hµν = gµν + nµnν.
+ , K 0 .

����' � � ������� ���
hµν

� �<����' �"�8����,	�"'6� �"� ;�����5�;������ 
��	�����"�8�	' �������8������
����
��������5-�	5�� �D� �	��� �	������,���5 ���A��� 3"� 
��"�

nµ K&�A�%�  D��� �m*-,	��5V'6�"��
�������;����D� 
��������"�>���
�����������.���9
���' ���F����C"����� 
��	�F�����������-�	�������	���

i) hµν = hνµ,

ii) hµνn
ν = 0,

iii) hµλh
λ
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iv) hµ
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gµν = hµν − nµnν
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Kµν = −nµ;λh
λ
ν

= −nµ;ν − nµ;λn
λnν
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Kµν = −hκ
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i) Kµν = Kνµ,

ii) Kµνn
µ = 0,

iii) Kµ0 = 0,

iv) Kµ
µ = −nµ

;µ,

v) Kµ
µ = Ki

i.
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(
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)
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���'6�G���������&���g�������	�	���g��� �m�"��' ��5����.��������'6��5=
��"��������� ,��"�����-��
�� �	' ��� #
����,�����3��	�G� ����,	��5 ���8��� ,�����3%�%
������ ���"'6�	� 
��1��' 
�����'6�"� �����8�����"�������	�������	�8���%�
����� �	������� �	�'�m*-,	�-�	�	K ���G' ����'6�G������*-���-
��8���/;���� �m�"� �m�	�=
��4���G���	�	���g��� 
��	���-�"���V�� ��
,��"'6�	�.�%' �"�S� �^���	�	� ����
��X����� ����

�%����� �X
��	�����"�S��� �F����' �����6� �	��� �������-,	��5�����'6�	� 
��
�
nµ �

hκµhλνRκλµν = (gκµ − nκnµ)(gλν + nλnν)Rκλµν

= R + 2Rλνn
λnν + , K 
�5 .



� � � ����� ���>� ���
��	 
 � � ��	 � � � ��	��

�"�

R = hkmhlnRklmn − 2Rλνn
λnν,

+ , K - � .
�"����� ������'6�"�:� �����"�����-�	���%���

(viii)
��� 
��������"�>��� ����� ���	�.�%��K�% ������'6�	����� 
��	��'6�

��� 5������ ���-���	�=
�� ������

�1�	;������	���N� �<���8���	�6�"B�
������ ���-��� 

��'6�	� 
��8��� �	;����%�.��� ���
$ ���������

hkmhlnRklmn = 3R +K2 −KijK
ij.

+ , K - � .
% ���	C"������� 
�����'6�  &� ,	�"'6� �"���	� 
��g���"��' ��52��� 
��	�����"� ��� �F��,�,	� �F�g� �<���g�����
,.��5-,	��5��������^��,���5�'6�	� 
��e���:��������'6�"�F�9���	5����.�%�

Rκ
λµνX

λ = [∇µ,∇ν]X
κ,

+ , K - , .
�"�����

Xκ  :��' ,.�%' � � 3"� 
��"��� ��5 ;����%5�;����	��K �A�	��
��X' �<���&�����	C"��� # ���Z;����

Rλνn
λnν = Rµ

λµνn
λnν = δµ

κR
κ
λµνn

λnν

= δµ
κ([∇µ,∇ν]n

κ)nν = gκρgσνδµ
κ([∇µ,∇ν]nρ)nσ

= gµρgσνnσ(∇µ∇νnρ −∇ν∇µnρ)

= gµρgσν[∇µ(nσ∇νnρ) −∇ν(nσ∇µnρ) +

+(∇νnσ)(∇µnρ) − (∇µnσ)(∇νnρ)].
+ , K - 
 .

�e�D��� "������.�%� + , K � � .����D
��������"�F���:,�����3%�%
������9� �<
���*������	,	�9
��	'6�"�
∇µnρ = −Kρµ − nµn

λ∇λnρ,
+ , K -�- .

�$������B���
��-
����������9����

�9�	;����%�.���6�	' + , K/- 
 . � 3"�	'
Rλνn

λnν = gµρgσν[∇µ(nσ∇νnρ) −∇ν(nσ∇µnρ) +

+(Kσν + nνn
κ∇κnσ)(Kρµ + nµn

λ∇λnρ) −
−(Kσµ + nµn

κ∇κnσ)(Kρν + nνn
λ∇λnρ)]

= gµρgσν[∇µ(nσ∇νnρ) −∇ν(nσ∇µnρ) +

KσνKρµ +Kσνnµn
λ∇λnρ +Kρµnνn

κ∇κnσ +

+nµnνn
κnλ(∇κnσ)(∇λnρ) −KσµKρν −

−Kσµnνn
λ∇λnρ −Kρνnµn

κ∇κnσ −
−nµnνn

κnλ(∇κnσ)(∇λnρ)]

= ∇µ(n
ν∇νn

µ) −∇ν(n
ν∇µn

µ) +Kµ
µK

ν
ν

+Kν
νnµn

λ∇λn
µ +Kµ

µnνn
κ∇κn

ν −KνρKρν −
−Kσµn

σnλ∇λn
µ −Kρνn

ρnκ∇κn
ν.

+ , K - 1�.



� ��� � 	 ����� � � � ����� � �	� � � � �
����� 
��
� ���
� � ��� � 
���
 ��� � 	���� �"5
02��������� �%�2��;��������<�	�

(ii)
�

(iii)
��� + , K , � .S� �<���	'6�"�H�����	��,	��� 3"��� + , K/- 1 . ,	�"'6�

Rµνn
µnν = ∇µ(nν∇νn

µ − nµ∇νn
ν) +K2 −KijK

ij +

+2Knνn
λ∇λn

ν,
+ , K/- N .

�������
K = Kµ

µ = Ki
i

 � 
�������� ��� ,	����3��@
������ � �<
���*������	,.� K � C"�"��� ��� �	;������	���+ , K N .S
���' �"�

0 = ∇λ(n
νnν) = nν∇λnν + nν∇λn

ν

= nν∇λnν + gνρn
ρ∇λn

ν

= nν∇λnν + nρ∇λnρ

= 2nν∇λnν

+ , K/- 0 .
����� ����

�%��
��&�

Rµνn
µnν = ∇µ(nν∇νn

µ − nµ∇νn
ν) +K2 −KijK

ij.
+ , K/- � .

)<��B���
��-
����������8���e�	;����%���<�	� + , K/- � .2��+ , K/- � .F��� �	;������	��� + , K/- � .��7�����������4� �����%#
���������������

(iv)
���D
��������������:,�����3%�%
������D� �<
���*������	,	� ���	����5-

�

R = 3R +KijK
ij −K2 − 2∇µ(a

µ +Knµ),
+ , K/- 5 .

������� 3R
 �F,	����3��@
������2�-��
���*-������,.�H��� ����� �	������� �	� �m*�,	�-� �	������,�� ��5

Σt

�
aµ = nν∇νn

µ �G;���������� �%,	�	5-�	�����.���G��� ��' ��B�������3%�����"�X3<� � ���������&���G5��"��C��G���G3"��
��"�7���"��' ��5

nµ � ����� �	������� �	� �m*�,	�-�	�H����,	�������=3%���	K

�6��� � ��� � �������0� � � ��� � � �0� � ��� � � � � � � ��� �0� 
 � � � � �
� � �����

%I��������,	*������ ���X���	���9,	�"� 3��	��,����"���%5!�������9�DC"���.3<�-
����.�%� �m��� ������� �"��
��9� �"� 3��-5=#
B �	��
 � �"��,	�X��� ��� ��� 
��	� ���(� �-����
��	���6�������	���	� 

�%�k��� �	;����%���<�	� ����,	��'6� �:���:����5 �%
��=#
3<�-�������XC"�	����5 �	' ����� �m�"��' ��"�����5iK 32��5-B ����
���' ��
��-3%�����9� �"�H
�����B���5 ���"�2��� 
������������	�
���&� �-����
��	������� ����
���5��"�8�������DC"���.3<�-
����.���6�9���	���

SH =

∫

d4xLH ,
+ , K21 � .



, � � ������� � 	 ����� � � � � � � ��� � ��� � � ����� 
 �
� ��� � � � � �

���
 � � � 	����

�"�����

LH =
√−g R. + , K 1 � .

� � �<
����	'6���	���.���>���>���.���>��� 3���5-B ����
+,	�"'I����5 ���	���>���>,	��' � �e'  �
�����,��
gµν

�m�"�����	,��
���H�	;�������� �������&� �-����
��	���4�������D�93%?�,����&�

Gµν = 0.
+ , K 1 , .

� C"�"���%��� �"� + , K - 5 . 
���' �"�F;����

LH = Lg − 2N
√
h ∇µ(aµ +Knµ),

+ , K 1 
 .
�"�����

Lg = N
√
h( 3R +KijK

ij −K2)
+ , K 1 - .

 �8���������-�������95 �%C"������C"� ����� ��������5 ��� C"�	�"'6��
����<�����&"�' �-,.��K70�' � 3"��� ;���� LH
�

Lg

���#�m�	����' ��� ������� � �"�X��' �G;��������������=3"����C ����,	���%� �	5����X�����g�"����C"��' ���7'6�	��' �%�
�	;�������� ���>��� ,.�%' � �&� � ;<��� ���"�e� �	��' �=
��7������
���� Lg

,��"'6� B������ ��� ���������8������� #
,	*������ 3%����� ��,����"����5iK � � 
���� ���%�	�������8� ����� ����'  �
�����,	�%� ��' 
����������e��� ;�������

� �"�����	'
��� "��������9� �"�

Gijkl =
1

2
√
h

(hikhjl + hilhjk − hijhkl)
+ , K 1�1�.

,	�����D��� 3��	�����  
Gijkl =

√
h[

1

2
(hikhjl + hilhjk) − hijhkl],

+ , K 1ON .
� �<���	'6�"�H���	�	��,	����3"��� + , K 1 - .�,	�"'6�

Lg = N(GijklKijKkl +
√
h 3R),

+ , K 1O0 .
�m�"��' �&;<���g������? ' ���-� � 
���5F���%��� � �m�	�=
�� ���/,	?�5�,���5���K ���"' �1��������5 ���"� '6�"'6�	� #

��"�6,.�����"����,	��'6�	� 
��4,	�"� ����C ������� �

N
�
Ni

�
hij

�k��������

�%���"� � �"�
π0 � πi � πij �

���	��� ��,�
��-3%��'6�	� 
����������9�������"�F� �"�

π0 =
∂Lg

∂Ṅ
= 0,

+ , K 1�� .

πi =
∂Lg

∂Ṅi

= 0
+ , K 1 5 .
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����� 
��
� ���
� � ��� � 
���
 ��� � 	���� , �
�

πij =
∂Lg

∂ḣij

= 2NGklmnKkl
∂Kmn

∂ḣij

= −GijklKkl,
+ , K N � .

�������6������'6�"�X�8�	;������	��� + , K , � . K � �X�	;�������� ��� + , K 1�� .e� + , K21O5 .e�����4,	�������	,������%�,��"'6�83<*-��,	��5-�"�>������' ?����-�"�A�6� � �����	������' � �^�%
��8���6�85 ��C"������C"������� + , K21�0 .A�����:��� #
���	� �	������� 
��6������� 3��	5��<,	�-�����������

Ṅ
�
Ṅi

K�� ��������� 3"�	5-� ,������%���	��� �����4����B��-
���?��������
�7����� � � ����'a���	�>���������	�������X�	' 
�����'6�"�e�����>' �"'6�	� 
��"�	K �2� �	� 

��� 
��&� �	5����e���%�
�%��������,	��' ���9���	���������%��� ����'6��5-
��"���������ZC����.3<�-

�%,	��������5

Hg = π0Ṅ + πiṄi + πijḣij − Lg

= −GijklKkl(Ni|j +Nj|i − 2NKij) −N(GijklKijKkl +
√
h 3R)

= N(GijklKijKkl −
√
h 3R) − 2πijNi|j

= N(Gijklπ
ijπkl −

√
h 3R) +Ni(2π

ij)|j − (2Niπ
ij)|j,

+ , K N � .
�������6������'6�"� + , K , � .e�6���^�%
��G��� ;����

GijklG
klmn = δmn

ij

���%���G�-� 3"�	��
���� + , K2N � . K
���	���������	������� �9���-3"����C ����,	���D��� ��5-
��-' �X
�����'6�6��� + , K N � .S
���' ���

Hg = NH0
g +NiHi

g,
+ , K N , .

�������

H0
g = Gijklπ

ijπkl −
√
h 3R

+ , K N 
 .
�

Hi
g = 2πij

|j.
+ , K NO- .

� C"�"���%� ��' �93"��� ;���� �"�F3<*���,���5��"�2������' ?����-�"�H����3��	'a���	��' �%��
��������2��' ;<����5�;������
�-����
���� 
����!���	���=3%�������:�	' ���	5����.�%�G�

t
���

π0 � πi ��� 3"��' ���	�X����5 �%���V����
��  $�
π̇0 =

{π0,H0
g} = 0

�
π̇i = {π0,Hi

g} = 0
�����:'6� ���6;����

H0
g = 0

+ , K N 1 .
�

Hi
g = 0.

+ , K N�N .
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� �e��;<�������<�	� + , K2N 1�.2��+ , K2N�N .2���%� �"�e, ����' �������A3<*���,���5��"�A���	,�������?%�������	K&� ' 3<����#

������A��� �	��
���� 
������9��� H0

g

� ���	���	��C�� �7,����� 
���,	� ��' ����� ���	���	��C�� �7� ��
�����,	����5 �F,	�"' �
��;�������������� �e���9'6�"' ��� 
��

πij ���	���	'6� ������������� �9����� �	5 ���:�	������C"���9,����� 
��-,.� �:�
���	C �@
��-3�� ���6,�����3%�%
������6��� 
���*������	,.�9� ���Z�����	��C"� �9� �%
��	��,	� �%5 ���-���	'6�"�F���"�2��� �m�	�����2�
+ , K N 1 .S,��"'6� %�M&������S� <=���2R�&S\�
 "�!�'���� @K
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  ��%;<�������"�����"� �	� �m�"�����"� ,	�"��,	�	� 
���������'9# ���H���>�"B 
��	���.���:���H��' �(�m�"��' ��5 �%�.�������' �-5-
��"��� �%���k��� �	���%�+���%���F�A,.�%' � ��C����.3<�-

�%,	��������5iK!������
������&�%�A�"B ����
������2���"�����
����
������  9� ,	�"��' ��5��"C"���6��� � �"��
���� 
��&� ��' � ���	��,����-�.���8������� � ,	�"� 
��������8' �%
���������5
���D0����=3"�������Z
��"�����@# �������	,	������?�������K � ��� �	,	�#"�,.�%' ����
��e�	��

�����	'6�"�������	�<,	���������"�S�	'
����
��������4���=
�������� ���8�	' ;����1� �m�	�=
��"�8;��
"�� 
���,	���4
��"�����%'9# ���&����5�� 3��%��
��	���>�"� ��� ���%�
������C���5 ���������%���	� �������������%�k�"� �m��
������%�S

�%��� ,	�"'6�D56�c*F5�����*"�Y56�c*J�����,����=X��� 56�c*@���T� K
� ' B �"���%����' ��������,	*������&� �N,��"� 
�������� ' �%
������ �%5H��� 02���-3��	�����N��� 3%�N����� ������,	���-
��
� �"��,.��'6� ��� �m��������'6�	� 

���-�A��� 3<����� �%� ,.�%��?%
��	�A;��
"%��
���,�� ��� �����"B�5-�	' � � , 0 � � �� ��
�-����' �"�e������
����e��' � ���	��,	�����.�%� ' ���-�e���-' ��5��	����� ;�����5 �40����-3"�������� D�����	����, ���-���
� �"�2��' �����-��� � �	� �m�	�=
���K � 3%��� 

��C"��' ���	����� ��B �"������C"�	' �m�����"'6�	����5� "C"�-,.�� Z;<���
���"5������<�	� �����@

��� � � ���	' ���	� ,��"����
�����*-����� ���%���e��' �����-���>,	�"'I�	;������	���:���k����

�%���

p = ωρ
� , � � K

�+�����A���	��,���� 3"�	� � �����-���A��
���5-���.�%���	'6�"� � �m�"��' ��5-����'6�H�������	� 3��"5-3<�����e� ��� ) , ����
 �
� , 
 � ��� �-��*�,����Z���6�  	,.�%���6��� �"5 0 ��K �2�	����� �m�"��' ��5��-��'6� �D;����������-3��	5��<,	�-�������  :���<#
�����	�����A��' 
�����'6�"�+���S,�����,��A� ��
�����,	������� ��� 3"��5��<,	���������$�@,.�%������' ���"�+;����%���!�"B ����� #
,��	����� �Z����� ���� "����� �7��;<�����.���D���e' � 3<��'6�	� 
���K � �������H�	;�������� ������,��"' ��5���
���'6�	� 
��
��;����-3%��5-�	� 
���� �%� ��;��������<�	� ���F'6� 3<�-' ����
��:�������%��� ����,	�"�����	� 
��	�����X,��"��������3%���	���Z���

��	�����"�A���7�	���	��C�� �@# ' �"'6�	� 
��&��� �<����' ���	���"B�
��-������� ������
��-�2��� 3%���������.���6���Z��' �
�%�.��� ,������ ���������-������� 5���C"������C"�������  L =

√−g(R + p)
� �"�����

R
 7� �	��,.��5����A���

,�����3%�%
������1�
p
� �����	�������N��� ����������K % ���������	� 
��g,.����*-
���5�� ,	�"��������
��4����' �1��� #

3<�-�����g��� �m�"��' ��5-����'6� ���!) , ����
 � � � �<��� ���	�7����5 �����g� ���7��;�����5���� ;���� ��?/����

�%�
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�

dα

dτ
=
dβ

dτ
=
dγ

dτ
= 0

+ 
�K 
 1 .
�

Wµ = µuµ − φ,µ − θs,µ = αβ,µ + γ,µ.
+ 
�K 
�N .

02' �73����X;����
φ
 >��� "��������6�D' �����"�H���>��' ���m�����	���6����B��-
���?������Z���

xi ��� �<����' �"�
�%B����"��3"���

γ
��'

φ
��� ���	���"5-3��	�����
+ 
�K 
�N .Z���%���

uµ
� ����,�����3��	� �g;����������-3"��5��<,	�-�������

,��"'6�

uµ =
1

µ
(φ,µ + αβ,µ + θs,µ).

+ 
�K 
 0 .
(+������5-���	�������e����
��:���	�	���7����,	����3��	'6�"���%B���� � �:��� ��;<�������<�	� �����&"�' �-,.���J���	��

�:���	����� #
���	� 

�%�.��� +^��;<��K + 
�K � 
 . � + 
�K � � . � + 
�K , - .�� + 
�K , 1 .�� + 
�K 
�1 .�. �

i) (ρ0u
µ);µ = 0;

ii) uµs,µ = 0;

iii)uµθ,µ = T ;

iv) uµα,µ = 0;

v) uµβ,µ = 0;

vi) uµφ,µ = −µ.

+ 
�K 
 � .

�!�	5��6,��"�����-�.���6���X���"��' ��5-���.�%�.���D�"B 
��	'6�"�2� ���	5����.��� �m����,	��������5 �	� 
����
µ
�X�"��� �%#


��	��,�� ���-�H�	��,.��5����������

µ2 = −gµν(φ,µ + αβ,µ + θs,µ)(φ,ν + αβ,ν + θs,ν).
+ 
�K 
�5 .

���4��� �m�"��' � ' ���-�k,	�"��,	�����%�
µ2 = −vνvν,

+ 
�K/- � .
�������

vµ  :��� "��������9,	��' �
vµ = µuµ

= φ,µ + αβ,µ + θs,µ.
+ 
�K/- � .
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S =

∫

d4x
√−g(R + p)

+ 
�K/- , .
,	�"' ����5 ���	��� ���"� � ��
��	��,�� ���-� �	��,.��5��������

φ
�
θ
�
s
�
α
�
β
K ������

�&��;<�����.���%�

g
 �

����
��	��'6������� 
��X��� '  �
�����,	�D�
p
� �����	������� ��� �����-����KH�+�����6,.��5-,	��5����H3��%��� �%���<�	�F���

�����-' �������S�"������' ���F�������������A������'6�"�V�2������'6�	�-����5-�	�"���F
��	��'6�<�����
"%' �-,.� +���; K + 
 K � .'.

δp = ρ0δµ− ρ0Tδs
+ 
�K - 
 .

,	�"'
δµ

���	�����A,.��5-,	��5���������������
��-�+���2�	;������	��� + 
�K 
O5 . K ) ��B���
��=
����-�����e�%�J�������-3%�������
�"�����-��?���� ��� � �"�8�������=3��%����� ,	� 3%����� ��� 
����8�	' + 
�K - � . � ���	���%

������� �"�8� ��
�����,	�������
�	��,	��5 �%���	�9C"�����	����,	��' ��� 
��8� ���

ψ
� ���8' �<��� ;����

vµ = vµ(ψ,∇λψ)
�S
��	'6�"�D� ���

+ 
�K/- � .S;����

2µδµ = −2vνδvν

= −2vν
[∂vν

∂ψ
δψ +

∂vν

∂∇λψ
δ(∇λψ)

]

.
+ 
 K -�- .

EG��5-
�����5-��,	�������G��' B �"�7��� 5 �����"�7������
�� ��;������.�%�&� �"�
ρ0/2µ

� �����%����� + 
�K/- � .:� �
�^�%
��D���X;����X�D���	���-3%�����D,	� 3%����� ��� 
��>,��"' ��
��D,	�"' �9�������-3%�����73��%��� �%,	��������5 ��
���' ���

ρ0δµ = −ρ0u
ν ∂vν

∂ψ
δψ − ρ0u

ν ∂vν

∂∇λψ
∇λ(δψ)

= −ρ0u
ν ∂vν

∂ψ
δψ −∇λ(ρ0u

ν ∂vν

∂∇λψ
δψ)

+∇λ(ρ0u
ν ∂vν

∂∇λψ
)δψ.

+ 
�K - 1 .
���"������;����	� 
���' ��� 
��$�

δS =

∫

d4x
√−g

[

− ρ0u
ν ∂vν

∂ψ
δψ + ∇λ(ρ0u

ν ∂vν

∂∇λψ
)δψ − ρ0Tδs

]

,
+ 
 K - N .
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i) (ρ0u
µ);µ = 0;

ii) uµs,µ = 0;

ii) uµθ,µ = T ;

iv) uµα,µ = 0;

v) uµβ,µ = 0;
�D� 
���5-���	������� � ,	�"�������.�%� ���D���"��' �%5����	���.�%� ����� 
���' ��� 
��D,	��' ���e��;��������<�	�

(ii)
�

(iv)

��	'6�"�

vi) uµφ,µ = −µ.
�!�"��
���� 
��&�H,��"'6� ���.3<* �%' �"� � "���' �%��� ���N����*�,	�-� ��� ���	�.�%�&�F��� ��;��������<�	� + 
�K 
 � .
� �<���	' �����>�"B�
��-�����e������
�������� ���8���.��� + 
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����-,	�

gµν 3��	'

δS =

∫

d4x(
√
−g Gµνδg

µν + δ
√
−g p+

√
−g δp)

=

∫

d4x
√
−g( Gµνδg

µν − 1

2
gµνδg

µνp+ ρ0δµ),
+ 
�K/- 0 .

�������:�����%' �"� + 
�K/- 
 .��:�9���	����5-
������

δ
√
−g = −1

2

√
−ggµνδg

µν.
+ 
�K/- � .

�!�"�&+ 
�K/- � .S
��	'6�"�

2µδµ = −vµvνδg
µν

⇒ ρ0δµ = −1

2
ρ0µuµuνδg

µν + 
�K/- 5 .
���"�������

δS =

∫

d4x
√
−g δgµν[Gµν −

1

2
(ρ0µuµuν + pgµν)] = 0.

+ 
�K21 � .
02��������� + 
�K N .���������5=

�

Gµν =
1

2
Tµν ,

+ 
�K21 � .
�������

Tµν
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������ ���������e� �	� �m�	�=
���K � ��
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Sm =

∫

dt

∫

d3xN
√
h p

+ 
�K 1 , .
�"������� ,��"' �7��� 
������

N
 e� �m�����.�%�75 �%�����&�

h
� ��� 
�����'6������� 
������X'  
�����,.�X�������&�	�-���

���"B���� �%�&���-� ��������� ���'�m*-,	�����
Σt

;���� �m��5 ����� ��'a�G�����������%# 
��	'6� � M �
p
�G�����	�������

��� ����������K � ������' ���D���������-�������X5 ��C�������C�� �����X�������������  

Lm = N
√
h p.

+ 
�K 1 
 .
�A�	���%

������� � �"�

ψa

�"�2� ��
��	��,�� ���-�
φ
�
θ
�
s
�
α
�
β
� �"��'6�"'6�	� 
����2,	�����"����,.�%' ����
��

,	�"������C �����"�F�
ψa

�����6��� "����������2� �"�

pa ≡ ∂Lm

∂ψ̇a

= N
√
h
∂p

∂ψ̇a

,
+ 
 K 1 - .

��' �73����X;����
N
�
h
�����6���	� �	�����	' ���"�F� ��
�����,	��������K �+��� + 
�K � .�� + 
�K/- � .S
��	'6�"�

pa = N
√
h
∂p

∂ψ̇a

= N
√
hρ0

∂µ

∂ψ̇a

= −N
√
hρ0u

ν ∂vν

∂ψ̇a

+ 
 K 1�1�.
�X� �"� + 
�K - � .S����C"��� # ���X��'6�	��� �%
���' ��� 
��e;����

i) pφ = −N
√
h ρ0u

0;

ii) pθ = 0;

ii) ps = θpφ;

iv) pα = 0;

v) pβ = αpφ.

+ 
 K 1ON .

�e���k��;<�������<�	� + 
�K21ON . � �<���	'6�"� 3"�	��,	5 �%����'6�	� 
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��7�-�����	� �	�<#
���	� 
��  

pφ K ���"'6� "
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���5-� 1
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Hm = paψ̇a − Lm

= pφ(φ̇+ αβ̇ + θṡ) −N
√
h p

= −N
√
h(µρ0u

0u0 + p)

= NH0
m,

+ 
�K21�0 .
�������

H0
m = −

√
h T 0

0.
+ 
�K21�� .
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∫

dt

∫

d3x (πijḣij + paψ̇a −NH0 −NiHi),
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-�K � .
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 . � H0
m

� ���!+ 
�K 1�� . � Hi
g

� �"� + , K2N - .:� Hi
m = 0
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H0 = 0
+
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�

Hi = 0.
+
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��������,	�����	���

π0 → π̂0 = −i δ
δN

, πi → π̂i = −i δ

δNi

,

πij → π̂ij = −i δ

δhij

, pa → p̂a = −i δ

δψa

+
-�K2N .

� ����B���
��=
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-�K - .X� +
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�%���"�

Ψ
K � ������' ���"�H3<*���,���5����H�����-' ?������"���

π̂0Ψ = −i δΨ
δN

= 0
+
-�K20 .

�

π̂iΨ = −i δΨ
δNi

= 0,
+
-�K � .
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ĤiΨ = −2i
( δΨ

δhij

)

|j
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Ĥ0Ψ = −
(

Gijkl
δ

δhij

δ

δhkl

+
√
h 3R +

√
h T̂ 0

0

)

Ψ = 0,
+�-�K � � .

�m��������,	�2�X�����
"�'6��,	�A���e
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0 = T̂ 0
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 2�:�"� � #

�������"� ������� ,�� �����e�
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0
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ds2 = −N2(t)dt2 + a2(t) δijdx
idxj,
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N(t)
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a(t)
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δij = diag(1, 1, 1)
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a
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��:,	�"������C �����6��� �^�%
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pa =
∂Lg

∂ȧ

= 2NGijklKij
∂Kkl

∂ȧ

= −2Nπkl ∂Kkl

∂ȧ
,

+�-�K � , .
�"�����&������'6�"� + , K21 - . � + , K2N � . K �+����� � �	5-�	'6�	� 
�� ��� 5-������� +�-�K � � . � '  �
�����,	�
�	������,	����5 �������&�	�-���D���"B����

Σt
 

hkl = a2(t)δkl

+�-�K � 
 .
�$��� �"� + , K , � .���
���' ���H;<���

Kkl = − ḣkl

2N
= −aȧδkl

N
.

+�-�K �"- .
) ��B���
��-
���������� +
-�K �.- . �	' +�-�K � , . �������������>���-���	� 
��-�������

pa = (1/3) paδ
klδkl


���' ���

1

3
paδ

klδkl = 2aπklδkl

+�-�K �&1�.
���"�����

πkl =
pa

6a
δkl.

+�-�K ��N .
� ������' ���D������
��:C"���.3<�-
���,	�-�"����5 ��� ����'6��5=
��"��������� H0 
��"�����@# ��� �

H0
g = Gijklπ

ijπkl −
√
h 3R

=
1

72a
p2

a [2δijδ
ij − (δijδ

ij)2]

= − 1

24a
p2

a,
+�-�K �&0�.

�"�����:������' ���H� �^�@
��9���:;����$� �������9�9'  �
����-,.� +�-�K � � . � 3R = 0
K
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uµ = −δµ
0 /N,

+�-�K � � .
���D' �<��� ;����

T 0
0 = −ρ KD02��������� � �^�%
�� ���D;<��� δq = Tds

��+ 
�K 
 . � � ��;������.�%�
+ 
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p = wρ

��"����� # ���

Tds = d (
ρ

ρ0

) + wρ d(
1

ρ0

)

=
ρ

ρ0
d [ ln(

ρ

ρ0
) − w ln ρ0] ,

+�-�K ��5 .
���"�����

T =
ρ

ρ0

; s = ln(
ρ

ρ0

) − w ln ρ0.
+�-�K , � .

�F�	���"5-3��	����� �D����C"������� ������

�%����;<�������<�	�F�������
ρ
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ρ = ρ1+w
0 es

= a−3(1+w)p1+w
φ es,
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(i)
����+ 
 K 1 , . �

Nu0 = −1
� √

h = a3 K � ������' �F�
����' �-5-
��"��� �%���7��� ���������D
��������@# ���

H0
m = −

√
h T 0

0

= a−3wp1+w
φ es.
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a + a−3wp1+w
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(a, φ, s, pa pφ, ps) → (a, η, s, pa pη, ps)

��� "��������6� �"�

η = −psp
−(1+w)
φ e−s, pη = p1+w

φ es.
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�������� �m�"��' ���	��� +
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-�K , 
 . 
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H0 = − 1

24a
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a + a−3wpη.
+�-�K , 1 .
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�658709;:=<?>&@BA 5 � � 585DCE58F�G�H*5 �6IKJ�J��0L @NM IKL I GPOQ9 RS58F�58OQR :&<8@T58M%7U9�5�5DO J :=MV@�O J FW:XGY :&C � : L A @ � ZT[ @ L O J FQ9 � A;: � : � 5 L A @V: [ @�F�FQ58O�R�@ L A �8L�[8I :
pa → p̂a = −i ∂

∂a
, pη → p̂η = −i ∂

∂η

+�- \/- 
 .

5T5 ��IK]�IEL A @^709 5
Ĥ0Ψ = 0,

+�-�\ -�- .
@ L A 5 Ĥ0 Z @^@�RS58FQ:&A @�F":=OQOQ@ [8I :&A @ � O�9 RS58F3G � :&M I C J @ L I : L : +�- \ , 1 ._\��`]�L @&FW: L A�@^R�@�F
@&FW:a:^@�FQA 5DMbA @�Oc@�RS58FQ:&A @�F�58O L >&@ [ @�Md9 J : LeJ 58O a 5 p̂a

� +
- \ -O- .'J @�F L :XGPOQ5
− 1

24
a−1∂

2Ψ

∂a2
− ia−3w ∂Ψ

∂η
= 0.

+�- \/- 1 .
f 9 C JQI R C IE[ : L A @d:=M Y @&O"@�O"MV5DM Y F�@�O"A 58O J :a58709;:&<8>&@aR�@&F a−3w 5 � : � 5 L A @ η = −τ
@ Y J 5DMV@�O"9�Mg:^58709;:=<?>&@V: L;h CK@ ] :^:^A 5 )#[ � F � A IEL ] 5DF �

ĤΨ = i
∂Ψ

∂τ
,

+�- \/- N .

@ L A 5T@a@�R�5DFW:&A�@�F � :&M I C J @ L I : L @ Z A :&A @aR�@&F

Ĥ = − 1

24
a3w−1 ∂

2

∂a2
.

+�- \/- 0 .
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% @�RS58FQ:&A @�F Ĥ Z :&9 J @XG�:&A � 9 L0J @ 58M L2(0,∞) OQ5 (1) @ R FQ@UA 9 J @ IELeJ 5DF L @ 5 L0J FQ5
7U9 : I O�7U9�58F � 9 L < � 5DO ψ1 5 ψ2 ε L

2(0,∞)
Z A;:&A @ R�@&F

(ψ1, ψ2) =

∫ ∞

0

da a1−3wψ∗
1(a)ψ2(a)

+
- \ - � .

5 (2) :&O � 9 L < � 5DO'A�@BA @&M �KL I @ A 5 Ĥ OW: JQI O � : � 58M [ @ L A I < � 58O�A 5 [ @ L0J @�F L @1:&R�FQ@�R F I :XG
A;:&O \ � O�OW:&O [ @ L A I < � 5DO�RS@UA 58M OQ58FcA 5 J 5DFQM IEL :&A :&O"A;:^OQ5 ] 9 IELeJ 5 � @&FQMV: � RS@�F +�-�\ - 0�.
5 +
- \/- � .�J 58M @�Oc7U9�5

(ψ1, Ĥψ2) = − 1

24

∫ ∞

0

daψ1
d2ψ2

da2
.

+�-�\ - 5 .

� ] @�FQ: � IKL0J 5 ] FQ: L A @a5DO J :a58709;:=<?>&@ A 9;:&O��&5 � 5DO*RS@�F"R;:&F J 5DO�@ Y J 5DMV@�O

(ψ1, Ĥψ2) = − 1

24
(ψ∗

1

dψ2

da
− dψ∗

1

da
ψ2)
∣

∣

∣

∞

0
+ (Ĥψ1, ψ2).

+�-�\ 1 � .

�*OQO I M � OQ9 RS@ L A�@ 709 5 ψ1

�
ψ2 5aOQ9 :&OTR F I MV5 I FW:=O A 58F I �=:&A;:=O OW>&@.A 5a709;:&A FQ:&A @ IEL GJ 5 ] F h ��5DC�5DM (0,∞)

� 9�Mg: [ @ L A I <8>&@ L 5 [ 5DOQO h F I : 5 O�9 ";[DI 5 L0J 5 R;:=FW: 7U9�5 Ĥ O�5 � :
:&9 J @XG�:&A � 9 L0J @ Z 709 5T:&O � 9 L < � 5DOcA @^OQ5D9 A @&M �KL I @BOW: JQI O � :=<?:&M : [ @ L A I <?>=@^A 5 [ @ L GJ @�F L @

(ψ∗
1

dψ2

da
− dψ∗

1

da
ψ2)(0) = 0.

+
- \21 � .
� :&FQ:a709 5N58O J :a58709;:&<8>&@ OQ5 � :aOW: JWI O � 5 I J : ZTL 5 [ 58O�O h F I @ 5NO�9 ";[DI 5 LeJ 5B709 5N:&O � 9 L < � 5DO
A @aA @�M �EL I @dA 5 Ĥ OQ5 � :=M J : I O"709 5 � 
 ,Q�

dψ

da
(0) = αψ(0),

+�- \21 , .

@ L A 5 α ε(−∞,∞]
\ �*O�O I M � A 5���58M @�O Y 9 O [ :&F :&RS5 L :=O^OQ@�CK9 < � 58O^A;: 5D7U9 :&<?>&@ A 5� � 585DCE58F�G�H*5 �6IKJ�J 709 5NOW: JWI O � :&<?:=M +�- \21 , ._\ ) @�CE9 < � 5DOc58O J : [8I @ L;h F I :&O"A�5 +
- \ -�N . R�@XG

A 58M OQ5DF @ Y JQI A;:=O�RS58CK@gM ZDJ @UA @VA 51O�58R;:&FQ:&<?>=@ A 5��=:&F I h ��5 I O�58O [ FQ5���5 L A @ : � 9 L <8>&@
A 5T@ L A;:^A @ 9 L I ��58F�OQ@ L : � @�FQMV:

Ψ(a, τ) = ψ(a)e−iEτ ,
+�-�\ 1 
 .

@ L A 5 E Z 9 MV: [ @ L O J : LeJ 51FQ58:&C \ � OQ9 Y O JWI J 9 I <?>&@ A 5 +�- \21 
 . 58M +
- \/- N . FQ5DOQ9 C J : L :
58709;:&<8>&@

d2ψ

da2
+ 24Ea1−3wψ = 0

+
- \ 1 - .
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[ 9 � :aOQ@�CK9 <?>&@ ] 5DFW:&C Z A :&A;:^R�@&F � 
 
 �

ψ(a) =
√
a
[

C+J1/2r

(

√
24E

r
ar
)

+ C−J−1/2r

(

√
24E

r
ar
)

]

, r 6= 0
+�- \21�1 .

@ L A 5 r = 3(1 − w)/2
�
C+ 5 C− OW>&@ [ @ L O J : L0J 58O�:&F Y IKJ F h F I :&O 5

Jν(x) =
∞
∑

k=0

(−1)k

k!(k + ν)Γ(k + ν)

(x

2

)2k+ν +�- \21ON .

Z : � 9 L <8>&@ A 5  58O�OQ58C A 5TR F I M 5 I FW:15DOQR Z8[8I 5BA�5N@&FQA 5DM ν
\ � :=FW:^R�5D709 5 L @&O �=:&CK@�FQ5DO

A�@ � : J @�F"A 5T5DO [ :=C : J 5DMV@�Oc709 5

J1/2r

(

√
24E

r
ar
)

∼ a1/2 +�- \21�0 .

5
J−1/2r

(

√
24E

r
ar
)

∼ a−1/2 +�- \21�� .
A�5BM @#A�@^7U9�51:a58O [ @�C � : C− = 0

+�-�\ 1�1�. OW: JQI O � : � : [ @ L A I <8>&@aA 5 [ @ LeJ @&F L @ +�- \21 , .[ @�M α = ∞ 5 L 709;: LeJ @ : 5DO [ @&C � : C+ = 0 OW: JQI O � : � +
- \21 , .1[ @&M α = 0
\ � @�F

O I M R C IK[8I A;:&A 5 IEL ��5DO JWIK] :&F�58M @�Oc:&RS5 L :&Oc@ [ :=OQ@ 58Mb709 5 C− = 0
�;I O J @ Z$�

ΨE = C+e
−iEτ

√
aJ1/2r

(

√
24E

r
ar
)

.
+�- \21O5 .

�6O�@�CE9 <8>&@T58O J : [DI @ L;h F I : +
- \21O5 . J 58M L @&FQMV: IKL ";L I J : 5 � RS@�F J : LeJ @ � A 5 �&58M @�O'O�9 RS58F3G
RS@�F O�@�CE9�< � 58O"58O J : [DI @ L h F I :&O R;:&FQ: [ @ L O J F�9 I F 5DO J :&A @�OcA 5 L @�F�Mg: ";L IKJ : [ :&R : � 5DO�A�5
F�58R F�58O�5 LeJ :&F�58O J :&A�@�O � � O IK[ @�O \ % R;: [ @ J 5NA�5N@ L A;:&O�:&O�O I M [ @ L O J F�9 � A @ Z A;:&A�@ RS@�F

Ψ(a, τ) =
√
a

∫ ∞

0

dEf(E)e−iEτJ1/2r

(

√
24E

r
ar
)

=
√
a

∫ ∞

0

dkφ(k)e−ik2r2τ/24J1/2r(ka
r),

+�- \ N � .

@ L A 5 k =
√

24E/r 5
φ(k) =

r2

12
kf
( r2

24
k2).

+�- \ N � .
� : � 5 L A�@g:^58O [ @�C � : � 
 - �

φ(k) = k1+1/2re−γk2

, γ > 0
+�-�\2N , .
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R�@UA 58M @�O"5 � R�FQ58O�OW:&F Ψ(a, τ) 58M J 58F�MV@�O"A�5 � 9 L < � 58Oc58CK58M 5 LeJ :=FQ58O � 
 1 �

Ψ(a, τ) =
a

(2z)1+1/2r
exp(−a

2r

4z
),

+�-�\2N 
 .

@ L A 5
z = γ + i

r2

24
τ.

+�-�\2NO- .
Q 9 :&CE709 5DFN5DO [ @�C � : A I � 5DFQ5 L0J 5VA�5 +
- \2N , . R�@UA 58F I : J 5DFBO I A @ � 5 I J : \�� @ LeJ 9 A�@ � :&C Z M
A 5�� - \ N ,�� L @�O R�5DFQM IKJWI F^709 5 9 MV:���@&FQMV:���5 [
	 :&A;: R;:&FW: : IKL0J 5 ] FQ:&C�� - \ N � � O�5 � :
@ Y JWI A;: � 58CE: J 58M : �=: LeJ : ] 5DM A�5 7U9�5T:&O"OQ@�CK9 < � 58O :&OQO I M @ Y JWI A;:&O OQ>&@
�;O IE[ :=MV5 L0J 5IELeJ 5DFQ58O�OW: LeJ 58O \��

�=:&CK@�F 58O�R�5DFW:&A�@VA @�� : J @�F"A 5T58O [ :&CE: � 〈a〉 �;Z A�5�� L I A @aR�@&F

〈a〉 ≡ (Ψ, aΨ)

(Ψ,Ψ)
=

∫∞

0
da a1−3wΨ∗aΨ

∫∞

0
da a1−3wΨ∗Ψ

. � -�\2N 1 �

� :&C [ 9 C : L A @a:&O IELeJ 5 ] FW: I O": [DI MV: � � : [8I CKMV5 LeJ 5 @ Y J 58M @�O

〈a〉(τ) = 2
Γ(1/r)

Γ(1/2r)

( 2

γ
|z|2

)1/2r
, � -�\2N�N �

@�9 � 9 OQ: L A @�� -�\2NO- � 5NCK58M Y FW: L A�@^7U9�5 τ = −η �

〈a〉(η) = 2
Γ(1/r)

Γ(1/2r)

[ 2

γ

(

γ2 +
r4

576
η2
)

]1/2r

. � -�\2N 0 �

� @UA 58M @�O ��58F [ CE:&FW:=MV5 L0J 5T7U9�5 〈a〉 L 9 L [ :VOQ5B: L 9 C : � @V709 5 IKL A IE[ :a:V:&9�O�� L�[8I : A 5
O IEL�] 9 C :=F I A :&A 58O1A @ JQI RS@  IE]  : L ] @�9  'IE]�� FQ9 L [
	 L : J 5D@�F I : 7U9 "&LeJWIE[ : \ � :=FW:IEL
��5DO JWIK] :&F�OQ5^: O IKL ] 9 CE:&F I A;:&A 5TA @  'IE]��cI R R�5DFQO I O J 51@�9 L >&@ L : J 5D@�F I : 709 "&LeJQIE[ : �

A 5 �&58M @�O J @�MV:&F w < −1 @�9 � 5D7U9 I �=:&CE5 LeJ 58M 5 LeJ 5 � r > 3 5 @�C 	 :&F R;:=FW:dFQ5 ]�I�� 58O 58M
7U9�5 〈a〉 → ∞ � @&9 O�5 � : � η → ∞ \��*] @&FW:�� CE5DM Y F�58M @�O 709 5 :.O IKL ] 9 CE:&F I A;:&A 5^A @� IE]��cI R ZT[ :&FQ: [DJ 58F I�� :=A;:^R�5DCE@�� : J @aA 5T@�� : J @&F A 5N58O [ :&C : J @�F L :=F3G`O�5 IEL � L�IKJ @ L 9 M
�&:=CE@�F�� L IKJ @ A @ J 5DMVRS@ [ � O�M IK[ @ \"! MV: ��5 � 709 5 〈a〉 A�58OQ5DMVRS5 L�	 :N@TR;:=R�5DC A 5#� : J @�F
A 5a58O [ :&C : L : J 5D@�F I : 7U9%$ LeJWIE[ :�� : FQ58CE:&<?>=@ 5 LeJ FQ5 @ J 5DMVRS@ [ � O�M IK[ @ t 5 η Z � R�5DC :
R F I MV5 I FW:B58709;:&<8>&@VA�5&� - \ , 0 � ��A;:&A;:^RS@�F

dt = 〈a〉3−2rdη, � - \2N�� �

@�9'� 5DO [ @&C 	 5 L A @ 9 Mg:^@�F IE] 5DM [ @�Md9 M R;:&FW: :&M Y @�O"@�O J 58M R�@&O �

t ∝
∫ η

0

(

γ2 +
r4

576
η′ 2
)3/2r−1

dη′. � -�\2N�5 �
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� :&FW: η � γ : IELeJ 5 ] FQ:&C2: [DI MV: [ @�M R�@&F J : G`OQ5 [ @�M @
∫ η

η′ 3/r−2dη′ ∝ η(3−r)/r. � - \20 � �
� 5 r > 3 : IELeJ 5 ] FQ:&C Zd[ @ L �&58F ] 5 LeJ 5^5 t → trip R;:&FQ: η → ∞ ��@ L A 5 trip

Z � L IKJ @ \� OQO I M �=5�� : J :&M 5 LeJ 5 [ @&MV@�@�M @UA 58CK@ [ C h O�O IK[ @%� @*M @UA 58CK@"7U9%$ LeJWIE[ @ :&R�FQ58O�5 LeJ :�9 Mg:
O IEL ] 9 C :&F I A;:=A 5 A @ JWI R�@ � IK]��cI R \ � @#A�58M @�OcOQ9 O�R�5 IKJ :=F�709 5B58O J 5NFQ58O�9 C J :&A @ [ :=FQ58<8:
A�5 ] 5 L 5DFW:&C I A;:&A�5 58M �

I O J : A 5 � (1) :
@�FQA�58M R;:=F JWIK[ 9 CE:&FgA�@�O.@�R�5DFW:&A�@�FQ5DO L >&@[ @�Md9 J : LeJ 5DO a 5 p̂a 5DMVR F�5 ] :=A;: L : [ @ L O J FQ9 <8>&@^A;:d58709;:=<?>&@aA 5�� 	 5858CK58F�G�H*5�� IKJQJ
� - \/- N � D (2) : ��@&FQMV: 5DOQRS5 [8I :&C�A @ R�FQ@UA 9 J @ IELeJ 5DF L @�� - \/- � � 709 5 � 58O J FW: L�	 :&M 5 LeJ 5 �
A�58RS5 L A 5'A;:�5D709;:&<?>=@ A 5�58O J :&A @*: J FQ: � Z O A�5 w \�� :&O R�F � � I MV:&O OQ58<	�#5DO R F�@ [ 9 FW:&M @�O
: Y @�F�A;:&F"5DO J :=O�709 5DO J �#5DO \

��������
 � ��!*(2
*�������%!*(
� /B()� ��!�����(2- ( �
	���
'�#�3���������
����� ��� �"!*	c�#� $�
'�#()� 
����6-#	���4

� @BR F�@ [ 58O�OQ@NA 5 [ @ L O J F�9 <?>&@BA;: 58709;:&<8>&@NA 5�� 	 585DCE58F�G�H*5�� IKJ�J � - \/-�- � �0: @�F�A 5 GL :&<?>&@ A�@�O @�RS58FW:=A @�FQ5DO L >&@ [ @&Md9 J : L0J 58O a 5 p̂a
Z O�58M R FQ5#��@ LeJ 5"A 5c:&M Y IK]�� I A;:&A 5DO \! Mg: �&5 � 709 5 a 5 p̂a

L >&@ [ @�Md9 J :&M �)@�F�A 5 L :=<��U58OTA I ��5DFQ5 L0J 58OTA 5DO J 5DOB@&R�5DFW:&A @&FQ58O
RS@UA 58M [ @ L A 9 �8I Fa: FQ5DOQ9 C J :&A�@�O^A I O JWIKL0J @�O \ � :&FW: FQ5DMV@ �&58F :&OaA�� � I A :&Oa7U9�5 R : I G
FQ:&M OQ@ Y F�5^: ��5DFW: [DI A;:=A 5dA @ F�58OQ9�C J :=A @ @ Y JQI A @ L :gOQ5D<?>&@ : LeJ 58F I @�F*A�5 � I A @ : 58OQOQ:
:=M Y IE]&� I A;:=A 5 � L%� O 5DMVR�FQ5 ] :&FQ5DMV@�O L 58O J : O�58<?>=@ 9�Mg:g@&FQA 5 L :&<?>=@ Mg: I O ] 58FW:=C A @&O
@&R�5DFW:&A @&FQ58O a 5 p̂a

\�� OQO�@ Z ��5 IKJ @ :&O�OQ@ [8I : L A @�����9 L <8>&@ 	 :&M I C J @ L I : L : [ C h OQO IE[ :[ @�FQF�58O�R�@ L A 5 LeJ 5��a58709;:&<8>&@VA�5�� 	 5858CK58F�G�H*5�� IKJQJ � - \/- N � �

H =
a3w−1

24
p2

a, � - \20�� �

@a@�RS58FQ:&A @�F 	 :&M I C J @ L I : L @

Ĥλµν =
1

24

1

2

(

aλ p̂a a
µp̂a a

ν + aν p̂a a
µp̂aa

λ
)

, λ+ µ+ ν = 3w − 1, � - \20 ,��

@a709;:&C Z ��@�F�Mg:=CEM 5 LeJ 5 :=9 J @=G`:&A���9 LeJ @ R :&FW:^709;:&CK7U9�58F��=:&CE@�F A @�OcR;:&F�$&MV5 J F�@�O λ � µ
5 ν [ @�M @ R�FQ@UA 9 J @ IKL0J 58F L @aR;:&A FQ>&@aA 5�� L I A @ RS@�F

(ψ1, ψ2) =

∫ ∞

0

ψ∗(a)ψ(a) da. � - \ 0�� �



1�� ������� � � � 	�
 � � ����� � 
 � ��	 � 	�� 
 � 	>���

�*] @�FQ:a:a5D709;:&<?>=@VA 5 � 	 5D58CK58F3G`H*5	� I JQJ"J @�Mg:a:
��@�F�Mg:
ĤλµνΨ = i

∂Ψ

∂τ
, ��� \�� � �

[ 9��Q:&OcO�@�CE9 <	�#5DO"58O J : [DI @ L;h F I :=O Ψ(a, τ) = ψ(a)e−iEτ OW: JQI O � : � 58Mb: 5D7U9 :&<?>&@
Ĥλµνψ − Eψ = 0. ��� \	��
 �

� R � Oc:&C ] 9 M J FW: Y :=C 	 @a:&C ]�Z Y F IE[ @%��5DO J : 5D7U9 :&<?>&@ RS@#A 5TO�58FcR�@&O J : L :���@�F�Mg:

a2d
2ψ

da2
+ 2(1 − r)a

dψ

da
+ [ε + 24Ea2r]ψ = 0, ��� \��
� �

@ L A 5 ε = [ν(1 − λ− 2r) + λ(1 − ν − 2r)] 5 � [ @�M @ : LeJ 5DO � r = 3(1 − w)/2
\ �

OQ@�CK9 <?>&@ ] 5DFW:&C�A 58O J :a58709;:&<8>&@ Z � � � �

ψ(a) = a(2r−1)/2
[

C+ Jp

(

√
24E

r
ar
)

+ C− J−p

(

√
24E

r
ar
)

]

, r 6= 0 ��� \���� �

@ L A 5

p =
1

r

√

(2r − 1

2

)2

− ε. ��� \���� �
� @�MV@a: L0J 58O�� L�� O [ @ L O I A 5DFW:&F�58M @�Oc:&RS5 L :=O�@ [ :=OQ@a58Mb709 5 C− = 0 � I O J @ Z �

ΨE(a, τ) = C+ e
−iEτ a(2r−1)/2 Jp

(

√
24E

r
ar
)

. ��� \���� �
� @�O�OQ@�R F � � I MV@ R;:&O�OQ@ Z ] 5DFW:&FN9 M R;: [ @ J 5VA 5g@ L A;:&O L @�FQMV:&C I��?h �&58C�: R :&F JQI FNA;:
OQ9 RS58F�R�@�O I <8>&@aA;:&OcOQ@�CK9 <��U58O���� \��
� � L :���@�FQMV:

Ψ(a, τ) = a(2r−1)/2

∫ ∞

0

dE f(E)e−iEτJp

(

√
24E

r
ar
)

= a(2r−1)/2

∫ ∞

0

dkφ(k)e−i(r)2k2τ/24Jp(ka
r), ��� \ ��� �

@ L A 5 k 5 φ(k) OW>&@ A;:&A @�OVR�@&F ��� \	� � � \ H�5���@�FQMV: : L;h CK@ ] : :&@ [ :=OQ@ L : J 58F I @�F��
58O [ @�C 	 5 L A @

φ(k) = kp+1e−γk2

, γ > 0 ��� \ � � �

R�@UA 58M @�O [ :&C [ 9 C :&F : IKLeJ 5 ] FW:&C2: [8I MV:d5���: J :&M 5 LeJ 5T5T@ Y J 58F � ��
 �

Ψ(a, τ) = a−1/2
(ar

2z

)1+p
exp

(

− a2r

4z

)

, ��� \ ��� �
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@ L A 5 z Z A;:=A @dRS@�F ��� \	� � � \ ��] @�FW:B@ �=:&CE@�F�M Z A I @dA @ � : J @�F A�5 58O [ :&CE: Z A;:&A @1R�@�F

〈a〉(τ) ≡ (Ψ, aΨ)

(Ψ,Ψ)
=

∫∞

0
daΨ∗aΨ

∫∞

0
daΨ∗Ψ

��� \ � � �

5T9 M [?h C [ 9 CK@ I M 58A I : J @ ��@&F L 5 [ 5

〈a〉(τ) =
Γ
[

2r(1+p)+1
2r

]

Γ(p+ 1)

( 1

2γ
|z|2
)1/2r

, ��� \ � � �

709 5 J 5DM : MV5DOQMV:���@�F�Mg: A @ �&:=CE@�Fa58O�R�5DFW:&A�@ A @ � : J @�FaA 5 5DO [ :&C : 5 L [ @ LeJ FW:=A @
: L0J 58F I @�F�MV5 L0J 5 \ � O�O I M ��9 Mg:V@�FQA 5 L :&<8>&@.:&F Y IKJ F h F I :VA @&O @�RS58FW:=A @�FQ5DO L >&@ [ @�Md9#GJ : LeJ 5DO a 5 p̂a

[ @&M R F�@#A 9 J @ IELeJ 5DF L @aR;:=A FW>&@ [ @ L A 9 � :&@^M 58O�MV@aF�58OQ9�C J :=A @^709 5 Z
@ Y JWI A @d709;: L A�@ 9�Mg:d@�F�A 5 L :&<?>&@a5DOQRS5 [8I :&C�A�58O J 58O�@�RS58FW:=A @�FQ5DO Z 58O [ @�C 	 I A :�� :d709;:&C
5�� IE] 5B7U9�5d@gR F�@#A�9 J @ IELeJ 5DF L @ J 5 L%	 : :���@�F�Mg:a58O J FW: L%	 : ��� \ � � � \ � O J @ A h O�9 RS@�F J 5
: L @�OQOQ: :&OQO�58F�<?>&@ IKL IE[DI :&C2A 517U9�5d5�� I O J 5DM 58O J :&A�@�O 709 $ LeJWIK[ @�O J : I O�709 5^:V5 L 5DF ]�I :
� : L0J :&OQMV:^A h @�F IK] 58M :^5��#R;: L OQ>&@ : [ 58CK58FQ:&A;:^5N:a9�M � IE]��cI R \

H*5���5aOQ5DF FQ5DOQOQ:&C J :&A @ 709 5 L%� O*58O J :&M @�O J 5 LeJ : L A�@ A 58O [ @ Y F I F O�5d5���5 IKJ @�O 709 $ L GJQIE[ @�O��������������
	 � �
�
������� F�58M @ ��58M : O IEL�] 9 C :=F I A :&A 5 ��9 J 9�FW: \ � 5B58O J 5���@&OQOQ5B@ [ :&OQ@%�
R :&FW:������
��������	 5DO J :&A @ 709 $ LeJWIK[ @ @ �&:=CE@�F 58O�R�5DFW:&A�@ A @ � : J @&F A 5 58O [ :&C :�A 5 �&58F I :*RS58F3G
MV: L 5 [ 5DF � L I J @ R;:=FW:g709;:&CK709 58F �=:&CK@�F � L IKJ @ A @ J 58M R�@ [ � O�M IK[ @ \ � � O : [ : Y :&M @�O
A�5a:&R FQ5DOQ5 L0J :&F 9 M 5��#58M R CK@ A 5d58O J :&A�@ 709 $ L0JQIE[ @ R;:&FW:V@ 7U9 :&C @ �=:&CE@&F�5DOQRS58FW:=A @
A�5�� : J @�FTA 5g5DO [ :=C : J @�F L :XG`O�5 IKL � L I J @ L 9�M J 58M R�@ [ � OQM IE[ @ � L I J @ \ � O J @�M @�O J FW:
709 5 � R�5DCE@aMV5 L @�O L 5DO J 5NM @#A 5DCE@^5NR;:&FQ:a@ R F�@ [ 58A I MV5 L0J @aA 5B709;: L0JQI�� :&<?>&@V: [DI MV:��L >&@ Z �&58FQA :&A 5 709 5 5DM ] 5DFW:&CS5���5 IKJ @�O 709 $ LeJQIE[ @&O 5 � IKJ 58M @ � IK]
�cI R \�� O J 5 FQ: [8I @ [ � GL�I @ J :&M Y Z M ��9 O JQI � [ : L @�OQOQ:&O 58O [ @�C 	 :&O R;:=F JWIK[ 9 CE:&FQ5DO*A;:=O OQ@�CK9 <��U58O 5DO J : [8I @ L;h F I :&O
A :V58709;:=<?>&@VA 5 � 	 5858CK58F�G�H*5�� IKJQJ 5NA 5 φ(k) � :&O�709;: I O�RS58FQM IKJ 58M 7U9�5d: IELeJ 5 ] FW:&C
O�5 �Q: [ :&C [ 9 CE:&A;:g5a@.R;: [ @ J 5aA 5^@ L A;:&OTOQ5 �Q: 5��#R FQ5DOQOQ@ 58M J 58F�MV@�O A�5���9 L <��U58OT58CK5 G
M 5 LeJ :&FQ5DO ��@ 709 5 ��R�@&F1OQ9 : �&5 � � : [DI C I J :.@ [?h C [ 9 CK@�A @ �=:&CK@�F1M Z A I @�A @ � : J @�F1A�5
5DO [ :&C : \

��������� �1� ��
�-�� � �;� ������� � ��
"!�
�������( � 	��U� � �
	���
'�#�3���������
����� ��� �"!*	c�#� $�
'�#()� 
����.��!�� ���

� J 58F [ 5 I FQ@ 5 � C JWI MV@ R F�@ [ 58A I MV5 LeJ @.A 5g709;: L0JQI�� :&<?>&@ 709 5 9 JWI C I�� :&FQ5DMV@&O R;:&FQ:
�&58F I � [ :&F :&��@�F�<?: A 5 L @�OQO�@ F�58O�9 C J :&A @ [ @ L O I O J 5^58M FQ5?:=C I�� :&F : J FW: L O ��@�F�Mg:=<?>&@ L @
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58OQR :&<8@ A 5 � :&OQ5 (a, pa) → (x, p) A 5 � L I A :aRS@�F

x =

√
12 ar

r
, p =

a1−r pa√
12

��� \���
 �

: 7U9 :&C Z^[ : L���L IK[ : 9 MV: ��5 � 709 5^@ R :&F�� L0J 58O�5VA 5 � @ I O�OQ@ L {x, p}(a,pa) = 1
\�� MJ 58F�MV@&O A�58O J :&O L @ �=:&O �=:&F IEh ��5 I O [ : L���L�IE[ :=O �T: 	 :&M I C J @ L I : L : [ C h O�O IE[ : ��� \	��� � Z

FQ58A�9 �8I A;: � 	 :=M I C J @ L I : L :NA;:aR;:&F J �K[ 9 CE:1C I �#F�5
H =

p2

2
, ��� \���� �

5B: [ @�FQF�58OQRS@ L A�5 LeJ 5N58709;:&<8>&@ A 5 � 	 585DCE58F�G�H*5�� IKJ�J�J @�MV:^:���@&FQMV:
i
∂Ψ

∂τ
= −1

2

∂2Ψ

∂x2
. ��� \���� �

� O J : Z :15D7U9 :&<?>&@1A 5*@ L A;:BA 5 � [
	 F��#A IKL ] 5DF'R;:=FW:1:BR;:&F J �E[ 9 C : C I �UFQ5�OQ@ Y F�5 :NOQ58M I G
FQ5 J : [0,∞)

\ � :&FQ: 709 5c@ @�R�5DFW:&A�@�F 	 :&M I C J @ L�I : L @�OQ5 �Q: :&9 J @=G�:&A ��9 LeJ @ Z"L 5 [ 58O�O h F I @
7U9�5d@ A @�M �EL�I @ A 5 Ĥ O�5 �Q: FQ5DO J F IKJ @ :&RS5 L :=O �&O ��9 L <��U58O A 51@ L A;:g709 51OW: JQI O � : � 58M
: [ @ L A I <8>&@ A 5 [ @ LeJ @�F L @ ��� \�
�� � \ � M Y @�FQ: @VR FQ@�R : ] :&A @&F�R :&FW: α :&F Y IKJ F h F I @^O�5 �Q:[ @ L%	 5 [8I A @�� ��� � ����� �*5DCE5 Z O�9�� [8I 5 LeJ 5DMV5 LeJ 5 [ @�M R C IK[ :&A�@ R;:&FQ: L @�O I M R�5DA I FVA 5[ @ L O J F�9 I F�R;: [ @ J 5DO*A 5B@ L A;: Mg: L 5 � h ��5 I O \ � LeJ >&@���RS@�F�O I M R C IE[8I A;:&A 5 � L @�O�FQ5DO J F IEL G]�I F�58M @�O :&RS5 L :&O :&@�O [ :&O�@�O 5DM 709 5 α = ∞ 5 α = 0 �X@�91O�5 �Q:��=@�9d: ��9 L <?>=@*A 5'@ L A;:
@�9 OQ9;: A 5DF I �=:&A :.O�5 : L 9 C : 5DM x = 0

\�! MV: ��5 � 709 5a5DO J :=MV@�O R�FQ@ [ 9 FQ: L A @.RS@�F
5��#58M R CE@&O A 5�58O J :&A @�O 7U9%$ LeJWIE[ @�O 709 5 [ @ L A 9 � 58M :19 MV:BO IEL ] 9 C :&F I A;:=A 5 ��9 J 9 FQ:���O�5
��@�FQM @�O Y 58M O�9 [ 5DA I A @&O L @&OQOW:=O'5DO [ @&C 	 :&O�R;:=F JWIK[ 9 CE:&FQ5DO A 5 α : IEL A : L @�O'RS58F�M I JWI FW>&@[ @ L [ CE9 I F 709 5 L >&@ Z

��5DFQA;:&A�5B709 5 ����� ��	 �
� � I O J @ Z �;R :&FW:^9 M α :=F Y I J F h F I @��U@ � IK]
��I R Z 5 � I J :&A @ \ � M%F�58OQ9�MV@%� L @�OQOQ:&O 58O [ @�C 	 :&O 5DOQRS5 [8I : I O R;:&FW: α OW>&@ J 5 [8L�IE[ :=MV5 L0J 5[ @ L ��5 L I 5 LeJ 58O�5 L >&@aR FQ5 ��9 A IK[ :&M : C ��]�IE[ :1A @ L @�O�OQ@VFW: [DI @ [ �EL�I @ \� O R FQ@�R : ] :&A @&FQ58O R;:&FQ:*@�O [ :&OQ@&O α = 0 5 α = ∞ OQ>&@ A;:=A @�O � FQ5DOQRS5 [ JWI �=:&M 5 LeJ 5 �
R�@�F�� ��� � �����

G0(x, x
′, τ) = G(x, x′, τ) +G(x,−x′, τ), ��� \���� �

G∞(x, x′, τ) = G(x, x′, τ) −G(x,−x′, τ), ��� \���� �
@ L A 5 G(x, x′, τ)

Z @TR F�@�R;: ] :=A @�F 9 O�9;:&C;A;: R;:=F J �K[ 9 CE:*C I �UFQ5 �&@N709;:=C;58M L @�OQO�@ [ :&OQ@
� m = 1 � ~ = 1

� J @�MV:^:
��@�FQMV:�� �����

G(x, x′, τ) =

(

1

2πiτ

)1/2

exp

[

i
(x− x′)2

2τ

]

. ��� \	��� �
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� @ L O I A�58FQ5DMV@&O�R�F I M 5 I FQ@^:
��9 L <?>&@ A 5T@ L A;: L @&FQMV:&C I � :&A;:

Ψe(x, 0) =

(

8σ

π

)1/4

e−βx2

, β = σ + iγ, σ > 0 , ��� \	��� �

709 5NOW: JWI O � : � : [ @ L A I <8>&@aA 5 [ @ LeJ @&F L @���� \	
�� � [ @�M α = 0
\ � @&F J : L0J @%�

Ψe(x, τ) =

∫ ∞

0

G0(x, y, τ)Ψe(y, 0) dy =

∫ ∞

−∞

G(x, y, τ)Ψe(y, 0) dy, ��� \	��� �

@ L A 5 9 OQ:&M @�O @ � : J @*A�5 Ψe(x, 0) OQ58F 9 Mg: ��9 L <8>&@ R;:&F R;:&FW:�58O J 5 L A�58F�: IKL0J 5 ] FQ:&<?>=@
: J @#A;:a:^FQ5 J :aFQ58:&C \ � 9 Y O JQIKJ 9 IEL A�@���� \ ��� � 5���� \ � � � L : IKLeJ 5 ] FW:&C2: [8I MV:d@ Y J 58M @�O

Ψe(x, τ) =

(

8σ

π

)1/4

(1 + 2iβτ)−1/2 exp

(

− β x2

1 + 2iβτ

)

. ��� \ � � �

H�5B: [ @�F�A @ [ @�M ��� \���
 � �#@ �=:&CK@�F M Z A I @^A @�� : J @�F"A�5N5DO [ :&C : Z A 5�� L I A @ RS@�F

〈a〉e(τ) =

(

r√
12

)1/r ∫ ∞

0

x1/r |Ψe(x, τ)|2 dx, ��� \ � � �

5T9 M [?h C [ 9 CK@^O I M R CK58O L @&O�A h

〈a〉e(τ) =
1

r
√
π

(

r√
12

)1/r

Γ

(

1

r

)[

4σ2τ 2 + (1 − 2γτ)2

2σ

]1/2r

, ��� \ ��
 �

[ 9���@ [ @�M R�@&F J :=MV5 L0J @a:&OQO IELeJ �=JWIE[ @ Z @ M 58O�MV@aA @&O [ :&OQ@&O�: L0J 58F I @�F�58O \
� @�F �;M � [ @ L O I A 5DFQ5N:���9 L <?>=@ A�5N@ L A;: L @�FQMV:&C I�� :=A;:

Ψo(x, 0) =

(

128σ3

π

)1/4

x e−βx2

, β = σ + iγ , σ > 0 , ��� \	��� �

709 5 OW: JWI O � : � : [ @ L A I <8>&@
A 5 [ @ LeJ @&F L @ ��� \	
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Ψo(x, τ) =

∫ ∞

0

G∞(x, y, τ)Ψo(y, 0) dy =

∫ ∞

−∞

G(x, y, τ)Ψo(y, 0) dy, ��� \	��� �

A�@ L A 5

Ψo(x, τ) =

(

128σ3

π

)1/4

(1 + 2iβτ)−3/2 x exp

(

− β x2

1 + 2iβτ

)

. ��� \ � � �
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〈a〉o(τ) =

(

1 + r

r

)

1

r
√
π

(

r√
12

)1/r

Γ

(

1

r

)[

4σ2τ 2 + (1 − 2γτ)2

2σ

]1/2r

, ��� \	��� �
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〈a〉o(τ) =

(

1 + r

r

)

〈a〉e(τ). ��� \ � ��� �
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