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Processamento de Sinais pela amizade, auxı́lio e sabatina que me ajudou
muito no meu exame de qualify. O Luiz, inclusive, pela troca de idéias
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de Inteligência Artificial em audio digital;

• Aos amigos Eduardo Hollauer e Renato Barcellos (UFF) pela minha volta
ao meio acadêmico;

• Aos meus amigos da Acerp/TV Brasil pela motivação e excelente ambiente
de trabalho, o que ajudou-me a concluir esta tese;

iii
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Resumo

Modelos dinâmicos de protótipos de gravastares são construı́dos e estudados.
Os três modelos apresentados neste trabalho são gravastares de três camadas
de Visser e Wiltshire, nos quais uma camada infinitesimal divide o espaço-
tempo em duas regiões. No primeiro modelo, é estudado o caso em que a
equação de estado da casca fina é p = ρ, o espaço-tempo exterior é dado pela
métrica de Schwarzschild e o espaço-tempo interno é dado pela métrica de de
Sitter. No segundo modelo, a casca fina é generalizada pela equação de estado
p = (1 − γ)σ, a região exterior é dada pela métrica de Schwarzschild e a região
interior é dada pela métrica de de Sitter. No terceiro modelo, a casca fina
possui a mesma equação de estado do segundo modelo, o exterior é dado pela
métrica de Schwarzschild e o interior é preenchido por um fluido de energia
escura anisotrópica. Encontra-se em todos estes modelos estudados que, em
alguns casos, representam gravastares estáveis do tipo “excursão limitada”,
nos quais a camada fina está oscilando entre dois raios finitos, enquanto que
nos outros casos eles colapsam formando buracos negros ou estrelas normais.
No espaço de parâmetros, a região de gravastares estáveis e de gravastares
do tipo “excursão ligada”é muito pequena em comparação com a região dos
buracos negros, apesar de não ser completamente nula. Portanto, apesar da
existência de gravastares não poder ser completamente excluı́da da análise
deste trabalho, o oposto também não é possı́vel, ou seja, mesmo se gravastares
existirem, eles não excluem a existência de buracos negros como proposto pelo
trabalho de Mazur e Mottola.

v



Abstract

Dynamical models of prototype gravastars are constructed and studied. The
three models presented in this work are the Visser and Wiltshire three layer
gravastars, in which an infinitely thin spherical shell divides the hole space-
time in two regions. In the first model, it is studied the case where the equation
of state of the thin shell is p = ρ, the exterior spacetime is Schwarzschild and
the internal region is de Sitter. In the second model, the thin shell are genera-
lized by an equation of state p = (1 − γ)σ, the exterior region is Schwarzschild
and the interior region is de Sitter. In the third model, the thin shell has the
same equation of state as the second model, the exterior is Schwarzschild and
the interior is filled with an anisotropic dark energy fluid. It is found in all
these models that in some cases they represent the “bounded excursion”stable
gravastars, where the thin shell is oscillating between two finite radii, while in
the other cases they collapse until the formation of black holes or normal stars.
In the phase space, the region for both stable gravastars and “bounded excur-
sion”gravastars is very small in comparison to that for black holes, although it
is not completely empty. Therefore, although the existence of gravastars can
not be completely excluded from current analysis, the opposite is not possible
either, that is, even if gravastars exist, they do not exclude the existence of
black holes, as proposed in the work of Mazur and Mottola.
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de um protótipo de gravastar, como mostra a figura 1.2. . . . . . . 15

1.2 O diagrama de Penrose para a solução dada pela equação (1.9). A
casca infinitesimal em r = a(τ) conecta as duas regiões I e II mos-
tradas na figura 1.1 para formar o espaço-tempo de um protótipo
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negativo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

4.6 O potencial V (R) para m = 10−4 e L = 2.5× 105. . . . . . . . . . . . 78

4.7 A evolução de R(τ) em função do tempo próprio τ para m = 10−4 e
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linha do meio é para m = mc, e a linha inferior é para m > mc. . . 88
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5.8 O potencial V(R) para γ = 0 com alguns valores de L próximos do
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Capı́tulo 1

Introdução

1.1 Introdução

Buracos negros são objetos compactos previstos pela teoria da relatividade ge-

ral de Einstein como o estado final do colapso estelar de objetos supermassivos

(se a massa colapsante não for suficientemente grande, o estado final de um

colapso pode resultar em um outro objeto compacto, como uma anã branca ou

uma estrela de nêutrons). Os buracos negros são bem conhecidos e, de uma

forma geral, bem aceitos não apenas pela comunidade cientı́fica, mas também

pelo público em geral.

Esta popularidade dos buracos negros pode ser atestada pela grande quan-

tidade de séries e filmes de ficção cientı́fica, além dos livros e programas de

divulgação cientı́fica que abordam o tema.

Como exemplos desta popularidade poderia citar o livro de Kip S. Thorne,

Black Holes and Time Warps: Einstein’s Outrageous Legacy (W.W. Norton &

Company, 1995), onde temos toda história das descobertas envolvendo os bu-

racos negros, os populares livros de Stephen Hawking intitulados Uma breve

história do tempo, O Universo em uma casca de noz e Uma nova história do

tempo, os programas de TV como os da série Universe do History Channel, os

vı́deos de divulgação cientı́fica da Scientific American (exploração do espaço,

novo guia visual do Universo) e da BBC (Stephen Hawking’s Universe), além da
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enorme quantidade de vı́deos disponı́veis no youtube, incluindo aulas dadas

no MIT, Stanford, entre outras Universidades no mundo e seminários dados

por Fı́sicos e Astrônomos como Alex Filippenko, Kip Thorne, George Ellis, Sean

Carrol, Sylvester Gates, David Gross, entre outros.

Apesar do sucesso deste objeto compacto, existem algumas peculiaridades

com relação ao mesmo que faz com que cientistas busquem alternativas com

relação ao estado final do colapso de um estrela (gravastars, holostars, entre

outros).

Uma destas peculiaridades é que a detecção de buracos negros se baseia

em observações indiretas e demanda uma exploração minuciosa das mesmas,

incluindo as formas de ondas gravitacionais emitidas por eles. A princı́pio,

tal detecção pode nunca ser conclusiva e pode até mesmo ser fundamental-

mente impossı́vel [1]. Embora haja evidências astronômicas muito fortes de

sua existência, nenhuma observação direta do horizonte de eventos de um

buraco negro foi feita. Antes de colocarmos em questão outros aspectos que le-

varam alguns cientistas a proporem modelos alternativos aos buracos negros,

daremos um panorama geral dos mesmos do ponto de vista histórico.

1.2 Os buracos negros

A história dos buracos negros remontam a John Michell em 1784. Ele desco-

briu, utilizando a mecânica Newtoniana e a descrição corpuscular da luz, que

a velocidade de escape
√

2GM
R

de uma massa esférica pode ser maior do que

c,a velocidade da luz no vácuo, se M
R

for suficientemente grande. John Michell

argumentou que estes objetos deveriam ser invisı́veis pois a luz não poderia

escapar dos mesmos e, como não havia nada nas leis da fı́sica conhecidas no

século XVIII que impedisse a existência destes objetos, Michell especulou que

o Universo deveria conter um grande número de estrelas escuras, cada qual

invisı́vel pois os corpúsculos de luz emitidos de sua superfı́cie eram inexoravel-
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mente puxados para baixo devido ao seu enorme campo gravitacional. Michell

publicou sua previsão de que estrelas escuras deveriam existir no Royal Society

of London no dia 27 de Novembro de 1783 [2].

Trinta anos após, Pierre Simon Laplace popularizou a mesma previsão na

primeira edição de seu livro Le System du Monde sem fazer a devida referência

a Michell. No entanto, na terceira edição de seu livro, Pierre Simon de Laplace

tirou o conceito de estrela escura do seu livro, inclusive nas edições posteriores

do mesmo. Isto se deu após a descoberta de Thomas Young da interferência da

luz, o que levou os cientistas da época a abandonarem o modelo corpuscular

da luz em favor do modelo ondulatório, descrito por Christiaan Huygens.

Apenas após a formulação da teoria da relatividade geral por Einstein em

1915 foi possı́vel o retorno do conceito que viria a se tornar buraco negro,

como conhecemos hoje.

Isto porque logo após Albert Einstein ter concluı́do seu trabalho da teoria da

relatividade geral em 1915, o astrofı́sico alemão Karl Schwarzschild encontrou

a solução de vácuo esfericamente simétrico das equações de campo de Einstein

[3],

ds2 = −f(r)dt2 +
1

f(r)
dr2 + r2

(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
, (1.1)

onde a função f(r) é dada por

f(r) = 1− 2M

r
, (1.2)

em unidades geométricas, ou seja, onde c = G = 1 (é muito comum o uso de

unidades geométricas em relatividade geral). A métrica é singular nos pontos

r = 0 e r = rH ≡ 2M . Todavia, a natureza destas singularidades é diferente. Em

particular, a singularidade em r = 0 é genérica e a curvatura do espaço-tempo

diverge neste ponto, ao passo que a singularidade em r = rH é removı́vel através

de uma transformação de coordenadas. Uma partı́cula teste pontual irá cair

livremente através de r = rH sem experimentar nada especial. Esta superfı́cie
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costuma ser chamada de horizonte de eventos. Os estudos das propriedades

de tais horizontes são de importância fundamental, e já foi encontrada uma co-

nexão profunda entre gravitação e termodinâmica [4] que veremos ainda neste

capı́tulo.

Posteriormente, ficou claro que a solução de Schwarzschild poderia descre-

ver um buraco negro estático, sem rotação e sem carga elétrica, embora na

época de seu trabalho o termo buraco negro ainda não existisse. O termo bu-

raco negro foi introduzido mais tarde por John Archibald Wheeler e antes disso

os hoje conhecidos buracos negros eram chamados de estrelas colapsadas [5].

Curiosamente, em 1939, Einstein publicou um artigo na revista Annals of

Mathematics onde tentou provar que a existência de buracos negros era im-

possı́vel [6]. Logo após a publicação deste trabalho de Einstein, ainda em 1939,

J. Robert Oppenheimer e seu aluno Hartland S. Snyder utilizaram a teoria da

relatividade geral para analisar o colapso gravitacional de uma estrela e des-

cobriram que a matéria colapsante com massa suficientemente grande poderia

formar um buraco negro [7].

A estrutura de estrelas relativı́sticas e o fenômeno do colapso gravitacional

são de fundamental importância em astrofı́sica e têm atraı́do bastante atenção

na comunidade cientı́fica desde o surgimento da teoria geral da relatividade.

No que tange à construção de modelos teóricos de estrelas relativı́sticas, pode-

mos nos referir aos trabalhos pioneiros de Schwarzschild (já comentado) [3], de

Tolman [8], e de Oppenheimer e Volkoff [9].

Enquanto Schwarzschild [3] considerou soluções analı́ticas descrevendo uma

estrela de densidade uniforme, Tolman [8] desenvolveu um método fornecendo

soluções explı́citas para esferas estáticas de fluido, e que provaram ser impor-

tantes para o estudo da estrutura estelar.

Oppenheimer e Volkoff [9], pela escolha conveniente de soluções especı́ficas

de Tolman, estudaram o equilı́brio gravitacional de estrelas de nêutrons, uti-
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lizando a equação de estado para um gás de Fermi frio, consequentemente

iniciando os fundamentos da teoria relativı́stica de estruturas estelares.

Existe uma vasta literatura [10] sobre o tema, entretanto, merecem citação

os trabalhos de Chandrasekhar [11] na construção dos modelos das anãs bran-

cas levando-se em consideração efeitos relativı́sticos na equação de estado de

degenerescência eletrônica, onde ele descobriu que nenhuma anã branca po-

deria ter uma massa acima do que ∼ 1.2 massas solares, que foi chamado de

limite de Chandrasekhar. Um outro trabalho importante é de Baade e Zwicky

[12], onde inventou-se o conceito de estrela de nêutrons, e identificaram ob-

jetos astronômicos denotados como supernovas, como representações de um

colapso de uma estrela ordinária em uma estrela de nêutrons. Longe de fa-

zermos uma revisão exaustiva, podemos também nos referir aos trabalhos de

Wyman, onde em um artigo [13] coordenadas isotrópicas foram utilizadas para

resolver as equações relativı́sticas de um fluido perfeito com densidade de ener-

gia constante, e em outro artigo [14], uma análise crı́tica das soluções de Tol-

man foi feita; Buchdahl [15] e Bondi [16] generalizaram o interior da solução

de Schwarzschild para esferas estáticas mais gerais na forma de desigualda-

des envolvendo a concentração de massa, a densidade de energia central e

a pressão central; Leibovitz [17] também generalizou algumas das soluções

de Tolman aplicando uma abordagem mais fı́sica; a descoberta dos pulsa-

res por Hewish e colaboradores [18], a idéia adiantada por Gold [19] de que

pulsares poderiam ser estrelas de nêutrons em rotação, e que foi posterior-

mente confirmada por observações, e os modelos idealizados de estrelas de

nêutrons em rotação [20]. É também interessante notar que Bayin encontrou

novas soluções para esferas de fluidos estáticos [21], explorando as equações

de campo dependentes do tempo para esferas de fluidos radiantes [22], e pos-

terior generalização para esferas de fluido anisotrópico [23].

Foi apenas após 1960 que o colapso gravitacional e os buracos negros
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começaram a ser seriamente estudados e isto se deveu, principalmente, à des-

coberta de objetos astrofı́sicos tais como quasares, pulsares e fontes compactas

de raios X que revigoraram a reflexão sobre o destino das estrelas após o co-

lapso.

Os quasares (Quasi Stellar Radio Sources), por exemplo, foram descobertos

em 1961 como intensas fontes de rádio, com aparência ótica aproximadamente

estelar, azuladas.

Estes são objetos extremamente compactos e luminosos, emitindo mais

energia do que centenas de galáxias juntas, isto é, até um trilhão de vezes

mais brilhantes do que o Sol. Os quasares também são fortes fontes de rádio,

variáveis, e seus espectros apresentam linhas largas com efeito Doppler in-

dicando que eles estão se afastando a velocidades muito altas, de até alguns

décimos da velocidade da luz.

O primeiro quasar a ter seu espectro identificado foi o 3C273 em 1963 por

Schmidt. Em 1964, Salpeter e Zel’dovich propuseram que os quasares são

galáxias com buracos negros fortemente ativos nos seus centros.

No modelo mais aceito, o buraco negro central acreta gás e estrelas da sua

vizinhança, emitindo intensa radiação enquanto a matéria se acelera, espira-

lam no disco de acresção. Parte da matéria é ejetada por conservação de mo-

mentum angular. Quando o buraco negro consome toda a matéria circundante,

ele deixa de emitir [24].

As décadas de 1960 e 1970, também conhecidas como era de ouro, foram

bastante frutı́feras no que diz respeito às descobertas envolvendo colapso este-

lar e os buracos negros como estado final.

Apenas para não passar esta fase em branco, podemos citar que em 1963,

Kerr encontrou uma solução assimétrica das equações de Einstein no vácuo

que depois descobriu-se ser a métrica de um buraco negro em rotação e Pen-

rose, utilizando topologia, estudou com afinco o problema da singularidade.
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Os cientistas também viram que os buracos negros não continham cabelos

(frase de John Wheeler), o que significava que independentemente da forma

da estrela colapsante, o produto final sempre era perfeitamente esférico1 e de-

pende apenas de três parâmetros: massa, momento angular e carga.

Vários fı́sicos e matemáticos estavam envolvidos nesta fase de importantes

descobertas envolvendo os buracos negros incluindo Wheeler, Carter, Hawking,

Penrose, Israel, Zel’dovich, Chandrasekhar, Sciama, Kip Thorne, e vários ou-

tros.

No entanto, foi na década de 1970 que, pela primeira vez, foi feita uma

tentativa de estudar os buracos negros usando a teoria quântica de campos

com importantes consequências nos trabalhos que seriam publicados a partir

de então. O ano era 1974. Foi quando Stephen Hawking, utilizando teoria de

campos em espaços curvos descobriu que os buracos negros emitem radiação

de corpo negro [25].

1.3 Quando a mecânica dos buracos negros encon-
tra a termodinâmica

Hawking provou em 1971 um teorema sobre buracos negros que diz que em

qualquer interação, a área da superfı́cie de um buraco negro nunca pode de-

crescer. Se vários buracos negros estão presentes, é a soma das áreas das

superfı́cies que nunca pode decrescer [26].

A lei do aumento da área parece muito com a segunda lei da termodinâmica

para o aumento da entropia e J. Bekenstein, inspirado pelo trabalho de Stephen

Hawking tentou desenvolver a termodinâmica de buracos negros [27, 28, 29,

30]. Todavia, em relatividade geral clássica não há estado de equilı́brio envol-

vendo buracos negros. Se um buraco negro é colocado em um banho térmico,

1Há de se tomar cuidado, pois pode parecer que estamos sugerindo que a simetria esférica
é preservada, quando isso não é verdade. O buraco negro de Kerr é um exemplo disso.
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ele continuará absorvendo radiação sem nunca entrar em equilı́brio.

Esta situação mudou quando Stephen Hawking, levando em consideração

efeitos quânticos, mostrou que buracos negros irradiam [25, 31, 32].

O estudo da termodinâmica de buracos negros possui grande importância

no desenvolvimento da teoria de campos em espaços curvos. O estudo de fun-

dos curvos expandiram nossa compreensão sobre a teoria quântica de campos

em geral. A relação entre as quantidades termodinâmicas e as propriedades

geométricas do horizonte de eventos trouxeram uma clara indicação de que

existe uma relação entre as propriedades da geometria do espaço-tempo e al-

gum tipo de fı́sica quântica.

Voltando ao trabalho de Stephen Hawking, foi aplicando a teoria quântica de

campos no espaço curvo de um buraco negro que ele encontrou que o mesmo

emite radiação eletromagnética com temperatura dada por

T =
~κ

2πkBc
, (1.3)

onde ~ = h
2π

, sendo h a constante de Planck, κ a gravidade superficial e kB a

constante de Boltzmann. No caso de um buraco negro de Schwarzschild esta

expressão torna-se:

T =
~c3

8πGkBm
. (1.4)

Inserindo os valores das constantes na equação acima obtemos que

T ≈ 10−7(msol/m)K, (1.5)

onde K = σ~4c6

256G2k4
B
.

A fórmula mostra que a temperatura de um buraco negro com aproximada-

mente a mesma massa do sol é extremamente baixa. Isto ocorre pois a tem-

peratura cresce com a massa decrescente e, então, possui capacidade térmica

negativa, isto é, perdendo massa por radiação aumenta sua temperatura.

8



A perda de energia quando o buraco negro irradia é dada pela lei de Stefan-

Boltzmann,

−Ė

A
= σT 4, (1.6)

onde σ é a constante de Stefan-Boltzmann e o ponto representa a diferenciação

em relação ao tempo. A integração desta equação nos dá a massa em função

do tempo:

m(t) = (m3
0 − 3Kt)

1
3 , (1.7)

onde m0 ≡ m(0). Verifica-se que no instante t = m3
0/3K o buraco negro evapora

completamente.

Hawking também mostrou que o buraco negro possui uma entropia, S, dada

por

S =
1

4

kBc3

G~
A, (1.8)

onde A é a área do horizonte de eventos do buraco negro.

A entropia do buraco negro vem em adição à entropia ordinária da matéria.

Esta entropia completa a visão do buraco negro como um sistema interagente

termodinâmico.

A radiação do buraco negro recebeu o nome de radiação Hawking, embora

o homenageado não concorde com isso, como disse no filme de divulgação

cientı́fica O Universo de Stephen Hawking - Buracos Negros, produzido pela

BBC na década de 90.

Esta radiação é devida ao processo aleatório de flutuação do vácuo quântico

próximo do horizonte. Portanto, o buraco negro está emitindo quantidades

iguais de matéria e antimatéria. Se uma estrela em nosso universo que con-

siste praticamente de matéria, e não de antimatéria, está colapsando em um

buraco negro, grandes quantidades de informação são perdidas neste processo.

Observando também a equação (1.8), vemos que a razão de uma quantidade
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macroscópica (A) por uma quantidade microscópica (~) assegura que o buraco

negro possui enorme entropia.

Note que durante a evaporação do buraco negro (emissão de quanta térmico),

a massa decresce pela conservação da energia e A e S também. Isto viola o te-

orema da área de Hawking. Todavia, um dos postulados do teorema da área

é que a matéria obedece a condição de energia forte, que requer que um ob-

servador local sempre meça densidades de energia positivas e que não haja

quaisquer fluxos de energia do tipo espaço. A evaporação de buracos negros

pode ser entendida como a criação de pares partı́cula-antipartı́cula no campo

gravitacional do buraco negro, um membro do par indo para dentro do buraco

negro e o outro para fora em direção ao infinito. Na criação de pares, o par de

partı́culas materializam-se com uma separação do tipo espaço e, efetivamente,

há um fluxo de energia do tipo espaço.

O teorema de área da relatividade geral clássica é substituı́da por uma se-

gunda lei generalizada da termodinâmica, ou seja, em qualquer interação, a

soma das entropias de todos os buracos negros mais a entropia da matéria

fora dos buracos negros nunca decresce.

Esta descoberta da radiação quântica de Hawking e da entropia do bu-

raco negro que é proporcional à área do horizonte de eventos do buraco ne-

gro deu suporte à idéia de que existe uma profunda conexão entre os buracos

negros e a termodinâmica. Esta relação interessante foi primeiramente mani-

festada quando Jacobson deduziu as equações de campo de Einstein a partir

da primeira lei da termodinâmica assumindo a proporcionalidade da entro-

pia e da área do horizonte para todos os horizontes locais de aceleração [33].

Para espaços-tempos estáticos esfericamente simétricos e espaços-tempos es-

tacionários e assimétricos, Padmanabhan e colaboradores mostraram que as

equações de Einstein no horizonte dão origem à primeira lei da termodinâmica

[34, 35]. Tais considerações foram posteriormente generalizadas para gravi-
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dade de Lovelock [36]. Em [37], por outro lado, as equações de campo gravita-

cional para a teoria não-linear f(R) foram deduzidas a partir da primeira lei da

termodinâmica adicionando algumas correções no regime fora do equilı́brio.

Para o espaço de de Sitter também existe a temperatura de Hawking e a

entropia associada com os horizontes de eventos cosmológicos e suas leis da

termodinâmica [38]. Neste espaço, o horizonte de eventos coincide com o hori-

zonte aparente. Para modelos cosmológicos mais gerais, horizontes de eventos

podem não existir, mas horizontes aparentes sempre existem de forma que é

possı́vel se ter temperatura e entropia de Hawking associados com horizon-

tes aparentes. Dentro desta linha, a conexão entre a primeira lei da termo-

dinâmica de horizontes aparentes e as equações de Friedmann na teoria de

Einstein, com e sem o termo de Gauss-Bonnet, assim como na teoria de Love-

lock, foi encontrada [39]. Mais recentemente, foi encontrado que isto também

é verdadeiro para a cosmologia do cenário de branas [40]. Em [41], com a

ajuda de uma nova função do tipo massa, foi mostrada que a primeira lei da

termodinâmica de horizontes aparentes em equilı́brio pode ser deduzida a par-

tir das equações de Friedmann em várias teorias da gravidade, incluindo a de

Einstein, a escalar-tensorial, as teorias f(R) não-lineares, e Lovelock.

A possibilidade de emissão de radiação Hawking por buracos negros leva-

nos a um paradoxo da perda de informação. Para compreensão do paradoxo da

perda de informação por buracos negros, imaginemos uma estrela preparada

em um estado puro, de forma a determos a máxima informação sobre seu es-

tado. O problema aparece quando percebemos que, no processo de colapso es-

telar, formação de buraco negro e subsequente completa evaporação, acabamos

com um estado térmico misto, perdendo informação sobre a estrela original. O

Universo sofreria assim, uma perda lı́quida de informação, sendo, portanto,

incompatı́vel com a mecânica quântica. Em 1997, Stephen Hawking, John

Preskill e Kip Thorne fizeram uma aposta. Enquanto Hawking e Thorne acre-
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ditavam que toda informação depositada nos buracos negros estaria definitiva-

mente perdida, Preskill defendia que a natureza teria algum mecanismo ainda

desconhecido que permitiria recuperá-la. Em julho do ano de 2004, em uma

conferência internacional sobre relatividade geral, em Dublin, Irlanda, Stephen

Hawking declarou publicamente ter mudado de opinião e que, portanto buracos

negros não seriam destruidores irremediáveis de informação. Este problema

da perda de informação dos buracos negros permanece em aberto e, provavel-

mente, apenas será resolvido com o desenvolvimento de uma teoria quântica

da gravitação. Atualmente, uma teoria promissora como uma teoria quântica

da gravidade é a teoria M e um bom resumo da história da teoria quântica da

gravidade pode ser encontrado no texto de Carlo Rovelli apresentado em julho

de 2000 no nono encontro Marcel Grossmann em Roma [42].

1.4 Gravastars como modelos alternativos aos Bu-
racos Negros

Embora tenhamos fortes evidências experimentais e teóricas a respeito da exis-

tência dos buracos negros, muitos problemas paradoxais a respeito dos mes-

mos existem [43]. Além disso, foi dito recentemente que dados observacionais

podem oferecer argumentos muito fortes em favor da existência de horizon-

tes de eventos, mas não podem provar sua existência de forma fundamental

(direta) [1]. Estes fatos frequentemente motivam autores a vislumbrarem no-

vas alternativas, nas quais o estado final de um colapso estelar são estrelas

massivas sem horizontes. Como exemplos de tais modelos podemos citar gra-

vastars [44, 45, 46], superfluido de Bose [47], estrelas escuras [48] e holostars

[49, 50, 51, 52, 53, 54]. Existem vários outros modelos propostos além destes,

mas dentre os modelos alternativos aos buracos negros, os gravastars recebe-

ram atenção especial [55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62], parcialmente devido à

conexão existente entre a constante cosmológica e o nosso universo acelerado
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[63], embora seja muito difı́cil distinguir observacionalmente tais objetos dos

buracos negros [64].

O modelo de gravastar foi proposto por Mazur e Mottola [44, 45, 46]. Neste

modelo, e no trabalho relacionado desenvolvido por Laughlin e colaboradores,

o vácuo quântico sofre uma transição de fase no local ou próximo do local

onde se esperaria formar o horizonte de eventos. O modelo denotado como

gravastar (gravitational vacuum star), consiste de um objeto compacto com um

interior de condensado de de Sitter, governado por uma equação de estado

dada por p = −ρ, casada a uma casca de espessura finita com equação de es-

tado p = ρ. Esta casca, por sua vez, está casada a uma solução exterior de

vácuo de Schwarzschild. A casca substitui tanto o horizonte de de Sitter como

o horizonte de Schwarzschild. Portanto, este modelo de gravastar não possui

singularidade na origem e nenhum horizonte de eventos, já que sua superfı́cie

rı́gida está localizada em um raio levemente maior do que o raio de Schwarzs-

child e menor do que o horizonte de de Sitter. Já foi argumentado que não

há forma de distinguir um buraco negro de Schwarzschild de um gravastar a

partir de dados observacionais [1]. Também foi mostrado por Mazur e Mottola

que gravastars são termodinamicamente estáveis. Modelos relacionados, ana-

lisados em um diferente contexto também foram considerados por Dymnikova

[65, 66, 67, 68, 69].

No modelo original de Mazur e Mottola (MM) [44], gravastars consistem em

cinco camadas: um caroço interno 0 < r < r1, descrito pelo espaço-tempo de de

Sitter cuja métrica veremos no próximo capı́tulo, uma camada intermediária

fina de fluido rı́gido r1 < r < r2, uma região externa r > r2, descrita pela solução

de Schwarzschild, e duas cascas infinitesimais, aparecendo, respectivamente,

nas hipersuperfı́cies r = r1 e r = r2. Pela escolha apropriada dos parâmetros

livres envolvidos, pode ser mostrado que as duas cascas podem ter apenas

tensões com sinais opostos [44]. Visser and Wiltshire (VW) argumentaram que
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o modelo de cinco camadas de Mazur e Mottola pode ser simplificado para

modelos de três camadas [70], e isto será visto no capı́tulo 3, no qual as duas

cascas infinitesimais mais a camada intermediária fina de fluido rı́gido são

substituı́das por uma única camada infinitesimal, de modo que a função f(r)

na métrica de Schwarzschild e de de Sitter são, respectivamente, dadas por

f(r) =

{
1− 2M

r
, r > a(τ),

1− (
r
l

)2
, r < a(τ),

(1.9)

onde r = a(τ) é uma hipersuperfı́cie do tipo tempo, na qual a casca esférica infi-

nitesimal está localizada e τ denota o tempo próprio da casca fina. A constante

l ≡
√

3/Λ denota o raio de de Sitter. Na hipersuperfı́cie r = a(τ) as condições de

junção de Israel nos dá
1

2
ȧ2 + V (a) = 0, (1.10)

onde o ponto acima da variável denota sua derivada com respeito ao tempo

próprio τ da casca fina. Portanto, na região r > a(τ) o espaço-tempo é local-

mente Schwarzschild, enquanto que na região r < a(τ) é localmente de Sitter.

Estas duas regiões estão conectadas através de uma casca dinâmica infinitesi-

mal localizada em r = a(τ) para formar um novo espaço-tempo de um gravastar

(ver Figuras 1.1 e 1.2).

Para estudar a dinâmica da equação (1.10), podem-se seguir dois diferentes

caminhos: um é prescrever um potencial V (a) e deixar a equação de estado

da casca como a deduzida,e a outra é prescrever uma equação de estado da

camada e deixar o potencial V (a) como deduzido. Visser e Wiltshire seguiram a

primeira aproximação, e estudaram em detalhes o caso onde

V (a0) = 0, V ′ (a0) = 0, V ′′ (a0) > 0, (1.11)

onde o primo denota diferenciação ordinária com relação ao argumento indi-

cado. Se e somente se existe um a0 para o qual as condições acima são satisfei-

tas, o modelo é dito estável. Entre outras coisas, Visser e Wiltshire encontraram
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Figura 1.1: (a) O diagrama de Penrose para a solução de vácuo de Schwarzs-
child. A região II é a região onde r > a(τ). (b) O diagrama de Penrose para a
solução de de Sitter. A região I é a região onde r < a(τ). Uma casca infinitesi-
mal localizada em r = a(τ) conecta estas duas regiões para a formação de um
espaço-tempo dinâmico de um protótipo de gravastar, como mostra a figura 1.2.

que há muitas equações de estado para as quais as configurações de gravastar

são estáveis, enquanto outras não são [70]. Carter estudou o mesmo problema

e encontrou novas equações de estado para as quais o gravastar é estável [71],

enquanto De Benedictis et al [72] e Chirenti e Rezzolla [73] investigaram a es-

tabilidade do modelo original de Mazur e Mottola contra perturbações axiais,

e encontraram que gravastars são estáveis a estas perturbações. Chirenti e

Rezzolla também mostraram que seus modos quasi-normais diferem das de

um buraco negro com a mesma massa, e assim poderiam ser utilizados para

dicernir um gravastar de um buraco negro.

Como Visser e Wiltshire notaram, há uma noção menos restringente de es-

tabilidade, chamado de modelos “bounded excursion”, nos quais existem dois

raios a1 e a2 tais que

V (a1) = 0, V ′ (a1) ≤ 0, V (a2) = 0, V ′ (a2) ≥ 0, (1.12)

com V (a) < 0 para a ∈ (a1, a2), onde a2 > a1.

Configurações com interior de de Sitter possuem uma longa história que

podemos encontrar, por exemplo, no trabalho de Dymnikova e Galaktionov
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Figura 1.2: O diagrama de Penrose para a solução dada pela equação (1.9). A
casca infinitesimal em r = a(τ) conecta as duas regiões I e II mostradas na
figura 1.1 para formar o espaço-tempo de um protótipo de gravastar.
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[74].

Outros modelos alternativos aos gravastares também foram propostos [75].

Entre eles, podemos encontrar uma estrela escura de Chaplygin [76], um gra-

vastar suportado por eletrodinâmica não-linear [77] e um gravastar com pressão

anisotrópica contı́nua [78]. Adicionalmente, Lobo [79] estudou dois modelos

para um fluido de energia escura. Um deles descreve uma densidade de energia

homogênea e o outro descreve uma densidade de energia motonicamente de-

crescente, embora ambos estejam com pressão anisotrópica como veremos no

capı́tulo 3. Para fazer a junção com o espaço-tempo de Schwarzschild exterior,

Lobo introduziu uma casca fina entre os espaços-tempos interior e exterior.

No trabalho de Lobo, um modelo matemático generalizando o modelo de

Mazur-Mottola, ou o modelo de Visser-Wiltshire foi proposto, onde o interior de

de Sitter é substituı́do por uma solução anisotrópica governada pela equação

de estado, pr = ωρ com a componente anisotrópica tangencial sendo obtida a

partir das equações de campo, adicionada a uma solução exterior dada pelo

vácuo de Schwarzschild. Para construir um modelo análogo ao gravastar é

necessário escolher valores para os parâmetros que violem as condições de

energia forte, violando ou não a condição de energia nula.

A motivação de Lobo para implementar esta generalização veio do fato de

que observações recentes confirmaram que o Universo está em uma fase de

expansão acelerada. Evidências desta expansão cosmológica têm sido mostra-

das independentemente a partir de observações de supernovas do tipo Ia (SNe

Ia) [80, 81] e a partir da radiação cósmica de microondas de fundo [82, 83].

Um possı́vel candidato proposto para esta aceleração cósmica é precisamente

a energia escura, um fluido cósmico parametrizado por uma equação de estado

ω ≡ p/ρ < −1/3, onde p é a pressão espacialmente homogênea e ρ a densidade

de energia escura. A constante cosmológica pode ser interpretada como um

fluido com ω = −1.
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Como enfatizado nas referências [87, 88], em um diferente contexto, uma

sutileza precisa ser apontada: A noção de energia escura é a de um fluido

cósmico espacialmente homogêneo, todavia, ela pode ser estendida a espaços-

tempos esfericamente assimétricos pela consideração de que a pressão na e-

quação de estado da energia escura é uma pressão radial negativa, e as pressões

transversais podem ser determinadas através das equações de campo. Neste

contexto, a generalização do modelo de gravastar com a inclusão de uma solução

interior governada pela equação de estado, p = ωρ com ω < −1/3, será deno-

tada por um gravastar de energia escura ou simplesmente por uma estrela

de energia escura em concordância com a definição de Chapline2 [104]. Lobo

explorou algumas configurações, impondo escolhas especı́ficas para a função

de massa. Posteriormente explorou a estabilidade dinâmica da camada de

transição destes modelos com relação a perturbações linearizadas em torno

de soluções estáticas, aplicando o formalismo de estabilidade geral desenvol-

vido por ele e Paulo Crawford [105], e que também foi aplicado no contexto

da estabilidade de buracos de verme fantasmas (phantom wormholes) [106], e

posteriormente analisou a identidade da evolução para extrair algum insight

fı́sico considerando a equação de balanço da pressão na interface de junção.

A estrela de energia escura mostrada no trabalho de Lobo pode possivelmente

ter uma origem nas flutuações de densidade no fundo cosmológico. É incerto

como tais inomogeneidades na energia escura podem ser formadas. Todavia

uma explicação possı́vel pode ser inferida na referência [107], onde a equação

de estado de energia escura foi generalizada para incluir um termo inomogêneo

dependendo do parâmetro de Hubble, possivelmente resultando na nucleação

de uma estrela de energia escura através de uma perturbação de densidade.

2Observe que esta equação de estado corresponde a um fluido isotrópico. No caso de
um fluido anisotrópico, como o considerado no trabalho de Lobo, ambas as componentes de
pressão são relevantes na definição da energia escura [132].
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1.5 Escopo da tese

As contribuições desta tese foram publicadas em três artigos no Journal of

Cosmology and Astroparticle Physics nos anos de 2008 [108, 109] e 2009 [110]

e serão apresentadas nos capı́tulos 4, 5 e 6.

Esta tese está organizada da seguinte forma:

• No capı́tulo 2 veremos as métricas de Schwarzschild e de de Sitter.

• No capı́tulo 3, discutiremos o modelo de Mazur e Mottola e o modelo de

Visser e Wiltshire para gravastar, além do modelo de Lobo para estrela de

energia escura.

• No capı́tulo 4 veremos que a existência de gravastares não excluem a

existência de buracos negros.

• No capı́tulo 5 generalizaremos a equação da camada e os resultados do

capı́tulo 4 ao caso onde a equação de estado da camada infinitesimal é

dada por p = (1− γ)σ com γ sendo uma constante.

• No capı́tulo 6 estudaremos a formação de gravastar e buraco negro a partir

de estrelas escuras de fluido anisotrópico.

• No capı́tulo 7 temos a conclusão final desta tese e as perspectivas de

trabalhos futuros.

Esta tese também contém dois apêndices com um resumo da Relatividade

Geral e com um resumo sobre as ferramentas computacionais utilizadas para

os cálculos numéricos e para geração dos respectivos gráficos do presente tra-

balho.
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Capı́tulo 2

Métricas

Neste capı́tulo estudaremos as métricas de Schwarzschild e de de Sitter que

serão utilizadas nos capı́tulos posteriores.

2.1 A métrica de Schwarzschild

Em 1916 Schwarzschild encontrou a primeira solução exata das equações de

Einstein no vácuo. A solução representa o campo fora de uma massa esferi-

camente simétrica. A solução de Schwarzschild tem importância fundamental

na compreensão da Relatividade Geral por permitir o cálculo exato de vários

fenômenos como a precessão de órbitas planetárias e o encurvamento da luz

em torno do Sol.

A métrica de Schwarzschild1 é dada por

ds2 = f(r)dt2 − 1

f(r)
dr2 − r2

(
dθ2 + sen2θdϕ2

)
, (2.1)

onde a função f(r) é dada por

f(r) = 1− 2M

r
, (2.2)

em unidades geométricas, nas quais c = 1 = G. A métrica é singular em r = 0

e em r = rH ≡ 2M . Todavia, a natureza destas singularidades é diferente. Em

1Ao longo de todo este capı́tulo será adotado a assinatura + − − −.
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particular a singularidade em r = 0 é genérica e a curvatura do espaço-tempo

diverge nela, ao passo que a singularidade em r = rH é apenas devida a esco-

lha das coordenadas e pode desaparecer após transformações. Uma partı́cula

teste pontual irá cair livremente através de r = rH sem experimentar nada espe-

cial. Esta superfı́cie costuma ser chamada de horizonte de eventos. Os estudos

das propriedades de tais horizontes são de importância fundamental, e já foi

encontrada uma conexão profunda entre gravitação e termodinâmica [4]. A

descoberta da radiação quântica de Hawking [25, 31, 32] e da entropia do bu-

raco negro, que é proporcional à área do horizonte de eventos do buraco negro

[27, 28, 29, 30, 31, 32], dão suporte a esta idéia. Esta relação interessante

foi primeiramente percebida quando Jacobson deduziu as equações de campo

de Einstein a partir da primeira lei da termodinâmica, assumindo a proporci-

onalidade da entropia e da área do horizonte para todos os horizontes locais

de aceleração [33]. Para espaços-tempos estáticos, esfericamente simétricos e

espaços-tempos estacionários e assimétricos, Padmanabhan e colaboradores

mostraram que as equações de Einstein no horizonte dão origem à primeira lei

da termodinâmica [34, 35]. Tais considerações foram posteriormente generali-

zadas para gravidade de Lovelock [36]. Em [37], por outro lado, as equações de

campo gravitacionais para a teoria não-linear f(R) foram deduzidas a partir da

primeira lei da termodinâmica, adicionando algumas correções fora do regime

de equilı́brio.

2.1.1 Obtendo a forma da métrica de Schwarzschild

Para obtenção da forma da métrica que representa o campo fora de um corpo

esfericamente simétrico, consideremos inicialmente a forma limite que esta

métrica deve tomar. Muito distante do corpo (para r → ∞), esperamos que

a métrica assuma a forma de uma métrica de Minkowski. Como estamos su-

pondo simetria esférica, expressaremos a métrica de Minkowski em coordena-
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das esféricas:

ds2 = dt2 − dr2 − r2dθ2 − r2sen2θdφ2 (2.3)

Para obtenção da forma geral de uma métrica esfericamente simétrica e

independente do tempo que, no limite quando r →∞ reduz-se à equação (2.3),

consideraremos em primeiro lugar a condição de independência temporal. Se a

métrica é estática, devemos ser capazes de fazer dt → −dt sem afetar a métrica,

o que nos diz que a métrica não deve possuir termos mistos como dtdr,dtdθ ou

dtdφ. Logo, podemos escrever a forma geral da métrica que queremos encontrar

como:

ds2 = gndt2 + gijdxidxj (2.4)

Também impomos que os componentes da métrica sejam independentes do

tempo, ou seja, que ∂gab

∂t
= 0. Uma métrica estática satisfaz estas condições.

O próximo passo é pensar como a simetria esférica afeta a forma de uma

métrica. Uma métrica esfericamente simétrica é aquela na qual podemos fazer

dθ → −dθ e dφ → −dφ sem alterar a forma da métrica. Da mesma forma, termos

mistos envolvendo dθ e dφ como drdθ, drdφ e dθdφ podem ser eliminados da

métrica, pois poderiam ser afetados pelas transformações dθ → −dθ e dφ → −dφ.

Logo, chegamos a uma métrica diagonal. Cada termo da métrica pode ser

multiplicado por uma função que só depende de r e obtemos:

ds2 = A(r)dt2 −B(r)dr2 − C(r)r2dθ2 −D(r)r2sen2θdφ2 (2.5)

A simetria esférica sempre permite que os termos angulares assumam a

forma normal de dΩ2 = r2dθ2 + r2sen2θdφ2, logo fazemos C = D e escrevemos a

métrica como:

ds2 = A(r)dt2 −B(r)dr2 − C(r)(r2dθ2 + r2sen2θdφ2) (2.6)
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Podemos agora fazer uma mudança da coordenada radial para eliminarmos

C. Fazendo ρ = r
√

C(r), temos que ρ2 = Cr2 e a parte angular da métrica pode

ser escrita como:

C(r)(r2dθ2 + r2sen2θdφ2) = Cr2dθ2 + Cr2sen2θdφ2 = ρ2dθ2 + ρ2sen2θdφ2 (2.7)

Temos também que

dρ =
1

2
√

C
dCr +

√
Cdr =

√
C

(
r

2C

dC

dr
r + 1

)
(2.8)

Elevando ao quadrado e resolvendo para dr2 encontramos que:

dr2 =
1

C

(
1 +

r

2C

dC

dr

)−2

dρ2. (2.9)

Agora redefinimos a função B(r) para B1(r) = 1
C

(
1 + r

2C
dC
dr

)−2
B de forma a

termos Bdr2 = B1dρ2. Podemos, então, reescrever a equação (2.6) como

ds2 = A1dt2 −B1dρ2 − ρ2(dθ2 + sen2θdφ2), (2.10)

onde A1 é uma função de ρ.

Até aqui não foi imposta nenhuma restrição à forma dos coeficientes, a

menos que eles devem tender a um quando r → ∞. Podemos então reescrever

a equação (2.10) substituindo os rótulos das funções coeficientes e fazendo

ρ → r de modo que a métrica fica na forma:

ds2 = Adt2 −Bdr2 − r2(dθ2 + sen2θdφ2). (2.11)

A última restrição a ser imposta é que a métrica deve preservar a assinatura

e isto é feito escrevendo as funções dos coeficientes como exponenciais, pois

assim garante-se que sejam funções positivas. Logo fazemos A = e2ν(r) e B =

e2λ(r). Isto nos dá a métrica estática e esfericamente simétrica mais geral para

esta escolha de coordenadas, ou seja,

ds2 = e2ν(r)dt2 − e2λ(r)dr2 − r2(dθ2 + sen2θdφ2), (2.12)
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2.1.2 Os um-formas de curvatura

Agora prosseguiremos utilizando o método de tétrade ortonormal para encon-

trarmos a solução. Devemos, portanto, calcular as um-formas de curvatura e

os coeficientes de rotação de Ricci que estão relacionados pela expressão

Γâ
b̂

= Γâ
b̂ĉ
ωĉ. (2.13)

Definimos, então as seguintes bases um-formas:

ωt̂ = eν(r)dt, ωr̂ = eλ(r)dr, ωθ̂ = rdθ, ωφ̂ = rsenθdφ. (2.14)

Portanto temos:

dt = e−ν(r)dtωt̂, dr = e−λ(r)ωr̂, dθ =
1

r
ωθ̂, dφ =

1

rsenθ
ωφ̂. (2.15)

A derivada exterior de cada uma das bases um-formas é dada por:

dωt̂ = d(eν(r)dt) =
dν

dr
eν(r)dr ∧ dt =

dν

dr
e−λ(r)ωr̂ ∧ ωt̂ (2.16)

dωr̂ = d(eλ(r)dr) =
dλ

dr
eλ(r)dr ∧ dr = 0 (2.17)

dωθ̂ = d(rdθ) = dr ∧ dθ =
e−λ(r)

r
ωr̂ ∧ ωθ̂ (2.18)

dωφ̂ = d(rsenθdφ) = senθdr ∧ dφ + rcosθdθ ∧ dφ =
e−λ(r)

r
ωr̂ ∧ ωφ̂ +

cot θ

r
ωθ̂ ∧ ωφ̂ (2.19)

A equação de primeira estrutura de Cartan para as nossas coordenadas

assume a forma

dωâ = −Γâ
b̂
∧ ωb̂ = −Γâ

t̂ ∧ ωt̂ − Γâ
r̂ ∧ ωr̂ − Γâ

θ̂
∧ ωθ̂ − Γâ

φ̂
∧ ωφ̂. (2.20)

Logo:

dωt̂ = −Γt̂
t̂ ∧ ωt̂ − Γt̂

r̂ ∧ ωr̂ − Γt̂
θ̂
∧ ωθ̂ − Γt̂

φ̂
∧ ωφ̂, (2.21)
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dωr̂ = −Γr̂
t̂ ∧ ωt̂ − Γr̂

r̂ ∧ ωr̂ − Γr̂
θ̂
∧ ωθ̂ − Γr̂

φ̂
∧ ωφ̂, (2.22)

dωθ̂ = −Γθ̂
t̂ ∧ ωt̂ − Γθ̂

r̂ ∧ ωr̂ − Γθ̂
θ̂
∧ ωθ̂ − Γθ̂

φ̂
∧ ωφ̂, (2.23)

dωφ̂ = −Γφ̂

t̂
∧ ωt̂ − Γφ̂

r̂ ∧ ωr̂ − Γφ̂

θ̂
∧ ωθ̂ − Γφ̂

φ̂
∧ ωφ̂, (2.24)

Comparando a equação (2.21) com a equação (2.16), obtemos que:

Γt̂
t̂
= Γt̂

θ̂
= Γt̂

φ̂
= 0 (2.25)

e

Γt̂
r̂ =

dν

dr
e−λ(r)ωt̂. (2.26)

Utilizando a equação (2.13), conclui-se que Γt̂
r̂t̂

= dν
dr

e−λ(r). Como a equação (2.17)

se anula e não dá qualquer informação, prosseguimos comparando (2.18) e

(2.23) e encontramos que

Γθ̂
t̂ = Γθ̂

θ̂
= Γθ̂

φ̂
= 0 (2.27)

e

Γθ̂
r̂ =

e−λ(r)

r
ωθ̂. (2.28)

Novamente, utilizando a equação (2.13) conclui-se que Γθ̂
θ̂r̂

= e−λ(r)

r
.

Agora compara-se (2.19) e (2.24) e encontra-se que

Γφ̂

t̂
= Γφ̂

φ̂
= 0, (2.29)

Γφ̂
r̂ =

e−λ(r)

r
ωφ̂. (2.30)

e

Γφ̂

θ̂
=

cot θ

r
ωφ̂, (2.31)

onde

Γφ̂

r̂φ̂
=

e−λ(r)

r
(2.32)
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e

Γφ̂

θ̂φ̂
=

cot θ

r
. (2.33)

Retornando agora ao caso da equação (2.17), utilizaremos considerações de

simetria para utilizar as um-formas de curvatura. Podemos definir para subir

ou descer ı́ndices, olhando para a métrica da equação (2.12) :

ηâb̂ =




1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


 . (2.34)

Portanto, temos as seguintes relações:

Γt̂
r̂ = ηt̂t̂Γt̂r̂ = Γt̂r̂ = −Γr̂t̂ = −ηr̂r̂Γ

r̂
t̂ = Γr̂

t̂ . (2.35)

Γθ̂
r̂ = ηθ̂θ̂Γθ̂r̂ = −Γθ̂r̂ = Γr̂θ̂ = ηr̂r̂Γ

r̂
θ̂

= −Γr̂
θ̂
. (2.36)

Γφ̂
r̂ = ηφ̂φ̂Γφ̂r̂ = −Γφ̂r̂ = Γr̂φ̂ = ηr̂r̂Γ

r̂
φ̂

= −Γr̂
φ̂
. (2.37)

E das equações (2.25) e (2.26) concluı́mos que

Γr̂
t̂ = Γt̂

r̂ =
dν

dr
e−λ(r)ωt̂ ⇒ Γr̂

t̂t̂ =
dν

dr
e−λ(r). (2.38)

Utilizando as equações (2.27) e (2.28) obtemos

Γr̂
θ̂

= −Γθ̂
r̂ =

e−λ(r)

r
ωθ̂ ⇒ Γr̂

θ̂θ̂
=
−e−λ(r)

r
. (2.39)

e, finalmente, utilizando as equações (2.29),(2.30) e (2.31) obtemos

Γr̂
φ̂

= −Γφ̂
r̂ =

e−λ(r)

r
ωφ̂ ⇒ Γr̂

φ̂φ̂
=
−e−λ(r)

r
. (2.40)
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2.1.3 Resolvendo para o Tensor de Curvatura

Calcularemos agora os componentes do tensor de curvatura, utilizando a se-

gunda equação de estrutura de Cartan, dada por:

Ωâ
b̂

= dΓâ
b̂
+ Γâ

ĉ ∧ Γĉ
b̂
=

1

2
Râ

b̂ĉd̂
ωĉ ∧ ωd̂ (2.41)

Calcularemos explicitamente uma das duas formas da curvatura. Considere

Ωr̂
t̂

= dΓr̂
t̂
+ Γr̂

ĉ ∧ Γĉ
t̂
. Para a soma, temos:

Γr̂
ĉ ∧ Γĉ

t̂ = Γr̂
t̂ ∧ Γt̂

t̂ + Γr̂
r̂ ∧ Γr̂

t̂ + Γr̂
θ̂
∧ Γθ̂

t̂ + Γr̂
φ̂
∧ Γφ̂

t̂
= 0. (2.42)

já que Γt̂
t̂
= Γr̂

r̂ = Γθ̂
t̂

= Γφ̂

t̂
= 0. Portanto

Ωr̂
t̂

= dΓr̂
t̂

= d
(

dν
dr

e−λ(r)ωt̂
)

= d
(

dν
dr

eν(r)−λ(r)dt
)

=

d2ν
dr2 eν(r)−λ(r)dr ∧ dt +

(
dν
dr

)2
eν(r)−λ(r)dr ∧ dt− (

dν
dr

) (
dλ
dr

)
eν(r)−λ(r)dr ∧ dt.

(2.43)

Utilizando a equação (2.15) para inverter os diferenciais e escrevê-los em

termos das bases de um-formas, chegamos à seguinte expressão:

Ωr̂
t̂ =

[
d2ν

dr2
+

(
dν

dr

)2

−
(

dν

dr

)(
dλ

dr

)]
e−2λ(r)ωr̂ ∧ ωt̂ (2.44)

Agora escreveremos a curvatura em termos dos componentes do tensor de

Riemann, utilizando a expressão Ωâ
b̂

= 1
2
Râ

b̂ĉd̂
ωĉ ∧ ωd̂.

Temos então:

Ωr̂
t̂

=
1

2
Rr̂

t̂ĉd̂
ωĉ ∧ ωd̂ =

1

2
Rr̂

t̂r̂t̂
ωr̂ ∧ ωt̂ =

1

2
Rr̂

t̂t̂r̂
ωt̂ ∧ ωr̂ (2.45)

Utilizando o fato de que ωt̂ ∧ ωr̂ = −ωr̂ ∧ ωt̂ escrevemos a equação (2.45) como:

Ωr̂
t̂ =

1

2
Rr̂

t̂r̂t̂ω
r̂ ∧ ωt̂ − 1

2
Rr̂

t̂t̂r̂ω
r̂ ∧ ωt̂ =

1

2

(
Rr̂

t̂r̂t̂ −Rr̂
t̂t̂r̂

)
ωr̂ ∧ ωt̂ (2.46)

Podemos simplificar ainda mais a equação (2.46) utilizando as simetrias do

tensor de Riemann:

Rr̂
t̂t̂r̂

= ηr̂r̂Rr̂t̂t̂r̂ = −Rr̂t̂t̂r̂ = Rr̂t̂r̂t̂ = ηr̂r̂R
r̂
t̂r̂t̂

= −Rr̂
t̂r̂t̂

(2.47)
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e então obtemos:

Ωr̂
t̂ =

1

2

(
Rr̂

t̂r̂t̂ −Rr̂
t̂t̂r̂

)
ωr̂ ∧ ωt̂ =

1

2

(
Rr̂

t̂r̂t̂ + Rr̂
t̂r̂t̂

)
ωr̂ ∧ ωt̂ = Rr̂

t̂r̂t̂ω
r̂ ∧ ωt̂. (2.48)

Comparando a equação (2.48) com a equação (2.44) vemos que:

Rr̂
t̂r̂t̂ =

[
d2ν

dr2
+

(
dν

dr

)2

−
(

dν

dr

)(
dλ

dr

)]
e−2λ(r). (2.49)

Procedendo desta forma encontramos os seguintes componentes, diferentes

de zero, do tensor de Riemann:

Rr̂
t̂r̂t̂ =

[
d2ν

dr2
+

(
dν

dr

)2

−
(

dν

dr

)(
dλ

dr

)]
e−2λ(r), (2.50)

Rt̂
θ̂t̂θ̂

= Rt̂
φ̂t̂φ̂

= −1

r

dν

dr
e−2λ, (2.51)

Rr̂
θ̂r̂θ̂

= Rr̂
φ̂r̂φ̂

=
1

r

dλ

dr
e−2λ, (2.52)

Rθ̂
φ̂θ̂φ̂

=
1− e−2λ

r2
(2.53)

e todos os outros componentes diferentes de zero podem ser encontrados utili-

zando as simetrias do tensor de Riemann.

2.1.4 As equações de vácuo

Agora calcularemos os componentes do tensor de Ricci para obtermos as e-

quações de vácuo. Isto é feito calculando Râb̂ = Rĉ
âĉb̂

. Para o primeiro termo

temos:

Rt̂t̂ = Rt̂
t̂t̂t̂

+ Rr̂
t̂r̂t̂

+ Rθ̂
t̂θ̂t̂

+ Rφ̂

t̂φ̂t̂
=

[
d2ν

dr2
+

(
dν

dr

)2

−
(

dν

dr

)(
dλ

dr

)
+

2

r

dν

dr

]
e−2λ(r). (2.54)

Como Rt̂
r̂t̂r̂

= −Rr̂
t̂r̂t̂

obtém-se que

Rr̂r̂ = −
[

d2ν

dr2
+

(
dν

dr

)2

−
(

dν

dr

)(
dλ

dr

)
+

2

r

dν

dr

]
e−2λ(r). (2.55)
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Da mesma forma temos:

Rθ̂θ̂ = Rt̂
θ̂t̂θ̂

+ Rr̂
θ̂r̂θ̂

+ Rθ̂
θ̂θ̂θ̂

+ Rφ̂

θ̂φ̂θ̂
= −1

r

dν

dr
e−2λ +

1

r

dλ

dr
e−2λ +

1− e−2λ

r2
(2.56)

e

Rφ̂φ̂ = Rt̂
φ̂t̂φ̂

+ Rr̂
φ̂r̂φ̂

+ Rθ̂
φ̂θ̂φ̂

+ Rφ̂

φ̂φ̂φ̂
= −1

r

dν

dr
e−2λ +

1

r

dλ

dr
e−2λ +

1− e−2λ

r2
. (2.57)

Obtemos as equações de vácuo2 escolhendo cada componente do tensor de

Ricci como sendo zero. Para encontrarmos as formas funcionais de ν(r) e de

λ(r), utilizaremos as equações (2.54) e (2.55) e as igualaremos a zero, o que dá:

[
d2ν

dr2
+

(
dν

dr

)2

−
(

dν

dr

)(
dλ

dr

)
+

2

r

dν

dr

]
e−2λ(r) = 0, (2.58)

[
d2ν

dr2
+

(
dν

dr

)2

−
(

dν

dr

)(
dλ

dr

)
+

2

r

dν

dr

]
e−2λ(r) = 0. (2.59)

Subtraindo a equação (2.59) da equação (2.58) obtemos

dν

dr
+

dλ

dr
= 0. (2.60)

Isto implica que a soma destas funções é uma constante:

ν + λ = k, (2.61)

onde k é uma constante.

Mudando a coordenada temporal para t → tek, temos que dt → dtek, dt2 →
dt2e2k ⇒ e2νdt2 → e2(ν+k)dt2. Em outras palavras, transformamos ν → ν + k, e

então, ν + λ = 0 ⇒ λ = −ν.

Agora utilizamos este resultado para substituirmos ν por −λ na equação

(2.59) e, assim, obtemos:

d2λ

dr2
− 2

(
dλ

dr

)2

+
2

r

dλ

dr
= 0. (2.62)

2As equações de campo de Einstein para o vácuo são dadas por Gµν = Rµν − 1
2gµνR = 0.
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Para resolvermos a equação (2.62), consideremos a derivada segunda de

re−2λ:

(
re−2λ

)′′
=

(
e−2λ − 2r

dλ

dr
e−2λ

)′
=

(
−4

dλ

dr
e−2λ − 2r

d2λ

dr2
e−2λ + 4r

(
dλ

dr

)2

e−2λ

)
. (2.63)

Igualando a equação (2.63) a zero, vemos que esta é uma outra forma de

escrever a equação (2.62)

−4
dλ

dr
e−2λ − 2r

d2λ

dr2
e−2λ + 4r

(
dλ

dr

)2

e−2λ = 0. (2.64)

Dividindo a equação (2.64) por e−2λ obtemos:

−4
dλ

dr
− 2r

d2λ

dr2
+ 4r

(
dλ

dr

)2

= 0. (2.65)

Dividindo agora a equação (2.65) por −2r obtemos:

d2λ

dr2
− 2

(
dλ

dr

)2

+
2

r

dλ

dr
= 0 (2.66)

Retornando para
(
re−2λ

)′′
=

(
e−2λ − 2r dλ

dr
e−2λ

)′, como esta expressão se anula

por ser equivalente à equação (2.62), podemos integrá-la, dando uma constante

(
re−2λ

)′
= const. (2.67)

Voltando agora à equação (2.56), obtemos outra das equações de vácuo.

Escolhendo-a como sendo igual a zero:

Rθ̂θ̂ = −1

r

dν

dr
e−2λ +

1

r

dλ

dr
e−2λ +

1− e−2λ

r2
= 0. (2.68)

Multiplicando, agora, a equação (2.68) por r2 obtemos:

−r
dν

dr
e−2λ + r

dλ

dr
e−2λ + 1− e−2λ = 0 (2.69)

Lembrando que ν = −λ chegamos à

2r
dλ

dr
e−2λ + 1− e−2λ = 0, (2.70)
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que pode ser reescrita na forma:

−2r
dλ

dr
e−2λ + e−2λ = 1. (2.71)

O lado esquerdo da equação (2.71) é nada menos do que
(
re−2λ

)′, logo vemos

que
(
re−2λ

)′
= 1, cuja integral nos dá:

re−2λ = r − 2m, (2.72)

onde 2m é uma constante de integração. Esta constante está relacionada à

massa. Dividindo a equação (2.72) por r encontramos que:

e−2λ = 1− 2m

r
. (2.73)

Observe que tı́nhamos a forma original da métrica dada por ds2 = e2ν(r)dt2 −
e2λ(r)dr2−r2(dθ2−sen2θdφ2). Utilizando ν = −λ, obtemos os coeficientes da métrica

de Schwarzschild que estávamos procurando:

e2ν = 1− 2m

r
(2.74)

e

e2λ =

(
1− 2m

r

)−1

(2.75)

2.2 A métrica de de Sitter

O primeiro modelo cosmológico discutido por Albert Einstein foi o modelo es-

tático (ou estacionário) que também era considerado na fı́sica pré-relativı́stica

[111]. A razão para este modelo ser construı́do, em torno de 1917, era que

nesta época não se conhecia o universo além da Via Láctea e pouco se sabia a

respeito das velocidades relativas de objetos astronômicos.

Einstein viu que não havia solução satisfatória correspondendo ao modelo

estático. A razão fı́sica para este resultado é o fato de que as forças gravita-

cionais atrativas não podem ser equilibradas por tensões de forma que seja
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compatı́vel com as equações de campo. Einstein então, ao constatar isto, es-

creveu suas equações de campo introduzindo um termo cosmológico.

O resultado era que havia agora uma solução independente do tempo des-

crevendo um modelo estático. A razão é que possuı́mos agora forças atrativas

e repulsivas, tornando possı́vel um equilı́brio. Todavia, posteriormente foi en-

contrado que esta solução é instável. A explicação para esta instabilidade é

simples: Com o aumento da distância r de duas partı́culas, a força atrativa

decresce com r−2, enquanto que o termo associado à constante cosmológica,

que exerce um efeito repulsivo, cresce com r2. Mais ainda, uma dificuldade

lógica apresentou-se quando de Sitter encontrou uma solução das equações

de campo de Einstein com constante cosmológica sem conter quaisquer fon-

tes materiais. Einstein notou que, para ter o princı́pio de Mach completamente

incorporado nas equações de campo, não deveria existir nenhuma solução des-

tas equações sem fontes e disse que a introdução da constante cosmológica em

suas equações havia sido o maior erro de sua vida.

Hoje sabemos que o universo está em expansão acelerada e a constante

cosmológica voltou a ser introduzida nas equações de Einstein como uma can-

didata à energia escura, ou seja, o componente do universo que age exer-

cendo um efeito repulsivo. Dessa forma, a importância da métrica de de Sitter

torna-se evidente para a compreensão de modelos inspirados no fato de que

observações astronômicas apontam para um universo composto, em sua maior

parte, de energia escura.

Veremos a seguir como a métrica de de Sitter pode ser obtida a partir da

métrica de Friedmann-Robertson-Walker.

2.2.1 Obtendo a métrica de de Sitter

Para modelarmos o comportamento do Universo em larga-escala de modo que

as equações de Einstein sejam satisfeitas, iniciamos modelando a matéria e
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energia do universo por um fluido perfeito. As partı́culas no fluido representam

os aglomerados de galáxias e o fluido é descrito por uma densidade média ρ e

pressão P . Mais ainda, em coordenadas comóveis, ṫ = 1 e ẋµ = 0, que fornecem

uµ = (1, 0, 0, 0), temos:

T a
b =




ρ 0 0 0
0 −P 0 0
0 0 −P 0
0 0 0 −P


 . (2.76)

Utilizando a métrica de Robertson-Walker,

ds2 = dt2 − a2(t)

1− kr2
dr2 − a2(t)r2dθ2 − a2(t)r2sen2θdφ2, (2.77)

onde a(t) é o fator de escala e k é a constante de curvatura, podemos deduzir

os componentes do tensor de curvatura da forma usual. A partir desta métrica

podemos encontrar os componentes do tensor de Einstein e utilizar as equações

de campo modificadas, isto é, Gµν −Λgµν = 8πTµν. Obtemos, então, as equações:

3

a2
(k + ȧ2)− Λ = 8πρ, (2.78)

2
ä

a
+

1

ȧ
(k + ȧ2)− Λ = −8πP. (2.79)

Um caso especial pode ser obtido fazendo-se k = 0 na métrica dada pela

equação (2.77). Como no modelo de de Sitter não há nem matéria e nem

radiação, fazendo-se ρ = P = 0 obtemos que a métrica, neste caso, é dada

por

ds2 = dt2 − a2(t)dr2 − a2(t)r2dθ2 − a2(t)r2sen2θdφ2, (2.80)

onde a(t) satisfaz a equação

3ȧ2

a2
− Λ = 0, (2.81)
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donde

2
ä

a
+

1

ȧ
ȧ2 − Λ = 0. (2.82)

Da equação (2.81) obtemos

ȧ2

a2
=

Λ

3
(2.83)

e, tomando a raiz quadrada nos dois lados, obtemos:

1

a

da

dt
=

√
Λ

3
(2.84)

Podemos agora integrar a equação (2.84) para obter

a(t) = Ce
√

Λ
3

t = Cet/l, (2.85)

onde C é uma constante de integração e l ≡
√

3/Λ.

Para o universo de de Sitter, o elemento de linha torna-se

ds2 = dt2 − C2e2t/l
(
dr2 + r2dθ2 + r2sen2θdφ2

)
. (2.86)

Fazendo a transformação

r1 = Cet/lr, (2.87)

obtemos a métrica

ds2 = dt2 −
(

dr1 − r1dt

l

)2

+ r2
1dΩ2, (2.88)

onde dΩ2 = dθ2 + sen2θdφ2.

Agora, fazemos a transformação

t = t1 +
1

2
l log

(
r2
1

l2
− 1

)
(2.89)

e encontramos finalmente a forma mais conhecida da métrica de de Sitter, ou

seja:

ds2 =

(
1− r2

1

l2

)
dt21 +

(
1− r2

1

l2

)−1

dr2
1 + r2

1dΩ2. (2.90)
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Observe que podemos escrever, em apenas uma equação, a métrica de de

Sitter e a métrica de Schwarzschild na forma:

ds2 = f(r)dt2 − 1

f(r)
dr2 − r2dΩ2, (2.91)

com f(r) = 1 − 2m
r

para a métrica de Schwarzschild e com f(r) = 1 − r2

l2
para a

métrica de de Sitter.

Para o espaço de de Sitter também existe temperatura de Hawking e en-

tropia associadas com os horizontes de eventos cosmológicos e suas leis ter-

modinâmicas [38]. Neste espaço-tempo, os horizontes de eventos coincidem

com o horizonte aparente. Para modelos cosmológicos mais gerais, os horizon-

tes de eventos podem não existir, mas horizontes aparentes sempre existem.

Portanto, é possı́vel ter temperatura de Hawking e entropia associadas com

horizontes aparentes. Ao longo desta linha, a conexão entre a primeira lei da

termodinâmica de horizontes aparentes e as equações de Friedmann na teo-

ria de Einstein, com e sem o termo de Gauss-Bonnet, assim como na teoria

de Lovelock, foram encontrados [39]. Mais recentemente, foi verificado que

isto também é verdade em cosmologia de brana [40]. Em [41], com a ajuda

de uma nova função do tipo massa, foi mostrado que a primeira lei da termo-

dinâmica de horizontes aparentes em equilı́brio podem ser deduzidas a partir

das equações de Friedmann em várias teorias da gravidade, incluindo a de

Einstein, tensor-escalar, f(R), e Lovelock.

No próximo capı́tulo estudaremos os modelos de Mazur-Mottola e de Visser-

Wiltshire para gravastares, e de Francisco Lobo para uma estrela de energia

escura.
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Capı́tulo 3

O modelo de Mazur-Mottola, o
modelo de Visser-Wiltshire e o
modelo de Lobo

3.1 Introdução

Neste capı́tulo daremos um panorama geral sobre as estrelas de vácuo gravi-

tante e estrelas de energia escura, a motivação para estudá-las e os resultados

mais recentes da literatura que serviram de inspiração para os trabalhos apre-

sentados nos capı́tulos 4,5 e 6.

O modelo de gravastar foi proposto por Emil Mottola e Pawel Mazur como

uma proposta para substituir o modelo dos buracos negros. Ao invés de termos

uma estrela contraindo e colapsando até a matéria chegar a uma singularidade

coberta por um horizonte, o modelo de gravastar sugere que uma estrela em

processo de colapso gravitacional forçaria o próprio espaço-tempo a sofrer uma

transição de fase que iria prevenir a continuação do colapso. Assim, a estrela

se transformaria em um vácuo quântico esférico rodeado por uma forma de

matéria super densa.

No modelo de Mazur e Mottola, o conceito de condensado de Bose-Einstein

em sistemas gravitacionais é estendido para um objeto compacto com interior

de de Sitter ( com equação de estado p = −ρ < 0), e uma região externa do
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gravastar consistindo de uma camada fina, mas não infinitesimal, de matéria

rı́gida (p = ρ), que chamaremos de envelope. O exterior do gravastar é circun-

dado por um espaço-tempo de Schwarzschild (p = ρ = 0).

Em adição a estas três regiões, o modelo requer duas cascas infinitesimais

com densidades de superfı́cie σ± e tensões θ±. Estas camadas infinitesimais

compensam as descontinuidades na pressão nas interfaces entre a região in-

terna de de Sitter e o envelope, e entre o envelope e o exterior de Schwarzs-

child, e estabilizam esta construção de 5 camadas, introduzindo pressões ani-

sotrópicas do tipo função delta.

É possı́vel substituir as camadas infinitesimais e o envelope por uma única

camada, já que o uso de tais cascas é apenas uma abstração matemática e,

de fato, esta foi a proposta de Matt Visser e colaboradores que veremos neste

capı́tulo.

Em seguida veremos o modelo de estrelas de energia escura, de Lobo, pro-

posto como uma generalização do modelo de gravastar.

3.2 O modelo de Mazur e Mottola

Estrelas frias superdensas com massas acima de um valor crı́tico sofrem um

rápido colapso gravitacional. Devido à impossibilidade de interrupção deste

colapso de fluido com qualquer equação de estado conhecida para matéria de

alta densidade, uma espécie de consenso foi desenvolvido no qual uma es-

trela colapsante deve inevitavelmente atingir, em um tempo próprio finito, uma

condição singular que, se coberta por um horizonte de eventos, chamamos de

buraco negro.

Uma caracterı́stica própria de um buraco negro é o seu horizonte de eventos,

a superfı́cie tipo-nula de área finita na qual raios de luz direcionados para fora

pairam indefinidamente. Por simplicidade, consideremos um buraco negro de

Schwarzschild e, portanto, sem carga e sem rotação, cujo elemento de linha,
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estático e esfericamente simétrico, pode ser colocado na forma1

ds2 = −f(r) dt2 +
dr2

h(r)
+ r2

(
dθ2 + sin2 θ dφ2

)
. (3.1)

As funções f(r) e h(r) são iguais neste caso, e

f
S
(r) = h

S
(r) = 1− r

H

r
, r

H
≡ 2GM

c2
. (3.2)

No horizonte de eventos, r = r
H
, a métrica (3.1) torna-se singular. Como os

invariantes de curvatura local permanecem regulares em r = r
H
, uma partı́cula

teste caindo através do horizonte não experimenta nada catastrófico lá (se M é

grande o bastante).

O modelo que Mazur e Mottola chegam é de um condensado de baixa tem-

peratura de bósons massivos interagindo, fracamente aprisionados em uma

cavidade auto-consistentemente gerada, cuja camada de fronteira pode ser

descrita por uma casca fina. A suposição requerida para uma solução deste

tipo existir é que a gravidade, ou seja, o espaço-tempo tem que sofrer uma

transição de fase de vácuo quântico na vizinhança de r = r
H
. Nesta região as

flutuações quânticas de ponto zero dominam o tensor energia-momentum, e

tornam-se grandes o bastante para influenciar a geometria, não importando a

composição da matéria sofrendo o colapso gravitacional. Quando o limite cau-

sal p = ρ é alcançado, o espaço-tempo interior torna-se instável possibilitando

a formação de um condensado de Bose-Einstein gravitational (gravastar), des-

crito por um parâmetro de ordem macroscópico não nulo na descrição efetiva

de baixa energia. Como um condensado é um estado quântico com entropia

zero, um modelo de um condensado frio repulsivo, como o estado final não

singular de um colapso gravitacional, provê uma resolução para o paradoxo da

informação, o que é completamente consistente com os princı́pios quânticos

[112]. As regiões interior e exterior são separadas por uma camada superficial

1Aqui preservamos a notação usada no artigo original de Mazur e Mottola [44].
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fina próxima de r = r
H

onde o condensado de vácuo desordena. Qualquer en-

tropia na configuração pode residir somente nas excitações desta camada de

fronteira. Uma revisão sobre outros modelos de quase buracos negros pode ser

vista em [113].

Modelo do condensado de vácuo gravitacional (gravastar). Em um trata-

mento de campo médio efetivo para um fluido perfeito em repouso descrito pela

métrica (3.1), qualquer objeto estático e esfericamente simétrico deve, obriga-

toriamente, satisfazer as equações de Einstein (adotando c = 1),

−Gt
t =

1

r2

d

dr
[r (1− h)] = −8πGT t

t = 8πGρ , (3.3)

Gr
r =

h

rf

df

dr
+

1

r2
(h− 1) = 8πGT r

r = 8πGp , (3.4)

junto com a equação de conservação da energia,

∇aT
a
r =

dp

dr
+

ρ + p

2f

df

dr
+ 2

p− p⊥
r

= 0 , (3.5)

que assegura que os outros componentes das equações de Einstein são satisfei-

tos. Na situação esfericamente simétrica geral, a pressão tangencial p⊥ ≡ T θ
θ =

T φ
φ não é necessariamente igual à pressão normal radial p = T r

r. Todavia, para

o objetivo de desenvolver primeiramente a possibilidade mais simples, o modelo

se restringe ao caso isotrópico onde p⊥ = p. Neste caso temos três equações de

primeira ordem para quatro funções desconhecidas de r, que são f, h, ρ, e p. O

sistema se torna fechado quando uma equação de estado para o fluido relacio-

nando p e ρ é especificado. Devido às considerações vistas anteriormente, três

diferentes regiões, com três diferentes equações de estado, são consideradas,

ou seja:
I. Interior : 0 ≤ r < r1 , ρ = −p ,
II. Casca Fina : r1 < r < r2 , ρ = +p ,
III. Exterior : r2 < r , ρ = p = 0 .

(3.6)

Na região interior, ρ = −p é uma constante como consequência de (3.5).

Chamando esta constante de ρ
V

= 3H2
0/8πG e impondo que a origem é livre de

40



qualquer singularidade de massa, então o interior caracteriza o espaço-tempo

de de Sitter em coordenadas estáticas, ou seja

I. f(r) = C h(r) = C (1−H2
0 r2) , 0 ≤ r ≤ r1 , (3.7)

onde C é uma constante arbitrária, correspondendo à liberdade de redefinir a

coordenada temporal do interior.

A única solução no vácuo exterior que se aproxima do espaço-tempo plano

quando r →∞ é uma região do espaço-tempo de Schwarzschild (3.2), ou seja,

III. f(r) = h(r) = 1− 2GM

r
, r2 ≤ r . (3.8)

A constante de integração M é a massa total do objeto.

A única região que não é vácuo é a região II. Definindo a variável adimensi-

onal w por w ≡ 8πGr2p, pode-se reescrever as equações (3.3)-(3.5) com ρ = p na

forma,

dr

r
=

dh

1− w − h
, (3.9)

dh

h
= − 1− w − h

1 + w − 3h

dw

w
, (3.10)

sendo p ∝ w/r2. A equação Eq. (3.10) pode ser resolvida apenas de forma

numérica em geral. Todavia, é possı́vel obtermos uma solução analı́tica no

limite de casca fina, 0 < h ¿ 1. Para este limite podemos fazer h = 0 no lado

direito da equação (3.10), na ordem dominante, e integrá-la imediatamente

para obter

h ≡ 1− 2m

r
' ε

(1 + w)2

w
¿ 1 , (3.11)

na região II, onde ε é uma constante de integração. Devido à condição h ¿ 1, im-

pomos ε ¿ 1, com w de ordem unitária. Fazendo uso das equações (3.9),(3.10)

e (3.11) temos
dr

r
' −ε dw

(1 + w)

w2
. (3.12)
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Devido à aproximação ε ¿ 1, o raio r dificilmente muda dentro da região II,

e dr é da ordem de ε dw. A função desconhecida restante f é dada por f =

(r/r1)
2(w1/w)f(r1) ' (w1/w)f(r1) para ε pequeno, mostrando que f também é da

ordem de ε em todo lugar dentro da região II e suas vizinhanças.

Em cada uma das duas interfaces nos pontos r = r1 e r = r2 a métrica

tridimensional induzida deve, obrigatoriamente, ser contı́nua. Portanto r e f(r)

são contı́nuos nas interfaces, e

f(r2) ' w1

w2

f(r1) =
Cw1

w2

(1−H2
0r

2
1) = 1− 2GM

r2

. (3.13)

Na ordem dominante em ε ¿ 1 esta relação implica que

r1 ' 1

H0

' 2GM ' r2 . (3.14)

Assim as interfaces descrevendo as fronteiras de fase em r1 e r2 são muito

próximas dos horizontes de eventos clássicos do interior de de Sitter e do exte-

rior de Schwarzschild.

O significado de 0 < ε ¿ 1 é que ambas f e h são da ordem de ε na região

II, mas não se anulam em lugar algum. Portanto, não há qualquer horizonte

de eventos e t é um tempo global. Um fóton experimenta um desvio para o

azul muito grande , O(ε−
1
2 ), mas finito, caindo na casca a partir do infinito. A

espessura própria da casca entre estas fronteiras é

` =

∫ r2

r1

dr h−
1
2 ' r

S
ε

1
2

∫ w1

w2

dw w− 3
2 ∼ ε

1
2 r

S
, (3.15)

e muito pequeno para ε → 0. Devido à expressão (3.14), a densidade de energia

de vácuo constante no interior é somente a massa total M dividida pelo volume,

ou seja, ρ
V
' 3M/4πr3

S
, na ordem dominante de ε. A energia dentro da camada

por sua vez,

EII = 4π

∫ r2

r1

ρ r2dr ' εM

∫ w1

w2

dw

w
(1 + w) ∼ εM, (3.16)

é extremamente pequena.
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Embora f(r) seja contı́nua através das interfaces em r1 e r2, a desconti-

nuidade nas equações de estado não levam a descontinuidades em h(r) e na

primeira derivada de f(r) em geral. Definindo o vetor normal unitário apontado

para fora das interfaces, nb = δ b
r

√
h(r), e a curvatura extrı́nseca K b

a = ∇an
b, as

condições de junção de Israel determinam a energia de tensão da superfı́cie η e

a tensão da superfı́cie σ nas interfaces para serem dadas pelas descontinuida-

des na curvatura intrı́nseca através de [114]

[K t
t ] =

[√
h

2f

df

dr

]
= 4πG(η − 2σ) , (3.17)

[
K θ

θ

]
= [K φ

φ ] =

[√
h

r

]
= −4πGη . (3.18)

Como h e suas descontinuidades são da ordem de ε, a densidade de energia nas

superfı́cies, η, é da ordem de ε
1
2 , enquanto as tensões superficiais são da ordem

ε−
1
2 . A possibilidade mais simples de fazer junção destas regiões é impor que as

densidades superficiais de energia de cada interface se anulam. De (3.18) esta

condição implica que h(r) também é contı́nua através das interfaces, o que leva

às relações,

h(r1) = 1−H2
0r

2
1 ' ε

(1 + w1)
2

w1

, (3.19)

h(r2) = 1− 2GM

r2

' ε
(1 + w2)

2

w2

, (3.20)

f(r2)

h(r2)
= 1 ' w1

w2

f(r1)

h(r2)
= C

(
1 + w1

1 + w2

)2

. (3.21)

De (3.12) dw/dr < 0, de modo que w2 < w1 e C < 1. Neste caso de energias

superficiais se anulando, η = 0, e as tensões superficiais são determinadas por

(3.17) e (3.18), ou seja :

σ1 ' − 1

32πG2M

(3 + w1)

(1 + w1)

(w1

ε

) 1
2

, (3.22)

σ2 ' 1

32πG2M

w2

(1 + w2)

(w2

ε

) 1
2
. (3.23)
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na ordem dominante em ε em r1 e r2, respectivamente. A tensão superficial

negativa na interface interna é equivalente à pressão tangencial positiva, o que

implica uma força direcionada para fora na casca fina devido ao vácuo repulsivo

dentro dela. A tensão superficial positiva na interface externa corresponde ao

caso mais familiar de uma força direcionada para dentro exercida na casca

fina.

Com relação à estabilidade, Mazur e Mottola argumentaram que este mo-

delo de gravastar é termodinamicamente estável e não emite radiação Hawking

devido à ausência de um horizonte de eventos. Mazur e Mottola também mos-

traram que não há paradoxo de informação na formação de um gravastar a

partir de uma progenitora pelo fato de não requerer uma enorme geração ou

remoção de entropia.

Como o espaço-tempo exterior no modelo de Mazur e Mottola é Schwarzs-

child, um gravastar não pode ser distinguido de um buraco negro através de

observações de explosões de raio X [1] 2 . Todavia, para a casca com sua

equação de estado de máxima rigidez p = ρ, onde a velocidade do som é igual

à velocidade da luz, poderia se esperar a produção de frentes de choque ex-

plosivos de dentro para fora no processo de formação. A dinâmica ativa da

casca pode produzir outros efeitos que poderiam distinguir gravastares de bu-

racos negros observacionalmente, possivelmente provendo um acelerador de

partı́culas mais eficiente e aparato central para fontes astrofı́sicas energéticas.

O espectro da radiação gravitacional para um gravastar poderia mostrar as

suas frequências fundamentais de vibração, e, portanto, ser bem diferente das

de um buraco negro clássico.

Previsões quantitativas de tais assinaturas astrofı́sicas irão exigir uma in-

vestigação de várias das suposições e extensão do modelo simples apresentado

2Mesmo considerando efeitos quânticos, só se poderia, a princı́pio, fazer distinções entre
gravastares e buracos negros a distâncias da ordem do diâmetro de um núcleo atômico, a
partir de r = r

H
.
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por Mazur e Mottola em várias direções. Embora a equação de estado p = ρ

seja fortemente sugerida tanto pelo limite da causalidade caracterı́stica de uma

transição de fase relativı́stica, como pela correspondência da entropia do fluido

com S
BH

quando a região interna do gravastar é contraı́da a zero, esta equação

de estado que tem sido assumida aqui não é deduzida a partir de primeiros

princı́pios. O conhecimento de excitações efetivas na casca é necessário para

determinar o potencial quı́mico µ, e onde a estimativa da entropia é precisa, ou

mais apropriada para ser considerada como um limite superior da entropia de

um gravastar. O desprezo da polarização de vácuo p = ρ/3 < 0 no modelo apre-

sentado leva a alguma liberdade em fazer a junção nas duas interfaces e nas

tensões superficiais (3.22) e (3.23), que podem ser diferentes em detalhes ou

não apresentá-los em um tratamento mais completo. Uma análise completa da

estabilidade dinâmica do objeto, incluindo o movimento das interfaces ou das

camadas de fronteira que as substituem requer, no mı́nimo, uma descrição

de campo médio consistente dos efeitos quânticos nesta região de transição.

Embora considerações teóricas gerais indicam que efeitos quânticos não-locais

possam estar presentes na vizinhança de horizontes de eventos clássicos, uma

discussão detalhada de como estes efeitos podem alterar a visão clássica do

colapso gravitacional a um buraco negro não foi tentado por Mazur-Motolla.

Por último, a distinção das assinaturas de gravastars comparadas aos buracos

negros clássicos em ambientes astrofı́sicos realı́sticos, tais como na presença

de massas próximas ou discos de acreção dependerá dos detalhes dos mo-

dos dinâmicos de superfı́cie, bem como a extensão do modelo estático esfe-

ricamente simétrico apresentado aqui para inclusão de campos magnéticos e

rotação3.

Pode-se considerar que o modelo apresentado aqui é o exemplo mais simples

de uma alternativa fı́sica à formação de um buraco negro clássico, consistente

3Recentemente, foi proposto uma forma de distinguir um gravastar de um buraco negro
através de propriedades termodinâmicas e eletromagnéticas de discos de acreção [115].
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com princı́pios quânticos, que é livre de qualquer singularidade interior ou

de paradoxo de informação. Esforços teóricos e observacionais adicionais são

necessários para estabelecer objetos compactos, frios e escuros propostos aqui

como estados finais estáveis do colapso gravitacional.

Finalmente, olhemos para o interior da região de de Sitter com p = −ρ e

que pode também ser interpretado como um espaço-tempo cosmológico, com

o horizonte do universo em expansão substituı́do por uma interface de fase

quântica. A possibilidade de que o valor da densidade de energia de vácuo na

teoria efetiva de baixas energias possa depender dinamicamente do estado de

um condensado gravitacional pode prover um novo paradigma para a energia

escura cosmológica no Universo. A proposta de que outros parâmetros no

modelo padrão de fı́sica de partı́culas possa depender da densidade de energia

de vácuo dentro de um gravastar foi discutido por Bjorken [116].

3.3 O modelo de Matt Visser e David Wiltshire

O modelo de gravastar de Mazur e Mottola, como vimos anteriormente, é uma

construção matemática com cinco partes, entre as quais encontram-se duas

camadas infinitesimais como descrito abaixo:

• Um vácuo externo de Schwarzschild, com densidade de energia, ρ = 0, e

pressão, p = 0.

• Uma camada infinitesimal, com densidade superficial σ+ e tensão de su-

perfı́cie ϑ+; com raio r+ >∼ 2M .

• uma camada relativamente fina com espessura finita de matéria rı́gida

(envelope) com equação de estado p = ρ; até r = 2M onde o horizonte se

formaria em condições normais.

• Uma segunda camada infinitesimal; com raio r− . 2M , e com densidade
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superficial σ− e tensão superficial ϑ−.

• Um interior de de Sitter, com p = −ρ.

As duas camadas infinitesimais são utilizadas para confinar a matéria rı́gida

em uma camada de transição indo até r = 2M , enquanto a densidade de energia

no vácuo de de Sitter é escolhida de forma a satisfazer

4π

3
ρ(2M)3 = M. (3.24)

Com o objetivo de estudar dinamicamente a estabilidade gravitacional de

um gravastar, Visser e Wiltshire simplificaram o modelo com cinco partes com-

binando a camada fina de matéria rı́gida e as duas camadas infinitesimais em

uma única camada infinitesimal obtendo assim um modelo com 3 partes:

• Um vácuo externo de Schwarzschild, ρ = 0 = p.

• Uma camada infinitesimal, com densidade superficial σ e tensão superfi-

cial ϑ; com raio a >∼ 2M .

• Um interior de de Sitter, p = −ρ.

Para evitar a formação de um horizonte de eventos, devemos exigir que

4π

3
ρ(2M)3 . M. (3.25)

Quanto mais próximo estivermos de saturar esta relação, mais próximo estare-

mos do cenário de Mazur e Mottola e mais próximo estaremos de atribuir toda

massa do gravastar para a energia do vácuo de de Sitter.

A seguir veremos a análise da estabilidade dinâmica deste modelo simplifi-

cado de Visser-Wiltshire.
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O modelo matemático

Considere a métrica:

ds2
± = −f± dt2 +

dr2

f±
+ r2(dθ2 + sin2 θ dφ2), (3.26)

onde os ı́ndices + e − indicam os espaços-tempos externo e interno à camada,

respectivamente, sendo f+ = 1− 2m
r

e f− = 1− (
r
l

)2.

Embora menos geral do que a classe de todas as geometrias estáticas e es-

fericamente simétricas, esta classe restrita de métricas é mais do que o sufici-

ente para nossas necessidades atuais e inclui tanto a métrica de Schwarzschild

como a métrica de de Sitter. Assumiremos que as duas geometrias deste tipo

estão conectadas ao longo de uma hipersuperfı́cie do tipo-tempo em r = a(t),

com vetor normal do tipo-espaço, na. Considerando um ponto com θ e φ fixos e

fazendo uso da definição

−dτ 2 = −
[
1− 2m(a(t))

a(t)

]
dt2 +

1

1− 2m(a(t))/a(t)

[
da(t)

dt

]2

dt2. (3.27)

A posição da hipersuperfı́cie do tipo-tempo pode ser reparametrizada em ter-

mos de τ , o tempo próprio ao longo desta hipersuperfı́cie, e, desta forma, de-

terminar a(τ). Para compreender a dinâmica da hipersuperfı́cie, adotaremos

o formalismo da camada fina de Israel–Lanczos [114] de modo que podemos,

então, aplicar as condições de junção para relacionar a descontinuidade na

curvatura extrı́nseca com a tensão-energia da superfı́cie, Sab, localizada na ca-

mada através das equações:

[[Kab]] = −8π

[
Sab − 1

2
S hab

]
; [[Kab −K hab]] = −8π Sab. (3.28)

Aqui [[X]] denota a descontinuidade em X através da camada, isto é [[X]] =

X+ − X−. Kab = ha
c hb

d∇cnd são as curvaturas extrı́nsecas na camada fina e

hab = gab − nanb é a métrica induzida na camada, dada por

hab dxa dxb = −dτ 2 + a(τ)2 (dθ2 + sin2 θ dφ2). (3.29)
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Camada estática

Por simplicidade, vamos primeiramente assumir que a camada é estática. A

curvatura extrı́nseca pode ser calculada diretamente a partir da definição dada.

Em um sistema ortonormal o tensor de energia-momentum é dado por Sâb̂ =

diag(σ,−ϑ,−ϑ), e manipulações algébricas nos levam a

[[√
1− 2m(a)/a a−1

]]
= −4πσ, (3.30)

e [[
1−m(a)/a−m′(a)

a
√

1− 2m(a)/a

]]
= −8πϑ. (3.31)

Portanto, há apenas duas componentes algebricamente independentes da cur-

vatura extrı́nseca e elas podem ser relacionadas à densidade superficial e à

tensão superficial.

A equação (3.30) pode ser reescrita como

√
1− 2m+/a =

√
1− 2m−/a − 4πσ a , (3.32)

onde foi utilizada a notação m+ ≡ m(a+) e m− ≡ m(a−). Ao elevarmos os dois

lados da equação (3.32) ao quadrado e a rearranjarmos obteremos

8πσ a2
√

1− 2m−/a = 16π2σ2a3 + 2(m+ −m−). (3.33)

Elevando novamente ao quadrado obtemos

16π2 σ2a4 + 4m+m− =
[
8π2σ2a3 + (m+ + m−)

]2
. (3.34)

Se quisermos resolver a equação (3.34) para a como uma função dos outros

parâmetros, estaremos lidando com uma equação do sexto grau. Do contrário,

se a resolvermos para qualquer um dos outros parâmetros m+, m−, ou σ a

equação é do segundo grau. A equação (3.34) pode ser simplificada se for ex-

pressa em termos de ms = 4π σ a2, que representa a massa da camada fina.
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Dessa forma é obtida uma “equação mestra” [estática], que relaciona direta-

mente as três massas (m+, m−, e ms) e a localização radial da camada, a:

m2
s + 4m+m− =

[
m2

s/(2a) + (m+ + m−)
]2

. (3.35)

A equação mestra (3.35) é apenas uma das equações a serem resolvidas. Há

ainda a equação de tensão superficial. De várias formas, a melhor aproximação

para a camada estática é preescritiva: escolhem-se as geometrias no interior

e no exterior arbitrariamente, depois escolhe-se a, e, então, calcula-se a den-

sidade de energia na camada σ e a tensão superficial ϑ das equações (3.30)

e (3.31). Obviamente, esta análise não oferece qualquer informação sobre a

estabilidade; estamos simplesmente assumindo uma camada estática.

Iremos em seguida generalizar estes cálculos para o caso dinâmico.

3.3.1 Camada Dinâmica

Agora adicionamos dependência temporal permitindo à camada mover-se radi-

almente, de modo que o tempo próprio, τ , nos pontos da camada é dado por

(3.27). Segue de (3.27) que a quadrivelocidade de um ponto na hipersuperfı́cie

(para um θ e φ fixos) é

V a =

(√
∆ + ȧ2

∆
, ȧ, 0, 0

)
, (3.36)

onde ∆ ≡ 1 − 2m(a)/a, ȧ = da/dτ e escolhemos τ para estar apontando para o

futuro com relação a t. A normal unitária à camada é obtida de (3.36) utilizando

a condição de ortogonalidade, naV
a = 0, dando

na =

(
ȧ

∆
,
√

∆ + ȧ2, 0, 0

)
. (3.37)

Os componentes não-nulos da curvatura extrı́nseca são:

Kτ̂ τ̂ = −A (3.38)

e

Kθ̂θ̂ = Kφ̂φ̂ =
1

a

√
∆ + ȧ2 . (3.39)
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onde A é a magnitude da quadri-aceleração da camada.

Impondo as condições de junção, similarmente ao caso da camada estática,

temos

σ = − 1

4πa

[[√
1− 2m(a)/a + ȧ2

]]
, (3.40)

e

ϑ = − 1

8π

[[√
1− 2m(a)/a + ȧ2

a
+ A

]]
, (3.41)

Como a classe restrita de geometrias que estamos considerando possui um

vetor tipo-tempo de Killing, ka = (∂/∂t)a, a quadriaceleração é facilmente calcu-

lada. Seguindo a referência [117], p. 183, podemos utilizar

d

dτ
(kaV

a) = −Aȧ, (3.42)

e
d

dτ
(kaV

a) = − d

dτ

{√
1− 2m/a + ȧ2

}
, (3.43)

que fornece a relação simples

A =
ä− {m/a}′√
1− 2m/a + ȧ2

. (3.44)

Isto dá uma quadri-aceleração da camada em termos de uma combinação de

propriedades cinemática (ä, ȧ) e gravitacional (m(a)/a) .

Substituindo (3.44) em (3.41) temos então

ϑ = − 1

8πa

[[
1−m/a−m′ + ȧ2 + aä√

1− 2m/a + ȧ2

]]
. (3.45)

Agora temos fórmulas explı́citas para a densidade de energia (3.40) e a tensão

de superfı́cie (3.45).

3.3.2 Leis de Conservação

Através da conservação da energia é fácil verificar, por manipulação simples,

que (3.40) e (3.45) podem ser combinadas em

d

dτ
(σa2) = ϑ

d

dτ
(a2). (3.46)
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Notemos que, em geral, se espera que o lado direito da equação (3.46) seja

suplementado por um termo da forma

termo de fluxo =
[[

TabV
anb

]]
, (3.47)

correspondendo à descontinuidade lı́quida no fluxo de momentum, Fa = Tab V b,

atravessando a fronteira da casca. Tal termo está ausente no caso da classe

especial de métricas (3.26) considerada aqui, para as quais

ρ = −pr =
1

4π

m′

r2
, (3.48)

e

pt = − 1

8π

m′′

r
. (3.49)

Como a densidade é igual ao negativo da pressão radial, quando restringido ao

plano r–t, Tab ∝ gab. Mas como V a e na estão no plano r–t isto implica que

TabV
anb ∝ gabV

anb = 0, (3.50)

e os termos de fluxo nos dois lados da camada automaticamente se anulam.

Isto é uma caracterı́stica especial da classe de geometrias “suficientemente ge-

rais” (3.26). Ao contrário, na geometria esfericamente simétrica geral, este

termo de fluxo pode ser bem complexo para se trabalhar.

Consequentemente, se estivermos com uma equação de estado para a ca-

mada σ = σ(ϑ), [ou ϑ = ϑ(σ)], podemos formalmente integrar a equação de

conservação (3.46) para determinarmos σ(a) como função de a. Uma vez que

temos esta função, toda a dinâmica será encapsulada em uma única equação

dinâmica (3.40), o resultado sendo verdadeiro, sujeito somente à restrição da

métrica ser “suficientemente geral” (3.26).
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3.4 A equação mestra

3.4.1 Dedução

Primeiramente começaremos reescrevendo a equação do σ dinâmico (3.40) como

[[√
1− 2m(a)/a + ȧ2

]]
= −4πσ(a) a, (3.51)

onde estamos agora tomando dependência temporal arbitrária na forma de ȧ.

Ou seja,
√

1− 2m+(a)/a + ȧ2 =
√

1− 2m−(a)/a + ȧ2 − 4πσ(a) a. (3.52)

Uma série de passos idênticos aos utilizados para chegar de (3.32) para (3.35)

agora nos dá

ms
2(1 + ȧ2) + 4m+m− =

[
m2

s

2a
+ (m+ + m−)

]2

, (3.53)

onde, como antes, ms = 4πσa2 é a massa da camada fina. Esta “equação mestra”

dinâmica é da forma de uma “equação de energia” para uma partı́cula não

relativı́stica,
1

2
ȧ2 + V (a) = E, (3.54)

com “potencial”

V (a) =
1

2

{
1 +

4m+(a)m−(a)

m2
s(a)

−
[
ms(a)

2a
+

(m+(a) + m−(a))

ms(a)

]2
}

, (3.55)

e “energia” E = 0.

Haverá então uma solução estritamente estável para a camada (estável em

oposição às oscilações radiais esfericamente simétricas) se e somente se há

algum ms(a) e algum a0 tal que tenhamos simultaneamente

V (a0) = 0; V ′(a0) = 0; V ′′(a0) > 0. (3.56)

Num pequeno vislumbre neste cálculo relativı́stico, observamos que, como E ≡
0, a situação onde V (a) ≡ 0, que na mecânica não-relativı́stica corresponde ao
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equilı́brio neutro, é agora convertido em uma situação de equilı́brio estável (já

que agora, como não se é livre para aumentar a “energia” E, tem-se que ȧ ≡ 0).

Há uma noção menos restringente de estabilidade que é também útil, a

noção de “excursão limitada”. Suponha que tenhamos a2 > a1 tal que

V (a1) = 0; V ′(a1) ≤ 0; V (a2) = 0; V ′(a2) ≥ 0; (3.57)

com V (a) < 0 para a ∈ (a1, a2). Nesta situação, o movimento da camada per-

manece limitado pelo intervalo (a1, a2). Embora não seja estritamente estável,

já que a camada se move de fato, esta noção de “excursão limitada” reflete de

maneira mais precisa alguns dos aspectos de estabilidade que surgem natu-

ralmente em mecânica não-relativı́stica. Em particular, é simplesmente uma

versão do critério de estabilidade padrão para órbitas em torno do ponto fixo

que existiria se fôssemos livres para especificar arbitrariamente a constante E

no lado direito da equação (3.54), e corresponde a órbitas em torno do ponto

fixo que são “estáveis mas não assintoticamente estáveis”. No presente con-

texto, perturbando o potencial e adicionando uma pequena contribuição nega-

tiva

V (a) → V (a)− ε2 (3.58)

irá genericamente converter um potencial estritamente estável a um potencial

exibindo “excursão limitada”.

3.4.2 Invertendo o potencial

Suponhamos que agora tomemos o potencial V (a), e as massas m±(a) como

dadas. A equação (3.55) então leva a uma equação quadrática para m2
s(a):

m2
s(a) = 2a2

{
1− 2V (a)− m+(a)

a
− m−(a)

a

±
√

1− 2V (a)− 2m+(a)

a

√
1− 2V (a)− 2m−(a)

a

}
. (3.59)
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É importante notarmos que não escolhemos uma equação especı́fica do estado

da camada; nós somente assumimos que alguma equação de estado existe.

Como sabemos, ocorre que ao resolvermos uma equação quadrática, há sem-

pre um risco de que algumas das raı́zes sejam não-fı́sicas. Neste caso, o sinal

(+) é não fı́sico e o sinal (−) é o ramo fı́sico de interesse. Isto pode ser ve-

rificado de forma mais simples escolhendo-se m+(a) = m−(a) em cujo caso a

geometria do espaço-tempo é completamente contı́nua através da localização

da camada, de forma que sua massa ms (e densidade de energia superficial σ e

tensão superficial ϑ) seja obrigatoriamente zero. Assim, a densidade de energia

superficial σ(a) é dada pela expressão

σ(a) =

±
√

2

4πa

√
1− 2V (a)− m+(a)

a
− m−(a)

a
−

√
1− 2V (a)− 2m+(a)

a

√
1− 2V (a)− 2m−(a)

a
.

(3.60)

Podemos agora, notando que o conteúdo do sinal do radical exterior da equação

acima é um quadrado perfeito, extrair a raiz quadrada. O sinal total é deter-

minado pela escolha única que leva à expressão acima, sendo a equação de

compatibilidade entre as equações (3.54) e (3.51). Isso agora nos dá:

σ(a) = − 1

4πa

{√
1− 2V (a)− 2m+(a)

a
−

√
1− 2V (a)− 2m−(a)

a

}
(3.61)

= − 1

4πa

[[√
1− 2V (a)− 2m(a)

a

]]
. (3.62)

Há uma sutileza onde devemos estar atentos quando fazemos a comparação

entre as equações (3.51) com (3.62). Ao passo que na equação (3.51) estamos

simplesmente determinando a densidade de energia na casca, se acontece de

ter “velocidade” ȧ no raio a, aqui em (3.62) estamos determinando algo consi-

deravelmente mais poderoso baseado em uma análise totalmente dinâmica, ou

seja, o que a densidade de energia superficial deveria ser como uma função do
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parâmetro a para ser compatı́vel com o potencial especificado V (a). Indo além,

da equação de conservação

ϑ = σ +
1

2
a

dσ

da
, (3.63)

podemos calcular ϑ(a). Analiticamente, o resultado é

ϑ(a) = − 1

8πa

[[
1− 2V (a)−m(a)/a− aV ′(a)−m′(a)√

1− 2V (a)− 2m(a)/a

]]
. (3.64)

Lembre-se que m±(a) e V (a) são, nesta fase, funções arbitrárias que nós con-

tinuamos livres para prescrever. Estas expressões para σ(a) e ϑ(a), equações

(3.62) e (3.64), agora determinam a equação de estado parametricamente. Em

resumo

• Escolhemos uma equação de estado na forma de um σ(ϑ) especı́fico e in-

tegramos a equação de conservação para determinarmos σ(a) (e, portanto,

ms(a) e portanto V (a)) ;

• ou escolhemos um potencial da forma V (a) e parametricamente extraı́mos

a equação de estado correspondente utilizando o algoritmo apresentado.

3.4.3 Especialização da geometria do gravastar

Especializando agora a um modelo especı́fico de gravastar, que simplifica o

modelo de Mazur–Mottola para uma camada fina separando as duas regiões:

• Fora, uma região de Schwarzschild Tab = 0.

• Dentro, uma região de de Sitter Tab ∝ gab.

Assim m+ e m− não são mais arbitrários. A partir do que, assumimos poder

simplesmente escrever m+ = M , a massa total externa do sistema, enquanto

m− = (4π/3)ρa3 = ka3, (3.65)
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onde ρ é a densidade de energia do vácuo de de Sitter e introduzimos o parâmetro

k simplesmente para minimizar a aparição explı́cita de fatores de 4π/3. To-

mando V (a) arbitrariamente, nossa análise prévia implica

σ(a) ≡ 1

4πa

{√
1− 2V (a)− 2ka2 −

√
1− 2V (a)− 2M

a

}
, (3.66)

que para ϑ(a) fornece:

ϑ(a) ≡ 1

8πa

{
1− 2V (a)− a V ′(a)− 4ka2

√
1− 2V (a)− 2ka2

− 1− 2V (a)− a V ′(a)−M/a√
1− 2V (a)− 2M/a

}
.(3.67)

Estes são agora pares de equações paramétricas determinando a equação

de estado de qualquer modelo Mazur–Mottola de três camadas (ou modelo de

Visser–Wiltshire) com geometria exterior Schwarzschild e geometria interior de

Sitter em termos de um potencial livremente preescrito V (a). Se desejamos

que o sistema seja estritamente estável em algum a0, então precisamos forçar

a equação (3.56). Há dois exemplos óbvios de tal comportamento:

• V (a) ≡ 0, um caso degenerado, mas fisicamente importante, correspon-

dendo a ȧ ≡ 0.

• V (a) = 1
2
(a − a0)

2 f(a), onde f(a) é uma função positiva arbitrária que é

regular em a0. Nesta situação a estabilidade é em um sentido trivial: A

equação mestra possui uma única solução em a = a0 e ȧ = 0, e todas as

possibilidades de movimento são excluı́das.

Mais geralmente poderı́amos considerar casos de “excursão limitada” esco-

lhendo V (a) = 1
2
(a− a0)

2 f(a)− ε2. Para ε suficientemente pequeno haverá raı́zes

distintas a1 e a2 onde V (a) = 0, com a1 < a0 < a2. O movimento da camada será

de uma “excursão limitada” e forçado a permanecer no intervalo (a1, a2).

Estas observações são agora o bastante para garantirmos que existem várias

classes de potenciais V (a) — e várias classes de equações de estado σ(ϑ) — para

as quais o sistema é estável em oposição a oscilações radiais. Obviamente há
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também várias classes de potencial para as quais o sistema é instável. Depen-

dendo da visão de um cientista a respeito do modelo de gravastar, isto pode ser

interpretado como boas ou más notı́cias [70].

Nos capı́tulos 4 e 5 exploraremos em detalhes a estabilidade de gravas-

tars utilizando modelos de três camadas como o proposto por Matt Visser e

Wiltshire. Antes de prosseguirmos apresentando as contribuições desta tese,

iremos examinar o modelo de Lobo para estrelas de energia escura, cuja métrica

foi utilizada no trabalho que será apresentado no capı́tulo 6.

3.5 O modelo de Lobo para estrelas de energia es-
cura

No trabalho de Lobo [79], um modelo matemático generalizando o modelo de

Mazur-Mottola, ou o modelo de Visser-Wiltshire, foi proposto, onde o interior de

de Sitter é substituı́do por uma solução governada pela equação de estado da

energia escura, pr = ωρ, com ω escolhido convenientemente, casado com uma

solução exterior dada pelo vácuo de Schwarzschild. A motivação de Lobo para

implementar esta generalização veio do fato de que observações recentes con-

firmaram que o Universo está em uma fase de expansão acelerada. Evidências

desta expansão cosmológica tem sido mostradas independentemente a partir

de observações de supernovas do tipo Ia (SNe Ia) [118, 119, 120] e a partir da

radiação cósmica de microondas de fundo [121]. Uma possı́vel explicação para

esta aceleração cósmica é precisamente a energia escura, um fluido cósmico

parametrizado por uma equação de estado ω ≡ p/ρ < −1/3, onde p é a pressão

espacialmente homogênea e isotrópica, e ρ é a densidade de energia escura.

Como enfatizado nas referências [87, 88], em um diferente contexto, uma

sutileza precisa ser apontada: A noção de energia escura é a de um fluido

cósmico espacialmente homogêneo, todavia, ela pode ser estendida a espaços-

tempos esfericamente assimétricos pela consideração de que a pressão na equação
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de estado da energia escura é uma pressão radial negativa, e as pressões trans-

versais podem ser determinadas através das equações de campo. Neste con-

texto, a generalização do modelo de gravastar com a inclusão de uma solução

interior governada pela equação de estado, pr = ωρ com a condição de energia

forte violada, será denotada por um gravastar de energia escura ou simples-

mente por uma estrela de energia escura. Lobo explorou algumas configurações,

impondo escolhas especı́ficas para a função de massa. Posteriormente explorou

a estabilidade dinâmica da camada de transição destes modelos com relação

a perturbações linearizadas em torno de soluções estáticas, aplicando o for-

malismo de estabilidade geral desenvolvido por ele e Paulo Crawford [105], e

que também foi aplicado no contexto da estabilidade de buracos de verme fan-

tasmas (phantom wormholes) [106]. A estrela de energia escura mostrada no

trabalho de Lobo pode, possivelmente, ter uma origem nas flutuações de den-

sidade no fundo cosmológico. É incerto como tais inomogeneidades na energia

escura podem ser formadas. Todavia uma explicação possı́vel pode ser inferida

da referência [107], onde a equação de estado de energia escura foi generalizada

para incluir um termo inomogêneo dependendo do parâmetro de Hubble, pos-

sivelmente resultando na nucleação de uma estrela de energia escura através

de uma perturbação de densidade.

3.5.1 Estrelas de energia escura: Equações da estrutura

Considere o espaço-tempo interior, sem perda de generalidade, dado pela se-

guinte métrica:

ds2 = −exp

[
−2

∫ ∞

r

g(r̃)dr̃

]
dt2 +

dr2

1− 2m(r)/r

+r2 (dθ2 + sin2 θ dφ2) , (3.68)

onde g(r) e m(r) são funções arbitrárias da coordenada radial, r. A função

m(r) é a massa quase local, e é denotada como função de massa. O fa-

tor g(r) está relacionado à aceleração devido à gravidade medida localmente,
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através da seguinte relação: A =
√

1− 2m(r)/r g(r) [122, 123]. A convenção

utilizada é que g(r) é positivo para uma atração gravitacional dirigido de fora

para dentro e negativo para uma repulsão gravitacional de dentro para fora.

Note que equivalentemente pode-se considerar uma função Φ(r), definida como

Φ(r) = − ∫∞
r

g(r̃)dr̃, e chamada de função de deslocamento para o vermelho de-

vido à sua relação com o desvio para o vermelho gravitacional [124].

O tensor momentum-energia para uma distribuição anisotrópica da matéria

é dada por

Tµν = (ρ + pt)Uµ Uν + pt gµν + (pr − pt)χµχν , (3.69)

onde Uµ é a quadrivelocidade, χµ é o vetor do tipo-espaço unitário na direção

radial, ou seja, χµ =
√

1− 2m/r δµ
r. ρ(r) é a densidade de energia, pr(r) é a

pressão radial medida na direção de χµ, e pt(r) é a pressão transversal medida

na direção ortogonal a χµ.

Assim, a equação de campo de Einstein, Gµν = 8πTµν, onde Gµν é o tensor de

Einstein, fornece as seguintes relações

m′ = 4πr2ρ , (3.70)

g =
m + 4πr3pr

r(r − 2m)
, (3.71)

p′r = −(ρ + pr)(m + 4πr3pr)

r(r − 2m)
+

2

r
(pt − pr) , (3.72)

onde o primo denota uma derivada com relação à coordenada radial, r. A

equação (3.72) envolve as pressões anisotrópicas da equação de Tolman-Oppenheimer-

Volkoff (TOV).

Agora, utilizando a equação de estado, pr = ωρ, e levando-se em consideração

as equações (3.70) e (3.71), temos a seguinte relação

g(r) =
m + ωrm′

r (r − 2m)
. (3.73)

Utilizando a equação de estado da energia escura pr = ωρ, a equação (3.72),
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em termos das pressões principais, toma a forma

p′r = −pr

(
1 + ω

ω

)
m + ωrm′

r (r − 2m)
+

2

r
(pt − pr) , (3.74)

que levando-se em consideração a equação (3.70), pode ser expressa na forma

equivalente

∆ =
ω

8πr2

[
m′′r − 2m′ +

(
1 + ω

ω

)
m′rg

]
. (3.75)

∆ = pt − pr é denotado como fator de anisotropia, já que é uma medida da

anisotropia da pressão do fluido compreendendo a estrela. ∆ = 0 corresponde

ao caso particular de pressão isotrópica. Note que ∆/r representa uma força

devida à natureza anisotrópica do modelo estelar, que é repulsiva, ou seja,

sendo direcionada de dentro para fora se pt > pr, e atrativa se pt < pr.

Agora temos em mãos quatro equações que são as equações de campo

(3.70)-(3.72) e (3.73), com cinco funções desconhecidas de r, isto é, ρ(r), pr(r),

pt(r), g(r) e m(r). Obter soluções explı́citas das equações de campo de Eins-

tein é extremamente difı́cil devido a não-linearidade das equações, embora o

problema seja matematicamente bem definido. Todavia, seguindo o mesmo ca-

minho de outro trabalho [88], Lobo adotou uma abordagem onde uma escolha

especı́fica da função de massa m(r) é admitida e, através da equação (3.73), g(r)

é determinado, fornecendo assim expressões explı́citas para os componentes do

tensor momentum-energia. Nos casos especı́ficos que seguem, consideraremos

que a densidade de energia é positiva e finita em todos os pontos no interior da

estrela.

3.5.2 Modelos especı́ficos

Densidade de energia constante

Considere o caso especı́fico de uma densidade de energia constante, ρ(r) = ρ0,

de modo que a equação (3.70) fornece a seguinte função de massa:

m(r) =
4πρ0

3
r3 . (3.76)
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Assim, usando a equação (3.73), encontra-se que g(r) é dado por

g(r) =
Ar(1 + 3ω)

1− 2Ar2
, (3.77)

onde, por simplicidade, a definição A = 4πρ0/3 é usada. Note que para ω < −1/3,

temos uma repulsão gravitacional de dentro para fora, g(r) < 0, que é de se

esperar em modelos de gravastar.

A métrica do espaço-tempo para esta solução toma a seguinte forma:

ds2 = − (
1− 2Ar2

)−(1+3ω)/2
dt2 +

dr2

1− 2Ar2

+r2 (dθ2 + sin2 θ dφ2) . (3.78)

Os componentes do tensor momentum-energia são dados por pr = ωρ0 e

pt = ωρ0

[
1 +

(1 + ω)(1 + 3ω)Ar2

2ω(1− 2Ar2)

]
, (3.79)

enquanto que o fator de anisotropia é:

∆ =
3

8π
(1 + ω)(1 + 3ω)

A2r2

1− 2Ar2
. (3.80)

Verifica-se que ∆ < 0 para −1 < ω < −1/3 e ∆ > 0 para ω < −1. Note que ∆ = 0

na origem, r = 0, como era de se esperar. Para ω = −1, então ∆ = 0 também

é verificado para r arbitrário. Esta condição posterior é também deduzida da

equação (3.72), onde levando-se em consideração que pr = ωρ para pr = const,

verifica-se que pt = pr.

Função de massa de Tolman-Matese-Whitman

Considere a seguinte escolha para a função de massa, dada por:

m(r) =
b0r

3

2(1 + 2b0r2)
, (3.81)

onde b0 é uma constante não-negativa. b0 pode ser determinado das condições

de regularidade e do caráter finito da densidade de energia na origem r = 0, e é

dado por b0 = 8πρc/3, onde ρc é a densidade de energia em r = 0.
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Esta escolha da função de massa representa uma densidade de energia

monotonicamente decrescente no interior da estrela, e foi utilizada anteri-

ormente na análise de esferas de fluidos isotrópicos por Matese e Whitman

[125] como caso especı́fico da solução de Tolman do tipo−IV [8], e posterior-

mente por Finch e Skea [126]. Modelos estelares anisotrópicos, com suas res-

pectivas aplicações em astrofı́sica, foram analisados na referência [127], pela

consideração de um caso especı́fico da função de massa de Matese-Whitman.

Os resultados numéricos obtidos mostram que os parâmetros fı́sicos básicos do

modelo, tais como massa e raio, podem descrever objetos astrofı́sicos realı́sticos

como estrelas de nêutrons [127].

Utilizando a equação (3.73), g(r) é dado por

g(r) =

(
b0r

2

)[
(1 + 3ω) + (1 + ω)2b0r

2

(1 + b0r2)(1 + 2b0r2)

]
. (3.82)

Note que g(r) > 0, para ω > −(1+2b0r
2)/(3+2b0r

2), indicando uma atração gravi-

tacional de fora para dentro; da curva verifica-se que, quantitativamente, g(r) é

positivo para valores de ω na vizinhança de −1/3. Agora, para ser uma solução

de gravastar, é necessário que a aceleração local devida à gravidade da solução

interior seja repulsiva, de forma que a região mencionada anteriormente para

a qual g(r) > 0 é necessariamente excluı́da.

A métrica do espaço-tempo para esta solução é

ds2 = − (
1 + b0r

2
)(1−ω)/2 (

1 + 2b0r
2
)ω

dt2

+

(
1 + 2b0r

2

1 + b0r2

)
dr2 + r2 (dθ2 + sin2 θ dφ2) . (3.83)

Os componentes do tensor momentum-energia são dados por

pr = ωρ =

(
ωb0

8π

)[
3 + 2b0r

2

(1 + 2b0r2)2

]

pt = −
(

b0

8π

)[
ω(3 + 2b0r

2)

(1 + 2b0r2)2

]
+

(
b2
0r

2

32π

)
×

×
{

(1 + ω)(3 + 2b0r
2)

[
(1 + 3ω) + 2b0r

2(1 + ω)
]

−8ω(5 + 2b0r
2)(1 + b0r

2)
}/ [

(1 + 2b0r
2)3(1 + b0r

2)
]
. (3.84)
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O fator de anisotropia toma a seguinte forma

∆ =
b2
0r

2

32π

{
(1 + ω)(3 + 2b0r

2)
[
(1 + 3ω) + 2b0r

2(1 + ω)
]

−8ω(5 + 2b0r
2)(1 + b0r

2)
}/ [

(1 + 2b0r
2)3(1 + b0r

2)
]
, (3.85)

onde verifica-se que ∆ > 0. Para o caso particular de ω = −1, o fator de aniso-

tropia reduz-se a

∆ =

(
b2
0r

2

4π

)
(5 + 2b0r

2)

(1 + 2b0r2)3
. (3.86)

3.5.3 Estabilidade de estrelas de energia escura

Condições de junção

No trabalho de Lobo, as estrelas de energia escura foram modeladas pela

junção de uma solução interior governada por uma equação de estado, p = ωρ

com ω < −1/3, com uma solução de vácuo de Schwarzschild exterior com

p = ρ = 0, na interface de junção Σ, com raio de junção a. A métrica de

Schwarzschild, como já visto, é dada por

ds2 = −
(

1− 2M

r

)
dt2 +

dr2

1− 2M
r

+ r2 (dθ2 + sin2 θ dφ2) , (3.87)

que possui um horizonte de eventos em rH = 2M . Para evitar o horizonte de

eventos, o raio de junção está fora de 2M , ou seja, a > 2M . Vamos mostrar a

seguir que M , neste contexto, pode ser interpretado como a massa total da es-

trela de energia escura4. Embora Lobo tenha afirmado que poderia-se também

impor condições regulares e de fronteira, e seus respectivos vı́nculos [122, 129],

no centro e na superfı́cie da estrela de energia escura, sem a presença de cas-

cas finas, foi mostrado por outros autores que isso não é verdade [75, 132]..

Utilizando o formalismo de Darmois-Israel [114], o tensor momentum-

energia da superfı́cie de junção Σ, Si
j, é dado pelas equações de Lanczos, Si

j =

4De uma forma análoga, modelos de buracos de verme atravessáveis foram construı́dos
na referência [128] e a análise da estabilidade de buracos de verme fantasmas foi feita na
referência [106].
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− 1
8π

(κi
j − δi

jκ
k
k). κi

j é definido pela descontinuidade das curvaturas extrı́nsecas,

Ki
j, através da interface de junção, ou seja, κij = K+

ij − K−
ij . A curvatura

extrı́nseca é definida como Kij = nµ;ν eµ
(i)e

ν
(j), onde nµ é o quadrivetor unitário

normal a Σ, e eµ
(i) são os componentes dos vetores na base holonômica, tangen-

tes a Σ. Utilizando as métricas (3.68) e (3.87), os componentes não triviais da

curvatura extrı́nseca são dados por [105]

Kτ +
τ =

M
a2 + ä√

1− 2M
a

+ ȧ2

, (3.88)

Kτ −
τ =

m+ωam′
a2 + ä− (1+ω)m′ȧ2

(a−2m)√
1− 2m(a)

a
+ ȧ2

, (3.89)

e

Kθ +
θ =

1

a

√
1− 2M

a
+ ȧ2 , (3.90)

Kθ −
θ =

1

a

√
1− 2m(a)

a
+ ȧ2 , (3.91)

onde o ponto denota uma derivada com relação ao tempo próprio, τ , e o primo

denota uma derivada com relação a a. A equação (3.73) calculada em a foi

usada para eliminar g(r) da equação (3.89). Na análise que segue, o mesmo

procedimento será aplicado, de forma que na dedução da equação mestra, que

dita as regiões de estabilidade, só faremos uso da função de massa m(r). Assim,

as equações de Lanczos fornecem as tensões de superfı́cie dadas por

σ = − 1

4πa

(√
1− 2M

a
+ ȧ2 −

√
1− 2m

a
+ ȧ2

)
, (3.92)

P =
1

8πa

(
1− M

a
+ ȧ2 + aä√

1− 2M
a

+ ȧ2

−
1 + ωm′ − m

a
+ ȧ2 + aä + ȧ2m′(1+ω)

1−2m/a√
1− 2m

a
+ ȧ2

)
, (3.93)

onde σ e P são a densidade de energia da superfı́cie e a pressão tangencial de

superfı́cie, respectivamente.
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Devemos também usar a conservação da identidade dada por Si
j|i =

[
Tµνe

µ
(j)n

ν
]+

−
,

onde [X]+− denota a descontinuidade através da superfı́cie da interface, ou seja,

[X]+− = X+|Σ−X−|Σ. O termo de fluxo do momentum no lado direito corresponde

à descontinuidade lı́quida no fluxo do momentum Fµ = Tµν Uν que penetra na

casca.

Note que Si
τ |i = − [σ̇ + 2ȧ(σ + P)/a], e o termo de fluxo é dado por [105]

[
Tµνe

µ
(j)n

ν
]+

−
= −(ρ + pr)ȧ

√
1− 2m/a + ȧ2

1− 2m/a
, (3.94)

onde ρ e pr podem ser deduzidos das equações (3.70)-(3.71), respectivamente,

calculadas no raio de junção, a. Portanto, utilizando estas relações pode-se

mostrar que

σ′ = −2

a
(σ + P) + Ξ , (3.95)

onde Ξ, definido por conveniência de notação, é dado por

Ξ = − 1

4πa

m′(1 + ω)

(a− 2m)

√
1− 2m

a
+ ȧ2 , (3.96)

usando a equação (3.73) calculada em a. Note que o termo de fluxo é zero

quando ω = −1, que reduz à análise de Visser e Wiltshire [70] vista anterior-

mente.

Levando-se em consideração as equações (3.92), (3.93) e a equação (3.96),

então a equação (3.95) finalmente toma a forma

σ′ =
1

4πa2

(
1− 3M

a
+ ȧ2 − aä√

1− 2M
a

+ ȧ2

−1− 3m
a

+ m′ + ȧ2 − aä√
1− 2m

a
+ ȧ2

)
, (3.97)

que, calculada para a solução estática, a = a0, tem um papel fundamental na

determinação das regiões de estabilidade. (Uma análise da estabilidade lineari-

zada de cascas finas esfericamente simétricas e de cascas finas de buracos de

verme onde o termo de fluxo é zero foram estudados na referência [130]).
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A massa da superfı́cie da casca fina é dada por ms = 4πa2σ. Rearranjando

a equação (3.92), calculada na solução estática a = a0, obtém-se a massa total

da estrela, dada por

M = m(a0) + ms(a0)




√
1− 2m(a0)

a0

− ms(a0)

2a0


 . (3.98)

Utilizando ms = 4πa2σ, e levando-se em consideração a derivada radial de σ′,

a equação (3.95) pode ser rearranjada para fornecer a seguinte relação
(ms

2a

)′′
= Υ− 4πσ′η , (3.99)

com o parâmetro η definido como η = P ′/σ′, e Υ dado por

Υ ≡ 4π

a
(σ + P) + 2πa Ξ′ . (3.100)

A equação (3.99) irá desempenhar um papel fundamental na determinação

das regiões de estabilidade das respectivas soluções. η é utilizado como uma

parametrização do equilı́brio estável, de modo que não há necessidade de espe-

cificar uma equação de estado da superfı́cie. O parâmetro
√

η é normalmente

interpretado como a velocidade do som, de modo que espera-se que 0 < η ≤ 1,

baseado na condição de que a velocidade do som não deve exceder a velocidade

da luz. A interpretação fı́sica de η na presença de matéria exótica pode ser visto

na referência [130].

É interessante também analisar a evolução da identidade dada por: [ Tµν nµnν ]+− =

K
i

j Sj
i, onde K

i

j = (Ki +
j + K i −

j )/2. A evolução da identidade fornece a seguinte

relação

pr +
(ρ + pr)ȧ

2

1− 2m/a
= −1

a

(√
1− 2M

a
+ ȧ2

+

√
1− 2m

a
+ ȧ2

)
P +

1

2

(
M/a2 + ä√
1− 2M

a
+ ȧ2

+
m + ωam′ + äa2 + (1+ω)am′ȧ2

1−2m/a

a2

√
1− 2m

a
+ ȧ2

)
σ . (3.101)
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É interessante obtermos uma equação governando o comportamento da pressão

radial em termos das tensões de superfı́cie na fronteira de junção, na solução

estática a = a0, com ȧ = ä = 0. Da equação (3.101), temos a seguinte equação

de balanço da pressão

pr(a0) = − 1

a0

(√
1− 2M

a0

+

√
1− 2m

a0

)
P

+
1

2a2
0


 M√

1− 2M
a0

+
m + ωa0m

′
√

1− 2m
a0


 σ . (3.102)

A equação (3.102) relaciona a pressão radial interior à casca em termos de

uma combinação de sua densidade de energia σ e pressão tangencial P, dadas

pelas equações (3.92) e (3.93), calculadas na solução estática, e quantidades

geométricas. Para ganhar algum insight na análise, considere uma densidade

de energia de superfı́cie zero, σ = 0. Assim, a equação (3.102) reduz-se à

pr(a0) = − 2

a0

√
1− 2M

a0

P . (3.103)

Como a pressão interior atuando na casca é negativa pr(a0) < 0, ou seja, é

uma tensão radial, então uma pressão positiva tangencial superficial, P > 0, é

necessária para segurar a casca fina contra o colapso.

Dedução da equação mestra

A equação (3.92) pode ser rearranjada para fornecer a equação de movimento

da casca fina, ou seja, ȧ2 + V (a) = 0, com o potencial dado por

V (a) = F (a)−
[
ms(a)

2a

]2

−
[
aG(a)

ms(a)

]2

. (3.104)

onde, por conveniência de notação, os fatores F (a) e G(a) são definidos como

F (a) = 1− m(a) + M

a
and G(a) =

M −m(a)

a
. (3.105)

Linearizando em torno de uma solução estável localizada em a0, considere-

mos a expansão em série de Taylor de V (a) em torno de a0 em segunda ordem,
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dado por

V (a) = V (a0) + V ′(a0)(a− a0)

+
1

2
V ′′(a0)(a− a0)

2 + O
[
(a− a0)

3
]

. (3.106)

Calculado na solução estática, em a = a0, verifica-se que V (a0) = 0 e V ′(a0) = 0.

Da condição V ′(a0) = 0, extrai-se a seguinte relação útil de equilı́brio

Γ ≡
(

ms

2a0

)′
=

(
a0

ms

)[
F ′ − 2

(
a0G

ms

)(
a0G

ms

)′]
, (3.107)

que será utilizada na determinação da equação mestra, responsável por ditar

as configurações de equilı́brio estáveis.

A solução é estável se e somente se V (a) possui um mı́nimo local em a0 e

V ′′(a0) > 0 é verificado. Assim, da última condição de estabilidade, pode-se

deduzir que a equação mestra, dada por

η0
dσ2

da

∣∣∣
a0

> Θ , (3.108)

pelo uso da equação (3.99), onde η0 = η(a0) e Θ é definida por

Θ ≡ 1

2π

[
σΥ +

1

2πa0

(
Γ2 −Ψ

)]
, (3.109)

com

Ψ =
F ′′

2
−

[(
aG

ms

)′]2

−
(

aG

ms

)(
aG

ms

)′′
. (3.110)

Agora, a partir da equação mestra encontramos que as regiões de equilı́brio

estável são ditadas pelas seguintes desigualdades:

η0 > Ω, se
dσ2

da

∣∣∣
a0

> 0 , (3.111)

η0 < Ω, se
dσ2

da

∣∣∣
a0

< 0 , (3.112)

com a definição

Ω ≡ Θ

(
dσ2

da

∣∣∣
a0

)−1

. (3.113)
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Nos próximos três capı́tulos, utilizando as ferramentas apresentadas neste

capı́tulo, mostraremos que a existência de gravastars não excluem a existência

de buracos negros.
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Capı́tulo 4

Análise dinâmica da estabilidade
do modelo de Visser-Wiltshire

4.1 Formação de estrelas de vácuo gravitante a
partir do colapso gravitacional

Para nos mantermos o mais próximo possı́vel às idéias de Mazur e Motolla,

consideraremos a casca fina feita de um fluido rı́gido, σ = −ϑ, onde σ e ϑ

denotam, respectivamente, a densidade de energia superficial e a tensão na

camada. Então, encontramos que [70]

σ = σ0

(a0

a

)4

, (4.1)

onde σ0 e a0 são constantes de integração, e possuem dimensões de densi-

dade de energia superficial e comprimento, respectivamente. É fácil verificar

que o potencial que satisfaz a equação (1.10) pode ser colocado na forma

V (R) = −1

2

(
−1 +

m

R
+

1

4R6
+ m2R4 +

R2

2L2
− mR7

L2
+

R10

4L4

)
, (4.2)

onde

m ≡ M

k1/3
, R ≡ a

k1/3
, L ≡ l

k1/3
, (4.3)

com k ≡ 4πa4
0σ0. Portanto, para quaisquer constantes m e L dadas, as equações

(1.10) e (4.2) determinam unicamente o estado final da evolução de um protótipo

de estrela de vácuo gravitante (gravastar). Dependendo do valor inicial R0, o

71



colapso pode formar um buraco negro, uma estrela de vácuo gravitante, um

espaço de Minkowski, ou um espaço de de Sitter. No último caso, a casca fina

primeiramente colapsa para um raio finito mı́nimo diferente de zero e então

expande para o infinito. Para garantir que, inicialmente, o espaço-tempo não

possui qualquer tipo de horizontes (cosmológicos ou de eventos), devemos res-

tringir R0 à faixa,

2m < R0 < L, (4.4)

correspondentemente R0 ∈ (2m, l). Quando m = 0 = Λ, a casca fina desaparece,

e todo o espaço é Minkowski. Logo, a seguir não será considerado este caso, e

iniciaremos com o caso onde m = 0 e Λ 6= 0.

4.1.1 m = 0 e Λ 6= 0

Neste caso, o espaço-tempo fora da casca fina é plano, e a massa da casca

compensa completamente a energia do espaço-tempo interno de de Sitter. Da

equação (4.2) encontramos que

V (R) =
1

2

(
1− 1

4R6
− R2

2L2
− R10

4L4

)
. (4.5)

Então, pode ser mostrado que as equações V (R) = 0 e V ′(R) = 0 possuem a

solução explı́cita,

L = Lc ≡
[

5

3

(
4

5

)8/3
]1/2

' 0.9588, R = Rmin ≡
(

4

5

)1/3

. (4.6)

Para L < Lc o potencial V (R) e estritamente negativo como mostra a figura

(4.1). Como resultado, se a estrela começa a colapsar em R = R0, ela colapsará

continuamente até R = 0, onde um espaço-tempo de Minkowski é formado,

como mostrado pela linha inferior da figura (4.2). Quando L = Lc ' 0.9588,

desde que R0 < Lc, podemos ver que, similarmente ao caso anterior, a estrela

colapsará até o centro R = 0 e transforma todo o espaço-tempo em Minkowski,

como mostrado na linha do meio na figura (4.2). Para L > Lc, o potencial
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Figura 4.1: O potencial V (R) para m = 0. A linha superior é para L = 2.0 > Lc '
0.9588, a linha do meio para L = Lc, e a linha inferior para L = 0.5 < Lc.

V (R) é positivo entre R1 e R2, onde R1,2 são as duas raı́zes reais da equação

V (R, L > Lc) = 0 com R2 > R1 > 0. Neste caso, se a estrela começa a colapsar

com R0 < R1, como pode ser visto na figura (4.1), ela colapsará até R = 0,

quando um espaço-tempo de Minkowski finalmente é formado. Se começa a

colapsar com R0 > R2, irá primeiro colapsar para R = R2 e então começa a

expandir até R = ∞, e finalmente todo o espaço-tempo será de Sitter, como

mostrado na linha superior da figura (4.2).

4.1.2 Λ = 0 e m 6= 0

Neste caso a equação (4.2) dá,

V (R) =
1

2

(
1− m

R
− 1

4R6
−m2R4

)
, (4.7)

a partir da qual encontramos que as equações V (R) = 0 e V ′(R) = 0 possuem

solução explı́cita,

m = mc ≡ 3

4

(
4

5

)5/3

' 10−0.286, R = Rc ≡
(

3

4mc

)1/5

=

(
5

4

)1/3

. (4.8)

Para m > mc o potencial V (R) é estritamente negativo como mostrado na figura

(4.3). Então, o colapso sempre forma buracos negros, como mostra claramente
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Figura 4.2: O movimento da casca R(τ) em função do tempo próprio, τ , para
m = 0. A linha superior é para L = 2.0 > Lc ' 0.9588, a linha do meio para
L = Lc, e a linha inferior para L = 0.5 < Lc.

a linha inferior na figura (4.4). Para m = mc, há duas diferentes possibilidades,

dependendo da escolha do raio inicial R0. Em particular, se a estrela começa

a colapsar com R0 > Rc, o colapso irá aproximar-se assintoticamente do raio

mı́nimo Rc. Uma vez que colapsa a este ponto, a casca irá parar de colapsar e

permanecerá neste ponto para sempre, como pode ser visto na linha do meio

da figura (4.4). Todavia, neste caso este ponto é instável e quaisquer pequenas

perturbações levarão a estrela a expandir para sempre e deixar para trás um

espaço-tempo plano de de Sitter, ou levarão a estrela ao colapso até R = 0, onde

um buraco negro de Schwarzschild finalmente será formado. Por outro lado,

se a estrela começa a colapsar com 2mc < R0 < Rc, como mostrado pela figura

(4.3), a estrela irá colapsar até um buraco negro ser formado. Para m < mc,

o potencial V (R) possui um máximo positivo, e a equação V (R, m < mc) = 0

possui duas raı́zes positivas R1,2 com R2 > R1 > 0. Como no caso anterior,

agora também há duas possibilidades dependendo da escolha do raio inicial R0.

Se R0 > R2, a estrela irá primeiro colapsar ao seu raio mı́nimo R = R2 e então

expandirá para o infinito, onde um espaço-tempo de Minkowski será finalmente

formado, como mostrado na linha superior da figura (4.4). Se 2m < R0 < R1, a
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Figura 4.3: O potencial V (R) para Λ = 0 (ou L = ∞). A linha superior é para
m < mc ' 10−0.286, a linha do meio para m = mc, e a linha inferior é para m > mc.

estrela colapsará continuamente até R = 0, e um buraco negro será finalmente

formado.

4.1.3 m 6= 0 e Λ 6= 0

Neste caso, da equação (4.2) encontra-se que as equações V (R) = 0 e V ′(R) = 0

possuem solução da forma, m = mc(L) para qualquer L. A dependência exata de

mc em função de L não pode ser dada explicitamente. No que segue, portanto,

consideraremos alguns casos representativos.

m = 10−0.286, L = 2.5× 105

Se escolhermos m = mc ' 10−0.286 e gradualmente alterarmos a constante cos-

mológica, encontramos que o potencial V (R) torna-se completamente negativo,

como mostrado pela figura (4.5). Logo, para qualquer R0 dado com 2m < R0 < L,

a estrela sempre colapsará para formar um buraco negro. Comparando este

caso com o caso m = mc e Λ = 0, encontramos que a presença da constante cos-

mológica faz com que o colapso tenha mais chances de formar buracos negros
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Figura 4.4: O movimento da casca R(τ) em função do seu tempo próprio τ para
Λ = 0. A linha superior é para m < mc ' 10−0.286, a linha do meio para m = mc, e
a linha inferior para m > mc.

do que estrelas de vácuo gravitante.

m = 10−4, L = 2.5× 105

Se mantivermos L fixo, por exemplo , L = 2.5 × 105, e variarmos m para baixo,

encontramos que, para m = 10−4, o potencial toma a forma dada pela figura

(4.6), a partir da qual podemos ver três das quatro raı́zes reais de V (R) = 0,

digamos, Ri, onde Ri+1 > Ri. Se escolhermos R0 > R4, então a estrela irá

primeiro colapsar para R = R4, e então expandirá para o infinito formando

um espaço de de Sitter. Todavia, se escolhermos R2 < R0 < R3, o colapso irá

oscilar entre R = R2 e R = R3
1. Tal possibilidade é mostrada na figura (4.7).

Isto é exatamente o chamado modelo “excursão ligada” mencionado por Matt

Visser e Wiltshire em seu trabalho [70] e visto no capı́tulo anterior, mas não

foi estudado na literatura. Obviamente, em uma situação realı́stica, a estrela

emitirá partı́culas e ondas gravitacionais, e o potencial deve ser auto-ajustado

para produzir um mı́nimo em R = Rstatic onde V (R = Rstatic) = 0 = V ′ (R = Rstatic)

[ver figura (4.8)], quando uma estrela de vácuo gravitante finalmente é formada

1Note que R2 > 2m e R3 < L.
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Figura 4.5: O potencial V (R) para m = 10−0.286 e L = 2.5 × 105, que é sempre
negativo.

[70].

Embora tal forma de potencial seja bastante difı́cil de encontrar no espaço

de parâmetros m e L, sua medição não é zero. Então, não podemos excluir

completamente a existência de estrelas de vácuo gravitante. Todavia, encontra-

se que é fácil encontrar potenciais que levam à formação de buracos negros.

As figuras (4.9) e (4.10) são para m = 1.0 e L = 3.0, e m = 10−4 e L = 3.0,

respectivamente. Destas figuras vemos que, escolhendo apropriadamente o

valor do raio inicial R0, o colapso sempre formará buracos negros. Do contrário,

nestes casos estrelas de vácuo gravitante não podem ser formados, não importa

como R0 é escolhido. Por outro lado, não somos capazes de encontrar valores de

m e L para os quais apenas estrelas de vácuo gravitante podem ser formados.

4.2 Conclusões

Neste capı́tulo foi feito um estudo do problema da estabilidade de estrelas de

vácuo gravitante através da construção de modelos dinâmicos de três camadas

de Visser e Wiltshire [70], que consiste de um espaço de de Sitter interno,

uma casca esférica infinitesimal de um fluido rı́gido, e um espaço-tempo de
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Figura 4.6: O potencial V (R) para m = 10−4 e L = 2.5× 105.
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Figura 4.7: A evolução de R(τ) em função do tempo próprio τ para m = 10−4 e
L = 2.5× 105.
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Figura 4.8: O potencial V (R) para a formação de uma estrela de vácuo gravi-
tante em um colapso realı́stico, após a estrela estabilizar-se no ponto mı́nimo
R = Rstatic, onde V (R = Rstatic) = 0 = V ′ (R = Rstatic).
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Figura 4.9: O potencial V (R) para m = 1.0 e L = 3.0.
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Figura 4.10: O potencial V (R) para m = 10−4 e L = 3.0.

Schwarzschild externo. Mostrou-se explicitamente que o resultado final do

colapso de um protótipo de estrela de vácuo gravitante pode ser um buraco

negro, uma “excursão ligada” estável de estrela de vácuo gravitante, um espaço-

tempo de Minkowski, ou um espaço-tempo de de Sitter, dependendo da massa

total m do sistema, da constante cosmológica Λ, e da posição inicial R0 da

casca dinâmica. Todas estas possibilidades possuem medições diferentes de

zero no espaço de parâmetros m, Λ e R0, embora a região das estrelas de vácuo

gravitante seja muito pequena em comparação a dos buracos negros. Portanto,

pode-se concluir deste estudo que mesmo que a existência de estrelas de vácuo

gravitante não possa ser completamente excluı́da nestes modelos dinâmicos,

estas não excluem a existência de buracos negros.
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Capı́tulo 5

Generalização da equação de
estado da camada fina

5.1 Formação de estrelas de vácuo gravitante e
buracos negros por colapso gravitacional de
protótipo de estrelas de vácuo gravitante

Para espaços-tempos dados pelas métricas gerais,

ds2 =

{
c− (−c−f−dv− + 2dr−) dv− + r2

−d2Ω, r < a(τ),

c+ (−c+f+dv+ + 2dr+) dv+ + r2
+d2Ω, r > a(τ),

(5.1)

Lake encontrou que as condições de junção de Israel levam a duas equações

independentes [131],

ȧ2 = (
a

2M
)2(f+ − f−)2 − 1

2
(f+ + f−) + (

M

2a
)2, (5.2)

Ṁ + 8πaȧp = 4πa2[Tαβuαnβ], (5.3)

onde M ≡ 4πa2σ, σ denotando a densidade de energia da casca, e p sua pressão.

Neste capı́tulo continuaremos considerando o caso onde dentro da casca o

espaço-tempo é de Sitter, e fora é Schwarzschild, digamos

f+(r) = 1− 2M
r

, f−(r) = 1−
(r

l

)2

, (5.4)

como no caso estudado no capı́tulo anterior [108]. A grande diferença é a

equação de estado da casca fina, que será agora generalizada, tomada como

81



sendo

p = (1− γ)σ, (5.5)

onde γ é uma constante. Quando γ = 0 obtemos o caso especial que foi estu-

dado anteriormente [108]. Como

T+
µν = 0, T−

µν = Λg−µν , (5.6)

encontra-se

[Tµνu
µnν ] = T+

µνu
+µn+ν − T−

µνu
−µn−ν = 0. (5.7)

Então, da equação (5.3) obtém-se

σ̇

σ
= −2(2− γ)

ȧ

a
, (5.8)

que tem a solução geral,

σ = σ0(
a0

a
)2(2−γ). (5.9)

Escolhendo

M = mL0, a(τ) = R(τ)L0, l = LL0, (5.10)

onde

L0 ≡
(
4πσ0a

2(2−γ)
0

)− 1
2γ−3

, (5.11)

encontramos que a equação (5.2) pode ser colocada na forma,

1

2
R∗2 + V (R,m, L, γ) = 0, (5.12)

onde R∗ ≡ dR/d(L−1
0 τ), e

V (R, m,L, γ) = −1

2

{
−1 +

m

R
+

1

4
R4γ−6 + m2R4(1−γ) +

R2

2L2
− mR7−4γ

L2
+

R10−4γ

4L4

}
.

(5.13)

Portanto, para quaisquer constantes m, L e γ, a equação (5.13) representa

a generalização da equação (4.2), a partir da generalização da equação de es-

tado da camada fina. Novamente, dependendo do valor inicial R0, o colapso
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pode formar um buraco negro, uma estrela de vácuo gravitante, um espaço de

Minkowski, ou um espaço de de Sitter.

No capı́tulo anterior analisamos a estabilidade dinâmica do modelo original

de estrelas de vácuo gravitante. No presente capı́tulo, além de generalizar-

mos este modelo, considerando uma camada fina com equação de estado mais

geral, buscamos estender o estudo analı́tico o máximo possı́vel, utilizando o

tratamento numérico apenas quando a abordagem analı́tica se esgota.

Por isso, da equação (5.13), encontramos que

∂V (R, m, L, γ)

∂R
=

m

2

(
1

R2
+ (7− 4γ)

R6−4γ

L2

)
− 2m2 (1− γ) R3−4γ − R

2L2

+
1

4
(3− 2γ) R4γ−7. (5.14)

Como ambas equações, V = 0 e ∂V (R,m, L, γ)/∂R = 0, são quadráticas em m,

podemos facilmente encontrar m destas duas equações, que é dado por

mc(R, L, γ) =
1

2L2 (−5 L2R4 γ + 4 L2γ R4 γ − 3 R8)
(−8 R4 γ+1L4 + 8 R4 γ+1L4γ

−3 R11 − 4 R8 γ−5L4γ + 5 R8 γ−5L4

+2 R4 γ+3L2 − 4 R4 γ+3L2γ), (V = V ′ = 0). (5.15)

Substituindo esta expressão em V = 0 encontramos seis funções L(R, γ). Devido

à complexidade destas expressões não colocaremos aqui sua forma explı́cita.

Ao invés disso, a seguir consideraremos alguns casos particulares

5.1.1 m = 0

Neste caso, o espaço-tempo fora da casca fina é plano, e a massa da casca

compensa completamente a energia do espaço tempo interno de de Sitter. Da

equação (5.13) encontramos que

V (R,L, γ) = −1

2

{
−1 +

1

4
R4γ−6 +

R2

2L2
+

R10−4γ

4L4

}
. (5.16)
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Então, V ′(R) = 0 leva a,

(2γ − 3) L4 + 2R4(2−γ)L2 − (2γ − 5) R8(2−γ) = 0, (5.17)

que possui solução real apenas para γ < 3/2 ou γ ≥ 5/2, e a solução correspon-

dente é dada por

Lc =

∣∣∣∣
2γ − 5

2γ − 3

∣∣∣∣
1/2

R2(2−γ)
c , γ 6∈ [3/2, 5/2) . (5.18)

Substituindo a expressão acima na equação V (R) = 0, encontra-se

Rc =

∣∣∣∣
2(γ − 2)

2γ − 5

∣∣∣∣
1

3−2γ

. (5.19)

As figuras (5.1), (5.2) e a Tabela (5.1) mostram as funções de Rc(γ) e Lc(γ),

onde, para γ ∈ [3/2, 5/2), as equações V (R,L, γ) = 0 e V ′(R,L, γ) = 0 não possuem

valores reais. Em particular, quando γ = 0.5 obtém-se que Lc ≈ 0.9185586537

e Rc ≈ 0.8660254039. Para L < Lc o potencial é estritamente negativo como

mostrado na figura (5.3). Assim, se a estrela começa a colapsar em R = R0, ela

irá colapsar continuamente até R = 0, quando um espaço-tempo de Minkowski

será formado. Quando L = Lc, e como R0 < Lc, podemos ver que, a estrela irá

colapsar até o centro e transformará todo espaço-tempo em Minkowski. Para

L > Lc, o potencial V (R) é positivo entre R1 e R2, onde R1,2 são as duas raı́zes

reais da equação V (R, L > Lc) = 0 com R2 > R1 > 0. Neste caso, se a estrela

começa a colapsar com R0 < R1, como pode ser visto da figura (5.3), ela irá

colapsar para R = 0 quando um espaço-tempo de Minkowski finalmente será

formado. Se a estrela começa a colapsar com R0 > R2, ela irá primeiro colapsar

para R = R2 e então começará a expandir até R = ∞, e todo espaço-tempo será,

finalmente, de Sitter.

Deve-se notar que neste caso sempre temos V ′′(Rc, Lc, γ) < 0, ou seja, ne-

nhuma estrela estável existe.
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Tabela 5.1: Alguns valores de Rc e Lc como função de γ para Λ 6= 0 and m = 0.
γ Rc Lc

0.0 0.9283177667 0.9587624669
0.1 0.9199519160 0.9535623390
0.2 0.9100298584 0.9473109395
0.3 0.8981404718 0.9397043233
0.4 0.8837277541 0.9303202778
0.5 0.8660254039 0.9185586537
0.6 0.8439546889 0.9035435931
0.7 0.8159607706 0.8839575014
0.8 0.7797433156 0.8577474304
0.9 0.7318025503 0.8215821352
1.0 0.6666666667 0.7698003592
1.1 0.5756295655 0.6922956261
1.2 0.4452231361 0.5703420705
1.3 0.2598914458 0.3713508347
1.4 0.0482828420 0.08734694771
2.6 0.4428889922 0.8012163331
2.7 0.5933418502 0.8478077860
2.8 0.6857500883 0.8784631649
2.9 0.7485495080 0.9002622198
3.0 0.7937005260 0.9164864251
5.0 0.9742903329 0.9881107444

R

0

1

5/23/2

c

γ

Figura 5.1: A função Rc definida na equação (5.17) para m = 0.
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0

1

5/23/2

γ

Lc

Lmin.

Figura 5.2: A função Lc definida na equação (5.18) para m = 0, onde Lmin =
1/
√

2.
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Figura 5.3: O potencial V(R) para m = 0 e γ = 0.5. A linha superior é para
L > Lc, a linha do meio para L = Lc, e a linha inferior para L < Lc.
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1

1

5/4 3/2 γ

Figura 5.4: A função Rc definida na equação (5.21) para Λ = 0.

5.1.2 Λ = 0

Neste caso, a equação (5.13) reduz-se à

V (R, m, γ) =
1

8R6

(
4 R6 − 4 mR5 −R4 γ − 4 R10−4γm2

)
, (5.20)

a partir da qual encontramos que as equações V (R) = 0 e V ′(R) = 0 possuem as

soluções explı́citas,

Rc(γ) =

∣∣∣∣
4− 4 γ

5− 4 γ

∣∣∣∣
1

(2 γ−3)

, (5.21)

mc =
1

2

√
R

2(4γ−5)
c +

4

5− 4γ
R4γ−4

c . (5.22)

As figuras (5.4) e (5.5) mostram a dependência de Rc e mc em γ. Os re-

sultados obtidos no capı́tulo anterior são recuperados quando γ = 0 [108].

Alguns casos representativos são γ = 0.5 e γ = 3.0. Para γ = 0.5, encontra-

mos que mc ≈ 0.5443310540 e Rc ≈ 1.224744871, e para γ = 3.0 encontramos que

mc ≈ 0.5120894280 e Rc ≈ 1.045515917. Em ambos os casos, para m > mc o

potencial V (R) é estritamente negativo como mostram as figuras (5.6) e (5.7).

Portanto, o colapso sempre forma buracos negros. Para m = mc, existem duas

diferentes possibilidades, dependendo da escolha do raio inicial R0. Em parti-

cular, se a estrela começa a colapsar com R0 > Rc, o colapso irá se aproximar
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Figura 5.5: A função mc definida na equação (5.22) para Λ = 0.
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Figura 5.6: O potencial V(R) para γ = 0.5. A linha superior é para m < mc, a
linha do meio é para m = mc, e a linha inferior é para m > mc.
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Tabela 5.2: Alguns valores de Rc e mc como funções de γ para Λ = 0 e m 6= 0
γ Rc mc

0.0 1.077217345 0.5170643255
0.1 1.091490000 0.5199536485
0.2 1.110255191 0.5236577775
0.3 1.135692224 0.5285215890
0.4 1.171542463 0.5350989795
0.5 1.224744871 0.5443310540
0.6 1.309606309 0.5579387820
0.7 1.460581840 0.5794043665
0.8 1.784674184 0.6169244095
0.9 2.840468889 0.6956250340
1.0 ∞ 1.000000000
1.1 1.475575893 1.660022879
1.2 0.09921256570 1.190550789
1.3 0.01134023029 0.1360827636
1.4 0.007415771480 0.006591796870
1.5 Indefinido Indefinido
1.6 3.625777848 14.80525970
1.7 3.017962339 1.043246245
1.8 1.867291683 0.7407438105
1.9 1.501970633 0.6398928165
2.0 1.333333333 0.5925925920
3.0 1.045515917 0.5120894280
4.0 1.017554577 0.5045725165

1.0x105 1.000000000 0.5000000000
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Figura 5.7: O potencial V(R) para γ = 3.0. A linha superior é para m < mc, a
linha do meio é para m = mc, e a linha inferior é para m > mc.

assintoticamente do raio mı́nimo Rc. Uma vez que colapsa para este ponto, a

casca irá parar de colapsar e permanecerá neste ponto para sempre. Porém,

neste caso, este ponto é instável e quaisquer perturbações levarão a estrela a

expandir para sempre e deixar para trás um espaço-tempo plano, ou levarão

a estrela a colapsar até R = 0, quando um buraco negro de Schwarzschild fi-

nalmente será formado. Por outro lado, se a estrela começa a colapsar com

2mc < R0 < Rc como mostrado nas figuras (5.6) e (5.7), a estrela irá colapsar

até um buraco negro ser formado. Para m < mc, os potenciais V (R) para cada

caso possuem um máximo positivo, e a equação V (R, m < mc) = 0 possui duas

raı́zes positivas R1,2 com R2 > R1 > 0. Há aqui duas possibilidades dependendo

da escolha do raio inicial R0. Se R0 > R2, a estrela irá primeiro colapsar até

o raio mı́nimo R = R2 e posteriormente expandirá para o infinito, quando um

espaço-tempo de Minkowski será finalmente formado. Se 2m < R0 < R1, a es-

trela irá colapsar continuamente até R = 0, e um buraco negro será finalmente
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Tabela 5.3: Alguns valores de mc e Lc obtidos numericamente como função de
γ no caso geral onde Λ 6= 0 e m 6= 0

γ mc Lc

0.0 0.5170643255 2.8743398
0.1 0.5199536485 3.1000618
0.2 0.5236577775 3.3917341
0.3 0.5285215890 3.7828681
0.4 0.5350989795 4.3336020
0.5 0.5443310540 5.1626297
0.6 0.5579387820 6.5372013
0.7 0.5794043665 9.1891232
0.8 0.6169244095 15.8955019
0.9 0.6956250340 47.7590095
0.95 0.7788797565 166.7543222
0.99 0.9200729380 3906.8991705
0.991 0.9259539055 4823.955200
0.992 0.9320895460 6107.378535
0.993 0.9385115510 7981.5666867
0.994 0.9452603485 10873.01788
0.995 0.9523894295 15675.49526
0.996 0.9599731720 24531.28407
0.997 0.9681226815 43701.09808
0.998 0.9770238615 98596.55052
0.999 0.9870615640 395877.877549
0.9999 0.9982370395 0.3980357873× 108

1.7 1.043246242 0.6064576241× 108

3.0 0.5120894280 10410.51705
5.0 0.5023884065 6235.986909

formado.

Deve ser notado que, similarmente ao último caso, agora sempre temos

V ′′(Rc,mc, γ) < 0, que significa que nenhuma estrela estável existe neste caso

também.

5.1.3 m 6= 0 e Λ 6= 0

Como mencionado anteriormente, a expressão analı́tica para Lc no caso pre-

sente é muito complicada para escrever aqui. Iremos, portanto, estudá-la nu-
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mericamente. Nossa estratégia principal será começar com mc obtido no caso

Λ = 0, e então ir alterando gradualmente Λ. Fazemos o gráfico do potencial

V (R, mc(γ), L, γ) como função de R para qualquer γ dado, pelo ajuste fino de L

até encontrarmos o potencial caracterı́stico de uma estrela de vácuo gravitante

ou uma excursão ligada [veja as figuras (5.8), (5.9), (5.10) e (5.11) ]. O valor Lc,

como mostrado na tabela (5.3), é obtido numericamente e um gravastar estável

é encontrado para um par especı́fico (mc, γ).

Pode ser mostrado que ambos os tipos de estrelas de vácuo gravitante po-

dem ser formados para γ ∈ [0, 1). Mas para γ ≥ 1, encontramos que para

quaisquer valores de L e m somente buracos negros podem ser formados. Por

exemplo, veja as figuras (5.19), (5.20), (5.21), (5.22), (5.23) e (5.24). Em parti-

cular, quando γ → 1, encontramos que Lc → ∞. Isto pode ser visto na tabela

(5.3) e nas figuras (5.12), (5.13), (5.14), (5.15), (5.16), (5.17) e (5.18).

Nos casos em que podemos ter os dois tipos de estrelas de vácuo gravitante,

é sempre possı́vel encontrarmos configurações onde buracos negros são for-

mados. Isto mostra claramente que mesmo que estrelas de vácuo gravitante

existam, elas não excluem a existência de buracos negros.

5.2 Conclusões

Neste capı́tulo, foi generalizado o estudo feito no capı́tulo anterior no problema

de estrelas de vácuo gravitante estáveis através da construção de modelos de

três camadas de Visser-Wiltshire [70], que consiste de um espaço interno de de

Sitter, uma casca dinâmica infinitesimal de um fluido perfeito com equação de

estado p = (1−γ)σ, e um espaço-tempo externo de Schwarzschild. Foi mostrado

explicitamente que o final do colapso de um protótipo de estrela de vácuo gra-

vitante pode ser um buraco negro, uma excursão limitada estável, uma estrela

de vácuo gravitante estável, um espaço-tempo de Minkowski, ou um espaço-

tempo de de Sitter, dependendo da massa total do sistema m, da constante
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cosmológica Λ, e da posição inicial R0 da casca fina dinâmica. Todas essas

possibilidades possuem medições diferentes de zero no espaço de parâmetros

m, Λ( 6= 0), γ(< 1) e R0, embora a região das estrelas de vácuo gravitante sejam

muito pequenas em comparação aos dos buracos negros. Quando γ ≥ 1 mesmo

com Λ 6= 0, somente buracos negros são encontrados. Logo, pode-se concluir

que embora a existência de estrelas de vácuo gravitante não possa ser comple-

tamente excluı́da destes modelos dinâmicos, elas não excluem a existência de

buracos negros.
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Figura 5.8: O potencial V(R) para γ = 0 com alguns valores de L próximos do
ponto crı́tico L = Lc. As curvas, a partir da linha superior para a linha inferior,
representam L1 a L4, respectivamente.
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Figura 5.9: O potencial V(R) para γ = 0 com alguns valores de m próximos do
ponto crı́tico m = mc. As curvas, a partir da linha superior para a linha inferior,
representam m1 a m4, respectivamente.
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Figura 5.10: O potencial V(R) para γ = 0.4 com alguns valores de L próximos do
ponto crı́tico L = Lc. As curvas, a partir da linha superior para a linha inferior,
representam L1 a L4, respectivamente.
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Figura 5.11: O potencial V(R) para γ = 0.4 com alguns valores de m próximos do
ponto crı́tico m = mc. As curvas, a partir da linha superior para a linha inferior,
representam m1 a m4, respectivamente.
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Figura 5.12: O potencial V(R) para γ = 0.7
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Figura 5.13: O potencial V(R) para γ = 0.8.
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Figura 5.14: O potencial V(R) para γ = 0.9.
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Figura 5.15: O potencial V(R) para γ = 0.95.
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Figura 5.16: O potencial V(R) para γ = 0.95 próximo do seu ponto mı́nimo.
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Figura 5.17: O potencial V(R) para γ = 0.9999
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Figura 5.18: O potencial V(R) para γ = 0.9999 próximo do seu ponto mı́nimo.
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Figura 5.19: O potencial V(R) para γ = 1.7. As curvas, da linha superior para
inferior, representam m1 a m4, respectivamente.
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Figura 5.20: O potencial V(R) para γ = 1.7. As curvas, da linha inferior para
a linha superior representam L4 a L1, respectivamente, onde as curvas L1 e L2

coincidem. Qualquer curva de potencial onde L > Lc irá coincidir com a curva
de potencial onde L = Lc
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Figura 5.21: O potencial V(R) para γ = 3.0. As curvas, da linha superior para
inferior, representam m1 a m4, respectivamente.
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Figura 5.22: O potencial V(R) para γ = 3.0. As curvas, da linha inferior para
a linha superior representam L4 a L1, respectivamente, onde as curvas L1 e L2

coincidem. Qualquer curva de potencial onde L > Lc irá coincidir com a curva
de potencial onde L = Lc.
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Figura 5.23: O potencial V(R) para γ = 5.0. As curvas, da linha superior para
inferior, representam m1 a m4, respectivamente.
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Figura 5.24: O potencial V(R) para γ = 5.0. As curvas, da linha inferior para
a linha superior representam L4 a L1, respectivamente, onde as curvas L1 e L2

coincidem. Qualquer curva de potencial onde L > Lc irá coincidir com a curva
de potencial ondeL = Lc.
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Capı́tulo 6

Estrelas de vácuo gravitante
estáveis de energia escura
anisotrópica

Neste capı́tulo, generalizaremos os trabalhos dos dois capı́tulos anteriores [108,

109] para o caso onde a equação de estado da casca infinitesimal é dada por

p = (1−γ)σ com γ sendo uma constante, o interior consiste de um fluido de ener-

gia fantasma [79], enquanto o exterior continua sendo o espaço descrito pela

métrica de Schwarzschild. Iremos primeiramente construir modelos dinâmicos

de três camadas, e então mostraremos que ambos os tipos de gravastars e bu-

racos negros existem para várias situações [110]. Este capı́tulo é organizado

como segue: Primeiramente apresentaremos as métricas dos espaços-tempos

interior e exterior, e escreveremos o movimento da casca fina na forma da

equação 1
2
ȧ2 + V (a) = 0. Posteriormente mostraremos as definições de energia

escura e de energia fantasma para o fluido interior e para a casca. Em seguida

discutiremos a formação de buracos negros a partir da energia padrão e da

energia fantasma para analisarmos a formação do gravastar ou da estrela nor-

mal a partir de energia padrão ou fantasma. Posteriormente estudaremos casos

especiais onde não podemos ter modelos ”excursão limitada” para finalmente

apresentaremos as conclusões obtidas com este trabalho.
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6.1 Protótipo dinâmico do modelo de gravastar de
energia escura

O fluido interior é feito de uma energia escura anisotrópica com uma métrica

dada pelo modelo de Lobo visto no capı́tulo 3 [79]

ds2
− = −f1dt2 + f2dr2 + r2dΩ2, (6.1)

onde dΩ2 ≡ dθ2 + sin2(θ)dφ2, e

f1 = (1 + br2)
1−ω

2 (1 + 2br2)ω,

f2 =
1 + 2br2

1 + br2
, (6.2)

onde ω é uma constante, e seu significado fı́sico pode ser visto da equação

(6.3). Como a massa é dada por m̄(r) = br3/[2(1 + 2br2)] então temos que b > 0. A

densidade de energia correspondente ρ, as pressões radial e tangencial pr e pt

são dadas, respectivamente, por

pr = ωρ =

(
ωb

8π

)(
3 + 2br2

(1 + 2br2)2

)
,

pt = −
(

b

8π

)(
ω(3 + 2br2)

(1 + 2br2)2

)
+

b2r2

32π [(1 + 2br2)3(1 + br2)]
×

{
(1 + ω)(3 + 2br2)

[
(1 + 3ω) + 2br2(1 + ω)

]

−8ω(5 + 2br2)(1 + br2)
}

. (6.3)

O espaço-tempo exterior é dado pela métrica de Schwarzschild

ds2
+ = −fdv2 + f−1dr2 + r2dΩ2, (6.4)

onde f = 1− 2m/r. A métrica da hipersuperfı́cie na camada é dada por

ds2
Σ = −dτ 2 + R2(τ)dΩ2. (6.5)

Como ds2
− = ds2

+ = ds2
Σ, encontramos que rΣ = rΣ = R, e

f1ṫ
2 − f2Ṙ

2 = 1, (6.6)

fv̇2 − Ṙ2

f
= 1, (6.7)
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onde o ponto denota a diferenciação ordinária com relação ao tempo próprio.

Por outro lado, os vetores normais interior e exterior à camada fina são dados

por

n−α = (−Ṙ, ṫ, 0, 0),

n+
α = (−Ṙ, v̇, 0, 0). (6.8)

Logo, a curvatura extrı́nseca interior e exterior são dadas por

K−
ττ =

1

2
(1 + bR2)−ω/2ṫ

{[
4(1 + bR2)ω/2bR2Ṙ2 + 2(1 + bR2)ω/2Ṙ2−

(1 + 2bR2)ω
√

1 + bR2bR2ṫ2 − (1 + 2bR2)ω
√

1 + bR2ṫ2
]
(2bR2ω + 2bR2 + 3ω + 1)−

2(1 + bR2)ω/2(1 + 2bR2)Ṙ2
}

(1 + 2bR2)−2(1 + bR2)−1bR + Ṙẗ− R̈ṫ, (6.9)

K−
θθ =

ṫ(1 + bR2)R

1 + 2bR2
, (6.10)

K−
φφ = K−

θθ sin2(θ), (6.11)

K+
ττ = v̇(4m2v̇2 − 4mRv̇2 − 3R2Ṙ2 + R2v̇2)(2m−R)−1mR−3 + Ṙv̈ − R̈v̇, (6.12)

K+
θθ = −v̇(2m−R), (6.13)

K+
φφ = K+

θθ sin2(θ). (6.14)

Novamente consideramos

[Kθθ] = K+
θθ −K−

θθ = −M, (6.15)

onde M é a massa da camada, e encontramos que

M = v̇(2m−R) +
ṫ(1 + bR2)R

1 + 2bR2
. (6.16)

Então, utilizando as equações (6.6) e (6.7) em (6.16) obtemos

M = −R

(
1− 2m

R
+ Ṙ2

)1/2

+ R

[
1 + bR2 + Ṙ2(1 + 2bR2)

]1/2

(1 + bR2)−(ω+1)/4(1 + 2bR2)(ω+2)/2
. (6.17)

Para mantermos as idéias de Mazur e Mottola o mais fiel possı́vel, consideramos

a camada fina como consistindo de um fluido com uma equação de estado,
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p = (1 − γ)σ, onde σ e p denotam, respectivamente, a energia da superfı́cie e

pressão da camada e γ é uma constante. Logo, a equação do movimento da

camada é dada por [131]

Ṁ + 8πRṘp = 4πR2[Tαβuαnβ] = πR2
(
T+

αβuα
+nβ

+ − T−
αβuα

−nβ
−
)

, (6.18)

onde uα é a quadrivelocidade. Como o fluido interior é anisotrópico e o exterior

é vácuo, obtemos

Ṁ + 8πRṘ(1− γ)σ = 0. (6.19)

Lembrando que σ = M/(4πR2), encontramos que a equação (6.19) possui a

solução

M = kR2(γ−1), (6.20)

onde k é uma constante de integração. Substituindo a equação (6.20) na

equação (6.17), e reescalando m, b e R como

m → mk−
1

2γ−3 ,

b → bk
2

2γ−3 ,

R → Rk−
1

2γ−3 , (6.21)

encontramos que a mesma pode ser escrita na forma da equação (1.10) com a

substituı́do por R, e, então,

V (R,m, ω, b, γ) = − 1

2R2b2

[
b
(ω+1)
2 − b

(ω+1)/2
1

]2

{
b
(ω+2)
2 R4(γ−1)b

(ω+1)/2
1 (6.22)

−2b
(3ω+4)/2
2 R2(γ−1)b

(ω+1)/4
1

[
b
(−ω)
2 b

(ω+1)/2
1 R2 − b

−(ω+1)
2 b

(ω+3)/2
1 R2

−2b
(−ω)
2 b

(ω+1)/2
1 mR + b1R

2 + b2R
2 + 2b2mR + b2R

4(γ−1)
]1/2

+b
(ω+2)
2 R2b

(ω+1)/2
1 − b

(2ω+3)
2 R2 − 2b

(ω+2)
2 mRb

(ω+1)/2
1

+2b
(2ω+3)
2 mR + b

(2ω+3)
2 R4(γ−1) − b

(ω+2)
1 R2 + b

(ω+1)
2 b

(ω+3)/2
1 R2

}
.(6.23)

onde

b1 ≡ 1 + bR2, b2 ≡ 1 + 2bR2. (6.24)
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Claramente, para quaisquer constantes dadas m, ω, b e γ, a equação (6.23)

determina unicamente o potencial de um protótipo de uma estrela de energia

escura, generalizando a idéia da estrela de vácuo gravitante. Dependendo do

valor inicial R0, também aqui o colapso pode formar um buraco negro, uma

estrela de vácuo gravitante, um espaço-tempo de Minkowski ou um espaço-

tempo preenchido por um fluido fantasma. No último caso, a camada fina

primeiramente colapsa para um raio mı́nimo diferente de zero para posterior-

mente expandir para infinito. Para garantir que inicialmente o espaço-tempo

não possui qualquer tipo de horizonte (cosmológico ou de eventos), devemos

restringir R0 à faixa,

R0 > 2m, (6.25)

onde R0 é o raio inicial do colapso. Quando m = 0 = b, a camada fina desa-

parece, e todo o espaço-tempo é de Minkowski. Então, não iremos considerar

este caso.

Como o potencial dado pela equação (6.23) é bastante complexo para ser

estudado analiticamente, estudaremos o mesmo numericamente.

6.2 Classificações de Matéria, Energia Escura, e
Energia Fantasma para fluidos anisotrópicos

Recentemente, a classificação de matéria, energia escura e energia fantasma

para um fluido anisotrópico foi explicitada e discutida em termos das condições

de energia [132]. Tal classificação é necessária para sistemas onde a aniso-

tropia é importante, e os componentes de pressão podem ter contribuições

bem distintas no que se refere à atratividade do fluido considerado. Neste

capı́tulo, esta classificação é utilizada para o estudo do colapso gravitacional

de protótipos dinâmicos de gravastars, ou melhor, estrelas de energia escura,

construı́dos na seção anterior. Em particular, definimos energia escura como

um fluido que viola a condição de energia forte (SEC). Da equação de Ray-
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Tabela 6.1: Esta tabela resume a classificação do campo de matéria no interior,
baseada nas condições de energia [133], onde assumimos que ρ ≥ 0.

Matéria Condição 1 Condição 2 Condição 3
Matéria Normal ρ + pr + 2pt ≥ 0 ρ + pr ≥ 0 ρ + pt ≥ 0
Energia Escura ρ + pr + 2pt < 0 ρ + pr ≥ 0 ρ + pt ≥ 0

Energia Fantasma Repulsiva ρ + pr + 2pt < 0 ρ + pr < 0 ρ + pt ≥ 0
Energia Fantasma Repulsiva ρ + pr + 2pt < 0 ρ + pr ≥ 0 ρ + pt < 0
Energia Fantasma Repulsiva ρ + pr + 2pt < 0 ρ + pr < 0 ρ + pt < 0
Energia Fantasma Atrativa ρ + pr + 2pt ≥ 0 ρ + pr < 0 ρ + pt ≥ 0
Energia Fantasma Atrativa ρ + pr + 2pt ≥ 0 ρ + pr ≥ 0 ρ + pt < 0
Energia Fantasma Atrativa ρ + pr + 2pt ≥ 0 ρ + pr < 0 ρ + pt < 0

Tabela 6.2: Esta tabela resume a classificação da matéria na camada fina,
baseada nas condições de energia [133]. A última coluna indica os valores
particulares para o parâmetro γ, onde assumimos que ρ ≥ 0.

Matéria Condição 1 Condição 2 γ
Matéria Normal σ + 2p ≥ 0 σ + p ≥ 0 -1 or 0
Energia Escura σ + 2p < 0 σ + p ≥ 0 7/4

Energia Fantasma Repulsiva σ + 2p < 0 σ + p < 0 3
Energia Fantasma Atrativa σ + 2p ≥ 0 σ + p < 0 Não é possı́vel

chaudhuri, podemos ver que a energia escura definida desta forma sempre

exerce efeito divergente em geodésicas nulas ou do tipo-tempo. Por outro lado,

definimos energia fantasma como um fluido que viola, pelo menos, uma das

condições de energia nulas (NEC’s). Iremos também distinguir a energia fan-

tasma que satisfaz a SEC da energia fantasma que não satisfaz a SEC. À ener-

gia fantasma que satisfaz a SEC chamaremos de energia fantasma atrativa,

enquanto que à energia fantasma que não a satisfaz chamaremos de energia

fantasma repulsiva. Esta classificação é resumida na tabela (6.1).

Tendo em vista a completeza, na tabela (6.2) aplicamos esta classificação

no campo de matéria localizada na camada fina enquanto que na tabela (6.3)

combinamos todos os resultados das tabelas (6.1) e (6.2) e apresentamos todas

as possibilidades.

Considerando as equações (6.1) e (6.3) para descrever estrelas de energia
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attractive phantom energy

ρ+pt > 0

ρ+ rp +2pt > 0

ρ+ rp < 0

ρ+ r > 0p ρ+ r > 0p

ρ+ r > 0p

ρ+pt > 0

ρ+ rp +2pt > 0
standard
energy

−1 −1/3 0 ω

Figura 6.1: Nesta figura mostramos os intervalos de ω para os quais as
condições fraca e forte de energia são independentes da coordenada R e do
parâmetro b. A condição ρ + pr > 0 é violada para ω < −1 e satisfeita para
ω > −1, quaisquer que sejam os valores de R e b. As condições ρ + pt > 0 e
ρ + pr + 2pt > 0 são satisfeitas para ω < −1 e −1/3 < ω < 0, para quaisquer
valores de R e b. Para outros intervalos de ω a análise das condições de energia
dependem de uma relação complexa entre R e b.

escura devemos analisar cuidadosamente os intervalos do parâmetro ω que de

fato fornecem os fluidos esperados. Pode ser mostrado que a condição ρ+pr > 0

é violada para ω < −1 e satisfeita para ω > −1, para quaisquer valores de R e b.

As condições ρ+pt > 0 e ρ+pr +2pt > 0 são satisfeitas para ω < −1 e −1/3 < ω < 0,

para quaisquer valores de R e b. Para outros intervalos de ω as condições de

energia dependem de relações bem complexas envolvendo R e b. Veja a figura

(6.1). Isto nos fornece um exemplo explı́cito no qual a definição de energia es-

cura deve ser tratada com muita cautela. Um outro caso foi mencionado na

referência [132]. Note que no artigo [79], onde a solução foi utilizada pela pri-

meira vez para modelar estrela de energia escura, o autor apresentou um caso

particular com ω = −0.5. Todavia, é simples ver graficamente que, para este

valor de ω as condições fraca e forte de energia são satisfeitas para qualquer

valor positivo do parâmetro b e da coordenada R. Assim, a solução correspon-

dente não representa uma estrela de energia escura como afirmado pelo autor.

Tomando vários valores de ω no intervalo −1 < ω < −1/3 e ω > 0, não fomos

capazes de encontrar qualquer caso em que exista interior com energia escura.

Para satisfazer a condição de energia forte, σ + 2p ≥ 0, para a camada e

assumindo que p = (1 − γ)σ devemos ter que γ ≤ 3/2. Por outro lado, para
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satisfazer a condição de energia nula, σ + p ≥ 0, obtemos γ ≤ 2. Na discussão a

seguir, iremos utilizar somente alguns valores particulares do parâmetro γ que

são analisados neste capı́tulo. Veja a tabela (6.2).

Na próxima seção iremos discutir três possibilidades fı́sicas para o tipo de

sistema que pode ser formado a partir do estudo do potencial V (R,m, ω, b, γ): (a)

Um buraco negro ou dispersão da matéria, (b) Gravastar ou estrela normal e

(c) Buraco negro ou gravastar fantasma.

6.3 Buraco negro ou dispersão da matéria

Se m > mc o potencial V (R) é estritamente negativo como mostram as figuras

(6.4), (6.5), (6.8), (6.9), (6.12), (6.13), (6.16), (6.17), (6.20), (6.21), (6.24), (6.25),

(6.28), (6.29), (6.32), (6.33), (6.36), (6.37), (6.38) e (6.39). Então, o colapso

sempre forma buracos negros. Para m = mc, há duas diferentes possibilidades,

dependendo da escolha do raio inicial R0. Em particular, se a estrela começa

a colapsar com R0 > Rc, ela irá se aproximar do raio mı́nimo Rc. Uma vez

que ela atinge este ponto, a camada irá parar de colapsar. Todavia, este ponto

é instável e quaisquer pequenas perturbações levarão a estrela a se expan-

dir para sempre e deixar para trás um espaço plano, ou colapsar até R = 0,

quando um buraco negro de Schwarzschild é finalmente formado. Por outro

lado, se a estrela começa a colapsar com 2mc < R0 < Rc como mostrado nestas

figuras, a estrela colapsará até um buraco negro ser formado. Para m < mc,

os potenciais V (R) para cada caso possui um máximo positivo, e a equação

V (R, m < mc) = 0 possui duas raı́zes positivas R1,2 com R2 > R1 > 0. Há também

duas possibilidades aqui, dependendo da escolha do raio inicial R0. Se R0 > R2,

a estrela irá primeiro contrair ao seu raio mı́nimo R = R2 e então expandirá

para o infinito quando um espaço-tempo de Minkowski é finalmente formado.

Se 2m < R0 < R1, a estrela irá colapsar continuamente até R = 0, e um buraco

negro finalmente será formado.

110



6.4 Estrela de vácuo gravitante ou estrela normal

Neste caso o potencial toma a forma dada pelas figuras (6.2), (6.3), (6.6), (6.7),

(6.10), (6.11), (6.14), (6.15), (6.18), (6.19), (6.22), (6.23), (6.26), (6.27), (6.30),

(6.31), (6.34) e (6.35), a partir das quais pode ser visto que V (R) = 0 agora

podendo ter uma, duas ou três raı́zes reais, dependendo da massa da camada.

Para m > mc temos, digamos, Ri, onde Ri+1 > Ri. Se escolhemos R0 > R3 (para

m = mc temos R2 = R3), então a estrela não será permitida nesta região devido

ao potencial ser maior que zero. Todavia, se escolhermos R1 < R0 < R2, o co-

lapso irá oscilar entre R = R1 e R = R2. Tal possibilidade é mostrada nestas

figuras. Este é exatamente o modelo chamado de ”excursão limitada” menci-

onado no artigo de Matt Visser e Wiltshire [70], e estudado em detalhes nos

dois capı́tulos anteriores [108, 109]. Obviamente, em uma situação realı́stica,

a estrela emitirá tanto ondas gravitacionais como partı́culas de modo que o

potencial será auto-ajustado para produzir um mı́nimo em R = Rstatic, onde

V (R = Rstatic) = 0 = V ′ (R = Rstatic), quando uma estrela de vácuo gravitante ou

uma estrela normal é finalmente formada [70, 108, 109], embora em [108, 109]

o potencial tenda a −∞ quando R tende a ∞. Aqui existe uma grande diferença,

já que o potencial agora tende a +∞ quando R tende a ∞. Assim, nos casos

estudados aqui não temos situações em que a estrela expande deixando para

trás um espaço-tempo plano, como em [108, 109].

6.5 Buraco negro ou estrela de vácuo gravitante
fantasma

Neste caso o potencial toma a forma dada pelas figuras (6.40), (6.41), (6.42)

e (6.43). Repare que temos a mesma forma do potencial nas figuras (6.40)

e (6.42), onde há apenas a possibilidade de formação de buracos negros ou

dispersão. Já nos casos mostrados nas figuras (6.41) e (6.43) vemos que o
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potencial da curva inferior contém duas raı́zes reais R1 e R2. Se escolhermos

R0 > R2, então novamente a existência da estrela não será permitida nesta

região, pois o potencial é maior do que zero. Todavia, se escolhemos R1 < R0 <

R2, o colapso irá oscilar entre R = R1 e R = R2 e temos a formação de gravastar.

Se R0 < R1 o sistema irá colapsar até R = 0, quando um buraco negro de

Schwarzschild finalmente é formado.

6.6 Conclusões

Neste capı́tulo, estudamos o problema da estabilidade de estrelas de ener-

gia escura contruı́das semelhantemente às estrelas vácuo gravitante, através

da construção de modelos de três camadas dinâmicas, como os de Visser e

Wiltshire [70], que consiste em um fluido fantasma interno, uma camada fina

dinâmica de fluido perfeito com equação de estado p = (1− γ)σ, e um espaço de

Schwarzschild externo.

Deve ser notado que, embora fluidos fantasmas tenham sido bastante utili-

zados para explicar a aceleração cósmica do universo, modelos microscópicos

destes, tanto para fluidos perfeitos como para fluidos anisotrópicos, ainda não

foram construı́dos, se é que poderão ser algum dia.

Foi mostrado explicitamente que o final do colapso pode ser um buraco

negro, uma ”excursão ligada” estável de estrela de vácuo gravitante (gravastar),

um espaço-tempo de Minkowski, ou um espaço-tempo fantasma, dependendo

da massa total m do sistema, do parâmetro ω, da constante b, do parâmetro

γ e da posição inicial R0 da camada dinâmica. Todas essas possibilidades

possuem contagens diferentes de zero no espaço de parâmetros m, b, ω, γ e

R0, embora a região das estrelas de vácuo gravitante seja bastante pequena em

comparação com a região de buracos negros. Todos os resultados podem ser

resumidos na tabela (6.3). Um resultado interessante que pode ser deduzido

da tabela (6.3) é que podemos ter formação de buracos negros mesmo com um
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interior de energia fantasma para qualquer valor de γ. Os resultados obtidos

neste capı́tulo confirmam mais uma vez as previsões obtidas nos dois capı́tulos

anteriores: mesmo que a existência de estrelas de vácuo gravitante não possam

ser completamente excluı́das destes modelos dinâmicos, os resultados obtidos

aqui indicam que, mesmo que estas estrelas realmente existam, elas não excluem

a existência de buracos negros.
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Tabela 6.3: Esta tabela resume todos os tipos possı́veis de energia do fluido
interior e da camada. As estruturas estáveis são representadas pelos números
das figuras em negrito.
Caso Energia Interior Energia da Camada Figuras Estruturas

A Padrão Padrão 6.2,6.3, Estrela Normal
6.6,6.7,

6.10, 6.11,
6.14,6.15,
6.18,6.19

B Padrão Escura 6.4,6.8, Buraco Negro ou
6.12,6.16, Dispersão

6.20
C Padrão Fantasma 6.5,6.9, Buraco Negro ou

Repulsiva 6.13,6.17, Dispersão
6.21

D Escura Padrão —– Interior não
encontrado

E Escura Escura —– Interior não
encontrado

F Escura Fantasma —– Interior não
Repulsiva encontrado

G Fantasma Escura 6.22,6.23, Gravastar
Repulsiva 6.26,6.27,

6.30,6.31,
6.35,6.34,

H Fantasma Escura 6.24,6.28, Buraco Negro ou
Repulsiva 6.32,6.36 Dispersão

I Fantasma Fantasma 6.25,6.29, Buraco Negro ou
Repulsiva Repulsiva 6.33,6.37 Dispersão

J Fantasma Padrão 6.41, 6.43, Gravastar ou
Atrativa 6.40, 6.42 Buraco Negro

K Fantasma Escura 6.38 Buraco Negro ou
Atrativa Dispersão

L Fantasma Fantasma 6.39 Buraco Negro ou
Atrativa Repulsiva Dispersão
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Figura 6.2: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ + pr + 2pt,
EC2≡ ρ+pr e EC3≡ ρ+pt, para γ = −1, ω = 0.1, b = 0.000001 and mc = 0.000866559.
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Figura 6.3: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ + pr + 2pt,
EC2≡ ρ+pr e EC3≡ ρ+pt, para γ = 0, ω = 0.1, b = 0.000001 e mc = 0.0087291. Caso
A
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Figura 6.4: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ + pr + 2pt,
EC2≡ ρ+pr e EC3≡ ρ+pt, para γ = 7/4, ω = 0.1, b = 0.000001 e mc = 0.84374. Caso
B
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Figura 6.5: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ + pr + 2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = 3, ω = 0.1, b = 0.000001 e mc = 0.51205. Caso
C

116



R
1 2 3 4 5 6 7 8 9

V
(R

)

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

=0.0011m
c=m2m

=0.0023m

=0.0012876042
c

=−1.0, w=0.1 , b=0.000002 , mγ

(a)

R
0 2 4 6 8 10

E
ne

rg
y 

C
on

di
tio

ns

0.21

0.27
−610×

EC1

EC2
 EC1≈EC3 

w=0.1, b=0.000002

(b)

Figura 6.6: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ + pr + 2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = −1, ω = 0.1, b = 0.000002 e mc = 0.0012876042.
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Figura 6.7: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ + pr + 2pt,
EC2≡ ρ+pr e EC3≡ ρ+pt, para γ = 0, ω = 0.1, b = 0.000002 e mc = 0.0115153. Caso
A
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Figura 6.8: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ + pr + 2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = 7/4, ω = 0.1, b = 0.000002 e mc = 0.843415.
Caso B
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Figura 6.9: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ + pr + 2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = 3, ω = 0.1, b = 0.000002 e mc = 0.51211. Caso
C
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Figura 6.10: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ+ pr +2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = −1, ω = 0.1, b = 0.0001 e mc = 0.0120041542.
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Figura 6.11: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ+ pr +2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = 0, ω = 0.1, b = 0.0001 e mc = 0.0546980. Caso
A
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Figura 6.12: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ+ pr +2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = 7/4, ω = 0.1, b = 0.0001 e mc = 0.84269. Caso
B
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Figura 6.13: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ+ pr +2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = 3, ω = 0.1, b = 0.0001 e mc = 0.51206. Caso C
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Figura 6.14: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ+ pr +2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = −1, ω = 0.1, b = 0.05 e mc = 0.3271379593.
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Figura 6.15: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ+ pr +2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = 0, ω = 0.1, b = 0.05 e mc = 0.4923412. Caso A
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Figura 6.16: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ+ pr +2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = 7/4, ω = 0.1, b = 0.05 e mc = 0.67527. Caso B
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Figura 6.17: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ+ pr +2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = 3, ω = 0.1, b = 0.05 e mc = 0.50247. Caso C
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Figura 6.18: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ+ pr +2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = −1, ω = 0.2, b = 0.05 e mc = 0.3357901746.
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Figura 6.19: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ+ pr +2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = 0, ω = 0.2, b = 0.05 e mc = 0.499554. Caso A
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Figura 6.20: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ+ pr +2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = 7/4, ω = 0.2, b = 0.05 e mc = 0.66938. Caso B
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Figura 6.21: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ+ pr +2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = 3, ω = 0.2, b = 0.05 e mc = 0.50195. Caso C
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Figura 6.22: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ+ pr +2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = −1, ω = 1.5, b = 0.01 e mc = 0.2097639045.
Caso G
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Figura 6.23: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ+ pr +2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = 0, ω = 1.5, b = 0.01 e mc = 0.3775. Caso G
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Figura 6.24: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ+ pr +2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = 7/4, ω = 1.5, b = 0.01 e mc = 0.75153. Caso H
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Figura 6.25: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ+ pr +2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = 3, ω = 1.5, b = 0.01 e mc = 0.50833. Caso I
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Figura 6.26: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ+ pr +2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = −1, ω = 3, b = 0.01 e mc = 0.2552945103. Caso
G
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Figura 6.27: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ+ pr +2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = 0, ω = 3, b = 0.01 e mc = 0.426756. Caso G
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Figura 6.28: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ+ pr +2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = 7/4, ω = 3, b = 0.01 e mc = 0.72185. Caso H
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Figura 6.29: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ+ pr +2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = 3, ω = 3, b = 0.01 e mc = 0.50661. Caso I
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Figura 6.30: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ+ pr +2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = −1, ω = 5, b = 0.01 e mc = 0.3033168157. Caso
G
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Figura 6.31: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ+ pr +2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = 0, ω = 5, b = 0.01 e mc = 0.472267. Caso G
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Figura 6.32: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ+ pr +2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = 7/4, ω = 5, b = 0.01 e mc = 0.68998. Caso H
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Figura 6.33: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ+ pr +2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = 3, ω = 5, b = 0.01 e mc = 0.50436. Caso I
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Figura 6.34: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ+ pr +2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = −1, ω = 10, b = 0.000001 e mc = 0.0025477672.
Caso G
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Figura 6.35: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ+ pr +2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = 0, ω = 10, b = 0.000001 e mc = 0.018559. Caso
G
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Figura 6.36: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ+ pr +2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = 7/4, ω = 10, b = 0.000001 e mc = 0.84370. Caso
H
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Figura 6.37: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ+ pr +2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = 3, ω = 10, b = 0.000001 e mc = 0.51208. Caso I
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Figura 6.38: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ+ pr +2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = 3, ω = −1.5, b = 0.01 e mc = 0.51211. Caso K
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Figura 6.39: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ+ pr +2pt,
EC2≡ ρ+ pr e EC3≡ ρ+ pt, para γ = 7/4, ω = −1.5, b = 0.01 e mc = 0.83759. Caso L
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Figura 6.40: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ+ pr +2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = −1, ω = −1.5, b = 0.01 e mc = 0.50574. Caso J
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Figura 6.41: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ+ pr +2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = −1, ω = −1.5, b = 0.01 e mc = 0.163176025.
Caso J
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Figura 6.42: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ+ pr +2pt,
EC2≡ ρ + pr e EC3≡ ρ + pt, para γ = 0, ω = −1.5, b = 0.01 e mc = 0.51735. Caso J
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Figura 6.43: (a)O potencial V (R) e (b) as condições de energia EC1≡ ρ+ pr +2pt,
EC2≡ ρ+ pr e EC3≡ ρ+ pt, para γ = 0, ω = −1.5, b = 0.01 e mc = 0.150217075. Caso
J
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Capı́tulo 7

Conclusão

7.1 Considerações finais

No presente trabalho estudamos o colapso gravitacional de um protótipo de

gravastar utilizando um modelo de três camadas, no qual uma casca infini-

tamente fina de fluido rı́gido separa o espaço-tempo interno de de Sitter do

espaço-tempo externo de Schwarzschild [108]. Encontramos que em alguns

casos, o colapso formará buracos negros e em outros formará modelos “boun-

ded excursion”, entre outras possibilidades. No espaço de fase, a região para

a formação de gravastares é muito pequena em comparação a região para a

formação de buracos negros, mas não vazia. Logo, embora a existência de

gravastares não possa ser excluı́da do ponto de vista do colapso gravitacio-

nal, nossos resultados indicam que, mesmo que gravastares existam, eles não

excluem a existência de buracos negros.

Generalizando os resultados descritos acima para o caso onde a equação de

estado da casca infinitamente fina é dada por p = (1 − γ)σ com γ sendo uma

constante, nós [109] estudamos sistematicamente o colapso gravitacional de

protótipo de gravastares. Note que quando γ = 0, obtemos o primeiro caso.

Após construirmos modelos dinâmicos de três camadas, mostramos explici-

tamente que, quando γ < 1 e Λ 6= 0, ambos os tipos de gravastares estáveis,

segundo classificação de Visser e Wiltshire, e buracos negros existem. Todavia,
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quando γ ≥ 1, somente encontramos buracos negros. Novamente verificamos

que a região de gravastares e a região de buracos negros no espaço de fase não

são vazias, embora a região de gravastares seja muito menor do que a região

de buracos negros.

Por último, investigamos configurações diferentes para o fluido interior (desde

a matéria normal até energia escura fantasma), para a equação de estado do

fluido da camada fina do tipo de p = (1− γ)σ. Para isso consideramos o interior

dado pela métrica de Francisco Lobo e o exterior de Schwarzschild [110]. Já

iniciamos estudos para espaços-tempos exteriores de Schwarzschild com cons-

tante cosmológica e de Vaidya. A consideração da região externa como sendo

descrita pela solução de Vaidya é muito importante pois esta pode representar

um fluxo de radiação emergente [134].

Em um colapso real sempre se espera que o corpo que está colapsando emita

ondas gravitacionais e matéria. Logo, para modelar a radiação de matéria a

partir do colapso gravitacional, o primeiro passo seria substituir a solução de

Schwarzschild pela solução de Vaidya no espaço-tempo exterior do protótipo de

gravastar colapsante. Ao fazermos isso, seremos capazes de estudar sistemati-

camente e compreeder os efeitos da equação de estado da camada fina, assim

como os efeitos da radiação de matéria durante o colapso.

7.2 Perspectivas e trabalhos futuros

A continuação do trabalho iniciado e apresentado nesta tese tem como objeti-

vos (a) estudos numéricos de gravastares estáveis e buracos negros, (b) métodos

numéricos altamente efetivos e eficazes na análise de modelos teóricos inspira-

dos em teoria das supercordas/teoria-M e na análise de dados observacionais

da descoberta recente da aceleração cósmica do Universo.

No trabalho que resultou nesta tese foi desenvolvido um código numérico em

C++ bastante poderoso para estudo da formação e da estabilidade de protótipos
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de gravastares e buracos negros. Continuaremos a investigar estes problemas,

incluindo o estudo da formação de estrelas em teorias alternativas a Relativi-

dade Geral de Einstein como, por exemplo, as teorias f(R), mas iremos nos

concentrar primeiramente em diferentes protótipos de gravastares para o es-

tudo do colapso gravitacional. Tanto computação algébrica como computação

numérica estarão sendo exaustivamente utilizados para este fim.

Na primeira parte investigaremos sistematicamente vários protótipos de gra-

vastares cujo estudo dinâmico pode ser feito. Como exemplo podemos citar

configurações em que temos três regiões distintas de espaço-tempo: uma região

interna com a solução de de Siter, uma camada fina constituı́da de fluido per-

feito e o exterior sendo a solução de Vaidya. Uma outra configuração possı́vel é

a seguinte: um fluido de energia escura no interior, cujo espaço-tempo é dado

por uma das soluções de estrela de energia escura de Lobo [79], uma camada

fina de fluido perfeito e novamente um espaço-tempo exterior de Vaidya.

Posteriormente iniciaremos um estudo que envolve não apenas o uso e a

implementação, mas também a melhoria de métodos numéricos altamente efi-

cientes e eficazes, existentes ou não, tanto para análise de dados observacio-

nais como para simulações cosmológicas. Entre os métodos a serem abordados

por este projeto estão os métodos de Monte Carlo via cadeias de Markov e a ro-

tina Gadget-2, que é utilizada, por exemplo, para simulações em cosmologia.

Um dos nossos objetivos principais será a análise de diferentes modelos de

energia escura quando comparados aos dados observacionais.

Utilizando estes programas numéricos, podemos também estudar as relações

entre as taxas de crescimento da expansão e estrutura do Universo, assim

como as perturbações lineares e não lineares de campos de matéria. Estes

estudos têm por objetivo estender e validar os modelos de energia escura ao

compará-los com os dados observacionais, inclusive fazendo novas previsões,

além de auxiliar na quebra da degenerescência de parâmetros.
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Estes problemas aqui propostos, aparentemente independentes entre si,

estão profundamente relacionados, já que a atenção dada aos gravastares re-

centemente se deve muito à conexão entre a constante cosmológica e o uni-

verso em expansão acelerada. A seguir, será feita uma breve descrição de cada

um destes problemas para posteriormente estabelecermos, de forma clara, as

próximas metas a serem cumpridas.

Aceleração Cósmica do Universo

Uma das descobertas marcantes na última década foi o fato de que nosso Uni-

verso está em uma fase de expansão acelerada, primeiramente observado a par-

tir de medidas de supernova do Tipo Ia [118, 119, 120]. A análise da radiação

cósmica de fundo (CMB - Cosmic Microwave Background Radiation) [121] e da

estrutura em larga escala [135] confirmam isto. Apesar da atual aceleração do

Universo ser algo bem estabelecido por evidências observacionais, a fı́sica por

trás desta aceleração permanece um completo mistério [63]. Como a natureza

precisa e a origem da aceleração cósmica possuem profundas implicações, en-

tendê-las é um dos maiores desafios da cosmologia moderna. Como citado pelo

“Dark Energy Task Force”(DETF) [136]: “A maioria dos especialistas acredita

que nada menos do que uma revolução na nossa compreensão da fı́sica fun-

damental será necessária para alcançar um pleno entendimento da aceleração

cósmica.”

Dentro do contexto da Relatividade Geral, para levarmos em consideração

tal expansão, precisamos introduzir um componente exótico de matéria que

possui uma grande pressão negativa e interage com outros componentes de

matéria fracamente, se há algum. Este componente invisı́vel é usualmente cha-

mado de energia escura (DE-dark energy). Observações astronômicas recentes

indicam que nosso Universo é plano e consiste em aproximadamente 70% de

energia escura, 25% de matéria escura, e 5% de matéria bariônica e radiação.
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Um candidato para a energia escura é a constante cosmológica positiva Λ, que é

bem consistente com todas as observações feitas [63, 118, 119, 120, 121, 135].

Embora a introdução de Λ possa ser a resolução mais simples para a crise,

quando consideramos sua origem fı́sica, estamos penetrando em outros pro-

blemas sérios: (a) Apesar da constante cosmológica ser considerada como uma

simples constante gravitacional adicional, ela entra nas equações de Einstein

exatamente da mesma forma do que uma contribuição de energia de vácuo.

A única assinatura observacional deles são seus efeitos no espaço-tempo, que

são fisicamente indistinguı́veis. Portanto, a constante cosmológica efetiva me-

dida é a soma das duas, Λeff. = Λbare + Λvacuum, onde o valor teórico de Λvacuum

da teoria quântica de campos [137] excede os limites observacionais em torno

de 120 ordens de magnitude. Portanto, um cancelamento em 120 ordens de

magnitude é necessário. Esta discrepância entre o valor teórico e o valor obser-

vacional é notoriamente conhecido como o problema da constante cosmológica

[138]. (b) A correspondente densidade de energia ρΛ,obs é comparável com a da

matéria somente recentemente. Caso contrário, as galáxias nunca haveriam

se formado. Considerando o fato de que a densidade de energia da matéria

depende do tempo, deve-se explicar o porque de somente agora ambos serem

da mesma ordem, o chamado problema da coincidência. (c) Uma vez que Λobs

domina a evolução do Universo, ele dominará para sempre gerando um Uni-

verso que acelera [139]. Outros problemas com um Universo assintótico de de

Sitter no futuro pode ser encontrado em [140].

Como visto a pouco, modelos dramaticamente distintos têm sido propos-

tos, tanto pela adição de um novo compontente da matéria total do Universo,

como quintessência [141], ou pela modificação da Relatividade Geral, como por

exemplo, o modelo de Brana DGP [142], e mais recentemente a gravidade f(R)

não-linear [143], para citarmos apenas alguns deles. Para maiores detalhes

pode-se consultar os artigos de revisão [63]. Todavia, nenhum modelo teórico
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convincente tem sido construı́do. Por exemplo, o modelo Brana DGP esbarra

com o problema de fantasmas [144, 145] e da inconsistência se comparado às

observações [146], enquanto os potenciais utilizados em quintessência usual-

mente não possuem justificativa natural em teoria de campo [147]. De fato,

todos eles são não-renormalizáveis no sentido convencional, e têm que ser in-

terpretados como potenciais efetivos de baixa energia de uma forma ad hoc.

Os modelos f(R) podem ser manuseados para passarem por todos os rigorosos

testes no sistema solar e na Terra, mas eles são degenerados no sentido de

que eles podem ser pensados como Relatividade Geral com um campo escalar

adicional conformalmente acoplado à toda matéria [148]. Adicionalmente, eles

também são afligidos pela falta de naturalidade, fantasmas, instabilidades e

modos superluminais [149].

Na segunda parte nos dedicaremos à implementação e melhoria de métodos

numéricos efetivos e altamente eficientes, tais como o método de Monte Carlo

por cadeia de Markov (MCMC - Monte Carlo Markov Chain) e o programa

GADGET-2, que nos permitirá estudar as relações entre as taxas de expansão

e de crescimento de estruturas, além do estudo de perturbações lineares e

não-lineares dos campos de matéria. Estes estudos irão estender e validar mo-

delos de energia escura a partir de conjuntos de dados observacionais para

futuras previsões, quebra de degenerescência de parâmetros, redução de erros

estatı́sticos, e diagnosticar possı́veis sistemáticas.

Nos anos anteriores, Dr. Wang e seu grupo de pesquisa implementaram dois

códigos numéricos efetivos e altamente eficientes [150, 151, 152, 153, 154],

um deles sendo baseado no programa publicamente disponı́vel MINUIT do

CERN, e o outro sendo baseado no pacote COSMOMC [155] utilizando o método

MCMC. Neste projeto, eu pretendo melhorar o código MCMC, e também imple-

mentar outros métodos numéricos como, por exemplo, adicionando código ao

GADGET-2 [156] para calcular perturbações lineares e não-lineares de densi-
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dade de campos de matéria no universo.

7.2.1 Ajuste numérico de modelos de energia escura aos con-
juntos de dados observacionais

Como mencionado anteriormente, todas as observações feitas são consisten-

tes com a Constante Cosmológica. Devido a este fato marcante, um grande

número de projetos ambiciosos tem tido como foco a distinção de Constante

Cosmológica com relação aos modelos de energia escura dinâmicos [136]. To-

davia, para termos Λ como modelo viável, devemos resolver o problema da

Constante Cosmológica. Como esta está intimamente relacionada a gravidade

quântica, espera-se que sua solução venha também da gravidade quântica. No

presente, a teoria de Supercordas/Teoria M é nossa melhor aposta para uma

consistente teoria quântica da gravidade, então é natural perguntar-nos o que a

teoria de Supercordas/Teoria M tem a nos dizer sobre a constante cosmológica.

Recentemente, Wang e seus colaboradores investigaram este problema [157,

158] dentro da teoria-M heterótica de Horava-Witten (HW) em S1/Z2 [159], e en-

contraram que a constante cosmológica efetiva em cada uma das duas Branas

pode ser facilmente diminuı́da para seu valor observacional corrente utilizando

o mecanismo de larga dimensão extra. Uma caracterı́stica marcante do mo-

delo é que, em contraste com a Relatividade Geral, o domı́nio desta Constante

Cosmológica efetiva é somente temporário. Devido à interação do bulk e da

brana, o Universo estará em sua fase de desaceleração novamente, onde todos

os problemas conectados com um Universo de de Sitter num futuro distante

[140] são resolvidos.

Generalizando as investigações anteriores para teoria de supercordas [160],

Wang e Santos encontraram que o mesmo mecanismo também é aplicável a

todas as cinco versões da teoria de supercordas [161, 162]. Adicionalmente, a

aceleração transiente tardia do Universo também ocorre genericamente nesta
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configuração [154]. Portanto, mundos brana da teoria de supercordas/Teoria

M em S1/Z2 provêm um mecanismo embutido para resolver o problema da Cons-

tante Cosmológica, e provêm uma aceleração transiente genérica tardia do uni-

verso.

Neste projeto de pesquisa, eu devo ajustar numericamente estes modelos

aos conjuntos de dados observacionais, e estudar perturbações lineares e não

lineares dos campos de matéria e as relações entre as taxas de crescimento

da expansão e estrutura. Tais estudos irão estender e validar modelos com o

conjunto de dados observacionais para futuras previsões, quebra de degene-

rescência de parâmetros, redução de erros estatı́sticos e diagnosticar possı́veis

sistemáticas.

Para tal, devo primeiramente me familiarizar com os dois códigos numéricos

efetivos e altamente eficientes, recentemente desenvolvidos por Dr. Wang e

seu grupo [150, 151, 152, 153, 154], um destes códigos é baseado no pa-

cote publicamente disponı́vel MINUIT do CERN, e o outro é baseado no pacote

COSMOMC [155] utilizando o método MCMC. Posteriormente, deverei melhorar

estes códigos.

Dentro da visão de cosmologia de Branas, desvios significativos vêm do uni-

verso primordial [163]. Tais investigações requerem observações amarradas

ao Universo de alto redshift, tal como a radiação cósmica de fundo (denotado

aqui por CMB, que vem do inglês Cosmic Microwave Background Radiation) e

oscilação acústica bariônica (BAO - baryon acoustic oscillation). Vı́nculos de

dados de CMB e de dados da nucleossı́ntese primordial (BBN) restringem a

fração de energia escura do universo primordial para uma baixa porcentagem

[164]. Embora esta seja bem pequena, ela pode ter efeitos significativos tanto

no crescimento linear como no crescimento não linear das perturbações [165].

Para lidar com estas perturbações devo implementar código utilizando a rotina

de N-corpos GADGET-2 [156].
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Certamente, nossos estudos ao longo desta direção não estão restritos so-

mente a modelos inspirados na teoria de supercordas ou na teoria M. Podemos

igualmente aplicar nossos métodos numéricos para estudar quaisquer outros

modelos de energia escura.
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Relatividade Geral Básica

Para um estudo mais aprofundado dos temas a seguir, recomendo a leitura das

referências [10, 111, 166]. Segue, de forma bem sucinta, conceitos e relações

que foram utilizados ao longo desta tese.

A.1 Geometria

A geometria do espaço-tempo é descrita pela métrica

ds2 = gµνdxµdxν , (A.1)

onde gµν é o tensor métrico. A curvatura do espaço-tempo é definido através do

tensor de curvatura de Riemann

Rτσβγ = gταRα
σβγ , (A.2)

definido por

Rα
δβγ = ∂γΓ

α
βδ − ∂βΓα

δγ + Γα
ργΓ

ρ
βδ − Γα

ρβΓρ
γδ , (A.3)

onde

Γσ
µν =

1

2
gλσ[∂µgνλ + ∂νgµλ − ∂λgµν ] (A.4)

são os sı́mbolos de Christoffel. Uma contração de dois ı́ndices dá o tensor de

Ricci

Rαβ = gλνRλανβ (A.5)

e uma contração adicional do tensor de Ricci dá o escalar de curvatura

R = gαβRαβ . (A.6)
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A.2 Derivada Covariante

A derivada covariante ∇µ de um campo Y (em geral, Y pode ser um tensor de

qualquer ordem) é definida por

DY = (∇µY )dxµ ≡ Y;µdxµ , (A.7)

onde DY é uma diferença infinitesimal entre o valor do campo Y no ponto

xµ + dxµ e a quantidade Y (xµ) paralelamente deslocada de xµ para xµ + dxµ.

Portanto, DY consiste em duas partes: uma é a mudança de Y devido ao

deslocamento paralelo e a outra é a diferença dY = Y (xµ + dxµ) − Y (xµ) devido

a dependência funcional em xµ. A última parte está basicamente relacionada

à diferenciação parcial ordinária. A diferença devido ao deslocamento paralelo

está relacionada a curvatura do espaço-tempo e depende da natureza tensorial

de Y . Para um escalar, um vetor e um tensor de segunda ordem temos:

• escalar ϕ

ϕ;µ = ϕ,µ , (A.8)

• vetor Vµ

Vµ;ν = Vµ,ν − Γρ
µνVρ , V µ

;ν = V µ
,ν + Γµ

ρνV
ρ . (A.9)

• tensor Aµν

Aµν;ρ = Aµν,ρ − Γσ
µρAσν − Γσ

νρAµσ , Aµν
;ρ = Aµν

,ρ + Γµ
σρA

σν + Γν
σρA

µσ . (A.10)

O d’Alembertiano covariante é dado por

2 ≡ gµν∇µ∇ν =
1√− det g

∂µ

(√
− det g gµν∂ν

)
. (A.11)

Aqui foi utilizada a convenção usual na qual um subscrito , µ denota uma

derivada parcial ordinária e ; µ denota a derivada covariante.
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A.3 Geodésicas

Geodésicas são as “linhas mais curtas possı́veis” que podem ser desenhadas

em geometria curva. Dado um operador derivada covariante ∇µ, definimos uma

geodésica como sendo uma curva sobre a qual o vetor tangente é paralelamente

propagado ao longo dele mesmo, ou seja, uma curva cuja tangente uµ satisfaz

a equação

uνuµ
;ν = 0 . (A.12)

Uma partı́cula massiva move-se ao longo de uma geodésica do tipo tempo, uµ

sendo sua quadrivelocidade. Uma partı́cula sem massa se move ao longo de

uma geodésica nula em cujo caso o vetor uµ é tipo nulo.

A.4 Isometrias e Vetores de Killing

Um campo vetorial kµ que gera grupo de isometrias de um parâmetro, ou seja,

grupo de um parâmetro de transformações que deixam a métrica invariante,

é chamado um vetor de Killing. Um vetor de Killing kµ satisfaz a equação de

Killing

k(µ;ν) ≡ kµ;ν + kν;µ = 0. (A.13)

É conveniente representar o vetor de Killing kµ como um operador diferencial k,

k = kµ∂µ. (A.14)

Para um campo vetorial k, as coordenadas locais podem ser encontradas tais

que

k =
∂

∂x
, (A.15)

onde x é uma destas coordenadas, e.g., x1 ≡ x. Em tal sistema de coordenadas,

kµ = δµ
1 e

k(µ;ν) =
∂gµν

∂x
= 0. (A.16)
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Portanto, podemos dizer que kµ é um vetor de Killing se gµν é independente de

x.

A.5 Equações de Einstein

A Relatividade Geral relaciona a geometria do espaço-tempo a matéria através

das equações de campo de Einstein. As equações de Einstein com constante

cosmológica são dadas por

Rµν − 1

2
gµνR− gµνΛ = −8πTµν , (A.17)

onde Tµν é o tensor energia-momentum e Λ é a constante cosmológica. A cons-

tante cosmológica foi introduzida por Einstein em 1917, sendo tratada como

um termo associado à estrutura do espaço-tempo. Como explicado no capı́tulo

2, após a descoberta de de Sitter de uma solução das equações de campo sem

conter quaisquer fontes materiais, Einstein retirou o termo de suas equações

dizendo que a introdução da constante cosmológica havia sido o maior erro

de sua vida. Entretanto, após a recente descoberta de que nosso Universo

encontra-se em expansão acelerada, a constante cosmológica voltou às equações

de campo de Einstein como uma possı́vel candidata a energia escura, costu-

mando aparecer no lado direito das equações, ou seja,

Rµν − 1

2
gµνR = −8πTµν + gµνΛ . (A.18)

A.6 Dinâmica dos Fluidos Básica

Considere um fluido relativı́stico gravitante perfeito. Denotamos por uµ , p, ρ,

n, e σ a velocidade, pressão, densidade de energia, número da densidade de

partı́culas, e a densidade de entropia do fluido. O tensor energia-momentum
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de um fluido perfeito é dado por

Tµν = (p + ρ)uµuν − pgµν , (A.19)

onde gµν é o tensor métrico com a assinatura Lorentziana (+ − −−). Portanto,

nesta convenção, temos

uµuµ = gµνu
µuν = 1. (A.20)

A conservação do número de partı́culas é descrita pela equação de continui-

dade

(nuµ);µ =
1√−g

∂µ(
√−g nuµ) = 0. (A.21)

A conservação energia-momentum,

T µν
;ν = 0, (A.22)

applicada à (A.19) leva à generalização relativı́stica da equação de Euler, isto é

(p + ρ)uνuµ;ν − ∂µp + uµu
ν∂νp = 0. (A.23)

A.7 Equilı́brio Hidrostático

Das equações de Euler (A.23) podemos deduzir a condição de equilı́brio hi-

drostático. Podemos utilizar o sistema de referência comóvel no qual a veloci-

dade do fluido toma a forma

uµ =
δµ
0√
g00

; uµ =
gµ0√
g00

. (A.24)

No equilı́brio, a métrica é estática; todas as componentes são independentes

do tempo, e as componentes misturadas g0i são zero. A equação (A.23) então

fornece

(ρ + p)Γ0
µ0u

0u0 = (ρ + p)
1

2
g00∂µg00 = −∂µp (A.25)

ou

∂µp = −(p + ρ)g
−1/2
00 ∂µg

1/2
00 . (A.26)
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A.8 Termodinâmica Básica

Considere um fluido que não esteja em rotação consistindo de N partı́culas

em equilı́brio a uma temperatura diferente de zero. Um ensemble canônico é

sujeito ao vı́nculo de que o número de partı́culas

∫

Σ

nuµdΣµ = N (A.27)

deve ser fixo. A hipersuperfı́cie do tipo espaço Σ que contém o fluido é ortogonal

ao campo vetorial de Killing de translação temporal ξµ. No equilı́brio ξµ está

relacionado a velocidade do fluido.

ξµ = ξuµ ; ξ = (ξµξµ)1/2. (A.28)

Pode ser mostrado que estas, e somente estas, configurações estarão em

equilı́brio para as quais a energia livre assume um mı́nimo. A energia livre

canônica é definida como

F = M −
∫

Σ

Tσ ξµdΣµ , (A.29)

onde M é a massa total como medida a partir do infinito. A densidade de

entropia é obtida utilizando a relação termodinâmica padrão, ou seja,

σ =
1

T
(p + ρ− µn). (A.30)

A.9 Equações de Tolman

A temperatura T e o potencial quı́mico µ são quantidades locais dependentes

da métrica. Sua dependência espaço-temporal pode ser deduzida a partir da

equação de equilı́brio hidrostático (A.26) e a identidade termodinâmica ( relação

de Gibbs-Duhem)

d
p

T
= nd

µ

T
− ρd

1

T
. (A.31)
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A condição crucial é que o fluxo de calor e a difusão deveria anular

µ

T
= const, (A.32)

o que pode ser deduzido da condição fı́sica de que a taxa da mudança de en-

tropia com o número de partı́culas em uma densidade de energia fixa deve ser

constante, ou seja,
∂σ

∂n

∣∣∣∣
ρ

= const, (A.33)

onde ‘const’ é independente de ρ. De (A.30) e (A.31) obtemos

dσ =
1

T
dρ− µ

T
dn (A.34)

e então
∂σ

∂n

∣∣∣∣
ρ

= −µ

T
. (A.35)

a partir da qual (A.32) imediatamente segue. Depois, a equação (A.32), junto

com (A.26) e (A.31), implica nas bem conhecidas equações de Tolman, isto é

Tg
1/2
00 = T0 ; µg

1/2
00 = µ0 , (A.36)

onde T0 e µ0 são constantes iguais, respectivamente, à temperatura e ao po-

tencial quı́mico no infinito. Em um ensemble grand-canônico, T0 e µ0 podem

ser escolhidos arbitrariamente. Em um ensemble canônico, µ0 é um funcional

implı́cito de ξ devido ao vı́nculo (A.27) que o número total de partı́culas deve

ser fixo.

A.10 Cascas esféricas finas

O estudo das cascas esféricas finas é de fundamental importância em relativi-

dade geral e cosmologia. A junção de poeira com a métrica de Schwarzschild

por Oppenheimer e Snyder permitiu os primeiros insights na natureza do co-

lapso gravitacional. Desde o trabalho de Israel [114], o formalismo tem sido
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aplicado em diversos contextos. Para um aprofundamento neste tema reco-

mendo as referências [167] a [191]. Neste tópico apenas serão mostrados os

resultados principais utilizados nesta tese.

Uma hipersuperfı́cie do tipo-tempo Σ que divide o espaço-tempo em duas va-

riedades quadridimensionais distintas V + e V −, representa a história da casca

fina se seu 3-tensor de curvatura extrı́nseca Kij possui uma descontinuidade

quando Σ é atravessado,[Kij] ≡ Kij |+ −Kij |− 6= 0.

O 3-tensor da energia da superfı́cie intrı́nseca da casca Sij é dada pelas

equações de Lanczos que podem ser escritas na forma:

−8πSij = γij − gijγ, (A.37)

onde γij é a métrica intrı́nseca de Σ , γ ≡ gabγab, e γij ≡ [Kij]. Em termos da

tangente a casca ui , a densidade de superfı́cie própria é definida pela equação

de autovalor:

Sj
i u

i = −σuj (A.38)

com uiui = −1. Das equações (A.37) e (A.38) segue que

−8πσ = γiju
iuj + γ. (A.39)

Para uma casca esférica a métrica intrı́nseca pode ser dada em termos de

coordenadas comóveis como:

ds2
Σ = R2(τ)(dθ2 + sin2 θdφ2)− dτ 2, (A.40)

onde ui ≡ (θ̇, φ̇, τ̇) = (0, 0, 1) e ẋ denota dx
dτ

. Das equações (A.39) e (A.40) segue

que:

γθθ = −4πR2σ ≡ −M(τ), (A.41)

a partir da qual obtemos

K2
θθ |+=

1

4M2(τ)
(K2

θθ |− −K2
θθ |+ −M2(τ))2. (A.42)
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Escreva a métrica nas quadrigeometrias V + e V − como

ds2
± = (2cdvdr − c2fdv2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2))± (A.43)

onde c = c(v, r) e f = f(v, r) . Para uma simultâneo encaixe de Σ em V + e V −

segue das equações (A.40) e (A.43) que rΣ = R(τ), θ+ = θ−,φ+ = φ−, e

(c2fb2 − 2cṘv̇) |±= 1. (A.44)

Com Kij ≡ −ηαδ ∂xα

∂ξj ,ξj sendo as coordenadas intrı́nsecas de Σ e nα os vetores

unitários normais a Σ, segue da equação (A.43) que

Kθθ = ±R(τ)(cf v̇ − Ṙ), (A.45)

onde (nv, nr, nθ, nφ) = ±c(−Ṙ, v̇, 0, 0). Da equação (A.44) temos:

cf v̇ − Ṙ = ±(Ṙ2 + f)1/2. (A.46)

Inserindo as equações (A.45) e (A.46) na equação (A.42) obtém-se a equação do

movimento:

Ṙ2 =

(
R

2M

)2

(f+ − f−)2 − 1

2
(f+ + f−) +

(
M

2R

)2

. (A.47)

Note que a equação (A.47) segue diretamente das equações de Lanczos (A.37),

da simetria esférica e da forma da métrica (equação (A.43) ) dos espaços-tempos

envolventes Em particular, nenhuma forma do 3-tensor da energia de superfı́cie

intrı́nseca Sij foi utilizado. Para obtenção de M(τ) (e assim a história de Σ) deve-

mos, através do uso das equações de campo, relacionar uma forma explı́cita do

3-tensor Sij ao pulo através de Σ dos tensores momentum-energia dos espaços-

tempos envolventes. A partir das equações de Gauss-Codazzi, das equações de

campo de Einstein, e das equações de Lanczos, segue que

Sj
i;j = −

[
Tαβ

∂xα

∂ξi
nβ

]
(A.48)

Para um fluido ideal de pressão de superfı́cie P ,

Sij = (σ + P )uiuj + Pgij, (A.49)
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de modo que

Ṁ + 8πRṘP = 4πR2[Tαβuαnβ] (A.50)

Esta expressão é claramente invariante sob a mudança Tαβ → Tαβ − Λgαβ. Se

[Tαβuαnβ] = P = 0, então com condições iniciais dadas a informação gover-

nando a história da casca de poeira é completamente determinada pela equação

(A.47). Mais geralmente, das equações (A.37) e (A.40) segue que

8πP =
1

2
(γ − γiju

iuj) = −γττ + 4πσ, (A.51)

e da equação (A.43) temos

Kττ = ±
(
− v̈

v̇
− v̇c

2

∂f

∂r
− ċ

c
−

(
∂c

∂r

) (
1 + cṘv̇

c2v̇

))
(A.52)

e

4πR2[Tαβuαnβ] = ±R2

2

[
−cv̇2

R

∂f

∂v
+

v̇2

c
A +

Ṙ

c
B

]
, (A.53)

onde

A = −1

c

(
∂c

∂v

)2

+
1

2

∂2c

∂v2
+

fc

2

∂2c

∂v∂r
+

c

4

(
∂f

∂v

∂c

∂r
− ∂c

∂v

∂f

∂r

)
− f

∂c

∂v

∂c

∂r
(A.54)

e

B = (cf v̇ − Ṙ)

(
2

R

∂c

∂r
− 1

c

(
∂c

∂r

)2

+
1

2

∂2c

∂r2

)
(A.55)

para (nv, nr, nθ, nφ) = ±(v̇, cf v̇ − Ṙ, 0, 0).
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Técnicas Computacionais

Em 1916 Einstein propôs suas equações de campo. Elas são um conjunto de

10 equações diferenciais parciais não linerares para a métrica do espaço-tempo

gµν. Einstein, inclusive, achou que seria impossı́vel encontrar uma solução

exata das equações, ficando surpreso quando Schwarzschild encontrou uma

solução exata de suas equações, obviamente fazendo suposições que tornam

possı́vel resolvê-las como estaticidade e simetria esférica. Podemos dizer que foi

com Schwarzschild que iniciou-se o estudo das soluções exatas das equações

de campo de Einstein e este continua sendo um intenso campo de pesquisa na

área da relatividade geral atualmente, tendo importante implicações no estudo

do colapso gravitacional.

Porém, em geral, a complexidade das equações de campo de Einstein torna

a solução, na imensa maioria dos casos, uma tarefa bastante árdua. Apenas

com o surgimento dos computadores foi possı́vel um grande avanço nesta área

da relatividade geral (assim como em outras áreas da fı́sica), pois foram criados

métodos e ferramentas de cálculo numérico e algébrico para este fim1.

O objetivo deste apêndice é dar um panorama geral do estado da arte da

aplicação de computação algébrica e numérica em relatividade geral tomando

como base os trabalhos desenvolvidos nos capı́tulos 4, 5 e 6 da presente tese.

1Recomendo aos interessados em se aprofundarem em aplicações de computação algébrica
e numérica na relatividade geral recorrerem às referências [192] a [206].
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B.1 Computação Algébrica

O campo de computação algébrica é basicamente o campo de pesquisa da

utilização de computadores realizando cálculos algébricos.

O programa mais antigo conhecido capaz de realizar cálculos algébricos em

um computador foi escrito em 1953 e era capaz de calcular derivadas sim-

bolicamente. Em torno de 1960, o LISP de John McCarthy já encontrava-

se disponı́vel, mas apenas em meados da década de 1960 que começaram a

ser desenvolvidos sistemas algébricos mais poderosos. Este desenvolvimento

pode ser dividido em duas frentes. Uma das frentes tinha basicamente a

motivação teórica dos cientistas da computação sem necessariamente ambi-

cionar a resolução de problemas práticos como na outra frente de pesquisa,

consistindo principalmente de fı́sicos teóricos buscando resposta para proble-

mas reais entre os quais se destaca o cálculo dos diagramas de Feynman na

eletrodinâmica quântica. Um outro exemplo desta frente foi o software CAMAL

de Barton e Fitch para cálculos em Mecânica Celeste e o LAM (Lisp Algebraic

Manipulator) de Ray d’ Inverno designado para cálculos básicos relacionados

às soluções exatas das equações de campo de Einstein. É oportuno citar que

as duas frentes de pesquisa contribuı́ram bastante para a evolução dos softwa-

res de computação algébrica. Basta dizer que, em torno de 1985, foi estimado

a existência de 100 sistemas de computação algébrica [193, 194] e nos dias

de hoje este número é ainda maior. Dois softwares de computação algébrica

foram utilizados exaustivamente nos trabalhos apresentados nos capı́tulos 4,

5 e 6 desta tese: O MAXIMA e o MAPLE.

MAXIMA

O MAXIMA é um software livre, de código fonte aberto em C/C++ podendo ser

compilado em vários sistemas incluindo Windows, Linux, e MacOS X.

O MAXIMA originou-se do software MACSYMA, o lendário sistema de computação
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algébrica desenvolvido no MIT (Massachusetts Institute of Technology) na década

de 1960 e que inspirou sistemas comerciais amplamente utilizados nos dias de

hoje como MAPLE e MATHEMATICA.

O MAXIMA é um sistema de manipulação simbólica de expressões e também

incorpora alguns algoritmos para cálculo numérico incluindo diferenciação,

integração, resolução de equações diferenciais, transformações de Laplace, ma-

trizes, vetores e tensores e muito mais, podendo inclusive fazer gráficos bidi-

mensionais e tridimensionais.

O MAXIMA era mantido por William Schelter desde 1982 até ser passado

adiante em 2001. Em 1998 ele obteve permissão para lançar o código fonte

sob a licença GPL (GNU General Public License).

O MAXIMA, atualmente, está sendo constantemente atualizado para con-

sertos de bugs, melhoria do código e documentação.

Nesta tese, o MAXIMA foi principalmente utilizado nos capı́tulos 4 e 5 para

manipulações algébricas e comparações com os resultados obtidos a mão (sem

computadores) e com os obtidos no MAPLE.

MAPLE

O MAPLE é um software proprietário, bastante utilizado pela comunidade a-

cadêmica e com uma vasta literatura disponı́vel para quem quiser aplicá-lo a

pesquisa e ao ensino2.

O MAPLE foi bastante utilizado nesta tese, principalmente na busca de gra-

vastares, com métodos analı́ticos, gráficos e numéricos, geração de códigos

fontes em Fortran e C das funções analı́ticas obtidas para posteriores cálculos

numéricos e conversão da sintaxe das equações obtidas no MAPLE para LATEX

utilizadas na redação de artigos comparando-se sempre os resultados obtidos

por este com os resultados obtidos por outros meios (a mão, com o MAXIMA ou

2Para os interessados em conhecer o MAPLE, deixo as referências [207] a [225] como ponto
de partida.
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com o ROOT).

B.2 Computação Numérica

Muitos dos casos apresentados nesta tese não puderam ser analisados analiti-

camente devido a enorme complexidade na forma das equações e funções en-

volvidas. Entre os métodos numéricos utilizados no presente trabalho estão a

resolução de equações diferenciais pelo método de diferenças finitas e métodos

gráficos.

A linguagem de programação utilizada foi o C/C++ no linux utilizando o

ambiente integrado de desenvolvimento (IDE) KDevelop no Linux Fedora Core

9 e o software ROOT do CERN.

Esta seção de computação numérica será dividida em duas partes. Na pri-

meira delas será apresentado, de forma sucinta, o ROOT e na segunda parte

serão mostrados alguns dos códigos em C/C++ utilizados para obtermos os

resultados apresentados nesta tese.

B.2.1 Root

A maior parte dos gráficos e dos cálculos numéricos utilizados na presente

tese foram feitos com o software ROOT desenvolvido no CERN que é utilizado

principalmente por fı́sicos de partı́culas para análise de dados do Large Hadron

Collider (LHC). O sistema anterior utilizado pelos fı́sicos do CERN, o software

PAW, era baseado em Fortran e a migração para o ROOT, escrito em C++ tendo

como base o paradigma da programação orientada a objetos [226, 227, 228,

229, 230, 231], se deu principalmente pelos desafios a serem enfrentados pelo

LHC com o enorme volume de dados para análise.

O sistema ROOT fornece uma série de ferramentas orientadas a objetos com

toda funcionalidade necessária para manuseio e análise de imensas quantida-

des de dados de forma bastante eficiente. O paradigma da programação orien-
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tada a objetos, amplamente utilizada hoje em dia, vem aos poucos substituindo

o paradigma da programação estruturada que ainda é utilizada por vários pes-

quisadores do meio acadêmico [232, 233, 234, 235, 236]. Longe deste apêndice

ser um resumo de programação orientada a objetos, pode-se basicamente dizer

que é um tipo de programação que facilita a reutilização do código e lingua-

gens orientadas a objetos como Java, C++ e Smalltalk tem implementadas as-

pectos de orientação a objetos como encapsulamento, herança e polimorfismo

[237, 238, 239, 240, 241, 242, 243, 244, 245, 246, 247, 248].

Voltando ao ROOT, possuindo os dados definidos como um conjunto de

objetos, métodos de armazenamento especializados são utilizados para terem

acesso direto ao atributos separados dos objetos selecionados, sem ter que

tocar a massa de dados. Temos como gerar gráficos em 1,2 e 3 dimensões,

técnicas de ajuste de curvas, otimização, histogramas e muitas outras fun-

cionalidades que permitem a facilidade de um sistema de análise que pode

processar os dados, inclusive, interativamente utilizando um interpretador em

C++ chamado CINT. Podemos escrever macros para serem interpretados pelo

CINT ou podemos compilar o código escrito em C++ usando as bibliotecas do

ROOT. Adicionalmente existe, inclusive, um projeto em andamento onde po-

deremos fazer computação algébrica utilizando a sintaxe do C++ (muito útil se

levarmos em consideração que basta conhecermos uma única linguagem para

desenvolvermos rotinas em computação algébrica e em computação numérica)

com a parte numérica sendo feita utilizando-se as rotinas do ROOT [249].

O ROOT, além de tudo, é um sistema com código fonte aberto, ou seja,

podemos estender sua funcionalidade adicionando novas bibliotecas com os

algoritmos que desenvolvemos o que o torna uma excelente ferramenta para

aquisição de dados, simulações e análise numérica.
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B.3 Alguns códigos utilizados no trabalho

O objetivo desta seção é mostrar alguns dos códigos utilizados na construção

dos gráficos e no cálculo numérico. Todos os códigos foram escritos em C/C++3.

No capı́tulo 4 apresentamos um modelo dinâmico simples de gravastar, onde

pudemos calcular analiticamente os potenciais apenas no caso em que m = 0 e

L 6= ∞ e no caso em que m 6= 0 e L = ∞. Encontrar um gravastar não foi uma

tarefa simples, pois com o modelo que tı́nhamos até o momento em que o traba-

lho apresentado no capı́tulo 4 foi concluı́do, tivemos que chutar valores de m e

L com a restrição 2m < R0 < L para encontrarmos um dos dois tipos de gravas-

tares de Visser-Wiltshire. Diria que foi muita sorte encontrarmos um gravastar

do tipo bounded excursion com os dados que tı́nhamos em mãos na época.

Apenas com a generalização da camada fina pudemos ter uma idéia melhor

de como encontrar potenciais que satisfaziam as condições de Visser-Wiltshire

e, assim, encontrar um dos dois tipos de gravastar como os apresentados nos

capı́tulos 5 e 6. Para gerar os gráficos do potencial em função de R foi utili-

zado o software ROOT e a dinâmica da camada foi estudada numericamente

utilizando diferenças finitas ( gráficos R× τ apresentados no capı́tulo 4 )4.

A seguir mostrarei alguns scripts para gerar no ROOT os gráficos V (R) × R

e uma das versões dos códigos fontes para estudo do colapso gravitacional e

geração dos gráficos R×τ apresentados no capı́tulo 4. Todos os demais gráficos

apresentados nos capı́tulos 5 e 6 foram feitos de forma semelhante.

B.3.1 Potential.h (para rodar no ROOT)
Double_t Potential(Double_t m, Double_t L, Double_t R)
{
Double_t a1=-1.0 + (m/R) + (1.0/(4.0*pow(R,6))) + (pow(R,2)/(2.0*L));
Double_t a2=pow(m,2)*pow(R,4)-((m*pow(R,7))/pow(L,2))+(pow(R,10)/(4.0*pow(L,4)));

3Para os interessados em conhecer a linguagem C/C++, recomendo a leitura das referências
[250] a [342].

4Os gráficos R × τ apresentados no capı́tulo 4 não foram apresentados nos capı́tulos (e nos
respectivos artigos) posteriores por não apresentarem novas informações relevantes para o
trabalho desenvolvido nesta tese.
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return -0.5*(a1+a2);
}
Double_t PotentialLInf(Double_t m, Double_t R)
{
Double_t a1=-1.0 + (m/R) + (1.0/(4.0*pow(R,6)));
Double_t a2=pow(m,2)*pow(R,4);
return -0.5*(a1+a2);

}

B.3.2 gravgraficomacro.C (para rodar no ROOT)
{

Int_t n=1000000;
Double_t x[1000000], y[1000000], d1,d2;

i=0;
FILE* arq;

arq=fopen("/home/pedroc/root/macros/R.txt","r");
if (i<n)
{

do
{
fscanf(arq,"%lf %lf\n",&d1,&d2);
y[i]=d1;
x[i]=d2;
i++;
}

while(i<n && !feof(arq));
}

fclose(arq);

TGraph * gr1 = new TGraph (n,x,y);
TCanvas * c1 = new TCanvas("c1","",200,10,600,400);
gr1->SetTitle("m=1, L=10");
gr1->GetXaxis()->SetTitle("t");
gr1->GetYaxis()->SetTitle("R");
gr1->GetXaxis()->CenterTitle();
gr1->GetYaxis()->CenterTitle();
gr1->Draw("AC");
gPad->SetFillColor(0);
c1->Print("R_1.eps");

i=0;
arq=fopen("/home/pedroc/root/macros/dRdt.txt","r");
if (i<n)
{

do
{
fscanf(arq,"%lf %lf\n",&d1,&d2);
y[i]=d1;
x[i]=d2;
i++;
}

while(i<n && !feof(arq));
}
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fclose(arq);

TGraph * gr2 = new TGraph (n,x,y);
TCanvas * c2 = new TCanvas("c2","",200,10,600,400);
gr2->SetTitle("m=1, L=10");
gr2->GetXaxis()->SetTitle("t");
gr2->GetYaxis()->SetTitle("dR/dt");
gr2->GetXaxis()->CenterTitle();
gr2->GetYaxis()->CenterTitle();
gr2->Draw("AC");
gPad->SetFillColor(0);
c2->Print("dRdt_1.eps");

i=0;

arq=fopen("/home/pedroc/root/macros/d2Rdt2.txt","r");
if (i<n)
{

do
{
fscanf(arq,"%lf %lf\n",&d1,&d2);
y[i]=d1;
x[i]=d2;
i++;
}

while(i<n && !feof(arq));
}

fclose(arq);

TGraph * gr3 = new TGraph (n,x,y);
TCanvas * c3 = new TCanvas("c3","",200,10,600,400);
gr3->SetTitle("m=1, L=10");
gr3->SetTitle("");
gr3->GetXaxis()->SetTitle("t");
gr3->GetYaxis()->SetTitle("dˆ{2}R/dtˆ{2}");
gr3->GetXaxis()->CenterTitle();
gr3->GetYaxis()->CenterTitle();
gr3->Draw("AC");
gPad->SetFillColor(0);
c3->Print("d2Rdt2_1.eps");

}

B.3.3 gravastargrafmacro.C (para rodar no ROOT)
{

Int_t n=1000000;
Double_t x[1000000], y[1000000], d1,d2;

//Rxt

i=0;
FILE* arq;

arq=fopen("/home/pedroc/gravastarmacros/R.txt","r");
if (i<n)
{

do
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{
fscanf(arq,"%lf %lf\n",&d1,&d2);
x[i]=d2;
y[i]=d1;
i++;
}

while(!feof(arq));
}

fclose(arq);

TGraph * gr1 = new TGraph (n,x,y);
TCanvas * c1 = new TCanvas("c1","",200,10,600,400);
gr1->SetTitle("");
gr1->GetXaxis()->SetTitle("t");
gr1->GetYaxis()->SetTitle("R");
gr1->GetYaxis()->SetLimits(0,2);
gr1->Draw("AP");
c1->Print("R.eps");

// dR/dt X t

i=0;
arq=fopen("/home/pedroc/gravastarmacros/dRdt.txt","r");
if (i<n)
{

do
{
fscanf(arq,"%lf %lf\n",&d1,&d2);
x[i]=d2;
y[i]=d1;
i++;
}

while(!feof(arq));
}

fclose(arq);

TGraph * gr2 = new TGraph (n,x,y);
TCanvas * c2 = new TCanvas("c2","",200,10,600,400);
gr2->SetTitle("");
gr2->GetXaxis()->SetTitle("t");
gr2->GetYaxis()->SetTitle("dR/dt");
gr2->GetXaxis()->CenterTitle();
gr2->GetYaxis()->CenterTitle();
gr2->Draw("AP");
c2->Print("dRdt.eps");

//d2R/dt2 X t

i=0;

arq=fopen("/home/pedroc/gravastarmacros/d2Rdt2.txt","r");
if (i<n)
{

do
{
fscanf(arq,"%lf %lf\n",&d1,&d2);
x[i]=d2;
y[i]=d1;
i++;
}

while(!feof(arq));
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}
fclose(arq);

TGraph * gr3 = new TGraph (n,x,y);
TCanvas * c3 = new TCanvas("c3","",200,10,600,400);
gr3->SetTitle("");
gr3->GetXaxis()->SetTitle("t");
gr3->GetYaxis()->SetTitle("dˆ{2}R/dtˆ{2}");
gr3->GetXaxis()->CenterTitle();
gr3->GetYaxis()->CenterTitle();
gr3->Draw("AP");
c3->Print("d2Rdt2.eps");

}

B.3.4 gravastarblackhole.C (para rodar no ROOT)
{
Int_t i=0,n=10000;

Double_t R1[1000000],R2[1000000],R3[1000000],R4[1000000],R5[1000000],R6[1000000],R7[1000000],
V1[1000000],V2[1000000],V3[1000000],V4[1000000],V5[1000000],V6[1000000],V7[1000000],O[1000000],m,l;

O[0]=0.0;
R7[0]=R6[0]=R5[0]=R4[0]=R3[0]=R2[0]=R1[0]=0.000001;
for(i=1;i<n;i++)
{
R7[i]=R6[i]=R5[i]=R4[i]=/*=R2[i]=*/R1[i]=0.0001*i;
R2[i]=0.001*i;
R3[i]=0.001*i;
O[i]=0.0;
}

for(i=0;i<n;i++)
{
/*m=1.0;
l=10.0;
V1[i]=Potential(m,l,R1[i]);

m=1.0e-4;
l=1.0e4;
V2[i]=Potential(m,l,R2[i]);

*/
m=1.0e-4;
l=2.5e5;
V3[i]=Potential(m,l,R3[i]);

/*
m=1.0e-4;
l=1.0;
V4[i]=Potential(m,l,R4[i]);

m=pow(10,-0.2864562648505);
l=2.5e5;
V5[i]=Potential(m,l,R5[i]);

m=pow(10,-0.2864562648505);
l=100.0;
V6[i]=Potential(m,l,R6[i]);

m=pow(10,-0.2864562648505);
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V7[i]=PotentialLInf(m,R7[i]);

*/
}

//Cria Grficos V em funo de R
/*
TCanvas * c1 = new TCanvas("c1","",10,40,800,600);
TGraph * gr1 = new TGraph (n,R1,V1);
gr1->SetTitle("\it{m}=1, \it{L}=10");
gr1->GetXaxis()->SetLimits(0,8);
gr1->GetYaxis()->SetLimits(-70,10);
gr1->GetXaxis()->SetTitle(" \it{R}");
gr1->GetYaxis()->SetTitle(" \it{V(R)}");
gr1->GetXaxis()->CenterTitle();
gr1->GetYaxis()->CenterTitle();
gr1->SetMinimum(-70.0);
gr1->SetMaximum(10.0);
gr1->SetMarkerStyle(1);
gr1->SetMarkerColor(1);
gr1->SetLineColor(1);
gr1->Draw("Ap");
gPad->SetFillColor(0);
TGraph * gr11 = new TGraph (n,R1,O);
gr11->SetTitle("");
gr11->GetXaxis()->SetLimits(-1,8);
gr11->GetYaxis()->SetLimits(-70,10);
gr11->GetXaxis()->SetTitle(" \it{R}");
gr11->GetYaxis()->SetTitle(" \it{V(R)}");
gr11->GetXaxis()->CenterTitle();
gr11->GetYaxis()->CenterTitle();
gr11->SetMinimum(-70.0);
gr11->SetMaximum(10.0);
gr11->SetMarkerStyle(1);
gr11->SetMarkerColor(1);
gr11->SetLineColor(1);
gr11->Draw("p");
gPad->SetFillColor(0);
c1->Print("V1.eps");

*/

TCanvas * c2 = new TCanvas("c2","",10,40,800,600);
TGraph * gr2 = new TGraph (n,R2,V2);
gr2->SetTitle("m=10ˆ{-4}, L=10ˆ{4}");
//gr2->GetXaxis()->SetLimits(0,80);
//gr2->GetYaxis()->SetLimits(-10,1);
gr2->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr2->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr2->GetXaxis()->CenterTitle();
gr2->GetYaxis()->CenterTitle();
//gr2->SetMinimum(-10.0);
//gr2->SetMaximum(1.0);
gr2->SetMarkerStyle(1);
gr2->SetMarkerColor(1);
gr2->SetLineColor(1);
gr2->Draw("Ap");
gPad->SetFillColor(0);
TGraph * gr21 = new TGraph (n,R2,O);
gr21->SetTitle("");
//gr21->GetXaxis()->SetLimits(0,100);
//gr21->GetYaxis()->SetLimits(-50,10);
gr21->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr21->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr21->GetXaxis()->CenterTitle();
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gr21->GetYaxis()->CenterTitle();
//gr21->SetMinimum(-10.0);
//gr21->SetMaximum(1.0);
gr21->SetMarkerStyle(1);
gr21->SetMarkerColor(1);
gr21->SetLineColor(1);
gr21->Draw("p");
gPad->SetFillColor(0);
c2->Print("V2.eps");

/*

TCanvas * c3 = new TCanvas("c3","",10,40,800,600);
TGraph * gr3 = new TGraph (n,R3,V3);
gr3->SetTitle("m=10ˆ{-4}, L=2.5 10ˆ{5}");
gr3->GetXaxis()->SetLimits(0,300);
gr3->GetYaxis()->SetLimits(-2,1);
gr3->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr3->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr3->GetXaxis()->CenterTitle();
gr3->GetYaxis()->CenterTitle();
gr3->SetMinimum(-2.0);
gr3->SetMaximum(1.0);
gr3->SetMarkerStyle(1);
gr3->SetMarkerColor(1);
gr3->SetLineColor(1);
gr3->Draw("Ap");
gPad->SetFillColor(0);
TGraph * gr31 = new TGraph (n,R3,O);
gr31->SetTitle("");
gr31->GetXaxis()->SetLimits(0,300);
gr31->GetYaxis()->SetLimits(-2,1);
gr31->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr31->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr31->GetXaxis()->CenterTitle();
gr31->GetYaxis()->CenterTitle();
gr31->SetMinimum(-2.0);
gr31->SetMaximum(1.0);
gr31->SetMarkerStyle(1);
gr31->SetMarkerColor(1);
gr31->SetLineColor(1);
gr31->Draw("p");
gPad->SetFillColor(0);
c3->Print("V3.eps");

TCanvas * c4 = new TCanvas("c4","",10,40,800,600);
TGraph * gr4 = new TGraph (n,R4,V4);
gr4->SetTitle("m=10ˆ{-4}, L=1");
gr4->GetXaxis()->SetLimits(0,1.5);
gr4->GetYaxis()->SetLimits(-0.4,0.2);
gr4->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr4->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr4->GetXaxis()->CenterTitle();
gr4->GetYaxis()->CenterTitle();
gr4->SetMinimum(-0.4);
gr4->SetMaximum(0.2);
gr4->SetMarkerStyle(1);
gr4->SetMarkerColor(1);
gr4->SetLineColor(1);
gr4->Draw("Ap");
gPad->SetFillColor(0);
TGraph * gr41 = new TGraph (n,R4,O);
gr41->SetTitle("");
gr41->GetXaxis()->SetLimits(0,1.5);
gr41->GetYaxis()->SetLimits(-0.4,0.2);
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gr41->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr41->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr41->GetXaxis()->CenterTitle();
gr41->GetYaxis()->CenterTitle();
gr41->SetMinimum(-0.4);
gr41->SetMaximum(0.2);
gr41->SetMarkerStyle(1);
gr41->SetMarkerColor(1);
gr41->SetLineColor(1);
gr41->Draw("p");
gPad->SetFillColor(0);
c4->Print("V4.eps");

TCanvas * c5 = new TCanvas("c5","",10,40,800,600);
TGraph * gr5 = new TGraph (n,R5,V5);
gr5->SetTitle("m=10ˆ{-0.286}, L=2.5 10ˆ{5}");
gr5->GetXaxis()->SetLimits(0,3);
gr5->GetYaxis()->SetLimits(-0.04,0.02);
gr5->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr5->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr5->GetXaxis()->CenterTitle();
gr5->GetYaxis()->CenterTitle();
gr5->SetMinimum(-0.04);
gr5->SetMaximum(0.02);
gr5->SetMarkerStyle(1);
gr5->SetMarkerColor(1);
gr5->SetLineColor(1);
gr5->Draw("Ap");
gPad->SetFillColor(0);
TGraph * gr51 = new TGraph (n,R5,O);
gr51->SetTitle("");
gr51->GetXaxis()->SetLimits(0,3);
gr51->GetYaxis()->SetLimits(-0.04,0.02);
gr51->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr51->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr51->GetXaxis()->CenterTitle();
gr51->GetYaxis()->CenterTitle();
gr51->SetMinimum(-0.04);
gr51->SetMaximum(0.02);
gr51->SetMarkerStyle(1);
gr51->SetMarkerColor(1);
gr51->SetLineColor(1);
gr51->Draw("p");
gPad->SetFillColor(0);
c5->Print("V5.eps");

TCanvas * c6 = new TCanvas("c6","",10,40,800,600);
TGraph * gr6 = new TGraph (n,R6,V6);
gr6->SetTitle("m=10ˆ{-0.286}, L=100");
gr6->GetXaxis()->SetLimits(0,30);
gr6->GetYaxis()->SetLimits(-3500,10);
gr6->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr6->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr6->GetXaxis()->CenterTitle();
gr6->GetYaxis()->CenterTitle();
gr6->SetMinimum(-3500.0);
gr6->SetMaximum(10.0);
gr6->SetMarkerStyle(1);
gr6->SetMarkerColor(1);
gr6->SetLineColor(1);
gr6->Draw("Ap");
gPad->SetFillColor(0);
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TGraph * gr61 = new TGraph (n,R6,O);
gr61->SetTitle("");
gr61->GetXaxis()->SetLimits(0,30);
gr61->GetYaxis()->SetLimits(-3500,10);
gr61->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr61->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr61->GetXaxis()->CenterTitle();
gr61->GetYaxis()->CenterTitle();
gr61->SetMinimum(-3500.0);
gr61->SetMaximum(10.0);
gr61->SetMarkerStyle(1);
gr61->SetMarkerColor(1);
gr61->SetLineColor(1);
gr61->Draw("p");
gPad->SetFillColor(0);
c6->Print("V6.eps");

TCanvas * c6zoom = new TCanvas("c6zoom","",10,40,800,600);
TGraph * gr6zoom = new TGraph (n,R6,V6);
gr6zoom->SetTitle("m=10ˆ{-0.286}, L=100 with Zoom");
gr6zoom->GetXaxis()->SetLimits(0,30);
gr6zoom->GetYaxis()->SetLimits(-1,0.1);
gr6zoom->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr6zoom->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr6zoom->GetXaxis()->CenterTitle();
gr6zoom->GetYaxis()->CenterTitle();
gr6zoom->SetMinimum(-1.0);
gr6zoom->SetMaximum(0.1);
gr6zoom->SetMarkerStyle(1);
gr6zoom->SetMarkerColor(1);
gr6zoom->SetLineColor(1);
gr6zoom->Draw("Ap");
gPad->SetFillColor(0);
TGraph * gr61zoom = new TGraph (n,R6,O);
gr61zoom->SetTitle("");
gr61zoom->GetXaxis()->SetLimits(0,30);
gr61zoom->GetYaxis()->SetLimits(-1,0.1);
gr61zoom->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr61zoom->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr61zoom->GetXaxis()->CenterTitle();
gr61zoom->GetYaxis()->CenterTitle();
gr61zoom->SetMinimum(-1.0);
gr61zoom->SetMaximum(0.1);
gr61zoom->SetMarkerStyle(1);
gr61zoom->SetMarkerColor(1);
gr61zoom->SetLineColor(1);
gr61zoom->Draw("p");
gPad->SetFillColor(0);
c6zoom->Print("V6zoom.eps");

TCanvas * c7 = new TCanvas("c7","",10,40,800,600);
TGraph * gr7 = new TGraph (n,R7,V7);
gr7->SetTitle("m=10ˆ{-0.286}, {L}=10ˆ{6}");
gr7->GetXaxis()->SetLimits(0.5,1.5);
gr7->GetYaxis()->SetLimits(-0.02,0.02);
gr7->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr7->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr7->GetXaxis()->CenterTitle();
gr7->GetYaxis()->CenterTitle();
gr7->SetMinimum(-0.02);
gr7->SetMaximum(0.02);
gr7->SetMarkerStyle(1);
gr7->SetMarkerColor(1);
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gr7->SetLineColor(1);
gr7->Draw("Ap");
gPad->SetFillColor(0);
TGraph * gr71 = new TGraph (n,R7,O);
gr71->SetTitle("");
gr71->GetXaxis()->SetLimits(0.5,1.5);
gr71->GetYaxis()->SetLimits(-0.001,0.001);
gr71->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr71->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr71->GetXaxis()->CenterTitle();
gr71->GetYaxis()->CenterTitle();
gr71->SetMinimum(-0.02);
gr71->SetMaximum(0.02);
gr71->SetMarkerStyle(1);
gr71->SetMarkerColor(1);
gr71->SetLineColor(1);
gr71->Draw("p");
gPad->SetFillColor(0);
c7->Print("V7.eps");

*/
}

B.3.5 gravastar.h (para estudo do colapso)
#ifndef GRAVASTAR_H
#define GRAVASTAR_H

#include <math.h>

double Potential(double m, double L, double R)
{
double a1=-1.0 + (m/R) + (1.0/(4.0*pow(R,6))) + (pow(R,2)/(2.0*L));
double a2=pow(m,2)*pow(R,4)-((m*pow(R,7))/pow(L,2))+(pow(R,10)/(4.0*pow(L,4)));
return -0.5*(a1+a2);

}
double PotentialLInf(double m, double R)
{
double a1=-1.0 + (m/R) + (1.0/(4.0*pow(R,6)));
double a2=pow(m,2)*pow(R,4);
return -0.5*(a1+a2);

}

double d2Rdt2pot(double m, double L, double R, double dRdt)
{
double a1=Potential(m,L,R)/(sqrt(-2.0*Potential(m,L,R)))*dRdt;
double a2=-0.5*(-1.0-(m/pow(R,2.0))-(1.5/pow(R,7.0))-(R/L)+
(4.0*pow(m,2.0)*pow(R,3.0))-((7.0*m*pow(R,6.0))/pow(L,2.0))+
((2.5*pow(R,9.0))/pow(L,4.0)));

return a1*a2;
}

double d2Rdt2inf(double m, double R, double dRdt)
{
double a1=PotentialLInf(m,R)/(sqrt(-2.0*PotentialLInf(m,R)))*dRdt;
double a2=-0.5*(-(m/pow(R,2.0))-(1.5/pow(R,7.0))+(4.0*pow(m,2.0)*pow(R,3.0)));

return a1*a2;
}
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#endif

B.3.6 gravastar.cpp (para estudo do colapso)
/***************************************************************************
* Copyright (C) 2007 by pedro rocha *
* pedroc@localhost.localdomain *
* *
* This program is free software; you can redistribute it and/or modify *
* it under the terms of the GNU General Public License as published by *
* the Free Software Foundation; either version 2 of the License, or *
* (at your option) any later version. *
* *
* This program is distributed in the hope that it will be useful, *
* but WITHOUT ANY WARRANTY; without even the implied warranty of *
* MERCHANTABILITY or FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. See the *
* GNU General Public License for more details. *
* *
* You should have received a copy of the GNU General Public License *
* along with this program; if not, write to the *
* Free Software Foundation, Inc., *
* 59 Temple Place - Suite 330, Boston, MA 02111-1307, USA. *
***************************************************************************/

#ifdef HAVE_CONFIG_H
#include <config.h>
#endif

#include <iostream>
#include <cstdlib>
#include "gravastar.h"

using namespace std;

void generateDataR(double m, double L, double hr, double R0)
{

double R=R0,dRdt=0.0,d2Rdt2=0.0;
FILE * arq1;
bool trocasinal=false;
double potential=0.0;
double potentialbef=0.0;
double V; // para armazenar valor do potencial a ser impresso no arquivo de dados
double lastR=R0; //para guardar o valor de R antes do potencial mudar de sinal
unsigned long int i=0;
char namefile1[15];
strcpy(namefile1,"R.txt");
arq1 = fopen(namefile1,"w");

unsigned long int n=0;

while(R>0.0 && n<10000 && R<1.0e7)
{

potentialbef=Potential(m,L,lastR);
potential=Potential(m,L,R);

//verify if the signal of the potential changes
if((potentialbef<0.0 && potential>0.0))
{

trocasinal=true;
R=lastR;
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}
else
{

trocasinal=false;
}

//se troca de sinal e dR/dt era negativo, dR/dt passa a ser positivo
if(trocasinal && dRdt<0.0)
{
dRdt=sqrt(-2.0*potentialbef);
d2Rdt2=d2Rdt2pot(m,L,R,dRdt);
trocasinal=false;
V=potentialbef;
}
//se troca de sinal e dR/dt era positivo, dR/dt passa a ser negativo
else if(trocasinal && dRdt>0.0)
{
dRdt=-sqrt(-2.0*potentialbef);
d2Rdt2=d2Rdt2pot(m,L,R,dRdt);
trocasinal=false;
V=potentialbef;
}
else if(!trocasinal && dRdt<0.0)
{
dRdt=-sqrt(-2.0*potential);
d2Rdt2=d2Rdt2pot(m,L,R,dRdt);
V=potential;
}
else if(!trocasinal && dRdt>0.0)
{
dRdt=sqrt(-2.0*potential);
d2Rdt2=d2Rdt2pot(m,L,R,dRdt);
V=potential;
}
else if (dRdt==0.0)//i am studing collapse
{
dRdt=-sqrt(-2.0*potential);
d2Rdt2=d2Rdt2pot(m,L,R,dRdt);
trocasinal=false;
V=potential;

}

lastR=R; //atualiza lastR
trocasinal=false;

fprintf(arq1,"%lf %lf\n",R,i*hr); // imprime R em funcao de t

R+=hr*dRdt; //atualiza R
i++;
n++;
}

fclose(arq1);

}

void generateDataRLInf(double m, double hr, double R0, char* nomearq)
{

double R=R0,dRdt=0.0,d2Rdt2=0.0;
FILE * arq1;
bool trocasinal=false;
double potential=0.0;
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double potentialbef=0.0;
double V; // para armazenar valor do potencial a ser impresso no arquivo de dados
double lastR=R0; //para guardar o valor de R antes do potencial mudar de sinal
unsigned long int i=0;
char namefile1[15];
strcpy(namefile1,nomearq);
//strcpy(namefile1,"R.txt");
arq1 = fopen(namefile1,"w");

unsigned long int n=0;

while(R>0.0 && n<10000 && R<1.0e7)
{

potentialbef=PotentialLInf(m,lastR);
potential=PotentialLInf(m,R);

//verify if the signal of the potential changes
if((potentialbef<0.0 && potential>0.0))
{

trocasinal=true;
R=lastR;

}
else
{

trocasinal=false;
}

//se troca de sinal e dR/dt era negativo, dR/dt passa a ser positivo
if(trocasinal && dRdt<0.0)
{
dRdt=sqrt(-2.0*potentialbef);
d2Rdt2=d2Rdt2inf(m,R,dRdt);
trocasinal=false;
V=potentialbef;
}
//se troca de sinal e dR/dt era positivo, dR/dt passa a ser negativo
else if(trocasinal && dRdt>0.0)
{
dRdt=-sqrt(-2.0*potentialbef);
d2Rdt2=d2Rdt2inf(m,R,dRdt);
trocasinal=false;
V=potentialbef;
}
else if(!trocasinal && dRdt<0.0)
{
dRdt=-sqrt(-2.0*potential);
d2Rdt2=d2Rdt2inf(m,R,dRdt);
V=potential;
}
else if(!trocasinal && dRdt>0.0)
{
dRdt=sqrt(-2.0*potential);
d2Rdt2=d2Rdt2inf(m,R,dRdt);
V=potential;
}
else if (dRdt==0.0)//i am studing collapse
{
dRdt=-sqrt(-2.0*potential);
d2Rdt2=d2Rdt2inf(m,R,dRdt);
trocasinal=false;
V=potential;

}
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lastR=R; //atualiza lastR
trocasinal=false;

fprintf(arq1,"%lf %lf\n",R,i*hr); // imprime R em funcao de t

R+=hr*dRdt; //atualiza R
i++;
n++;
}

fclose(arq1);

}

void EvaluateR(unsigned long int n,double m, double L, double hr, double R0)
{

double R=R0,dRdt=0.0,d2Rdt2=0.0;
FILE * arq1,* arq2,* arq3, *arq4;
bool trocasinal=false;
double potential=0.0;
double potentialbef=0.0;
double V; // para armazenar valor do potencial a ser impresso no arquivo de dados
double lastR=R0; //para guardar o valor de R antes do potencial muda de sinal

char namefile1[15],namefile2[15],namefile3[15],namefile4[15];
strcpy(namefile1,"R.txt");
strcpy(namefile2,"dRdt.txt");
strcpy(namefile3,"d2Rdt2.txt");
strcpy(namefile4,"potential.txt");
arq1 = fopen(namefile1,"w");
arq2 = fopen(namefile2,"w");
arq3 = fopen(namefile3,"w");
arq4 = fopen(namefile4,"w");

for(unsigned long int i=0;i<n;i++)
{

potentialbef=Potential(m,L,lastR);
potential=Potential(m,L,R);

//verify if the signal of the potential changes
if((potentialbef<0.0 && potential>0.0))
{

trocasinal=true;
R=lastR;

}
else
{

trocasinal=false;
}

//se troca de sinal e dR/dt era negativo, dR/dt passa a ser positivo
if(trocasinal && dRdt<0.0)
{
dRdt=sqrt(-2.0*potentialbef);
d2Rdt2=d2Rdt2pot(m,L,R,dRdt);
trocasinal=false;
V=potentialbef;
}
//se troca de sinal e dR/dt era positivo, dR/dt passa a ser negativo
else if(trocasinal && dRdt>0.0)
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{
dRdt=-sqrt(-2.0*potentialbef);
d2Rdt2=d2Rdt2pot(m,L,R,dRdt);
trocasinal=false;
V=potentialbef;
}
else if(!trocasinal && dRdt<0.0)
{
dRdt=-sqrt(-2.0*potential);
d2Rdt2=d2Rdt2pot(m,L,R,dRdt);
V=potential;
}
else if(!trocasinal && dRdt>0.0)
{
dRdt=sqrt(-2.0*potential);
d2Rdt2=d2Rdt2pot(m,L,R,dRdt);
V=potential;
}
else if (dRdt==0.0)//i am studing collapse
{
dRdt=-sqrt(-2.0*potential);
d2Rdt2=d2Rdt2pot(m,L,R,dRdt);
trocasinal=false;
V=potential;

}

lastR=R; //atualiza lastR
trocasinal=false;

fprintf(arq1,"%lf %lf\n",R,i*hr); // imprime R em funcao de t
fprintf(arq2,"%lf %lf\n",dRdt,i*hr); // imprime dR/dt em funcao de t
fprintf(arq3,"%lf %lf\n",d2Rdt2,i*hr); // imprime d2R/dt2 em funcao de t
fprintf(arq4,"%lf %lf %lf %lf\n",R,dRdt,V,i*hr); // imprime V em funcao de R e t

R+=hr*dRdt; //atualiza R

}

fclose(arq1);
fclose(arq2);
fclose(arq3);

}

void EvaluateRInf(unsigned long int n,double m, double hr, double R0)
{
double R=R0,dRdt=0.0,d2Rdt2=0.0;
FILE * arq1,* arq2,* arq3;
bool trocasinal=false;
double potential=0.0;
double potentialbef=0.0;
double lastR=R0; //para guardar o valor de R antes do potencial muda de sinal
double Rc=pow(5.0/4.0,1.0/3.0);

char namefile1[15],namefile2[15],namefile3[15];
strcpy(namefile1,"R.txt");
strcpy(namefile2,"dRdt.txt");
strcpy(namefile3,"d2Rdt2.txt");
arq1 = fopen(namefile1,"w");
arq2 = fopen(namefile2,"w");
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arq3 = fopen(namefile3,"w");

unsigned long int i=0;

while(R>Rc)
{

potentialbef=PotentialLInf(m,lastR);
potential=PotentialLInf(m,R);

//verify if the signal of the potential changes
if((potentialbef<0.0 && potential>0.0))
{

trocasinal=true;
R=lastR;

}
else
{

trocasinal=false;
}

//se troca de sinal e dR/dt era negativo, dR/dt passa a ser positivo
if(trocasinal && dRdt<0.0)
{
dRdt=sqrt(-2.0*potentialbef);
d2Rdt2=d2Rdt2inf(m,R,dRdt);
trocasinal=false;
}
//se troca de sinal e dR/dt era positivo, dR/dt passa a ser negativo
else if(trocasinal && dRdt>0.0)
{
dRdt=-sqrt(-2.0*potentialbef);
d2Rdt2=d2Rdt2inf(m,R,dRdt);
trocasinal=false;
}
else if(!trocasinal && dRdt<0.0)
{
dRdt=-sqrt(-2.0*potential);
d2Rdt2=d2Rdt2inf(m,R,dRdt);
}
else if(!trocasinal && dRdt>0.0)
{
dRdt=sqrt(-2.0*potential);
d2Rdt2=d2Rdt2inf(m,R,dRdt);
}
else if (dRdt==0.0)//i am studing collapse
{
dRdt=-sqrt(-2.0*potentialbef);
d2Rdt2=d2Rdt2inf(m,R,dRdt);
trocasinal=false;

}

lastR=R; //atualiza lastR
trocasinal=false;

fprintf(arq1,"%lf %lf\n",R,i*hr); // imprime R em funcao de t
fprintf(arq2,"%lf %lf\n",dRdt,i*hr); // imprime dR/dt em funcao de t
fprintf(arq3,"%lf %lf\n",d2Rdt2,i*hr); // imprime d2R/dt2 em funcao de t

R+=hr*dRdt; //atualiza R
i++;

}
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fclose(arq1);
fclose(arq2);
fclose(arq3);

}

int main(int argc, char *argv[])
{

unsigned long int n;
double m,L,hr,R0;

//m=1.0, L=10.0
/*
n=1000000;
m=1.0;
L=10.0;
R0=2.000001;
hr=0.000001;

/**/

//m=1.0, L=10.0
/*
n=1000000;
m=1.0;
L=10.0;
R0=3.000000;
hr=0.000001;

*/
/*
m=1.0;
L=10.0;
R0=9.5;
hr=0.0005;

*/
/*

*/
/**/

//m=1.0, L=10.0
/*
n=1000000;
m=1.0;
L=10.0;
R0=4.000000;
hr=0.000001;

*/
/**/

//m=1.0, L=10.0
/* n=1000000;
m=1.0;
L=10.0;
R0=7.000000;
hr=0.000001;

*/
/**/

// m= 10ˆ-4 , L=10ˆ-4
/*
n=1000000;
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m=1e-4;
L=1e4;
R0=55.0000;
hr=0.00002;

m=1e-4;
L=1e4;
R0=55.00;
hr=0.002;

*/

/* m= 10ˆ-4 , L=250000 */

/*
n=1000000;
m=1e-4;
L=250000.0;
R0=200.000;
hr=0.005;

*/

/* m= 10ˆ-4 , L=250000 */

/*
n=1000000;
m=1e-4;
L=250000.0;
R0=300.000;
hr=0.00005;

*/

/* m= 10ˆ-4 , L=250000 */

/*
n=1000000;
m=1e-4;
L=250000.0;
R0=350.000;
hr=0.00005;

*/

/* m= 10ˆ-4 , L=250000 */
/*
m=1e-4;
L=250000.0;
R0=200.0;
hr=0.1;

*/
//

/* m= 10ˆ-4 , L=1 */
/*
n=1000000;
m=1e-4;
L=1.0;
R0=0.50;
hr=0.00000001;

*/
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/*
m=1e-4;
L=1.0;
R0=0.50;
hr=0.00001;

*/

/* m= 10ˆ-0.286 , L=2.5 10ˆ5 */

/*
n=1000000;
m=pow(10.0,-0.286);
L=2.5e5;
R0=1.5;
hr=0.000001;

*/

/* m= 10ˆ-0.286 , L=100 */

/*
n=1000000;
m=pow(10.0,-0.286);
L=100.0;
R0=5.0;
hr=0.000001;

*/

// EvaluateR(n,m,L,hr,R0);

/* m= 10ˆ-0.286 , L=inf */

/*
n=1000000;
m=pow(10.0,-0.286);
R0=100.0;
hr=0.000001;

*/
char nomearq[15];
strcpy(nomearq,"Rmc.txt");
m=pow((3.0/4.0)*(pow((12.0/25.0),5.0)),(1.0/6.0));
printf("%lf\n",m);
hr=0.0001;
R0=1.5;

generateDataRLInf(m,hr,R0,nomearq);

strcpy(nomearq,"R07.txt");
m=0.7;
printf("%lf\n",m);
hr=0.0001;
R0=1.5;

generateDataRLInf(m,hr,R0,nomearq);

strcpy(nomearq,"R04.txt");
m=0.4;
printf("%lf\n",m);
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hr=0.0001;
R0=1.5;

generateDataRLInf(m,hr,R0,nomearq);

//EvaluateRInf(n,m,hr,R0);

//generateDataR(m,L,hr,R0);

return EXIT_SUCCESS;
}

B.3.7 Potentialgen.h (para rodar no ROOT)
Double_t Potential (Double_t R,Double_t m,Double_t L,Double_t d)
{
return (0.1e1 / 0.2e1 - (0.1e1 / R - pow(R, (Double_t) (7 - 4 * d)) * pow(L, -0.2e1))

* m / 0.2e1 - m * m * pow(R, (Double_t) (4 - 4 * d)) / 0.2e1 - R * R * pow(L, -0.2e1)
/ 0.4e1 - pow(R, (Double_t) (10 - 4 * d)) * pow(L, -0.4e1) / 0.8e1 - pow(R, (Double_t)
(4 * d - 6)) / 0.8e1);
}

Double_t PotentialMzero(Double_t R, Double_t l, Double_t d)
{

return(0.1e1 / 0.2e1 - R * R * pow(l, -0.2e1) / 0.4e1 - pow(R, (double) (10 - 4 * d))

* pow(l, -0.4e1) / 0.8e1 - pow(R, (double) (4 * d - 6)) / 0.8e1);

}

Double_t PotentialLINF (Double_t R, Double_t m, Double_t d)
{
return(-(0.2e1 * m * pow(R, 0.5e1) + pow(pow(R, d), 0.4e1) + 0.2e1 *

pow(pow(R, d), 0.2e1) * pow(R, 0.3e1)) * (0.2e1 * m * pow(R, 0.5e1) +
pow(pow(R, d), 0.4e1) - 0.2e1 * pow(pow(R, d), 0.2e1) * pow(R, 0.3e1)) *
pow(R, -0.6e1) * pow(pow(R, d), -0.4e1) / 0.8e1);
}

B.3.8 gravastarblackhole1.C (para rodar no ROOT)
//Double_t Potential (Double_t R,Double_t m,Double_t l,Double_t d)
//Double_t PotentialMzero(Double_t R, Double_t l, Double_t d)
//Double_t PotentialLINF (Double_t R, Double_t m, Double_t d)
{
Int_t i=0,n=100000;

Double_t R1[1000000],R2[1000000],R3[1000000],R4[1000000],R5[1000000],R6[1000000],R7[1000000],
R8[1000000],R9[1000000],R10[1000000],R11[1000000],R12[1000000],
V1[1000000],V2[1000000],V3[1000000],V4[1000000],V5[1000000],V6[1000000],V7[1000000],
O[1000000],V8[1000000],V9[1000000],
V10[1000000],V11[1000000],V12[1000000],m,l,d;

O[0]=0.0;
R12[0]=R11[0]=R10[0]=R9[0]=R8[0]=R7[0]=R6[0]=R5[0]=R4[0]=R3[0]=R2[0]=R1[0]=0.0001;
for(i=1;i<n;i++)
{
R12[i]=R11[i]=R10[i]=R9[i]=R8[i]=R7[i]=R6[i]=R5[i]=R4[i]=/*=R2[i]=*/R1[i]=0.001*i;
R2[i]=0.001*i;
R3[i]=0.001*i;
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O[i]=0.0;
}

for(i=1;i<n;i++)
{

// gamma=0, mc=0.5170643255, Lc=2.8743397865
//m=0.5170643255;l=2.8743397865;d=0.0;

//d=0.1;m=0.5199536485;l=3.1000618;
//d=0.2;m=0.5236577775;l=3.3917341;
//d=0.3;m=0.5285215890;l=3.7828681;
//d=0.4;m=0.5350989795;l=4.3336020;
//d=0.5;m=0.5443310540;l=5.1626297;
//d=0.6;m=0.5579387820;l=6.5372013;
//d=0.7;m=0.5794043665;l=9.1891232;
//d=0.8;m=0.6169244095;l=15.8955019;
//d=0.9;m=0.6956250340;l=47.7590095;
d=0.95;m=0.7788797565;l=166.7543222;
//d=0.99;m=0.9200729380;l=3906.8991705;

//m=0.5350989795;l=4.3336020545;d=0.4;
V7[i]=Potential(R7[i],m,l,d);
}

/*
for(i=1;i<n;i++)
{
m=0.545; //m + delta m
// l=2.8743397865;d=0.0;
// l=4.3336020545;d=0.4;
V8[i]=Potential(R8[i],m,l,d);
}

for(i=1;i<n;i++)
{
m=0.56; //m - delta m
// l=2.8743397865;d=0.0;
l=4.3336020545;d=0.4;
V9[i]=Potential(R9[i],m,l,d);
}

for(i=1;i<n;i++)
{
m=0.51; //m - delta m
// l=2.8743397865;d=0.0;
l=4.3336020545;d=0.4;
V10[i]=Potential(R10[i],m,l,d);
}

*/
/*
for(i=1;i<n;i++)
{

m=0.5170643255;
//m=0.5350989795;
l=3.5;d=0.0; //l + delta l
V8[i]=Potential(R8[i],m,l,d);
}
for(i=1;i<n;i++)
{

// gamma=0, mc=0.5170643255, Lc=2.8743397865
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// m=0.5170643255;
//m=0.5350989795;
l=5.0;d=0.0; //l - delta l
V9[i]=Potential(R9[i],m,l,d);
}

for(i=1;i<n;i++)
{
m=0.5170643255;
//m=0.5350989795;
l=2.0;d=0.0;
//l=4.3336020545;d=0.4;
V10[i]=Potential(R10[i],m,l,d);
}

*/

/*m=1.0;
l=10.0;
V1[i]=Potential(m,l,R1[i]);

m=1.0e-4;
l=1.0e4;
V2[i]=Potential(m,l,R2[i]);

*/
/*
m=1.0e-4;
l=2.5e5;
V3[i]=Potential(m,l,R3[i]);

*/
/*
m=1.0e-4;
l=1.0;
V4[i]=Potential(m,l,R4[i]);

m=pow(10,-0.2864562648505);
l=2.5e5;
V5[i]=Potential(m,l,R5[i]);

m=pow(10,-0.2864562648505);
l=100.0;
V6[i]=Potential(m,l,R6[i]);

m=pow(10,-0.2864562648505);
V7[i]=PotentialLInf(m,R7[i]);
}

*/

//GRAFICOS comparando m>mc, m=mc e m<mc
/*

//m=pow((3.0/4.0)*(pow((12.0/25.0),5.0)),(1.0/6.0));
//m=0.5443310540;
//d=0.5;
m=0.5120894285;
d=3.0;
V7[i]=PotentialLINF(R7[i],m,d);
}

for(i=1;i<n;i++)
{
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//m=0.7;
m=0.6;
d=3.0;
V8[i]=PotentialLINF(R8[i],m,d);
}

for(i=1;i<n;i++)
{
m=0.4;
d=3.0;
V9[i]=PotentialLINF(R9[i],m,d);
}

*/

/*
//GRAFICOS comparando L>Lc, L=Lc, L<Lc

//l=0.9185586537;
//d=0.5;
//V10[i]=PotentialMzero(R10[i],l,d);
l=0.9164864247;
d=3.0;
V10[i]=PotentialMzero(R10[i],l,d);

}

for(i=1;i<n;i++)
{
//l=0.93;
//d=0.5;
//V11[i]=PotentialMzero(R11[i],l,d);
l=0.94;
d=3.0;
V11[i]=PotentialMzero(R11[i],l,d);
}

for(i=1;i<n;i++)
{
//l=0.90;
//d=0.5;
//V12[i]=PotentialMzero(R12[i],l,d);
l=0.90;
d=3.0;
V12[i]=PotentialMzero(R12[i],l,d);
}

*/

//Cria Grficos V em funo de R
/*
TCanvas * c1 = new TCanvas("c1","",10,40,800,600);
TGraph * gr1 = new TGraph (n,R1,V1);
gr1->SetTitle("\it{m}=1, \it{L}=10");
gr1->GetXaxis()->SetLimits(0,8);
gr1->GetYaxis()->SetLimits(-70,10);
gr1->GetXaxis()->SetTitle(" \it{R}");
gr1->GetYaxis()->SetTitle(" \it{V(R)}");
gr1->GetXaxis()->CenterTitle();
gr1->GetYaxis()->CenterTitle();
gr1->SetMinimum(-70.0);
gr1->SetMaximum(10.0);
gr1->SetMarkerStyle(1);
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gr1->SetMarkerColor(1);
gr1->SetLineColor(1);
gr1->Draw("Ap");
gPad->SetFillColor(0);
TGraph * gr11 = new TGraph (n,R1,O);
gr11->SetTitle("");
gr11->GetXaxis()->SetLimits(-1,8);
gr11->GetYaxis()->SetLimits(-70,10);
gr11->GetXaxis()->SetTitle(" \it{R}");
gr11->GetYaxis()->SetTitle(" \it{V(R)}");
gr11->GetXaxis()->CenterTitle();
gr11->GetYaxis()->CenterTitle();
gr11->SetMinimum(-70.0);
gr11->SetMaximum(10.0);
gr11->SetMarkerStyle(1);
gr11->SetMarkerColor(1);
gr11->SetLineColor(1);
gr11->Draw("p");
gPad->SetFillColor(0);
c1->Print("V1.eps");

*/
/*
TCanvas * c2 = new TCanvas("c2","",10,40,800,600);
TGraph * gr2 = new TGraph (n,R2,V2);
gr2->SetTitle("m=10ˆ{-4}, L=10ˆ{4}");
//gr2->GetXaxis()->SetLimits(0,80);
//gr2->GetYaxis()->SetLimits(-10,1);
gr2->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr2->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr2->GetXaxis()->CenterTitle();
gr2->GetYaxis()->CenterTitle();
//gr2->SetMinimum(-10.0);
//gr2->SetMaximum(1.0);
gr2->SetMarkerStyle(1);
gr2->SetMarkerColor(1);
gr2->SetLineColor(1);
gr2->Draw("Ap");
gPad->SetFillColor(0);
TGraph * gr21 = new TGraph (n,R2,O);
gr21->SetTitle("");
//gr21->GetXaxis()->SetLimits(0,100);
//gr21->GetYaxis()->SetLimits(-50,10);
gr21->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr21->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr21->GetXaxis()->CenterTitle();
gr21->GetYaxis()->CenterTitle();
//gr21->SetMinimum(-10.0);
//gr21->SetMaximum(1.0);
gr21->SetMarkerStyle(1);
gr21->SetMarkerColor(1);
gr21->SetLineColor(1);
gr21->Draw("p");
gPad->SetFillColor(0);
c2->Print("V2.eps");

/*

TCanvas * c3 = new TCanvas("c3","",10,40,800,600);
TGraph * gr3 = new TGraph (n,R3,V3);
gr3->SetTitle("m=10ˆ{-4}, L=2.5 10ˆ{5}");
gr3->GetXaxis()->SetLimits(0,300);
gr3->GetYaxis()->SetLimits(-2,1);
gr3->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr3->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr3->GetXaxis()->CenterTitle();
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gr3->GetYaxis()->CenterTitle();
gr3->SetMinimum(-2.0);
gr3->SetMaximum(1.0);
gr3->SetMarkerStyle(1);
gr3->SetMarkerColor(1);
gr3->SetLineColor(1);
gr3->Draw("Ap");
gPad->SetFillColor(0);
TGraph * gr31 = new TGraph (n,R3,O);
gr31->SetTitle("");
gr31->GetXaxis()->SetLimits(0,300);
gr31->GetYaxis()->SetLimits(-2,1);
gr31->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr31->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr31->GetXaxis()->CenterTitle();
gr31->GetYaxis()->CenterTitle();
gr31->SetMinimum(-2.0);
gr31->SetMaximum(1.0);
gr31->SetMarkerStyle(1);
gr31->SetMarkerColor(1);
gr31->SetLineColor(1);
gr31->Draw("p");
gPad->SetFillColor(0);
c3->Print("V3.eps");

TCanvas * c4 = new TCanvas("c4","",10,40,800,600);
TGraph * gr4 = new TGraph (n,R4,V4);
gr4->SetTitle("m=10ˆ{-4}, L=1");
gr4->GetXaxis()->SetLimits(0,1.5);
gr4->GetYaxis()->SetLimits(-0.4,0.2);
gr4->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr4->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr4->GetXaxis()->CenterTitle();
gr4->GetYaxis()->CenterTitle();
gr4->SetMinimum(-0.4);
gr4->SetMaximum(0.2);
gr4->SetMarkerStyle(1);
gr4->SetMarkerColor(1);
gr4->SetLineColor(1);
gr4->Draw("Ap");
gPad->SetFillColor(0);
TGraph * gr41 = new TGraph (n,R4,O);
gr41->SetTitle("");
gr41->GetXaxis()->SetLimits(0,1.5);
gr41->GetYaxis()->SetLimits(-0.4,0.2);
gr41->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr41->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr41->GetXaxis()->CenterTitle();
gr41->GetYaxis()->CenterTitle();
gr41->SetMinimum(-0.4);
gr41->SetMaximum(0.2);
gr41->SetMarkerStyle(1);
gr41->SetMarkerColor(1);
gr41->SetLineColor(1);
gr41->Draw("p");
gPad->SetFillColor(0);
c4->Print("V4.eps");

TCanvas * c5 = new TCanvas("c5","",10,40,800,600);
TGraph * gr5 = new TGraph (n,R5,V5);
gr5->SetTitle("m=10ˆ{-0.286}, L=2.5 10ˆ{5}");
gr5->GetXaxis()->SetLimits(0,3);
gr5->GetYaxis()->SetLimits(-0.04,0.02);
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gr5->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr5->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr5->GetXaxis()->CenterTitle();
gr5->GetYaxis()->CenterTitle();
gr5->SetMinimum(-0.04);
gr5->SetMaximum(0.02);
gr5->SetMarkerStyle(1);
gr5->SetMarkerColor(1);
gr5->SetLineColor(1);
gr5->Draw("Ap");
gPad->SetFillColor(0);
TGraph * gr51 = new TGraph (n,R5,O);
gr51->SetTitle("");
gr51->GetXaxis()->SetLimits(0,3);
gr51->GetYaxis()->SetLimits(-0.04,0.02);
gr51->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr51->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr51->GetXaxis()->CenterTitle();
gr51->GetYaxis()->CenterTitle();
gr51->SetMinimum(-0.04);
gr51->SetMaximum(0.02);
gr51->SetMarkerStyle(1);
gr51->SetMarkerColor(1);
gr51->SetLineColor(1);
gr51->Draw("p");
gPad->SetFillColor(0);
c5->Print("V5.eps");

TCanvas * c6 = new TCanvas("c6","",10,40,800,600);
TGraph * gr6 = new TGraph (n,R6,V6);
gr6->SetTitle("m=10ˆ{-0.286}, L=100");
gr6->GetXaxis()->SetLimits(0,30);
gr6->GetYaxis()->SetLimits(-3500,10);
gr6->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr6->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr6->GetXaxis()->CenterTitle();
gr6->GetYaxis()->CenterTitle();
gr6->SetMinimum(-3500.0);
gr6->SetMaximum(10.0);
gr6->SetMarkerStyle(1);
gr6->SetMarkerColor(1);
gr6->SetLineColor(1);
gr6->Draw("Ap");
gPad->SetFillColor(0);
TGraph * gr61 = new TGraph (n,R6,O);
gr61->SetTitle("");
gr61->GetXaxis()->SetLimits(0,30);
gr61->GetYaxis()->SetLimits(-3500,10);
gr61->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr61->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr61->GetXaxis()->CenterTitle();
gr61->GetYaxis()->CenterTitle();
gr61->SetMinimum(-3500.0);
gr61->SetMaximum(10.0);
gr61->SetMarkerStyle(1);
gr61->SetMarkerColor(1);
gr61->SetLineColor(1);
gr61->Draw("p");
gPad->SetFillColor(0);
c6->Print("V6.eps");

TCanvas * c6zoom = new TCanvas("c6zoom","",10,40,800,600);
TGraph * gr6zoom = new TGraph (n,R6,V6);
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gr6zoom->SetTitle("m=10ˆ{-0.286}, L=100 with Zoom");
gr6zoom->GetXaxis()->SetLimits(0,30);
gr6zoom->GetYaxis()->SetLimits(-1,0.1);
gr6zoom->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr6zoom->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr6zoom->GetXaxis()->CenterTitle();
gr6zoom->GetYaxis()->CenterTitle();
gr6zoom->SetMinimum(-1.0);
gr6zoom->SetMaximum(0.1);
gr6zoom->SetMarkerStyle(1);
gr6zoom->SetMarkerColor(1);
gr6zoom->SetLineColor(1);
gr6zoom->Draw("Ap");
gPad->SetFillColor(0);
TGraph * gr61zoom = new TGraph (n,R6,O);
gr61zoom->SetTitle("");
gr61zoom->GetXaxis()->SetLimits(0,30);
gr61zoom->GetYaxis()->SetLimits(-1,0.1);
gr61zoom->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr61zoom->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr61zoom->GetXaxis()->CenterTitle();
gr61zoom->GetYaxis()->CenterTitle();
gr61zoom->SetMinimum(-1.0);
gr61zoom->SetMaximum(0.1);
gr61zoom->SetMarkerStyle(1);
gr61zoom->SetMarkerColor(1);
gr61zoom->SetLineColor(1);
gr61zoom->Draw("p");
gPad->SetFillColor(0);
c6zoom->Print("V6zoom.eps");

*/

TCanvas * c7 = new TCanvas("c7","",10,40,800,600);
TGraph * gr7 = new TGraph (n,R7,V7);
gr7->SetTitle("m_{c}=0.7788797565, L_{c}=166.7543222, #gamma=0.95");
//gr7->GetXaxis()->SetLimits(0.5,2.7);
//gr7->GetYaxis()->SetLimits(-0.4,0.4);
gr7->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr7->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr7->GetXaxis()->CenterTitle();
gr7->GetYaxis()->CenterTitle();
//gr7->SetMinimum(-0.5);
//gr7->SetMaximum(0.5);
gr7->SetMarkerStyle(1);
gr7->SetMarkerColor(1);
gr7->SetLineColor(1);
gr7->Draw("Ap");
gPad->SetFillColor(0);

TGraph * gr71 = new TGraph (n,R7,O);
gr71->SetTitle("");
//[gr71->GetXaxis()->SetLimits(0.5,1.5);
//gr71->GetYaxis()->SetLimits(-0.001,0.001);
//gr71->GetXaxis()->SetLimits(0.5,2.7);
//gr71->GetYaxis()->SetLimits(-0.4,0.4);
gr71->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr71->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr71->GetXaxis()->CenterTitle();
gr71->GetYaxis()->CenterTitle();
gr71->SetMarkerStyle(1);
gr71->SetMarkerColor(1);
gr71->SetLineColor(1);
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gr71->Draw("p");
gPad->SetFillColor(0);

/*
TGraph * gr72 = new TGraph (n,R8,V8);
gr72->SetTitle("");
//gr72->GetXaxis()->SetLimits(0.5,1.1);
//gr72->GetYaxis()->SetLimits(-0.001,0.001);
//gr72->GetXaxis()->SetLimits(0.5,2.7);
//gr72->GetYaxis()->SetLimits(-0.4,0.4);
gr72->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr72->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr72->GetXaxis()->CenterTitle();
gr72->GetYaxis()->CenterTitle();
gr72->SetMarkerStyle(1);
gr72->SetMarkerColor(1);
gr72->SetLineColor(1);
gr72->Draw("p");
gPad->SetFillColor(0);

TGraph * gr73 = new TGraph (n,R9,V9);
gr73->SetTitle("");
//gr73->GetXaxis()->SetLimits(0.5,1.5);
//gr73->GetYaxis()->SetLimits(-0.001,0.001);
//gr73->GetXaxis()->SetLimits(0.5,2.7);
//gr73->GetYaxis()->SetLimits(-0.4,0.4);
gr73->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr73->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr73->GetXaxis()->CenterTitle();
gr73->GetYaxis()->CenterTitle();
gr73->SetMarkerStyle(1);
gr73->SetMarkerColor(1);
gr73->SetLineColor(1);
gr73->Draw("p");
gPad->SetFillColor(0);

TGraph * gr74 = new TGraph (n,R10,V10);
gr74->SetTitle("");
//gr74->GetXaxis()->SetLimits(0.5,2.7);
//gr74->GetYaxis()->SetLimits(-0.4,0.4);
//gr74->GetXaxis()->SetLimits(0.5,1.5);
//gr74->GetYaxis()->SetLimits(-0.001,0.001);
gr74->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr74->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr74->GetXaxis()->CenterTitle();
gr74->GetYaxis()->CenterTitle();
gr74->SetMarkerStyle(1);
gr74->SetMarkerColor(1);
gr74->SetLineColor(1);
gr74->Draw("p");
gPad->SetFillColor(0);

TLegend *legend = new TLegend(0.6083333,0.1530612,0.8583333,0.4047619,NULL,"brNDC");
legend->SetFillColor(0);
legend->AddEntry(gr74,"L_{1}=2.0","p");
legend->AddEntry(gr72,"L_{2}=L_{c}","p");
legend->AddEntry(gr73,"L_{3}=3.5","p");
legend->AddEntry(gr7,"L_{4}=5.0","p");
legend->Draw();

*/
/*
c7->Print("V7.eps");
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TCanvas * c8 = new TCanvas("c8","",10,40,800,600);
TGraph * gr8 = new TGraph (n,R10,V10);
gr8->SetTitle("m=0, #Lambda #neq 0, #gamma=3.0");
gr8->GetXaxis()->SetLimits(0,2);
//gr8->GetYaxis()->SetLimits(-0.001,0.001);
gr8->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr8->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr8->GetXaxis()->CenterTitle();
gr8->GetYaxis()->CenterTitle();
gr8->SetMinimum(-0.5);
gr8->SetMaximum(0.5);
gr8->SetMarkerStyle(1);
gr8->SetMarkerColor(1);
gr8->SetLineColor(1);
gr8->Draw("Ap");
gPad->SetFillColor(0);

TGraph * gr81 = new TGraph (n,R10,O);
gr81->SetTitle("");
//[gr71->GetXaxis()->SetLimits(0.5,1.5);
//gr71->GetYaxis()->SetLimits(-0.001,0.001);
gr81->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr81->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr81->GetXaxis()->CenterTitle();
gr81->GetYaxis()->CenterTitle();
gr81->SetMarkerStyle(1);
gr81->SetMarkerColor(1);
gr81->SetLineColor(1);
gr81->Draw("p");
gPad->SetFillColor(0);

TGraph * gr82 = new TGraph (n,R11,V11);
gr82->SetTitle("");
//gr82->GetXaxis()->SetLimits(0.5,1.1);
//gr82->GetYaxis()->SetLimits(-0.001,0.001);
gr82->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr82->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr82->GetXaxis()->CenterTitle();
gr82->GetYaxis()->CenterTitle();
gr82->SetMarkerStyle(1);
gr82->SetMarkerColor(1);
gr82->SetLineColor(1);
gr82->Draw("p");
gPad->SetFillColor(0);

TGraph * gr83 = new TGraph (n,R12,V12);
gr83->SetTitle("");
//gr83->GetXaxis()->SetLimits(0.5,1.5);
//gr83->GetYaxis()->SetLimits(-0.001,0.001);
gr83->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr83->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr83->GetXaxis()->CenterTitle();
gr83->GetYaxis()->CenterTitle();
gr83->SetMarkerStyle(1);
gr83->SetMarkerColor(1);
gr83->SetLineColor(1);
gr83->Draw("p");
gPad->SetFillColor(0);

//c7->Print("V7.eps");
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*/
}

B.3.9 PotentialLobo.h (para rodar no ROOT)
Double_t PotentialLobo2geral(Double_t R,Double_t x,Double_t w,Double_t b,Double_t m)
{
Double_t pi=4.0*atan(1.0);
Double_t b1=1.0+b*pow(R,2.0);
Double_t b2=1.0+2.0*b*pow(R,2.0);
Double_t retorno=0;

if(x==0.0 && w==-1.5 && b==0.01)
{
return(pow(R, -0.2e1) / b2 * (-pow(b2, 0.5e0) * pow(b1, -0.2500000000e0) * pow(R, -0.4e1)
+ 0.2e1 * pow(b2, -0.250000000e0) * pow(R, -0.2e1) * pow(b1, -0.1250000000e0) *
sqrt((-pow(b2, 0.15e1) * pow(b1, 0.7500000000e0) * pow(R, 0.6e1) + pow(b2, 0.25e1) *
pow(b1, -0.2500000000e0) * pow(R, 0.6e1) - 0.2e1 * pow(b2, 0.25e1) *
pow(b1, -0.2500000000e0) * m * pow(R, 0.5e1) + b1 * pow(R, 0.6e1) * b2 - b2 * b2 * pow(R, 0.6e1)
+ 0.2e1 * b2 * b2 * m * pow(R, 0.5e1) + b2 * b2) / b2 * pow(R, -0.4e1)) - pow(b2, 0.5e0) *
R * R * pow(b1, -0.2500000000e0) + 0.10e1 * R * R + 0.2e1 * pow(b2, 0.5e0) * m * R *
pow(b1, -0.2500000000e0) - 0.20e1 * m * R - 0.10e1 * pow(R, -0.4e1) + pow(b1, 0.5e0) * R *
R - pow(b2, -0.5e0) * pow(b1, 0.7500000000e0) * R * R) * pow(pow(b1, -0.2500000000e0) -
pow(b2, -0.5e0), -0.2e1) / 0.2e1);
}

if(x==-1.0 && w==10 && b==0.000001)
{
return(pow(R, -0.2e1) / b2 * (-pow(b2, 0.12e2) * pow(b1, 0.11e2 / 0.2e1) * pow(R, -0.8e1)
+ 0.2e1 * pow(b2, 0.17e2) * pow(R, -0.4e1) * pow(b1, 0.11e2 / 0.4e1) *
sqrt(-(pow(b2, -0.10e2) * pow(b1, 0.13e2 / 0.2e1) * pow(R, 0.6e1) - pow(b2, -0.9e1) *
pow(b1, 0.11e2 / 0.2e1) * pow(R, 0.6e1) + 0.2e1 * pow(b2, -0.9e1) *
pow(b1, 0.11e2 / 0.2e1) * m * pow(R, 0.5e1) - b1 * pow(R, 0.6e1) * b2 + b2 *
b2 * pow(R, 0.6e1) - 0.2e1 * b2 * b2 * m * pow(R, 0.5e1) - b2 * b2 * pow(R, -0.4e1))
/ b2 * pow(R, -0.4e1)) - pow(b2, 0.12e2) * R * R * pow(b1, 0.11e2 / 0.2e1) +
pow(b2, 0.23e2) * R * R + 0.2e1 * pow(b2, 0.12e2) * m * R * pow(b1, 0.11e2 / 0.2e1)
- 0.2e1 * pow(b2, 0.23e2) * m * R - pow(b2, 0.23e2) * pow(R, -0.8e1) + pow(b1, 0.12e2)

* R * R - pow(b2, 0.11e2) * pow(b1, 0.13e2 / 0.2e1) * R * R) *
pow(-pow(b1, 0.11e2 / 0.2e1) + pow(b2, 0.11e2), -0.2e1) / 0.2e1);
}

else if(x==-1.0 && w==0.1 && b==0.000001)
{

return (pow(R, -0.2e1) / b2 * (-pow(b2, 0.21e1) * pow(b1, 0.55e0) * pow(R, -0.8e1)
+ 0.2e1 * pow(b2, 0.215e1) * pow(R, -0.4e1) * pow(b1, 0.275e0) *
sqrt(-(pow(b2, -0.1e0) * pow(b1, 0.155e1) * pow(R, 0.6e1) - pow(b2, 0.9e0) *
pow(b1, 0.55e0) * pow(R, 0.6e1) + 0.2e1 * pow(b2, 0.9e0) * pow(b1, 0.55e0) * m

* pow(R, 0.5e1) - b1 * pow(R, 0.6e1) * b2 + b2 * b2 * pow(R, 0.6e1) - 0.2e1 * b2

* b2 * m * pow(R, 0.5e1) - b2 * b2 * pow(R, -0.4e1)) / b2 * pow(R, -0.4e1)) -
pow(b2, 0.21e1) * R * R * pow(b1, 0.55e0) + pow(b2, 0.32e1) * R * R + 0.2e1 *
pow(b2, 0.21e1) * m * R * pow(b1, 0.55e0) - 0.2e1 * pow(b2, 0.32e1) * m * R -
pow(b2, 0.32e1) * pow(R, -0.8e1) + pow(b1, 0.21e1) * R * R - pow(b2, 0.11e1) *
pow(b1, 0.155e1) * R * R) * pow(-pow(b1, 0.55e0) + pow(b2, 0.11e1), -0.2e1) / 0.2e1);
}

else if(x==-1.0 && w==0.1 && b==0.000002)
{
return (pow(R, -0.2e1) / b2 * (-pow(b2, 0.21e1) * pow(b1, 0.5500000000e0) *
pow(R, -0.8e1) + 0.2e1 * pow(b2, 0.2150000000e1) * pow(R, -0.4e1) *
pow(b1, 0.2750000000e0) * sqrt(-(pow(b2, -0.1e0) * pow(b1, 0.1550000000e1)

* pow(R, 0.6e1) - pow(b2, 0.9e0) * pow(b1, 0.5500000000e0) * pow(R, 0.6e1)
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+ 0.2e1 * pow(b2, 0.9e0) * pow(b1, 0.5500000000e0) * m * pow(R, 0.5e1) - b1

* pow(R, 0.6e1) * b2 + b2 * b2 * pow(R, 0.6e1) - 0.2e1 * b2 * b2 * m *
pow(R, 0.5e1) - b2 * b2 * pow(R, -0.4e1)) / b2 * pow(R, -0.4e1)) - pow(b2, 0.21e1)

* R * R * pow(b1, 0.5500000000e0) + pow(b2, 0.32e1) * R * R + 0.2e1 * pow(b2, 0.21e1)

* m * R * pow(b1, 0.5500000000e0) - 0.2e1 * pow(b2, 0.32e1) * m * R - pow(b2, 0.32e1)

* pow(R, -0.8e1) + pow(b1, 0.21e1) * R * R - pow(b2, 0.11e1) * pow(b1, 0.1550000000e1)

* R * R) * pow(-pow(b1, 0.5500000000e0) + pow(b2, 0.11e1), -0.2e1) / 0.2e1);
}

else if(x==-1.0 && w==0.1 && b==0.0001)
{
return (pow(R, -0.2e1) / b2 * (-pow(b2, 0.21e1) * pow(b1, 0.5500000000e0) *
pow(R, -0.8e1) + 0.2e1 * pow(b2, 0.2150000000e1) * pow(R, -0.4e1) *
pow(b1, 0.2750000000e0) * sqrt(-(pow(b2, -0.1e0) * pow(b1, 0.1550000000e1)

* pow(R, 0.6e1) - pow(b2, 0.9e0) * pow(b1, 0.5500000000e0) * pow(R, 0.6e1)
+ 0.2e1 * pow(b2, 0.9e0) * pow(b1, 0.5500000000e0) * m * pow(R, 0.5e1) -
b1 * pow(R, 0.6e1) * b2 + b2 * b2 * pow(R, 0.6e1) - 0.2e1 * b2 * b2 * m

* pow(R, 0.5e1) - b2 * b2 * pow(R, -0.4e1)) / b2 * pow(R, -0.4e1)) -
pow(b2, 0.21e1) * R * R * pow(b1, 0.5500000000e0) + pow(b2, 0.32e1) *
R * R + 0.2e1 * pow(b2, 0.21e1) * m * R * pow(b1, 0.5500000000e0) - 0.2e1 *
pow(b2, 0.32e1) * m * R - pow(b2, 0.32e1) * pow(R, -0.8e1) + pow(b1, 0.21e1) *
R * R - pow(b2, 0.11e1) * pow(b1, 0.1550000000e1) * R * R) *
pow(-pow(b1, 0.5500000000e0) + pow(b2, 0.11e1), -0.2e1) / 0.2e1);
}

else if(x==-1.0 && w==0.1 && b==0.05)
{
return (pow(R, -0.2e1) / b2 * (-pow(b2, 0.21e1) * pow(b1, 0.5500000000e0) *
pow(R, -0.8e1) + 0.2e1 * pow(b2, 0.2150000000e1) * pow(R, -0.4e1) *
pow(b1, 0.2750000000e0) * sqrt(0.1e1 / b2 * pow(R, -0.4e1) * (-pow(b2, -0.1e0)

* pow(b1, 0.1550000000e1) * pow(R, 0.6e1) + pow(b2, 0.9e0) *
pow(b1, 0.5500000000e0) * pow(R, 0.6e1) - 0.2e1 * pow(b2, 0.9e0) *
pow(b1, 0.5500000000e0) * m * pow(R, 0.5e1) + b1 * pow(R, 0.6e1) * b2
- b2 * b2 * pow(R, 0.6e1) + 0.2e1 * b2 * b2 * m * pow(R, 0.5e1) + b2 *
b2 * pow(R, -0.4e1))) - pow(b2, 0.21e1) * R * R * pow(b1, 0.5500000000e0)
+ pow(b2, 0.32e1) * R * R + 0.2e1 * pow(b2, 0.21e1) * m * R *
pow(b1, 0.5500000000e0) - 0.2e1 * pow(b2, 0.32e1) * m * R - pow(b2, 0.32e1)

* pow(R, -0.8e1) + pow(b1, 0.21e1) * R * R - pow(b2, 0.11e1) *
pow(b1, 0.1550000000e1) * R * R) * pow(pow(b1, 0.5500000000e0) - pow(b2, 0.11e1), -0.2e1) / 0.2e1);
}

else if(x==-1.0 && w==0.2 && b==0.05)
{
return(pow(R, -0.2e1) / b2 * (-pow(b2, 0.22e1) * pow(b1, 0.6000000000e0) *
pow(R, -0.8e1) + 0.2e1 * pow(b2, 0.2300000000e1) * pow(R, -0.4e1) *
pow(b1, 0.3000000000e0) * sqrt(0.1e1 / b2 * pow(R, -0.4e1) *
(-pow(b2, -0.2e0) * pow(b1, 0.1600000000e1) * pow(R, 0.6e1) + pow(b2, 0.8e0)

* pow(b1, 0.6000000000e0) * pow(R, 0.6e1) - 0.2e1 * pow(b2, 0.8e0) *
pow(b1, 0.6000000000e0) * m * pow(R, 0.5e1) + b1 * pow(R, 0.6e1) * b2 - b2

* b2 * pow(R, 0.6e1) + 0.2e1 * b2 * b2 * m * pow(R, 0.5e1) + b2 * b2 *
pow(R, -0.4e1))) - pow(b2, 0.22e1) * R * R * pow(b1, 0.6000000000e0) +
pow(b2, 0.34e1) * R * R + 0.2e1 * pow(b2, 0.22e1) * m * R *
pow(b1, 0.6000000000e0) - 0.2e1 * pow(b2, 0.34e1) * m * R - pow(b2, 0.34e1)

* pow(R, -0.8e1) + pow(b1, 0.22e1) * R * R - pow(b2, 0.12e1) *
pow(b1, 0.1600000000e1) * R * R) * pow(pow(b1, 0.6000000000e0)
- pow(b2, 0.12e1), -0.2e1) / 0.2e1);
}

else if(x==-1.0 && w==1.5 && b==0.01)
{
return(pow(R, -0.2e1) / b2 * (-pow(b2, 0.35e1) * pow(b1, 0.1250000000e1)

* pow(R, -0.8e1) + 0.2e1 * pow(b2, 0.4250000000e1) * pow(R, -0.4e1) *
pow(b1, 0.6250000000e0) * sqrt(0.1e1 / b2 * pow(R, -0.4e1) * (-pow(b2, -0.15e1)

* pow(b1, 0.2250000000e1) * pow(R, 0.6e1) + pow(b2, -0.5e0) * pow(b1, 0.1250000000e1) *
pow(R, 0.6e1) - 0.2e1 * pow(b2, -0.5e0) * pow(b1, 0.1250000000e1) * m *
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pow(R, 0.5e1) + b1 * pow(R, 0.6e1) * b2 - b2 * b2

* pow(R, 0.6e1) + 0.2e1 * b2 * b2 * m * pow(R, 0.5e1) + b2 * b2 *
pow(R, -0.4e1))) - pow(b2, 0.35e1) * R * R * pow(b1, 0.1250000000e1)
+ pow(b2, 0.60e1) * R * R + 0.2e1 * pow(b2, 0.35e1) * m * R

* pow(b1, 0.1250000000e1) - 0.2e1 * pow(b2, 0.60e1) * m * R -
pow(b2, 0.60e1) * pow(R, -0.8e1) + pow(b1, 0.35e1) * R * R -
pow(b2, 0.25e1) * pow(b1, 0.2250000000e1) * R * R) * pow(pow(b1, 0.1250000000e1)
- pow(b2, 0.25e1), -0.2e1) / 0.2e1);
}

else if(x==-1.0 && w==3.0 && b==0.01)
{

return(pow(R, -0.2e1) / b2 * (-pow(b2, 0.50e1) * pow(b1, 0.2000000000e1)

* pow(R, -0.8e1) + 0.2e1 * pow(b2, 0.6500000000e1) * pow(R, -0.4e1) *
pow(b1, 0.1000000000e1) * sqrt(0.1e1 / b2 * pow(R, -0.4e1) *
(-pow(b2, -0.30e1) * pow(b1, 0.3000000000e1) * pow(R, 0.6e1)
+ pow(b2, -0.20e1) * pow(b1, 0.2000000000e1) * pow(R, 0.6e1) -
0.2e1 * pow(b2, -0.20e1) * pow(b1, 0.2000000000e1) * m * pow(R, 0.5e1)
+ b1 * pow(R, 0.6e1) * b2 - b2 * b2 * pow(R, 0.6e1) + 0.2e1 * b2

* b2 * m * pow(R, 0.5e1) + b2 * b2 * pow(R, -0.4e1))) - pow(b2, 0.50e1)

* R * R * pow(b1, 0.2000000000e1) + pow(b2, 0.90e1) * R * R + 0.2e1

* pow(b2, 0.50e1) * m * R * pow(b1, 0.2000000000e1) - 0.2e1 *
pow(b2, 0.90e1) * m * R - pow(b2, 0.90e1) * pow(R, -0.8e1) + pow(b1, 0.50e1)

* R * R - pow(b2, 0.40e1) * pow(b1, 0.3000000000e1) * R * R) *
pow(pow(b1, 0.2000000000e1) - pow(b2, 0.40e1), -0.2e1) / 0.2e1);
}

else if(x==-1.0 && w==5.0 && b==0.01)
{
return(pow(R, -0.2e1) / b2 * (-pow(b2, 0.70e1) * pow(b1, 0.3000000000e1) *
pow(R, -0.8e1) + 0.2e1 * pow(b2, 0.9500000000e1) * pow(R, -0.4e1) *
pow(b1, 0.1500000000e1) * sqrt(0.1e1 / b2 * pow(R, -0.4e1) * (-pow(b2, -0.50e1)

* pow(b1, 0.4000000000e1) * pow(R, 0.6e1) + pow(b2, -0.40e1) * pow(b1, 0.3000000000e1)

* pow(R, 0.6e1) - 0.2e1 * pow(b2, -0.40e1) * pow(b1, 0.3000000000e1) *
m * pow(R, 0.5e1) + b1 * pow(R, 0.6e1) * b2 - b2 * b2 * pow(R, 0.6e1)
+ 0.2e1 * b2 * b2 * m * pow(R, 0.5e1) + b2 * b2 * pow(R, -0.4e1))) -
pow(b2, 0.70e1) * R * R * pow(b1, 0.3000000000e1) + pow(b2, 0.130e2) *
R * R + 0.2e1 * pow(b2, 0.70e1) * m * R * pow(b1, 0.3000000000e1) -
0.2e1 * pow(b2, 0.130e2) * m * R - pow(b2, 0.130e2) * pow(R, -0.8e1) +
pow(b1, 0.70e1) * R * R - pow(b2, 0.60e1) * pow(b1, 0.4000000000e1) * R

* R) * pow(pow(b1, 0.3000000000e1) - pow(b2, 0.60e1), -0.2e1) / 0.2e1);
}

else if(x==(7./4.) && w==5.0 && b==0.01)
{
return (-pow(R, -0.2e1) / b2 * (pow(b2, 0.70e1) * pow(b1, 0.3000000000e1)

* pow(R, 0.3000000000e1) - 0.2e1 * pow(b2, 0.9500000000e1) *
pow(R, 0.1500000000e1) * pow(b1, 0.1500000000e1) * sqrt(-0.1e1 / b2 *
pow(R, -0.4e1) * (pow(b2, -0.50e1) * pow(b1, 0.4000000000e1) * pow(R, 0.6e1)
- pow(b2, -0.40e1) * pow(b1, 0.3000000000e1) * pow(R, 0.6e1) + 0.2e1 *
pow(b2, -0.40e1) * pow(b1, 0.3000000000e1) * m * pow(R, 0.5e1) - b1 *
pow(R, 0.6e1) * b2 + b2 * b2 * pow(R, 0.6e1) - 0.2e1 * b2 * b2 * m *
pow(R, 0.5e1) - b2 * b2 * pow(R, 0.7000000000e1))) + pow(b2, 0.70e1)

* R * R * pow(b1, 0.3000000000e1) - pow(b2, 0.130e2) * R * R - 0.2e1 *
pow(b2, 0.70e1) * m * R * pow(b1, 0.3000000000e1) + 0.2e1 * pow(b2, 0.130e2)

* m * R + pow(b2, 0.130e2) * pow(R, 0.3000000000e1) - pow(b1, 0.70e1) * R

* R + pow(b2, 0.60e1) * pow(b1, 0.4000000000e1) * R * R) *
pow(pow(b1, 0.3000000000e1) - pow(b2, 0.60e1), -0.2e1) / 0.2e1);
}

else if(x==(7./4.) && w==3.0 && b==0.01)
{
return(-pow(R, -0.2e1) / b2 * (pow(b2, 0.50e1) * pow(b1, 0.2000000000e1) *
pow(R, 0.3000000000e1) - 0.2e1 * pow(b2, 0.6500000000e1) * pow(R, 0.1500000000e1)

* pow(b1, 0.1000000000e1) * sqrt(-0.1e1 / b2 * pow(R, -0.4e1) *
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(pow(b2, -0.30e1) * pow(b1, 0.3000000000e1) * pow(R, 0.6e1) - pow(b2, -0.20e1)

* pow(b1, 0.2000000000e1) * pow(R, 0.6e1) + 0.2e1 * pow(b2, -0.20e1) *
pow(b1, 0.2000000000e1) * m * pow(R, 0.5e1) - b1 * pow(R, 0.6e1) * b2 + b2

* b2 * pow(R, 0.6e1) - 0.2e1 * b2 * b2 * m * pow(R, 0.5e1) - b2 * b2 *
pow(R, 0.7000000000e1))) + pow(b2, 0.50e1) * R * R * pow(b1, 0.2000000000e1)
- pow(b2, 0.90e1) * R * R - 0.2e1 * pow(b2, 0.50e1) * m * R *
pow(b1, 0.2000000000e1) + 0.2e1 * pow(b2, 0.90e1) * m * R + pow(b2, 0.90e1)

* pow(R, 0.3000000000e1) - pow(b1, 0.50e1) * R * R + pow(b2, 0.40e1)

* pow(b1, 0.3000000000e1) * R * R) * pow(pow(b1, 0.2000000000e1) -
pow(b2, 0.40e1), -0.2e1) / 0.2e1);
}

else if(x==(7./4.) && w==1.5 && b==0.01)
{
return(-pow(R, -0.2e1) / b2 * (pow(b2, 0.35e1) * pow(b1, 0.1250000000e1)

* pow(R, 0.3000000000e1) - 0.2e1 * pow(b2, 0.4250000000e1) *
pow(R, 0.1500000000e1) * pow(b1, 0.6250000000e0) * sqrt(-0.1e1 / b2

* pow(R, -0.4e1) * (pow(b2, -0.15e1) * pow(b1, 0.2250000000e1) *
pow(R, 0.6e1) - pow(b2, -0.5e0) * pow(b1, 0.1250000000e1) * pow(R, 0.6e1)
+ 0.2e1 * pow(b2, -0.5e0) * pow(b1, 0.1250000000e1) * m * pow(R, 0.5e1)
- b1 * pow(R, 0.6e1) * b2 + b2 * b2 * pow(R, 0.6e1) - 0.2e1 * b2 * b2 *
m * pow(R, 0.5e1) - b2 * b2 * pow(R, 0.7000000000e1))) + pow(b2, 0.35e1)

* R * R * pow(b1, 0.1250000000e1) - pow(b2, 0.60e1) * R * R - 0.2e1 *
pow(b2, 0.35e1) * m * R * pow(b1, 0.1250000000e1) + 0.2e1 * pow(b2, 0.60e1)

* m * R + pow(b2, 0.60e1) * pow(R, 0.3000000000e1) - pow(b1, 0.35e1)

* R * R + pow(b2, 0.25e1) * pow(b1, 0.2250000000e1) * R * R) *
pow(pow(b1, 0.1250000000e1) - pow(b2, 0.25e1), -0.2e1) / 0.2e1);
}

else if(x==(7./4.) && w==0.2 && b==0.05)
{
return(-pow(R, -0.2e1) / b2 * (pow(b2, 0.22e1) * pow(b1, 0.6000000000e0)

* pow(R, 0.3000000000e1) - 0.2e1 * pow(b2, 0.2300000000e1) *
pow(R, 0.1500000000e1) * pow(b1, 0.3000000000e0) * sqrt(-0.1e1 / b2

* pow(R, -0.4e1) * (pow(b2, -0.2e0) * pow(b1, 0.1600000000e1) * pow(R, 0.6e1)
- pow(b2, 0.8e0) * pow(b1, 0.6000000000e0) * pow(R, 0.6e1) + 0.2e1 * pow(b2, 0.8e0)

* pow(b1, 0.6000000000e0) * m * pow(R, 0.5e1) - b1 * pow(R, 0.6e1) * b2 + b2 *
b2 * pow(R, 0.6e1) - 0.2e1 * b2 * b2 * m * pow(R, 0.5e1) - b2 * b2 *
pow(R, 0.7000000000e1))) + pow(b2, 0.22e1) * R * R * pow(b1, 0.6000000000e0)
- pow(b2, 0.34e1) * R * R - 0.2e1 * pow(b2, 0.22e1) * m * R *
pow(b1, 0.6000000000e0) + 0.2e1 * pow(b2, 0.34e1) * m * R + pow(b2, 0.34e1)

* pow(R, 0.3000000000e1) - pow(b1, 0.22e1) * R * R + pow(b2, 0.12e1) *
pow(b1, 0.1600000000e1) * R * R) * pow(pow(b1, 0.6000000000e0) -
pow(b2, 0.12e1), -0.2e1) / 0.2e1);
}

else if(x==(7./4.) && w==0.1 && b==0.05)
{
return(-pow(R, -0.2e1) / b2 * (pow(b2, 0.21e1) * pow(b1, 0.5500000000e0)

* pow(R, 0.3000000000e1) - 0.2e1 * pow(b2, 0.2150000000e1) * pow(R, 0.1500000000e1)

* pow(b1, 0.2750000000e0) * sqrt(-0.1e1 / b2 * pow(R, -0.4e1) * (pow(b2, -0.1e0)

* pow(b1, 0.1550000000e1) * pow(R, 0.6e1) - pow(b2, 0.9e0) * pow(b1, 0.5500000000e0)

* pow(R, 0.6e1) + 0.2e1 * pow(b2, 0.9e0) * pow(b1, 0.5500000000e0) * m *
pow(R, 0.5e1) - b1 * pow(R, 0.6e1) * b2 + b2 * b2 * pow(R, 0.6e1) - 0.2e1

* b2 * b2 * m * pow(R, 0.5e1) - b2 * b2 * pow(R, 0.7000000000e1))) +
pow(b2, 0.21e1) * R * R * pow(b1, 0.5500000000e0) - pow(b2, 0.32e1) *
R * R - 0.2e1 * pow(b2, 0.21e1) * m * R * pow(b1, 0.5500000000e0) +
0.2e1 * pow(b2, 0.32e1) * m * R + pow(b2, 0.32e1) *
pow(R, 0.3000000000e1) - pow(b1, 0.21e1) * R * R + pow(b2, 0.11e1)

* pow(b1, 0.1550000000e1) * R * R) * pow(pow(b1, 0.5500000000e0)
- pow(b2, 0.11e1), -0.2e1) / 0.2e1);
}

else if(x==(7./4.) && w==0.1 && b==0.0001)
{

194



return(-pow(R, -0.2e1) / b2 * (pow(b2, 0.21e1) * pow(b1, 0.5500000000e0)

* pow(R, 0.3000000000e1) - 0.2e1 * pow(b2, 0.2150000000e1) * pow(R, 0.1500000000e1)

* pow(b1, 0.2750000000e0) * sqrt(-0.1e1 / b2 * pow(R, -0.4e1) * (pow(b2, -0.1e0)

* pow(b1, 0.1550000000e1) * pow(R, 0.6e1) - pow(b2, 0.9e0) *
pow(b1, 0.5500000000e0) * pow(R, 0.6e1) + 0.2e1 * pow(b2, 0.9e0) *
pow(b1, 0.5500000000e0) * m * pow(R, 0.5e1) - b1 * pow(R, 0.6e1) * b2 + b2 *
b2 * pow(R, 0.6e1) - 0.2e1 * b2 * b2 * m * pow(R, 0.5e1) - b2 * b2

* pow(R, 0.7000000000e1))) + pow(b2, 0.21e1) * R * R *
pow(b1, 0.5500000000e0) - pow(b2, 0.32e1) * R * R - 0.2e1 * pow(b2, 0.21e1)

* m * R * pow(b1, 0.5500000000e0) + 0.2e1 * pow(b2, 0.32e1) * m * R +
pow(b2, 0.32e1) * pow(R, 0.3000000000e1) - pow(b1, 0.21e1) * R * R +
pow(b2, 0.11e1) * pow(b1, 0.1550000000e1) * R * R) *
pow(pow(b1, 0.5500000000e0) - pow(b2, 0.11e1), -0.2e1) / 0.2e1);
}

else if(x==(7./4.) && w==0.1 && b==0.000002)
{
return(-pow(R, -0.2e1) / b2 * (pow(b2, 0.21e1) * pow(b1, 0.5500000000e0)

* pow(R, 0.3000000000e1) - 0.2e1 * pow(b2, 0.2150000000e1) * pow(R, 0.1500000000e1)

* pow(b1, 0.2750000000e0) * sqrt(-0.1e1 / b2 * pow(R, -0.4e1) *
(pow(b2, -0.1e0) * pow(b1, 0.1550000000e1) * pow(R, 0.6e1) - pow(b2, 0.9e0)

* pow(b1, 0.5500000000e0) * pow(R, 0.6e1) + 0.2e1 * pow(b2, 0.9e0) *
pow(b1, 0.5500000000e0) * m * pow(R, 0.5e1) - b1 * pow(R, 0.6e1) * b2
+ b2 * b2 * pow(R, 0.6e1) - 0.2e1 * b2 * b2 * m * pow(R, 0.5e1) - b2 *
b2 * pow(R, 0.7000000000e1))) + pow(b2, 0.21e1) * R * R * pow(b1, 0.5500000000e0)
- pow(b2, 0.32e1) * R * R - 0.2e1 * pow(b2, 0.21e1) * m * R * pow(b1, 0.5500000000e0)
+ 0.2e1 * pow(b2, 0.32e1) * m * R + pow(b2, 0.32e1) * pow(R, 0.3000000000e1)
- pow(b1, 0.21e1) * R * R + pow(b2, 0.11e1) * pow(b1, 0.1550000000e1) * R * R) *
pow(pow(b1, 0.5500000000e0) - pow(b2, 0.11e1), -0.2e1) / 0.2e1);
}

else if(x==(7./4.) && w==0.1 && b==0.000001)
{
return( -pow(R, -0.2e1) / b2 * (pow(b2, 0.21e1) * pow(b1, 0.5500000000e0) *
pow(R, 0.3000000000e1) - 0.2e1 * pow(b2, 0.2150000000e1) * pow(R, 0.1500000000e1)

* pow(b1, 0.2750000000e0) * sqrt(-0.1e1 / b2 * pow(R, -0.4e1) * (pow(b2, -0.1e0)

* pow(b1, 0.1550000000e1) * pow(R, 0.6e1) - pow(b2, 0.9e0) * pow(b1, 0.5500000000e0)

* pow(R, 0.6e1) + 0.2e1 * pow(b2, 0.9e0) * pow(b1, 0.5500000000e0) * m *
pow(R, 0.5e1) - b1 * pow(R, 0.6e1) * b2 + b2 * b2 * pow(R, 0.6e1) - 0.2e1 * b2

* b2 * m * pow(R, 0.5e1) - b2 * b2 * pow(R, 0.7000000000e1))) + pow(b2, 0.21e1)

* R * R * pow(b1, 0.5500000000e0) - pow(b2, 0.32e1) * R * R - 0.2e1 * pow(b2, 0.21e1)

* m * R * pow(b1, 0.5500000000e0) + 0.2e1 * pow(b2, 0.32e1) * m * R + pow(b2, 0.32e1)

* pow(R, 0.3000000000e1) - pow(b1, 0.21e1) * R * R + pow(b2, 0.11e1) *
pow(b1, 0.1550000000e1) * R * R) * pow(pow(b1, 0.5500000000e0) -
pow(b2, 0.11e1), -0.2e1) / 0.2e1);
}

else if(x==(7./4.) && w==10 && b==0.000001)
{
return(-pow(R, -0.2e1) / b2 * (pow(b2, 0.12e2) * pow(b1, 0.11e2 / 0.2e1) *

pow(R, 0.3000000000e1) - 0.2e1 * pow(b2, 0.17e2) * pow(R, 0.1500000000e1) *
pow(b1, 0.11e2 / 0.4e1) * sqrt(-0.1e1 / b2 * pow(R, -0.4e1) * (pow(b2, -0.10e2)

* pow(b1, 0.13e2 / 0.2e1) * pow(R, 0.6e1) - pow(b2, -0.9e1) * pow(b1, 0.11e2 / 0.2e1)

* pow(R, 0.6e1) + 0.2e1 * pow(b2, -0.9e1) * pow(b1, 0.11e2 / 0.2e1) * m *
pow(R, 0.5e1) - b1 * pow(R, 0.6e1) * b2 + b2 * b2 * pow(R, 0.6e1) - 0.2e1

* b2 * b2 * m * pow(R, 0.5e1) - b2 * b2 * pow(R, 0.7000000000e1))) +
pow(b2, 0.12e2) * R * R * pow(b1, 0.11e2 / 0.2e1) - pow(b2, 0.23e2) *
R * R - 0.2e1 * pow(b2, 0.12e2) * m * R * pow(b1, 0.11e2 / 0.2e1) +
0.2e1 * pow(b2, 0.23e2) * m * R + pow(b2, 0.23e2) * pow(R, 0.3000000000e1)
- pow(b1, 0.12e2) * R * R + pow(b2, 0.11e2) * pow(b1, 0.13e2 / 0.2e1) *
R * R) * pow(pow(b1, 0.11e2 / 0.2e1) - pow(b2, 0.11e2), -0.2e1) / 0.2e1);
}

else if(x==(7./4.) && w==-1.5 && b==0.01)
{
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return (pow(R, -0.2e1) / b2 * (-pow(b2, 0.5e0) * pow(b1, -0.2500000000e0)

* pow(R, 0.3000000000e1) + 0.2e1 * pow(b2, -0.250000000e0) *
pow(R, 0.1500000000e1) * pow(b1, -0.1250000000e0) * sqrt((-pow(b2, 0.15e1)

* pow(b1, 0.7500000000e0) * pow(R, 0.6e1) + pow(b2, 0.25e1) *
pow(b1, -0.2500000000e0) * pow(R, 0.6e1) - 0.2e1 * pow(b2, 0.25e1)

* pow(b1, -0.2500000000e0) * m * pow(R, 0.5e1) + b1 * pow(R, 0.6e1)

* b2 - b2 * b2 * pow(R, 0.6e1) + 0.2e1 * b2 * b2 * m * pow(R, 0.5e1)
+ b2 * b2 * pow(R, 0.7000000000e1)) / b2 * pow(R, -0.4e1)) -
pow(b2, 0.5e0) * R * R * pow(b1, -0.2500000000e0) + 0.10e1 * R * R
+ 0.2e1 * pow(b2, 0.5e0) * m * R * pow(b1, -0.2500000000e0) - 0.20e1

* m * R - 0.10e1 * pow(R, 0.3000000000e1) + pow(b1, 0.5e0) * R * R
- pow(b2, -0.5e0) * pow(b1, 0.7500000000e0) * R * R) *
pow(pow(b1, -0.2500000000e0) - pow(b2, -0.5e0), -0.2e1) / 0.2e1);
}

else if(x==3.0 && w==5.0 && b==0.01)
{
return (-pow(R, -0.2e1) / b2 * (pow(b2, 0.70e1) * pow(b1, 0.3000000000e1)

* pow(R, 0.8e1) - 0.2e1 * pow(b2, 0.9500000000e1) * pow(R, 0.4e1) *
pow(b1, 0.1500000000e1) * sqrt(0.1e1 / b2 * pow(R, -0.4e1) *
(-pow(b2, -0.50e1) * pow(b1, 0.4000000000e1) * pow(R, 0.6e1) +
pow(b2, -0.40e1) * pow(b1, 0.3000000000e1) * pow(R, 0.6e1) -
0.2e1 * pow(b2, -0.40e1) * pow(b1, 0.3000000000e1) * m *
pow(R, 0.5e1) + b1 * pow(R, 0.6e1) * b2 - b2 * b2 * pow(R, 0.6e1)
+ 0.2e1 * b2 * b2 * m * pow(R, 0.5e1) + b2 * b2 * pow(R, 0.12e2)))
+ pow(b2, 0.70e1) * R * R * pow(b1, 0.3000000000e1) -
pow(b2, 0.130e2) * R * R - 0.2e1 * pow(b2, 0.70e1) * m * R *
pow(b1, 0.3000000000e1) + 0.2e1 * pow(b2, 0.130e2) * m * R
+ pow(b2, 0.130e2) * pow(R, 0.8e1) - pow(b1, 0.70e1) * R *
R + pow(b2, 0.60e1) * pow(b1, 0.4000000000e1) * R * R) *
pow(pow(b1, 0.3000000000e1) - pow(b2, 0.60e1), -0.2e1) / 0.2e1);
}

else if(x==3.0 && w==3.0 && b==0.01)
{
return (-pow(R, -0.2e1) / b2 * (pow(b2, 0.50e1) * pow(b1, 0.2000000000e1) *
pow(R, 0.8e1) - 0.2e1 * pow(b2, 0.6500000000e1) * pow(R, 0.4e1) *
pow(b1, 0.1000000000e1) * sqrt(0.1e1 / b2 * pow(R, -0.4e1) *
(-pow(b2, -0.30e1) * pow(b1, 0.3000000000e1) * pow(R, 0.6e1) +
pow(b2, -0.20e1) * pow(b1, 0.2000000000e1) * pow(R, 0.6e1) - 0.2e1

* pow(b2, -0.20e1) * pow(b1, 0.2000000000e1) * m * pow(R, 0.5e1)
+ b1 * pow(R, 0.6e1) * b2 - b2 * b2 * pow(R, 0.6e1) + 0.2e1 * b2

* b2 * m * pow(R, 0.5e1) + b2 * b2 * pow(R, 0.12e2))) +
pow(b2, 0.50e1) * R * R * pow(b1, 0.2000000000e1) - pow(b2, 0.90e1)

* R * R - 0.2e1 * pow(b2, 0.50e1) * m * R * pow(b1, 0.2000000000e1)
+ 0.2e1 * pow(b2, 0.90e1) * m * R + pow(b2, 0.90e1) * pow(R, 0.8e1)
- pow(b1, 0.50e1) * R * R + pow(b2, 0.40e1) *
pow(b1, 0.3000000000e1) * R * R) * pow(pow(b1, 0.2000000000e1)
- pow(b2, 0.40e1), -0.2e1) / 0.2e1);
}

else if(x==3.0 && w==1.5 && b==0.01)
{

return(-pow(R, -0.2e1) / b2 * (pow(b2, 0.35e1) * pow(b1, 0.1250000000e1)

* pow(R, 0.8e1) - 0.2e1 * pow(b2, 0.4250000000e1) * pow(R, 0.4e1) *
pow(b1, 0.6250000000e0) * sqrt(0.1e1 / b2 * pow(R, -0.4e1) *
(-pow(b2, -0.15e1) * pow(b1, 0.2250000000e1) * pow(R, 0.6e1) +
pow(b2, -0.5e0) * pow(b1, 0.1250000000e1) * pow(R, 0.6e1) - 0.2e1 *
pow(b2, -0.5e0) * pow(b1, 0.1250000000e1) * m * pow(R, 0.5e1) + b1

* pow(R, 0.6e1) * b2 - b2 * b2 * pow(R, 0.6e1) + 0.2e1 * b2 * b2 *
m * pow(R, 0.5e1) + b2 * b2 * pow(R, 0.12e2))) + pow(b2, 0.35e1) *
R * R * pow(b1, 0.1250000000e1) - pow(b2, 0.60e1) * R * R - 0.2e1 *
pow(b2, 0.35e1) * m * R * pow(b1, 0.1250000000e1) + 0.2e1 *
pow(b2, 0.60e1) * m * R + pow(b2, 0.60e1) * pow(R, 0.8e1) -
pow(b1, 0.35e1) * R * R + pow(b2, 0.25e1) * pow(b1, 0.2250000000e1)
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* R * R) * pow(pow(b1, 0.1250000000e1) - pow(b2, 0.25e1), -0.2e1)
/ 0.2e1);
}
else if(x==3.0 && w==0.2 && b==0.05)
{

return(-pow(R, -0.2e1) / b2 * (pow(b2, 0.22e1) * pow(b1, 0.6000000000e0)

* pow(R, 0.8e1) - 0.2e1 * pow(b2, 0.2300000000e1) * pow(R, 0.4e1) *
pow(b1, 0.3000000000e0) * sqrt(0.1e1 / b2 * pow(R, -0.4e1) * (-pow(b2, -0.2e0)

* pow(b1, 0.1600000000e1) * pow(R, 0.6e1) + pow(b2, 0.8e0) * pow(b1, 0.6000000000e0)

* pow(R, 0.6e1) - 0.2e1 * pow(b2, 0.8e0) * pow(b1, 0.6000000000e0) * m *
pow(R, 0.5e1) + b1 * pow(R, 0.6e1) * b2 - b2 * b2 * pow(R, 0.6e1) + 0.2e1

* b2 * b2 * m * pow(R, 0.5e1) + b2 * b2 * pow(R, 0.12e2))) + pow(b2, 0.22e1)

* R * R * pow(b1, 0.6000000000e0) - pow(b2, 0.34e1) * R * R - 0.2e1 *
pow(b2, 0.22e1) * m * R * pow(b1, 0.6000000000e0) + 0.2e1 * pow(b2, 0.34e1)

* m * R + pow(b2, 0.34e1) * pow(R, 0.8e1) - pow(b1, 0.22e1) * R * R +
pow(b2, 0.12e1) * pow(b1, 0.1600000000e1) * R * R) * pow(pow(b1, 0.6000000000e0)
- pow(b2, 0.12e1), -0.2e1) / 0.2e1);
}
else if(x==3.0 && w==0.1 && b==0.05)
{

return(-pow(R, -0.2e1) / b2 * (pow(b2, 0.21e1) * pow(b1, 0.5500000000e0)

* pow(R, 0.8e1) - 0.2e1 * pow(b2, 0.2150000000e1) * pow(R, 0.4e1) *
pow(b1, 0.2750000000e0) * sqrt(0.1e1 / b2 * pow(R, -0.4e1) * (-pow(b2, -0.1e0)

* pow(b1, 0.1550000000e1) * pow(R, 0.6e1) + pow(b2, 0.9e0) * pow(b1, 0.5500000000e0)

* pow(R, 0.6e1) - 0.2e1 * pow(b2, 0.9e0) * pow(b1, 0.5500000000e0) * m * pow(R, 0.5e1)
+ b1 * pow(R, 0.6e1) * b2 - b2 * b2 * pow(R, 0.6e1) + 0.2e1 * b2 * b2 * m *
pow(R, 0.5e1) + b2 * b2 * pow(R, 0.12e2))) + pow(b2, 0.21e1) * R * R *
pow(b1, 0.5500000000e0) - pow(b2, 0.32e1) * R * R - 0.2e1 * pow(b2, 0.21e1) *
m * R * pow(b1, 0.5500000000e0) + 0.2e1 * pow(b2, 0.32e1) * m * R + pow(b2, 0.32e1)

* pow(R, 0.8e1) - pow(b1, 0.21e1) * R * R + pow(b2, 0.11e1) * pow(b1, 0.1550000000e1)

* R * R) * pow(pow(b1, 0.5500000000e0) - pow(b2, 0.11e1), -0.2e1) / 0.2e1);
}
else if(x==3.0 && w==0.1 && b==0.0001)
{

return(-pow(R, -0.2e1) / b2 * (pow(b2, 0.21e1) * pow(b1, 0.5500000000e0) *
pow(R, 0.8e1) - 0.2e1 * pow(b2, 0.2150000000e1) * pow(R, 0.4e1) * pow(b1, 0.2750000000e0)

* sqrt(0.1e1 / b2 * pow(R, -0.4e1) * (-pow(b2, -0.1e0) * pow(b1, 0.1550000000e1) *
pow(R, 0.6e1) + pow(b2, 0.9e0) * pow(b1, 0.5500000000e0) * pow(R, 0.6e1) - 0.2e1 *
pow(b2, 0.9e0) * pow(b1, 0.5500000000e0) * m * pow(R, 0.5e1) + b1 * pow(R, 0.6e1) *
b2 - b2 * b2 * pow(R, 0.6e1) + 0.2e1 * b2 * b2 * m * pow(R, 0.5e1) + b2 * b2 *
pow(R, 0.12e2))) + pow(b2, 0.21e1) * R * R * pow(b1, 0.5500000000e0) - pow(b2, 0.32e1)

* R * R - 0.2e1 * pow(b2, 0.21e1) * m * R * pow(b1, 0.5500000000e0) + 0.2e1 * pow(b2, 0.32e1)

* m * R + pow(b2, 0.32e1) * pow(R, 0.8e1) - pow(b1, 0.21e1) * R * R + pow(b2, 0.11e1) *
pow(b1, 0.1550000000e1) * R * R) * pow(pow(b1, 0.5500000000e0) -
pow(b2, 0.11e1), -0.2e1) / 0.2e1);
}
else if(x==3.0 && w==0.1 && b==0.000002)
{

return(-pow(R, -0.2e1) / b2 * (pow(b2, 0.21e1) * pow(b1, 0.5500000000e0) *
pow(R, 0.8e1) - 0.2e1 * pow(b2, 0.2150000000e1) * pow(R, 0.4e1) *
pow(b1, 0.2750000000e0) * sqrt(0.1e1 / b2 * pow(R, -0.4e1) * (-pow(b2, -0.1e0)

* pow(b1, 0.1550000000e1) * pow(R, 0.6e1) + pow(b2, 0.9e0) *
pow(b1, 0.5500000000e0) * pow(R, 0.6e1) - 0.2e1 * pow(b2, 0.9e0) *
pow(b1, 0.5500000000e0) * m * pow(R, 0.5e1) + b1 * pow(R, 0.6e1) * b2 - b2

* b2 * pow(R, 0.6e1) + 0.2e1 * b2 * b2 * m * pow(R, 0.5e1) + b2 * b2 *
pow(R, 0.12e2))) + pow(b2, 0.21e1) * R * R * pow(b1, 0.5500000000e0) -
pow(b2, 0.32e1) * R * R - 0.2e1 * pow(b2, 0.21e1) * m * R *
pow(b1, 0.5500000000e0) + 0.2e1 * pow(b2, 0.32e1) * m * R + pow(b2, 0.32e1)

* pow(R, 0.8e1) - pow(b1, 0.21e1) * R * R + pow(b2, 0.11e1) *
pow(b1, 0.1550000000e1) * R * R) * pow(pow(b1, 0.5500000000e0)
- pow(b2, 0.11e1), -0.2e1) / 0.2e1);
}
else if(x==3.0 && w==0.1 && b==0.000001)
{

return(-pow(R, -0.2e1) / b2 * (pow(b2, 0.21e1) * pow(b1, 0.5500000000e0)
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* pow(R, 0.8e1) - 0.2e1 * pow(b2, 0.2150000000e1) * pow(R, 0.4e1) *
pow(b1, 0.2750000000e0) * sqrt(0.1e1 / b2 * pow(R, -0.4e1) *
(-pow(b2, -0.1e0) * pow(b1, 0.1550000000e1) * pow(R, 0.6e1) + pow(b2, 0.9e0)

* pow(b1, 0.5500000000e0) * pow(R, 0.6e1) - 0.2e1 * pow(b2, 0.9e0) *
pow(b1, 0.5500000000e0) * m * pow(R, 0.5e1) + b1 * pow(R, 0.6e1) * b2 -
b2 * b2 * pow(R, 0.6e1) + 0.2e1 * b2 * b2 * m * pow(R, 0.5e1) + b2 * b2 *
pow(R, 0.12e2))) + pow(b2, 0.21e1) * R * R * pow(b1, 0.5500000000e0) -
pow(b2, 0.32e1) * R * R - 0.2e1 * pow(b2, 0.21e1) * m * R *
pow(b1, 0.5500000000e0) + 0.2e1 * pow(b2, 0.32e1) * m * R + pow(b2, 0.32e1)

* pow(R, 0.8e1) - pow(b1, 0.21e1) * R * R + pow(b2, 0.11e1) *
pow(b1, 0.1550000000e1) * R * R) * pow(pow(b1, 0.5500000000e0) -
pow(b2, 0.11e1), -0.2e1) / 0.2e1);
}
else if(x==3.0 && w==10 && b==0.000001)
{

return(-pow(R, -0.2e1) / b2 * (pow(b2, 0.12e2) *
pow(b1, 0.11e2 / 0.2e1) * pow(R, 0.8e1) - 0.2e1 * pow(b2, 0.17e2)

* pow(R, 0.4e1) * pow(b1, 0.11e2 / 0.4e1) * sqrt(0.1e1 / b2 *
pow(R, -0.4e1) * (-pow(b2, -0.10e2) * pow(b1, 0.13e2 / 0.2e1) *
pow(R, 0.6e1) + pow(b2, -0.9e1) * pow(b1, 0.11e2 / 0.2e1) *
pow(R, 0.6e1) - 0.2e1 * pow(b2, -0.9e1) * pow(b1, 0.11e2 / 0.2e1) *
m * pow(R, 0.5e1) + b1 * pow(R, 0.6e1) * b2 - b2 * b2 * pow(R, 0.6e1)
+ 0.2e1 * b2 * b2 * m * pow(R, 0.5e1) + b2 * b2 * pow(R, 0.12e2)))
+ pow(b2, 0.12e2) * R * R * pow(b1, 0.11e2 / 0.2e1) - pow(b2, 0.23e2)

* R * R - 0.2e1 * pow(b2, 0.12e2) * m * R * pow(b1, 0.11e2 / 0.2e1)
+ 0.2e1 * pow(b2, 0.23e2) * m * R + pow(b2, 0.23e2) * pow(R, 0.8e1)
- pow(b1, 0.12e2) * R * R + pow(b2, 0.11e2) * pow(b1, 0.13e2 / 0.2e1)

* R * R) * pow(pow(b1, 0.11e2 / 0.2e1) - pow(b2, 0.11e2), -0.2e1) / 0.2e1);
}

else if(x==3.0 && w==-1.5 && b==0.01)
{
return (pow(R, -0.2e1) / b2 * (-pow(b2, 0.5e0) * pow(b1, -0.2500000000e0)

* pow(R, 0.8e1) + 0.2e1 * pow(b2, -0.250000000e0) * pow(R, 0.4e1)

* pow(b1, -0.1250000000e0) * sqrt((-pow(b2, 0.15e1) *
pow(b1, 0.7500000000e0) * pow(R, 0.6e1) + pow(b2, 0.25e1) *
pow(b1, -0.2500000000e0) * pow(R, 0.6e1) - 0.2e1 * pow(b2, 0.25e1)

* pow(b1, -0.2500000000e0) * m * pow(R, 0.5e1) + b1 * pow(R, 0.6e1)

* b2 - b2 * b2 * pow(R, 0.6e1) + 0.2e1 * b2 * b2 * m *
pow(R, 0.5e1) + b2 * b2 * pow(R, 0.12e2)) / b2 * pow(R, -0.4e1))
- pow(b2, 0.5e0) * R * R * pow(b1, -0.2500000000e0) + 0.10e1

* R * R + 0.2e1 * pow(b2, 0.5e0) * m * R * pow(b1, -0.2500000000e0)
- 0.20e1 * m * R - 0.10e1 * pow(R, 0.8e1) + pow(b1, 0.5e0) *
R * R - pow(b2, -0.5e0) * pow(b1, 0.7500000000e0) * R *
R) * pow(pow(b1, -0.2500000000e0) - pow(b2, -0.5e0), -0.2e1) / 0.2e1);
}

else if(x==-1 && w==-1.5 && b==0.01)
{
return (pow(R, -0.2e1) / b2 * (-pow(b2, 0.5e0) * pow(b1, -0.2500000000e0)

* pow(R, -0.8e1) + 0.2e1 * pow(b2, -0.250000000e0) * pow(R, -0.4e1) *
pow(b1, -0.1250000000e0) * sqrt((-pow(b2, 0.15e1) * pow(b1, 0.7500000000e0)

* pow(R, 0.6e1) + pow(b2, 0.25e1) * pow(b1, -0.2500000000e0) *
pow(R, 0.6e1) - 0.2e1 * pow(b2, 0.25e1) * pow(b1, -0.2500000000e0)

* m * pow(R, 0.5e1) + b1 * pow(R, 0.6e1) * b2 - b2 * b2 *
pow(R, 0.6e1) + 0.2e1 * b2 * b2 * m * pow(R, 0.5e1) + b2 * b2 *
pow(R, -0.4e1)) / b2 * pow(R, -0.4e1)) - pow(b2, 0.5e0) * R * R

* pow(b1, -0.2500000000e0) + 0.10e1 * R * R + 0.2e1 *
pow(b2, 0.5e0) * m * R * pow(b1, -0.2500000000e0) - 0.20e1 * m

* R - 0.10e1 * pow(R, -0.8e1) + pow(b1, 0.5e0) * R * R -
pow(b2, -0.5e0) * pow(b1, 0.7500000000e0) * R * R) *
pow(pow(b1, -0.2500000000e0) - pow(b2, -0.5e0), -0.2e1) / 0.2e1);
}
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else
{

return -pow(R, -0.2e1) / b2 * (pow(b2, (double) (w + 2)) *
pow(b1, (double) w / 0.2e1 + 0.1e1 / 0.2e1) * pow(R, (double)
(4 * x - 4)) - 0.2e1 * pow(b2, 0.2e1 + 0.3e1 / 0.2e1 * (double) w)

* pow(R, (double) (2 * x - 2)) * pow(b1, (double) w / 0.4e1 + 0.1e1 / 0.4e1)

* sqrt(0.1e1 / b2 * pow(R, -0.4e1) * (-pow(b2, -(double) w) *
pow(b1, (double) w / 0.2e1 + 0.3e1 / 0.2e1) * pow(R, 0.6e1) + pow(b2, (double)
(-w + 1)) * pow(b1, (double) w / 0.2e1 + 0.1e1 / 0.2e1) * pow(R, 0.6e1)
- 0.2e1 * pow(b2, (double) (-w + 1)) * pow(b1, (double) w / 0.2e1 + 0.1e1 /
0.2e1) * m * pow(R, 0.5e1) + b1 * pow(R, 0.6e1) * b2 - b2 * b2 * pow(R, 0.6e1)
+ 0.2e1 * b2 * b2 * m * pow(R, 0.5e1) + b2 * b2 * pow(R, (double) (4 * x))))
+ pow(b2, (double) (w + 2)) * R * R * pow(b1, (double) w / 0.2e1 + 0.1e1 / 0.2e1)
- pow(b2, (double) (2 * w + 3)) * R * R - 0.2e1 * pow(b2, (double) (w + 2))

* m * R * pow(b1, (double) w / 0.2e1 + 0.1e1 / 0.2e1) + 0.2e1 * pow(b2, (double)
(2 * w + 3)) * m * R + pow(b2, (double) (2 * w + 3)) * pow(R, (double)
(4 * x - 4)) - pow(b1, (double) (w + 2)) * R * R + pow(b2, (double) (w + 1))

* pow(b1, (double) w / 0.2e1 + 0.3e1 / 0.2e1) * R * R) * pow(pow(b1, (double)
w / 0.2e1 + 0.1e1 / 0.2e1) - pow(b2, (double) (w + 1)), -0.2e1) / 0.2e1;
}

}

//CONDICOES DE ENERGIA

Double_t EC1Lobo2(Double_t R,Double_t w,Double_t b)
{

Double_t pi=4*atan(1.0);
Double_t b1=1+b*R*R;
Double_t b2=1+2*b*R*R;

if(w==5.0 && b==0.01)
{

return -0.6250000000e-3 * (0.160e2 * (0.1e1 + 0.1e-1 * R * R) *
(0.1e1 + 0.2e-1 * R * R) + 0.80e1 * (0.1e1 + 0.1e-1 * R * R) *
pow(0.1e1 + 0.2e-1 * R * R, 0.2e1) - 0.12000e1 * R * R - 0.13200e1 * R * R *
(0.1e1 + 0.2e-1 * R * R) - 0.3600e0 * R * R * pow(0.1e1 + 0.2e-1 * R * R, 0.2e1)
+ 0.400e0 * R * R * (0.1e1 + 0.1e-1 * R * R)) / pi *
pow(0.1e1 + 0.2e-1 * R * R, -0.3e1) / (0.1e1 + 0.1e-1 * R * R);
}

if(w==3.0 && b==0.01)
{

return -0.6250000000e-3 * (0.80e1 * (0.1e1 + 0.1e-1 * R * R)

* (0.1e1 + 0.2e-1 * R * R) + 0.40e1 * (0.1e1 + 0.1e-1 * R * R) *
pow(0.1e1 + 0.2e-1 * R * R, 0.2e1) - 0.4800e0 * R * R - 0.5600e0

* R * R * (0.1e1 + 0.2e-1 * R * R) - 0.1600e0 * R * R *
pow(0.1e1 + 0.2e-1 * R * R, 0.2e1) + 0.240e0 * R * R *
(0.1e1 + 0.1e-1 * R * R)) / pi * pow(0.1e1 + 0.2e-1 * R * R, -0.3e1)
/ (0.1e1 + 0.1e-1 * R * R);
}

if(w==0.2 && b==0.05)
{
return -0.3125000000e-2 * (-0.32e1 * (0.1e1 + 0.5e-1 * R * R) *

(0.1e1 + 0.10e0 * R * R) - 0.16e1 * (0.1e1 + 0.5e-1 * R * R) *
pow(0.1e1 + 0.10e0 * R * R, 0.2e1) - 0.480e-1 * R * R - 0.1680e0

* R * R * (0.1e1 + 0.10e0 * R * R) - 0.720e-1 * R * R *
pow(0.1e1 + 0.10e0 * R * R, 0.2e1) + 0.80e-1 * R * R *
(0.1e1 + 0.5e-1 * R * R)) / pi *
pow(0.1e1 + 0.10e0 * R * R, -0.3e1) / (0.1e1 + 0.5e-1 * R * R);
}
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if(w==0.1 && b==0.05)
{
return -0.3125000000e-2 * (-0.36e1 * (0.1e1 + 0.5e-1 * R * R)

* (0.1e1 + 0.10e0 * R * R) - 0.18e1 * (0.1e1 + 0.5e-1 * R * R) *
pow(0.1e1 + 0.10e0 * R * R, 0.2e1) - 0.220e-1 * R * R - 0.1320e0 *
R * R * (0.1e1 + 0.10e0 * R * R) - 0.605e-1 * R * R *
pow(0.1e1 + 0.10e0 * R * R, 0.2e1) + 0.40e-1 * R * R *
(0.1e1 + 0.5e-1 * R * R)) / pi * pow(0.1e1 + 0.10e0 * R * R, -0.3e1) /
(0.1e1 + 0.5e-1 * R * R);
}

if(w==0.1 && b==0.0001)
{
return -0.6250000000e-5 * (-0.36e1 * (0.1e1 + 0.1e-3 * R * R) *

(0.1e1 + 0.2e-3 * R * R) - 0.18e1 * (0.1e1 + 0.1e-3 * R * R) *
pow(0.1e1 + 0.2e-3 * R * R, 0.2e1) - 0.44e-4 * R * R - 0.264e-3 *
R * R * (0.1e1 + 0.2e-3 * R * R) - 0.121e-3 * R * R *
pow(0.1e1 + 0.2e-3 * R * R, 0.2e1) + 0.8e-4 * R * R * (0.1e1 + 0.1e-3 *
R * R)) / pi * pow(0.1e1 + 0.2e-3 * R * R, -0.3e1) / (0.1e1 + 0.1e-3 * R * R);
}

if(w==0.1 && b==0.000002)
{
return -0.1250000000e-6 * (-0.36e1 * (0.1e1 + 0.2e-5 * R * R)

* (0.1e1 + 0.4e-5 * R * R) - 0.18e1 * (0.1e1 + 0.2e-5 * R * R) *
pow(0.1e1 + 0.4e-5 * R * R, 0.2e1) - 0.88e-6 * R * R - 0.528e-5 * R

* R * (0.1e1 + 0.4e-5 * R * R) - 0.242e-5 * R * R * pow(0.1e1 +
0.4e-5 * R * R, 0.2e1) + 0.16e-5 * R * R * (0.1e1 + 0.2e-5 * R * R))
/ pi * pow(0.1e1 + 0.4e-5 * R * R, -0.3e1) / (0.1e1 + 0.2e-5 * R * R);
}

if(w==0.1 && b==0.000001)
{
return -0.6250000000e-7 * (-0.36e1 * (0.1e1 + 0.1e-5 * R

* R) * (0.1e1 + 0.2e-5 * R * R) - 0.18e1 * (0.1e1 + 0.1e-5 * R *
R) * pow(0.1e1 + 0.2e-5 * R * R, 0.2e1) - 0.44e-6 * R * R - 0.264e-5

* R * R * (0.1e1 + 0.2e-5 * R * R) - 0.121e-5 * R * R *
pow(0.1e1 + 0.2e-5 * R * R, 0.2e1) + 0.8e-6 * R * R *
(0.1e1 + 0.1e-5 * R * R)) / pi * pow(0.1e1 + 0.2e-5 * R *
R, -0.3e1) / (0.1e1 + 0.1e-5 * R * R);
}

if(w==10 && b==0.000001)
{
return -0.6250000000e-7 * (0.36e2 * (0.1e1 + 0.1e-5 * R * R)

* (0.1e1 + 0.2e-5 * R * R) + 0.18e2 * (0.1e1 + 0.1e-5 * R * R)

* pow(0.1e1 + 0.2e-5 * R * R, 0.2e1) - 0.440e-3 * R * R -
0.462e-3 * R * R * (0.1e1 + 0.2e-5 * R * R) - 0.121e-3 * R * R

* pow(0.1e1 + 0.2e-5 * R * R, 0.2e1) + 0.80e-4 * R * R * (0.1e1
+ 0.1e-5 * R * R)) / pi * pow(0.1e1 + 0.2e-5 * R * R, -0.3e1) /
(0.1e1 + 0.1e-5 * R * R);
}

if(w==1.5 && b==0.01)
{
return -0.6250000000e-3 * (0.20e1 * (0.1e1 + 0.1e-1 * R * R) *

(0.1e1 + 0.2e-1 * R * R) + 0.10e1 * (0.1e1 + 0.1e-1 * R * R) *
pow(0.1e1 + 0.2e-1 * R * R, 0.2e1) - 0.1500e0 * R * R - 0.2000e0 *
R * R * (0.1e1 + 0.2e-1 * R * R) - 0.625e-1 * R * R * pow(0.1e1 + 0.2e-1

* R * R, 0.2e1) + 0.120e0 * R * R * (0.1e1 + 0.1e-1 * R * R)) / pi *
pow(0.1e1 + 0.2e-1 * R * R, -0.3e1) / (0.1e1 + 0.1e-1 * R * R);
}
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if(w==-1.5 && b==0.01)
{
return (-0.1990445860e-3 * (-0.100e2 * (0.1e1 + 0.1e-1 * R * R) *

(0.1e1 + 0.2e-1 * R * R) - 0.50e1 * (0.1e1 + 0.1e-1 * R * R) *
pow(0.1e1 + 0.2e-1 * R * R, 0.2e1) - 0.300e-1 * R * R - 0.200e-1

* R * R * (0.1e1 + 0.2e-1 * R * R) - 0.25e-2 * R * R * pow(0.1e1
+ 0.2e-1 * R * R, 0.2e1) - 0.120e0 * R * R * (0.1e1 + 0.1e-1 * R * R))

* pow(0.1e1 + 0.2e-1 * R * R, -0.3e1) / (0.1e1 + 0.1e-1 * R * R));
}

else
{
return -(Double_t) (b * (-4 * b1 * b2 - 2 * b1 * b2 * b2 + 4 * w

* b2 * b1 + 2 * w * b2 * b2 * b1 - 4 * b * R * R * w * w - 4 * b *
R * R * b2 * w * w - 6 * b * R * R * b2 * w - b * R * R * b2 * b2 *
w * w - 2 * b * R * R * b2 * b2 * w - 4 * b * R * R * w - 2 * b *
R * R * b2 - b * R * R * b2 * b2 + 8 * b * R * R * w*(4 + b2) * b1)
/ pi * pow((Double_t) b2, (Double_t) (-3)) / b1) / 0.16e2;
}

}

Double_t EC2Lobo2(Double_t R,Double_t w,Double_t b)
{

Double_t pi=4*atan(1.0);
Double_t b1=1+b*R*R;
Double_t b2=1+2*b*R*R;

if(w==5.0 && b==0.01)
{

return 0.7500000000e-2 * (0.3e1 + 0.2e-1 * R * R) / pi * pow(0.1e1 + 0.2e-1 * R * R, -0.2e1);
}

if(w==3.0 && b==0.01)
{
return 0.5000000000e-2 * (0.3e1 + 0.2e-1 * R * R) / pi * pow(0.1e1 + 0.2e-1 * R * R, -0.2e1);

}

if(w==0.2 && b==0.05)
{
return 0.7500000000e-2 * (0.3e1 + 0.10e0 * R * R) / pi * pow(0.1e1 + 0.10e0 * R * R, -0.2e1);

}

if(w==0.1 && b==0.05)
{
return 0.6875000000e-2 * (0.3e1 + 0.10e0 * R * R) / pi * pow(0.1e1 + 0.10e0 * R * R, -0.2e1);

}

if(w==0.1 && b==0.0001)
{
return 0.1375000000e-4 * (0.3e1 + 0.2e-3 * R * R) / pi * pow(0.1e1 + 0.2e-3 * R * R, -0.2e1);

}

if(w==0.1 && b==0.000002)
{
return 0.2750000000e-6 * (0.3e1 + 0.4e-5 * R * R) / pi * pow(0.1e1 + 0.4e-5 * R * R, -0.2e1);

}

if(w==0.1 && b==0.000001)
{

return 0.1375000000e-6 * (0.3e1 + 0.2e-5 * R * R) / pi * pow(0.1e1 + 0.2e-5 * R * R, -0.2e1);
}

if(w==10 && b==0.000001)
{
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return 0.1375000000e-5 * (0.3e1 + 0.2e-5 * R * R) / pi * pow(0.1e1 + 0.2e-5 * R * R, -0.2e1);
}

if(w==1.5 && b==0.01)
{
return 0.3125000000e-2 * (0.3e1 + 0.2e-1 * R * R) / pi * pow(0.1e1 + 0.2e-1 * R * R, -0.2e1);
}

if(w==-1.5 && b==0.01)
{
return (-0.1990445860e-3 * (0.3e1 + 0.2e-1 * R * R) * pow(0.1e1 + 0.2e-1 * R * R, -0.2e1));

}

else
{
return (Double_t) (b * (2.0 + b2) * (w + 1.0)) / (8.*pi * b2*b2);
}

}

Double_t EC3Lobo2(Double_t R,Double_t w,Double_t b)
{

Double_t pi=4*atan(1.0);
Double_t b1=1.+ (b*R*R);
Double_t b2=1.+ (2.*b*R*R);

if(w==5.0 && b==0.01)
{
return -0.3125000000e-3 * (0.32e2 * (0.1e1 + 0.1e-1 * R * R) * (0.1e1 + 0.2e-1 *

R * R) + 0.16e2 * (0.1e1 + 0.1e-1 * R * R) * pow(0.1e1 + 0.2e-1 * R * R, 0.2e1) -
0.120e1 * R * R - 0.132e1 * R * R * (0.1e1 + 0.2e-1 * R * R) - 0.36e0 * R * R *
pow(0.1e1 + 0.2e-1 * R * R, 0.2e1) + 0.40e0 * R * R * (0.1e1 + 0.1e-1 * R * R))
/ pi * pow(0.1e1 + 0.2e-1 * R * R, -0.3e1) / (0.1e1 + 0.1e-1 * R * R);
}

if(w==3.0 && b==0.01)
{
return -0.3125000000e-3 * (0.16e2 * (0.1e1 + 0.1e-1 * R * R) * (0.1e1 +

0.2e-1 * R * R) + 0.8e1 * (0.1e1 + 0.1e-1 * R * R) * pow(0.1e1 + 0.2e-1 * R

* R, 0.2e1) - 0.48e0 * R * R - 0.56e0 * R * R * (0.1e1 + 0.2e-1 * R * R) -
0.16e0 * R * R * pow(0.1e1 + 0.2e-1 * R * R, 0.2e1) + 0.24e0 * R * R *
(0.1e1 + 0.1e-1 * R * R)) / pi * pow(0.1e1 + 0.2e-1 * R * R, -0.3e1)
/ (0.1e1 + 0.1e-1 * R * R);
}

if(w==0.2 && b==0.05)
{
return -0.1562500000e-2 * (-0.64e1 * (0.1e1 + 0.5e-1 * R * R)

* (0.1e1 + 0.10e0 * R * R) - 0.32e1 * (0.1e1 + 0.5e-1 * R * R) *
pow(0.1e1 + 0.10e0 * R * R, 0.2e1) - 0.480e-1 * R * R - 0.1680e0 *
R * R * (0.1e1 + 0.10e0 * R * R) - 0.720e-1 * R * R * pow(0.1e1 +
0.10e0 * R * R, 0.2e1) + 0.80e-1 * R * R * (0.1e1 + 0.5e-1 * R * R))
/ pi * pow(0.1e1 + 0.10e0 * R * R, -0.3e1) / (0.1e1 + 0.5e-1 * R * R);
}

if(w==0.1 && b==0.05)
{
return -0.1562500000e-2 * (-0.72e1 * (0.1e1 + 0.5e-1 * R * R) *

(0.1e1 + 0.10e0 * R * R) - 0.36e1 * (0.1e1 + 0.5e-1 * R * R) *
pow(0.1e1 + 0.10e0 * R * R, 0.2e1) - 0.220e-1 * R * R - 0.1320e0 *
R * R * (0.1e1 + 0.10e0 * R * R) - 0.605e-1 * R * R * pow(0.1e1 +
0.10e0 * R * R, 0.2e1) + 0.40e-1 * R * R * (0.1e1 + 0.5e-1 * R * R))
/ pi * pow(0.1e1 + 0.10e0 * R * R, -0.3e1) / (0.1e1 + 0.5e-1 * R * R);
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}

if(w==0.1 && b==0.0001)
{

return -0.3125000000e-5 * (-0.72e1 * (0.1e1 + 0.1e-3 * R * R)

* (0.1e1 + 0.2e-3 * R * R) - 0.36e1 * (0.1e1 + 0.1e-3 * R * R) *
pow(0.1e1 + 0.2e-3 * R * R, 0.2e1) - 0.44e-4 * R * R - 0.264e-3 *
R * R * (0.1e1 + 0.2e-3 * R * R) - 0.121e-3 * R * R * pow(0.1e1 +
0.2e-3 * R * R, 0.2e1) + 0.8e-4 * R * R * (0.1e1 + 0.1e-3 * R * R))
/ pi * pow(0.1e1 + 0.2e-3 * R * R, -0.3e1) / (0.1e1 + 0.1e-3 * R * R);
}

if(w==0.1 && b==0.000002)
{
return -0.6250000000e-7 * (-0.72e1 * (0.1e1 + 0.2e-5 * R * R) *

(0.1e1 + 0.4e-5 * R * R) - 0.36e1 * (0.1e1 + 0.2e-5 * R * R) *
pow(0.1e1 + 0.4e-5 * R * R, 0.2e1) - 0.88e-6 * R * R - 0.528e-5 * R *
R * (0.1e1 + 0.4e-5 * R * R) - 0.242e-5 * R * R * pow(0.1e1 + 0.4e-5

* R * R, 0.2e1) + 0.16e-5 * R * R * (0.1e1 + 0.2e-5 * R * R)) / pi *
pow(0.1e1 + 0.4e-5 * R * R, -0.3e1) / (0.1e1 + 0.2e-5 * R * R);
}

if(w==0.1 && b==0.000001)
{
return -0.3125000000e-7 * (-0.72e1 * (0.1e1 + 0.1e-5 * R * R) *

(0.1e1 + 0.2e-5 * R * R) - 0.36e1 * (0.1e1 + 0.1e-5 * R * R) *
pow(0.1e1 + 0.2e-5 * R * R, 0.2e1) - 0.44e-6 * R * R - 0.264e-5

* R * R * (0.1e1 + 0.2e-5 * R * R) - 0.121e-5 * R * R * pow(0.1e1
+ 0.2e-5 * R * R, 0.2e1) + 0.8e-6 * R * R * (0.1e1 + 0.1e-5 * R * R))
/ pi * pow(0.1e1 + 0.2e-5 * R * R, -0.3e1) / (0.1e1 + 0.1e-5 * R * R);
}

if(w==10 && b==0.000001)
{
return -0.3125000000e-7 * (0.72e2 * (0.1e1 + 0.1e-5 * R * R)

* (0.1e1 + 0.2e-5 * R * R) + 0.36e2 * (0.1e1 + 0.1e-5 * R * R) *
pow(0.1e1 + 0.2e-5 * R * R, 0.2e1) - 0.440e-3 * R * R - 0.462e-3 *
R * R * (0.1e1 + 0.2e-5 * R * R) - 0.121e-3 * R * R * pow(0.1e1
+ 0.2e-5 * R * R, 0.2e1) + 0.80e-4 * R * R * (0.1e1 + 0.1e-5 * R *
R)) / pi * pow(0.1e1 + 0.2e-5 * R * R, -0.3e1) / (0.1e1 + 0.1e-5

* R * R);
}

if(w==1.5 && b==0.01)
{
return -0.3125000000e-3 * (0.40e1 * (0.1e1 + 0.1e-1 * R * R) *

(0.1e1 + 0.2e-1 * R * R) + 0.20e1 * (0.1e1 + 0.1e-1 * R * R) *
pow(0.1e1 + 0.2e-1 * R * R, 0.2e1) - 0.1500e0 * R * R - 0.2000e0 * R

* R * (0.1e1 + 0.2e-1 * R * R) - 0.625e-1 * R * R * pow(0.1e1 +
0.2e-1 * R * R, 0.2e1) + 0.120e0 * R * R * (0.1e1 + 0.1e-1 * R * R))
/ pi * pow(0.1e1 + 0.2e-1 * R * R, -0.3e1) / (0.1e1 + 0.1e-1 * R * R);
}

if(w==-1.5 && b==0.01)
{

return( -0.9952229300e-4 * (-0.200e2 * (0.1e1 + 0.1e-1 * R * R) *
(0.1e1 + 0.2e-1 * R * R) - 0.100e2 * (0.1e1 + 0.1e-1 * R * R) *
pow(0.1e1 + 0.2e-1 * R * R, 0.2e1) - 0.300e-1 * R * R - 0.200e-1 * R

* R * (0.1e1 + 0.2e-1 * R * R) - 0.25e-2 * R * R * pow(0.1e1 + 0.2e-1 *
R * R, 0.2e1) - 0.120e0 * R * R * (0.1e1 + 0.1e-1 * R * R)) *
pow(0.1e1 + 0.2e-1 * R * R, -0.3e1) / (0.1e1 + 0.1e-1 * R * R));
}

else
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{
return (-(Double_t) (b * (-8 * b1 * b2 - 4 * b1 * b2 * b2 + 8 * w * b2 * b1 +

4 * w * b2 * b2 * b1 - 4 * b * R * R * w * w - 4 * b * R * R * b2 * w * w -
6 * b * R * R * b2 * w - b * R * R * b2 * b2 * w * w - 2 * b * R * R * b2 *
b2 * w - 4 * b * R * R * w - 2 * b * R * R * b2 - b * R * R * b2 * b2 + 8 * b *
R * R * w*(4 + b2) * b1) / pi * pow((Double_t) b2, (Double_t) (-3)) / b1) / 0.32e2);
}

}

B.3.10 gravastarblackholeLoboII.C (para rodar no ROOT)
//Double_t Potential (Double_t R,Double_t m,Double_t l,Double_t d)
//Double_t PotentialMzero(Double_t R, Double_t l, Double_t d)
//Double_t PotentialLINF (Double_t R, Double_t m, Double_t d)
{
Int_t i=0,n=1000;

Double_t R1[1000],R2[1000],R3[1000],R4[1000],R5[1000],R6[1000],R7[1000],R8[1000],R9[1000],R10[1000],R11[1000],
R12[1000],
V1[1000],V2[1000],V3[1000],V4[1000],V5[1000],V6[1000],V7[1000],O[1000],V8[1000],V9[1000],
V10[1000],V11[1000],V12[1000],m,l,d,b,x,w,k,Ec1[1000],Ea1[1000],Eb1[1000];

O[0]=0.0;
R12[0]=R11[0]=R10[0]=R9[0]=R8[0]=R7[0]=R6[0]=R5[0]=R4[0]=R3[0]=R2[0]=R1[0]=0.5;
for(i=1;i<n;i++)
{
R12[i]=R11[i]=R10[i]=R9[i]=R8[i]=R7[i]=R6[i]=R5[i]=R4[i]=R3[i]=R2[i]=R1[i]=0.5+(0.01)*i;
O[i]=0.0;
}

//condicoes de energia
/*
for(i=0;i<n;i++)
{
// w=5.0;b=0.01;k=1.0;m=0.472267;
// w=3.0;b=0.01;k=1.0;m=0.426756;
// w=1.5;b=0.01;k=1.0;m=0.3775;
// w=0.2;b=0.05;k=1.0;m=0.5000;
// w=0.1;b=0.05;k=1.0;m=0.4923412;
//w=0.1;b=0.0001;k=1.0;m=0.0546980;
//w=0.1;b=0.000002;k=1.0;m=0.0115153;
//w=0.1;b=0.000001;k=1.0;m=0.0087291;
//w=10;b=0.000001;k=1.0;m=0.5;

w=-1.5;b=0.01;

Ec1[i]=EC1Lobo2(R1[i],w,b);
Ea1[i]=EC2Lobo2(R1[i],w,b);
Eb1[i]=EC3Lobo2(R1[i],w,b);

}

*/

// POTENCIAL

for(i=0;i<n;i++)
{
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// GAMMA=0.0
//x=0.0;w=5.0;b=0.01;k=1.0;m=0.472267;
//x=0.0;w=3.0;b=0.01;k=1.0;m=0.426756;
//x=0.0;w=1.5;b=0.01;k=1.0;m=0.3775;
//x=0.0;w=0.2;b=0.05;k=1.0;m=0.499554;
//x=0.0;w=0.1;b=0.05;k=1.0;m=0.4923412;
//x=0.0;w=0.1;b=0.0001;k=1.0;m=0.0546980;
//x=0.0;w=0.1;b=0.000002;k=1.0;m=0.0115153;
//x=0.0;w=0.1;b=0.000001;k=1.0;m=0.0087291;
//x=0.0;w=10;b=0.000001;k=1.0;m=0.018559;
//x=0.0;w=-1.5;b=0.01;k=1.0;m=0.51735;
//x=0.0;w=-1.5;b=0.01;k=1.0;m=0.150217075;

// GAMMA=-1.0
//x=-1.0;w=10;b=0.000001;m=0.0025477672;
//x=-1.0;w=0.1;b=0.000001;m=0.000866559;
//x=-1.0;w=0.1;b=0.000002;m=0.0012876042;
//x=-1.0;w=0.1;b=0.0001;m=0.0120041542;
//x=-1.0;w=0.1;b=0.05;m=0.3271379593;
//x=-1.0;w=0.2;b=0.05;m=0.3357901746;
//x=-1.0;w=1.5;b=0.01;m=0.2097639045;
//x=-1.0;w=3.0;b=0.01;m=0.2552945103;
//x=-1.0;w=5.0;b=0.01;k=1.0;m=0.3033168157;
//w=-1.5;x=-1.0;b=0.1;m=0.037134207;
//x=-1.0;w=-1.5;b=0.01;k=1.0;m=0.163176025;
//x=-1.0;w=-1.5;b=0.01;k=1.0;m=0.50574;

// GAMMA=7./4.
//w=5.0;x=7./4.;b=0.01;;m=0.68998;
//w=3.0;x=7./4.;b=0.01;m=0.72185;
//w=1.5;x=7./4.;b=0.01;m=0.75153;
//w=0.2;x=7./4.;b=0.05;m=0.66938;
//w=0.1;x=7./4.;b=0.05;m=0.67527;
//w=0.1;b=0.0001;m=0.84269;x=7./4.;
//w=0.1;x=7./4.;b=0.000002;m=0.843415;
//w=0.1;x=7./4.;b=0.000001;m=0.84374;
//w=10;x=7./4.;b=0.000001;m=0.84370;
w=-1.5;x=7./4.;b=0.01;m=0.83758;

// GAMMA=3
//w=10;x=3;b=0.000001;m=0.51208;
//w=0.1;x=3;b=0.000001;m=0.51205;
//w=0.1;x=3;b=0.000002;m=0.51211;
//w=0.1;x=3;b=0.0001;m=0.51206;
//w=0.1;x=3;b=0.05;m=0.50247;
//w=0.2;x=3;b=0.05;m=0.50195;
//w=1.5;x=3;b=0.01;m=0.50833;
//w=3.0;x=3;b=0.01;m=0.50661;
//w=5.0;x=3;b=0.01;m=0.50436;
//w=-1.5;x=3;b=0.01;m=0.51211;

V1[i]=PotentialLobo2geral(R1[i],x,w,b,m);
}

//m>mc

for(i=0;i<n;i++)
{

//GAMMA=0.0
//x=0.0;w=5.0;b=0.01;k=1.0;m=0.5;
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//x=0.0;w=3.0;b=0.01;k=1.0;m=0.45;
//x=0.0;w=1.5;b=0.01;k=1.0;m=0.4;
//x=0.0;w=0.2;b=0.05;k=1.0;m=0.52;
//x=0.0;w=0.1;b=0.05;k=1.0;m=0.52;
//x=0.0;w=0.1;b=0.0001;k=1.0;m=0.06;
//x=0.0;w=0.1;b=0.000002;k=1.0;m=0.015;
//x=0.0;w=0.1;b=0.000001;k=1.0;m=0.009;
//x=0.0;w=10;b=0.000001;k=1.0;m=0.020;
//w=-1.5;x=-1.0;b=0.1;m=0.04;
//x=0.0;w=-1.5;b=0.01;k=1.0;m=0.6;
//x=0.0;w=-1.5;b=0.01;k=1.0;m=0.2;

// GAMMA=-1.0
//x=-1.0;w=10;b=0.000001;m=0.004;
//x=-1.0;w=0.1;b=0.000001;m=0.0009;
//x=-1.0;w=0.1;b=0.000002;m=0.002;
//x=-1.0;w=0.1;b=0.0001;m=0.020;
//x=-1.0;w=0.1;b=0.05;m=0.4;
//x=-1.0;w=0.2;b=0.05;m=0.4;
//x=-1.0;w=1.5;b=0.01;m=0.30;
//x=-1.0;w=3.0;b=0.01;m=0.30;
//x=-1.0;w=5.0;b=0.01;k=1.0;m=0.40;
//x=-1.0;w=-1.5;b=0.01;k=1.0;m=0.2;
//x=-1.0;w=-1.5;b=0.01;k=1.0;m=0.55;

// GAMMA=7./4.
//w=5.0;x=7./4.;b=0.01;;m=0.75;
//w=3.0;x=7./4.;b=0.01;m=0.8;
//w=1.5;x=7./4.;b=0.01;m=0.8;
//w=0.2;x=7./4.;b=0.05;m=0.7;
//w=0.1;x=7./4.;b=0.05;m=0.7;
//w=0.1;b=0.0001;m=0.9;x=7./4.;
//w=0.1;x=7./4.;b=0.000002;m=0.9;
//w=0.1;x=7./4.;b=0.000001;m=0.9;
//w=10;x=7./4.;b=0.000001;m=0.9;
w=-1.5;x=7./4.;b=0.01;m=0.9;

// GAMMA=3
//w=10;x=3;b=0.000001;m=0.6;
//w=0.1;x=3;b=0.000001;m=0.6;
//w=0.1;x=3;b=0.000002;m=0.6;
//w=0.1;x=3;b=0.0001;m=0.6;
//w=0.1;x=3;b=0.05;m=0.6;
//w=0.2;x=3;b=0.05;m=0.6;
//w=1.5;x=3;b=0.01;m=0.6;
//w=3.0;x=3;b=0.01;m=0.6;
//w=5.0;x=3;b=0.01;m=0.6;
//w=-1.5;x=3;b=0.01;m=0.6;

V2[i]=PotentialLobo2geral(R2[i],x,w,b,m);
}

//m<mc

for(i=0;i<n;i++)
{
// GAMMA=0.0
//x=0.0;w=5.0;b=0.01;k=1.0;m=0.3;
//x=0.0;w=3.0;b=0.01;k=1.0;m=0.3;
//x=0.0;w=1.5;b=0.01;k=1.0;m=0.3;
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//x=0.0;w=0.2;b=0.05;k=1.0;m=0.48;
//x=0.0;w=0.1;b=0.05;k=1.0;m=0.40;
//x=0.0;w=0.1;b=0.0001;k=1.0;m=0.045;
//x=0.0;w=0.1;b=0.000002;k=1.0;m=0.009;
//x=0.0;w=0.1;b=0.000001;k=1.0;m=0.008;
//x=0.0;w=10;b=0.000001;k=1.0;m=0.017;
//x=0.0;w=-1.5;b=0.01;k=1.0;m=0.4;
//x=0.0;w=-1.5;b=0.01;k=1.0;m=0.05;

// GAMMA=-1.0
//x=-1.0;w=10;b=0.000001;m=0.001;
//x=-1.0;w=0.1;b=0.000001;m=0.0007;
//x=-1.0;w=0.1;b=0.000002;m=0.001;
//x=-1.0;w=0.1;b=0.0001;m=0.009;
//x=-1.0;w=0.1;b=0.05;m=0.3;
//x=-1.0;w=0.2;b=0.05;m=0.3;
//x=-1.0;w=1.5;b=0.01;m=0.15;
//x=-1.0;w=3.0;b=0.01;m=0.20;
//x=-1.0;w=5.0;b=0.01;k=1.0;m=0.20;
//w=-1.5;x=-1.0;b=0.1;m=0.001;
//x=-1.0;w=-1.5;b=0.01;k=1.0;m=0.1;
//x=-1.0;w=-1.5;b=0.01;k=1.0;m=0.45;

// GAMMA=7./4.
//w=5.0;x=7./4.;b=0.01;;m=0.60;
//w=3.0;x=7./4.;b=0.01;m=0.65;
//w=1.5;x=7./4.;b=0.01;m=0.70;
//w=0.2;x=7./4.;b=0.05;m=0.60;
//w=0.1;x=7./4.;b=0.05;m=0.60;
//w=0.1;b=0.0001;m=0.80;x=7./4.;
//w=0.1;x=7./4.;b=0.000002;m=0.80;
//w=0.1;x=7./4.;b=0.000001;m=0.80;
//w=10;x=7./4.;b=0.000001;m=0.80;
w=-1.5;x=7./4.;b=0.01;m=0.7;

// GAMMA=3
//w=10;x=3;b=0.000001;m=0.45;
//w=0.1;x=3;b=0.000001;m=0.45;
//w=0.1;x=3;b=0.000002;m=0.45;
//w=0.1;x=3;b=0.0001;m=0.45;
//w=0.1;x=3;b=0.05;m=0.45;
//w=0.2;x=3;b=0.05;m=0.45;
//w=1.5;x=3;b=0.01;m=0.45;
//w=3.0;x=3;b=0.01;m=0.45;
//w=5.0;x=3;b=0.01;m=0.45;
//w=-1.5;x=3;b=0.01;m=0.45;

V3[i]=PotentialLobo2geral(R3[i],x,w,b,m);

}

if(x==0.0)
{

TCanvas * c1 = new TCanvas("c1","",10,40,800,600);
c1->SetFillColor(0);
c1->SetBorderSize(2);
c1->SetFrameBorderMode(0);
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TGraph * gr1 = new TGraph (n,R1,V1);
//gr1->SetTitle("#gamma=0.0, w=5.0, b=0.01, m_{c}=0.472267");
//gr1->SetTitle("#gamma=0.0, w=3.0, b=0.01, m_{c}=0.426756");
//gr1->SetTitle("#gamma=0.0, w=1.5, b=0.01, m_{c}=0.3775");
//gr1->SetTitle("#gamma=0.0, w=0.2 , b=0.05 , m_{c}=0.499554");
//gr1->SetTitle("#gamma=0.0, w=0.1 , b=0.05 , m_{c}=0.4923412");
//gr1->SetTitle("#gamma=0.0, w=0.1 , b=0.0001 , m_{c}=0.0546980");
//gr1->SetTitle("#gamma=0.0, w=0.1 , b=0.000002 , m_{c}=0.0115153");
//gr1->SetTitle("#gamma=0.0, w=0.1, b=0.000001, m_{c}=0.0087291");
//gr1->SetTitle("#gamma=0.0, w=10 , b=0.000001 , m_{c}=0.018559");
//gr1->SetTitle("#gamma=0.0, w=-1.5 , b=0.01 , m_{c}=0.51735");
gr1->SetTitle("#gamma=0.0, w=-1.5 , b=0.01 , m_{c}=0.150217075");
gr1->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr1->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr1->GetXaxis()->CenterTitle();
gr1->GetYaxis()->CenterTitle();
gr1->SetMarkerStyle(1);
gr1->SetMarkerColor(1);
gr1->SetLineColor(1);
gr1->SetLineStyle(1);
gr1->Draw("AL");
gPad->SetFillColor(0);

TGraph * grzero = new TGraph (n,R1,O);
grzero->SetTitle("");
grzero->GetXaxis()->SetTitle("R");
grzero->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
grzero->GetXaxis()->CenterTitle();
grzero->GetYaxis()->CenterTitle();
grzero->SetMarkerStyle(1);
grzero->SetMarkerColor(1);
grzero->SetLineColor(1);
grzero->SetLineStyle(1);
grzero->Draw("p");
//gPad->SetFillColor(0);

TGraph * gr2 = new TGraph (n,R2,V2);
gr2->SetTitle("");
gr2->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr2->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr2->GetXaxis()->CenterTitle();
gr2->GetYaxis()->CenterTitle();
gr2->SetMarkerSize(1);
gr2->SetMarkerStyle(1);
gr2->SetMarkerColor(1);
gr2->SetLineColor(1);
gr2->SetLineStyle(2);
gr2->Draw("L");
//gPad->SetFillColor(0);

TGraph * gr3 = new TGraph (n,R3,V3);
gr3->SetTitle("");
gr3->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr3->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr3->GetXaxis()->CenterTitle();
gr3->GetYaxis()->CenterTitle();
gr3->SetMarkerSize(1);
gr3->SetMarkerStyle(1);
gr3->SetMarkerColor(1);
gr3->SetLineColor(1);
gr3->SetLineStyle(9);
gr3->Draw("L");
//gPad->SetFillColor(0);
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TLegend *legend = new TLegend(0.6083333,0.1530612,0.8583333,0.4047619,NULL,"brNDC");
legend->SetFillColor(0);

//w=5.0 , b=0.01
/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.30","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.50","L");

*/

/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.30","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.45","L");

*/

/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.30","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.40","L");

*/

/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.48","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.52","L");

*/

//w=0.1 , b=0.05 , m=0.4923412
/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.40","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.52","L");

*/
//w=0.1 , b=0.0001 , m_{c}=0.0546980

/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.045","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.060","L");

*/

//w=0.1 , b=0.000002 , m_{c}=0.0115153

/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.009","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.015","L");

*/

//w=0.1, b=0.000001, m_{c}=0.0087291

/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.008","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.009","L");

*/

//w=10;b=0.000001;k=1.0;m=0.017;
/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.017","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
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legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.020","L");

*/

/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.048","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.052","L");

*/
/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.04","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.06","L");

*/

legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.10","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.20","L");

legend->Draw();

}

else if(x==-1.0)
{

TCanvas * c1 = new TCanvas("c1","",10,40,800,600);
c1->SetFillColor(0);
c1->SetBorderSize(2);
c1->SetFrameBorderMode(0);
TGraph * gr1 = new TGraph (n,R1,V1);
//gr1->SetTitle("#gamma=-1.0, w=5.0, b=0.01, m_{c}=0.3033168157");
//gr1->SetTitle("#gamma=-1.0, w=3.0, b=0.01, m_{c}=0.2552945103");
//gr1->SetTitle("#gamma=-1.0, w=1.5, b=0.01, m_{c}=0.2097639045");
//gr1->SetTitle("#gamma=-1.0, w=0.2 , b=0.05 , m_{c}=0.3357901746");
//gr1->SetTitle("#gamma=-1.0, w=0.1 , b=0.05 , m_{c}=0.3271379593");
//gr1->SetTitle("#gamma=-1.0, w=0.1 , b=0.0001 , m_{c}=0.0120041542");
//gr1->SetTitle("#gamma=-1.0, w=0.1 , b=0.000002 , m_{c}=0.0012876042");
//gr1->SetTitle("#gamma=-1.0, w=0.1, b=0.000001, m_{c}=0.000866559");
//gr1->SetTitle("#gamma=-1.0, w=10 , b=0.000001 , m_{c}=0.0025477672");
//gr1->SetTitle("#gamma=-1.0, w=-1.5, b=0.1, m_{c}=0.037134207");
//gr1->SetTitle("#gamma=-1.0, w=-1.5, b=0.01, m_{c}=0.163176025");
gr1->SetTitle("#gamma=-1.0, w=-1.5, b=0.01, m_{c}=0.50574");

gr1->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr1->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr1->GetXaxis()->CenterTitle();
gr1->GetYaxis()->CenterTitle();
gr1->SetMarkerStyle(1);
gr1->SetMarkerColor(1);
gr1->SetLineColor(1);
gr1->SetLineStyle(1);
gr1->Draw("AL");
gPad->SetFillColor(0);

TGraph * grzero = new TGraph (n,R1,O);
grzero->SetTitle("");
grzero->GetXaxis()->SetTitle("R");
grzero->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
grzero->GetXaxis()->CenterTitle();
grzero->GetYaxis()->CenterTitle();
grzero->SetMarkerStyle(1);
grzero->SetMarkerColor(1);
grzero->SetLineColor(1);
grzero->SetLineStyle(1);
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grzero->Draw("p");
//gPad->SetFillColor(0);

TGraph * gr2 = new TGraph (n,R2,V2);
gr2->SetTitle("");
gr2->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr2->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr2->GetXaxis()->CenterTitle();
gr2->GetYaxis()->CenterTitle();
gr2->SetMarkerSize(1);
gr2->SetMarkerStyle(1);
gr2->SetMarkerColor(1);
gr2->SetLineColor(1);
gr2->SetLineStyle(2);
gr2->Draw("L");
//gPad->SetFillColor(0);

TGraph * gr3 = new TGraph (n,R3,V3);
gr3->SetTitle("");
gr3->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr3->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr3->GetXaxis()->CenterTitle();
gr3->GetYaxis()->CenterTitle();
gr3->SetMarkerSize(1);
gr3->SetMarkerStyle(1);
gr3->SetMarkerColor(1);
gr3->SetLineColor(1);
gr3->SetLineStyle(9);
gr3->Draw("L");
//gPad->SetFillColor(0);

TLegend *legend = new TLegend(0.6083333,0.1530612,0.8583333,0.4047619,NULL,"brNDC");
legend->SetFillColor(0);

legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.45","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.55","L");

/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.10","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.20","L");

*/
/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.001","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.04","L");

*/

//w=5.0 , b=0.01
//legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.20","L");
//legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
//legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.40","L");

/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.20","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.30","L");

*/
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/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.15","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.30","L");

*/

//w=0.2 , b=0.05
/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.30","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.40","L");

*/

//w=0.1 , b=0.05
/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.30","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.40","L");

*/
//w=0.1 , b=0.0001
/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.009","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.020","L");

*/

//w=0.1 , b=0.000002
/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.001","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.002","L");

*/

//w=0.1, b=0.000001;
/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.0007","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.0009","L");

*/

//w=10;b=0.000001

//legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.001","L");
//legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
//legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.004","L");
legend->Draw();

}

else if(x==7./4.)
{

TCanvas * c1 = new TCanvas("c1","",10,40,800,600);
c1->SetFillColor(0);
c1->SetBorderSize(2);
c1->SetFrameBorderMode(0);
TGraph * gr1 = new TGraph (n,R1,V1);
//gr1->SetTitle("#gamma=7/4, w=5.0, b=0.01, m_{c}=0.68998");
//gr1->SetTitle("#gamma=7/4, w=3.0, b=0.01, m_{c}=0.72185");
//gr1->SetTitle("#gamma=7/4, w=1.5, b=0.01, m_{c}=0.75153");
//gr1->SetTitle("#gamma=7/4, w=0.2 , b=0.05 , m_{c}=0.66938");
//gr1->SetTitle("#gamma=7/4, w=0.1 , b=0.05 , m_{c}=0.67527");
//gr1->SetTitle("#gamma=7/4, w=0.1 , b=0.0001 , m_{c}=0.84269");
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//gr1->SetTitle("#gamma=7/4, w=0.1 , b=0.000002 , m_{c}=0.843415");
//gr1->SetTitle("#gamma=7/4, w=0.1, b=0.000001, m_{c}=0.84374");
//gr1->SetTitle("#gamma=7/4, w=10 , b=0.000001 , m_{c}=0.84370");
gr1->SetTitle("#gamma=7/4, w=-1.5 , b=0.01 , m_{c}=0.83758");
gr1->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr1->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr1->GetXaxis()->CenterTitle();
gr1->GetYaxis()->CenterTitle();
gr1->SetMarkerStyle(1);
gr1->SetMarkerColor(1);
gr1->SetLineColor(1);
gr1->SetLineStyle(1);
gr1->Draw("AL");
gPad->SetFillColor(0);

TGraph * grzero = new TGraph (n,R1,O);
grzero->SetTitle("");
grzero->GetXaxis()->SetTitle("R");
grzero->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
grzero->GetXaxis()->CenterTitle();
grzero->GetYaxis()->CenterTitle();
grzero->SetMarkerStyle(1);
grzero->SetMarkerColor(1);
grzero->SetLineColor(1);
grzero->SetLineStyle(1);
grzero->Draw("p");
//gPad->SetFillColor(0);

TGraph * gr2 = new TGraph (n,R2,V2);
gr2->SetTitle("");
gr2->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr2->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr2->GetXaxis()->CenterTitle();
gr2->GetYaxis()->CenterTitle();
gr2->SetMarkerSize(1);
gr2->SetMarkerStyle(1);
gr2->SetMarkerColor(1);
gr2->SetLineColor(1);
gr2->SetLineStyle(2);
gr2->Draw("L");
//gPad->SetFillColor(0);

TGraph * gr3 = new TGraph (n,R3,V3);
gr3->SetTitle("");
gr3->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr3->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr3->GetXaxis()->CenterTitle();
gr3->GetYaxis()->CenterTitle();
gr3->SetMarkerSize(1);
gr3->SetMarkerStyle(1);
gr3->SetMarkerColor(1);
gr3->SetLineColor(1);
gr3->SetLineStyle(9);
gr3->Draw("L");
//gPad->SetFillColor(0);

TLegend *legend = new TLegend(0.6083333,0.1530612,0.8583333,0.4047619,NULL,"brNDC");
legend->SetFillColor(0);

//w=5.0 , b=0.01
/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.60","L");
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legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.75","L");

*/

/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.65","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.80","L");

*/

/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.70","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.80","L");

*/

/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.48","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.52","L");

*/

//w=0.1 , b=0.05 , m=0.4923412
/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.60","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.70","L");

*/
//w=0.1 , b=0.0001 , m_{c}=0.0546980

/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.60","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.70","L");

*/

//w=0.1 , b=0.000002 , m_{c}=0.0115153

//legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.80","L");
//legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
//legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.90","L");

legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.70","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.90","L");

//w=0.1, b=0.000001, m_{c}=0.0087291

/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.008","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.009","L");

*/

//w=10;b=0.000001;k=1.0;m=0.017;
/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.017","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.020","L");

*/

/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.048","L");
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legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.052","L");

*/

legend->Draw();

}

else if(x==3.0)
{

TCanvas * c1 = new TCanvas("c1","",10,40,800,600);
c1->SetFillColor(0);
c1->SetBorderSize(2);
c1->SetFrameBorderMode(0);
TGraph * gr1 = new TGraph (n,R1,V1);

//gr1->SetTitle("#gamma=3, w=5.0, b=0.01, m_{c}=0.50436");
//gr1->SetTitle("#gamma=3, w=3.0, b=0.01, m_{c}=0.50661");
//gr1->SetTitle("#gamma=3, w=1.5, b=0.01, m_{c}=0.50833");
//gr1->SetTitle("#gamma=3, w=0.2 , b=0.05 , m_{c}=0.50195");
//gr1->SetTitle("#gamma=3, w=0.1 , b=0.05 , m_{c}=0.50247");
//gr1->SetTitle("#gamma=3, w=0.1 , b=0.0001 , m_{c}=0.51206");
//gr1->SetTitle("#gamma=3, w=0.1 , b=0.000002 , m_{c}=0.51211");
//gr1->SetTitle("#gamma=3, w=0.1, b=0.000001, m_{c}=0.51205");
//gr1->SetTitle("#gamma=3, w=10 , b=0.000001 , m_{c}=0.51208");
gr1->SetTitle("#gamma=3, w=-1.5, b=0.01, m_{c}=0.51211");
gr1->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr1->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr1->GetXaxis()->CenterTitle();
gr1->GetYaxis()->CenterTitle();
gr1->SetMarkerStyle(1);
gr1->SetMarkerColor(1);
gr1->SetLineColor(1);
gr1->SetLineStyle(1);
gr1->Draw("AL");
gPad->SetFillColor(0);

TGraph * grzero = new TGraph (n,R1,O);
grzero->SetTitle("");
grzero->GetXaxis()->SetTitle("R");
grzero->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
grzero->GetXaxis()->CenterTitle();
grzero->GetYaxis()->CenterTitle();
grzero->SetMarkerStyle(1);
grzero->SetMarkerColor(1);
grzero->SetLineColor(1);
grzero->SetLineStyle(1);
grzero->Draw("p");
//gPad->SetFillColor(0);

TGraph * gr2 = new TGraph (n,R2,V2);
gr2->SetTitle("");
gr2->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr2->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr2->GetXaxis()->CenterTitle();
gr2->GetYaxis()->CenterTitle();
gr2->SetMarkerSize(1);
gr2->SetMarkerStyle(1);
gr2->SetMarkerColor(1);
gr2->SetLineColor(1);
gr2->SetLineStyle(2);
gr2->Draw("L");
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//gPad->SetFillColor(0);

TGraph * gr3 = new TGraph (n,R3,V3);
gr3->SetTitle("");
gr3->GetXaxis()->SetTitle("R");
gr3->GetYaxis()->SetTitle("V(R)");
gr3->GetXaxis()->CenterTitle();
gr3->GetYaxis()->CenterTitle();
gr3->SetMarkerSize(1);
gr3->SetMarkerStyle(1);
gr3->SetMarkerColor(1);
gr3->SetLineColor(1);
gr3->SetLineStyle(9);
gr3->Draw("L");
//gPad->SetFillColor(0);

TLegend *legend = new TLegend(0.6083333,0.1530612,0.8583333,0.4047619,NULL,"brNDC");
legend->SetFillColor(0);

//w=5.0 , b=0.01
/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.30","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.50","L");

*/

/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.30","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.45","L");

*/

/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.30","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.40","L");

*/

/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.48","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.52","L");

*/

//w=0.1 , b=0.05 , m=0.4923412
/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.40","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.52","L");

*/
//w=0.1 , b=0.0001 , m_{c}=0.0546980

/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.045","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.060","L");

*/

//w=0.1 , b=0.000002 , m_{c}=0.0115153

/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.009","L");
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legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.015","L");

*/

//w=0.1, b=0.000001, m_{c}=0.0087291

/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.008","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.009","L");

*/

//w=10;b=0.000001;k=1.0;m=0.017;
/*
legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.017","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.020","L");

*/

legend->AddEntry(gr3,"m_{1}=0.45","L");
legend->AddEntry(gr1,"m_{2}=m_{c}","L");
legend->AddEntry(gr2,"m_{3}=0.60","L");

legend->Draw();

}

//PARA GERAR GRAFICOS DAS CONDIES DE ENERGIA

/*
TCanvas * cec = new TCanvas("cec","",10,40,800,600);
cec->SetFillColor(0);
cec->SetBorderSize(2);
cec->SetFrameBorderMode(0);
TGraph * grec = new TGraph (n,R1,Ec1);
grec->SetFillColor(1);
//grec->SetTitle("w=5.0, b=0.01");
//grec->SetTitle("w=3.0, b=0.01");
//grec->SetTitle("w=1.5, b=0.01");
//grec->SetTitle("w=0.2, b=0.05");
//grec->SetTitle("w=0.1, b=0.05");
//grec->SetTitle("w=0.1, b=0.0001");
//grec->SetTitle("w=0.1, b=0.000002");
//grec->SetTitle("w=0.1, b=0.000001");
//grec->SetTitle("w=10, b=0.000001");
grec->SetTitle("w=-1.5, b=0.01");
grec->GetXaxis()->SetTitle("R");
grec->GetYaxis()->SetTitle("Energy Conditions");
grec->GetXaxis()->CenterTitle();
grec->GetYaxis()->CenterTitle();
grec->SetMarkerStyle(1);
grec->SetMarkerColor(1);
grec->SetLineColor(1);
grec->SetLineStyle(1);
grec->Draw("AL");
gPad->SetFillColor(0);

TGraph * grzero = new TGraph (n,R1,O);
grzero->SetTitle("");
grzero->GetXaxis()->SetTitle("R");
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grzero->GetYaxis()->SetTitle("Energy Conditions");
grzero->GetXaxis()->CenterTitle();
grzero->GetYaxis()->CenterTitle();
grzero->SetMarkerStyle(1);
grzero->SetMarkerColor(1);
grzero->SetLineColor(1);
grzero->SetLineStyle(1);
grzero->Draw("p");
gPad->SetFillColor(0);

TGraph * grea1 = new TGraph (n,R1,Ea1);
grea1->SetTitle("");
grea1->GetXaxis()->SetTitle("R");
grea1->GetYaxis()->SetTitle("Energy Conditions");
grea1->GetXaxis()->CenterTitle();
grea1->GetYaxis()->CenterTitle();
grea1->SetMarkerSize(1);
grea1->SetMarkerStyle(1);
grea1->SetMarkerColor(1);
grea1->SetLineColor(1);
grea1->SetLineStyle(2);
grea1->Draw("L");
gPad->SetFillColor(0);

TGraph * greb1 = new TGraph (n,R1,Eb1);
greb1->SetTitle("");
greb1->GetXaxis()->SetTitle("R");
greb1->GetYaxis()->SetTitle("Energy Conditions");
greb1->GetXaxis()->CenterTitle();
greb1->GetYaxis()->CenterTitle();
greb1->SetMarkerSize(1);
greb1->SetMarkerStyle(1);
greb1->SetMarkerColor(1);
greb1->SetLineColor(1);
greb1->SetLineStyle(9);
greb1->Draw("L");
gPad->SetFillColor(0);

TLegend *legend = new TLegend(0.6083333,0.1530612,0.8583333,0.4047619,NULL,"brNDC");
legend->SetTextFont(62);
legend->SetLineColor(1);
legend->SetLineStyle(1);
legend->SetLineWidth(1);
legend->SetFillColor(0);
legend->SetFillStyle(1001);
//legend->SetFillColor(0);
legend->AddEntry(grec,"EC1","L");
legend->AddEntry(grea1,"EC2","L");
//legend->AddEntry(greb1,"EC3","L");
legend->AddEntry(greb1,"EC3 #approx EC1","L");
legend->Draw();

*/

}
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