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I

“estamos tentando entender as implicações da teoria

quântica. O assunto é velho, mas nós estamos ainda

aprendendo.”

Mandel [“Quantum philosophy”, Scientific Amer., julho,

1992.]
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a Ceni e Nicolina (in memorium).
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Resumo

A óptica quântica tornou-se um grande laboratório no sentido de prever teo-

ricamente e gerar experimentalmente estados quânticos inconceb́ıveis pela teoria

clássica, já que alguns desses estados têm propriedades aparentemente não locais.

Este é o caso dos estados emaranhados, onde estão baseados os protocolos de in-

formação quântica e também esquemas de criptografia e litografia quântica.

Nesta tese propomos estudar uma gama de experimentos usando uma teoria de

realismo local, puramente ondulatória, sem dualidades, que procura explicar esses

fenômenos de forma consistente com os fundamentos da teoria clássica. Esta teoria,

a óptica estocástica, consiste basicamente na teoria clássica do campo com uma

nova condição de contorno: assume-se que o campo tem flutuações de ponto zero

com o mesmo espectro daquele previsto pela teoria quântica, só que este campo é

real, apesar de não poder ser acessado por detectores.

Mostramos que é posśıvel dentro do arcabouço da teoria clássica reproduzir vários

resultados antes apenas previstos no domı́nio quântico e, como consequência, enten-

der as origens qua levam à interpretação não local da mecânica quântica e também

a violações das desigualdades de Duan e a de desigualdade de Schwartz. Mostramos

como o estado emaranhado pode ser entendido como correlações intermediadas pelas

flutuações de ponto zero.
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Abstract

Quantum optics has become a great laboratory to theoretically predict and ex-

perimentally generate quantum states inconceivable in the classical theory, as some

of these states have apparently non-local properties. This is the case of entangled

states, where the protocols of quantum information and quantum cryptography and

quantum lithography schemes are based.

In this thesis we propose studying a class of experiments using a theory of local

realism, purely ondulatory, without dualities, which seeks to explain these pheno-

mena in a manner consistent with the fundamentals of classical theory. This theory,

stochastic optics approach, is basically the classical field theory with a new frame:

it is assumed that the field has zero-point fluctuations with the same spectrum pro-

vided by quantum theory, the only difference is that this field is real, although it

can not be accessed by detectors.

We show that it is possible within this framework to reproduce several results

that were obtained before with quantum field theory and, consequently, understand

the origins that lead to the interpretation of non-locality in quantum mechanics and

the violations of the Duan and Schwartz inequalities. We show how the entangled

state correlations can be understood as correlations mediated by the zero point

fluctuations.
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Caṕıtulo 1

Introdução Geral

As tentativas de gerar os resultados da Mecânica Quântica dentro do contexto

clássico, ainda que introduzindo novos elementos da realidade f́ısica, ocorrem desde

o nascimento da teoria quântica. Planck(1911), Einstein(1913) e Nernst(1916) [1]

conceberam a existência de um campo eletromagnético fundamental, que existiria

mesmo no espaço vazio a zero Kelvin. Estes autores usaram as propriedades es-

tat́ısticas desse campo clássico, chamado de radiação de ponto zero [2], com o intuito

de mostrar a equivalência entre as teorias quântica e clássica para alguns resultados

experimentais observados. O campo proposto equivaleria à versão clássica do campo

de vácuo da eletrodinâmica quântica [3], responsável pela emissão espontânea, pela

estabilidade da matéria, entre outros efeitos.

Uma outra contribuição no mesmo sentido foi dada por Wigner [4], em 1932,

que propôs a formulação da mecânica quântica no espaço de fase. Através dessa

formulação, foi posśıvel mostrar que a dinâmica de um sistema descrita pela equação

de Schrödinger é similar à dinâmica descrita pela equação de Liouville para a função

de densidade de probabilidade no espaço de fase [5]. O uso de equações clássicas,

mais intuitivas, pode ajudar na compreensão de problemas quânticos.

Embora não haja contradições entre os resultados experimentais e as previsões

teóricas da mecânica quântica, inúmeros autores propuseram teorias clássicas alter-

nativas à teoria quântica [6, 7]. Um desses autores, Trevor Marshall [8], propôs, na

década de 60, uma teoria estocástica intitulada eletrodinâmica estocástica (EDE),

uma alternativa à mecânica quântica. Nesta teoria, os sistemas microscópicos apre-

1
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sentam caráter probabiĺıstico por estarem imersos em campos aleatórios, térmicos e

de ponto zero. O principal elemento da EDE é a radiação eletromagnética de ponto

zero, considerada real, puramente aleatória, cuja energia média de suas flutuações

(1
2
~ω) é medida em termos da constante de Planck.

As flutuações do vácuo da EDE foram utilizadas com sucesso para a derivação

do espectro de corpo negro sem assumir a quantização [9], para a descrição do

deslocamento de Lamb [10] e para o efeito Casimir [11]. Extensões desta teoria

foram feitas, principalmentte por T. Boyer, E. Santos, A. M. Cetto e L. de la Peña

[2], buscando responder: que fenômeno quântico pode ser explicado usando somente

f́ısica clássica acrescida de um campo de ponto zero?

Apesar de algumas falhas, como, por exemplo, na descrição dos estados excitados

da matéria, a EDE mostrou-se muito promissora na descrição de alguns resultados

da óptica quântica [12], que é um dos ramos da f́ısica onde a realidade das flu-

tuações do vácuo são mais bem evidenciadas. Esta preocupa-se com o estudo de

problemas relativos à luz caracterizada por efeitos ópticos então chamados de não-

clássicos, por exemplo: compressão de rúıdo quântico (squezing) [13], criação dos

estado EPR proposto por Einstein-Podolsky-Rosen(EPR) [14] e violação das cha-

madas desigualdades de Bell [15]. A existência dos estados não-clássicos da luz é

usualmente considerado a evidência definitiva da natureza quântica da luz.

Em 1935, Einstein-Podolsky-Rosen(EPR) [14] sugeriram que a mecânica quântica

poderia ser uma teoria incompleta, representando uma aproximação estat́ıstica de

uma teoria determińıstica completa em que os valores dos observáveis seriam fixados

por alguma variável oculta. Mas um progresso fundamental na discussão da posśıvel

extensão da mecânica quântica foi a descoberta de Bell [15] de que qualquer teoria

de variáveis ocultas deve satisfazer a certas desigualdades que podem ser violadas

na mecânica quântica. Então, a prinćıpio, é posśıvel testar experimentalmente a

mecânica quântica contra toda classe de teorias reaĺısticas locais de variáveis ocul-

tas. Desde então muitos experimentos para o teste da desigualdade de Bell já foram

realizados, sendo que até agora estes estão em acordo com as previsões da mecânica

quântica, indicando que as teorias de variáveis ocultas foram refutadas empirica-

mente.

Outra caracteŕıstica desses experimentos é a possibilidade de distinção entre es-
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tados correlacionados classicamente e os estados fortemente correlacionados, chama-

dos de estados “emaranhados quanticamente”, que apresentam aspectos não locais

t́ıpicos da mecânica quântica.

O ramo da EDE que busca uma alternativa clássica para problemas da óptica

quântica foi intitulada de óptica estocástica, cujo escopo é limitado porque ela trata

apenas da transmissão da radiação, incluindo a de ponto zero, através de dispositivos

macroscópicos como: lentes, espelhos, polarizadores, etc. Para a emissão e absorção

da radiação pela matéria, é necessário, pois, um tratamento fenomenológico.

Dentre os resultados da óptica quântica analisados pela EDE estão os vários

testes da desigualdade de Bell [15] e uma série de experimentos utilizando os fei-

xes correlacionados pelo processo de conversão paramétrica descendente espontânea

(CPDE), que possuem correlação mais forte do que previsto por uma teoria clássica,

levando, inclusive, à violação da desigualdade de Bell.

Estes resultados foram analisados usando a representação de Wigner [16]. Na

EDE, os momentos são equivalentes à média dos operadores calculados na repre-

sentação de Wigner, cujas médias são ordenadas simetricamente. As equações de

evolução das amplitudes do campo na representação de Wigner são semelhantes às

equações de movimento para as amplitudes dos campos quânticos na representação

de Heisenberg, uma vez que essas equações são lineares. Assim, para irmos para

a representação de Wigner, basta substituirmos, nas equações de Heisenberg, os

operadores de criação e aniquilação por amplitudes complexas correspondentes aos

campos de ponto zero.

Nesta tese, usaremos então um formalismo completamente clássico, ou seja, sem

a intervenção do conceito de fótons, para mostrar que uma grande parcela dos expe-

rimentos que se utilizam da CPDE podem ser descritos através da teoria ondulatória

da luz, sem dualidade.

Assim, no Caṕıtulo 2, faremos uma breve introdução à eletrodinâmica estocástica

e também a alguns aspectos importantes da teoria quântica da luz. Apresentaremos

como se acrescentam as flutuações de ponto zero na teoria clássica através de um

campo aleatório de média nula e distribuição espectral conhecida.

Já no Caṕıtulo 3, trataremos do processo de Conversão Paramétrica Descendente

Espontânea dentro do formalismo da eletrodinâmica estocástica. O processo será
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descrito pelas equações de Maxwell, sendo equivalente à amplificação paramétrica

de dois modos do campo de ponto zero que estão acoplados por um meio não-linear

com um laser de bombeamento.

Como os estados emaranhados não podem ser produzidos por fontes usuais de luz,

são necessários processos mais sofisticados para sua produção, como, por exemplo, o

processo de Conversão Paramétrica Descendente Espontânea (CPDE), que consiste

na absorção e na emissão de luz por um cristal não-linear que interage com um

campo de laser.

Muito dos resultados surpreendentes da óptica, como basicamente a violação da

desigualdade de Schwartz e da desigualdade de Duan, tornam-se claros quando se

percebe que os detectores, “estabilizados pelo vácuo”, medem as intensidades acima

deste limiar. No entanto, certas correlações medidas por coincidências são imunes

às flutuações do vácuo.

No Caṕıtulo 4, por sua vez, estudaremos a formação das imagens fantasmas,

visto que nos últimos anos houve, na óptica quântica, um grande interesse no efeito

chamado de “interferências e imagens fantasmas”, cuja possibilidade de realização

desses efeitos é creditada ao caráter quântico e não-local da luz produzida pelo pro-

cesso de CPDE. Os feixes, sinal e convertido, produzidos pelo processo de CPDE, são

espacialmente separados e um deles propaga-se através de uma abertura, sendo pos-

teriormente detectados. A taxa de coincidência na contagem apresenta um padrão

de interferência ou difração, dependendo se a abertura é uma fenda dupla ou simples.

Recentemente, tem-se discutido na literatura sobre quando um experimento de

formação de imagem, realizado com feixes do CPDE, pode ser reproduzido por

feixes correlacionados classicamente. A. Gatti e colaboradores [17] analisaram as

correlações espaciais para o CPDE multimodo, utilizando um modelo estocástico,

embasado na representação de Wigner, para comparar com resultados obtidos ana-

liticamente válidos na aproximação de ondas planas para o bombeamento. Eles

mostraram, dentre outras coisas, que feixes do tipo EPR exibem ambas correlações,

em momento (que podem ser observadas em campo distante) e posição (que po-

dem ser observadas em campo próximo). Em contraste, correlações clássicas podem

ser perfeitas em momento ou posição, não apresentando ambas simultaneamente.

Há, portanto, um grande interesse acadêmico em demonstrar as diferenças entre
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as descrições quântica e clássica da luz, visto que esse fenômeno pode ser utilizado

como um experimento do tipo Einstein-Podolsky-Rosen(EPR), que permite distin-

guir emaranhamento quântico das correlações clássicas.

No Caṕıtulo 5 estudaremos o Oscilador Paramétrico Óptico Não-Degenerado

com Injeção dentro da eletrodinâmica estocástica. Esse dispositivo é capaz de gerar

estados emaranhados intensos e é utilizado para implementação de protocolos de

informação quântica e também em criptografia quântica. Assim, estudar esse sistema

no contexto da EDE é importante no sentido de comparar uma teoria de realismo

local efetiva e a teoria quântica, lançando dúvidas se certos critérios podem ou não

ser encarados como fronteira entre o clássico e o quântico.

No Caṕıtulo 6, concluiremos destacando os principais resultados apresentados

na tese.



Caṕıtulo 2

Introdução à Óptica Quântica e à

Óptica Estocástica

Neste caṕıtulo faremos uma breve introdução à óptica estocástica, que tem entre

os seus objetivos o estudo das origens e significados das propriedades quânticas ma-

nifestadas pelo campo eletromagnético nos experimentos ópticos. A fim de mostrar

as proximidades entre a teoria quântica e a estocástica para a luz, faremos primeiro,

e de forma resumida, a descrição da quantização do campo eletromagnético, como

descrever e caracterizar o estado do campo e como detectar o campo quântico. Em

seguida, apresentaremos alguns dos principais conceitos da teoria estocástica que

servirão para o tratamento do campo ao longo da tese.

2.1 Introdução à Óptica Quântica

Até o final do século XIX, todos os fenômenos relacionados à luz eram expli-

cados através das equações de Maxwell, que mostraram que a luz é uma onda ele-

tromagnética na qual os campos elétricos e magnéticos oscilam perpendicularmente

entre si.

Uma descrição quântica do campo eletromagnético só viria em 1927 com Dirac

[18], e Fermi em 1932 [19], pois o tratamento quântico apresentado era tido como al-

ternativo e dispensável para explicar os fenômenos da luz até então conhecidos, uma

6
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vez que a teoria semi-clássica fornecia os mesmos resultados. No tratamento semi-

clássico, a matéria era explicada pela teoria quântica e pelo campo eletromagnético,

possuindo fase e amplitude bem determinadas, sendo descrito classicamente pelas

equações de Maxwell.

A formulação quântica da foto-detecção e da teoria da coerência óptica, desen-

volvida em 1963 por Glauber [20], tornou posśıvel a previsão de novos efeitos, tais

como: o antiagrupamento de fótons (photon antibunching), cuja explicação não é

obtida classicamente. Verificado experimentalmente em 1977, por Kimble, Dagenais

e Mandel [21], esse efeito marcou o efetivo nascimento da óptica quântica com status

de teoria necessária [22].

2.1.1 Campo Eletromagnético Quântico

O campo eletromagnético no espaço livre pode ser expandido em termos dos in-

finitos modos normais de vibração de ondas estacionárias, satisfazendo as equações

homogêneas de Maxwell e permitindo ser expandido em termos de ondas planas

transversais. Os coeficientes dessa expansão são associados aos modos dos oscila-

dores harmônicos quantizados, cada um com sua frequência própria ω, sendo que a

forma espacial dos modos depende das condições de contorno impostas no momento

da quantização.

No formalismo quântico, o campo eletromagnético da radiação é um operador

dependente do tempo, onde, para a expansão em modos normais, os coeficientes da

expansão são operadores de criação, â†k,λ, e aniquilação, âk,λ, de fótons,

E (r, t) = i
∑

k,λ

√
2π~ωk

L3
ε̂k,λ

[
âk,λe

ik·r−iωkt − â†k,λe
−ik·r+iωkt

]
,

= E(+) (r, t) + E(−) (r, t) , (2.1)

com E(+) sendo a parte do operador campo elétrico que contém apenas o operador

destruição de fótons, e E(−) ≡ (
E(+)

)†
a parte que contém apenas o operador criação

de fótons1. L3 é o volume de normalização, ε̂k,λ é o versor de polarização, k é o vetor

1Por simplicidade adotaremos negrito para representação de vetores.
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que dá a direção de propagação da onda, r é a posição de um ponto da frente de

onda, ~ é a constante de Planck dividida por 2π e ωk = |k|c. Pode-se também

encontrar um resultado similar para o campo magnético B (r, t). Os operadores de

criação e aniquilação de fótons satisfazem a relação de comutação

[âk,λ, âk′,λ′ ] = [â†k,λ, â
†
k′,λ′ ] = 0,

[âk,λ, â
†
k′,λ′ ] = δkk′δλλ′ . (2.2)

Podemos escrever o operador hamiltoniano do campo eletromagnético como

Ĥ =
∑

k,λ

~ωk

(
â†kλâkλ +

1

2

)
, (2.3)

onde a contribuição ~ω/2 corresponde à energia média do modo do vácuo, ou energia

do campo de ponto zero.

Quadraturas do campo

Observáveis f́ısicos são sempre descritos na mecânica quântica por operadores

hermitianos. O campo elétrico, descrito através dos operadores não-hermitianos de

criação e aniquilação, não representa observáveis f́ısicos.

Vamos, então, definir dois operadores hermitianos, operadores de quadratura,

como:

X̂1 ≡ 1√
2

(
â† + â

)
(2.4)

X̂2 ≡ i√
2

(
â† − â

)
, (2.5)

operadores esses que obedecem à seguinte relação de comutação

[X̂1, X̂2] = 2i, (2.6)

podemos reescrever o operador campo elétrico em termos das quadraturas

E (r, t) = i
∑

k,λ

√
2π~ωk

L3
ε̂k,λ

[
X̂1(k,λ) cos (k · r− ωkt)− X̂2(k,λ) sin (k · r− ωkt)

]
,

(2.7)
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que representam as amplitudes do campo. O operador X̂1 é conhecido como qua-

dratura de amplitude e X̂2, a quadratura de fase.

Os operadores de quadratura obdecem à relação de incerteza de Heisenberg

〈
(
∆X̂1

)2

〉〈
(
∆X̂2

)2

〉 ≥ 1

2
, (2.8)

onde as flutuações ∆X̂i, i = 1, 2 são definidas como:

∆X̂i = X̂i − 〈X̂i〉. (2.9)

Através destas variâncias, observamos um importante efeito não-clássico: o efeito de

compressão do rúıdo quântico ou squeezing, o qual ocorre quando a variância num

dos operadores de quadratura é menor que 1/4. O valor médio de um observável

f́ısico, representado por um operador hermitiano qualquer, calculado em um estado

qualquer, é dado por

〈Ô〉 = 〈Φ|Ô|Φ〉, (2.10)

supondo a normalização 〈Φ|Φ〉 = 1. As incertezas nas quadraturas irão depender

do estado do campo eletromagnético. Veremos, então, alguns exemplos a seguir.

2.1.2 Estados de Fock

Os estados da luz podem ser escritos em termos do estado de Fock, que formam

as bases para a descrição do campo de luz na óptica quântica. Eles são gerados

aplicando o operador de criação â†k,λ no vetor do espaço de Hilbert

|0〉 =
∏

k,λ

|0k,λ〉, (2.11)

que representa o estado onde todos os modos estão desocupados, o estado de vácuo.

O espaço de Fock é formado pelo conjunto de vetores

|nk,λ〉 =
∏

k,λ

|nk,λ〉 =
∏

k,λ

1√
nk,λ

(
â†k,λ

)nk,λ |0k,λ〉, (2.12)

que representa um estado com nk,λ fótons de número de onda k e polarização λ.

Os operadores de aniquilação e de criação agem sobre esses estados destruindo e
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criando fótons em um determinado modo da seguinte maneira:

âkλ|nk,λ〉 =
√

nk,λ|nk,λ − 1〉, (2.13)

â†kλ|nk,λ〉 =
√

nk,λ + 1|nk,λ + 1〉. (2.14)

O estado de número é auto-estado do operador número, n̂k,λ = â†kλâkλ

n̂k,λ|nk,λ〉 = n̂k,λ|nk,λ〉. (2.15)

Os estados de Fock formam, ainda, uma base completa e ortonormal.

Podemos encontrar a energia média do campo aplicando o operador hamiltoni-

ano, Eq.(2.3), no estado de número

〈ε〉 = 〈nk,λ|Ĥ|nk,λ〉
=

∑

k,λ

~ωk

(
nk,λ +

1

2

)
(2.16)

para o valor esperado do hamiltoniano do campo no estado de vácuo, temos

〈0|H|0〉 =
∑

k,λ

1

2
~ωk, (2.17)

onde vemos que, mesmo para o campo vazio, temos uma energia não nula que pode

ser interpretada como oscilações do campo na ausência de fótons.

Com relação às variâncias nas quadraturas calculadas em um estado de número,

temos

〈∆X̂1〉 = 〈∆X̂2〉 =

√
n

2
+

1

4
(2.18)

onde vemos que, para o estado de vácuo, nk,λ = 0, o estado é de mı́nima incerteza.

Entretanto, as quadraturas apresentam um excesso de rúıdo para nk,λ 6= 0.

2.1.3 Estados Coerentes

O estado coerente é o estado quântico que possui análogo clássico. Ele apresenta

coerência de amplitude, isto é, possui um comportamento oscilatório esperado por
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um oscilador harmônico clássico, sendo ele definido como auto-estado do operador

de aniquilação de fótons

âk,λ|αk,λ〉 = αk,λ|αk,λ〉 (2.19)

onde α = |α|eiθ é um auto valor complexo. Esses estados formam uma base com-

pleta, que pode ser expandida em uma base de número discreta,

|αk,λ〉 = exp
(−|αk,λ|2/2

) ∑
nk,λ

α
nk,λ

k,λ√
nk,λ!

|nk,λ〉. (2.20)

Matematicamente, o estado coerente de um único modo é obtido atuando o operador

deslocamento no estado de vácuo

|α〉 = D̂ (α) |0〉, (2.21)

sendo o operador deslocamento definido como D̂ (α) = e−
|α|2
2 eαâ†e−α∗â.

As variâncias nas quadraturas calculadas em um estado coerente (limite clássico

para flutuações) são iguais, e o produto tem o menor valor permitido pelo prinćıpio

de incerteza,

〈∆X̂1〉〈∆X̂2〉 =
1

2
. (2.22)

Aqueles estados, para os quais vale a igualdade acima, são chamados de estado de

mı́nima incerteza.

O número médio e a variância no número de fótons para um único modo em um

estado coerente são

〈n̂〉 = 〈α|n̂|α〉 = |α|2, (2.23)

obedecendo uma estat́ıstica poissoniana, indicando que esses estados não possuem

número de fótons definidos.

2.1.4 Estados Comprimidos

Matematicamente, os estados comprimidos são obtidos atuando o operador de

compressão Ŝ (ζ) nos estados iniciais genéricos |Φ〉,

Ŝ (ζ) = exp

[
1

2

(
ζ∗â2 − ζâ†2

)]
(2.24)
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onde ζ = reiφ é o parâmetro de compressão em que r dá a magnitude e φ a direção

de compressão.

O estado comprimido pode ser escrito como

|α, ζ〉 = Ŝ (ζ) |α〉 = Ŝ (ζ) D̂ (α) |0〉 (2.25)

O operador de compressão é unitário e produz as seguintes transformações canônicas

unitárias nos operadores â e â†:

b̂ = Ŝ (ζ) âŜ† (ζ) = µâ + νâ† (2.26)

b̂† = Ŝ (ζ) â†Ŝ† (ζ) = µâ† + ν∗â (2.27)

onde µ = cosh(r) e ν = eiφ sinh(r).

Os estados comprimidos são aqueles em que a incerteza em uma das variáveis

canonicamente conjugadas do campo é menor do que a do vácuo. Não obstante,

podemos falar de estados comprimidos de número-fase e aqui nos referiremos, espe-

cificamente, aos estados comprimidos de quadraturas. Neste caso, temos:

∆X̂1 <
1

2
, ou ∆X̂2 <

1

2
, (2.28)

cuja relação de incerteza não é violada, de modo que a redução na incerteza de uma

quadratura é sempre acompanhada de um aumento na incerteza da sua variável

conjugada [23, 24].

2.1.5 Teoria de detecção

Na óptica quântica, o dispositivo que detecta a radiação deve ser embasado na

absorção por um meio material da energia irradiada. Essa energia dos fótons ocorre

em pacotes, e a absorção de um pacote causa a criação de uma excitação que pode

ser amplificada e detectada. Como o detector conta foto-elétrons e não fótons, a

informação sobre os fótons é obtida indiretamente.

R. J. Glauber mostrou como a teoria quântica deveria ser formulada a fim de

descrever o processo de detecção. Essa descrição serviu para a distinção entre o

comportamento das fontes de luz térmicas e as fontes coerentes como o laser.
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Correlacionando os detectores, pode-se obter correlações de ordens superiores,

que servem para distinguir as carcteŕısticas quânticas das clássicas. Em experimen-

tos de detecção de correlação entre fótons, uma vez que um fóton é absorvido, o

estado do campo é modificado.

A probabilidade de uma contagem simples no tempo t é concentrada em torno

de uma banda estreita ω′ do feixe de luz que é definida essencialmente pelo detector.

O detector possui eficiência η e uma janela de detecção que permanece aberta no

intervalo de tempo T . A probabilidade de contagem é definida como

Pl(r, t) =
η

~ω′

∫ T

0

dτ〈: Il(r, t + τ) :〉 (2.29)

Pmn(r, t) =
( η

~ω′
)2

∫ T

0

dτ

∫ T

0

dτ ′〈: Im(r, t + τ)In(r, t + τ ′) :〉
(2.30)

onde I = |E(+)|2 é a intensidade da luz. A notação : Ô : significa que um operador

genérico Ô, que é função dos operadores â e â†, está em ordem normal, ou seja, os

operadores de aniquilação devem ficar à direita dos operadores de criação.

2.2 Emaranhamento e Critérios de Separabilidade

2.2.1 Emaranhamento

Emaranhamento é um recurso f́ısico associado às correlações não-clássicas posśıveis

entre sistemas quânticos separados. Um sistema com essa caracteŕıstica pode ser

medido e transformado e este recurso é importante para aplicações porque é a pro-

priedade mais relevante na teoria da informação quântica.

Na formulação do espaço de Hilbert da teoria quântica, um estado emaranhado

puro de dois sistemas é a combinação linear do produto tensorial de vetores que

são bases dos subsistemas, sendo que o sistema total não pode ser separado em um

produto tensorial de estados dos subsistemas.

Assim, no caso de dois subespaços de Hilbert E1 e E2, o espaço total será o produto

tensorial dos dois subespaços, T = E1

⊗ E2. Sejam, respectivamente, |φi〉1 e |φj〉2, os

vetores de base dos subespaços; a base de vetores para o espaço é |Φij〉 = |φi〉1|φj〉2.
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Para um estado qualquer |Φ〉 do sistema completo, o estado pode ser escrito na

base do estado total como

|Φ〉 =
∑
i,j

cij|φi〉1|φj〉2, (2.31)

em que cij são coeficientes complexos da expansão. O emaranhamento não existe

para a condição

cij = cicj; ∀ i, j (2.32)

Neste caso, o estado é dito separável, não existindo o emaranhamento. Pode-se

então escrever o estado |Φ〉 como

|Φ〉 =

(∑
i

ci|φi〉1
)(∑

j

cj|φj〉2
)

= |ψ1〉|ψ2〉, (2.33)

ou seja, |Φ〉 é escrito como um produto tensorial de um estado |ψ1〉 do subespaço

E1 por |ψ2〉 do subespaço E2.

O emaranhamento é, pois, uma propriedade dita exclusivamente quântica, inde-

pendente da base e sem análogo clássico. Esse recurso é essencial para teletrans-

porte, criptografia quântica e fundamental para na área de informação e computação

quântica [25].

2.2.2 Correlação EPR

Uma das questões fundamentais da mecânica quântica, o paradoxo EPR, foi

proposta em 1935 por Einsten, Podolsky e Rosen [14]. O paradoxo diz respeito a

correlações entre dois subsistemas espacialmente separados que estão perfeitamente

correlacionados em posição e momento. Os autores argumentaram a possibilidade

de identificação simultânea da posição e momento de uma das part́ıculas, o que não

é posśıvel por violar a desigualdade de Heisenberg. EPR então conclúıram que a

mecânica quântica daria uma descrição incompleta sobre o estado da part́ıcula.

Desde a proposta do paradoxo, vários trabalhos foram publicados. Proposta em

termos de variáveis cont́ınuas, uma versão discreta do paradoxo foi apresentada em
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1932 por D. Bohm [26]. Este considerou um par de part́ıculas de spin-1
2
, cujo trata-

mento é idêntico para a polarização de dois fótons. Em 1964, J. Bell [15] estabeleceu

uma forma de tratar o problema de um experimento tipo EPR: a violação de uma

desigualdade, embasada na teoria de variáveis ocultas, eliminaria qualquer teoria

realista local, dando razão à mecânica quântica. Em 1982, A. Aspect e colaborado-

res [27] analisaram o estado de polarização de fótons de uma única fonte através de

detectores separados. Foi verificado a violação da desigualdade de Bell, dando razão

à mecânica quântica.

M. Reid e P. Drummound [28] propuseram, em 1988, a realização do paradoxo

EPR, como na forma original, usando variáveis cont́ınuas mas nas quadraturas de

fase e amplitude do campo eletromagnético que são análogas às variáveis de posição

e momento.

M. D. Reid [29] determinou, posteriormente, um critério do tipo Prinćıpio de

Incerteza de Heisenberg para correlações EPR a partir das variâncias inferidas, onde,

satisfeita essa desigualdade, o estado conjunto é do tipo EPR e sem análogo clássico.

A seguir, apresentaremos esse critério conforme a referência [29].

Critério do tipo EPR

O principal apelo desse critério é que a desigualdade pode ser violada a partir

de experimentos sem termos que construir um estado experimentalmente imposśıvel

com correlações perfeitas. Uma outra vantagem é que a aplicação para as variáveis

de quadratura para o campo eletromagnético permite o uso de técnicas de detecção

eficiente, tornando a medição prática.

Ao se considerar dois subsistemas separados em A e B. Observáveis X̂1 =(
â† + â

)
e Ŷ1 = i

(
â† − â

)
estão definidos para o subsistema A, onde os dois ope-

radores obedecem à relação de comutação
[
X̂1, Ŷ1

]
= 2i, tal que pelo prinćıpio de

incerteza de Heisenberg, 〈∆2X̂1〉〈∆2Ŷ2〉 ≥ 1, podemos violar a condição de Heisen-

berg, considerando os pares EPR, X̂+ = X̂1 + X̂2 e Ŷ− = Ŷ1 − Ŷ2, pois
[
X̂1 + X̂2, Ŷ1 − Ŷ2

]
= 0, (2.34)

significando que os observáveis X̂+ e Ŷ− são simultaneamente mensuráveis com

precisão infinita.
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Supondo que os dois subsistemas estão parcialmente correlacionados, pode-se

prever o resultado da medida de X̂1, embasado no resultado de uma medida X̂2

realizada no subsistema B. Entretanto, a predição é imperfeita e tem um erro de

inferência associado.

Um procedimento mais simples é propor, em cima de um resultado X2 medido

em B, o resultado X1 em A através da estimativa linear Xest = cX2 + d. O erro

estimado depois de optimizar o valor de d é

∆2
inf,LX̂1 = 〈δ2〉 − 〈δ〉2. (2.35)

onde δ = X̂1−cX̂2, e o ı́ndice L para linear. A escolha para c minimizar ∆2
inf,LX̂ pode

ser ajustado através do cálculo c =
(
〈X̂1, X̂2〉

)
/∆2X̂2, onde definimos 〈X̂1, X̂2〉 =

〈X̂1X̂2〉 − 〈X̂1〉〈X̂2〉.
Geralmente, a estimativa linear do resultado em A, embasado nos resultados

obtidos a partir de B, não será o melhor, mas vale a desigualdade

∆inf,LX̂1∆inf,LŶ1 < 1, (2.36)

que também implica nas correlações EPR.

2.2.3 Critério de Separabilidade de Duan

Emaranhamento pode ser avaliado através de vários critérios, como o de EPR

apresentado anteriormente. É posśıvel, pois, chegar a conclusões sobre o emaranha-

mento sem a necessidade do uso de correlações do tipo EPR.

Duan e colaboradores [30] propuseram um critério embasado na prova da inse-

parabilidade quântica. Pode-se, então, definir um sistema de dois modos: separável,

se os estados deste sistema for fatorável, ou seja, se a matriz densidade ρ puder ser

escrita como uma mistura estat́ıstica dos estados

ρ =
∑

i

piρi1 ⊗ ρi2, (2.37)

onde ρi1 e ρi2 são matrizes densidade dos modos 1 e 2, e pi a probabilidade associada

com a propriedade
∑

i pi = 1; não separável, se o estado não puder ser escrito na

forma acima. Para estados gaussianos, o critério estabelece uma condição suficiente
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para a não separabilidade. Partindo da hipótese de separabilidade entre os modos,

chega-se a uma desigualdade envolvendo a diferença e a soma das variâncias das

quadraturas correlacionadas e anti-correlacionadas,

V (X̂1 + X̂2) + V (Ŷ2 − Ŷ1) > 2. (2.38)

Se o estado for separável, a desigualdade é satisfeita, caso contrário, a violação

implica na inseparabilidade dos modos.

2.3 Correspondência Clássico-Quântico Para o Campo

Eletromagnético

Em óptica quântica, no lugar de trabalharmos com operador densidade ρ, que

descreve inteiramente o estado do campo eletromagnético quantizado, o campo é

freqüentemente descrito em termos de alguma representação. As mais utilizadas são

a representação P , de Glauber-Sudarshan, e a representação W , de Wigner. Para a

representação no espaço de fase, os operadores de criação e de aniquilação tornam-

se variáveis complexas correspondendo às amplitudes, αk,λ, dos modos. Os estados

da luz são distribuições de pseudo-probabilidades no espaço de fase, pois algumas

funções podem tomar valores negativos no espaço de fase, sendo este o motivo do

termo pseudo-probabilidade.

2.3.1 Representações no Espaço de Fase

Para um único modo do campo, podemos escrever as funções P e W ,

P (α) =
1

2π

∫
d2ξχNeαξ∗−α∗ξ, (2.39)

W (α) =
1

2π

∫
d2ξχW eαξ∗−α∗ξ, (2.40)

onde ξ são variáveis complexas, com d2ξ = d (Re{ξ}) d (Im{ξ}).
Estas representações são definidas em termos de suas respectivas funções carac-

teŕısticas de um dado operador densidade ρ como segue:

χN(ξ) = Tr{ρeξa†e−ξ∗a}; (2.41)

χW (ξ) = Tr{ρeξa†−ξ∗,a}. (2.42)
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onde χN(ξ) é a função caracteŕıstica em ordem normal e χN(ξ) em ordem simétrica.

Estas funções são convenientes para se avaliar as médias de produtos dos opera-

dores de campos nas ordens normal e simétrica:

〈a†man〉 =

∫
d2αP (α)α∗mαn, (2.43)

〈S[(ama†n)]〉 =

∫
d2αW (α)α∗nαm, (2.44)

e S[] significa que os operadores de campo estão na ordem simetrizada como, por

exemplo, S[a†a] = 1/2(a†a+aa†). Este ordenamento pode ser conseguido com o uso

da relação de comutação [a, a†] = 1.

As duas funções podem ser relacionadas através de uma integral de transformação

W (α) =
1

2π

∫
d2ξP (ξ)e−2|ξ−α|2 , (2.45)

A função de Wigner tem um apelo clássico maior que as outras representações e

um exemplo é a evolução temporal de um estado coerente. Classicamente, o oscilador

harmônico evolui temporalmente no espaço de fase seguindo uma trajetória circular

centrada na origem. Analogamente, a função de Wigner do oscilador harmônico

quântico no estado coerente evolui do mesmo modo, com a diferença que a trajetória

não é a de um ponto bem definido, mas sim, a de uma gaussiana, que traz consigo

a indeterminação no conhecimento simultâneo das duas quadraturas.

2.3.2 Equação Mestra

O operador densidade é útil no tratamento de sistemas em interação com um

reservatório. Como exemplo, temos os modos do campo eletromagnético no interior

de cavidades ópticas que possuem espelhos refletores quase perfeitos. No tratamento

de sistemas como esses é que o operador densidade apresenta grande utilidade.

A equação que descreve a evolução temporal do operador densidade total, ρT do

sistema+reservatório, deduzida a partir da equação de Schrödinger para vetores de

estado, é dada por

i~
d

dt
ρT = [H, ρT ] . (2.46)
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A hamiltoniana total, H = Hs + Hr + V , contém: um termo para o sistema que

evolui livremente, o termo referente ao reservatório e o termo de interação.

O reservatório é formado por um grande número de osciladores harmônicos com

frequências próprias

Hr =
∑

i

~ωib
†
ibi (2.47)

onde bi é o operador de aniquilação do modo i do reservatório.

O sistema está acoplado ao reservatório pelo operador de interação na apro-

ximação de onda girante

V = ~
∑

i

(
gia

†
ibi + g∗i aib

†
i

)
, (2.48)

que descreve a troca de energia entre os sistemas.

Desenvolvendo o comutador da equação (2.46) e usando o fato de que a interação

é fraca, toma-se o traço parcial de ρT afim de eliminar a informação sobre o estado

do reservatório, para se obter o operador densidade reduzido ρ do subsistema

ρ = TrψρT =
∑

i

〈ψi|ρT |ψi〉 (2.49)

|ψi〉 são os vetores da base de estados do reservatório. Esta operação permite des-

crever apenas o subsistema de interesse que geralmente é reduzido a uma mistura

estat́ıstica de estados.

Assim, pode-se chegar, na equação de evolução para o subsistema ρ, a essa

denominada equação mestra,

i~
d

dt
ρ = [H0, ρ] + Γρ, (2.50)

considerando o caso particular em que o reservatório encontra-se no estado de vácuo.

O termo responsável pelo decaimento do subsistema é

Γρ ≡ γ
(
2âρâ† − â†âρ− ρâ†â

)
. (2.51)

Um tratamento mais detalhado da equação mestra, que inclui efeitos térmicos, é

encontrado na referência [31].
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2.3.3 Equação de Fokker-Planck e Diferenciação Estocástica

Para se extrair informações da equação mestra, podemos transformá-la em uma

equação de Fokker-Planck, que dá a equação de movimento para uma determinada

distribuição de probabilidade. A passagem de uma descrição quântica, utilizando o

operador matriz densidade para uma descrição clássica que utiliza uma função de

quase probabilidade, é realizada por uma operação que substitui os operadores a† e

a, pelas variáveis complexas α∗ e α.

Vamos então tratar da passagem para a representação de Wigner, que será utili-

zada posteriormente. Nesta representação, o campo pode ser considerado como sua

amplitude média acrescida das flutuações estocáticas do vácuo.

A substituição dos operadores que atuam na matriz densidade pode ser feita

através do mapeamento [32]

aρs ↔
(

α +
1

2

∂

∂α∗

)
W (2.52)

ρsa ↔
(

α− 1

2

∂

∂α∗

)
W (2.53)

a†ρs ↔
(

α∗ − 1

2

∂

∂α

)
W (2.54)

ρsa
† ↔

(
α∗ +

1

2

∂

∂α

)
W. (2.55)

Como resultado, temos a equação de Fokker-Planck, que determina a evolução

para as funções de Wigner dada por

∂

∂t
W (α) =

[∑
i

∂

∂αi

Ai(α) +
∑
ij

∂

∂αi

∂

∂αj

Dij(α)

∑

ijk

∂

∂αi

∂

∂αj

∂

∂αk

Oijk(α) + ...

]
W (α) (2.56)

em que α = (α1, α2, . . . , αn, α
∗
1, α

∗
2, . . . , α

∗
n) é o vetor com as variáveis complexas

sendo tratadas como termos independentes.

Os termos Ai(α) são responsáveis por mudanças no valor médio da distribuição,

sendo por isso denominados termos de arrasto, enquanto Dij(α) são os termos

de difusão, responsáveis por eventuais alargamento das distribuições no espaço de
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variáveis. Nessa representação, quando tratamos de um regime não-linear, a equação

de Fokker-Planck inclui os termos de ordem superior a dois nas diferenciais ligadas

à matriz Oijk(α), e pelo teorema de Pawula [33], a distribuição que está inicialmente

positiva em geral não permanece positiva.

Quando o acoplamento não linear for pequeno o suficiente, pode-se truncar a

equação (2.56), desprezando os termos de ordem superior a dois, para descrevermos

um processo estocástico genúıno, com uma equação de Fokker-Planck cuja solução

é positiva definida. Essa equação, para W (α), é equivalente a um sistema de n

equações para as variv́eis αi, chamadas equações de Langevin [32]. Definindo o

vetor de variáveis α = (α1, α2, . . . , αn, α
∗
1, α

∗
2, . . . , α

∗
n)T , o vetor de arrasto Ai(α) e

a matriz de difusão Dij(α), o sistema equivalente é

d

dt
α = A(α, t)α + B(α, t)W(α, t) (2.57)

em que B é tal que BBT = D, e W = Wi é um vetor estocástico com média nula

〈Wi(t)〉 = 0. Estes vetores obedecem a

〈Wi(t)Wj(t
′)〉 = δijδ(t− t′). (2.58)

Temos, então, a evolução temporal e podemos assim, através da equação de Lange-

vin, calcular as variâncias dessas variáveis.
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2.4 Introdução à Óptica Estocástica

Trataremos o campo eletromagnético, ao longo desta tese, não no formalismo

da óptica quântica, mas dentro da eletrodinâmica estocástica (EDE). A EDE é,

pois, uma teoria clássica da eletrodinâmica, com a hipótese da existência de um

campo de radiação de fundo (flutuações de ponto zero ou flutuações do vácuo) de

caráter aleatório, universal e atérmico, cujo espectro é invariante por transformação

de Lorentz. A EDE surgiu como uma tentativa de resgatar a natureza ondulatória da

luz através da adição de um componente estocástico ao campo elétrico clássico, com

apenas os momentos estat́ısticos sendo determińısticos [34, 8]. Como alternativa

à teoria quântica, a EDE é capaz de imitar o fenômeno das flutuações do vácuo

dado pela variância diferente de zero do campo elétrico E no estado de vácuo,

〈0|E2|0〉 − 〈0|E|0〉2 6= 0.

As tentativas de se encontrar uma alternativa clássica ou semiclássica para a

óptica quântica não levaram em consideração a radiação de ponto zero. Um exemplo

t́ıpico foi a teoria semi-clássica de E. T. Jaynes [35]. Nas últimas décadas, T. W.

Marshall, E. Santos e vários colaboradores contribúıram para o desenvolvimento da

óptica estocástica, um ramo da EDE que obteve sucesso em tratar alguns fenômenos

da óptica quântica através de uma descrição reaĺıstica local.

O objetivo desta seção é, pois, apresentar as bases da óptica estocástica, começando

com a descrição do campo eletromagnético estocástico. Em seguida, discorreremos

sobre o processo de detecção e sobre o papel da representação de Wigner na relação

entre a óptica estocástica e a quântica.

2.4.1 Radiação do Campo Eletromagnético de Ponto Zero

Nesta seção, apresentaremos o campo eletromagnético livre da EDE e como obter

a correlação entre dois pontos conforme a referência [36].

Expansão em ondas planas para o campo livre

Os campos eletromagnéticos livres satisfazem as equações de Maxwell homogêneas,

permitindo uma expansão em termos de ondas planas transversais. Na EDE, o
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campo elétrico no espaço vazio, num dado ponto r e instante t, é dado pela ex-

pansão [36]

~E (r, t) =
2∑

λ=1

∫
d3κε̂ (k, λ) h (k, λ) cos [k · r− ωt + θ (k, λ)] , (2.59)

onde k é o vetor de onda, ε̂ (k, λ) é o vetor de polarização e a frequência ω é

ω = ωk = c|k| = cκ =
(
κ2

x + κ2
y + κ2

z

) 1
2 .

Os vetores de polarização satisfazem as seguintes relações,

ε̂ (k, λ) · k = 0,

ε̂ (k, λ) · ε̂ (k, λ′) = δλ,λ′

2∑

λ=1

ε̂i (k, λ) · ε̂j (k, λ) = δi,j − κiκj

κ2
. (2.60)

As fases aleatórias θ(k, λ) são variáveis estatisticamente independentes e uniforme-

mente distribúıdas de 0 a 2π para cada k e λ. A quantidade h (k, λ) representa a

amplitude de cada modo da decomposição espectral, dada por

π2h2 (k, λ) =
1

2
~ω. (2.61)

Aqui, ~ está associada à escala das flutuações do vácuo2.

De maneira análoga, pode-se determinar a componente magnética ~B (r, t) do

campo de radiação livre.

Quantidades f́ısicas importantes podem ser calculadas fazendo a função de cor-

relação entre os campos ~E (r, t) em diferentes pontos no espaço e no tempo. Para

caracterizar as flutuações do campo eletromagnético nesses pontos, é feita a média

sobre o “ensemble”de todas as realizações posśıveis para o campo estocástico ~E (r, t),

o que corresponde a calcular as médias sobre as fases aleatórias θ(k, λ), que são res-

ponsáveis pelas propriedades estat́ısticas dos campos.

Por exemplo, para a Eq. (2.59), o valor médio torna-se

〈 ~E (r, t)〉 =
2∑

λ=1

∫
d3κε̂ (k, λ) h (k, λ) 〈cos [k · r− ωt + θ (k, λ)]〉,

= 0. (2.62)

2A constante de Planck pode ser obtida mesmo sem irmos além da termodinâmica e da teoria

clássica da radiação. Ver apêndice A.
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Onde a média sobre as fases θ(k, λ), que correspondem aos diferentes modos do

campo livre, são estatisticamente independentes com média nula

〈cos θ (k, λ)〉 =
1

2π

∫ 2π

θ=0

dθ cos θ = 0

〈sin θ (k, λ)〉 =
1

2π

∫ 2π

θ=0

dθ sin θ = 0 (2.63)

Pode-se avaliar a função de correlação entre dois campos 〈 ~Ei (r1, t1) ~Ej (r2, t2)〉 de

forma análoga [36]

〈 ~Ei (r1, t1) ~Ej (r2, t2)〉 =
2∑

λ=1

∫
d3κε̂i (k, λ) ε̂j (k, λ) h2 (k, λ)

1

2
cos [k · (r1 − r2)− ω(t1 − t2)]

=

∫
d3κ

~ω
4π2

(
δi,j − κiκj

κ2

)
cos [k · (r1 − r2)− ω (t1 − t2)] . (2.64)

Foram usadas a Eq. (2.60) e as médias

〈cos θ
(

~k1, λ1

)
cos θ

(
~k2, λ2

)
〉 = 〈sin θ

(
~k1, λ1

)
sin θ

(
~k2, λ2

)
〉

=
1

2
δλi,λj

δ3 (k1 − k2) (2.65)

〈cos θ
(

~k1, λ1

)
sin θ

(
~k2, λ2

)
〉 = 0. (2.66)

Analogia com a Eletrodinâmica Quântica

Podemos reescrever a Eq.(2.59) na forma discreta, cujas fases aleatórias lembram

os operadores de criação e de aniquilação da Eletrodinâmica Quântica

E (r, t) = E(+) (r, t) + E(−) (r, t)

=
∑

k,λ

(
2π~ωk

V

)1/2

ε̂kλ

[
akλe

ik·r−iωkt + a∗kλe
−ik·r+iωkt

]
. (2.67)

As amplitudes complexas ak,λ e seus conjugados a∗k,λ são variáveis aleatórias gaussi-

anas que carregam toda a estocasticidade do campo e são definidas em termos das

fases aleatórias,

ak,λ = eiθ(k,λ), a∗k,λ = e−iθ(k,λ) (2.68)
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As médias de cada amplitude e de duas amplitudes quaisquer correspondente a

diferentes modos e satisfazem as seguintes relações:

〈akλ〉 = 〈a∗kλ〉 = 0

〈akλak′λ′〉 = 〈a∗kλa
∗
k′λ′〉 = 0

〈akλa
∗
k′λ′〉 = 〈a∗kλak′λ′〉 = δkk′δλλ′ . (2.69)

Estas expressões consideram as amplitudes a e a∗ como sendo os análogos es-

tocásticos dos operadores de criação e de aniquilação da EDQ.

Podemos definir o campo, em termos das quadraturas, como na Eq. (2.7),

E (r, t) = i
∑

k,λ

√
2π~ωk

L3
ε̂k,λ

[
X1(k,λ) cos (k · r− ωkt)−X2(k,λ) sin (k · r− ωkt)

]
,

(2.70)

onde as duas quadraturas, X1 = (a + a∗) /2 e X2 = (a− a∗) /i2, são variáveis

gaussianas aleatórias reais cujas variâncias são: 〈∆X2
1 〉 = 〈∆X2

2 〉 = 1/2.

Podemos escrever a energia média do campo eletromagnético como

〈ε〉 =
V

2π

∑

k,λ

(
2π~ωk

V

)
〈a∗kλakλ〉 =

∑

k,λ

1

2
~ωk (2.71)

que é o mesmo resultado da EDQ para o valor esperado da Hamiltoniana do campo

no estado de vácuo

〈0|H|0〉 =
∑

k,λ

1

2
~ωk. (2.72)

Então, temos uma teoria capaz de reproduzir o fenômeno das flutuações do vácuo,

cuja variância do campo elétrico quantizado E no estado de vácuo é diferente de

zero.

2.4.2 A Função de Wigner na Óptica Estocástica

Se todo estado da luz tem uma função de Wigner positiva, pedemos interpretá-la

como uma distribuição de probabilidade das amplitudes dos modos da radiação. A
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óptica quântica torna-se uma óptica estocástica na qual os estados da luz são distri-

buições de probabilidades definidas no conjunto de posśıveis realizações do campo

eletromagnético. A interpretação estocástica da óptica quântica deriva da função

de Wigner e essa interpretação pode ser considerada como uma teoria de variáveis

ocultas do campo eletromagnético [2](vamos apresentar aqui a óptica estocástica

conforme essa referência).

Podemos relacionar a EDE à óptica quântica, relacionando a densidade de Wig-

ner associada à matriz densidade ρ̂,

W ({α∗k, αk}) = Tr [ρ̂Φ({a∗k, ak})] (2.73)

onde

Φ (a∗k, ak) =

∫
Πk

1

π2
exp

[
βk

(
a†k − a∗k

)
− β∗k (ak − ak)

]
, (2.74)

descreve a “probabilidade”de observarmos a amplitude α do campo. A função de

Wigner para o estado de vácuo é uma gaussiana

W ({α∗k, αk}) =
∏

k

2

π
e−2|ak|2 . (2.75)

A propriedade crucial da função de Wigner é que a média no ensemble de qual-

quer polinômio das variáveis aleatórias a∗k e ak, pesada pela densidade de Wigner,

corresponde exatamente ao valor esperado no espaço de Hilbert correspondente ao

produto simetrizado dos operadores â∗k e âk, que é

O({a∗k, ak}) =

∫
O({a∗k, ak})W ({a∗k, ak})d2Mak

= Tr {ρ̂S [O({â∗k, âk})]} (2.76)

onde M é o número de variáveis ak.

As funções no espaço de fase do estado de vácuo na representação P são

P ({α∗k, αk}) =
∏

k

δ2 (αk,λ) . (2.77)

A equação para W sugere que existe uma distribuição não trivial para as am-

plitudes e fases dos modos no vácuo. Por outro lado, a função P , um produto de

deltas de Dirac, corresponde à ideia do vácuo vazio.
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Estados puros raramente têm uma função de Wigner positiva. Se a função de

Wigner é gaussiana, ela é positiva. A função de Wigner gaussiana para um único

modo pode ser escrita em termos da quadraturas reais se expressarmos α em termos

de X1 e X2. No caso do estado coerente, que é uma forma idealizada de um laser,

|α〉 = |X1 + iX2〉, temos a função de Wigner expressa por

W (x1, x2) =
2

π
exp{−(x1 −X1)

2

2
− (x2 −X2)

2

2
}. (2.78)

Para X1 = X2 = 0, temos a representação para o estado de vácuo como a Eq.(2.75).

Para o estado comprimido, a função de Wigner correspondente pode ser cons-

trúıda como

W (x1, x2) =
2

π
exp{−(x1 −X1)

2e−2s

2
− (x2 −X2)

2e2s

2
} (2.79)

em que s real é o parâmetro de compressão.

Em particular, para o estado de fock de um fóton, a função de Wigner, dada

pela equação

W1 =
2

π

(
2|α|2 − 1

)
exp

(−2|α|2) , (2.80)

não é positiva para todos valores de α. Pela dificuldade de se isolar o estado de

um único fóton, esse estado coexiste com o estado de vácuo, o estado f́ısico não é

nem |1〉 nem a superposição (1/
√

2)[|0〉+ |1〉] mas está em uma mistura estat́ıstica

(1/2)[|0〉〈0|+ |1〉〈1|], ou tem um ou nenhum fóton. Esta é então representada por

W1 =
2

π
|α|2 exp

(−2|α|2) , (2.81)

que é positiva para todo valor de α. A conjectura sobre os estados fisicamente

realizáveis implica que essa é a descrição mais próxima do estado de um fóton que

pode ser realizado em laboratório.

2.4.3 Teoria de Detecção na Óptica Estocástica

Para a teoria de detecção na EDE, apresentaremos brevemente os resultados

mais importantes seguindo a referência [2].
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Na óptica quântica a probabilidade de detecção, como visto na secção 2.1.5, é

embasada no ordenamento normal que coloca os operadores de criação de fótons à

esquerda e o operador aniquilação à direira. Quando passamos para representação

de Wigner, a expressão em ordenamento normal pode ser escrita como um termo

em ordenamento simétrico mais um comutador ([2] página 413). Uma consequência

imediata dessa mudança de ordenamento é o aparecimento de um limiar para as

probabilidades de contagem.

As probabilidades correspondentes às detecções simples e conjuntas são

Pl(r, t) =
η

~ω′

∫ T

0

dτ〈Il(r, t + τ)− I0(r)〉 (2.82)

Pmn(r, t) =
( η

~ω′
)2

∫ T

0

dτ

∫ T

0

dτ ′〈[Im(r, t + τ)− I0(r)] [In(r, t + τ ′)− I0(r)]〉
(2.83)

onde I = |E(+)|2 é a intensidade da luz e I0 a intensidade média do campo de ponto

zero. As amplitudes que diferem significantemente dos valores de ponto zero são

concentradas em torno de uma banda estreita ω′ que é definida, essencialmente,

pelo detector. Este possui eficiência η e uma janela de detecção que permanece

aberta no intervalo de tempo T . A subtração desse excesso de rúıdo que não pode

ser detectado diretamente é realizada naturalmente pelo detector em ordem normal.

A detecção de fótons envolve subtração do campo de ponto zero que não pode

ser feita sem uma fundamental incerteza. Assim, o detector pode ser ativado pelas

flutuações do vácuo, e isto explica porque foto-detectores não podem trabalhar com

100% de eficiência, e sem rúıdo (contagem inesperadas, “dark count”), que frustra

a violação de uma desigualdade de Bell genúına (isso é chamado de “loophole”). A

teoria assim obtida prevê uma quantidade de fótons detectados ligeiramente maior

que a prevista pela teoria quântica, mas ainda assim, concorda estreitamente com a

óptica quântica padrão dentro de uma margem de erro [37].



Caṕıtulo 3

O Processo de Conversão

Paramétrica Descendente na EDE

No processo de conversão paramétrica descendente espontânea (CPDE), um laser

monocromático de freqüência ω0 tem seus fótons convertidos em um par de feixes que

são mais correlacionados do que prevê a teoria clássica. Um dos ramos é chamado

de sinal, cuja freqüência indicaremos por ωs, e o outro, de freqüência ωi é chamado

de complementar, onde ω0 = ωi + ωs.

O processo CPDE usual, figura 3.1, é iniciado pelas flutuações quânticas do vácuo

e requer uma descrição pela mecânica quântica. O estado do campo irradiado pela

CPDE é dito quântico e sem análogo clássico, sendo caracterizado por gerar pares

de feixes conjugados fortemente correlacionados, possuir tempo de correlação muito

pequeno[38] e apresentar alta visibilidade do padrão de interferência na detecção

conjunta[39]. Graças a essas propriedades, nos últimos anos, os estados gerados por

esse processo, além de terem sido utilizados para o estudo dos aspectos não-clássicos

da luz [40], têm sido utilizados em vários experimentos aplicados como processa-

mento de informação, aplicação em metrologia, litografia, holografia, teletransporte

de imagens ópticas [41, 42, 43, 44, 45].

Neste caṕıtulo, mostraremos como descrever o processo CPDE usando uma te-

oria puramente ondulatória, sem o conceito de dualidade. Através dessa descrição,

podemos gerar as mesmas correlações da óptica quântica que violam algumas desi-

gualdades e que classificam os estados do campo eletromagnético como não-clássicos.

29
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Figura 3.1: Processo de conversão paramétrica descendente espontânea. O campo

de bombeamento Ep produz dois feixes correlacionados, Es e Ei, inicializados pelas

flutuações do vácuo E0 e E ′
0.

3.1 Acoplamento de Ondas

Nesta seção, o objetivo é analisar, a partir das equações de Maxwell, as equações

que descrevem a geração e a propagação dos campos sinal, complementar e de bom-

beamento dentro de um cristal não-linear com uma susceptibilidade de segunda

ordem χ(2) (ver figura 3.1). Usaremos o método dos modos acoplados [46, 47] para

observarmos como a propagação nesse meio leva à interferência entre campos de

diferentes freqüências.

Para os campos em um meio dielétrico não-linear, as equações de Maxwell podem

ser escritas como

∇× E = −∂B

∂t
= −∂µ0H

∂t

∇×H = J +
∂D

∂t
= J +

∂

∂t
(ε0E + P) (3.1)

onde J = σE é a densidade de corrente, σ é a condutividade elétrica, P é o vetor

polarização do meio e D é o vetor deslocamento.

Em um meio anisotrópico, o vetor polarização pode ser escrito como a soma de

um termo linear com um segundo não-linear

P = ε0χ · E + PNL, (3.2)
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onde χ é a suceptibilidade elétrica expressa como um tensor, pois se está conside-

rando a anisotropia do cristal. Para meios isotrópicos, essa grandeza é um escalar,

não dependendo da polarização do campo.

A polarização não-linear PNL é o termo de segunda ordem com uma dependência

quadrática do campo elétrico

PNL =
∑

i

ei

∑

jk

∑
nm

χ
(2)
ijk (ωp = ωn + ωm, ωn, ωm) Eωn

j Eωm
k (3.3)

onde ei são os versores nas direções i, χ
(2)
ijk (ωp = ωn + ωm, ωn, ωm) determina as

componentes do tensor de segunda ordem. A freqüência ωp é a de polarização, ωn e

ωm são as freqüências dos modos dos campos.

O tensor susceptibilidade depende da freqüência, classe de simetria do meio

e orientação da polarização em cada freqüência. Vamos considerar a simetria de

Kleinman [46, 47], que é válida quando a dispersão das susceptibilidade é despreźıvel

sobre a faixa de freqüência de interesse. Se as freqüências envolvidas forem muito

menores que a mais baixa freqüência de ressonância do meio, a susceptibilidade

não-linear é praticamente independente da freqüência e a resposta do sistema é

praticamente instatânea. Esta condição, aliada à permutação de ı́ndices, faz com

que estes possam ser permutados sem que as freqüências sejam permutadas, de modo

que podemos abandonar a dependência em freqüência ao tratar a susceptibilidade.

Limitaremos-nos então ao termo de segunda ordem

(PNL)i = χ
(2)
ijkEjEk (3.4)

Vamos determinar o campo elétrico, a partir da Eq.(3.1), aplicando o rotacional

de E, da seguinte forma ∇×∇× E = ∇∇ · E−∇2E, com ∇ · E = 0,

∇2E = µ0σ
∂E

∂t
+ µ0ε

∂2E

∂t2
+ µ0

∂2PNL

∂t2
(3.5)

com o vetor de polarização linear definido como εij = ε0 (δij + χij).

Para resolvermos a Eq.(3.5) e simplificar o tratamento, tomemos (z) como sendo

a única direção de propagação. Além disso, vamos considerar a propagação dos

campos em forma de ondas planas, cujas derivadas transversas a essa direção são
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nulas. Assim, consideraremos três modos do campo elétrico, com as freqüências cor-

respondentes ω0, ω1, ω2, propagando-se na forma de ondas planas, com polarizações

lineares. Os ı́ndices (i, j, k), que se referem a uma das coordenadas cartesianas (x, y),

irão representar a orientação de polarização de cada onda.

Escreveremos a parte de freqüência positiva do campo monocromático na forma

E
(ω)
l (z, t) = A

(ω)
l (z, t)ei(kz−ωlt), l = i, j, k. (3.6)

A equação de onda não-homogênea, Eq.(3.5) irá acoplar ondas monocromáticas

como (3.6). As amplitudes Al irão variar lentamente em função de z, uma vez que

χ(2) e o comprimento de interação (comprimento do cristal lc) são muito pequenos.

Em um meio anisotrópico, o vetor unitário de polarização não é ortogonal ao vetor

k, desde que o vetor campo elétrico não é paralelo ao vetor deslocamento elétrico.

Apesar disso, todos esses vetores, inclusive o vetor de Poynting, estão no mesmo

plano.

Para resolvermos a equação de onda 3.5, vamos considerar o termo de polarização

não-linear de segunda ordem na direção k, com freqüência ω2

P
(ω2)
NL (z, t)|k = Re

[
χ

(2)
ijkA

(ω0)
i (z)A

(ω1)∗
j (z)e−i[(ω0−ω1)t−(k1−k0)z]

]
. (3.7)

Voltando à Eq.(3.5), lembrando que as derivadas nas coordenadas transversas à

direção de propagação são nulas e que para o modo de freqüência ω2 se resume à

componente k da polarização, podemos escrever o laplaciano como

∇2E
(ω2)
k = −k2

2A
(ω2)
k (z) + 2ik2

dA
(ω2)
k (z)

dz
ei(k2z−ω2t) + c.c. (3.8)

onde aplicamos a aproximação do envelope lentamente variável:

dA
(ω2)
k (z)

dz
k2 À d2A

(ω2)
k (z)

d2z
. (3.9)

Depois de considerar a amplitude variando lentamente, o que seguinifica descar-

tar as derivadas segundas de A, e fazermos algumas manipulações algébricas temos

−k2
2A

(ω2)
k (z) + 2ik2

dA
(ω2)
k (z)

dz
ei(k2z−ω2t) =

(−iω2µ0σ2 − ω2
2µ0ε2

)
A

(ω2)
k (z)ei(k2z−ω2t)

−µ0ω
2
2

∂2

∂t2

[
χ

(2)
kijA

(ω0)
i (z)A

(ω1)∗
j (z)

]
e−i[(k1−k0)z−ω0t].

(3.10)
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Considerando que a condutividade depende da freqüência, que a atuação da

derivada temporal seja dada por d
dt
→ iω, a equação de onda para a componente k

do campo na freqüência ω2 torna-se

d

dz
A

(ω2)
k (z) = −σ2

√
µ0

ε2

A
(ω2)
k (z)− iω2

√
µ0

ε2

[
χ

(2)
kijA

(ω0)
i (z)A

(ω1)∗
j (z)

]
e−i(k1+k2−k0)z,

(3.11)

onde fizemos ω2 = ω0−ω1 e k2
2 = µ0ε2ω

2
2. O termo relativo à condutividade σ2 trata

da absorção no meio. A amplitude do campo 2 recebe, durante a propagação, uma

contribuição vinda da polarização não-linear, que o acopla aos campos 0 e 1. Esta

contribuição, se for feita com a fase adequada, levará a uma amplificação do campo.

Podemos obter as equações para os demais campos repetindo o mesmo procedi-

mento, logo

d

dz
A

(ω0)
i (z) = −σ0

√
µ0

ε0

A
(ω0)
i (z)− iω0

√
µ0

ε0

[
χ

(2)
kijA

(ω1)
j (z)A

(ω2)
k (z)

]
ei(k1+k2−k0)z

(3.12)

d

dz
A

(ω1)
j (z) = −σ1

√
µ0

ε1

A
(ω1)
j (z)− iω1

√
µ0

ε1

[
χ

(2)
kijA

(ω0)
i (z)A

(ω2)∗
k (z)

]
e−i(k1+k2−k0)z,

(3.13)

com todas as equações acopladas entre si.

Estas equações constituem o principal resultado desta seção. Nós as aplicaremos

nas seções seguintes e nos próximos caṕıtulos.

3.2 O processo de conversão paramétrica descen-

dente na eletrodinâmica estocástica

Usaremos um modelo de cristal que é extremamente largo no plano xy, e é fino

na direção z, sendo esta a direção de propagação do campo de bombeamento. Des-

consideraremos as perdas no meio, desprezando o termo de absorção σ nas equações

(3.11), (3.12) e (3.13). Podemos ainda assumir a simetria de Kleinman, de forma que

a susceptibilidade não-linear será a mesma para todas as equações e independente
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da freqüência. Assim, essas equações podem ser escritas na forma mais simplificada

dAs

dz
= iχ′ApA

∗
i exp (−i∆kz)

dAi

dz
= iχ′ApA

∗
s exp (−i∆kz)

dAp

dz
= iχ′ApAs exp (i∆kz) . (3.14)

Os ı́ndices s, i e p indicam “signal”, “idler”e “pump”, que são comumente encontra-

dos na literatura para designar os feixes sinal, complementar e o de bombeamento.

A condição, ∆k = ks + ki− kp, é a de casamento de fase, e, χ′ é a constante de aco-

plamento proporcional a susceptibilidade de segunda ordem. Essas equações darão

origem aos efeitos de amplificação dos modos sinal e complementar e à conseqüente

depleção do modo de bombeamento.

Assumindo que a eficiência de conversão do bombeamento é suficientemente

pequena, podemos assumir que o feixe de bombeamento é não-depletado, isto é,

Ap ≈ cte. Portanto, as equações que descrevem a propagação dos modos dos cam-

pos sinal e complementar podem ser escritas da seguinte maneira (veja [48] para

mais detalhes da derivação utilizada aqui):

dAi

dz
= iχ′ApA

∗
s exp (−i∆kz)

dAs

dz
= iχ′ApA

∗
i exp (−i∆kz) . (3.15)

Diferenciando uma das equações acima com respeito a z, e utilizando a segunda,

encontramos a equação para uma das amplitudes. Para Ai temos

d2Ai

dz2
+ i∆k

dAi

dz
− α2Ai = 0 (3.16)

onde α = (χ′)2 |Ap|2. Podemos relacionar as amplitudes dos campos que chegam

ao cristal com as amplitudes convertidas da seguinte forma, admitindo |Ap|2 = cte
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(sem depleção),

Ai (z, t) =

{
Ai (0)

[
cosh(α′l) +

i∆k

2α′
sinh(α′l)

]
+ i

√
α

α′
A∗

s (0) sinh(α′l)
}

× exp

(
−i

∆k

2
z

)
(3.17)

As (z, t) =

{
As (0)

[
cosh(α′l) +

i∆k

2α′
sinh(α′l)

]
+ i

√
α

α′
A∗

i (0) sinh(α′l)
}

× exp

(
−i

∆k

2
z

)
(3.18)

onde foi definido α′ = α2 −∆k2/4.

Podemos, a partir das eqs. 3.14, obter as relações de Manley-Rowe

d

dz

( |Ai|2
ωi

)
=

d

dz

( |As|2
ωs

)
= − d

dz

( |Ap|2
ωp

)
. (3.19)

Esta relação mostra que a taxa de produção dos feixes convertidos, sinal e comple-

mentar, é acompanhada do decréscimo da intensidade do feixe de bombeamento.

Este processo permite-nos dizer que a energia é conservada de tal forma que ωp =

ωs + ωi.

Desde que nenhum sinal seja injetado, o processo de CPDE não poderá ser ini-

ciado, não havendo amplificação. O processo ocorrerá apenas se campos auxiliares,

Ai e/ou As, associarem-se ao bombeamento Ap, ou, se considerarmos que o espaço

não é completamente vazio, mas preenchido pelas flutuações do vácuo cujo espec-

tro é isotrópico e homogêneo em todos os sistemas de referenciais inerciais. Assim,

podemos aplicar as condições iniciais em t = 0,

Ai (0) → aki
(0) e As (0) → aks(0), (3.20)

para reescrevermos as amplitudes que deixam o cristal como

ai (z, t) = ai (0) cosh(αz) + a∗s (0) sinh(αz)

as (z, t) = as (0) cosh(αz) + a∗i (0) sinh(αz) (3.21)

onde substituimos os campos clássicos, sinal e complementar, pelas amplitudes com-

plexas das flutuações de campo zero que chegam ao cristal e consideramos um per-

feito ajuste de fase ∆k = 0. As amplitudes ai(0) e as(0) são variáveis complexas
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aleatórias gaussianas cujas médias são: 〈ak〉 = 〈a∗k〉 = 0, 〈akak〉 = 〈a∗ka∗k〉 = 0 e

〈a∗kak′〉 = 1
2
δk,k′ .

Podemos então interpretar o processo CPDE como uma amplificação das flu-

tuações do campo de ponto zero que chegam ao cristal devido a interação não-linear

com o campo de bombeamento na condição de ajustamento de fase entre esses cam-

pos.

Os campos convertidos que deixam o cristal são dados por

E
(+)
1 (r1, t1) =

∑

ki

√
~ωki

ε0L3
ai exp[i(ki · r1 − ωit)],

E
(+)
2 (r2, t2) =

∑

ks

√
~ωks

ε0L3
as exp[i(ks · r2 − ωst)], (3.22)

com as médias nas amplitudes dos campos que deixam o cristal dadas por:

〈ai〉 = 〈as〉 = 0; (3.23)

〈asai〉 = i cosh(α′l) sinh(α′l) (3.24)

〈aia
∗
i 〉 = 〈asa

∗
s〉 =

1

2

[
cosh(α′l)2 + sinh(α′l)2

]
=

1

2
+ sinh2(α′l). (3.25)

A primeira das equações acima, junto com a terceira, revela um estado gaussiano

alargado em relação ao vácuo, ou seja, de intensidade amplificada em relação ao

vácuo. A segunda variância representa a correlação de fase entre os campos sinal e

complementar. A terceira variância é a intensidade aumentada se comparada com

a do vácuo. Os resultados acima são bem conhecidos da Óptica Quântica, sendo

derivados partindo das equações de Heisenberg para o hamiltoniano correspondente

[49, 22] e passando do ordenamento normal para o simétrico.

A EDE sugere que as correlações entre os campos obtidos na CPDE são devidas

ao acoplamento não-linear dos modos do vácuo manifestados na condição de ajusta-

mento de fase. Os campos de sáıda da CPDE, na aproximação da EDE, podem ser

usados para gerar correlações EPR (veja seção 1.2) para as quadraturas do campo,

que são variáveis cont́ınuas canonicamente conjugadas.

No domı́nio quântico, o processo é induzido pelas flutuações quânticas do vácuo.

Por isso, a descrição apresentada nesta seção traz resultados para entendermos a

natureza das flutuações de vácuo nas correlações de quadraturas t́ıpicas de emara-

nhamento das variáveis cont́ınuas da CPDE na teoria quântica.
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O emaranhamento de variáveis cont́ınuas, como posição e momento, foi utili-

zado para propor vários protocolos de informação quântica tais como: computação

quântica, correção de erro quântico, teletransporte e clonagem quântica [50, 51, 52,

53]. Na EDE, campos emaranhados são apenas ondas correlacionadas, a discussão

dos critérios de classicalidade para esses campos descritos por uma teoria clássica é

importante como uma precaução extra para a realização desses protocolos.

3.3 Critério de Emaranhamento e Correlações Clássicas

na CPDE

O objetivo desta seção é mostrarmos que efeitos ópticos não-clássicos como vi-

olação da desigualdade de Cauchy-Schwartz [22], do critério de Duan e do critério

EPR da M. Reid, podem ser obtidos pelos campos descritos pela EDE.

Podemos destacar que a desigualdade clássica de Cauchy-Schwartz pode ser vi-

olada na forma

|〈asai〉|2 >

[
〈a∗i ai〉 − 1

2

] [
〈a∗sas〉 − 1

2

]
, (3.26)

onde as médias são dadas pelas Eqs.(3.23 - 3.25). É importante notar que o lado

esquerdo da desigualdade (3.26) pode ser medido por interferometria (ver figura

3.2) e não depende da energia de ponto zero. Os campos sinal e complementar são

misturados por um divisor de feixes 50/50 (transmissão 50%). Os modos de sáıda, c

e d, são combinações dos modos de entrada. Com a escolha adequada para a rotação

dos modos e seleção da fase, temos os modos de sáıda

c =
ai + a∗se

−iφ

√
2

, d =
ai − a∗se

iφ

√
2

. (3.27)

Os detectores D1 e D2 medem a intensidade dos feixes de sáıda

I1 = c∗c =
1

2

(
a∗i ai + a∗sas + aiase

iφ + a∗i a
∗
se
−iφ

)
, (3.28)

I2 = d∗d =
1

2

(
a∗i ai + a∗sas − aiase

−iφ − a∗i a
∗
se

iφ
)
. (3.29)
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Figura 3.2: Detecção homodina. O divisor de feixes mistura os campos incidentes a

e b (que passa por um defasor), fornecendo em sua sáıda os modos c = a + b∗e−iφ e

d = a− b∗eφ.

A diferença nas intensidades dos detectores I(−) = I1− I2 dá o elemento de fase 〈ab〉
da equação (3.26), onde

φ = 0 ⇒ I(−) = Re(aias),

φ = π/2 ⇒ I(−) = Im(aias). (3.30)

O lado direito da desigualdade (3.26) é o produto das intensidades amplificadas,

dentro do cristal não-linear, pelo laser de bombeamento. Se supormos que os de-

tectores são calibrados para medir apenas o excesso na intensidade, já que estava

em equiĺıbrio com o vácuo e calibrado para não medi-lo, a violação da desigualdade

de Cauchy-Schwartz pode ser entendida como conseqüência da perda de informação

devido a remoção da intensidade inicial. Essa incapacidade dos detectores para ob-

servar os processos que ocorrem abaixo do seu ńıvel de detecção pode ser responsável

pela aparente violação da localidade. De fato, veremos também que o critério de

Duan é também violado pelas variâncias obtidas pela EDE. O lado direito envolve

medidas de intensidade onde os detectores são insenśıveis às flutuações de ponto

zero. Assim, vale salientar que sem a subtração da energia de ponto zero não há

violação da desigualdade de Schwartz.

Para realização do nosso objetivo, utilizar os campos gerados pela CPDE para

gerar correlações EPR, será útil considerarmos os campos em termos das quadraturas
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Xl = (al + a∗l ) /i
√

2 e Yl = (al − a∗l ) /i
√

2. Temos então as seguintes expressões para

as quandraturas dos campos convertidos:

Xs = cosh r cos θs + sinh r cos θi,

Xi = cosh r cos θi + sinh r cos θs,

Ys = cosh r sin θs − sinh r sin θi, (3.31)

Yi = cosh r sin θi − sinh r sin θs,

onde utilizamos a Eq.(3.21), as amplitudes complexas al = eiθl/2 e a∗l = e−iθl/2 e

fizemos r = αlc, lc sendo o comprimento do cristal.

As quandraturas acima estão classicamente correlacionadas. Embora cada qua-

dratura seja livre para flutuar aleatoriamente, a condição de acordo de fase, devido

ao acoplamento não-linear, impõe correlação de fase entre os campos produzidos na

CPDE.

Quando trabalhamos com as quadraturas combinadas X± = Xs ± Xi e Y± =

Ys ± Yi, podemos mostrar que X− e Y+ formam um par de variáveis EPR “com-

primidas”, ou seja, as flutuações das variáveis combinadas X− e Y+ são menores

que as flutuações das partes, similares àquelas do domı́nio quântico, para o qual

o critério de Duan é violado. Vale ressaltar que as variâncias calculadas aqui são

normalizadas pelo rúıdo de fundo determinado pelas intensidades individuais dos

campos não-correlacionados, sinal e complementar, que entram no cristal.

Para o modelo clássico utilizado aqui, podemos mostrar, a partir das Eqs.(3.31),

que

〈X2
−〉+ 〈X2

+〉 = 2 e−2r < 2 . (3.32)

As correlações clássicas violam essa desigualdade similar a de Duan, que é um critério

de separabilidade visto no Caṕıtulo 2. Vemos aqui que este critério não pode ser

considerado a fronteira entre o comportamento quântico e o clássico, pois acabamos

de apresentar uma teoria clássica capaz de gerar as mesmas correlações previstas

pela mecânica quântica.

Um outro importante exemplo é o critério proposto por M. Reid [29], embasado

nas variâncias das quadraturas das variáveis EPR , visto no Caṕıtulo 2. Como visto,

esse critério é utilizado para caracterizar as correlações do tipo EPR geradas pelo
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CPDE. Seguindo o mesmo procedimento, vamos assumir que a medição da quadra-

tura Xi, por exemplo, nos permitirá inferir, com algum erro, o valor da quadratura

Xs. Similarmente procederemos para a quadratura Ys e Yi. Isso permitirá fazermos

uma estimativa linear da variância das quadraturas, que serão minimizadas para das

variâncias de sáıda

∆2
inf Xi = 〈X2

i 〉 −
〈XiXs〉2
〈X2

s 〉
, (3.33)

e

∆2
inf Yi = 〈Y 2

i 〉 −
〈YiYs〉2
〈Y 2

s 〉
, (3.34)

e o critério para a existência de correlações EPR é

∆2
inf Xi∆

2
inf Yi ≤ 1

2
. (3.35)

Aplicando o critério para o resultado obtido das eqs.(3.31)

∆2
inf Xi∆

2
inf Yi =

1

2 cosh 2r
≤ 1

2
. (3.36)

Vemos aqui um outro critério que não pode ser considerado como fronteira entre o

comportamento quântico e o clássico.

3.4 Conclusão

Nos últimos anos, os emaranhamentos de variáveis cont́ınuas foram utilizados

para propor vários protocolos de informação quântica. Entretanto, a caracterização

dos emaranhados de variáveis cont́ınuas ainda gera discussão no meio especializado.

Enquanto a violação de desigualdades, como as de Bell, para variáveis discretas é

comumente aceita como fronteira entre o comportamento quântico e clássico, ainda

não há o consenso para as variáveis cont́ınuas.

Vimos aqui que as correlações clássicas entre campos independentes amplifica-

dos pela CPDE utilizando a EDE, uma teoria de realismo local, reproduzem as

propriedades estat́ısticas previstas pela óptica quântica para a CPDE e violam as

desigualdades Cauchy-Schwartz, de Duan e da M. Reid.
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Podemos obter o mesmo resultado apresentado neste caṕıtulo, substituindo as

flutuações do vácuo por dois lasers de baixa intensidade e independentes, interagindo

com um laser de bombeamento intenso, dentro de uma cavidade óptica com um cris-

tal não-linear, como na figura 3.3 (ver referência [54]). Os campos de entrada são

gaussianos e independentes, fazendo o papel das flutuações de vácuo que iniciam

o processo CPDE. Enquanto o CPDE requer um tratamento da óptica quântica,

o CPDE estimulado, considerado em [54], pode ser descrito pela ótica não-linear

apresentada em vários livros texto [46, 47]. Nesse caso, a detecção se faz da mesma

maneira que, na EDE, ou seja, o detector é calibrado de tal maneira que quando

iluminado apenas pelo laser que passa pelo sistema sem a cavidade, não dispara as

contagens, quando amplificado pela cavidade mede o excesso na intensidade. É in-

teressante observarmos que os critérios de emaranhamento para variáveis cont́ınuas

podem ser ainda utilizados quando as variáveis da mecânica quântica são substitui-

das em contrapartida por suas clássicas.

O problema onde o processo é estimulado por duas fontes estocásticas não-

correlacionadas, tal como dois lasers independentes, mostra que as correlações clássicas

obtidas também violam a desigualdade de Cauchy-Schwartz, bem como os critérios

de Duan e o critério EPR proposto por M. Reid. A teoria apresentada neste caso não

corresponde à EDE, mas ainda fornece esclarecimentos sobre o papel das flutuações

de vácuo no emaranhamento das quadraturas de campo.

Os critérios que evidenciam o emaranhamento das variáveis cont́ınuas assumem

que a teoria quântica é fundamental para a descrição do sistema. Entretanto, eles

não podem ser considerados uma fronteira entre o quântico e o clássico, uma vez

que sistemas com rúıdos clássicos também violam as desigualdades de Duan e da

M. Reid. Por isso, a análise e a discussão desses critérios no contexto clássico é

importante como uma precaução extra com relação à realização dos protocolos de

informação quântica propostos na literatura.
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Figura 3.3: Amplificador paramétrico. Dois feixes independentes, sinal e comple-

mentar, são injetados e interagem com um laser intenso dentro de uma cavidade

óptica. Depois de deixarem a cavidade, os feixes amplificados, sinal e complemen-

tar, são combinados em um processo de homodinagem [54].



Caṕıtulo 4

Imagem Fantasma

4.1 Introdução

Conceito de imagem óptica é bem definido na óptica clássica. Se um objeto é

iluminado por uma fonte luminosa, existirá uma equação que define a relação entre

pontos no plano do objeto e os pontos no plano de formação da imagem. A formação

da imagem será o resultado da interferência construtiva e destrutiva dos feixes de

luz que deixam o objeto iluminado. Na realidade, não existirá uma correspondência

perfeita entre esses pontos, diminuindo assim a resolução da imagem.

As imagens fantasmas têm as mesmas caracteŕısticas básicas das imagens clássicas,

tal como a relação entre os pontos do objeto iluminado e os pontos do plano de

imagem. Entretanto, dois feixes correlacionados são utilizados para a formação da

imagem. A luz que chega no plano da imagem não passa pelo objeto e a corres-

pondência entre o ponto no plano do objeto e o plano da imagem é observada pela

correlação do par de fótons com um comportamento quântico não-local.

O experimento de “interferência e imagens fantasmas”é tipicamente um de in-

terferência de dois feixes luminosos no qual sua realização é creditada ao caráter

quântico das correlações entre esses pares conjugados, ditos emaranhados. O estudo

de correlações entre campos da luz com essas caracteŕısticas tem atráıdo grande

interesse nos últimos anos, visto que trabalhos tratando deste assunto, abriram

um novo ramo na óptica quântica intitulado Imagens Quânticas. Entre os siste-

mas capazes de gerar feixes altamente correlacionados está o já citado amplificador

43
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Figura 4.1: Esquema do primeiro experimento que verificou a “detecção da Imagem

Fantasma”[61].

paramétrico óptico. Vários trabalhos exploraram o emaranhamento do momento

transverso para obterem as imagens fantasmas no regime de contagens de fótons na

CPDE [55, 56, 57, 58, 59]. Também já foi realizado o controle da imagem através da

polarização combinando emaranhamento transverso com o de polarização [60]. Em

1995, T. B. Pittman e colaboradores [61] demonstraram o primeiro experimento de

imagem fantasma. O esquema do experimento é mostrado na figura 4.1, sendo um

laser é usado para o bombeamento de um cristal não-linear que produz pelo processo

CPDE o par de feixes emaranhados, sinal e complementar, ortogonalmente polari-

zados. O par deixa o cristal colinearmente com ωs
∼= ωi

∼= ωp/2 (caso degenerado).

Os feixes, sinal e complementar, são separados do feixe de bombeamento por um

cristal e são enviados em diferentes direções por um divisor de feixes polarizador. O

sinal passa através de uma lente convexa e ilumina uma abertura antes de chegar ao

detector D1 que é mantido fixo. O feixe complementar, detectado por D2, varre o

plano (x, y) transverso ao feixe complementar. Foi obtida no perfil de coincidência

a imagem da abertura, que ganhou um fator de ampliação 2.

Foi constatado que as distâncias entre a abertura e a lente, ds, e a distância
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entre a lente e o detector do feixe complementar, passando pelo cristal não-linear,

di, obedeciam à equação para a lente de distância focal f da ótica geométrica,

1

f
=

1

ds

+
1

di

. (4.1)

A ampliação da imagem é dada por m = (di) /ds.

Na visão de Klyshko e dos colaboradores [58] que estudaram esse efeito para

uma observação não usual do efeito de difração e interferência, o detector do feixe

sinal funciona como uma “fonte”de luz que ilumina a abertura. Posteriormente ela

é refletida pelo cristal não-linear que funciona como um “espelho”, sendo detectada

pelo outro detector. Esta é conhecida como interpretação de ondas avançadas.

Figura 4.2: Esquema do experimento de fenda dupla não local [56]. No caminho de

cada feixe, produzido pelo processo CPDE, foi colocado uma abertura que, superposta,

forma uma figura que é a sobreposição das aberturas. O padrão obtido pela detecção

conjunta foi o da figura sobreposta.

Outro trabalho bastante citado, e que vai nesta mesma linha, foi a observação do

padrão de interferência por uma fenda dupla não-local realizado por E. J. Fonseca,

P. H. Souto Ribeiro, S. Pádua e C. H. Monken [56]. O esquema do experimento está

na figura 4.2. Foi colocado no caminho de cada feixe uma abertura que, superposta,

forma uma abertura com dupla fenda do experimento de difração.
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As contagens individuais revelaram caracteŕısticas de cada abertura, separada-

mente, embora não se tenha formado imagens no plano de detecção. Porém, o

perfil da taxa de coincidência, ao varrer-se o detector do feixe sinal, resultou em um

padrão de interferência, apontando explicitamente para caracteŕısticas não-locais na

formação da imagem. Além disso, foi dada, neste trabalho, uma explicação teórica

para o efeito, gerando uma abordagem que permite o estudo de vários outros siste-

mas [62].

Experimentos posteriores [63, 64] e considerações teóricas [65, 66] demonstraram

que as imagens fantasmas poderiam ser obtidas com luz térmica. Porém, apesar de

haver formação das imagens sem a necessidade de um par de feixes emaranhados, a

diferença entre os tipos de luz utilizados está na qualidade da imagem, visibilidade,

apresentada pelo uso dos feixes emaranhados.

A teoria das imagens utilizando fótons gêmeos requer a descrição quântica para

ambos, fonte e estat́ıstica da fotodetecção. Entretanto, as imagens formadas com luz

térmica admitem uma descrição semiclássica do campo e dos detectores limitados

pelo rúıdo de fundo (“shot noise”). Essa disparidade tem despertado o interesse

[67, 68, 69] em estabelecer uma teoria unificada que caracterize a f́ısica por detrás

do fenômeno da imagem fantasma, delineando a fronteira entre o comportamento

quântico e o clássico. B. I. Erkmen e J. H. Shapiro [70] propuseram uma teoria a

partir de estados gaussianos da luz para unificar esses comportamentos. Para eles,

as imagens na posição transversa ρ podem ser encontradas através das correlações

cruzadas entre os campos detectados

C(ρ1) = 〈̂i1(t)̂i2(t)〉
= 〈E†

D1 (ρ1, t1) E†
D2 (ρ2, t2) ED1 (ρ1, t1) ED2 (ρ2, t2)〉, (4.2)

onde a média é feita sobre os operadores do campo eletromagnético na ordem normal.

O campo ED (ρ, t) se propaga através de um sistema linear de elementos ópticos que

pode incluir lentes e espelhos, chegando ao plano de detecção.

Em geral, a imagem pode ser expressa em termos de duas partes não-senśıveis

à fase, sendo que uma dessas duas contribui para um fundo que borra a imagem, e
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uma terceira senśıvel à fase

〈E†
D1 (ρ1, t1) E†

D2 (ρ2, t2) ED1 (ρ1, t1) ED2 (ρ2, t2)〉 =

〈E†
D1 (ρ1, t1) ED1 (ρ1, t1)〉〈E†

D2 (ρ2, t2) ED2 (ρ2, t2)〉+

|〈E†
D1 (ρ1, t1) ED2 (ρ2, t2)〉|2 + |〈ED1 (ρ1, t1) ED2 (ρ2, t2)〉|2. (4.3)

A fatoração acima é dada pelo teorema dos momentos gaussianos [71]. Esta des-

crição quântica aplica-se tanto para fontes clássicas como não-clássicas. Para fontes

clássicas pode-se chegar a uma expressão idêntica para a equação 4.3, substituindo o

operador campo por um campo eletromagnético clássico, e considerar que o detector

remove as flutuações de vácuo.

Qualquer par correlacionado pode ser obtido com estados gaussianos clássicos,

pois a imagem não carrega uma assinatura quântica per se. Entretanto, se a imagem

de uma fonte gaussiana clássica e uma gaussiana não-clássica possuem funções de

correlação idênticas, as fontes de campos não-clássicos atenuados (poucos fótons)

fornecem uma maior resolução.

A observação de correlação entre dois pontos não é recente. Em 1956, Hanbury

Brown e Twiss (HBT) [72, 73] fizeram a primeira experiência de interferometria es-

telar que media a interferência entre duas intensidades de campos incidentes em dois

detectores distintos. Eles demonstraram, pela primeira vez, dois tipos de correlação

de segunda ordem: correlação espacial e correlação temporal. Um esquema do ex-

perimento de HBT que mede a correlação espacial transversa de segunda ordem é

apresentado na figura 4.3.

A observação de um campo parcialmente correlacionado gerou discussões sobre

a natureza clássica ou quântica do fenômeno. A experiência de HBT, utilizando luz

comum, caótica ou térmica, natural ou artificial, apresentou na teoria quântica uma

função de correlação de segunda ordem, eq.(4.2), que podia ser descrita por uma

teoria estat́ıstica para as correlações entre as intensidades dos campos que flutuam

aleatoriamente. Desta forma, o fenômeno foi interpretado como um efeito clássico.

Há uma discussão acalorada se as imagens fantasmas são um simples efeito

clássico similar ao apresentado por HBT [65, 66, 67, 70, 74]. Acrescentamos a

esse debate a pergunta: qual o papel do campo de ponto zero, não considerado por

HBT, para a formação destas imagens?
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Figura 4.3: Esquema do experimento de Brown e Twiss que mede a correlação trans-

versa. O tamanho angular da estrela é dado por ∆θ.

Neste caṕıtulo, apresentaremos o estudo sobre as imagens fantasmas utilizando

os campos do processo CPDE, descrito no caṕıtulo anterior segundo a EDE, que

está no contexto dos estados gaussianos.

4.2 Imagens fantasmas segundo a EDE

Estamos interessados na coincidência da detecção do feixe sinal e o convertido,

quando os campos amplificados pela CPDE são flutuações do vácuo. A taxa de

coincidência dos campos que chegam nos detectores D1 e D2, localizados nos pontos

r1 e r2, nos respectivos tempos t1 e t2, é proporcional à função de correlação de

segunda ordem dada por

G(2) = 〈E∗
D1 (r1, t1) ED1 (r1, t1) E∗

D2 (r2, t2) ED2 (r2, t2)〉 (4.4)

que, diferente da equação (4.3), ED1 (r1, t1) e ED2 (r2, t2), são campos clássicos sem

uma imposição de ordem. Os campos nos detectores, em termos dos campos que
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deixam o cristal, podem ser expressos por

ED1 (r1, t1) =
∑

ki

√
~ωki

ε0L3
h1 (r1,ki) ai exp(−iωki

t1),

ED2 (r2, t2) =
∑

ks

√
~ωks

ε0L3
h2 (r2,ks) as exp(−iωkst2). (4.5)

A função resposta h (r,k) descreve a propagação dos campos através de sistemas

ópticos lineares que são detectados nos detectores D1 e D2. Os vetores r e k serão

considerados como uma soma de suas componentes transversais e longitudinais, r =

ρ+ zz e k = q+kzz. Note que os campos nos detectores dependerão das flutuações

do vácuo que são amplificadas pelo cristal, como vimos no caṕıtulo anterior

ai = ai (0) cosh(αz) + a∗s (0) sinh(αz)

as = as (0) cosh(αz) + a∗i (0) sinh(αz) (4.6)

Para analisarmos a capacidade dos campos amplificados em produzir imagens

por coincidência na detecção, vamos considerar as propriedades de correlação dos

campos. Estamos, pois, interessados no experimento como aquele da figura 4.1.

4.2.1 Autocorrelação

Primeiramente, vamos calcular a função de autocorrelação para o campo conver-

tido que passa por um anteparo antes de alcançar o detector D1,

〈E∗
D1ED1〉 =

∑

k′i

∑

ki

√
~ωk′i

ε0L3

√
~ωki

ε0L3
exp[−i(ωki

− ωk′i)t1]h1 (r1,ki) h∗1 (r1,k
′
i) 〈a∗i ai〉

=

(
L

2π

)6 [
1

2
+ sinh(α′l)2

] ∫
d3ki

~ωki

ε0L3
|h1 (r1,ki) |2 (4.7)

onde tomamos a média sobre as amplitudes aleatórias dos campos como na eq.(3.25)

e substituimos a somatória restante pela integral,
∑

k →
(

L
2π

)3 ∫
d3k com d3k =

dkxdkydkz.

Podemos fazer algumas aproximações que facilitarão as resoluções da integral

acima, assim como as próximas que virão.
∫

d3k →
∫

d2q

∫
dkz

∼=
∫

d2q

∫
dω

c
. (4.8)
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Aproximação para um feixe quase colimado, d2q = dkxdky, e q ≡ kxx + kyy é o

vetor de onda transversal, paralelo à face de sáıda do cristal. Vamos assumir que as

frequências centrais dos campos sinal e complementar são degenerados, ou seja

ωki
= Ωki

+ ν

ωks = Ωks − ν

Ωki
∼= Ωks

∼= ωkp/2 (4.9)

e vamos assumir que ν ¿ Ωs,i, e o caso degenerado ωki
∼= ωks

∼= ωkp/2. Logo a

equação (4.7) fica

〈E∗
D1ED1〉 =

(
L

2π

)6 [
1

2
+ sinh(α′l)2

] ∫
dωki

∫
d2qi

~ωki

ε0L3
|h1 (ρ1, qi) |2, (4.10)

aproximação de feixe colimado propagando-se na direção z.

O propagador caracterizando a propagação da face de sáıda do cristal, passando

por um anteparo, até o detector é

h (ρ,q) =

(−iω

2πc

)2
e(iω/c)(d−+d+)

d−d+

∫
d2ρC

∫
d2ρAeiq·ρA

exp

{
− iω

2cd−
|ρA − ρC |2

}
t(ρA) exp

{
− iω

2cd+

|ρ− ρA|2
}

(4.11)

onde ρC e ρA são, respectivamente, as coordenadas transversais do plano na face de

sáıda do cristal e do plano do abertura, t(ρA) é a transmitância que caracteriza a

abertura, d− a distância entre a face de sáıda do cristal e a abertura, e d+ a distância

entre a abertura e o detector. Para simplificar faremos d− = d+.

Substituindo (4.11) em (4.10), temos a função de correlação cuja integral é de

dif́ıcil resolução, assim faremos a aproximação de Fraunhofer:

exp

[
− iω

2cd
|ρ− ρ′|2

]
→ exp

(
−iω

cd
ρ · ρ′

)
, (4.12)

válida quando A2/dλ ¿ 1, onde A é a largura da fonte ou da fenda iluminada.

Desta forma podemos fatorar termos da fase global que são considerados constates

para a integração e dentro da integral manter o termo com o produto ρ · ρ′.
Logo (4.10) torna-se

〈E∗
D1ED1〉 =

(
L

2π

)6 [
1

2
+ sinh(α′l)2

] ∫
dωki

∫
d2qi

~ωki

ε0L3

( ωki

2πcd

)4

|
∫

d2ρ1e
iqi·ρAt(ρA)|2

=

(
L

2π

)6 [
1

2
+ sinh(α′l)2

] ∫
dωki

∫
d2qi

~ωki

ε0L3

( ωki

2πcd

)4

|t̃(qi)|2 (4.13)
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A função de correlação acima sugere que pode haver padrão de interferência

detectado por D1, desde que os componentes transversos do vetor de onda qi al-

cançando o detector seja suficientemente estreito.

A diferença entre a Eq.(4.13) e a prevista pela óptica quântica [75] é o fator meio

dentro do parêntese do lado direito da expressão acima. De acordo com o resultado

obtido, o campo de ponto zero na presença de um anteparo, que pode ser uma

estrutura difratária, pode adquirir também um componente coerente de difração.

Podemos agora, usando a Eq.(4.13), calcular a taxa de contagem para a detecção

simples em D1 usando a Eq.(2.82). Vamos assumir um filtro estreito em frente ao

detector,
∫

dωω → ∆ωω.

P1(r, t) ∝
(

L

2π

)6 [
sinh(α′l)2

]
∆ωki

∫
d2qi

~ωki

ε0L3

( ωki

2πcd

)4

|t̃(qi)|2, (4.14)

o processo de detecção remove o termo 1/2 das flutuações do vácuo, resultado esse

que pode ser obtido por uma teoria quântica cujos operadores estejam em ordem

simétrica. Para a função de correlação do feixe sinal, que propaga livremente até o

detector D2, temos

〈E∗
D2ED2〉 =

∑

[k′s]

∑

[ks]

√
~ωk′s

ε0L3

√
~ωks

ε0L3
exp[−i(ωks − ωk′s)t2]h2 (r2, ks) h∗2 (r2,k

′
s) 〈a∗sas〉

=

(
L

2π

)6 [
1

2
+ sinh(α′l)2

] ∫
dωki

∫
d2qi

~ωki

ε0L3
|h1 (ρ1, qi) |2 (4.15)

A função resposta caracterizando o campo que se propaga livremente na apro-

ximação de Fraunhofer é dada por

h (ρ,q) =

(−iω

2πc

)
e(iω/c)d

d

∫
d2ρC exp

{
− iω

2cd
(ρ · ρC) + iq · ρC

}
. (4.16)

Quando substitúımos (4.16) em (4.15), e resolvemos as integrais nas suas respecti-

vas variáveis, temos uma função de autocorrelação que não depende do deslocamento

do detector. Logo, nenhum padrão de interferência será observado.

Assim, vemos que na detecção singular do feixe sinal, aquele que passa pela fenda,

pode apresentar uma modulação espacial medida em D1 se a fenda for muito pe-

quena. No feixe complementar, onde a onda plana propaga-se livremente, nenhuma

modulação pode ser observada, como o esperado.
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4.2.2 Correlação de intensidades

O perfil de coincidência, que indica o padrão formado pelo anteparo, é encontrado

a partir da equação (4.4)

G(2) = 〈E∗
D1ED1E

∗
D2ED2〉

=
∑

k′i

∑

ki

√
~ωk′i

ε0L3

√
~ωki

ε0L3
exp[−i(ωki

− ωk′i)t1]h1 (r1,ki) h∗1 (r1,k
′
i) 〈a∗i ai〉 ×

×
∑

k′s

∑

ks

√
~ωk′s

ε0L3

√
~ωks

ε0L3
exp[−i(ωks − ωk′s)t1]h1 (r1, ks) h∗1 (r1,k

′
s) 〈a∗sas〉+

+
∑

ks

∑

ki

√
~ωks

ε0L3

√
~ωki

ε0L3
exp[−i(ωkst2 + ωki

t1)]h1 (r1,ki) h2 (r2,ki) 〈asai〉 ×

∑

ks

∑

ki

√
~ωks

ε0L3

√
~ωki

ε0L3
exp[−i(ωkst2 + ωki

t1)]h
∗
1 (r1,ki) h∗2 (r2, ki) 〈asai〉

(4.17)

onde, para um processo gaussiano, usamos a propriedade

〈ABCD〉 = 〈AB〉〈CD〉+ 〈AC〉〈BD〉+ 〈AD〉〈BC〉,

como a expansão dos momentos gaussianos na equação (4.3).

Convertendo novamente as somatórias em integrais, e tomando a média sobre as

amplitudes aleatórias dos campos sinal e complementar, como visto no caṕıtulo 3,

a Eq.(4.17) torna-se

G(2) = 〈I1〉〈I2〉+

(
L

2π

)6

|
∫

d3ks

√
~(ωkp − ωks)

ε0L3

√
~ωks

ε0L3
e[−i(ωkp−ωks )t2−iωks t1] ×

×h1 (r1,kp − ks) h2 (r2,ks) sinh(α′l) cosh(α′l)|2,
(4.18)

e a correlação pode ser expressa em termos de uma parte não-senśıveis à fase, sendo

que essa contribui para um fundo que borra a imagem, e outra senśıvel à fase. Para

resolução das integrais acima, podemos novamente utilizar as aproximações descritas
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também acima. Assim, (4.18) torna-se

G(2) = 〈I1〉〈I2〉+

(
L

2π

)6

sinh2(α′l) cosh2(α′l)×

×|
∫

dωkp

∫
d2qs

(
~ωkp

4ε0L3

)
e[−i(ωkp−ωks )t2−iωks t1]h1 (ρ1,−qs) h2 (ρ2,qs) |2.

(4.19)

O primeiro termo do lado direito da Eq.(4.19) é o produto das distribuições de

intensidades nos detectores, e não pode ser usado para realizar as imagens por

coincidências. Entretanto, o segundo termo no lado direito da Eq.(4.19) tem a forma

similar da função de correlação encontrada nas imagens por coincidência, utilizando

fótons emaranhados [75]. A diferença, para o caso quântico, está nas intensidades

〈I1〉 e 〈I2〉, que possuem um termo de excesso de rúıdo devido às flutuações do vácuo.

Para encontrarmos a taxa de coincidência na contagem dos detectores D1 e D2,

como no caso quântico, devemos remover o excesso de rúıdo usando a Eq.(2.83)

P12(r, t) ∝ 〈{I(r, t)− I0(r)} {I(r′, t′)− I0(r
′)}〉. (4.20)

Assumiremos, também, que as janelas de tempo são idênticas e que os detectores

possuem filtros e mesma eficiência η:

P12(r, t) ∝
(

L

2π

)6 [
sinh(α′l)2

] 1

T

∫
dt1

∫
dt2|

∫
dωkp

∫
d2qi

~ωki

ε0L3

( ωki

2πcd

)4

|t̃(qi)|2 ×

× [
sinh(α′l)2

] ∫
dωki

∫
d2qi

~ωki

ε0L3
|h1 (ρ1,qi) |2 +

(
L

2π

)6

sinh2(α′l) cosh2(α′l)×

× 1

T

∫
dt1

∫
dt2|

∫
dωkp

∫
d2qs

(
~ωkp

4ε0L3

)
e[−i(ωkp−ωks )t2−iωks t1]h1 (ρ1,−qs) h2 (ρ2,qs) |2.

(4.21)

Por simplicidade, vamos considerar o regime de contagem de fótons onde a janela

de coincidência não afeta o resultado da contagem para apenas um par de fótons

produzido no tempo T . Para esse regime, a baixa produção dos pares acontece

quando α′l ¿ 1. Dessa meneira, o primeiro termo do lado direito da equação (4.21)

é despreźıvel se comparado ao segundo, pois sinh(α′l) → α′l. Podemos aproximar
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as integrais na frequência e no tempo por 2π∆ωT

P12(r, t) ∝ 2π∆ω

(
L

2π

)6

sinh2(α′l) cosh2(α′l)

(
~ωkp

4ε0L3

)2 ∣∣∣∣
∫

d2qsh1 (ρ1,−qs) h2 (ρ2,qs)

∣∣∣∣
2

. (4.22)

Substituindo os propagadores dados pelas Eq.(4.11) e Eq.(4.16) em (4.22), temos

P12(r, t) ∝ 2π∆ω

(
L

2π

)6 (
~ωkp

4ε0L3

)2

sinh2(α′l) cosh2(α′l)
∣∣∣t̃

(ω

c

ρ2

2d

)∣∣∣
2

. (4.23)

4.2.3 Exemplo

Para ilustrar, vamos calcular explicitamente a integral para o caso unidimensio-

nal, onde o anteparo é uma fenda dupla. Assim, a função transmitância, ilustrada

na figura abaixo, é dada por

t1 (x′) = rect

(
x′ − x0

a

)
+ rect

(
x′ + x0

a

)
= 1,

∣∣∣∣
(

x′ − x0

a

)∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣
(

x′ + x0

a

)∣∣∣∣ ≤
1

2

= 0, para os outros

(
x′ ± x0

a

)
(4.24)
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Então,

∝ π∆T

(
L

2π

)6 (
~ωkp

4ε0L3

)2

sinh2(α′l) cosh2(α′l)
sin2

[− π
λd

c (x2)
]

[− π
λd

c (x2)
]2 cos2

[
− π

λd
c (x2)

]
.

(4.25)

O padrão de interferência é determinado pela distância entre o anteparo, a face do

cristal e o detector, a separação entre as fendas e a posição x do detector.

Este exemplo mostra o que a mecânica quântica chama de difração não local.

Na óptica estocástica, os feixes oriundos da amplificação do vácuo e correlacionados

pelo cristal não linear irão gerar os mesmos resultados da mecânica quântica se as

flutuações do vácuo forem eliminadas nos detectores.

4.2.4 Conclusão

Já foi mostrado que o experimento acima pode ser simulado usando uma fonte es-

tocástica, com espectro de frequência espacial amplo, correlacionada classicamente.

Essa condição assegura que nenhuma imagem será formada posterior a um anteparo

iluminado por essa fonte. Para o caso em que feixes emitidos por essa fonte estejam

correlacionados em momento, a correlação de intensidade é preservada a campo dis-

tante, não acontecendo o mesmo a campo próximo3. Para campos correlacionados

classicamente em momento, temos [75]

P12(r, t) ∝ K

∫
d2qs |h1 (ρ1,−qs)|2 |h2 (ρ2,qs)|2 (4.26)

Na configuração para formação de imagens a campo distante, o propagador do feixe

que passa pelo anteparo fica h1 (ρ1,−qs) ∝ t̃
(

ω
cf

ρ1 − qs

)
e para o que se propaga

livremente até o detector |h2 (ρ2,qs)|2 ∝ δ2
(

ω
cf

ρ2 − qi

)
, o resultado encontrado é

igual ao da Eq.(4.23) a menos de um fator constante. Entretanto, para a confi-

guração a campo próximo |h2 (ρ2,qs)|2 ∝ exp (ρ2 · qs), o esquema não dá nenhuma

informação sobre o anteparo, pois a função de correlação torna-se constante com

ρ2. No experimento de interferência e imagem por coincidência na detecção, apenas

3O conceito de “campo próximo”foi definido por Fresnel para distinguir do “campo distante”de

Fraunhofer. O campo próximo de Fresnel é diferente daquele que considera a distância em relação

à superf́ıcie de poucos comprimentos de onda
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estados tipo EPR, produzidos no CPDE, apresentam correlação espacial em ambos,

campo próximo e campo distante. Essa correlação surge devido à informação re-

lativa à fase, impressa nos feixes signal e complementar, que está na exponencial

dependente do momento transverso na Eq.(4.22). Na função de correlação com fon-

tes de luz clássicas, o fator de fase desaparece na Eq.(4.26), e a imagem do objeto

é formada em campo próximo quando o campo é correlacionado em posição ou em

campo distante quando o campo está correlacionado em momento [76]. Na Ref. [76]

os autores argumentam que esse é um experimento que é útil para discriminar a

presença de emaranhamento quântico.

Para B. I. Erkmen e J. H. Shapiro [70], é posśıvel a produção de campos gaus-

sianos clássicos que produzem imagens tanto em campo próximo como em campo

distante. Na figura 3.3, temos o exemplo de uma fonte clássica que apresenta essa

caracteŕıstica. O diferencial entre as fontes clássicas e quânticas está na resolução da

imagem em todas as aproximações para o campo. Para as imagens na EDE, o rúıdo

de fundo, causado pelas flutuações de vácuo, leva à perda de resolução da imagem

se a teoria de detecção não remover esse rúıdo. Vimos aqui que, se a teoria fizer essa

remoção, não temos como diferenciar a teoria clássica da quântica. Assim, as ima-

gens quânticas, vistas como um experimento EPR, não podem ser um critério para

caracterizar as correlações clássicas produzidas pela conversão paramétrica descen-

dente. Esse critério, como os apresentados no caṕıtulo 3, não pode ser considerado

como um divisor entre o comportamento quântico e o clássico.



Caṕıtulo 5

Análise do OPO Não-Degenerado

com Sinal Injetado na EDE

5.1 Introdução

O Oscilador Paramétrico Óptico (OPO) é um dispositivo formado por um cristal

de susceptibilidade não-linear de segunda ordem χ(2), disposto no interior de uma

cavidade ótica, como mostrado na figura 5.1. A interação entre o cristal e o modo do

feixe de bombeamento interno é capaz de gerar dois feixes lasers, chamados de sinal

e complementar, devido ao processo CPDE que ocorre no seu interior e que gera

feixes correlacionados, como vimos no caṕıtulo 3. O interesse nesse sistema reside

nas correlações de natureza não-clássica que surgem entre sinal e complementar e na

possibilidade de se gerar estados emaranhados de dois modos, ou mesmo multimodo,

macroscópicos. Uma caracteŕıstica desses feixes altamente correlacionados é que

a combinação de ambos possui flutuações menores que o limite clássico. A luz

comprimida é uma importante fonte para o estudo dos fundamentos da Mecânica

Quântica, sendo teoricamente útil para a detecção de ondas gravitacionais [77].

Por serem gerados no processo CPDE, os feixes sinal e complementar obdecem

às condições de casamento de fase, ou seja,

ω0 = ω1 + ω2 (5.1)

k0 = k1 + k2. (5.2)

57
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Os ı́ndices 0, 1, 2 correspondem, respectivamente, aos feixes: de bombeamento, sinal

e complementar.

Figura 5.1: Oscilador paramétrico óptico. O laser intenso Ain
p chega na cavidade,

interage dentro dela, e gera dois feixes independentes, As(sinal) e Ai(complementar).

Os modos As e Ai, são as amplificações dos campos Ain
s e Ain

i que chegam na cavidade

óptica. As constantes γ′ e γ′′ representam as perdas devido à transmissão do espelho

de acoplamento.

Quando a cavidade é disposta encerrando o cristal, seu efeito é realimentar ape-

nas alguns modos do campo. Assim, a cavidade seleciona os modos preferenciais,

aqueles para os quais ela é ressonante, amplificando os campos sinal e complemen-

tar. Quando as perdas, geradas pela transmissão através dos espelhos da cavidade

e do efeito de absorção, se igualam ao ganho gerado pelo cristal, é permitido ao

sistema entrar no estado estacionário cuja oscilação ocorre em regime cont́ınuo. A

potência de bombeio para o qual o ganho paramétrico iguala as perdas intracavidade

é chamada limiar de oscilação.

No caso mais simples, a CPDE degenerada, o campo de bombeio na freqüência

ωp produz os outros campos nas freqüência ωs = ωi = ωp/2. No oscilador pa-

ramétrico óptico não-degenerado (OPOND), considerado neste caṕıtulo, dois fei-

xes distingǘıveis são produzidos na CPDE, ou com polarizações ortogonais ou com

freqüências diferentes, ωs e ωi, que obedecem à equação (5.1). No último caso, se

injetarmos na cavidade um sinal coerente na freqüência ωi, a eficiência na conversão

e a possibilidade de sintonização aumentam em comparação ao caso sem sinal in-
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jetado. O sinal injetado pode ser usado inclusive para a escolha da freqüência de

um laser. Em vez de produzir um campo de sáıda com a ωp/2 ou 2ωp, a injeção de

um sinal permite a produção de campos macroscópicos na diferença de freqüências

ωp − ωs, tornando o sistema mais versátil.

Nos últimos anos, várias análises teóricas sobre o OPOND foram publicadas.

Uma análise feita por Björk e Yamamoto levou à possibilidade da produção dos

estados de número de fótons através de medidas sucessivas no feixe complementar

[78]. Em um artigo subsequente, os mesmos autores investigaram as flutuações na

quadratura de fase do mesmo sistema [79]. Eles encontraram ńıveis de flutuação

abaixo daquelas apresentadas pelo estado coerente. Foram discutidas as possibili-

dades para aplicações em comunicação óptica e detecção de ondas gravitacionais e

foi previsto que a supressão das flutuações seriam bem maiores na região próxima

ao limiar de bombeamento.

Reid e Drummond investigaram as correlações do OPOND acima [80] e abaixo

[81] do limiar. No caso acima do limiar, eles estudaram os efeitos da difusão de fase

nos modos sinal e complementar. Foram utilizadas as equações de movimento na re-

presentação P-positiva para os campos interagentes [82]. Mudando para as variáveis

de intensidade e fase, eles mostraram que as quadraturas poderiam ser escolhidas

para exibir flutuações abaixo dos ńıveis do estado coerente e também correlações

EPR. No caso abaixo do limiar, cálculos usando linearização foram suficientes para

obterem correlações similares.

Kheruntsyan e Petrosyan calcularam a função de Wigner exata para o OPOND

no estado estacionário, mostrando claramente o comportamento limiar e a difusão

de fase acima desse ńıvel de bombeamento [83]. Existe um pequeno número de

publicações analisando teoricamente o OPOND com um sinal injetado (OPONDI).

Wong [84] fez uma análise linearizada do OPONDI e previu que a quantidade com-

primida de um feixe acima do limiar seria maior que no caso sem injeção. Embora

não declarado explicitamente nesse artigo, isso ocorre pois o sinal injetado estabiliza

a difusão da fase considerada por Reid e Drummond e também por Kheruntsyan

e Petrosyan no caso sem injeção. Zhang e colaboradores [85] usaram uma análise

linear para as flutuações para estudar a freqüência degenerada, mas os campos de

sáıda polarizados ortogonalmente. Eles consideraram sinais injetados em ambas as
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freqüências convertidas e encontraram supressão do rúıdo nas quadraturas combi-

nadas e na diferença de intensidade desses dois campos.

Vários experimentos comprovaram a redução do rúıdo abaixo do vácuo. Peng e

colaboradores [86] mediram a redução no rúıdo nas quadraturas combinadas e na

diferença de intensidades para o caso não-degenerado em polarização operando acima

do limiar e sem injeção. Zhang e colaboradores [87] usaram um OPO não-degenerado

em polarização com injeção em ambas as polarizações e mediram a compressão na

quadratura combinada e inferiram uma correlação EPR entre os feixes espacialmente

separados.

Recentemente, Alessandro Villar, Marcelo Martinelli e Paulo Nussenzveig [88]

realizaram a primeira medida de emaranhamento acima do limiar. Eles utilizaram

uma técnica para medir quadratura, chamada de auto-homodinagem. As medidas

apresentaram um excesso de rúıdo de fase, que poderia ser controlado com a injeção

de um sinal.

Neste caṕıtulo, estudaremos o OPO não-degenerado na eletrodinâmica estocástica,

uma aproximação semiclássica. Estamos interessados nas correlações dos campos de

sáıda da cavidade, afetadas pela injeção de um sinal na cavidade que modifica o com-

portamento do limiar de bombeamento. Recentemente, apresentamos uma análise

para esse sistema, mas tratado quanticamente na representação P-positiva [89].

Para feixes comprimidos intensos, a análise teórica desse experimento torna-

se complicada pela dificuldade em resolver as equações matemáticas não-lineares

do processo. Por outro lado, é posśıvel aplicar uma análise perturbativa gerando

soluções linearizadas, normalmente encontradas abaixo do limiar. Essas soluções

anaĺıticas são um suporte para a comparação com resultados que podem ser encon-

trados numericamente.

Para este fim, expandiremos as equações de movimento em termos de um parâmetro

de perturbação. O termo de ordem zero da expansão descreve o comportamento

clássico, enquanto o de primeira ordem descreve o comportamento das flutuações

do sistema. Primeiro examinaremos as propriedades clássicas e encontraremos as

soluções anaĺıticas aproximadas, apresentando seus limites de validade. Resolvere-

mos as equações de primeira ordem que permitiram calcular o espectro de variância

para os campos que deixam a cavidade. Faremos uma comparação com resultados
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numéricos da integração estocástica. Diferente da análise feita na referência [80],

usamos uma variável de amplitude como um sinal injetado, o que fornece uma re-

ferência de fase que previne a difusão encontrada neste trabalho. Finalmente, iremos

ver os efeitos do sistema injetado para a produção dos estados EPR.

5.2 Acoplamento entre os Campos Intracavidade

Vamos apresentar as equações para os campos no interior de uma cavidade tri-

plamente ressonante com um meio não-linear. Queremos então descrever a dinâmica

dos campos intracavidade através de equações de movimento constrúıdas a partir

da interação não linear descrita no Caṕıtulo 3. Podemos fazer isso contabilizando a

variação sofrida pelo campo em uma volta completa numa cavidade de comprimento

L0 = L + (n− 1)lc.

A variação sofrida ao atravessar o meio não-linear pode ser determinada reali-

zando a integração da eqs. (3.14) ao longo do cristal de comprimento lc. No regime

de acoplamento fraco, a integral a ser resolvida torna-se

Aj(l) = Aj(0) +

∫ lc

0

∂Aj

∂z
dz, j = s, i, p. (5.3)

A integração fornece o seguinte resultado

As(lc) = As(0)− iχ′(∆lc)A
∗
i (0)Ap(0) (5.4)

Ai(lc) = Ai(0)− iχ′(∆lc)A
∗
s(0)Ap(0) (5.5)

Ap(lc) = Ap(0)− iχ′(∆lc)As(0)Ai(0) (5.6)

Após a passagem pelo cristal, segue a propagação livre dos campos na cavidade

e a reflexão nos espelhos. Deste modo, os campos, após uma volta completa na
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cavidade, são

As(2L0) = r1r2As(2L0)− ir1r2χ
′A∗

i (0)Ap(0)e−i∆ka (5.7)

−ir1r2r2χ
′Ai(0)A∗)

p (0)e−2ik1[(a+b)+nlc]

Ai(2L0) = r1r2As(2L0)− ir1r2χ
′A∗

s(0)Ap(0)e−i∆ka (5.8)

−ir1r2r2χ
′As(0)A∗)

p (0)e−2ik1[(a+b)+nlc]

Ap(2L0) = r1r2Ap(2L0)− ir1r2χ
′As(0)Ai(0)e−i∆ka (5.9)

−ir1r2r2χ
′As(0)Ai(0)e−2ik1[(a+b)+nlc] (5.10)

onde r1(2) é a refletividade dos espelhos da cavidade.

Para uma cavidade de alta qualidade, os espelhos que a compõem têm um coe-

ficiente de reflexão próximo da unidade. Isso permite fazermos a aproximação

r =
√

1− t2 ≈ 1− t2

2
⇒ r1r2 ≈

(
1− t21

2

)(
1− t22

2

)
≈ 1− T1 + T2

2
(5.11)

onde t1(2) é o coeficiente de transmissão e T1(2) é a transmitância dos espelhos.

A cavidade óptica impõe restrições às frequências ressonantes. A frequência

ressonante, caracteŕıstica da cavidade, ωc, é dada em termos do tempo de percurso

de ida e volta por ωc = 2πm/τ , em que m é inteiro. Dessa forma, para um campo

intracavidade quase ressonante, teremos

2KL0 = 2mπ + ∆φ ⇒ ∆φ = (ω − ωc)τ (5.12)

onde ω é a frequência angular do campo. τ = 2L/c

Para a construção das equações dinâmicas do OPO, efetuamos uma derivada

“coarse grain”, que consiste em fazer o campo inicial e o campo após uma volta

completa na cavidade, dividindo o resultado pelo tempo de percurso, τ , dos campos

dentro da cavidade,

dA

dt
≈ A(t + τ)− A(t))

τ
(5.13)

Obtemos então as equações para os modos intracavidade

d

dt
As = −(γks + i∆s)As − χ′A∗

i Ap +
√

2γkA
in
s

d

dt
Ai = −(γki

+ ∆i)Ai − iχ′A∗
i Ap +

√
2γiA

in
i

d

dt
Ap = −(γkp + i∆p)Ap − χ′AsAi +

√
2γjA

in
p , (5.14)
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onde consideramos a parte real de iχ′, com a taxa de decaimento do campo na

cavidade γ e a dessintonia entre o campo e a cavidade ∆ dados , respectivamente,

por

γ =
T1 + T2

2τ
(5.15)

∆ = ω − ωc. (5.16)

As equações 5.14 descrevem os campos dentro da cavidade em termos dos modos

que chegam e são acomodados por ela. Considerando que a cavidade seleciona

os modos das flutuações do vácuo que entram na cavidade e serão amplificados,

encontramos o sistema de equações similar ao da teoria quântica na representação

de Wigner, onde se faz uma aproximação truncando os termos de derivadas cúbicas

na equação que descreve a evolução temporal da equação de Wigner, tornando-se

assim uma equação de Fokker-Planck [90]. A seguir definiremos as equações na

EDE.

5.3 Equações Estocásticas

O sistema que consideramos consiste de três modos do campo eletromagnético,

acoplados por um cristal não-linear, e que são mantidos dentro de uma cavidade

óptica triplamente ressonante. Os três modos têm frequências ω0, ω1 e ω2, onde,

por conservação de energia, ω0 = ω1 + ω2. Consideraremos o caso de um campo

externo intenso E0 mais as flutuações do vácuo na masma freqüência ω0, e um campo

injetado muito mais fraco E1 mais as flutuações do vácuo na freqüência ω1. Não há

campo de freqüência ω2 entrando na cavidade. Os campos intracavidade ωj serão

descritos pelas amplitudes α0, α1 e α2. Chamaremos esses campos, representados por

essas variáveis complexas, de bombeamento, sinal e complementar, respectivamente.

Cada campo sofre redução de intensidade devido a perdas na cavidade, γj. A não-

linearidade de segunda ordem é representada pela constante χ. Com as considerações

acima, podemos reescrever as equações (5.14) para os modos do OPO como

dα0 = (E0 − γ0α0 − χα1α2) dt +
√

γ0dW0

dα1 = (E1 − γ1α1 − χα0α
∗
2) dt +

√
γ1dW1

dα2 = (−γ2α2 − χα0α
∗
1) dt +

√
γ2dW2 (5.17)
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onde foi considerado a condição de desacordo de fase ∆ = 0. Os incrementos de

Wiener dW que descrevem as flutuações nos modos têm as seguintes correlações:

〈dWi〉 = 〈dW ∗
i 〉 = 0

〈dWidW ∗
j 〉 = δijdt (5.18)

Nesta representação, a fonte de rúıdo tem origem nas flutuações do campo de ponto

zero ou vácuo.

Podemos desenvolver as equações de movimento acima usando a representação de

Wigner aproximada para o operador densidade deste sistema, cuja evolução temporal

é gerada pela hamiltoniana

Ĥ =
2∑

i=0

~ωiâ
†
i âi + i~χ

(
â†1â

†
2â0 − â1â2â

†
0

)

+i~
(
E0e

−iω0tâ†0 − E∗
0e

iω0tâ0

)

+i~
(
E1e

−iω1tâ†1 − E∗
1e

iω1tâ1

)
+

2∑
i=0

(
âiΓ̂

†
i + â†i Γ̂i

)
. (5.19)

Assim a equação mestra, na temperatura zero, obedecida pelo operador densi-

dade será dada por

∂ρ̂

∂t
= −iω0

[
â†0â0, ρ̂

]
− iω1

[
â†1â1, ρ̂

]
− iω2

[
â†2â2, ρ̂

]
+ iχ

[
â†1â

†
2â0, ρ̂

]
− iχ

[
â1â2â

†
0, ρ̂

]

+E0e
−iω0t

[
â†0, ρ̂

]
− E∗

0e
iω0t [â0, ρ̂] + E1e

−iω1t
[
â†1, ρ̂

]
− E∗

1e
iω1t [â1, ρ̂]

+
2∑

i=0

γi

(
2âiρ̂â†i − â†i âiρ̂− ρ̂â†i âi

)
(5.20)

onde γi são as constantes representando as taxas de redução nas amplitudes dos

modos nas suas respectivas frequências. Na equação mestra, foi utilizado, para

descrever o sistema, o Hamiltoniano na representação de Heisenberg e as técnicas

padrão para a eliminação do banho térmico [91],[92].

Embora as equações de movimento na representação de Heisenberg possam ser

encontradas a partir deste Hamiltoniano, é extremamente dif́ıcil resolver a equações

não-lineares para esses operadores.

Utilizando as relações de correspondências apropriadas [93], a equação mes-

tra acima pode ser mapeada em uma equação de Fokker-Planck para a distri-

buição de pseudoprobabilidade de Wigner com as variáveis complexas independentes
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(α0, α1, α2, α
∗
0, α

∗
1, α

∗
2), que corresponde probabilisticamente aos operadores originais

via relação

((α∗0)m(α∗1)n(α∗2)pαq
0α

r
1α

s
2)W → 〈((â†0)m(â†1)

n(â†2)
pâq

0â
r
1â

s
2)S〉 (5.21)

A equação de Wigner no espaço de fase para a amplificação paramétrica para

o OPO com injeção, que pode ser obtida através da equação mestra (5.20), é dada

por

∂W

∂t
=

{
∂

∂α0

(
iω0α0 + γ0α0 + χα1α2 − E0e

−iω0t
)

+
∂

∂α∗0

(−iω0α
∗
0 + γ0α

∗
0 + χα∗1α

∗
2 − E∗

0e
iω0t

)

+
∂

∂α1

(
iω1α1 + γ1α1 − χα0α

∗
2 + E1e

−iωt
)

+
∂

∂α∗1

(−iω1α
∗
1 + γ1α

∗
1 − χα∗0α2 + E1e

−iωt
)

+
∂

∂α2

(iω2α2 + γ2α2 − χα0α
∗
1) +

∂

∂α∗2
(−iω2α

∗
2 + γ2α

∗
2 − χα∗0α2)

+γ0
∂2

∂α0∂α∗0
+ γ1

∂2

∂α1∂α∗1
+ γ2

∂2

∂α2∂α∗1

+
χ

4

(
∂3

∂α1∂α2∂α∗0
+

∂3

∂α∗1∂α∗2∂α0

)}
W (5.22)

Se desconsiderarmos as derivadas de terceira ordem, que aparecem na equação

acima, temos uma genúına equação de Fokker-Planck e podemos encontrar as equações

de Langevin similares ao conjunto de equações como as eqs.(5.17). Desta forma,

pode-se verificar que a teoria quântica aproximada do OPO, descrita pela repre-

sentação de Wigner truncando o termo em derivada cúbica, é exatamente a EDE.

5.4 Teoria de Perturbação

Sem perda de generalidade, podemos considerar o bombeamento E0 como um

campo real e o sinal injetado com uma fase relativa φ tal que E1e
iφ. Podemos definir

as quadraturas do campo como

Xk =
(
e−iθkαk + eiθkα∗k

)
, Yk =

1

i

(
e−iθkαk − eiθkα∗k

)
(5.23)
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com θ0 = 0, θ1 = φ e θ2 = −φ.

Vamos definir um parâmetro de escala g = χ
γ
√

2γr
nas equações estocásticas.

Vamos escalar também o tempo, τ = γt, e as quadraturas

x0 = g
√

2γrX0, y0 = g
√

2γrY0,

x1 = gX1, y1 = gY1,

x2 = gX2, y2 = gY2. (5.24)

onde, sem perda de generalidade, faremos γ1 = γ2 = γ e γr = γ0/γ.

Nestas novas variáveis, as equações para as quadraturas tornam-se

dx0 = −γr [x0 − 2µ0 + (x1x2 − y1y2)] dτ +
√

2gγr (dw0 + dw∗
0) ,

dy0 = −γr [y0 + (x1y2 − y1x2)] dτ − i
√

2gγr (dw0 − dw∗
0) ,

dx1 =

[
−x1 + 2µ1 +

1

2
(x0x2 − y0y2)

]
dτ + g (dw1 + dw∗

1) ,

dy1 =

[
−y1 +

1

2
(x2y0 − y2x0)

]
dτ − ig (dw1 − dw∗

1)

dx2 =

[
−x2 +

1

2
(x0x1 − y0y1)

]
dτ + g (dw2 + dw∗

2) ,

dy2 =

[
−y2 +

1

2
(x1y0 − y1x0)

]
dτ − ig (dw2 − dw∗

2) (5.25)

onde µ0 = E0χ/γγ0 e µ1 = E1χ/γ
√

γγ0 são os termos referentes ao bombeamento

e ao sinal injetado, agora ambos reais. Os termos de rúıdo serão redefinidos como:

dw0 =
√

2γW0, dw∗
0 =

√
2γW ∗

0 , dw1 = e−iφ
√

2γW1, dw∗
1 = eiφ

√
2γW ∗

1 , dw2 =

eiφ
√

2γW2 e dw∗
2 = e−iφ

√
2γW ∗

2 . No caso sem sinal injetado, µ0 = 1, indica o limiar

para oscilação, E0 = γγ0/χ. Embora neste caso não haja mais o limiar devido à

presença do sinal injetado.

Afim de resolver as equações acopladas, vamos considerar a expansão em termos

das pontências de g

xk =
∞∑

n=0

gnx
(n)
k

yk =
∞∑

n=0

gny
(n)
k (5.26)
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A expansão escrita dessa maneira fornece o termo de ordem zero que corresponde

aos campos clássicos, enquanto a próxima ordem diz respeito às flutuações do vácuo,

e as correções de ordens superiores correspondem às correções não-lineares dessas

flutuações.

5.5 Valor Médio para os Estados Estacionários

Embora as Eqs.(5.25) descrevam completamente o comportamento dinâmico do

sistema, elas são de dif́ıcil solução, exceto por simulação numérica. Embora a si-

mulação seja uma técnica poderosa, algumas vezes podemos tirar interpretações

f́ısicas pelas aproximações anaĺıticas. No caso apresentado, é útil examinar o com-

portamento clássico do sistema resolvendo as Eqs.(5.25) com o termo de rúıdo re-

movido. Estes são os valores médios, estacionários

0 = x0s − 2µ0 + (x1sx2s − y1sy2s) ,

0 = y0s + (x1sy2s + y1sx2s) ,

0 = −x1s + 2µ1 +
1

2
(x0sx2s + y0sy2s) ,

0 = −y1s +
1

2
(y0sx2s − x0sy2s) ,

0 = −x2s +
1

2
(x0sx1s + y0sy1s) ,

0 = −y2s +
1

2
(y0sx1s − x0sy1s) (5.27)

para as quadraturas no estado estacionário. A solução para as quadraturas y é

y0s = y1s = y2s = 0. Resolvendo o sistema acima para x1s e x2s em termos de x0s,

podemos obter

x1s =
8µ1

4− x2
0s

x2s =
4µ1x0s

4− x2
0s

(5.28)

Podemos encontrar um conjunto de soluções aproximadas para x0s (veja apêndice

A), válida abaixo do limiar (µ0 < 1)

x0s = 2µ0

(
1− 2µ2

1

(1− µ2
0)

2
+ 2µ2

1

)
, (5.29)
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Figura 5.2: (a)Amplitude da quadratura x0s, adimensional, e no estado estacionário

como função do parâmetro de bombeamento adimensional µ0. aproximação linear

(linha tracejada) e quadrática (ponto-traço) são comparadas com cálculo numérico

(linha cheia). O parâmetro de injeção adimensional é µ1 = 0.2. (b) x0s como função

do parâmetro de injeção µ1. A aproximação quártica é comparada com o cálculo

numérico (linha cheia). O parâmetro de bombeamento adimensional é µ0 = 1.

solução válida no limiar (µ0 = 1)

x0s = 2− (2µ1)
2
3 , (5.30)

e acima do limiar (µ0 > 1)

x0s = 2− µ2
1

2 (µ0 − 1)

(√
1 +

8 (µ0 − 1)

µ2
1

− 1

)
. (5.31)

Na figura 5.2(a), fizemos o gráfico para a amplitude da quadratura de bombea-

mento intracavidade, obtida numericamente como função do bombeio de entrada µ0

para um parâmetro fixo de injeção µ1. Em vez de apresentar uma transição abrupta

no limiar (µ0 = 1), como a análise clássica do OPO sem injeção, a amplitude de qua-

dratura aproxima-se assintoticamente do valor limite x0s = 2. As soluções obtidas

das aproximações linear e quadrática também são mostradas, apresentando um bom

acordo com o resultado numérico abaixo e acima do limiar. Na figura 5.2(b), com-

paramos a solução quártica aproximada no limiar (µ0 = 1), com a solução numérica

para x0s quando o sinal injetado, µ1, aumenta. Vemos que para a injeção em torno

de 0, 25 o acordo é excelente.
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5.6 Aproximação para as flutuações

Nesta seção, vamos considerar os termos de primeira ordem da expansão em série

5.26 aplicada às equações 5.25. Isso nos permite incluir os efeitos das flutuações do

vácuo de uma forma sistemática. O conjunto de equações para os termos correspon-

dentes à primeira ordem é

dx
(1)
0 = −γr

(
x

(1)
0 + x1sx

(1)
2 + x2sx

(1)
1

)
dτ + 2γr (dw0 + dw∗

0) , (5.32)

dy
(1)
0 = −γr

(
y

(1)
0 + x1sy

(1)
2 + x2sy

(1)
1

)
dτ + 2γr (dw0 − dw∗

0) , (5.33)

dx
(1)
1 =

[
−x

(1)
1 +

1

2

(
x0sx

(1)
2 + x

(1)
0 x2s

)]
dτ +

√
2 (dw1 + dw∗

1) , (5.34)

dy
(1)
1 =

[
−y

(1)
1 +

1

2

(
x2sy

(1)
0 − y

(1)
2 x0s

)]
dτ +

√
2 (dw1 − dw∗

1) , (5.35)

dx
(1)
2 =

[
−x

(1)
2 +

1

2

(
x0sx

(1)
1 − x

(1)
0 x1s

)]
dτ +

√
2 (dw2 + dw∗

2) , (5.36)

dy
(1)
2 =

[
−y

(1)
2 +

1

2

(
x1sy

(1)
0 − y

(1)
1 x0s

)]
dτ +

√
2 (dw2 − dw∗

2) . (5.37)

Vamos definir os incrementos de Wiener como dwx1(y1) (τ) = (dw1 ± dw∗
1) /

√
2 e

dwx2(y2) (τ) = (dw2 ± dw∗
2) /

√
2, com as correlações

〈dwxidwxi〉 = 〈dwyidwyi〉 = dτ, (5.38)

com as demais correlações sendo nulas.

Vamos definir agora as quadraturas combinadas dos campos que incluem ambos

os modos amplificados do sistema. Isto é útil porque os modos sinal e complementar

exibem quadraturas correlacionadas quando fazemos a estat́ıstica dos rúıdos, embora

quando tratadas separadamente não haja contribuição relativa a esse rúıdo. O

alto grau de correlação cruzada encontrada significa que as quadraturas combinadas

podem apresentar um alto grau de supressão do rúıdo, que pode ser medido por

técnicas de homodinagem [94]

x± =
x

(1)
1 ± x

(1)
2√

2
, y± =

y
(1)
1 ± y

(1)
2√

2
. (5.39)

Estas quantidades correspondem às quadraturas combinadas de compressão e anti-

compressão obtidas em uma teoria linearizada.
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5.7 Correlações espectrais

Em uma situação experimental, os espectros dos rúıdos fora da cavidade são

as quantidades de interesse. Analizaremos o problema no espaço das frequências,

via decomposição espectral do campo. O espectro linear total pode ser encontrado

através da transformada de Fourier dos resultados da integração estocástica na re-

presentação de Wigner, que deve ser feita numericamente. Iremos calcular esse

espectro usando a teoria de perturbação para comparar com resultados numéricos.

Definiremos a transformada de Fourier como

f̃(Ω) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dτe−iΩτf(τ). (5.40)

Também é necessário representar o rúıdo branco das equações estocásticas através

da respectiva transformada de Fourier, ξx,y(Ω), onde os momentos do processo es-

tocástico são

〈ξx(Ω)〉 = 〈ξy(Ω)〉 = 0

〈ξx1(Ω)ξy1(Ω)〉 = 〈ξx2(Ω)ξy2(Ω)〉 = δxyδ(Ω + Ω′). (5.41)

As equações estocásticas de primeira ordem, para as quadraturas combinadas,

passam agora a ser escritas no domı́nio da frequência, como

(iΩ + γr) x̃
(1)
0 (Ω) = −γr

(
x1sx̃

(1)
2 (Ω) + x2sx̃

(1)
1 (Ω)

)
+ 2γrξ̃x0(Ω),

(iΩ + γr) ỹ
(1)
0 (Ω) = −γr

(
x1sỹ

(1)
2 (Ω) + x2sỹ

(1)
1 (Ω)

)
+ 2γrξ̃y0(Ω),

(iΩ + 1) x̃
(1)
1 (Ω) =

1

2

(
x0sx̃

(1)
2 (Ω) + x̃

(1)
0 (Ω)x2s

)
+
√

2ξ̃x1(Ω),

(iΩ + 1) ỹ
(1)
1 (Ω) =

1

2

(
x2sỹ

(1)
0 (Ω)− ỹ

(1)
2 (Ω)x0s

)
+
√

2ξ̃y1(Ω),

(iΩ + 1) x̃
(1)
2 (Ω) =

1

2

(
x0sx̃

(1)
1 (Ω)− x̃

(1)
0 (Ω)x1s

)
+
√

2ξ̃x1(Ω),

(iΩ + 1) ỹ
(1)
2 (Ω) =

1

2

(
x1sỹ

(1)
0 (Ω)− ỹ

(1)
1 (Ω)x0s

)
+
√

2ξ̃y1(Ω). (5.42)

Isolando x̃
(1)
0 (Ω) e ỹ

(1)
0 (Ω) das duas primeiras equações e substituindo nas outras

quatro, temos as equações estocásticas de primeira ordem para as quadraturas com-
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binadas, que podem agora ser reescritas no domı́nio da freqüência como

[
(iΩ + A) (iΩ + γr) + γrD

2
]
x̃−(Ω) = γrEx̃+(Ω) +

√
2γrDξ̃x0(Ω) +

√
2 (iΩ + γr) ξx−,

[
(iΩ + C) (iΩ + γr) + γrB

2
]
x̃+(Ω) = γrEx̃−(Ω) +

√
2γrBξ̃x0(Ω) +

√
2 (iΩ + γr) ξx+,

[
(iΩ + A) (iΩ + γr) + γrB

2
]
ỹ+(Ω) = γrEỹ−(Ω) +

√
2γrBξ̃y0(Ω) +

√
2 (iΩ + γr) ξy+,

[
(iΩ + C) (iΩ + γr) + γrD

2
]
ỹ−(Ω) = γrEỹ+(Ω) +

√
2γrDξ̃y0(Ω) +

√
2 (iΩ + γr) ξy−.

(5.43)

onde nos definimos ξy± = ξy1 ± ξy2, ξx± = ξx1 ± ξx2 e

A = 1 +
x0s

2
,

B =

(
x1s + x2s

2

)2

,

C = 1− x0s

2
,

D =

(
x2s − x1s

2

)2

,

E =
(
x2

1s − x2
2s

)
/4. (5.44)

Utilizando-se do resultado acima, podemos encontrar os termos necessários para

calcularmos os espectros de compressão e anticompressão para as quadraturas do

campo:

x̃−(Ω) =

√
2γrE

(
γrBξ̃x0 + (iΩ + γr) ξ̃x+

)

[(iΩ + A) (iΩ + γr) + γrD2] [(iΩ + C) (iΩ + γr) + γrB2]− (γrE)2

+

√
2
(
γrDξ̃x0 + (iΩ + γr) ξ̃x−

)
[(iΩ + C) (iΩ + γr) + γrB

2]

[(iΩ + A) (iΩ + γr) + γrD2] [(iΩ + C) (iΩ + γr) + γrB2]− (γrE)2
(5.45)

x̃+(Ω) =

√
2γrE

(
γrDξ̃x0 + (iΩ + γr) ξ̃x−

)

[(iΩ + A) (iΩ + γr) + γrD2] [(iΩ + C) (iΩ + γr) + γrB2]− (γrE)2

+

√
2
(
γrDξ̃x0 + (iΩ + γr) ξ̃x+(Ω)

)
[(iΩ + A) (iΩ + γr) + γrD

2]

[(iΩ + A) (iΩ + γr) + γrD2] [(iΩ + C) (iΩ + γr) + γrB2]− (γrE)2
(5.46)

ỹ+(Ω) =

√
2γrE

(
γrDξ̃y0 + (iΩ + γr) ξ̃y−

)

[(iΩ + A) (iΩ + γr) + γrB2] [(iΩ + C) (iΩ + γr) + γrD2]− (γrE)2

+

√
2
(
γrBξ̃y0 + (iΩ + γr) ξ̃y+

)
[(iΩ + C) (iΩ + γr) + γrD

2]

[(iΩ + A) (iΩ + γr) + γrB2] [(iΩ + C) (iΩ + γr) + γrD2]− (γrE)2
(5.47)
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ỹ−(Ω) =

√
2γrE

(
γrBξ̃y0 + (iΩ + γr) ξ̃y+

)

[(iΩ + A) (iΩ + γr) + γrB2] [(iΩ + C) (iΩ + γr) + γrD2]− (γrE)2

+

√
2
(
γrDξ̃y0 + (iΩ + γr) ξ̃y−

)
[(iΩ + A) (iΩ + γr) + γrB

2]

[(iΩ + A) (iΩ + γr) + γrB2] [(iΩ + C) (iΩ + γr) + γrD2]− (γrE)2
(5.48)

onde usamos γr = 1 para o gráfico anaĺıtico. Com essas quantidades, pode-se

encontrar o espectro fora da cavidade, assim a contribuição de primeira ordem da

teoria de perturbação é o resultado linearizado intracavidade. Os espectros fora da

cavidade são obtidos pela relação

Sij(Ω)δ(Ω + Ω′) = δij + 2
√

γiγj〈∆Xi(Ω)∆Xj(Ω
′)〉. (5.49)

Utilizando-se desse resultado, encontramos que os espectros das quadraturas de

compressão x− e y+ são simétricos.
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Figura 5.3: Espectro do rúıdo de (a) x− e y+ para operação abaixo do limiar com

µ0 = 2 e µ1 = 0.2. As frequências (Ω) são expressas em unidades de (γ). As linhas

sólidas são o espectro obtido por simulação numérica do conjunto completo das eq.

estocásticas. As linhas tracejadas são o resultado anaĺıtico para aproximação de

primeira ordem da teoria de perturbação.

Estes resultados podem ser comparados com aqueles encontrados através da

integração estocástica do conjunto de equações de movimento. Podemos ver que a

aproximação representa bem o espectro de rúıdo das quadraturas combinadas na

região onde o sinal injetado é baixo e a intensidade do bombeamento está abaixo do
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limiar (µ1 = 0 e µ0 = 1). Notamos também que, para pequenos valores de µ1 = 0

e µ0 = 1, há concordância entre as soluções aproximadas e as soluções numéricas,

indicando que os valores dos parâmetros usados para o gráfico estão no limite de

validade para a aproximação.

5.8 Emaranhamento e Paradoxo de EPR

Emaranhamento é uma propriedade de certos estados previstos pela Mecânica

Quântica e existe quando a matriz densidade não pode ser fatorada em um produto

de matrizes de densidade para os subsistemas componentes; definição essa apre-

sentada no caṕıtulo 2. Um critério de emaranhamento para variáveis cont́ınuas foi

desenvolvido por Duan et al [30] que é embasado na inseparabilidade da matriz den-

sidade do sistema. Seguindo o tratamento da Ref [90], e tomando as quadraturas

normalizadas (5.39), emaranhamento é garantido toda vez que a soma das variâncias

destas quadraturas é menor que 2.

A proposta para uma realização concreta das correlações EPR para variáveis

cont́ınuas na óptica quântica foi primeiro sugerida por Reid [29]. A proposta foi
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Figura 5.4: Espectro do rúıdo de (a) x− e y+ para operação acima do limiar com

µ0 = 2 e µ1 = 0.2. As frequências (Ω) são expressas em unidades de (γ). As linhas

sólidas são o espectro obtido por simulação numérica do conjunto completo das eq.

estocásticas. As linhas tracejadas são o resultado anaĺıtico para aproximação de

primeira ordem da teoria de perturbação
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uma demonstração óptica do paradoxo via amplitude de fase das quadraturas, utili-

zando o amplificador paramétrico óptico. As quadraturas de amplitude e de fase do

campo têm as mesmas propriedades matemáticas como a posição e o momento ori-

ginalmente usado por EPR, e, embora a correlação entre essas não seja perfeita, eles

ainda estão emaranhados o suficiente para permitir uma violação no prinćıpio de in-

certeza inferido. Uma demonstração esperimental da proposta da Reid foi realizada

por Ou e colaboradores [95], mostrando o acordo com a teoria quântica. Vamos cal-

cular as correlações necessárias para a demonstração das correlações EPR. Seguindo

a proposta da Reid [29], assumimos que a medição da quadratura x1, por exemplo,

irá nos permitir, mesmo com algum erro, o valor da quadratura x2, e similarmente

para as quadraturas yj. Isso nos permite fazer uma estimativa linear das variâncias

das quadraturas, que são então minimizadas para dar a variância de sáıda inferida,

V inf [x1(Ω)] = Sx1(Ω)− |Sx1,x2(Ω)|2
Sx2(Ω)

V inf [y1(Ω)] = Sy1(Ω)− |Sy1,y2(Ω)|2
Sy2(Ω)

. (5.50)

As variâncias inferidas V inf [x2(Ω)] e V inf [y2(Ω)] são encontradas simplesmente tro-

cando os ı́ndices 1 por 2 nas equações acima. O produto das variâncias obedece à

relação de incerteza V (xj)V (yj) ≥ 1. Teremos a demonstração da correlação EPR

toda vez que

V inf [xj(Ω)] V inf [yj(Ω)] ≤ 1. (5.51)

Seguindo nossa aproximação para perturbação de primeira ordem, podemos cal-

cular todas as correlações necessárias para mostrar o paradoxo. Então, trabalhando

com os componentes dependentes da frequência e usando os resultados obtidos

através das equações encontradas na seção anterior, podemos determinar as cor-

relações e as seguintes variâncias inferidas,
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V inf [x1(Ω)] =
1

2

{
[Sx+(Ω) + Sx+,x−(Ω) + Sx−,x+(Ω) + Sx−(Ω)]

−|Sx+(Ω)− Sx+,x−(Ω) + Sx−,x+(Ω)− Sx−(Ω)|2
Sx+(Ω) − Sx+,x−(Ω)− Sx−,x+(Ω) + Sx−(Ω)

}
(5.52)

V inf [y1(Ω)] =
1

2

{
[Sy+(Ω) + Sy+,y−(Ω) + Sy−,y+(Ω) + Sy−(Ω)]

−|Sy+(Ω)− Sy+,y−(Ω) + Sy−,y+(Ω)− Sy−(Ω)|2
Sy+(Ω) − Sy+,y−(Ω)− Sy−,y+(Ω) + Sy−(Ω)

}
(5.53)

e similarmente para o segundo modo.

A fim de fornecer uma completa descrição das propriedades de emaranhamento

do OPO injetado, vamos considerar os critérios de EPR e o de Duan, ambos em

termos das variâncias das quadraturas.

A figura apresentada mostra os dois critérios para diferentes ńıveis de injeção.

Isso permite uma comparação entre o caso injetado e o sem injeção.
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Figura 5.5: As linhas sólidas são o espectro obtido por simulação numérica do con-

junto completo das eq. estocásticas. As linhas tracejadas são o resultado anaĺıtico

para aproximação de primeira ordem da teoria de perturbação.

Na figura 5.5, os gráficos mostram os critérios para o bombeamento abaixo do

limiar(µ0 = 0.6). Usamos diferentes valores para a injeção, o que permite uma

comparação com o caso sem injeção. Vamos considerar as intensidades dadas em

termos das equações 5.28 e 5.29, Ij = x2
js(j = 1, 2). Para µ1 = 0.1 vemos pouca
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diferença para o caso sem injeção, mas com intensidades I1s = 0, 088 e I1s = 0, 028.

Considerando o caso em que µ1 = 0.2, encontramos I1s = 0, 28 e I1s = 0, 072, que

viola significativamente o limite clássico.

5.9 Conclusão

Mostramos como o sinal injetado em uma das freqüências mais baixas dos mo-

dos do oscilador paramétrico ótico não-degenerado pode ser usado para aumentar a

intensidade em ambos os modos de baixa freqüência abaixo do limiar de oscilação,

o que não degrada consideravelmente as correlações quânticas. Usando um método

perturbativo para as equações de movimento, vimos os efeitos da injeção nas propri-

edades quânticas do sistema. Nossa análise mostrou o alto grau de emaranhamento

e que correlações EPR são posśıveis para uma razoável injeção. Entretanto, os cam-

pos, nesse caso, são macroscópicos. Toda teoria desenvolvida aqui foi a EDE, teoria

clássica acrescida das flutuações de vácuo, que apresentou os mesmos resultados para

o problema tratado em uma teoria totalmente quântica (P-positiva), apresentados

na referência [89].



Caṕıtulo 6

Conclusão Geral

Nesta tese, buscamos obter dentro da eletrodinâmica estocástica (EDE), uma

teoria de realismo local, as mesmas correlações obtidas na teoria quântica para

dispositivos ópticos que geram estados emaranhados. Vimos que, para isso, é ne-

cessário introduzir um ingrediente na teoria clássica, que são as flutuações do vácuo

ou campo de ponto zero. Todas as correlações deste trabalho podem ser vistas como

intermediadas por essas flutuações.

No caṕıtulo 2, considerando o campo de ponto zero um elemento real, consegui-

mos explicar o processo de conversão paramétrica descendente espontânea (CPDE),

que não era explicado em termos da f́ısica clássica. Esse processo é responsável por

gerar feixes mais correlacionados que o previsto por uma teoria clássica e é utilizado

em vários experimentos discutindo os fundamentos da mecânica quântica. Na teoria

quântica, os fótons do feixe coerente que chegam ao cristal são convertidos em dois

novos fótons. Mas, para a EDE, todos os modos do campo já estão presentes antes

da intervenção do feixe de bombeamento, aplicado ao cristal não-linear. Fica fácil

entender a CPDE como um processo de amplificação das correlações entre certos

modos do campo de ponto zero.

Através da EDE, somos capazes de descrever, em termos de uma teoria pura-

mente ondulatória, o conceito de estado de modos emaranhados, que passa a ser

simplesmente modos correlacionados. As correlações dos feixes de luz que deixam o

cristal na CPDE estão acima e abaixo do ńıvel de ponto zero. Das várias formas de

verificar se um par de feixes são emaranhados, destacamos a violação da desigual-
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dade de Cauchy-Schwartz, a violação da desigualdade de Duan e do critério de EPR

proposto por M. Reid.

Como as correlações ocorrem em um ńıvel não acesśıvel aos detectores singulares,

que medem apenas o excesso de intensidade, eliminando o campo abaixo do ńıvel

de ponto zero, a violação da desigualdade de Cauchy-Schwartz é entendida como

conseqüência da perda de informação pelo detector. Vale salientar que, apesar da

teoria quântica gerar resultados corretos, um dos desconfortos surge da interpretação

canônica da mecânica quântica no que diz respeito à não-localidade. De uma certa

forma, a teoria apresentada aqui elimina esse problema, pois as correlações entre os

feixes só aparecerão acima do ńıvel de ponto zero, na detecção conjunta.

Para a violação da desigualdade de Duan e do critério de EPR, é necessário

um par de variáveis EPR. Mostramos que, definindo as quadraturas combinada

X± = Xs ± Xi e Y± = Ys ± Yi, as quadraturas X− e Y+ formam um par EPR

cujas flutuações são menores que as flutuações das partes e similares às do domı́nio

quântico. Vale destacar que essas quadraturas estão classicamente correlacionadas,

e, embora elas sejam livres para sozinhas flutuarem aleatoriamente, a condição de

acordo de fase, determinada pelo acoplamento não-linear, impõe as correlações de fa-

ses responsáveis por violar os critérios apresentados. A forma aqui apresentada para

descrever a CPDE permitiu obtermos resultados similares substituindo as flutuações

do vácuo por lasers independentes de baixa intensidade que interagem com um laser

de bombeamento dentro do cristal não-linear (ver referência [54]). Desde que os

detectores sejam calibrados para medirem o excesso de intensidade, o processo esti-

mulado por duas fontes estocásticas não-correlacionadas mostra que as correlações

clássicas (sem o campo de ponto zero) também violam a desigualdade de Cauchy-

Schwartz, bem como os critérios de Duan e o critério EPR. Os critérios apresentados

destacam a importância da descrição quântica para sistemas emaranhados. Entre-

tanto, temos que tomar cuidado ao considerá-los como a fronteira entre o quântico

e o clássico, uma vez que são violados por rúıdos clássicos como apresentado aqui e

na referência [54].

Ainda explorando as correlações oriundas da CPDE, estudamos, no caṕıtulo 4, o

fenômeno da formação das imagens fantasmas dentro do formalismo da EDE. Vários

autores atribuem a esse fenômeno o caráter de não-localidade, uma caracteŕıstica
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própria da mecânica quântica. Recentemente, foi verificado que feixes correlaciona-

dos classicamente também apresentavam formação de imagem na detecção conjunta.

Mas, para alguns desses autores, a diferença está na produção da imagem, tanto para

campo próximo como para campo distante. B. I. Erkmen e J. H. Shapiro propuse-

ram que campos gaussianos clássicos possuem essa caracteŕıstica e o diferencial está

na resolução da imagem nas duas aproximações para o campo. A EDE apresenta

as mesmas correlações de intensidade apresentada na óptica quântica, a diferença

está no rúıdo de fundo que borraria (diminuiria a visibilidade) a imagem produ-

zida pela detecção conjunta. Mas na EDE esse rúıdo é eliminado pelos detectores

e o resultado acaba sendo similar aos encontrados pela teoria quântica. Mesmo os

campos da CPDE, no qual as flutuações do vácuo são substitúıdas por lasers que

iniciam o processo, podem apresentar imagens ńıtidas, desde que os detectores sejam

calibrados para detectarem apenas o excesso de intensidade.

No Caṕıtulo 5, desenvolvemos, dentro da EDE, a descrição para as flutuações

do vácuo do oscilador paramétrico óptico (OPO) com sinal injetado, incluindo as

regiões abaixo, acima e no limiar de bombeamento. Os resultados obtidos podem

ser comparados com aqueles obtidos por uma teoria quântica aproximada, descrita

pela representação de Wigner truncada. A EDE nos permite ver o quanto podemos

ir e quais as limitações dessa teoria clássica extendida pelas flutuações do vácuo.

O que encontramos foi que as correções dessa teoria estão de acordo com a teoria

completamente quântica (representação P-positiva), apresentada no trabalho [89],

em todos os regimes apresentados.

Ao menos essa teoria tem o mérito de aumentar a abrangência da teoria clássica

no sentido de gerar resultados previstos pela óptica quântica.



Apêndice A

Flutuações Eletromagnética de

Ponto Zero

Planck (1911), na sua segunda teoria do corpo negro [96], obteve um termo que

não dependia da temperatura na função de densidade espectral, termo este que

apareceria mais tarde também na teoria quântica

ρ (ω, T ) =
ω2

π2c3

(
~ω
2

+
~ω

exp
( ~ω

kT
− 1

)
)

. (A.1)

O fator multiplicando o termo entre parênteses refere-se à densidade de estados

numa cavidade (número de modos normais do campo eletromagnético, dentro da

cavidade, por unidade de volume e por intervalo de frequências) e o termo entre

parênteses representa a energia média, do modo normal de frequência ω do campo

eletromagnético, à temperatura T. O primeiro termo, ~ω/2, diz respeito ao espectro

de ponto zero, e o segundo termo, diz respeito à parte térmica do espectro.

Mesmo sem ir além da termodinâmica e da teoria clássica da radiação, é posśıvel

inferir a existência do espectro de flutuações de ponto zero a partir da lei de desloca-

mento de Wien. Esta lei se refere ao comportamento da função densidade espectral

que descreve a radiação contida num recipiente, com paredes perfeitamente refleto-

ras, onde se realiza uma compressão adiabática quase estática. Para que esta função

seja coerente com a termodinâmica, ela deve obedecer a equação diferencial:

T
∂ρ(ω, T )

∂T
= 3ρ(ω, T )− ω

ρ(ω, T )

∂ω
, (A.2)
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cuja solução geral é da forma ρ(ω, T ) = ω3f(ω, T ), sendo f uma função arbitrária.

Em temperatura nula, uma solução além da trivial, é

ρ(ω, T = 0) = αω3 =
~ω3

π2c3
. (A.3)

Neste contexto a constante de Planck seria um fator de escala das flutuações do

campo eletromagnético que ocorrem mesmo à temperatura nula.

A prinćıpio, o espectro de Planck foi deduzido por argumentos inteiramente

clássicos, sem a hipótese da quantização dos ńıveis de energia do oscilador [9]. Essa

dedução foi embasada na fórmula de Einsten-Gibbs para as flutuações da energia

térmica de um sistema fechado e em contato diatérmico com um reservatório à

temperatura T:

kT 2∂〈ε〉
∂T

= [〈ε2〉 − 〈ε〉2]térmica = [〈ε2〉 − 〈ε〉2]total − [〈ε2〉 − 〈ε〉2]ponto zero. (A.4)

Onde 〈ε〉 é a energia média de um dos osciladores que compõem as paredes da

cavidade. Essa energia é proporcional á função densidade espectral que descreve a

radiação no interior da cavidade

〈ε〉 =
3π2c3

ω2
0

ρ(ω0, T ) (A.5)

sendo ω0 a frequência de ressonância do oscilador. tridimensional.

É posśıvel mostrar que a média quadrática das flutuações da energia dos oscila-

dores em equiĺıbrio com a radiação é tal que

〈ε2〉 − 〈ε〉2 =
1

3
〈ε〉2. (A.6)

Substituindo as equações (A.5) e (A.6) em (A.4), obtém-se a seguinte equação dife-

rencial para a função densidade espectral total:

kT 2∂ρ(ω0, T )

∂T
=

π2c3

ω2
0

[
ρ2(ω0, T )−

(
~ω3

2π2c3

)2
]

(A.7)

onde foi utilizado (A.3) para as flutuações de ponto zero. A equação acima pode ser

facilmente integrada, e o resultado será a fórmula de Rayleigh-Jeans quando ~ = 0,

ou seja, vácuo sem radiação, mas será a fórmula de Planck (A.1) se o espectro de

radiação de ponto zero for levado em consideração.
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Vale ressaltar que como o espectro de radiação de ponto zero é isotrópico e ho-

mogêneo em todos os sitemas de referências inerciais, a expressão (A.4) é invariante

por transformação de Lorentz [9].



Apêndice B

Soluções Aproximadas para o

Estado Estacionário

Para resolvermos as equações para o estado estacionário da variável x0s, podemos

escrever um produto de quinta ordem,

P5(x) = (2µ0 − x)

(
1− 1

4
x2

)2

, (B.1)

a solução é encontrada fazendo a intersecção de P5(x) com a reta f(x) = 2µ2
1x,

dando as ráızes reais para P5(x) − f(x) = 0. Fazendo µ1 = 0 leva, à solução usual

do OPO sem injeção: x0s = 2µ0 que é a única solução estável abaixo do limiar

(µ0 < 1) e x0s = ±2, que são as únicas soluções estáveis acima do limiar.

Para encontrarmos as soluções anaĺıticas aproximadas para x0s, dividiremos a

operação em três regiões diferentes, ou seja, abaixo , acima e no limiar. Em cada

regime, faremos uma escolha adequada para a solução de P5(x), assumindo sempre

uma pequena injeção (µ1 ¿ 1). Para o regime abaixo do limiar, vamos fazer uma

aproximação para P5(x) em torno de 2µ0, considerando x = 2µ0 + ε e preservando

os termos de primeira ordem em ε. Acima do limiar (µ0 > 1), teremos três soluções

estacionárias para x0s. Entretanto, como veremos no apêndice B, apenas a solução

para x0s > 2 é estável. A forma de P5(x) para a operação acima do limiar sugere

que uma aproximação quadrática pode ser aplicada em torno de x = 2. Por isso, ao

considerarmos x = 2µ0+ε iremos manter o termo de ordem dois para ε. Finalmente,
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no limiar a forma de P5(x) sugere uma aproximação cúbica em torno de x = 2, mas

veremos que uma aproximação quártica fornece um resultado mais simples.

Na figura B.1, mostramos a representação gráfica da solução estacionária para x0s

em cada regime. Em todo caso, a solução é encontrada como a intersecção da linha

cheia representando P5(x) com a linha de traços longos representando a inclinação

positiva de f(x) = 2µ2x. A aproximação linear corresponde à aproximação de

P5(x) por uma reta tangente e que faz intersecção com f(x), como podemos ver

na figura B.1(a). Esta aproximação, para a amplitude de quadratura do campo de

bombeamento no estado estacionário, abaixo do limiar dá

x0s = 2µ0

(
1− 2µ2

1

(1− µ2
0)

2
+ 2µ2

1

)
. (B.2)

Para obtermos a solução na região acima do limiar, aproximamos P5(x) por uma

parábola como mostrado na figura B.1(b). As duas soluções para x0s em torno de

x = 2 são obtidas fazendo a intersecção de f(x) com essa parábola. O menor valor

é a única solução estável. A aproximação estável para esse caso é, então,

x0s = 2− µ2
1

2(µ0 − 1)

(√
1 +

8(µ0 − 1)

µ2
1

− 1

)
. (B.3)

A aproximação quártica, válida no limiar (µ0 = 1), é

x0s = 2− (2µ1)
3/2. (B.4)

Esta solução é mostrada na figura B.1(c). Podemos ver que o polinômio de quarta

ordem se aproxima de P5(x) na região considerada.
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Figura B.1: Solução para o estado estacionário.



Apêndice C

Análise da Estabilidade das

Soluções Estacionárias

Apresentamos agora uma análise da estabilidade das soluções estacionárias. Va-

mos considerar um pequeno desvio da variável dinâmica em relação ao seu valor

médio como segue:

δxj = xjs − 〈xj〉,
δyj = yjs − 〈yj〉, (C.1)

com j = 0, 1, 2. Podemos escrever as equações de movimento para δxj e δyj a

partir da média das Eqs.(5.25). As equações de movimento linearizadas são obtidas

mantendo os termos de primeira ondem desses desvios. Definindo um vetor coluna

δ−→x j =




δx0

δx1

δx2


 e δ−→y j =




δy0

δy1

δy2


 , (C.2)

podemos escrever a equação linearizada de uma forma compacta:

δ−̇→x = Mx
−→x e δ−̇→y = My

−→y (C.3)
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onde

Mx =



−γr −γrx2s −γrx1s

x2s/2 −1 x0s/2

x1s/2 x0s/2 −1




e My =



−γr −γrx2s −γrx1s

x2s/2 −1 x0s/2

x1s/2 x0s/2 −1


 (C.4)

Estas soluções estacionárias são estáveis se todos os autovalores de Mx e My possúırem

partes reais negativas. Nós chegamos nas seguintes equações seculares para os auto-

valores λx e λy:

λ3
x + c1λ

2
x + c2λx + c3 = 0

λ3
y + d1λ

2
y + d2λy + d3 = 0 (C.5)

onde

c1 = d1 = 2 + γr,

c2 = d2 = 1− x2
0s/4 + 2γr +

γr

2

(
x2

1s + x2
2s

)
,

c3 = γr

[
1− x2

0s/4 +
(
x2

1s + x2
2s

)
/2 + x0sx1sx2s/2

]
,

d3 = γr

[
1− x2

0s/4 +
(
x2

1s − x2
2s

)
/2 + x0sx1sx2s/2

]
. (C.6)

De acordo com o critério de Hurwitz [97], todos os autovalores têm partes reais

negativas se, e apenas se, os coeficientes c1, c2 c3, d1, d2 e d3 forem todos positivos

e os determinantes de Hurwitz H1 = c1, H2 = c1c2 − c3, H3 = c3H2, G1 = d1,

G2 = d1d2 − d3 e G3 = d3G2, são todos positivos.

É conveniente escrever todas as condições em termos dos parâmetros do sistema

e x0s. Das equações para o estado estacionário, dadas por 5.27, temos

x1s =
8µ1

4− x2
0s

x2s =
4µ1x0s

4− x2
0s

(C.7)

O critério de Hurwirtz pode ser reduzido para uma única condição

(
1− x2

0s/4
) [

2µ2
1 +

(
1− x2

0s/4
)2

]
> 0 (C.8)
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Por isso, pôde-se ver que toda solução para o estado estacionário com x0s > 2 é

instável. Na prática, isto significa que toda solução f́ısica que encontramos para a

condição de sinal injetado são estáveis, em contraste com o caso não injetado que

tem uma instabilidade para oscilação no limiar.
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