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Resumo

Neste trabalho aplicamos a formulacao da cosmologia quantica canonica
para quantizar o modelo cosmoldgico de Friedmann-Robertson-Walker es-
pacialmente plano com poeira e uma constante cosmologica. As solugoes
classicas com A < 0 e A > 0 descrevem, respectivamente, um universo
eternamente oscilante entre um comeco e um fim singulares (Big Bang e
Big Crunch) e um universo que se expande eternamente de um comego sin-
gular. Nas proximidades dessas singularidades, a escala de energia torna-
se comparavel a escala de Planck e a intensidade do campo gravitacional
torna-se comparavel a das outras interagoes fundamentais, sugerindo que
efeitos quanticos tornem-se crescentemente importantes. Além do mais, efei-
tos quanticos podem levar a alteracoes na dinamica do universo durante
fases posteriores de sua evolucao ou até mesmo durante toda sua evolucao,
uma vez que em alguns casos modelos cosmoldgicos quanticos apresentam
comportamento quantico para fator de escala grande. Depois de escrever as
formulagoes hamiltonianas para a relatividade geral e o fluido perfeito rela-
tivistico, este ultimo descrito através de potenciais para a quadrivelocidade,
0 que nos permite associar uma variavel tempo a um grau de liberdade do
fluido, obtivemos a solucao para a equacao de Wheeler-DeWitt em um mini-
superespaco. Resolvemos esta equacao para um exemplo particular de funcao
de onda inicial e analisamos a evolucao do valor esperado do fator de escala.
Observamos que as singularidades classicas desaparecem no modelo quantico,
e uma constante cosmoldgica positiva pode descrever uma fase inflacionaria
nos primordios do universo e a fase de expansao acelerada atual. Estudamos
também a influéncia dos parametros arbitrarios da funcao de onda inicial
sobre o valor esperado do fator de escala.
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Abstract

In this work we apply the canonical formulation of quantum cosmology to
quantize the spatially flat Friedmann-Robertson-Walker cosmological model
with dust and a cosmological constant. The classical solutions with A < 0
and A > 0 describe, respectively, a universe eternally oscillating between a
singular beginning and a singular end (Big Bang and Big Crunch) and a uni-
verse that expands forever from a singular beginning. In the vicinity of these
singularities, the energy scale becomes comparable to the Planck scale and
the intensity of the gravitational field becomes comparable to the other fun-
damental interactions, suggesting that quantum effects become increasingly
important. Moreover, quantum effects can lead to changes in the dynamics
of the universe during the later stages of its evolution or even throughout its
evolution since in some cases quantum cosmological models present quantum
behavior for large scale factor. After writing the Hamiltonian formulation
for general relativity and a relativistic perfect fluid, the latter described by
velocity potentials, which allows us to associate a time variable to a degree
of freedom of the fluid, we find the solution to the Wheeler-DeWitt equation
on a mini-superspace. We solve this equation for a particular example of
the initial wave function and analyze the evolution of the expectation value
of the scale factor. We observe that the classical singularities disappear in
the quantum model and a positive cosmological constant can describe an
inflationary phase in the early universe and the current phase of accelerated
expansion. We also study the influence of arbitrary parameters of the initial
wave function on the expectation value of the scale factor.
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Notacoes e Convencoes

e Indices gregos variam de 0 a 3 e indices latinos variam de 1 a 3.

e A assinatura utilizada é (— + ++), de modo que a métrica induzida
sobre hipersuperficies espaciais é positiva.

e O tempo proéprio 7 é definido por
dr* = —ds* = —g,,dz"dx",

de modo que dr é real e positivo para uma particula se movendo ao
longo de uma geodésica do tipo tempo.

e Derivadas ordindrias

0

oz

sao indicadas por 0, ou por uma virgula. Por exemplo, a derivada de
um campo escalar ¢ é

0
% _poe,

e Os simbolos de Christoffel de segunda espécie sao definidos como

H}\(

. 1
I 7 §g I + Juau — g,u,l/,)\)-

e Para derivada covariante de um tensor qualquer 7% serao utilizadas
as notacoes

Ke.. K.
VVT)\... ou T/\...;V
com

VY =T, =0, TN + 08 TN 4 =T T —

X



A derivada covariante direcional é definida por:

D _di
dx — dx "

O tensor de curvatura ou de Riemann-Christoffel ¢ definido por

K _ Tk

I K P Tk 14
Auy T v p A,V + r ,upF VA r upr)\u'

O tensor de Ricci e o escalar de curvatura sao definidos, respectiva-
mente, pelas seguintes contragoes:

RMV - R’i;mw
R = ¢"™R,,.

O tensor de Einstein é definido por

1
Gp,y = R“V — §gMVR‘

As unidades utilizadas sao tais que ¢ = h = 167G = 1 onde ¢ é a
velocidade da luz no véacuo, h é a constante de Planck divida por 27 e
G ¢é a constante gravitacional de Newton.



Capitulo 1

Introducao

A cosmologia é o estudo do universo, ou cosmo, considerado como um
todo. Uma ciéncia que considera galdxias inteiras como pequenos objetos
pode parecer, a primeira vista, muito longe do interesse e alcance da huma-
nidade. No entanto, a cosmologia trata de questoes que sao fundamentais
para a condi¢cao humana, questoes como: De onde viemos? Onde estamos?
Para onde vamos? A cosmologia se inspira nestas perguntas quando tenta
descrever o passado, explicar o presente e prever o futuro do universo. Ao
longo do tltimo século a cosmologia moderna se desenvolveu e as questoes
acima, formuladas desde a antiguidade, foram reformuladas por cosmdlogos
da seguinte forma: De que o universo é feito? O universo tem uma extensao
espacial finita ou infinita? O universo teve um comego em algum instante no
passado? O universo ird ter um fim em algum instante no futuro?

O nascimento da cosmologia como ciéncia pode ser atribuido a Issac New-
ton (1642-1727). Foi somente com a criagao da teoria da gravitagao e as leis
da dinamica de Newton que pudemos comecar a compreender a dinamica do
sistema solar. A lei da gravitacao de Newton é uma lei de for¢a proporcional
as massas envolvidas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia
que as separa, com a caracteristica de ser sempre atrativa. Para Newton,
a atracao mutua da matéria era uma propriedade intrinseca da natureza.
Devido ao sucesso da gravitacao newtoniana dentro do sistema solar em des-
crever e prever fenomenos, nao tardou muito para a teoria ser extrapolada
para o universo como um todo. A teoria também possuia limitacoes, in-
clusive na parte conceitual, ao sugerir que a acao gravitacional era exercida
instantaneamente a distancia sem intermédio de nenhum agente ou contato
causal. Newton parecia ter clara consciencia das limitacoes de sua teoria.

Durante o periodo entre Newton e o inicio do século XX houve muitos
avancos na fisica e na observacao celeste, proporcionando um conhecimento
maior do universo. Mas ainda assim, no inicio do século passado nao se co-



nhecia a existéncia de galdxias e acreditava-se que o universo era estatico, a
idade do universo era estimada em alguns bilhoes de anos. Hoje, acredita-se
que vivemos em um universo em expansao com bilhoes de galdxias dentro do
nosso horizonte que iniciaram seu processo de formacao ha mais de 10 bilhoes
de anos. O quadro que se dispoe hoje do universo, o modelo padrao da cos-
mologia, ¢ um grande patrimonio cientifico e cultural da humanidade. Esse
modelo, baseado na teoria da relatividade geral de Albert Einstein (1879-
1955), nos permite entender a evolugao do universo desde as primeiras fragoes
de segundo até hoje, aproximadamente 14 bilhoes de anos depois.

O modelo padrao da cosmologia comegou a ser construido na primeira
metade do século passado e iniciou-se com Einstein, em 1917, pouco tempo
apos ele haver publicado seu trabalho sobre a teoria do campo gravitacional,
a relatividade geral [1], com base na qual calculou o efeito da deflexao da luz
ao passar por um corpo de grande massa, efeito este confirmado em 1919. As
equagoes de campo da relatividade geral formam um conjunto de equacoes
diferencias parciais nao-lineares acopladas. Embora nao se tenha conseguido
obter sua solucao geral, pode-se resolvé-las impondo hipoteses simplificadoras
(simetrias) ao problema. Assim, o primeiro modelo cosmoldgico relativista
proposto por Einstein [2], além de espacialmente homogéneo, isotrépico e
espacialmente finito (com curvatura espacial constante e positiva), possuia a
propriedade de ser estatico. Acreditava-se naquela época ser esta uma carac-
teristica do universo. Sendo a gravitacao atrativa, para obter um universo
estatico Einstein modificou as suas equagoes originais do campo gravitaci-
onal introduzindo um termo repulsivo para contrabalancar a gravidade, a
chamada constante cosmoldgica (A). No mesmo ano, o astronomo holandés
Willem de Sitter (1872-1934) publicou um trabalho [3] no qual obteve uma
nova solucao da relatividade geral, com constante cosmoldgica, estacionéria,
porém sem matéria. Contudo, isso nao impediu que esse modelo fosse in-
vestigado, a época, como uma possivel descricao do universo real. Como a
densidade do universo é baixa, a solucao de de Sitter era considerada como
uma aproximagao de densidade zero. Essa era a situagao em 1917, quando a
recém-criada teoria da relatividade geral ainda nao era muito aceita.

A possibilidade tedrica de um universo em expansao sé surgiu no periodo
entre 1922 e 1924 com Alexander Friedmann (1988-1925) [4]. O trabalho
de 1922 nao recebeu a devida atencao. Nesse artigo, em que considerou
espagos com curvatura constante e positiva, Friedmann obteve pela primeira
vez solugbes expansionistas (com e sem constante cosmoldgica) das equagoes
de Einstein. Mas tanto nesse artigo como no seguinte, publicado em 1924
(em que ele analisa espagos com curvatura espacial constante e negativa), a
abordagem eminentemente matematica empregada fez com que nao recebes-
sem grande atengao dos cosmologos e astronomos. De fato, nesses trabalhos



ele extraiu poucas consequéncias fisicas de suas solucoes. Assim, Friedmann
descobriu a possibilidade de um universo em expansao, mas nao a expansao
do universo. O universo descrito pelo modelo de Friedmann, além de ex-
pansionista, é espacialmente homogéneo, isotrépico em relacao a qualquer
ponto, e possui uma origem no passado em que a densidade de matéria e a
temperatura divergem, o chamado Big Bang. Esse modelo tornou-se a base
do modelo padrao da cosmologia. A possibilidade de expansao descoberta
por Friedmann chegou a ser questionada inicialmente por Einstein. Con-
tudo, um ano depois, admitiu seu erro e reconheceu a existéncia de solucoes
variaveis no tempo, como defendido no trabalho de Friedmann. Outra con-
tribuigcao notavel para o desenvolvimento da cosmologia nesse periodo inicial
foi dada pelo fisico e astronomo Georges Lemaitre (1894-1966). Lemaitre
obteve, de forma independente, equagoes equivalentes as anteriores obtidas
por Friedmann. A relagao linear entre velocidade e distancia ja encontrava-
se nesse trabalho, antes mesmo da descoberta da expansao do universo. Ao
contrario de Friedmann, Lemaitre nao s6 usou a abordagem matemaética mas
também a fisica e a astronomia conhecida na época para descrever o universo
de maneira a conseguir despertar a atencao da comunidade de cosmoélogos
e astronomos para as consequéncias fisicas das solucoes expansionistas, aju-
dando na compreensao do significado fisico de um universo em expansao.

Em 1923, Edwin Hubble (1889-1953) descobriu a existéncias de galdxias.
Estas seriam fundamentais para, em 1929, o mesmo Hubble descobrir que
as velocidades de recessao das galaxias eram proporcionais a suas distancias
e que a maioria das galaxias estavam se afastando de nds, sugerindo ser a
expansao uma propriedade do universo real e nao apenas uma possibilidade
tedrica [5].

Progresssos importantes foram obtidos por George Gamow (1904-1968)
e seu grupo no final da década de 1940 e inicio dos anos 50, na busca de
uma solucao para um problema que guarda sua origem na década de 1920.
Nessa época, uma das questoes centrais em astrofisica era saber como se for-
maram os elementos quimicos. Gamow e seus colaboradores, especialmente
Ralph Alpher (1921-2007) e Robert Herman (1914-1997), centraram o foco de
sua pesquisa em como descrever os estagios iniciais de evolugao do universo.
Entao, em 1946, Gamow publicou um artigo [6] no qual comegou a elabo-
rar o seu modelo de universo a partir de uma “explosao” inicial e, em 1948,
juntamente com Alpher e Hans Bethe (1906-2005) publicaram um artigo [7]
no qual apresentavam a idéia de uma “matéria inicial” formado de néutrons,
que em um instante posterior ao Big Bang se desintegrou (via decaimento
f) em prétons, elétrons e anti-neutrinos em um processo que também levou
a formacao dos nucleos mais pesados, processo denominado nucleossintese.
Naquele mesmo ano, Alpher e Hermann fizeram a notavel previsao de que



uma radiacao da época do Big Bang, altamente resfriada devido a expansao,
deveria estar presente atualmente no universo com uma temperatura esti-
mada da ordem de 5K [8]. Essa radiacao foi descoberta somente em 1964,
acidentalmente, pelos radio-astronomos Arno Penzias (1933- ) e Robert Wil-
son (1936- ) [9], constituindo a mais forte evidéncia da existéncia do Big
Bang. Essa descoberta deu a Penzias e Wilson o Prémio Nobel de Fisica em
1978.

Uma questao de grande relevancia, que continua recebendo grande atencao
dos cosmologos nesses 1ltimos anos, ¢ a da aceleracao césmica. Em 1998 e
1999 dois grupos envolvidos na observacao e anélise de supernovas do tipo Ia,
chefiados por Adam Riess (1969- ) e Saul Perlmutter (1959- ), anunciaram
que a fase de expansao atual do universo é acelerada [10, 11]. A gravidade
decorrente da matéria ordinaria é atrativa e, portanto, desacelera a expansao.
Assim, é necessaria uma outra componente da energia no universo com pro-
priedades bem distintas da matéria usual para explicar este fenomeno. Mui-
tas idéias foram propostas para explicar esta descoberta, a principal delas
supoe ser o universo homogeneamente preenchido por um fluido com pressao
negativa denominado energia escura [12].

Uma grande variedade de propostas tais como modelos de energia escura
através de campos escalares ou de modificagoes a densidade lagrangiana de
Einstein-Hilbert surgiram para dar conta de uma expansao acelerada decor-
rente de uma pressao negativa. Um campo escalar homogéneo, capaz de
impulsionar a expansao acelerada do universo é uma destas. A idéia de quin-
tesséncia [13, 14] consiste em considerar um campo escalar com um termo
cinético evoluindo sob a a¢ao de um potencial minimamente acoplado a gra-
vidade. Nesse caso, o campo escalar é dinamicamente relevante em uma fase
recente de evolugao do universo. Nos modelos de quintesséncia a quantidade
fundamental é o potencial escalar. Para cada potencial existe uma fenome-
nologia diferente. Na literatura existem varias propostas de potenciais de
quintesséncia. Outros modelos com campo escalar mas que introduzem mo-
dificacoes no termo cinético de sua lagrangiana sao os modelos de K-esséncia
[15, 16]. H4 uma outra classe interessante de modelos de energia escura en-
volvendo um fluido conhecido como gds de Chaplygin [17], assim chamado
porque sua equacao de estado é similar a usada pelo matematico russo Ser-
gei Chaplygin (1869-1942), no inicio do século XX, em seus estudos sobre
dinamica dos fluidos. Este fluido também implica a aceleracao do universo
recentemente. Também tem sido investigada a possibilidade de que matéria
e energia escuras seriam manifestacoes distintas de uma tunica substancia,
a quartesséncia ou matéria escura unificada [18]. O nome quartesséncia é
porque as componentes “basicas”do universo sao reduzidas a quatro (fétons,
neutrinos, barions e a componente escura unificada). O modelo do gas de



Chaplygin generalizado, descrito em termos de um campo escalar complexo,
foi proposto como protétipo de modelo de quartesséncia [19, 20, 21]. A
aceleracao cosmica pode ser obtida também em teorias da gravidade modi-
ficadas como as teorias f(R), que consistem em substituir a Lagrangiana de
Einstein-Hilbert por uma fungao mais geral do escalar de Ricci [22]. Essas
teorias tém sido estudadas como uma alternativa a energia escura e podem
dar conta de uma fase de expansao acelerada recente no universo.

Dado que a constante cosmoldgica, introduzida inicialmente por Einstein
para manter o universo estatico, atua nas equacgoes de campo da relativi-
dade geral como uma fonte homogeénea e isotrépica com pressao p = —p,
ela ressurgiu neste cenario como a candidata mais natural e mais simples a
energia escura, recebendo enorme atengao por parte dos cosmologos [23, 24].
De fato, as observagoes atuais [25] s@o compativeis com p/p = w = —1,
justificando o enorme interesse tedérico em modelos cosmoldgicos com uma
constante cosmologica.

A aceitacao da teoria do Big Bang nos leva a fazer uma pergunta impor-
tante: é possivel aplicar a teoria da relatividade geral a situagoes tao extremas
como aquelas encontradas na época do Big Bang? Os teoremas de singulari-
dade de Hawking e Penrose estabelecem que singularidades, tais como o Big
Bang, nao sao uma caracteristica exclusiva dos modelos de Friedmann, mas
podem existir em qualquer solugao das equacoes de Einstein representando
um modelo cosmolégico. O universo como um todo é ao mesmo tempo de
natureza quantica e de aparéncia classica na maioria de seus estagios, mas
a medida que nos aproximamos da singularidade do Big Bang a intensidade
da interagao gravitacional torna-se comparavel a das outras interagoes fun-
damentais e a natureza quantica do universo se revela, sugerindo que uma
formulacao quantica torna-se crescentemente importante. Assim, acredita-se
que se levarmos em conta os efeitos quanticos no universo primordial podemos
evitar a singularidade inicial e, além do mais, a inclusao de efeitos quanticos
na dinamica do universo pode alterar significamente a sua evolugao. E desta
possibilidade que trata esta dissertacao.

Nao héa hoje uma teoria quantica da gravidade consistente. Contudo, exis-
tem alguns esquemas aproximados para tentar resolver, pelo menos parcial-
mente, alguns dos problemas que uma teoria quantica da gravitacao se propoe
a atacar. Um desses esquemas é a cosmologia quantical, que é a aplicacao
da teoria quantica ao universo como um todo. Conceitualmente, cosmologia
quantica nao é necessariamente associada com gravidade quantica. Contudo,
tendo em vista que gravidade é a interacao dominante em larga escala, qual-

IPara uma introducio ao assunto, o leitor é remetido ao livro “Quantum Gravity” de
C. Kiefer [26].



quer modelo realistico de cosmologia quantica deve ser baseado numa teoria
da gravidade quantica. Embora nao haja ainda uma concordancia sobre qual
seria o formalismo correto, aqui utilizaremos a cosmologia quantica canonica
(geometrodinamica quantica). A teoria canonica requer que o espago-tempo
quadridimensional da relatividade geral seja decomposto em superficies tri-
dimensionais do tipo espaco e curvas temporais para que a teoria classica
seja posta na forma hamiltoniana. Entao, efetuando as prescri¢coes quanticas
usuais e aplicando o procedimento de quantizacao de Dirac, é construida
uma equacao analoga a de Schrodinger, a equacao de Wheeler-DeWitt, a
qual fornece a dinamica da teoria quantica e determina o objeto central da
cosmologia quantica: a fun¢ao de onda do universo.

A cosmologia quantica comegou em 1967 com o trabalho pioneiro de Bryce
DeWitt (1923-2004) [27]. Ele aplicou o procedimento de quantizagdo a um
universo de Friedmann fechado preenchido com matéria, esta ultima descrita
fenomenologicamente, isto é, nao em termos de campos fundamentais. Este
foi o primeiro modelo de mini-superespaco da cosmologia quantica. Mini-
superespaco ¢ o nome genérico para a colecao de geometrias com apenas
um nuimero finito de graus de liberdade, e tem o prefixo “mini” porque o
espaco de configuracao da relatividade geral, de dimensao infinita, é chamado
de superespaco. No seu trabalho seminal DeWitt abordou um importante
problema em cosmologia quantica: a singularidade presente na teoria classica
pode ser evitada na cosmologia quantica?

Esta dissertacao estd organizada como passamos a descrever. O for-
malismo necessario para a realizacao do nosso estudo sera desenvolvido no
capitulo 2, que trata de uma revisao do formalismo ADM [28] e do formalismo
de Schutz [29] para fluidos perfeitos relativisticos. A parte original desta dis-
sertacao estd contida no capitulo 3, onde empregamos o formalismo desen-
volvido no capitulo anterior e investigamos algumas caracteristicas quanticas
do modelo de Friedmann-Robertson-Walker espacialmente plano preenchido
homogeneamente com um fluido perfeito com equagao de estado p = wp, com
w = 0, e uma constante cosmolégica. De posse da hamiltoniana, efetuamos
o procedimento de quantizagao canonica obtendo uma equagao semelhante
a equagao de Schrodinger, a equacao de Wheeler-DeWitt, a qual determina
a funcao de onda do universo como um todo e nos possibilita estudar sua
dinamica. Quantizamos este modelo de duas formas diferentes. Numa de-
las nao chegamos a resultados conclusivos por nao termos conseguido obter
solucoes fisicamente aceitaveis da equacao de Wheeler-DeWitt. Na outra, ob-
tivemos um universo que evolui de forma diferente do universo descrito pelo
modelo classico. Diferentemente do modelo classico, o modelo quantico nao
possui uma singularidade inicial e, além do mais, o modelo quantico sugere
que uma Unica constante cosmoldgica positiva pode dar conta de uma fase



inflacionaria nos primordios do universo e uma expansao acelerada do uni-
verso observada hoje. No capitulo 4 sao apresentadas as consideragoes finais
e nos apéndices sao apresentados em uma abordagem introdutoéria concei-
tos cruciais que foram mencionados ao longo do texto, com o intuito de dar
suporte para o modelo de mini-superespaco construido.



Capitulo 2

Formulacao Canonica da
Relatividade Geral

H4& varias razoes para buscar uma teoria quantica da gravidade. As duas
maiores vém da teoria quantica de campos e da teoria da relatividade geral.
Da perspectiva da teoria quantica de campos, uma unificacao de todas as in-
teragoes fundamentais continua sendo um objetivo atraente; da perspectiva
da teoria da relatividade geral, uma quantizagao da gravidade é necessaria
uma vez que a relatividade geral preve a sua propria ruptura; isto ocorre
quando quantidades definidas dentro da prépria teoria divergem. O mais fa-
moso exemplo de tal divergéncia é a que ocorre no comeco do nosso universo,
chamada de singularidade do Big-Bang. Neste contexto, a gravidade quantica
seria uma teoria quantica consistente do campo gravitacional. O ponto de
partida para a construcao dessa teoria pode ser a quantizacao da teoria de
Einstein da relatividade geral. Aqui utilizaremos a abordagem canonica na
quantizacao (geometrodinamica quantica) da relatividade geral que comega
com uma divisao do espaco-tempo em espago e tempo, perdendo assim a
covariancia geral explicita. Um formalismo hamiltoniano para a teoria é de-
senvolvido no qual a métrica quadridimensional agora é interpretada como
uma evolucao da métrica tridimensional no tempo.

No estudo do modelo cosmoldgico quantico, adotaremos para o conteido
material do universo uma descricao simples de fluido perfeito relativistico,
embora saibamos que a principio o conteido material do universo deva ser
descrito por campos fundamentais devido ao carater quantico do problema
[30]. A vantagem dessa abordagem fenomenolégica é que solugoes exatas
podem ser construidas para a equacao fundamental da teoria no caso de
um fluido com equacao de estado p = wp [31]. Portanto, neste capitulo,
descreveremos o formalismo hamiltoniano tanto para a relatividade geral
quanto para o fluido perfeito relativistico que modela o contetiido material
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do universo. Desta maneira, o processo de quantizacao no proximo capitulo
sera imediato.

2.1 As Variaveis ADM

Para por a teoria da relatividade geral na forma hamiltoniana utilizare-
mos o formalismo de R. Arnowitt, S. Deser e C. W. Misner [28], o formalismo
ADM, desenvolvido nas décadas de 1950 e 1960. Nesse formalismo, os verda-
deiros graus de liberdade do campo gravitacional residem em hipersuperficies
espaciais que folheiam o espaco-tempo, e a dinamica do campo gravitacional
pode ser vista como a evolugao no tempo dessas hipersuperficies.

O formalismo hamiltoniano comeca com a escolha de coordenadas gene-
ralizadas e a definicao de seus momentos conjugados. Uma vez que a de-
finicao de momento canonicamente conjugado a uma coordenada requer um
parametro temporal (p; = L/0q;), devemos por a relatividade geral numa
forma tal que a teoria apresente um parametro que descreva a evolugao tem-
poral. Isto é alcangado ao se decompor o espago-tempo quadridimensional M
em um conjunto de hipersuperficies tridimensionais ¥;, ¢ = constante. Uma
condigao necessaria é que M seja globalmente hiperbdlico, isto é, possua uma
superficie de Cauchy ¥ (num instante de tempo) na qual dados iniciais po-
dem ser descritos para determinar unicamente todo o espaco-tempo’. Em tal
caso, o problema de valor inicial estda bem definido, e a forma hamiltoniana
da relatividade pode ser construida.

Comecamos entao fazendo uma foliagdo do espaco-tempo em superficies
de Cauchy ¥, com t denotando a funcao tempo global (decomposi¢ao 3+1).
O correspondente campo vetorial (fluxo do tempo) é denotado por t*, obe-
decendo a

VvV, t = 1. (2.1)

As normais as hipersuperficies sao dadas pelas 1-formas n = n,dz". A
coordenada t parametriza a hipersuperficie de tal modo que

ny, = —(9") "5, (2.2)

donde g,,n*n” = —1. A métrica do espaco-tempo g, induz uma métrica
tridimensional sobre cada Y; dada por

hyw = Guw +nyun,. (2.3)

!Para mais detalhes veja [32], onde argumenta-se que qualquer espaco-tempo fisica-
mente aceitavel é globalmente hiperbdlico.
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De fato h,, ¢ um objeto que age como um projetor sobre ¥;: h,n” = 0,
huh?’? = h,? e h?, = h® = 0. Podemos decompor ¢* em suas componetes
paralela e perpendicular a >3,

th = Nn' + N*, (2.4)

onde N é a fungao lapso e N* é o vetor deslocamento. Escrevendo (2.4) em
fungao de n* podemos escrever (2.3) como

g = R — phn?
v 1 v v
Uma vez que z° = t, segue de (2.1) que t* = 4}. Utilizando este fato

juntamente com h°, = h#*® = 0 podemos escrever as componetes de g”:

1 Ni
N2 N2
By

(9") = _ o
N* 17 N*NJ
e

N2
Invertendo (¢g"”) obtemos

—N? 4+ Ny,N* NI

(g;w) = ' )
onde a métrica espacial induzida é usada para baixar e levantar indices es-
paciais: NpN* = h NIN* = RhIEN;N*¥ e h;;h/* = §F. A interpretagao
geométrica da funcao lapso e do vetor deslocamento esta representada na
figura (2.1). O vetor #* aponta de um ponto com coordenada (espacial) z*
sobre t = constante para um ponto com a mesma coordenada sobre a hiper-
superficie vizinha t + dt = constante. A distancia puramente temporal entre
as hipersuperficies é dada por N, portanto N é chamada de funcao lapso.
Similarmente, N* é um vetor que aponta de um ponto com coordenada z®
sobre ¥; para o ponto sobre a mesma hipersuperficie cujo vetor normal é
erguido para alcancar o ponto de mesma coordenada x% sobre ¥y 4. N¢ é 0
chamado vetor deslocamento. Isto quer dizer que as coordenadas espaciais
sao co-méveis se N' = 0. Nestas coordenadas ¢ imediato que

V—gd'‘z = NVhdtdz, (2.6)

onde g = det(g,,) e h = det(hy;).
Parametricamente, a folheacao do espaco-tempo é dada por

XH = gh(t, &, (2.7)
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Figura 2.1: Diagrama do espaco-tempo ilustrando a decomposicao 3+1 e o
significado geométrico da func¢ao lapso e do vetor deslocamento.

onde X" sao as coordenadas de M e t rotula hipersuperficies distintas. O
elemento de linha sobre uma dada hipersuperficie ¥; é dado por

ds® = g, (X*)dr"dx”
Oxt 0x¥y . . .
p igei

= hyd€'dg’, (2.8)

onde

oxt Ox”
gt o9&
Portanto, a métrica g,,, de M induz uma métrica h;; em ¥; se o elemento de
linha é restrito a ;. A métrica intrinseca a hipersuperficie, h;;, é por isso
chamada de métrica induzida.

O espago-tempo globalmente hiperbdlico M pode ser interpretado como
a evolucao da métrica tridimensional h;; sobre ¥, , isto ¢, uma evolucao de
hij(to) para h;;(t). Assim, toda a informagao sobre o campo gravitacional é
transferida para as chamadas varidveis ADM: N, N’ e h;;. Ao realizarmos
a foliagao, o espago-tempo desaparece restando apenas o espaco de confi-
guragao, que é o espago de todas geometrias tridimensionais (chamado de
superespago por John Wheeler).

Finalizando esta secao, vamos considerar a decomposigao

Ny = nu;)\(h’\ , —nn,) (2.10)

hij = guu(x“) (2.9)

da derivada covariante do vetor normal para definir o tensor de curvatura
extrinseca como

A
Ky = —nuah™,
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g

Figura 2.2: Diagrama do espaco-tempo ilustrando o significado da curvatura
extrinseca.

= Ny — nu;,\nAn,,. (2.11)

Como K,,n* = 0 = K,,n", este campo tensorial ¢ uma quantidade pura-
mente espacial e pode ser escrito como Kj;;. Pode-se demonstrar que este
campo tensorial é simétrico, K, = K,,,. A interpretacao geométrica do ten-
sor K, estd representada na figura (2.2). Considere o vetor normal em dois
pontos P e Q de uma hipersuperficie. Se n* é o vetor em P resultante de
transportar paralelamente o vetor n* ao longo de uma geodésica de Q) para P,
a diferenca entre n* e n* é uma medida da curvatura de ¥; no espaco-tempo
em que estd imersa. Assim, K, mede o quanto uma hipersuperficie se curva
em relacao ao espacgo de dimensao maior em que estd imersa.

Em termos da funcao lapso e do vetor deslocamento, a curvatura extrinseca
pode ser escrita como

1 .
Kij = W(Ni\j + Njji — hij), (2.12)
onde o ponto denota a derivada parcial em relacao a t e
Ny; = Nij =*T5 N, (2.13)

é a derivada covariante induzida sobre a hipersuperficie.

2.2 Formulacao Hamiltoniana da Relatividade
Geral

A relatividade geral é uma teoria de campo classica na qual o campo
dinamico é o tensor métrico g,,. Assim, podemos obter as equagoes da
relatividade geral através de um principio variacional com a agao dada por

S = /d‘*x.c, (2.14)
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onde
L=+/—g(R—2A). (2.15)

O escalar de curvatura pode ser escrito em termos de grandezas relativas as
hipersuperficies espaciais como [26]

R="R+ K;K" — K* -2V ,(n"V,n" —n'V,n"), (2.16)

onde 3R é a curvatura escalar intrinseca da hipersuperficie espacial ;. De
posse das varidaveis ADM e das demais definicoes adotadas, é possivel ex-
pressar a lagrangiana £ em termos destas novas varidveis. Utilizando (2.6) e
(2.16) temos que

L=L,—2NVhV,(n"V,n* — n'V,n"), (2.17)
onde B
L, = NVh(R+ K;; K7 — K* — 21) (2.18)

¢ a densidade lagrangiana usual da geometrodinamica. Como L e L, dife-
rem apenas por uma quadrivergéncia, elas dao origem as mesmas equagoes
de movimento, o que nos permite adotar £, como base de nosso principio
variacional. Introduzimos aqui a métrica de DeWitt, também denominada
supermétrica, cuja forma é

1

Giju = m(hikhjl + hithji, — hijhi). (2.19)

Em termos da inversa
Gt — \/ﬁ[ﬁ(h”“hﬂ + RipIkY — Bk (2.20)

podemos escrever (2.18) como

L, = N[G"™MEK; K, + Vh(R — 2A)]. (2.21)
Os momentos canonicamente conjugados a N, N; e h;;, denotados por 7°, 7
e 7, respectivamente, sdo dados por

oL

™ =—2=0, (2.22)
ON
. 0L

=2 =, (2.23)

_8_M_
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€
- 8‘59
ahij
= onGHmn g, Mo
ahij
= —G"MEKy, (2.24)

onde usamos a equacao (2.12). As duas primeiras equagoes acima sao vinculos
primdrios (vide Apéndice A) e expressam o fato de a lagrangiana (2.21) ser
independente das “velocidades” N e N;. Estas também nao aparecem na
hamiltoniana gravitacional, que é dada por
Hg = WON + WZNZ + Wijhl'j — ﬁg
—GIM Ky (Nyy + Ny — 2N K;) — N[GIM K Ky + VR(R — 2A)]
= N[G™MEK;; Ky — Vh(R — 20)] — 207 Ny,
= N[Gium?7™ — Vh(R — 20)] + Ny(277); — (2N ;, (2.25)

onde usamos (2.12) e o fato de que Gy G*™" = 677" para inverter (2.24).
Desprezando a divergéncia no tltimo termo de (2.25) temos

Hy = NHO + NH, (2.26)
onde
HY = Gyjar ' — VR(R — 2A) (2.27)
€ . ..
Hi =27 (2.28)

Agora, uma vez que os vinculos primarios devem ser mantidos em qualquer
instante, derivadas temporais de 7° e 7" devem anular-se por (2.22) e (2.23).
Isto implica 70 = {7°, H)} = 0 e 7' = {#*, H}} = 0, de modo que

Hy=0 (2.29)

H, =0. (2.30)

As equagbes (2.29) e (2.30) sdo os chamados vinculos secundérios (Apéndice
1). A primeira chamaremos de vinculo hamiltoniano, o qual é responsavel
por gerar a dinamica da geometria tridimensional. Tal cardter dinamico
deste vinculo resulta da estrutura “energia cinética” mais “energia poten-
cial”, com o “quadrado” do momento 7% desempenhando o papel de energia
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cinética e o negativo da curvatura intrinseca desempenhando o papel da ener-
gia potencial. Por outro lado, a segunda equacao é chamada de vinculos do
momentos e é responsavel por gerar os difeomorfismos? da métrica tridimen-
sional h;;. Ambos desempenharao um papel importante no procedimento de
quantizacgao.

2.3 Fluido Relativistico: Representacao
Via Potenciais de Velocidade

A partir de agora nossa preocupacao sera a de obter uma formulagao ha-
miltoniana para o fluido perfeito relativistico. Para descrever o fluido utiliza-
remos o formalismo desenvolvido por Schutz [29] no inicio da década de 1970
para um fluido perfeito interagindo com o campo gravitacional. Nesse forma-
lismo, a quadrivelocidade é expressa em termos de seis potenciais de veloci-
dade, cada um dos quais obedece a sua propria equacao de movimento. Essa
representacao permite uma nova formulagao da hidrodinamica relativistica,
na qual os potenciais de velocidade obedecem a equacoes de movimento de
primeira ordem e a variacao temporal da quadrivelocidade é interpretada no
sentido euleriano®. Tanto as equacoes de campo de Einstein como as equacoes
de movimento, que sao completamente equivalente aquelas obtidas do tensor
de energia e momento, podem ser obtidas a partir de um principio varia-
cional. Uma das vantagens desse formalismo de potenciais de velocidade é
que graus de liberdade dinamicos sao atribuidos ao fluido, o que, como vere-
mos, permite associar uma variavel tempo a um grau de liberdade do fluido*.
Antes de descrever a hidrodinamica relativistica em termos de potenciais de
velocidade, revisemos a versao padrao.

Considere um fluido perfeito de uma componente composto por barions.
Embora a massa de um grupo de béarions nao seja conservada, visto que estes
podem sofrer transmutacao, o nimero N de barions permanece constante.
Assim sendo, define-se a massa de repouso conservada de uma amostra de
matéria contendo N barions como myN, onde mpy é a massa do atomo de

2A relatividade geral é uma teoria invariante por difeomorfismos (isto ¢, invariante por
transformacoes gerais de coordenadas). Isto implica que os pontos do espago-tempo nao
podem ser dotados de qualquer significado. Este é o motivo pelo qual no capitulo 3, ao
realizarmos a quantizagao, encontraremos um funcional de onda que depende somente dos
graus de liberdade do sistema (a geometria do espago e os campos de matéria) e nao das
coordenadas utilizadas para descrever o espago-tempo.

30s adjetivos lagrangiano e euleriano se referem, respectivamente, a observadores
coméveis com o fluido ou fixos em relagao a algum referencial arbitrario através do qual o
fluido escoa.

4Falaremos melhor sobre isto no final da segao (3.1).
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hidrogénio em seu estado fundamental. A diferenca entre a massa total M e
my N é chamada energia interna U. Denotemos por pg a densidade de massa
de repouso no estado fundamental e por u = U/myN a energia interna
especifica. Com isso,

U=M—mpygN. (2.31)

Dividindo por myz N e pelo volume V' da amostra que contém os N barions,
obtemos

vl

Aqui % ¢ a densidade de massa do fluido, enquanto que mﬁN ¢ a densidade
de massa de repouso denotada por py. Logo, a densidade total de matéria é

dada por

+ ). (2.32)

p=po(l+u). (2.33)

Suponha que o fluido seja caracterizado por uma equacgao de estado da forma
p = p(po,u). Pela primeira lei da termodinamica, a quantidade de energia
adicionada ao fluido é dada por

dQ = dU + pdV. (2.34)
Dividindo por myN obtemos
1
dg =du+ pd(—), 2.35
q p <p0> (2.35)

onde dq é a quantidade de energia por unidade de massa de repouso adicio-
nada ao fluido em um processo quase-estatico. Como a equacao de estado de-
pende de duas varidveis, o teorema de Pfaff® assegura a existéncia das funcoes
entropia especifica e temperatura, S(po,u) e T(po, u) respectivamente, tais
que:

1
du + pd(—) — Tds. (2.36)
Po
Define-se a massa inercial especifica como
u:p+p:1+u+£, (2.37)
Po Po

onde a quantidade p+ p faz o papel de massa inercial por unidade de volume
num fluido perfeito. Com isso, é possivel utilizar du para eliminar du em
(2.36), o que permite escrever

dp = po(dp — Tds), (2.38)

SEm sua forma mais simples, o teorema de Pfaff afirma que uma 1-forma diferencial a
duas variaveis sempre possui um fator integrante. No apéndice A do primeiro artigo da
referéncia [29] podem ser encontrados mais detalhes.
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onde é possivel observar que py e u podem ser expressos como fungoes de u
e s, de tal modo que a equacao de estado assuma a forma p = p(u, ).

O fluido perfeito relativistico de uma componente é definido por uma
equagao de estado do tipo p = p(u, s) e pelo tensor de energia-momento

7 = (p+pjuu’ +pg™’
= popuu’ + pg*”. (2.39)

Por se tratar de um fluido perfeito, o tensor de energia-momento nao apre-
senta viscosidade ou condugao de calor e sua forma num referencial comédvel
¢ TP = diag(p,p,p,p). A condicio de conservacao do nimero de barions
reescrita em termos de pg fica sendo

(Pou)ia = 0. (2.40)
Além disso, a condicao de normalizagao da quadrivelocidade u® = % é

u“u, = —1, (2.41)
o que conduz a

(u*uy) .o = 0. (2.42)

Sob a exigéncia de que o tensor de energia-momento tenha divergéncia nula,
isto é,

T, =0, (2.43)
as equacoes de movimento podem ser expressas na forma de leis de con-
servagao. As equagoes (2.40) e (2.41), juntamente com a conservagao do
tensor de energia-momento (2.43), determinam completamente o movimento
de um fluido cuja equacao de estado é conhecida.

O significado fisico das quatro equagdes (2.43) torna-se mais claro se sepa~
rarmos suas componentes paralela e perpendicular a quadrivelocidade. Para
a componente paralela escreve-se

ua T, = 0. (2.44)
Com o uso das equagoes (2.40), (2.41) e (2.42) chega-se a
u’'p, — pou”p, =0, (2.45)
e utilizando a equagao (2.38), obtém-se

poTu"s, =0, (2.46)
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o que nos diz que o movimento de um fluido perfeito conserva a entropia por
barion. Além do mais, uma vez que dg = T'ds, confirmamos que nao ha fluxo
de calor em qualquer elemento do fluido durante seu movimento.

Agora, para construir as trés equacoes de movimento independentes per-
pendiculares a u*, introduzimos o tensor

P, =8, +utu,, (2.47)

o qual projeta tensores perpendicularmente a u*. Aplicando (2.47) em (2.43)
e usando as equagoes (2.40), (2.41) e (2.42) obtemos

—PYp,, = ppou’,u”. (2.48)

Em um referencial inercial localmente co-mével, a parte espacial de (2.48)
torna-se

—

Vp=(p+p)L. (2.49)
dt
A equagao acima é a lei de for¢a usual, o que justifica chamar (p + p) de
massa inercial por unidade de volume.

As equacoes de movimento obedecidas por um fluido perfeito, equacao
(2.43), sao usualmente interpretadas em um sentido lagrangiano: a qua-
drivelocidade é considerada como a taxa de variagao em relagao ao tempo
proprio da posicao da particula. Assim, a quadrivelocidade é vista como
uma pequena seta carregada pelas particulas ao longo de seu movimento e
somente no limite do continuo podem ser consideradas como um campo veto-
rial, uma vez que o fluido é composto por particulas discretas muito proximas
umas das outras. Por outro lado, a quadrivelocidade pode ser considerada
como um campo vetorial sobre todo o espaco-tempo e, deste modo, pode ser
representada em termos de campos escalares e seus gradientes. Enquanto
as particulas movem-se através do espaco, os escalares em um dado ponto
simplesmente mudam sua magnitude com o tempo. Esta representacao por
potenciais de velocidade conduz a uma interpretacao euleriana da dinamica
do fluido.

De acordo com o teorema de Pfaff, sao suficientes quatro potenciais para
descrever a quadrivelocidade:

uy = ab + cd y. (2.50)

O formalismo de Schutz introduz dois novos potenciais, cada qual com sua
equacao de movimento. Sendo assim, a quadrivelocidade assume a forma

1
Uy = ;(¢,)\ +afy+0s,). (2.51)
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Os potenciais p e s sao a entalpia especifica e a entropia especifica, respecti-
vamente. Os demais potenciais «, (3, 6 e ¢ nao tém uma interpretacgao fisica
clara.

A condigao de normalizagao da quadrivelocidade (2.41) implica uma de-
pendéncia funcional de p em relagao as variaveis independentes do principio
variacional, ¢, o, 3, 0, s e g7

/f = _gg)\<¢,a +aBy,+0s5)(pn+ B+ 0s)). (2.52)

Ou, de uma forma mais concisa,

= —v"v,, (2.53)
onde v¥ é definido como
vy, = Uy
= ¢uptab,+0s,. (2.54)

As equacoes dinamicas nesta representagao serao obtidas na proxima secao.

2.4 Teoria Hamiltoniana de um Fluido
Perfeito Relativistico

Para que a formulacao da hidrodinamica relativistica em termos da qua-
drivelocidade (2.51) seja interessante, é necessario que as equagoes de evolucao
possam ser obtidas com a utilizacao de uma acao apropriada. Como dito an-
teriormente, o formalismo de Schutz esta baseado num principio variacional
cuja densidade lagrangiana é especialmente simples:

5= / den/=4(R + p), (2.55)

onde R é o escalar de curvatura do espaco-tempo, p é a pressao do fluido e g é
o determinante da métrica. Variando esta acao com relagao aos potenciais de
velocidade obtemos as equagoes eulerianas de movimento (2.65). Variando
esta acao com relacao ao tensor métrico obtemos as equacoes de campo de
Einstein tendo como fonte um fluido perfeito.

Para calcular variagoes de primeira ordem na pressao usamos a primeira
lei da termodinamica na forma da equagao (2.38),

op = podp — poTds, (2.56)
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onde dpu é calculado a partir da equagao (2.53). Com isso, vamos primeira-
mente variar a equacdo (2.55) com relacdo ao tensor métrico g°* obtendo

S = /d4a:(\/—g Gordg™ +6y/=gp+v/—g0p)

1
— /cl“:zc\/—g(G(,Ach”A - §gJAég“’\p + podpt), (2.57)

onde usamos (2.56) e o resultado bem conhecido

1
ov/—g = —5\/ —990,\59”- (2.58)
Por (2.53) temos

20 = —v,ux00""
= podp = —%pouugu,\ég‘”\. (2.59)
Obtemos, assim, para a variacao nula da acao
5S = /d4x\/—_gég”[GM — %(pouugm + pgsa)] = 0. (2.60)
Levando em conta (2.39) resulta
o = %TM, (2.61)

que sao as equagoes de campo de Einstein tendo um fluido perfeito como
fonte da gravitacao®. Substituindo as derivadas ordindrias por derivadas
covariantes em (2.54) e denotando os potenciais escalares genericamente por
1, de modo que v, = v, (1, V 1b), por (2.53) temos que

2uop = —2v"v,
v v
— V| Y ) 2.62
v [+ A () (2.62)

Multiplicando ambos os membros desta ultima equagao por py/2u, usando
(2.54) e o fato de a derivada covariante comutar com a varia¢do ¢, temos

ov, , Ov,
pobiL = —pou” S5 — pou GVUWVA(&/))

oY
v,
o =V, (Poul’ v

,0v,
oY OV

, Ou,
—i—V,\(pou . )&b. (2.63)

SPoderfamos aqui ter considerado o termo da constante cosmolégica na acio (2.55)
obtendo assim as equacoes de campo de Einstein com a constante cosmolégica, mas isto
nao foi feito para preservar a forma original da ac¢do de Schutz encontrada em [29].

= ~pou

&p)
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Sendo assim, a variacao nula da agao é dada por

58 = / d4x\/—_g[— o (M—i-v,\(pou )(w pOT(ss} —0, (2.64)

v,
oY OV
onde descartamos os termos de superficie. Desta equacao decorre diretamente
que variagoes com relacao aos potenciais escalares independentes ¢, 6, s, a e

[ dao, respectivamente, as equagoes

(i) uts, = 0;
iii) w'd, =T,
(iv) w'ar, = 0; (2.65)
(V) w'B,=0

Utilizando a condi¢ao de normalizagdo juntamente com (ii) e (v) obtemos

(vi) u'o, = —p. (2.66)

Isto completa a deducao das equacoes de campo pelo principio variacional
de Schutz.

Para finalizar o capitulo, falta-nos obter a densidade hamiltoniana associ-
ada ao fluido perfeito. Pela equagao (2.55) vemos que a densidade lagrangiana
do fluido perfeito no formalismo de Schutz é dada por

Ly = NVhp, (2.67)

onde novamente utilizamos as varidveis ADM da sec¢ao (2.1) para escrever
v/—g como N Vh e p é a pressio do fluido. Novamente, denotando os poten-
cias escalares ¢, 0, s, a e  por 1,, 0s momentos canonicamente conjugados
a 1, sao obtidos da maneira tradicional

0L, 0
= o NV (2.68)
O Mg
uma vez que nem N e nem h dependem dos potenciais. Logo,
p* = N \/ﬁa—
0
— NvVhp &
Oq
- v 90 (2.69)
I
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onde utilizamos (2.38) na passagem para a segunda linha e (2.53) na passa-
gem para a terceira linha. Por (2.54) temos que:

(i) p? = 0;

(iii) p* = Op?; (2.70)
(iv) p* = 0;

(v) p° = ap?

Das equagoes (2.70) vemos que ha apenas um momento independente, p.
Estamos agora em condigoes de obter a densidade hamiltoniana associada ao
fluido perfeito:

M = "o — Lo

(6 + af +05) — NVhp

= —NVh(upou'uo + p)

= NHY, (2.71)

onde na segunda linha usamos (2.54) e a primeira equacao de (2.70). Da
equagcao (2.39) segue que

HO, = —VhT,,. (2.72)

O formalismo desenvolvido neste capitulo nos ajudara a obter no préximo

capitulo, de maneira quase imediata, a equacao de Wheeler-DeWitt, que
fornece a funcao de onda do universo.



Capitulo 3

Dinamica Quantica do Universo

Os teoremas de singularidade de Hawking e Penrose fornecem evidéncias
de que a teoria da relatividade é incompleta: solugoes da relatividade geral
dependentes do tempo frequentemente possuem singularidades; alguns teore-
mas implicam a existéncia de singularidades cosmolégicas como o Big Bang.
Logo, singularidades parecem inevitaveis em modelos cosmoldgicos. O sim-
ples fato de a gravidade ser atrativa tende a aglomerar matéria, aumentando
a curvatura e tendendo a gerar algum tipo de singularidade. A Relatividade
Geral é uma teoria classica enquanto que o universo é de natureza quantica,
o que justifica a esperanca de pesquisadores de que uma teoria quantica
da relatividade geral consistente possa remover as singularidades da teoria
classica. Na falta de uma teoria consistente, a cosmologia quantica canonica,
que estamos tratando aqui, surge como um esquema de quantizacao da gra-
vidade que propoe resolver o problema da singularidade na teoria classica.
Neste capitulo empregaremos o formalismo estudado no capitulo anterior a
quantizacao de um universo de Friedmann-Robertson-Walker espacialmente
plano preenchido homogeneamente com um fluido perfeito com equacao de
estado p = wp com w = 0. De posse da hamiltoniana efetuaremos o procedi-
mento de quantizagao canonica obtendo uma equagao semelhante a equacao
de Schrédinger, a equacao de Wheeler-DeWitt [27], a qual determina a fungao
de onda do universo como um todo e nos possibilita estudar sua dinamica.
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3.1 A Equacao Central da Cosmologia Quantica
Canonica

Todo o formalismo desenvolvido no capitulo anterior nos permite tornar o
procedimento de quantizagao imediato. Iremos representar o estado quantico
do sistema por um funcional de onda ¥(h;;, 1),) no superespaco, que descreve
o espaco de todas as configurages possiveis (h;;,1,) na hipersuperficie es-
pacial. A acao classica é dada por

S = / dt / B (77 + pha — NH — N/HY), (3.1)

onde 7 é o momento canonicamente conjugado a h;; e p* é o momento
canonicamente conjugado aos campos de matéria 1,. Os vinculos secundérios
da hamiltoniana e dos momentos sao dados por

H' =0 (3.2)
e .
H =0, (3.3)
onde agora
H = 7-[2 +H (3.4)
H =H,+H,, (3.5)

sendo Hy dado por (2.27), H,, dado por (2.72), H}, dado por (2.28) e H}, = 0.
A quantizacao é realizada de maneira andloga a da teoria quantica comum:
coordenadas sao promovidas a operadores de multiplicacao e os momentos
conjugados promovidos a operadores diferenciais:

0 ~0 : 0

T =T = _Zé_N’

i = —ii
ON;’

R 0 (3.6)
5h2‘j7

p* —=pt = —i 0 .
5wa

Os vinculos primarios e secundarios, de primeira classe, sao implementados
como condigoes sobre os estados W (vide Apéndice A). Os vinculos priméarios
0w

A = = .
7 5N 0 (3.7)
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, o
TV = —i =0 3.8
A= —ig =0, (33)
implicam que a funcao de onda sé depende de h;; e de 1),. O vinculo dos
momentos ST
7%@:-2'( ) —0 3.9

implica que a funcao de onda é invariante sob transformacoes de coordenadas
espaciais, ou seja, ¥ s6 depende da geometria do espaco e nao das coordena-
das utilizadas para descreve-la. Para o vinculo hamiltoniano encontramos

o 0

ijklmm—i_\/ﬁ?’R—QﬁA—i_\/ﬁTOO)\Ij:O (3.10)
ij

HOU = —(G

onde 70 = T° o(thy, —i6/61b,) ¢ 0 operador associado a T? . Obtemos assim
a equacao de Wheeler-DeWitt, a qual é o coracao de qualquer abordagem
canoOnica para a cosmologia quantica. Esta equacao diferencial funcional de
segunda ordem descreve a evolucao dinamica do funcional de onda ¥ no
superespaco.

A equagao de Wheeler-DeWitt obtida acima, diferentemente da equagao
de Schrodinger (onde hé uma derivada primeira com um fator imaginario)
da mecanica quantica, carece de um parametro tempo externo. O que serd
feito posteriormente é utilizar a possibilidade que o formalismo de Schutz,
que usaremos para descrever o contelido material do universo, nos oferece
de atribuir a algum dos graus de liberdade do fluido perfeito o papel do
tempo, transformando a equagao de Wheeler-DeWitt numa legitima equacao
de Schrodinger dependente do tempo. Assim, o problema da auséncia de uma
varidvel ligada a evolugdo temporal em gravidade quantica [33] é resolvido
atribuindo ao tempo um carater puramente fenomenologico. Nao sao conhe-
cidas solucoes para a equacao de Wheeler-DeWitt no superespacgo. Este é
um dos grandes problemas em gravidade quantica, que veremos como pode
ser contornado no nosso caso.

3.2 O Modelo de Mini-superespaco

Embora nao sejam conhecidas solugoes para a equacao de Wheeler-DeWitt
no superespago, em cosmologia quantica a situagao ¢ menos draméatica: para
estudar o universo podemos utilizar uma métrica que possui simetrias que
possam simplificar consideravelmente o problema. Modelos cosmoldgicos ob-
tidos desta maneira sao chamados de modelos de mini-superespaco; utili-
zando métricas altamente simétricas, o nimero infinito de graus de liberdade
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do superespaco é reduzido a um numero finito. Uma forma simples de cons-
truir um modelo de mini-superespago é considerar universos homogéneos e
isotropicos. Um mini-superespago construido desta maneira envolve as se-
guintes varidveis: a métrica tridimensional h;; homogénea descrita por um
ntmero finito de funcoes de t e ' onde i = 1,2, 3, e a funcao lapso homogénea
N(t), conduzindo ao elemento de linha

A5 = —N*()df? + hyy(a’, t)da'da. (3.11)

Estamos interessados aqui no modelo de universo de Friedmann-Robertson-
Walker espacialmente plano. Sendo assim, a métrica espacial sera escrita
como
hij(z', t)dr'd? = a®(t)6;da’da? (3.12)

onde 0;; = diag(1,1,1) e a(t) é o fator de escala . O que faremos nesta segao
¢ construir a super-hamiltoniana (3.4) utilizando as simetrias do elemento de
linha acima do universo de Friedmann-Robertson-Walker plano. Isto nos aju-
dara depois a obter solugoes exatas da equagao de Wheeler-DeWitt quando
realizarmos a quantizagcao.

Note que, devido a (3.12), o unico grau de liberdade remanescente do
campo gravitacional é o fator de escala a. O momento conjugado ao fator de
escala é

oL,
da

= 2NGYMK;;

7 0a
0Ky

= —2N7M—= 3.13
onde usamos (2.21) e (2.24). Por (2.12), com a fungao deslocamento nula
N? =0, temos

B B _ aady
Ky = 5N T TN (3.14)
onde usamos (3.12) para a métrica espacial induzida sobre a hipersuperficie
Y. Substituindo (3.14) em (3.13) e usando a identidade p, = (1/3)p,0* 5

temos

1
gpaékl&d = 2a7rkl5kl (315)
donde! »
kl a ¢kl
= —". 3.16
i 6a ( )

IPara chegarmos a esta conclusdo estamos levando em conta, o fato de sabermos previ-
amente de (3.13) e (3.14) que 7* ¢ da forma 7~ = fdy,.
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Assim, a parte gravitacional da hamiltoniana H° torna-se

HY = Gyurm — VR R+ 2vhA
2
- 7792(1& 126,67 — (5;6")2] + 2V/hA

1
= —%pi + 2Ad®, (3.17)

onde usamos (2.19), (3.12), (3.16) e o fato de que *R = 0 para um universo
espacialmente plano.

A equagao (2.35) para um fluido com equagao de estado p = wp com
dq = Tds e (2.33) torna-se

Tds — d(ﬁ)+wpd<i)

Po Po
= ﬁd[ln 2w ol (3.18)
Po Po
donde
Tzﬁ, s:lnﬁ—wlnpo. (3.19)
Po Po

Estamos modelando o conteido material de nosso universo por um fluido
perfeito. Deve ser claro que se o fluido perfeito, que é isotrépico em algum
referencial, da origem a uma métrica isotropica em algum referencial, os dois
referencias irao coincidir, ou seja, o fluido perfeito estara em repouso em
coordenadas coméveis. Logo sua quadrivelocidade seréa dada por

1
0
= 3.20
Uu N? ( )
de modo que
™, = dlag(_papapap) (321)
Resolvendo a segunda equagao de (3.19) para p obtemos
p = pte
a—3(1+w)p;s+w68’ (322)

onde usamos a equacao (i) de (2.70), (3.20) e v/h = a®. Assim, a hamiltoniana
do fluido torna-se
HO = —VATY
= a7 pytve. (3.23)
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Finalmente, fazendo a substituigdo de (3.17) e (3.23) em (3.4) obtemos
0 Pa 3 3w, 1
. a —3w, 14+w s
H ——%—1‘2/\@ +a Dy € (324)

Podemos por a hamiltoniana acima numa forma mais adequada para o nosso
interesse realizando uma transformacao canonica (a, @, s, o, Dg, Ds) —
(a,n, 8, Da, Py, Ds) definida por

—(14+w) —s w s
n:—psp¢(+ )6 s pn:p};— e . (325)

Obtemos desta maneira a hamiltoniana

1
24a

HO = + 2Ad® + a"*p,, (3.26)

que servira de base para nosso procedimento de quantizacao.

3.3 O Modelo Classico

Obtivemos o modelo de mini-superespaco acima utilizando as simetrias
contidas no elemento de linha (3.11), o que nos permitiu reduzir o nimero
infinito de graus de liberdade que tinhamos no modelo de superespago para
apenas dois: o fator de escala do universo, a, e o Unico grau de liberdade
remanescente do fluido, 7. Embora este modelo de mini-superespago pareca
ser excessivamente simplificado, um universo plano, homogéneo e isotropico
com seu conteido material formado por matéria nao-relativistica (poeira) e
uma costante cosmoldgica, ele é de especial interesse para ndés porque tal
modelo é sugerido por observacoes cosmologicas como a melhor aproximacao
para o universo atual. Antes de realizar a quantizacao deste modelo, vejamos
de que maneira as singularidades aparecem no modelo cléssico. Tomemos
w = 0 em (3.26) para obter

_n

0 _
Heo= 24a

+ 2Aa* + p,. (3.27)

Fazendo N = 1, de modo que o tempo ¢ no elemento de linha (3.11) é o
tempo cosmico, as equacgoes classicas de movimento sao dadas por

OHO D OHO P2
Y — . Y R B 2
T op. | 1200 e a oaqz O (3.28)
OHO OHO
h = =1 j, = ——— = (. 3.29

=
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Multiplicando a primeira das equagoes (3.28) por 1/a, quadrando e usando
o vinculo H° = 0, obtemos

H? = (9)2 g P (3.30)
a a

que é a equagao de Friedmann, onde H = a/a é o parametro de Hubble. A
segunda das equagoes (3.29) nos diz que p, é constante. Fazendo p, = poad
em (3.30), onde o indice zero corresponde ao valor da quantidade em ¢ = t,
com ty sendo a idade do universo, obtemos

H? = (gf — %A + g, (3.31)

que € a equagao de Friedmann em sua forma usual. Portanto, p, ¢ a energia
armazenada no fluido. A divergéncia do tensor de energia momento para
a métrica considerada (3.11) nos fornece uma equacao de evolugao para o
contetdo material do universo, a qual no nosso caso é [34]

poca, (3.32)

Resolvendo a equacao de Friedmann (3.30) obtemos

a*(t) = % [1 — cos(+/3|A| t)} se A <0 (3.33)
) a*(t) = f—x [COSh(\/3_AIf) — 1} se A>0. (3.34)

Ambas as solugoes acima descrevem universos com singularidades [veja as
figuras (3.1) e (3.2)]. A solugdo com A < 0 descreve um universo eternamente
oscilante entre um comego e um fim singulares (Big Bang e Big Crunch)
enquanto que a solugao com A > 0 descreve um universo que se expande
eternamente de um comego singular. Através de (3.32) vemos que a densidade
de energia p assume um valor infinito nas singularidades.

Na relatividade geral a densidade de energia influencia a curvatura do
espago-tempo e esta curvatura afeta a matéria como gravidade. Entao,
préoximo a uma singularidade a curvatura sera tao grande que a intensidade
do campo gravitacional se tornara comparavel a das outras interagoes fun-
damentais. Assim, a medida que nos aproximamos de singularidades efeitos
quanticos tornam-se crescentemente importantes.
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Figura 3.1: O fator de escala (sélido), primeira derivada (pontilhado), se-
gunda derivada (tracejado); A < 0.
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Figura 3.2: O fator de escala (sélido), primeira derivada (pontilhado), se-
gunda derivada (tracejado); A > 0.
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3.4 O Modelo Quantico

Observamos na segao anterior que o modelo modelo classico de universo
de Friedmann-Robertson-Walker espacialmente plano apresenta singularida-
des: para certos instantes de tempo finitos a densidade de energia diverge

Préximo a essas singularidades a curvatura do espaco-tempo, R o< a3,
torna-se tao grande que a intensidade do campo gravitacional torna-se com-
paravel a das outras interacoes fundamentais, o que nos sugere que uma
formulacao quantica de tal universo pode nos auxiliar na remocao das sin-
gularidades. Portanto, nesta se¢ao utilizaremos o formalismo da cosmologia
quantica canonica para tentar remover as singularidades presentes no mo-
delo cléssico. Investigaremos também, se a dinamica classica é recuperado
para universos grandes, uma vez que ha exemplos de modelos quanticos cos-
molégicos que apresentam comportamento quantico para fatores de escalas
grandes [35, 36, 37]. Estaremos, portanto, interessados em descobrir se efei-
tos quanticos levam a alteracoes na dinamica do universo nao s6 proximo a
singularidades mas durante fases posteriores de sua evolugao ou até mesmo
durante toda a sua evolugao [38].

3.4.1 Transformacao Candnica e Quantizacao
com Funcao Quase Gaussiana

O procedimento de quantizacao que realizaremos aqui é facilitado por
uma transformacao de variaveis no espaco de fase (a,n, pa, py) — (&, 7, De, Dy)
definida por

4 1
&= —a3/2, pe = —a’l/Qpa, (3.35)

V3 V12

a qual é canoénica uma vez que o paréntese de Poisson {&, p¢}ap,) = 1. Em
termos destas novas varidveis canonicas, a super-Hamiltoniana cldssica (3.27)
toma a forma mais simples
0 1y, 3 Ae?
H = —§p§ + g f +p77. (336)

A equacao de Wheeler-DeWitt no mini-superespaco em que estamos traba-
lhando é construida fazendo a correspondéncia

. .0 . .0
Pe — De = —28—5, Py — Pp = ZE (3.37)

onde 7 = —n e exigindo que )
HOU =0, (3.38)
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onde H° é o operador associado & super-Hamiltoniana (3.36). Logo, (3.38)
torna-se

. 7
HY = zg—, (3.39)

T

onde o operador Hamiltoniano H é dado por
H=—-———ZA¢ (3.40)

Levando em conta que £ > 0, uma vez que o fator de escala a nao pode as-
sumir valores negativos, o operador Hamiltoniano acima se assemelha aquele
de um oscilador harmonico: uma particula de massa unitaria sujeita a um

potencial

V(e) = _3;\52- (3.41)

Comparando com a forma padrao do potencial do oscilador harmonico, vemos
que o caso A < 0 corresponde a um oscilador harmonico de frequéncia w =
V/3|A|/2, e o caso A > 0 corresponde a um oscilador harmoénico invertido, o
qual pode facilmente ser obtido do oscilador harmonico usual fazendo w — iw
[39]. Sendo assim, a resolucao da equacao de Wheeler-DeWitt (3.39) no mini-
superespago em que estamos trabalhando equivale a resolver a equacgao do
oscilador harmonico quantico.

Para que o operador Hamiltoniano H seja auto-adjunto em L?(0,00) é

necessario e suficiente que as fungoes do dominio de H sejam tais que (vide
Apéndice B)

ov

o€
onde o € (—o0, 0o]. Assim, devemos buscar apenas as solugoes da equagao
de Wheeler-DeWitt que satisfagam (3.42). Devemos buscar também solugoes
para qualquer tempo cdsmico, pois sabemos que o universo em que vivemos
estd em expansao e nao cabem aqui solucoes estacionarias. Com esta finali-
dade utilizaremos os propagadores para a equacao de Schrodinger (3.39) no
espago de Hilbert L?(0, 00). O propagador para « arbitrdrio nao ¢ conhecido
o que faz com que limitemos nossa andlise ao caso a = 0, ou seja, a derivada
da fungao de onda se anula em & = 0.

O propagador para o caso o = 0 é dado por [41, 42]

Go(&, &, 7) =G ¢, 1)+ G(E =¢, 7), (3.43)

(0) = aW(0), (3.42)

onde G(&, &, 1) é o propagador padrao do oscilador harmonico quantico, o
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qual em nosso caso (m = 1,h=1) ¢ A <0 toma a forma [43]

G, &, 1) = [L] " exp{i—w x [(€% + £%) coswT — 2§’§]}.

2mi sinwT 2 sinwTt
(3.44)
Consideremos a funcao de onda inicial normalizada
64 511/4 oL
W (¢, 0) = [%] e 30N 550, (3.45)
T

que satisfaz a condi¢ao (3.42) com a = 0. Os parametros arbitrarios o e
[ nos permitem uma liberdade de escolha dentro desta classe de fungoes de
onda iniciais. A fun¢@o de onda para t > 0 é dada por

(e, ) = / dE'Gy (€. €, )T (€,0) = / dE'G(E, €, 7)Wo(E,0), (3.46)

onde usamos o fato de ¥y (€, 0) ser uma fungao par para estender a integragao
atoda aretareal. Fazendo a substituigao de (3.44) e (3.45) em (3.46) obtemos

_ [64(ow)’ V4 risinwrz(T) + wg? iwz(T+ )
U, )= [9#210(7)] ( " >exp[7TT)2£2]7
(3.47)
onde
2(7) = coswt — Bsinwr + io sinwr. (3.48)

De acordo com (3.35), o valor esperado do fator de escala é definido por

W= ()" [ acre e (3.49)

Agora estamos em condicoes de verificar se este modelo quantico pode re-
mover as singularidades iniciais que aparecem no modelo classico. Posterior-
mente verificaremos se e de que maneira efeitos quanticos podem influenciar
a dinamica do universo para fator de escala grande. Dito de outra maneira,
estaremos interessados em determinar se efeitos quanticos levam a alteragoes
significativas no universo nao apenas préximo a singularidade mas também
durante fases posteriores de sua evolucao ou durante a histéria completa do
universo. Para este fim, adotamos a interpretacao de muitos mundos? e cal-
culamos o valor esperado do fator de escala substituindo (3.47) em (3.49),

2A interpretacdo de muitos mundos é muito diferente da interpretacao de Copenha-
guen da mecanica quantica. Na interpretacao de muitos mundos todas as possibilidades
sao realizadas e novos universos sdo criados continuamente de acordo com os diferentes
valores possiveis obtidos na medi¢ao de um observavel, embora na pratica a evolugao dos
observaveis como o fator de escala seja entendida por meio de seu valor esperado. A
estrutura do espago de Hilbert e os operadores auto-adjuntos sao mantidos [44].
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obtendo?®

(a)(1) = %(%)1/31“(2) W [%MTW - goj sin’ wT]. (3.50)

Pode-se constatar de (3.48) e (3.50) que (a)(7) nunca se anula, ou seja, se
no modelo classico tinhamos um universo que evoluia de um comeco singular
(Big Bang) para um fim singular (Big Crunch), no modelo quantico temos
um universo sem singularidades e eternamente oscilante.

O maior interesse aqui é no caso A > 0. De fato, evidéncias observa-
cionais sugerem que vivemos em um universo com uma possivel constante
cosmoldgica positiva. Logo, fagamos w — iw [39] em (3.44) a fim de obter
o propagador para o caso do oscilador harménico invertido (A > 0), utili-
zando as identidades cosix = cosh x and siniz = isinh x. Procedendo desta
maneira encontramos facilmente

1/2 ;
66 €1 = [rihior) O gy * (€7 € eomhr 20}
(3.51)

Utilizando a mesma fun¢ao de onda inicial (3.45), a equacao (3.46) agora fica

64(0 w)® /4 risinh wr((T) + w&? wl(T+1i55) 4
v ) = [grcam) ” Jew 5 m¢
(3.52)
onde
¢(1) = coshwr — f sinhwr + i 0 sinhwr. (3.53)

Assim, no caso A > 0 o valor esperado do fator de escala é dado por

(a)(r) = %(w%)l/gr(g)w (Bl - 2o?simb?wr]. (350

Vemos novamente, por (3.53) e (3.54), que (a)(7) nunca se anula. A quan-
tizacao eliminou a singularidade inicial existente no modelo classico; no mo-
delo quantico o valor esperado de fator de escala cresce eternamente depois
de passar por um valor minimo para um certo valor 7 = 7.

Estudemos agora, no caso A > 0, de que maneira efeitos quanticos gra-
vitacionais podem influenciar a dinamica do universo para fator de escala
grande. Para este fim, busquemos os valores ¢, do tempo césmico para os
quais a aceleragao muda de sinal no modelo classico e no modelo quantico,
ou seja, os zeros da derivada segunda do fator de escala no modelo classico e

3Utilizamos aqui a expressdo de Euler para a funcio gama como uma integral definida:
[(z) =[S t*te~'dt (Re z>0) e a propriedade da funcdo gama: I'(z + 1) = 2I'(z).
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do seu valor esperado no modelo quantico. Vamos estudar primeiramente o
modelo quantico. Uma vez obtido(s) o(s) tempo(s) ¢, neste caso, faremos a
comparagao com o caso cldssico.

A fungao (a) dada por (3.54) é da forma

g9(7)
onde
4 3 /3 /5§
K= ﬁ(mwa) F(E)’
o) = WP~ 2o sinher
(S

h(1) = |¢(7)|? = cosh® wr + (a® + B?) sinh® wr — B sinh 2wT. (3.56)

Portanto

f =0= 3§h* = 2hhg + Th’g + 4hhg. (3.57)
A complexidade desta equacao impoe uma andlise numérica, por meio da qual
é possivel determinar graficamente onde a derivada segunda do valor esperado
do fator de escala se anula. Construimos graficos com os parametros o e (8
assumindo diversos valores. Seguem abaixo os graficos para alguns desses
valores?.

A anélise dos gréaficos nos permite concluir que para quase todos os valores
dos parametros o e 3, excluindo-se apenas aqueles em que o e [ sao muito
pequenos, temos o mesmo comportamento para a segunda derivada do valor
esperado do fator de escala, a qual se anula para dois tempos depois que
(a) passa por seu valor minimo. O primeiro instante, t!_, é a separacao
entre uma fase de expansao acelerada e o comeco de uma fase desacelerada
dominada pela matéria nao-relativistica, enquanto que o segunto instante,
tl,, é o comeco da fase atual de expansao acelerada do universo em que nos
encontramos. Os tempos tI_ e t? + sao contados a partir do instante em que
(a) passa por seu valor minimo. Observamos também, dos gréficos abaixo,
que a medida que os valores de ¢ aumentam com [ mantido fixo, o tempo
t_ aproxima-se do valor minimo de (a), e 0 mesmo ocorre para o fixo e 3
tomando valores cada vez maiores. Os resultados discutidos aqui valem tanto
para o > [§ quanto para o < . Os valores de t{_ e t], foram extraidos dos
gréaficos acima e postos na tabela® (3.1) abaixo:

40s valores de x nos graficos correspondem a w, logo, a escala horizontal dos gréficos
corresponde a 7 medido em unidades de ~ 0.8H; L
®Escrevemos A = 3 HZ Q0 e tomamos o valor Q, = 0.7 atualmente aceito.
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Figura 3.3: O valor esperado do fator de escala (sélido), primeira derivada
(pontilhado), segunda derivada (tracejado); o =1e = 2,5.
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Figura 3.4: O valor esperado do fator de escala (sélido), primeira derivada
(pontilhado), segunda derivada (tracejado); o =1 e 8 = 5.
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Figura 3.5: O valor esperado do fator de escala (sélido), primeira derivada
(pontilhado), segunda derivada (tracejado); o =1 e g = 10.
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Figura 3.6: O valor esperado do fator de escala (sélido), primeira derivada
(pontilhado), segunda derivada (tracejado); 0 =2 e g = 3.
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Figura 3.7: O valor esperado do fator de escala (sélido), primeira derivada
(pontilhado), segunda derivada (tracejado); o0 =10 e § = 3.
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Figura 3.8: O valor esperado do fator de escala (sélido), primeira derivada
(pontilhado), segunda derivada (tracejado); o =20 e g = 3.
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Figura 3.9: O valor esperado do fator de escala (sélido), primeira derivada
(pontilhado), segunda derivada (tracejado); o =20 e 5 = 1.

o | B¢ (=Y [# (H)
1125 0.16 0.51
1 5) 0.03 0.52
1] 10 0.00 0.52
2 3 0.20 0.48
10| 3 0.19 0.42
20 3 0.11 0.49
20 1 0.11 0.47

Tabela 3.1: O primeiro instante, t!_, marca o fim de uma fase de expansao

acelerada e o inicio da expansao desacelerada dominada pela matéria nao-
relativistica. O segunto instante, t{,, marca o inicio da fase atual de expansao
acelerada do universo. Os tempos sdo dados em unidades de H; .

O préximo passo é comparar os tempos quéanticos t!_ e t!, com o(s)
tempo(s) obtido(s) do modelo classico. Uma funcio da forma f(t) = g(t)/?
tem f = ( somente se

39§ = 24> (3.58)
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Do fator de escala classico (3.34) obtemos um tunico instante

c __

SEVEYY
o que nos leva a t¢ = 0.52 H,'. Ao compararmos com os valores t/_ e t7
obtidos no modelo quantico, observamos que no modelo quantico a presente
fase de expansao acelerada teve seu inicio mais cedo que no modelo classico,
e, além do mais, nosso modelo quantico sugere que uma unica constante
cosmoldgica positiva pode dar conta de uma fase inflacionaria nos primérdios
do universo e uma expansao acelerada do universo observada hoje.

Por fim, ao compararmos o grafico da figura (3.2) com os gréficos das
figuras (3.10, 3.11, 3.12) para o parametro (5 fixo (§ = 3) e o tomando valores
cada vez maiores e os graficos das figuras (3.13, 3.14, 3.15) para o parametro o
fixo (0 = 2) e B tomando valores cada vez maiores, pudemos observar que os
parametros o e 8 podem ser considerados como uma medida de quao préximo
de singular o universo foi quando atingiu seu tamanho minimo (menor valor
de (a)). Quanto mais préximo o parametro o é de zero, mais quente e denso o
universo foi quando atingiu seu tamanho minimo. O parametro [ apresenta
um comportamento contrario, quanto maior [ mais préximo de singular foi
o universo quando este atingiu sua extensao espacial minima.

cosh™' 2, (3.59)

Figura 3.10: O valor esperado do fator de escala (sélido), primeira derivada
(pontilhado), segunda derivada (tracejado); 0 = 0.1 e 8 = 3.
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Figura 3.11: O valor esperado do fator de escala (sélido), primeira derivada
(pontilhado), segunda derivada (tracejado); 0 =2 e g = 3.

Figura 3.12: O valor esperado do fator de escala (sélido), primeira derivada
(pontilhado), segunda derivada (tracejado); o =20 e § = 3.
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10} ‘

Figura 3.13: O valor esperado do fator de escala (sélido), primeira derivada
(pontilhado), segunda derivada (tracejado); o =2 e = 4.

Figura 3.14: O valor esperado do fator de escala (sélido), primeira derivada
(pontilhado), segunda derivada (tracejado); o =2 e g = 10.
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Figura 3.15: O valor esperado do fator de escala (sélido), primeira derivada
(pontilhado), segunda derivada (tracejado); o = 2 e 8 = 50.

Em [38] utilizou-se uma fungao de onda levemente diferente de (3.45), o
que implicou calculos mais simples. Os resultados encontrados aqui corrobo-
ram os resultados de [38].

3.4.2 Quantizacao com Dois Fluidos Perfeitos

Consideramos, agora, um esquema de quantizacao em que a constante
cosmolégica é gerada dinamicamente de um fluido perfeito com equacao de
estado p = wp com w = —1, de modo que trabalharemos agora com dois
fluidos perfeitos sem interacao descritos pelo formalismo de Schutz. Com
isto, a equagcao (3.27) com dois fluidos torna-se

,Ho:_pz

3
P + ppa” +p,y, (3.60)

onde p, ¢ o momento associado a constante cosmoldgica e p,» 0 momento
associado a matéria nao-relativistica. A segunda equacao de Hamilton (3.29)
fornece p, = —88—77{70 = 0, de modo que p, é constante de movimento, como
esperdvamos, uma vez que p, faz o papel da constante cosmolégica.

As equagoes (3.60) e (3.27) sdo analogas matematicamente, nos dois casos

h& um valor fixo representando a constante cosmologica. Ha uma diferenca
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fisica, no entanto: enquanto em (3.27) o valor da constante cosmoldgica nao
depende das condigoes iniciais, em (3.60) o seu valor depende das condigoes
iniciais do fluido podendo ter um valor arbitrario, ou seja, condigoes iniciais
diferentes levarao a valores diferentes para a constante cosmolégica.

Realizando a mesma tranformagao canonica (3.35) obtemos para a super-
Hamiltoniana

1 3
H = —§p§ - 1—6pn§2 + - (3.61)
Ao fazermos as prescri¢coes quanticas
. .0 . .0 . .0
Pe = Pe = ~ige, Py = by =ipo by < By =g (3.62)
onde agora 7 = —1, e exigindo novamente que HOU = 0, onde H° é o

operador associado a super-Hamiltoniana (3.61), obtemos

HY = ig—qj, (3.63)

-
com o operador hamiltoniano H dado por

~ 1 9 3 5,0
H=—-—S+i—&&—. 3.64
29e T '16° oy (3.64)
Solugoes estacionarias de (3.63) podem agora ser obtidas pelo método de
separacao de varidveis escrevendo a func¢ao de onda do universo na forma

U(En,t) = y(Ee e, (3.65)

onde E e B sao constantes reais. A substitui¢ao de (3.65) em (3.63) com o
operador Hamiltoniano dado por (3.64) resulta na equagao

19*y(§) | 3 _
~3 ez T 16516 = En(©), (3.66)

onde observamos que y(§) é solugao para a equagao de um oscilador harménico
quantico de massa unitaria e frequéncia w = ,/%B , B > 0. Usaremos aqui a
solucao do estado fundamental do oscilador harmoénico® para (), obtendo
em nosso caso (m=1,h=1)

1/4 o
\I/E,B(ﬁ,n,t)=<%> e~ emigt i, (3.67)

A solugdo geral em termos dos polindomios de Hermite pode ser consultada em [45].
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que, com w = ,/%B, fica

Up 5,0, 1) = Ce 2V iPE it ibn (3.68)

onde C' é uma constante numérica. A solugado estacionédria acima tem norma
infinita e, a fim de construir estados de norma finita capazes de representar
estados fisicos, devemos superpor solucgoes estacionarias. Um possivel pacote
de ondas é

\If(g,n,t) = / dBf(B)e*%‘/%BgefiB"e*i 3By
- / " k() R HQYEN ~VER(3.69)

onde B=Fk?e
(k) = 2k f(k?). (3.70)

Tentamos duas escolhas simples para y(k), x(k) o e e y(k) oc e
mas em nenhum dos casos conseguimos o objetivo de expressar W({,n,t)
em termos de funcoes manejaveis. O passo seguinte seria calcular o valor
esperado do fator de escala.

Embora nao tenhamos conseguido obter pacotes de onda explicitos, deve
ser ressaltado que esperamos que este método de quantizacao provavelmente
apresente resultados fisicos distintos do método anterior, pois permite a su-
perposicao de estados com constantes cosmoldgicas distintas. Além disso,
na presente formulacao nao existem funcoes de onda com constante cos-
moldgica definida que representem estados fisicos, isto é, fungoes de quadrado
integravel nas variaveis £ e 7.



Capitulo 4

Conclusoes

Nesta dissertacao foram investigadas algumas caracteristicas quanticas
do modelo cosmolégico de Friedmann-Robertson-Walker espacialmente plano
preenchido homogeneamente com matéria nao-relativistica e uma constante
cosmolégica, sendo a primeira descrita fenomenologicamente por um fluido
perfeito com equagao de estado p = 0. A utilizagdo do formalismo de
Schutz para descrever o fluido perfeito relativistico torna possivel associar
uma variavel tempo a um grau de liberdade do fluido, uma vez que nesse
formalismo graus de liberdade dinamicos sao atribuidos ao fluido. Isto im-
plica, ao se realizar a quantizagao, a obtencao de uma funcao de onda que
exibe dependéncia temporal e dessa forma a cosmologia quantica de minisu-
perespaco com fluido perfeito permite a descricao da evolugao do universo
como um todo de maneira natural. As solugoes classicas, no nosso modelo de
minisuperespaco, obtidas utilizando as equagoes de Hamilton, descrevem um
universo eternamente oscilante de uma singularidade inicial (Big Bang) para
uma singularidade final (Big Crunch) no caso de uma constante cosmolégica
negativa; e um universo que se expande eternamento de um comego singu-
lar no caso de uma constante cosmoldgica positiva. Aqui, a aplicacao da
teoria a um mini-superespaco especifico nao deve ser tomada como um fa-
tor de inconsisténcia da proposta, uma vez que o universo contém simetrias
intrinsecas. Acredita-se que com estes modelos simplificados se possa en-
tender problemas pertinentes a quantizacao que estejam presentes até nos
casos mais simples, contribuindo dessa maneira para desenvolver uma teoria
quantica da gravitacao.

Entao, a fim de investigar se as singularidades presentes no modelo classico
persistem no modelo quantico realizamos a quantizacao de duas maneiras dis-
tintas. Primeiro reduzimos a hamiltoniana classica aquela de um oscilador
harmonico e assim a equagao de Wheeler-DeWitt tornou-se uma legitima
equagao de Schrodinger para o oscilador harmonico. Impusemos condigoes
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para que o operador hamiltoniano fosse auto-adjunto. Uma vez que o pro-
pagador para a equacao do oscilador harmonico quantico nao é completa-
mente conhecido na semi-reta, limitamos nossa analise a um caso especifico
e, assim, determinamos a fungao de onda em qualquer instante a partir de
sua forma num tempo inicial. Observamos que as singularidades do modelo
classico sao removidas no modelo quantico; no caso de constante cosmologica
negativa, a quantizacao leva a um universo nao-singular e eternamente osci-
lante, e no caso de constante cosmoldgica positiva a quantizacao leva a um
universo nao-singular e eternamente em expansao depois de passar por um
tamanho minimo. Ao estudar o valor esperado do fator de escala adotamos
a interpretacao de muitos mundos!. Estudamos ainda para o caso de cons-
tante cosmoldgica positiva, situacao de particular interesse para nés pois é
o que os dados observacionais indicam, se os efeitos quanticos gravitacionais
poderiam influenciar a dinamica do universo para fator de escala grande e
encontramos que nosso modelo quantico sugere que uma Unica constante cos-
moldgica positiva pode dar conta de uma fase inflacionaria nos primérdios
do universo e uma expansao acelerada do universo observada hoje, com um
periodo de desaceleragao entre elas. No entanto, no nosso modelo o fator de
escala nao tem um aumento tao acentuado na fase “inflacionaria” como no
modelo inflacionario baseado na fisica de particulas. Em seguida, considera-
mos um esquema de quantizacao em que a constante cosmoldgica é gerada
dinamicamente de um fluido perfeito com equacao de estado p = —p, de ma-
neira que trabalhamos com dois fluidos perfeitos descritos pelo formalismo de
Schutz. Neste caso, a constante cosmolégica depende das condicoes iniciais
do fluido, diferentemente do caso anterior em que a constante cosmologica
tinha um valor fixo. Obtivemos solugoes estacionarias de norma infinita e
falhamos ao tentar obter pacotes de onda explicitos. Como nesta formulacao
nao existem fungoes de onda com constante cosmoldgica definida que repre-
sentem estados fisicos, esperamos que este método de quantizagao (que exige
a superposicao de estados com constante cosmolégica distinta) provavelmente
apresente resultados fisicos distintos do método anterior.

Nao podemos afirmar que os resultados obtidos aqui sao conclusivos. Para
testar sua generalidade o conteiddo material do universo deveria ser enrique-
cido para descrever o universo primitivo mais realisticamente, o que difi-
culta ainda mais obter solugoes exatas normalizaveis da equacao de Wheeler-
DeWitt. A anélise acima, como foi dito, limitou-se a um caso especifico do
propagador para o oscilador harmonico com a = 0, onde a é o parametro

ICitando de [27]: “Everett’s view of the world is a very natural one to adopt in the
quantum theory of gravity, where one is accustomed to speak without embarassment of
the ‘wave function of the universe’. It is possible that Everett’s view is not only natural
but essential.”
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que especifica o dominio do operador hamiltoniano. Provar que este resul-
tado persiste independente do valor de a é uma tarefa dificil hoje, pois nao
se conhece o propagador para o oscilador harmonico com « arbitrario, e caso
venha a ser encontrado, sua expressao terd que ser suficientemente simples
para que se possa obter fungdes de onda manejaveis. Somente um trata-
mento quantico completo (no qual o conteiido material do universo seja des-
crito por campos fundamentais) incluindo uma estimativa quantica razodvel
para a constante cosmolégica pode nos fornecer evidéncias concretas sobre a
persisténcia ou nao de singularidades no modelo quantico de universo com
matéria e constante cosmolégica.

O resultado obtido em nossa primeira quantizacao corrobora o resultado
obtido em [38], embora tenhamos feito uma anélise numérica devido a com-
plexidade da expressao do valor esperado do fator de escala como funcao
do tempo. Embora esperemos resultados diferentes no segundo método de
quantizacao, uma analise mais detalhada precisa ser feita.



Apeéendice A

Quantizacao de Sistemas
Hamiltonianos Vinculados

A teoria quantica de sistemas hamiltonianos vinculados foi desenvolvida
originalmente por Dirac [46]. Pretende-se aqui expor apenas as ideias béasicas.
Uma andlise cuidadosa pode ser encontrado em [46, 47], enquanto que uma
abordagem introdutdria da teoria cldssica encontra-se em [48].

A.1 Vinculos Primarios

Consideremos um sistema fisico qualquer descrito pelas coordenadas ge-
neralizadas ¢ (t), ..., g, (t) e pela lagrangiana L(g;, ¢;) sem dependéncia tem-
poral explicita. A descricao hamiltoniana de tal sistema envolve a subs-
tituigdo das varidveis (q,q) por (¢,p) em todas as grandezas mecanicas, e
a introdu¢ao de uma funcao H(q,p) em lugar da lagrangiana L(q,q) para
gerar a dinamica. Tal mudanca de descricao realiza-se mediante uma trans-
formagao de Legendre, que no presente contexto consiste na substituicao das
velocidades generalizadas pelos momentos canonicos como variaveis basicas
e a introducdo da hamiltoniana H(q, p) definida por

H(q,p) = dpi — L(q,9), (A1)
i=1
onde o momento canonico p; conjugado a ¢; é definido por
oL
pi=—=— , i=1,...,n. (A.2)
04

Na teoria dinamica usual faz-se a hipétese de que as equagoes (A.2) podem
ser resolvidas para as velocidades generalizadas em termos das coordenadas
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generalizadas e dos momentos canonicos conjugados. Segundo o teorema da
funcao implicita [49] as equagdes (A.2) s6 podem ser resolvidas para todas
as velocidades generalizadas em termos das coordenadas generalizadas e dos
momentos canonicos conjugados se a matriz W com elementos

0*L
9 9600 (4.3)

q;04;
for nao-singular, isto é, detW # 0. Estamos interessados em casos em que a
matriz é singular e nem todas as velocidades podem ser expressas em termos
das coordenadas e dos momentos canonicos. Desta forma surgem natural-
mente vinculos que sao expressos em equagoes relacionando as coordenadas
e os momentos da seguinte forma:

dm(g,p) =0 , m=1,..., M. (A.4)

Por causa destas equacoes, as coordenadas e os momentos, que sao as variaveis
dinamicas basicas do formalismo hamiltoniano, nao sao mutuamente inde-
pendentes. As equagoes (A.4) sdo chamadas de vinculos primadrios, ou seja,
os vinculos sao decorrentes da forma da lagrangiana e da definicao dos mo-
mentos (A.2), e ndo das equagoes de movimento.

Na presenga de vinculos primérios a hamiltoniana (A.1) nao é bem defi-
nida: deve ser acrescida de uma combinagcao linear dos vinculos (A.4) para
garantir a validade destes ultimos. A hamiltoniana modificada toma a forma

M
Hr =H+ Y Anbm (A.5)
m=1

onde em geral os coeficientes \,, podem ser fungoes arbitrarias das coorde-
nadas generalizadas e dos momentos canonicos. Eles nada mais sao que os
multiplicadores de Lagrange associados a cada vinculo. Assim, as equagoes
de Hamilton derivadas do principio variacional

t2 t2
5/ (sz‘q'i — Hy)dt = 5/
t -

1 t1

(Z pigi — H — Z Am®@m)dt =0,  (A.6)

i

com variagoes arbitrarias e independentes dos ¢s, ps e As, sao

. OH 06
@ = 8pi+;)\m3pi’

) O0H 0D
- _ E —rm A.
Di 90, > Am 9. (A.7)
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com a condi¢ao ¢,, = 0.
Uma funcgao arbitraria F'(q, p) tem sua evolugao temporal escrita na forma
compacta dos parénteses de Poisson da seguinte forma:

F={F,H}+> A\u{F, ¢éu} ~ {F, Hr}, (A.8)

onde introduzimos a nogao de igualdade fraca ¢,, ~ 0 para sublinhar que a
funcao ¢,, é restrita a valer zero mas nao é identicamente nula como funcao
sobre todo o espago de fase, de maneira que cada termo {\,,, F'}¢,,, sendo
proporcional a um dos vinculos, é fracamente zero. As equacoes de Hamilton
escritas em termos dos parénteses de Poisson sao dadas por

¢ ~ {aq Hr},
pi ~ {p;, Hr}. (A.9)

A.2 Condicoes de Consisténcia e Vinculos Se-
cundarios

Por consisténcia do formalismo temos que exigir que os vinculos sejam
preservados para todos os instantes, ou seja, ¢, ~ 0. De (A.8) temos

que sao as condicoes de consisténcia. Trés casos distintos podem ocorrer em
(A.10).

No primeiro caso, {¢m, pm} =~ 0 e a relagao resultante {¢,,, H} ~ 0 é
um dos vinculos primarios ja conhecidos. Neste caso, os multiplicadores de
Lagrange sao inteiramente arbitrarios.

No segundo caso, det ||[{@m, dm }|| # 0. Nao sao obtidos novos vinculos
e as condigoes de consisténcia determinam univocamente os multiplicadores
de Lagrange. Se ||Cp|| é a matriz inversa de ||{¢m, ¢m || temos

Z Cmm”{¢m”7 ¢m’} = 5mm’ (All)

e de (A.10) resulta
Am % = Cr{ v, H}. (A.12)
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Entao (A.8) é escrita como!
F={F HY}, (A.13)
donde definimos o paréntese de Dirac?

{FHY ~{F,H} = > {F, ¢m}Conm{ o, H}. (A.14)

m,m’

No terceiro caso, novas equacoes de vinculos sao criadas quando fazemos
a imposicao de que os vinculos priméarios devem ser preservados no tempo.
Esses novos vinculos sao chamados de vinculos secundarios. Esses vinculos
devem ser preservados no tempo também, o que leva a uma equagao seme-
lhante a (A.10). Se depois de impormos as condigoes de consisténcia aos
vinculos secundarios recairmos no primeiro ou no segundo caso 0 processo
termina. Caso contrério, o processo de obter outros vinculos das condigoes de
consisténcia continua. Apds um numero finito de passos o processo termina
e ficamos com um conjunto de vinculos secundarios. Este procedimento é
conhecido como algoritmo de Dirac-Bergmann. Obtemos assim as condicoes
finais de consisténcia

M
{6, HY + ) Aa{0jidm} =0 , j=1,.... M+ K=, (A.15)

m=1

onde K é o niumero total de vinculos secundarios. Supomos que estas equagoes
possam ser satisfeitas, caso contrario o formalismo é inconsistente. A equacgao
(A.15) é uma equagao matricial. Se a matriz ||{¢;, ¢, }|| ndo puder ser in-
vertida, a solugao nao sera univoca, pois podemos somar a cada solucao uma
combinagao linear qualquer de fungoes V,,,(q, p) tais que

Vi (¢, D){ 5> dm} = 0. (A.16)

Assim, concluimos que a solugao mais geral para (A.15) é dada por

A
Am = Unm + > 0V, (A.17)

a=1

onde os coeficientes v, sao completamente arbitrarios podendo ser quaisquer
funcoes do tempo. Vrsla) sao funcoes linearmente independentes que satisfazem

1 Utilizamos o sinal de igualdade porque os parénteses de Dirac dos vinculos com qual-
quer F(q,p) sdo nulos. Isto significa que a igualdade vale em todo o espago de fase e nédo
somente na hipersuperficie ¢,, =~ 0. Dizemos tratar-se de uma igualdade forte.

20s parénteses de Dirac tém as mesmas propriedades algébricas que os parénteses de
Poisson e satisfazem a identidade de Jacobi.
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(A.16) e U, s@o solugoes particulares da equacao (A.15). Podemos agora,
substituir (A.17) em (A.5) para escrever a hamiltoniana total

Hy =H+Y Unom+ > 0aVbm=H +>_ 0,Pa, (A.18)
onde
H=H+> Unm (A.19)
e definimos
M
0= Vi, (A.20)
m=1

Uma funcdo F'(g, p) é de primeira classe se o seu paréntese de Poisson com
qualquer outro vinculo (primério ou secunddrio) é fracamente zero. Caso
contrario a funcao ¢ dita de segunda classe. A hamiltoniana total (A.18)
¢ de primeira classe porque é a soma de H' de primeira classe com uma
combinacao linear com coeficientes arbitrarios de vinculos de primeira classe
®,. O numero de fungoes arbitrarias é igual ao niimero de coeficientes v,, 0s
quais sao tantos quanto o nimero de vinculos de primeira classe.

A.3 Quantizacao

Estabelecido o formalismo hamiltoniano para sistema classicos com vinculos
passamos a construir o formalismo quantico para este sistema. O processo
de quantizagao consiste em estabelecer a equagao de Schrodinger

dv -
11— = HT‘IJ, (A21)
dt
onde Hrp é o operador correspondente a hamiltoniana (A.18). E fazer também
com que as relacoes entre as variaveis cldssicas através dos parénteses de
Poisson sejam levadas em relacoes de comutagao entre os operadores

Gk 1] = i6h, (A.22)

a0 mesmo tempo que as variaveis dinamicas se transformam em operadores.
Como as relagoes de comutacao ja estao fixadas, se todos os vinculos forem
de primeira classe, nao podemos interpretar as equagoes de vinculo quSj como
novas relacoes entre operadores. Assim, devemos impor que cada equacao de
vinculo seja uma restrigao sobre a funcao de onda

$; =0, (A.23)
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onde os qgj sao os operadores correspondentes a todos os vinculos.

Se a aplicacao de um determinado vinculo éj anula a funcao de onda,
entao a aplicagao sucessiva de dois vinculos sobre a funcao de onda também
tem que resultar zero (qﬁkgﬁjfb = 0). Se invertemos a ordem de aplicacao
dos vinculos o resultado ainda deve ser zero, de forma que o comutador de
quaisquer dois vinculos aplicados a funcao de onda deve anulé-la.

Com relacao a quantizacao de sistemas hamiltonianos vinculados em que
aparecem vinculos de segunda classe, o fato de o sistema apresentar vinculos
de segunda classe estd relacionado com a existéncia de variaveis dispensaveis.
O primeiro passo para eliminar essas variaveis é, através de combinagoes li-
neares, diminuir ao maximo o nimero de vinculos de segunda classe. Depois
é possivel substituir os parénteses de Poisson pelos parénteses de Dirac, os
quais possuem a propriedade de fornecer corretamente as equacoes de mo-
vimento e nao alterar as relacoes de comutagao dos vinculos de primeira
classe. Além disso, pode-se mostrar que o paréntese de Dirac de um vinculo
de segunda classe com qualquer funcao das coordenadas e momentos genera-
lizados A(q, p) é fortemente nulo, o que nos possibilita tomar os vinculos de
segunda classe como identicamente nulos desde o principio, antes de calcular
os parénteses de Dirac. Assim, ao contrario dos vinculos de primeira classe,
os vinculos de segunda classe devem ser consideradas como identidades entre
operadores que podem ser efetivamente usadas para eliminar completamente
da teoria o niimero correspondente de ps e gs.

Resumindo esta segao, a quantizac¢ao do sistema consiste em fazer i{ A, B}*
corresponder a [121, B],, impor os vinculos de primeira classe como condigoes
sobre os estados W e tomar os vinculos de segunda classe como equagoes entre
operadores.



Apeéendice B
Operadores Auto-Adjuntos

Para representar um possivel estado fisico, a fungao de onda W(7,t) deve
ser normalizada:

/|xp\2d3f: 1. (B.1)

O conjunto de todas as fungoes de quadrado integravel
f com / | f(7)Pd°T < oo, (B.2)

denotado por L*(R?), constitui um exemplo de um espago geral denominado
espago de Hilbert. Neste apéndice serao apresentados alguns tépicos da teoria
dos operadores lineares em espago de Hilbert. Um estudo mais detalhado,
embora ainda de cardter introdutério, pode ser encontrado em [50]. Para um
tratamento completo, com as demonstragoes de todos os teoremas enunciados
neste apéndice, o leitor é remetido a [40].

Definicao B.1. Um operador A € uma aplicagdo
r—y=Ax, x € D(A), ye X

do subconjunto D(A) C € no espago de Hilbert 7. O operador A € linear
se D(A) € um espago vetorial e

Alax + By) = aAx + Ay, Va,y € H#, Va,p € C.

O congunto D(A) sobre cujos vetores a acdo do operador A estd definida
€ chamado de dominio de A. A imagem ou alcance de A, denotado por

Ran(A), é o conjunto dos elementos y € F tais que y = Ax para algum
z € D(A).

Denotaremos por (-, ) o produto interno no espago de Hilbert J#
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Definigao B.2. Um operador A é simétrico (ou hermitiano) se
(Az,y) = (x, Ay) Va,y € D(A). (B.3)
Exemplo B.1. O operador posi¢io @ em L?(R) definido por
(QF)(x) = = f(x),

com dominio
D(A) = {f e ®)|[ )l < oo},
é simétrico, pois

(Qf.g) = / " (ef (2) o) de = / " f(@)zg(a)dz = (, Qg)

quaisquer que sejam f,g € D(Q).!

Exemplo B.2. O operador momento linear P = —id/dx em L*(R) com
dominio D(P) = ., onde .¥é o espago de Schwartz das fungoes infinitamente
diferencidveis de decréscimo rapido, é simétrico. Com efeito, se f, g € D(P),
uma integragao por partes fornece

(Pf,q) = / " (Cif(@)) g(@)de = if*g

o0

i g = (r.pg

porque f(z) e g(z) tendem a zero para x — +00.

Definicao B.3. Um conjunto de vetores S C € denso no espago de Hil-
bert 7 se e somente se o unico elemento de F€ que € ortogonal a todos os
elementos de S € o vetor nulo.

Definicao B.4. Dado um operador A densamente definido® num espaco de
Hilbert 2, seja D(AY) o conjunto dos vetores y € J para os quais existe
Yy € Htal que

(yi,x) = (y, Az) Vx € D(A). (B.4)

Para cada y € D(AY) definimos A'y = yi. O operador linear AT é chamado
adjunto (ou conjugado hermitiano) de A.

'Denotamos por f* o complexo conjugado de f.
2Isto é, cujo dominio é denso em J7Z
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De acordo com esta definicao, o operador adjunto é tal que
(Aly,z) = (y,Az) Vz € D(A),Vy € D(A"). (B.5)

Deve-se ressaltar que o dominio de A" nfo é necessariamente denso e, em
casos extremos, é possivel que se tenha D(A") = {0}. Por outro lado, pode-
se mostrar, que o adjunto de A s6 existe se A é um operador linear com
dominio denso.

Definicao B.5. Um operador A (ndo necessariamente linear) € dito fechado
se goza da sequinte propriedade: se a sequéncia Ty,x3,T3,... € D(A) con-
verge para x € J€ e se a sequéncia Axq, Axo, Axs, ... converge para y € H,
entao x € D(A) e Az = y.

Definicao B.6. Um operador linear A é auto-adjunto se e somente se A =
Al isto €, se e somente se A é simétrico e D(A) = D(AT).

Na mecanica quantica postula-se que a cada observavel, isto é, a cada
grandeza fisica mensuravel corresponde um unico operador auto-adjunto.

Denotemos por Ker(T') a nulidade ou nicleo de T, isto é, o conjunto dos
x € D(T) tais que Tx = 0.

Teorema B.1. Se A é um operador simétrico num espacgo de Hilbert 7, as
trés afirmacoes abaixo sao equivalentes:

1. A é auto-adjunto;
2. A éfechado e Ker(AT +il) = Ker(A" —il) = {0};
3. Ran(A+il) = Ran(A —il) = S

Definicao B.7. Um operador linear U : 76— F€ definido em todo o espaco
de Hilbert 7€ ¢ unitdrio se e somente se

UU=UU" =1, (B.6)
isto ¢, se e somente se U=t = UT.

Teorema B.2. Se A é auto-adjunto e U é unitdrio, o operador
B=UAU"' com D(B)=UD(A) (B.7)

¢é auto-adjunto.
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Se um operador é simétrico mas nao é auto-adjunto, seu dominio é um
subconjunto préprio do dominio do seu adjunto. Torna-se importante estudar
em que circunstancias é possivel estender o dominio de um operador simétrico
de modo a torna-lo auto-adjunto, e se essa extensao ¢é unica.

Teorema B.3. Um operador simétrico é dito essencialmente auto-adjunto se
o seu adjunto é auto-adjunto, isto é, AT = A", Um operador essencialmente
auto-adjunto possui uma tnica extensao auto-adjunta, que coincide com AT.

De modo geral, é muito dificil encontrar o dominio exato de um operador
simétrico A no qual ele é auto-adjunto. Costuma ser mais facil determinar
um dominio no qual A é essencialmente auto-adjunto, pois isto assegura a
existéncia de uma tnica extensao auto-adjunta do operador, o que é suficiente
para que A possa representar um observavel na mecanica quantica.

Um operador simétrico pode ter muitas, nenhuma ou apenas uma ex-
tensao auto-adjunta.

Pelo Teorema B.1, um operador simétrico A é auto-adjunto se e somente
se Ran(A+il) = 5 Se considerarmos os complementos ortogonais Ran(A+
il)*, os seus tamanhos indicam em que medida A nao é auto-adjunto. Esses
subespacos sao chamados de subespacos de deficiéncia de A e suas respectivas
dimensoes sao os indices de deficiéncia de A.

Definicao B.8. Dado um operador simétrico A, sejam

K. = Ran(A+il)* = Ker(A" —il),
K_ = Ran(A—il)* = Ker(A" +iI).

Dizemos que K, e K_ sao os subespacos de seficiéncia de A e os nimeros
ne(A) = dim(K4)
sao chamados indices de deficiéncia de A.
Por defini¢ao, n, ¢ o nimero de solucoes linearmente independentes de
Az = ix, (B.8)
enquanto que n_ é o nimero de solugoes linearmente independentes de
Atz = —ix, (B.9)

com x € D(A"). Os indices de deficiéncia podem ser quaisquer inteiros nao-
negativos; é ainda possivel que n, ou n_ (ou ambos) sejam infinitos.
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Teorema B.4 (von Neumann). Seja A um operador simétrico fechado com
indices de deficiéncia ny e n_. Entao A tem extensoes auto-adjuntas se e
somente se n, = n_. Ha uma correspondéncia biunivoca entre as extensoes
auto-adjuntas de A e as transformagoes unitarias U : K, — K_. Explicita-
mente, cada extensao auto-adjunta Ay de A tem dominio

D(Ay) ={z+y+ + Uys [z € D(A) e y. € Ky} (B.10)
no qual atua segundo a regra
Av(r +yr + Uyy) = Av + iy, — iUy, (B.11)

Este teorema de von Neumann é tremendamente importante porque nao
apenas caracteriza precisamente em que condicoes um operador simétrico ad-
mite extensoes auto-adjuntas, mas também fornece um método de construir
as referidas extensoes.

Exemplo B.3. Um operador que ocorre com frequéncia na cosmologia quantica
é H=—d?/dz* em L?[0,00) com dominio

D(H) = {f € AC*[0,00) |(0) = f(0) = 0} .

Neste dominio?® verifica-se imediatamente que H é simétrico. Prova-se que o
dominio do adjunto é D(H') = AC? [0, c0) e neste domfnio H'g = —g”. Note
que o dominio de H' é maior do que o dominio de H porque f € D(H') nao
precisa se anular na origem. Os indices de deficiéncia de H sao determinados
pelas solugoes de

—g" = +ig.

As solugoes linearmente independentes de —g” = ig sao

das quais apenas a primeira pertence a L?[0,00), o que implica n, = 1.
Analogamente, as solugoes linearmente independentes de —g” = —ig sao

3Para a definicdo do conjunto de funcdes AC™ utilizado acima o leitor é remetido &
referéncia [51].
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mas apenas a segunda pertence a L? [0, 00), de modo que n_ = 1 e H possui
extensoes auto-adjuntas. Sejam

o1@) — 2-Viexp {(-1 i) (1+ i)m] |

V2 V2

vetores normalizados de K. Entao os elementos do dominio de Hy sao

] e g (z) =2 Viexp {—

g=1[f+Bgs+Pvg- feDH), BeC, |y=1
Segue-se que

~1/4 / 27148 , ,
9(0) =2775(1 +7), ¢'(0) = [—1+i—(1+a)9]
V2
Se v = —1 temos ¢(0) = 0 com ¢'(0) arbitrério, ao passo que se v # —1
temos
9(0) [ 11— 7} tan(9/2) — 1

0)=L2 | —1+44 = 0) = ag(0), aeR,

g0 = 22 |1 ip | = B 0) = ag(0
onde v = €. Portanto, as extensdes auto-adjuntas H, de H, com a €
R U {o0} tém dominios

D(H,) = {f € AC*[0,00) | f'(0) = af(0)}
coma€Re
D(Hy) = {f € AC?[0,00) |f(0) = 0}.

Estas condigoes de contorno sobre as fungoes pertencentes ao dominio do
operador —d?/dz?* em L? [0, 00) sao sintetizadas na equagao (3.42).
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