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Resumo
O resimento epitaxial é uma das ténias mais utilizadas na produção de �l-mes �nos, om grande apliação tenológia. Para entender os meanismos queoorrem nesse proesso de resimento, uma das prinipais abordagens teórias éa simulação de modelos atomístios. Nesta tese estudamos numeriamente mo-delos estatístios para dois estágios distintos do resimento epitaxial: o regimede submonoamadas (menos de uma amada at�mia ompleta) e o regime deesala dinâmia (�lmes om várias amadas at�mias depositadas). Conside-rando modelos om agregação irreversível, no regime de submonoamadas, nósestudamos distribuições de tamanho de ilhas e de zonas de aptura. Calulandodistribuições muito preisas, nós araterizamos o omportamento de suas audase também omparamos as distribuições om previsões analítias. No regime deesala dinâmia, nós estudamos distribuições de grandezas loais (altura) e glo-bais (rugosidade e extremos) no estado estaionário. Analisamos a universalidadedessas distribuições, bem omo efeitos de tamanho �nito.
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Abstrat
Epitaxial growth is widely used in thin �lm prodution, with great tehnologi-al relevane. In order to understand the mirosopi proesses ouring in thegrowth proess, the main theoretial approahes is the Monte Carlo simulation ofatomisti models. In this thesis we study numerially two regimes of the epita-xial growth: the submonolayer (less than one deposited layer) and the dynamisaling (�lms with many atomi layers) regimes. Considering models with irrever-sible aggregation in the submonolayer regime, we study islands size and apturezone distributions. Calulating very aurate distributions, we haraterize thebehavior of their tails and ompare then with predition of analyti approahes.In the dynami saling regime, we study distributions of loal (height) and global(roughness and extremes) quantities in the steady state. We analyze universalityand �nite size e�ets in those distributions.
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Capítulo 1
Introdução
Em pouas áreas do onheimento a interação entre iênia e tenologia é tãolaramente expressa quanto na área de superfíies e �lmes �nos. A rápida evolu-ção e miniaturização de aparelhos eletr�nios omo omputadores e elulares, porexemplo, se devem em grande parte ao desenvolvimento de ténias ada vez maisso�stiadas (e ontroladas) de resimento de �lmes �nos. Ao mesmo tempo, odesenvolvimento de omputadores mais potentes permitem uma modelagem rea-lista dos proessos que oorrem em superfíies.A estrutura morfológia de superfíies em nível at�mio, objeto de estudodesta tese, omeçou a ser observada no �nal dos anos 20 om as ténias de di-fração LEED (do inglês - low energy eletron di�ration) e RHEED (re�etionhigh energy eletron di�ration). Apesar do grande avanço advindo om taisténias, estas têm a desvantagem de produzir as imagens no espaço reíproo.Imagens a nível at�mio no espaço real só foram possíveis om mirosópios mo-dernos omo o FIM (�eld ion mirosope), o AFM (atomi fore mirosope) eo STM (sanning tunneling mirosope)1, sendo os dois últimos os mais omu-1Um desrição detalhada dessas e outras ténias pode ser enontrada nos apítulos 3 dasreferênias [3℄ e [4℄, e ap. 10 da ref. [5℄. 1



1.1 Proesso de resimento de �lmes �nos 2mente usados. Atualmente, om os grandes avanços experimentais nessa área, épossível aompanhar o resimento de �lmes �nos em tempo real (in situ), geral-mente ombinando mais de uma ténia de observação, failitando enormementea ompreensão dos prinipais meanismos que oorrem no seu resimento.1.1 Proesso de resimento de �lmes �nosExiste uma grande variedade de ténias experimentais de deposição de �lmes�nos2. Geralmente elas utilizam váuo (ultra-alto, se possível), pois isso propiiauma maior pureza do �lme, que é desejável na maioria das apliações. Nestatese estamos interessados em modelar proessos araterístios de resimentoepitaxial, uja ténia de deposição mais utilizada é a epitaxia por feixe mole-ular (MBE - moleular beam epitaxy). Nessa ténia, as partíulas (átomos oumoléulas) que hegam ao agregado (substrato ou �lme em resimento) têm ve-loidades térmias e, portanto, se agregam sem ausar danos a este - por exemplo,não provoam rompimento de ligações. Além disso, dessorção de partíulas é umproesso raro em MBE.O termo epitaxia signi�a que as partíulas se arranjam sobre o substrato deforma a adquirir sua estrutura ristalina.Na �gura 1.1 ilustramos os prinipais proessos que podem oorrer no resi-mento epitaxial. (a) Partíulas são depositadas sobre a superfíie om um �uxo
F , que é o número de partíulas depositadas por unidade de tempo e por sítiode adsorção, geralmente medido em monoamadas (monolayers) por segundo -ML/s. (b) Uma vez adsorvidas na superfíie, as partíulas livres, também ha-2O leitor interessado pode enontrar uma desrição detalhada de diversas dessas ténias naref. [5℄ e mais resumidamente na seção 2.5 da ref. [4℄.



1.1 Proesso de resimento de �lmes �nos 3madas de adátomos, podem difundir para sítios de adsorção próximos om umaonstante de difusão D. () Quando dois adátomos se enontram eles formamum dímero e, assim, nuleam uma nova ilha. (d) Se um adátomo enontra umailha ele se agrega à esta. Partíulas nas bordas das ilhas podem se (e) desagregardestas ou (f) difundir ao longo da borda. (i) Em temperaturas onsideravelmentealtas pode haver dessorção de partíulas.

Figura 1.1: Ilustração esquemátia dos prinipais proessos que oorrem no res-imento epitaxial.É importante notarmos que, do ponto de vista termodinâmio, há uma om-petição entre os proessos de difusão, que tendem a levar o sistema para umaon�guração de equilíbrio, e o �uxo externo de partíulas, que leva o sistemapara longe do equilíbrio. De modo geral, o resimento omo um todo é umproesso fora do equilíbrio.A medida que partíulas adsorvem na superfíie, elas vão obrindo o substrato.Então, uma quantidade importante nesse proesso é o reobrimento super�ial,
θ, que é o número de partíulas depositadas por sítio de adsorção, medido emmonoamadas (ML). No limite de ondensação ompleta [6℄, ou seja, quando não



1.1 Proesso de resimento de �lmes �nos 4há dessorção de partíulas, θ = Ft.Para reobrimentos baixos (tipiamente para θ . 0.3 ML) temos o hamadoregime de submonoamada. Esse regime é muito importante porque in�ueniatoda a formação subsequente do �lme [4, 1℄. Além disso, atualmente existe ointeresse em desenvolver dispositivos om menos de uma amada at�mia.Há um grande número de proessos interessantes que podem oorrer no re-gime de submonoamadas. No resimento heteroepitaxial3 pode haver transi-ções morfológias nas ilhas [7℄, formação de arranjos periódios de ilhas [8, 9℄,et. Mesmo no resimento homoepitaxial, a riqueza de padrões que emergem daauto-organização de um sistema essenialmente fora do equilíbrio torna esse tipode resimento um ótimo `laboratório' para o estudo de tais padrões, que tambémsão muito importantes na Químia e na Biologia [10, 11, 12℄. Um grande esforçoexperimental e teório tem sido feito nas últimas déadas para ompreender osmeanismos de nuleação e resimento de ilhas em regime de submonoamadas(uma ótima revisão pode ser enontrada em [1℄). Em geral, a distribuição de ta-manhos de ilhas e grandezas orrelatas, omo distribuições de zonas de aptura,são os prinipais objetos de estudo. Esse será um dos tópios abordados nessatese (Capítulos 5 e 6).No regime de submonoamadas, omo temos θ pequeno, a deposição de par-tíulas no topo das ilhas é desprezível, mas isso não é verdade se ontinuamos adeposição para reobrimentos maiores. No topo das ilhas, observamos todos osproessos que oorrem sobre o substrato, e também existe a possibilidade de quepartíulas sobre ilhas difundam para o substrato, ou amadas inferiores, omoilustrado na �gura 1.1. A barreira energétia para esse último proesso é onhe-3Homoepitaxia (heteroepitaxia) designa o resimento epitaxial onde o substrato e o depósitosão dos mesmos (de diferentes) materiais.



1.1 Proesso de resimento de �lmes �nos 5ida omo barreira de Shwoebel [13℄. Quando ela é muito alta, as partíulasnuna desem do topo das ilhas e temos um resimento poissoniano [14℄.Todos os proessos de difusão listados aima são termiamente ativados, ouseja, existe uma barreira energétia para que a difusão possa oorrer. Em geral,essa barreira energétia depende dos materiais envolvidos (substrato e adsorbato)e da vizinhança da partíula, ou seja, do número de ligações desta om outraspartíulas. O mesmo raioínio se aplia para a dessorção. Dessa maneira, tantoa difusão quanto a dessorção são ontroladas pela temperatura do substrato. Jáa adsorção de partíulas depende do �uxo F , que depende da pressão do sistema,e possivelmente da temperatura, pois pode haver uma barreira de adsorção.

Figura 1.2: Ilustração dos modos de resimento de equilíbrio (epitaxial): a)Volmer-Weber, b) Stranski-Krastanov e ) Frank-van der Merwe.Voltando ao proesso de resimento de �lmes �nos, se prosseguimos om estealém do regime de submonoamadas, podemos enontrar 3 modos de resimentodistintos no equilíbrio. Eles dependem dos parâmetros mirosópios (energias deativação, que dependem do substrato e depósito) e marosópios (temperaturae pressão) do sistema, sendo os primeiros mais importantes. No modo Frank-vander Merwe, também onheido omo amada-por-amada, as ilhas em resimento



1.2 Modelagem do proesso de resimento 6oalesem (`olidem', se tornando uma únia ilha), até que uma monoamadaesteja ompletamente formada, em seguida uma segunda amada omeça a seformar e assim por diante (ver �g. 1.2). Isso aontee quando a energia super�ialdo deposito γD é menor que a do substrato γS somada om a energia da interfae(substrato-depósito) γ∗, ou seja, γD < γS + γ∗. Ao ontrário, no modo Volmer-Weber, as ilhas apresentam um resimento tridimensional, ou seja, as partíulas`preferem' agregar sobre as ilhas em vez do substrato. Nesse aso, temos γD >

γS + γ∗. Existe ainda o modo Stranski-Krastanov que é uma ombinação dosdois primeiros: iniialmente há um resimento amada-por-amada, mas a partirde um determinado número de amadas as ilhas tridimensionais omeçam a seformar. Isso oorre porque, por alguma motivo, γ∗ aumenta a medida que o �lmese torna mais espesso.No modo Frank-van der Merwe, a superfíie do agregado será sempre lisa, oumuito próxima disto, mas nos outros asos ela deve apresentar variações loaisde alturas e vai ter uma largura araterístia, que é omumente hamada derugosidade super�ial. Para tempos de deposição su�ientemente longos, em queo substrato está ompletamente oberto e a superfíie apresenta �utuações detodos os omprimentos de onda, temos o hamado regime de esala dinâmia.Nesse regime, a rugosidade é uma grandeza entral na araterização estruturalde um �lme, omo vamos ver nos apítulos 2 e 3.1.2 Modelagem do proesso de resimentoOs primeiros modelos usados para entender os proessos de nuleação (estágiosiniiais do resimento) desritos na seção anterior, surgiram era de 40 anosatrás e se baseavam em equações de taxa [15, 6℄. Nesse tipo de modelagem, um



1.2 Modelagem do proesso de resimento 7onjunto de equações difereniais ordinárias é desenvolvido para desrever a vari-ação temporal de alguma quantidade média (ver seção 5.1.2), omo a densidadede adátomos e ilhas de diferentes tamanhos. As equações de taxa tiveram grandesuesso em desrever alguns aspetos do resimento epitaxial omo, por exem-plo, a evolução temporal da densidade de ilhas. Porém, omo não há nenhumainformação espaial explíita nessas equações, a morfologia das ilhas não podeser desrita om essa aproximação.Com o avanço dos omputadores nas últimas déadas, a modelagem atomístiados proessos de resimento tornou-se possível, sendo hoje uma das prinipaisabordagens teórias nessa área. Tipiamente, os dois métodos usados são dinâ-mia moleular [16, 17℄ e métodos de Monte Carlo (MC). O primeiro se prestamuito bem na identi�ação dos proessos atomístios relevantes em um determi-nado sistema, mas apresenta a desvantagem de ser altamente ustoso omputa-ionalmente, limitando o tamanho do sistema e também o tempo de deposição aesalas muito inferiores àquelas de interesse tenológio. Por outro lado, simula-ções de Monte Carlo tem sido utilizadas om grande suesso na modelagem doresimento de �lmes �nos e esse será o método utilizado nesta tese.Podemos dividir a modelagem via MC em duas lasses: modelos om difusãooletiva (MC inétio) e modelos om mobilidade limitada. Modelos de difusãooletiva são mais realistas, pois inluem simultaneamente os diversos proessosilustrados na �gura 1.1 (ou pelo menos os mais relevantes). Usando as energias deativação orretas, tais modelos podem reproduzir o proesso de resimento de al-guns sistemas. Essa modelagem é muito utilizada no regime de submonoamadasou om pouas amadas at�mias, mas se torna inviável (omputaionalmente)para muitas amadas, prinipalmente em altas temperaturas. Modelos de mobi-lidade limitada, por outro lado, permitem o estudo de sistemas grandes e om



1.3 Esopo da tese 8um número muito grande de amadas. Nesses modelos, uma partíula adsorvidaatinge sua posição �nal, após difundir ou não, antes que uma nova partíula sejadepositada. Em geral, tais modelos não são usados para desrever propriedadesde um sistema partiular, mas são muito úteis no estudo de propriedades uni-versais de superfíies em resimento [10℄, prinipalmente no regime de esaladinâmia.Finalmente, existem ainda modelos de resimento ontínuos, baseados emequações difereniais pariais estoástias, que vamos hamar aqui de equações deresimento. Essa modelagem desreve superfíies no limite hidrodinâmio, ondeo tempo e o tamanho do sistema tendem a in�nito. Tais equações de�nem lassesde universalidade om propriedades de simetria bem de�nidas [10℄ e forneem umadesrição ontínua para os modelos atomístios no regime de esala dinâmia.1.3 Esopo da teseNessa tese vamos estudar numeriamente propriedades universais de dois estágiosdistintos do resimento: submonoamadas e regime de esala dinâmia. Em vistado desenvolvimento do nosso trabalho ientí�o, vamos abordar primeiro pro-blemas no regime de esala dinâmia e posteriormente submonoamadas. Umarevisão teória, introduzindo os prinipais oneitos, quantidades e modelos estu-dados nessas duas áreas, são apresentadas nos apítulos 2 e 5, respetivamente.Os demais apítulos são dediados ao estudo de problemas espeí�os, apresen-tados abaixo.Uma propriedade fundamental do resimento de superfíies, no regime deesala dinâmia, é a existênia de universalidade, ou seja, as superfíies geradaspor vários modelos distintos podem apresentar propriedades de esala idêntias



1.3 Esopo da tese 9[10, 18℄. Existem várias lasses de universalidade, que geralmente são hom�nimasàs equações de resimento, pois essas últimas são desrições ontínuas para osmodelos disretos (ver seção 2.2). Dois exemplos são a lasse de Kardar, Parisie Zhang [19℄ (KPZ), uja desrição ontínua é a equação KPZ e a lasse EWassoiada à equação de Edwards e Wilkinson [20℄. Cada lasse de universalidadeapresenta um onjunto de simetrias partiulares, então podemos saber muitosobre um determinado proesso de resimento se soubermos qual é a sua lassede universalidade.A determinação da lasse de resimento é baseada, em geral, no estudo depropriedades de esala da rugosidade (subseção 2.1.1). Cada lasse apresentaum onjunto de expoentes de esala araterístios das relações entre rugosidade,omprimento e tempo. Porém, na maioria dos modelos e em vários sistemas reais,o álulo preiso de expoentes é difíil devido à presença de orreções de esalafortes ou efeitos de rossover (ver subseção 2.1.2), tornando neessário o uso deoutras grandezas para araterização de sua lasse.Nesse sentido, uma grande ferramenta para araterização de superfíies é adistribuição de rugosidades no estado estaionário [21, 22, 23, 24℄. Assim omo osexpoentes de esala, essas distribuições são universais. Contudo, elas apresentamefeitos de tamanho �nito muito menores que os expoentes de esala [25, 26℄. Noapítulo 3, nós estudamos numeriamente essas distribuições para modelos queapresentam orreções de esala muito fortes na esala da rugosidade [27℄. Paraos modelos balístios (lasse KPZ), nós observamos efeitos de tamanho �nito nasdistribuições esaladas para média unitária simples, mas quando usamos umaforma de esala que torna a média nula e a variânia unitária, onseguimos supri-mir tais efeitos. Seguindo essa linha, propusemos om suesso outra relação deesala que leva em onta os efeitos da rugosidade intrínsea, mostrando que essa



1.3 Esopo da tese 10é a prinipal orreção de esala nessa lasse de modelos. Mostramos também queefeitos de tamanho �nito nas distribuições de rugosidade são aompanhados dosmesmos efeitos em outras quantidades omo a distribuição de alturas e diferençasde alturas loais, além dos expoentes de esala.Nas últimas déadas, surgiu o interesse no estudo de distribuições de extremosem sistemas orrelaionados [28, 29, 30℄, visto que a estatístia de extremos é bementendida em sistemas não orrelaionados [31, 32℄. Nesse aspeto, um sistemamuito natural de se estudar são as distribuições de alturas extremas (máximose mínimos) de interfaes [33, 34, 35℄. Além do interesse teório em estatístiade extremos, essas distribuições podem ter muitas apliações. Assim omo asdistribuições de rugosidade, elas podem ser úteis para determinarmos a lasse deuniversalidade de um sistema. Um exemplo de apliação é a evolução de danospor orrosão, porque algum tipo de falha no material pode oorrer quando o danomais profundo atinge um valor rítio [36℄.No apítulo 4 nós estudamos distribuições de alturas máximas (DAMAX) emínimas (DAMIN) no estado estaionário, para vários modelos em substratosbidimensionais. Além de simulações dos modelos disretos, nós também integra-mos diretamente as equações de resimento para obter a DAMAX e DAMIN.Em modelos de resimento não lineares, nós enontramos duas urvas universais(DAMAX e DAMIN) dependendo do sinal do oe�iente do termo não linear daequação de resimento. Portanto, as distribuições de extremos são um avançosobre outras distribuições (alturas e rugosidade), pois podem prever o sinal da-quele oe�iente [37℄. Nós também propusemos um modelo simples de deposiçãoe evaporação aleatórias sobre um substrato inerte que apresenta uma diferençamuito grande entre DAMAX e DAMIN, orroborando nossa onlusão sobre suadiferença. Mostramos ainda que a DAMAX e DAMIN não são representadas pela



1.3 Esopo da tese 11distribuição de Gumbel generalizada para nenhuma lasse de universalidade, aoontrário do que foi proposto por Lee [30℄ para a lasse EW. Nós também obser-vamos que a esala da altura extrema média m (máxima ou mínima) é igual à darugosidade w, ou seja, m ∼ w, e a únia exeção é lasse EW em duas dimensões,onde m ∼ w2.Como disutimos aima, todos os proessos difusivos oorrendo nos estágiosiniiais do resimento são termiamente ativados, ou seja, existem taxas (pro-babilidades) de oorrênia que dependem das energias de ativação e também datemperatura do substrato. Então, dependendo desses dois parâmetros, podemoster probabilidades muito pequenas para um determinado proesso e a simpli�a-ção omumente usada é onsiderar sua taxa nula. Com isso, riamos os hamadosmodelos de agregação irreversível, onde existe um núleo rítio i tal que ilhasom i+ 1 partíulas são estáveis (não se dissoiam). Distribuições de tamanhosde ilhas (DI) e Zonas de Captura (DZC) têm sido largamente estudadas para mo-delos de agregação irreversível, pois elas podem ser utilizadas para omparaçãoom resultados experimentais.Apesar de terem sido muito estudadas nas últimas duas déadas, as distri-buições DI e DZC são, em geral, muito impreisas, pois são obtidas om pouasamostras e substratos pequenos, e sua análise sempre se restringe aos pios. Noapítulo 6, nós apresentamos um estudo detalhado da DI e DZC para os modelosde ilhas pontuais e fratais om agregação irreversível, para núleo rítio i = 1e 2. Nós obtemos distribuições altamente preisas que nos permitiram fazer umaanálise das audas dessas distribuições. Nós observamos desvios no olapso des-sas distribuições esaladas para média unitária, mas eles podem ser suprimidosquando usamos uma forma de esala que torna a média zero e variânia unitá-ria [38℄. Com isso, nós também onseguimos mostrar que a DZC é muito bem



1.3 Esopo da tese 12representada por uma teoria reentemente proposta por Pimpinelli e Einstein[39℄, ao ontrário do que foi sugerido em trabalho reente sobre ilhas pontuais[40℄. Por outro lado, o estudo das audas da DI mostra que a famosa teoria deAmar e Family [41, 42℄, amplamente usada em omparações om distribuiçõesexperimentais, falha ompletamente na sua desrição.



Capítulo 2
Regime de esala dinâmia
Nesse apítulo apresentamos uma revisão da teoria envolvida no estudo de pro-essos de resimento de superfíies no regime de esala dinâmia. Primeiramentedisutimos as prinipais grandezas empregadas na araterização de superfíies,depois apresentamos modelos de resimento ontínuos e disretos que serão es-tudados nos próximos dois apítulos. É importante ressaltar aqui que, apesar detoda a teoria apresentada nesse apítulo ter omo objetivo prinipal o estudo de�lmes �nos, ela também tem sido apliada à vários outros problemas na Biologia,Químia e na própria Físia [10℄ (sobretudo o oneito de esala dinâmia).2.1 Caraterização estrutural de �lmes �nosNos modelos de resimento que apresentaremos nesse apítulo, a superfíie éde�nida omo um onjunto de alturas hi(t) nos modelos disretos ou um ampo
h(~x, t) nos modelos ontínuos. A altura h (na posição i ou ~x) é medida em relaçãoao substrato (h = 0). Nos modelos balístios, o agregado é poroso, de modo que
hi é a altura máxima do depósito na posição i. Nesse aso, podemos de�nirtambém uma superfíie interna, mas nessa tese estamos interessados apenas em13



2.1 Caraterização estrutural de �lmes �nos 14propriedades da superfíie externa. Quando trabalhamos om superfíies reais aaltura é dada em píxeis de uma imagem e a largura destes depende da resolução dométodo de mirosopia utilizado. Tipiamente, os métodos mais omuns (omoo AFM e o STM) produzem imagens de 512 × 512 ou 1024 × 1024 píxeis, então
L = 512, ou 1024 será o tamanho da imagem. Nos modelos disretos, L representao tamanho lateral do substrato, de forma que no resimento em ds +1 dimensõestemos Lds sítios de adsorção, onde ds é a dimensão do substrato.Dada uma superfíie de tamanho L podemos alular a altura média 〈h〉 emuma janela hiperúbia de lado r, que omeça em uma posição i0, omo

〈h〉i0 (r, t) ≡ 1

rds

∑

i

hi(t). (2.1)Da mesma maneira, podemos obter a altura quadrátia média 〈h2〉i0 , simples-mente substituindo hi por h2
i na equação anterior, e om isso de�nimos a rugosi-dade dentro de janelas de largura r:

w(r, t) ≡
〈

1

M

∑

i0

(

〈

h2
〉

i0
− 〈h〉2i0

)1/2
〉

. (2.2)Aqui, M é o número total de janelas - para ondições de ontorno periódias,
M = Lds , e para ondições de ontorno abertas temos M = (L − r + 1)ds . Otermo dentro do somatório na eq. 2.2 é a rugosidade de uma determinada janela(que omeça em i0), daí fazemos uma média varrendo toda a superfíie e obtemosa rugosidade média da amostra (termo dentro do 〈· · · 〉). Se dispomos de váriasamostras, podemos fazer ainda uma média on�guraional, representada pelosbrakets na eq. 2.2. Muitas vezes, trabalhamos om a rugosidade quadrátia, queé dada por:

w2(r, t) ≡
〈
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M

∑
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〈

h2
〉

i0
− 〈h〉2i0

)

〉

. (2.3)Em geral, a raiz de w2 tem um valor muito próximo de w e ambas esalam damesma maneira. Para r < L temos a hamada rugosidade loal, que vamos



2.1 Caraterização estrutural de �lmes �nos 15expressar aqui omo wloc(r, t). Para r = L, temos a rugosidade global w(L, t), àqual vamos nos referir, na maior parte do texto, omo rugosidade simplesmente.2.1.1 Esala dinâmia da rugosidadeAssim omo no resimento da maioria dos �lmes �nos, nos modelos estudadosnesta tese o resimento se dá a partir de um substrato iniialmente liso, ou seja,om h e w nulos em t = 0. Então, a medida que partíulas vão se agregando aodepósito, devemos esperar que h e w resçam no tempo. De fato, isso pode servisto na �gura 2.1, onde mostramos o omportamento típio de w om o tempo.Nessa �gura observamos que a rugosidade rese até um tempo de relaxação txe então satura (�utua em torno de um valor onstante wsat). Para t ≪ tx, wobedee à relação de esala
w(t) ∼ tβ, (2.4)onde β é o expoente de resimento. A unidade de tempo (∆t = 1) é geralmentede�nida omo o tempo para a deposição de uma monoamada (Lds partíulas);em modelos onde a reusa de agregação de algumas partíulas é possível, ∆t = 1orresponde à inidênia de Lds partíulas.A saturação da rugosidade é uma araterístia de proessos de resimentoem que a agregação de uma partíula depende da sua vizinhança. Essa depen-dênia introduz uma orrelação lateral no sistema que é quanti�ada por umomprimento de orrelação ξ||. No iníio da deposição o sistema é desorrelaio-nado (ξ|| ≈ 0) e a medida que partíulas são depositadas as orrelações loais sepropagam pelo sistema, de modo que ξ|| rese no tempo omo
ξ|| ∼ t1/z, (2.5)onde z é o expoente dinâmio. Quando este omprimento de orrelação se torna da



2.1 Caraterização estrutural de �lmes �nos 16
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Figura 2.1: Variação temporal típia da rugosidade (global), para sistemas omorrelação lateral.ordem do tamanho lateral do sistema (ξ|| ≈ L) temos a saturação da rugosidadee a partir desse regime
ξ|| ∼ L. (2.6)Podemos, então, onluir que a saturação da rugosidade nada mais é do que umefeito de tamanho �nito [10℄.Em �lmes �nos reais, temos um resimento orrelaionado, mas os temposde deposição são muito pequenos para que o regime de saturação da rugosidadeseja atingido. Dessa forma, estamos sempre no regime de resimento (t ≪ tx)quando tratamos desses sistemas e, portanto, a saturação da rugosidade é umaaraterístia apenas de modelos teórios.O omportamento do omprimento de orrelação ξ|| nos sugere que a rugosi-dade de saturação wsat e o tempo de relaxação tx dependam do tamanho L dosistema. Na �gura 2.2 apresentamos a variação típia da rugosidade no tempopara substratos de diferentes tamanhos e veri�amos essas dependênias. Para arugosidade de saturação, temos

wsat(L) ∼ Lα, (2.7)



2.1 Caraterização estrutural de �lmes �nos 17onde α é o expoente da rugosidade. Pelas equações 2.5 e 2.6, enontramos para otempo de relaxação
tx ∼ Lz. (2.8)Podemos também de�nir um omprimento de orrelação na direção perpendiularao resimento, ξ⊥, que esala omo a rugosidade, ou seja, ela mede as �utuaçõesde altura do depósito.
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Figura 2.2: Comportamento típio da rugosidade om o tempo, para diferentestamanhos de substrato.Das equações 2.4, 2.7 e 2.8 podemos veri�ar que os expoentes α, β e z nãosão independentes entre si, pois, em t ≈ tx

w ≈ wsat ⇒ tβx ∼ Lα ∼ tα/z
x , (2.9)de onde vem a lei de esala:

α = βz. (2.10)Todas as propriedades de esala aima podem ser resumidas na relação deesala de Family e Visek [43℄:
w(L, t) ∼ Lαf

(

t

Lz

)

, (2.11)



2.1 Caraterização estrutural de �lmes �nos 18onde f(x ≡ t/Lz) é uma função de esala que, pelas equações 2.4, 2.7, 2.8 e 2.10,deve se omportar omo
f(x) ∼











xβ , para x≪ 1,

cte, para x≫ 1.
(2.12)Com base na equação 2.7, para determinarmos o expoente da rugosidade α,basta resermos depósitos até o regime estaionário para diferentes L's e mediro valor da rugosidade de saturação. Porém, omo disutimos anteriormente,experimentalmente os �lmes �nos são residos até tempos muito anteriores àsaturação da rugosidade, tornando impratiável o uso da relação 2.7. Então, umaforma de se determinar o expoente da rugosidade é através da rugosidade loal

wloc.
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ξ ||Figura 2.3: Variação típia da rugosidade loal om o tamanho da janela.Na �gura 2.3 apresentamos um exemplo típio da variação de wloc em funçãode r. Em r ≈ ξ||, a rugosidade loal se torna onstante em um valor igual àrugosidade global da superfíie naquele instante de tempo,
wloc ≈ w para r ≫ ξ||. (2.13)Para r ≪ ξ|| a rugosidade loal rese om o tamanho de janela e temos:

wloc(r) ∼ rαloc, (2.14)



2.1 Caraterização estrutural de �lmes �nos 19onde αloc é o expoente da rugosidade loal. Com superfíies para tempos diferen-tes, podemos obter o expoente dinâmio pela equação 2.5.Na equação 2.14 de�nimos um novo expoente da rugosidade. Porém, nos mo-delos que vamos estudar aqui, esse expoente será sempre igual àquele de�nidopara a rugosidade global (eq. 2.7), ou seja, αloc = α. Isso não aontee em ou-tros sistemas om esala an�mala da rugosidade1 (αloc 6= α) ou super-rugosidade(αloc = 1 e α > 1) [44, 45, 46℄. Na verdade, a araterização ompleta de umasuperfíie (em termos de expoentes de esala) envolve também a esala do espe-tro de potênias (no espaço reíproo) [46℄, onde de�nimos um tereiro expoenteda rugosidade αs. A relação de esala de Family e Visek (eq. 2.11) é um asopartiular onde αs = αloc = α. Todos os modelos estudados nessa tese seguem arelação 2.11, então não vamos trabalhar om o espetro de potênias.2.1.2 Correções de esala e efeitos de rossoverRelações de esala da forma
Y ∼ Xγ, (2.15)omo aquelas apresentadas aima, são relações assintótias, ou seja, são preisassomente em determinados limites, por exemplo, quando o sistema é muito grandee/ou o tempo é muito longo. De modo geral, a dependênia ompleta de Y om

X deve ter a forma
Y ≈ AXγ [1 + b1X

γ1 + b2X
γ2 + · · · ] + Z (2.16)onde os termos biXγi, om i = 1, 2, . . ., são orreções de esala e A é a amplitudedo termo dominante. Muitas vezes pode apareer também uma orreção do tipoonstante aditiva (Z), que esrevemos separadamente na eq. 2.16.1Também onheida omo rugosidade an�mala.



2.1 Caraterização estrutural de �lmes �nos 20As amplitudes bi devem depender dos mesmos parâmetros que Y , exeto X.Os expoentes γi são negativos, fazendo om que as orreções se anulem no limiteassintótio (X → ∞).No estudo de modelos de resimento trabalhamos om substratos de tamanho
L �nito, portanto sempre teremos orreções em L, uja magnitude vai dependerdo modelo. Mesmo numa deposição aleatória (de�nida na subseção 2.3.1), que éo modelo de deposição mais simples possível, a esala da rugosidade ao quadradoom o tempo tem a forma exata (ver apêndie A)

w2(L, t) = t

(

1 − 1

L

)

, (2.17)onde aparee expliitamente o efeito de tamanho �nito (1/L). O modelo de res-imento RSOS (ver subseção 2.3.3), por exemplo, apresenta orreções de esalamuito fraas, mesmo para tamanhos e tempos pequenos. Por outro lado, nosmodelos balístios essas orreções são muito fortes [47, 48, 25℄, sobretudo em di-mensões d > 1 + 1. Tais orreções fazem om que os expoentes efetivos, medidosem sistemas om L pequeno, sejam menores que o valor assintótio esperado paraa lasse do modelo.Correções de esala também podem produzir efeitos de rossover, onde veri�-amos duas regiões de esala bem de�nidas om expoentes distintos. Esse efeitode rossover é bastante omum em modelos de resimento ompetitivos, ondedois ou mais tipos de partíulas se agregam seguindo diferentes regras dinâmias(de modelos de diferentes lasses de universalidade e, onsequentemente, om di-ferentes expoentes de esala) [49, 50, 51℄. Por exemplo, em modelos onde temosa ompetição de uma dinâmia EW om a KPZ, em d = 1 + 1, esperamos que oexpoente assintótio seja β = 1/3 (KPZ) e uma forma possível da orreção prin-ipal é γ1 = −1/12 na eq. 2.16, om Y = w e X = t, mas om b1 ≫ 1. Com estaforma, em tempos urtos a rugosidade rese aproximadamente om t1/4 (EW) e



2.1 Caraterização estrutural de �lmes �nos 21em tempos longos temos w ∼ t1/3. Esse efeito de rossover é observado na urvada rugosidade global versus tempo, onforme ilustrado na �gura 2.4.
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Figura 2.4: Curva típia da rugosidade em função do tempo, para um sistemaom rossover EW-KPZ.Efeitos de rossover também oorrem na esala da rugosidade loal wloc emsuperfíies onde há a presença de grãos [52, 53, 54℄. Nesse aso há um resimentoiniialmente rápido da rugosidade loal om um expoente α1 e um rossover em
r ≈ l, onde l é o tamanho médio do grão, para um resimento mais lento omum expoente α2. Nesse aso, a origem desse efeito não é a ompetição entrediferentes dinâmias de resimento, mas simplesmente a geometria da superfíieom grandes diferenças de alturas entre os grãos [25℄.Em pratiamente todos os modelos de resimento enontramos efeitos derossover na esala da rugosidade global e loal, que são produtos da dinâmiado modelo. Por exemplo, para tempos muito pequenos ξ|| ≈ 0 e a rugosidaderese iniialmente omo um sistema desorrelaionado, mas quando o sistemaomeça a se tornar orrelaionado, há um rossover para outra forma de esala.Independentemente de qual seja a origem do rossover, este tem o efeito dediminuir onsideravelmente o tamanho da região de esala (em L ou em t) de in-



2.1 Caraterização estrutural de �lmes �nos 22teresse, tornando a estimativa de expoentes muito impreisa. O mesmo aonteeem �lmes reais quando o tempo de deposição é muito pequeno, pois o ompri-mento de orrelação é também muito pequeno e, om isso, a região de esala darugosidade loal (eq. 2.14) �a muito limitada, di�ultando o álulo do expoenteda rugosidade.2.1.3 Distribuições de grandezas loais e globaisApesar da grande maioria dos trabalhos adotar o álulo de expoentes de esala naaraterização de superfíies [10℄, essa abordagem apresenta algumas di�uldades,omo disutido na subseção anterior. Muitas vezes, orreções de esala fortes e/ouefeitos de rossover podem levar à onlusões erradas aera de um determinadosistema quando nos baseamos apenas no álulo de expoentes [25℄. Dessa forma,é muito importante que outras grandezas sejam usadas, possivelmente aliadas aosexpoentes, no estudo de um determinado sistema.Uma quantidade que pode ser muito útil na araterização de uma superfíieé sua distribuição de alturas P (h), onde h é medida em relação à altura média.
P (h) é uma densidade de probabilidade, tal que P (h)dh nos dá a probabilidadede enontrarmos uma altura no intervalo [h, h + dh]. Logiamente, P (h) é adistribuição de uma grandeza loal (altura de ada oluna). Em modelos deresimento lineares, omo as equações EW e WV (ver seção 2.2), P (h) pode seralulada exatamente [10, 18℄. Em modelos não lineares, em geral não há soluçõesexatas, então temos que obtê-la numeriamente. Tipiamente, P (h) apresentaefeitos de tamanho �nito muito fortes, ou seja, não há um bom olapso das P (h)para diferentes tamanhos de substrato quando devidamente normalizadas paramédia nula e variânia unitária. Assim, para melhor araterizar P (h) no limiteassintótio (L → ∞), não é omum analisá-la diretamente, mas sim as razões



2.1 Caraterização estrutural de �lmes �nos 23adimensionais dos momentos de ordem mais baixa, omo veremos abaixo.Distribuições de grandezas globais (obtidas para a superfíie ompleta) tam-bém são muito importantes na araterização de superfíies, um exemplo é adistribuição de rugosidade quadrátia P (w2). Assim omo na distribuição dealturas, P (w2)dw2 é a probabilidade de enontrarmos um valor de rugosidadequadrátia no intervalo [w2, w2 + dw2]. Usamos w2 ao invés de w porque para oprimeiro é possível obter P (w2) exatamente quando temos superfíies gaussianas,ou seja, quando P (h) é uma distribuição normal [21, 55, 22, 29, 23℄. Distribuiçõesde rugosidade são um avanço sobre outras quantidades pois apresentam efeitos detamanho �nito muito inferiores àqueles enontrados em distribuições de alturase nos expoentes de esala, omo veremos no apítulo 3.Finalmente, nos últimos anos surgiu o interesse em distribuições de extremos
P (m) em superfíies [33, 34, 35℄, onde m pode ser a altura máxima ou mínima,medida em relação à altura média. Novamente, P (m)dm é a probabilidade deenontrarmos um extremo no intervalo [m,m+dm]. Em geral, essas distribuiçõestambém apresentam efeitos de tamanho �nito fraos (ver apítulo 4).Todas as distribuições aima podem ser aluladas no regime de resimentoou no estado estaionário. No primeiro aso, omo a superfíie não está omple-tamente orrelaionada (ξ|| < L), é mais interessante obter as distribuições emjanelas de tamanho r < ξ||, de forma que dentro desta janela as orrelações este-jam estabeleidas. Assim, obtemos a P (h) dentro de ada janela e fazemos umamédia sobre essas distribuições; para a P (w2) e a P (m) obtemos um únio valorda rugosidade (loal) e do extremo em ada janela, e onstruímos as distribuiçõesfazendo esta janela varrer a superfíie [56, 57℄. No estado estaionário, w2 e msão aluladas para a superfíie ompleta (têm o valor global). Nesse regime adistribuição de alturas se mantém onstante, mas loalmente as alturas �utuam



2.2 Classes de universalidade e equações de resimento 24no tempo e isso faz om que w2 e m também apresentem �utuações temporais(em torno da média). Então, medindo essas quantidades em tempos diferentespodemos onstruir suas distribuições.Quando trabalhamos om distribuições, duas grandezas muito importantespara araterizar sua forma são a skewness2 S e a urtose Q, que são razõesadimensionais dos primeiros momentos (entrais) da distribuição. A skewness ea urtose são de�nidas omo
S ≡ W3

W
3/2
2

(2.18)e
Q ≡ W4

W 2
2

− 3 (2.19)onde Wn é o momento entral de ordem n da distribuição.Distribuições gaussianas têm S e Q nulos, portanto valores de S e/ou Q 6= 0re�etem o quanto uma distribuição (devidamente normalizada para média nula evariânia unitária) se desvia de uma normal. S mede a assimetria da distribuiçãoem relação à média e Q india o quanto a auda é pesada quando omparadaom um deaimento gaussiano.2.2 Classes de universalidade e equações de res-imentoO oneito de lasse de universalidade teve origem no estudo de fen�menos rítiose expressa o fato de que apenas algumas simetrias fundamentais são relevantes nadeterminação dos expoentes rítios [58℄, ou seja, estes independem de detalhesdas interações do sistema. Dessa forma, uma variedade de proessos, em prinípio2Geralmente usamos o termo em inglês, que em português é hamado oe�iente de assime-tria.



2.2 Classes de universalidade e equações de resimento 25distintos, podem apresentar um mesmo onjunto de expoentes, que de�nem umalasse de universalidade.No estudo de superfíies também enontramos lasses de universalidade bemde�nidas, omo a lasse KPZ [19℄, a lasse EW [20℄, entre outras. A dinâmia deuma superfíie pode ser desrita no limite ontínuo (limite hidrodinâmio, onde Le t→ ∞) por equações difereniais estoástias do tipo Langevin, que desrevemas �utuações na superfíie em grandes esalas de omprimento, e que são ons-truídas a partir das simetrias da dinâmia super�ial. Assim, estas equações sãoos modelos mais representativos das lasses de universalidade e dão nome a elas.Aredita-se que, para tempos longos e substratos muito grandes, a inétia dosmodelos atomístios (desritos na próxima seção) possa ser representada analiti-amente por equações de resimento, apesar de que uma onexão exata entre osdois tipos de modelos ainda é uma questão em aberto [59, 60, 61℄. Porém, onsi-derando as simetrias dos modelos atomístios, geralmente podemos identi�ar ostermos que apareem na equação de resimento orrespondente. Por exemplo,na lasse KPZ enontramos uma série de modelos disretos, omo deposição ba-lístia [10℄, o modelo RSOS [62℄, o modelo de ething de Mello et al [63℄, entreoutros, que apresentam expoentes de esala e outras grandezas universais, omodistribuições de alturas, rugosidade e extremos, iguais àquelas da equação KPZ.Uma equação de resimento deve ter a forma geral
∂h(~x, t)

∂t
= F + Φ({h} , ~x, t) + η(~x, t), (2.20)onde F é o �uxo médio de partíulas que hegam ao depósito, Φ({h} , ~x, t) éum funional que representa as orrelações da superfíie e η(~x, t) é o ruído, quedá o aráter estoástio à equação. Geralmente, trabalhamos om um ruídobrano, ou seja, om média nula 〈η(~x, t)〉 = 0 e ovariânia 〈

η(~x, t)η(~x′, t′)
〉

=

Dδds(~x− ~x′)δ(t− t′).



2.2 Classes de universalidade e equações de resimento 26De ummodo geral, Φ(~x, t) pode depender de (~x)i, hi, ti e de derivadas espaiaisde h omo (∇ih), (∇h)i e (∇ih)(∇h)j , om i, j = 1, 2, 3, .... Porém, na maioria dassituações de interesse, uma superfíie deve satisfazer algumas simetrias básiasque reduzem drastiamente as dependênias explíitas de Φ. São elas:a) Invariânia sob uma translação no tempo (t → t + δt), que elimina adependênia em t.b) Invariânia sob uma translação na direção do resimento (h → h + δh),que elimina a dependênia em h.) Invariânia sob uma translação na direção perpendiular ao resimento
(~x→ ~x+ δ~x), que elimina a dependênia em ~x.d) Simetria de inversão (~x → −~x), que elimina a dependênia om derivadasde ordem ímpar de h.As simetrias de (a) a () são neessárias porque a superfíie não pode dependerda esolha das origens (t0, h0 e ~x0). Por outro lado, a superfíie não deve mudarse fazemos uma rotação de 180◦ em torno do eixo perpendiular ao substrato.Fazendo essa inversão (~x → −~x) as derivadas de ordem ímpar tem o seu sinalinvertido, portanto tais derivadas não devem apareer na equação 2.20 e estaequação se reduz a

∂h(~x, t)

∂t
= F + Φ

[

∇2ih, (∇h)2j , (∇2kh)(∇h)2j
]

+ η(~x, t). (2.21)Dependendo do sistema, pode haver outras simetrias que sejam satisfeitaspela interfae, omo a re�exão em torno da altura média (h → −h), onheidaomo simetria up-down. Essa transformação muda o sinal do lado esquerdo daequação 2.21 e para garantir a invariânia dessa equação, termos não lineares do



2.2 Classes de universalidade e equações de resimento 27tipo (∇h)2i (i = 1, 2, · · · ) não podem apareer do seu lado direito. Isso nos dá
∂h(~x, t)

∂t
= F+a1(∇2h)+a2(∇4h)+· · ·+b1(∇2h)(∇h)2+b2(∇2h)(∇h)4+· · ·+η(~x, t),(2.22)onde os oe�ientes ai e bi, om i = 1, 2, . . ., são onstantes.No limite hidrodinâmio as derivadas de ordens mais altas �am desprezíveisem relação às de ordem mais baixa. De fato, podemos onsiderar que a superfíieseja auto-a�m e, portanto, invariante frente à transformação

x→ x′ ≡ bx e w → w′ ≡ bαw, (2.23)que re�ete a esala da rugosidade om a distânia, onde α é o expoente da rugo-sidade, de�nido na equação 2.7. Com essa transformação os termos ∇2h e ∇4h,por exemplo, se reesalam omo ∇′2h′ → bα−2∇2h e ∇′4h′ → bα−4∇4h. No li-mite hidrodinâmio b → ∞, o termo ∇4h tende a zero muito mais rápido que olaplaiano. Pelo mesmo proedimento podemos mostrar que todas as outras deri-vadas também são irrelevantes em relação à ∇2h naquele limite. Neste ontexto,alguns termos são onsiderados irrelevantes sob o ponto de vista do grupo derenormalização, ou seja, eles não afetam os expoentes de esala (α, β, z), apesarde poderem afetar as amplitudes das relações de esala (A, b1, b2, ...) na eq. 2.16.Desprezando esses termos enontramos a equação de Edwards e Wilkinson [20℄(equação EW)
∂h(~x, t)

∂t
= ν∇2h(~x, t) + η(~x, t), (2.24)onde ν tem o papel de tensão super�ial, pois o laplaiano tende a suavizara superfíie. A onstante F não aparee na equação EW porque estamos noreferenial da altura média h→ h−Ft, ou seja, a veloidade média v da superfíieé nula nesse referenial.



2.2 Classes de universalidade e equações de resimento 28Por ser linear, a equação EW pode ser resolvida através de uma transformaçãode Fourier e os expoentes de esala, a relação de esala de Family e Visek (eq.2.11) e a distribuição de alturas podem ser alulados exatamente (ver refs. [10℄ e[18℄). Os expoentes podem ser obtidos de uma forma mais simples se exploramosa auto-a�nidade da superfíie e são dados por
z = 2, α =

2 − ds

2
e β =

2 − ds

4
. (2.25)Podemos observar que o expoente da rugosidade α e o expoente de resimento

β dependem da dimensão do substrato. Em d = 1 + 1, temos β = 1/4 e α =

1/2, e em d = 2 + 1 temos α = β = 0, o que signi�a que a rugosidade temomportamento logarítmio. Para d > 2 + 1 esses expoentes são negativos, o quefaz om que qualquer �utuação da interfae seja amorteida pela tensão super�iale esta permaneça sempre lisa (w �nito mesmo para L, t→ ∞).Em muitos proessos de resimento, a agregação de partíulas pode dependerda inlinação loal (próxima ao ponto de agregação) e a simetria up-down équebrada. Em 1986 Kardar, Parisi e Zhang (KPZ) [19℄ propuseram uma extensãoda equação EW para desrever tais proessos.Se não há o requisito da simetria up-down, termos não lineares do tipo (∇h)2iom i = 1, 2, ... podem estar presentes na equação de resimento. Como �zemospara o laplaiano na seção anterior, podemos mostrar por argumentos de esalaque no limite hidrodinâmio o termo (∇h)2 é dominante em relação aos termos deordem superior. Adiionando esse termo à equação EW, enontramos a equaçãoKPZ [19℄:
∂h(~x, t)

∂t
= ν∇2h+

λ

2
(∇h)2 + η(~x, t), (2.26)onde λ é onheido omo exesso de veloidade. Esse nome vem do fato que,mesmo estando no referenial de altura média onstante, a veloidade média da



2.2 Classes de universalidade e equações de resimento 29superfíie não é nula
v ≡

∫ L

0

dd~x
〈

(∇h)2
〉

, (2.27)ou seja, o resimento lateral produz uma veloidade adiional na superfíie.

Figura 2.5: Esquema ilustrativo do resimento lateral de uma superfíie.Podemos também onstruir a equação KPZ por onsiderações geométrias.Na �gura 2.5 mostramos um esquema de resimento lateral de uma interfae.Um inremento vδt na direção da normal loal, produz um inremento aproxima-damente igual a δh na altura em x = x1, e pelo teorema de Pitágoras temos
δh = vδt[1 + (∇h)2]1/2. (2.28)Se onsideramos |∇h| ≪ 1 podemos fazer a expansão

∂h(~x, t)

∂t
= v +

v

2
(∇h)2 + · · · , (2.29)sugerindo que o termo (∇h)2 deve estar presente na equação de resimento.Devido à sua não linearidade a equação KPZ não pode ser resolvida poranálise de Fourier. Além disso, se usamos a transformação de auto-a�nidade,enontramos três equações inonsistentes para determinar apenas dois expoentes(α e z), impossibilitando o álulo destes. Por outro lado, pode ser mostrado por



2.2 Classes de universalidade e equações de resimento 30invariânia galileana (ver refs. [10, 18℄) que
α + z = 2 (2.30)em qualquer dimensão. Cálulos de grupo de renormalização, em d = 1 + 1,mostraram que [10℄

α = 1/2, β = 1/3 e z = 3/2, (2.31)onsistentes om a equação 2.30. Em uma dimensão também pode ser mostradoque a distribuição de alturas no estado estaionário é a mesma da equação EW,indiando que a simetria up-down volta a estar presente no sistema. O mesmonão se aplia ao regime de resimento em d = 1 + 1, nem a qualquer regime emdimensões superiores.Para d > 1+1, nenhum resultado analítio exato é onheido para os expoentesde esala e nem para nenhuma distribuição. Soluções analítias aproximadas [64℄e resultados de simulações [65, 66℄ em d = 2 + 1 indiam um expoente
α ≈ 0.39, (2.32)daí, pelas equações 2.10 e 2.30, devemos ter

z ≈ 1.61 e β ≈ 0.24. (2.33)Como disutimos no apítulo 1, uma araterístia fundamental do resi-mento de superfíies por MBE é a difusão de partíulas adsorvidas no agregado[10, 18, 67℄. Essa difusão oletiva produz uma orrente ~J(~x, t) na superfíie e,se desprezamos a dessorção de partíulas, o número destas é onstante durante oproesso de difusão e a orrente deve obedeer à equação de ontinuidade
∂h

∂t
= −∇ · ~J(~x, t). (2.34)



2.2 Classes de universalidade e equações de resimento 31Comparando essa equação om a eq. 2.21 podemos imediatamente assoiar otermo −∇ · ~J(~x, t) ao funional Φ. A orrente ~J(~x, t) deve ser direionada pelogradiente de potenial químio loal µ(~x, t) da interfae ( ~J(~x, t) ∝ −∇µ(~x, t).)e este, por sua vez, está relaionado ao número de ligações que uma partíuladeve romper para que possa difundir. O número de ligações de uma partíulaaumenta om a urvatura da interfae naquele ponto e se essa urvatura tem umaonavidade positiva (∇2h > 0) o número de vizinhos de uma partíula é grande.Por outro lado, se a onavidade é negativa (∇2h < 0), o número de vizinhosé pequeno. Portanto, µ(~x, t) ∝ −∇2h(~x, t), e juntando isso à equação 2.34 nósobtemos a equação de Wolf-Villain (WV) [68, 69℄
∂h(~x, t)

∂t
= −ν4∇4h+ η(~x, t), (2.35)Essa equação é similar a equação EW e também pode ser resolvida exatamente.Os expoentes obtidos são

z = 4, α =
4 − ds

2
e β =

4 − ds

8
. (2.36)Em d = 1 + 1 temos α = 3/2 e β = 3/8, e em d = 2 + 1 temos α = 1 e β = 1/4.A equação WV também pode apresentar não linearidades (ver uma disussãodetalhada no ap. 14 da ref. [10℄), o que nos dá a equação de Villain, Lai e DasSarma (VLDS) [70, 71℄

∂h(~x, t)

∂t
= −ν4∇4h+ λ4∇2(∇h)2 + η(~x, t). (2.37)A renormalização dessa equação om um �loop� leva aos expoentes [10℄

z =
8 + ds

3
, α =

4 − ds

3
e β =

4 − ds

8 + ds

. (2.38)Foi mostrado por Janssen [72℄ que existem orreções de ordens mais altas para es-ses expoentes, que ele alulou até dois �loops�, e resultados numérios on�rmamesses desvios [73℄.



2.3 Modelos de resimento disretos 32Finalmente, se onsideramos um sistema onde não há interações na superfíiedevemos ter Φ = 0 na eq. 2.21, que se torna simplesmente
∂h(~x, t)

∂t
= F + η(~x, t). (2.39)Como F é uma onstante, o únio termo relevante para a evolução da superfíieé o ruído, ou seja, a aleatoriedade, daí o nome resimento aleatório.Como a superfíie é desorrelaionada não podemos obter os expoentes darugosidade α e dinâmio z. O expoente de resimento β dado pela equação 2.4pode ser failmente obtido através da equação 2.39, integrando essa equação emrelação ao tempo, sendo β = 1/2 em qualquer dimensão ds do substrato.2.3 Modelos de resimento disretosNa simulação de modelos (disretos) de resimento em d = ds + 1 dimensões,partíulas são agregadas a uma superfíie de dimensão ds iniialmente lisa (o subs-trato) em posições sorteadas aleatoriamente, o que introduz o ruído no proesso.Esses modelos podem ser de�nidos em rede, ou fora de rede. Em modelos em rede(todos que estaremos tratando nessa tese) o substrato é uma rede hiperúbia delado L. Na maioria dos modelos, as partíulas depositadas tem tamanho unitário,igual ao parâmetro de rede.2.3.1 Deposição aleatóriaOmodelo de resimento de superfíies onheido omo Deposição Aleatória (DA)é o modelo disreto mais simples que se pode implementar. Nesse modelo, adapartíula se agrega ao topo da oluna sorteada, qualquer que seja o estado davizinhança, onforme ilustrado na �gura 2.6.
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Figura 2.6: Esquema ilustrativo do modelo de deposição aleatória. A', B' e C'representam as partíulas A, B e C após serem agregadas.Como a agregação de uma partíula independe da sua vizinhança, o sistema élateralmente desorrelaionado (ξ|| = 0) e, portanto não deve haver saturação darugosidade. Por isso, não podemos de�nir os expoentes α e z para esse modelo.Pela simpliidade do modelo, o valor do expoente β pode ser alulado exa-tamente (ver apêndie A) e seu valor é β = 1/2. Esse expoente é o mesmoenontrado na seção anterior para a equação de resimento aleatório. De fato, aaraterístia fundamental de ambos os modelos é o fato de não haver orrelaçõesao longo da superfíie, assim, a equação 2.39 é uma representação do modelo DAno limite ontínuo.É interessante notarmos que, pela ausênia de qualquer meanismo de re-laxação (orrelações), a DA é o limite extremo de modelo de resimento forado equilíbrio. Portanto, as �utuações nas alturas resem mais rapidamente doque em todos os modelos om orrelação, ou seja, nesses últimos o expoente β ésempre menor que 1/2, omo veremos a seguir.



2.3 Modelos de resimento disretos 342.3.2 Deposição aleatória om relaxação super�ialO modelo de deposição aleatória om relaxação super�ial (RDSR3), tambémonheido omo modelo de Family [74℄, é um modelo mais realista, pois há difusãodas partíulas depositadas. Conforme ilustrado na �gura 2.7, ao atingir um sítio ido substrato a partíula pode difundir para a oluna vizinha (j) de menor altura,desde que hj < hi. Se houver mais de um vizinho om a mesma altura hj(< hi),a partíula pode ir para qualquer um destes vizinhos om igual probabilidade.En�m, a partíula sempre se deposita no mínimo loal.

Figura 2.7: Esquema ilustrativo do modelo RDSR.Como vimos na seção anterior, a equação EW é araterizada por uma tensãosuper�ial, produzida pelo laplaiano, que tende a distribuir as �utuações dasuperfíie. O proesso de difusão do modelo RDSR desempenha o mesmo papel narelaxação da superfíie. Em simulações, os expoentes da lasse EW em d = 1 +1e d = 2+1 foram obtidos om boa preisão [75, 76℄, on�rmando que este modelopertene àquela lasse de universalidade.3Do inglês: Random Deposition with Surfae Relaxation.



2.3 Modelos de resimento disretos 352.3.3 Modelos KPZO modelo de resimento restrito (RSOS4) proposto por Kim e Kosterlitz [62℄é um modelo om reusa de agregação de partíulas, pois a diferença de alturamáxima entre primeiros vizinhos não pode ultrapassar um determinado valor
∆hmax. Como ilustrado na �gura 2.8, para o aso ∆hmax = 1, são aeitas para adeposição apenas aquelas tentativas em que a ondição |hei

−hi| 6 1 for obedeidapara todo i após a partíula ser depositada, onde ei se refere à todos os primeirosvizinhos de i. O valor de ∆hmax não altera as propriedades de esala do modelo.

Figura 2.8: Esquema ilustrativo do modelo RSOS. As tentativas de deposição daspartíulas B e C são rejeitadas, enquanto as de A e D são aeitas nas posições A'e D'.Simulações numérias do trabalho original de Kim e Kosterlitz [62℄ em d =

1 + 1 sugerem os expoentes de esala
α ≈ 0.50 e β ≈ 0.33, (2.40)e em d = 2 + 1 foi obtido
α ≈ 0.40 e β ≈ 0.25, (2.41)em bom aordo om os expoentes esperados para a lasse KPZ.4Do inglês: Restrited Solid-on-Solid. Também onheido na literatura omo Modelo KK.



2.3 Modelos de resimento disretos 36Esse resultado é esperado pois o proesso de reusa de partíulas dependediretamente do gradiente loal de alturas. Além disso, essa reusa produz umexesso de veloidade (negativo) na superfíie. Ao invés de um resimento lateraltemos uma reusa de resimento lateral, mas de qualquer forma a deposição deuma partíula depende diretamente da normal loal (normal inlinada geralmenteimplia em reusa de deposição). Isso faz om que o valor de λ seja negativo naequação 2.26.

Figura 2.9: Esquema ilustrativo do modelo de ething.Outro modelo importante é o modelo de ething de Mello et al. [63℄, que foioriginalmente proposto para erosão super�ial. Aqui estudamos o modelo om aregra invertida, de forma que temos um resimento. Nesse modelo não há reusade partíulas e quando, após a deposição, (hi − hei
) > 1 para algum vizinho ei,aumentamos também a altura desse vizinho de forma que (hi − hei

) ≤ 1, paratodos os vizinhos (ver �gura 2.9). Dessa forma, o gradiente loal produz umexesso de veloidade positivo, pelo resimento das olunas vizinhas àquela deinidênia. Logo, o modelo de ething também deve estar na lasse KPZ. Éimportante notarmos que, ao ontrário do modelo RSOS onde |hei
−hi| 6 ∆hmaxem toda a superfíie, aqui as diferenças de alturas loais podem ter qualquervalor.Em todos os modelos apresentados anteriormente, as partíulas se depositam



2.3 Modelos de resimento disretos 37neessariamente sobre outras partíulas, e assim o agregado formado é ompato,araterístia de modelos SOS5. Mas existem outros modelos onde o agregado for-mado é poroso, ou seja, apresenta buraos. O paradigma dessa lasse de modelosé a deposição balístia (DB). Nesse modelo, a partíula que hega à superfíieola no seu primeiro ontato om esta, mesmo que esse ontato seja lateral, omoilustrado na �gura 2.10.

Figura 2.10: Esquema ilustrativo do modelo de DB.Simulações reentes [47℄ em d = 1+1 sugerem os seguintes expoentes de esalapara a DB
α ≈ 0.50 e β ≈ 0.33. (2.42)Em d = 2 + 1 o modelo apresenta orreções de esala muito fortes [47, 48℄ quemasaram o valor assintótio do expoente de resimento β. Para o expoente darugosidade, estimativas numérias apontam α ≈ 0.38 [66, 77℄.O proesso de agregação lateral do modelo de DB produz um exesso develoidade na superfíie pois, ao olar lateralmente em uma oluna mais alta quea de inidênia, a partíula de tamanho unitário leva a um inremento ∆h > 1 naaltura da oluna. Além disso, quanto maior a inlinação loal de alturas antes da5Do inglês: solid-on-solid.



2.3 Modelos de resimento disretos 38deposição, maior deve ser o exesso de veloidade naquele ponto. Então, devemosesperar que a DB esteja na lasse KPZ.

Figura 2.11: Esquema ilustrativo do modelo de deposição de grãos.Reentemente, outro modelo do tipo balístio foi proposto por nós para ex-pliar um rossover na esala da rugosidade loal [25℄. Nesse modelo, que vamoshamar aqui de deposição de grãos, bloos quadrados de tamanho (lateral) l sãodepositados aleatoriamente sobre a superfíie - veja �gura 2.11. Os bloos seagregam quando seu lado inferior toa o agregado, sem nenhum meanismo deagregação lateral. Apesar disso, pode haver um exesso de veloidade muitogrande quando se formam buraos no depósito, e esta formação depende da inli-nação loal. Assim, esperamos que esse modelo esteja na lasse KPZ. No trabalhooriginal [25℄, trabalhamos om 3 distribuições de tamanhos de grãos (gaussiana,poissoniana e delta de Dira) e vimos que essas distribuições não alteram signi-�ativamente a rugosidade super�ial, que depende prinipalmente do tamanhomédio dos grãos l̄.O modelo de deposição de grãos apresenta orreções de esala muito fortes,omo vamos disutir no próximo apítulo, e estimativas de expoentes de esaladão valores muito diferentes daqueles esperados para a lasse KPZ [25℄.



2.3 Modelos de resimento disretos 392.3.4 Modelos VLDSO modelo paradigma da lasse VLDS é o modelo RSOS onservativo (CRSOS),por apresentar orreções de esala muito pequenas. Esse modelo segue as mesmasregras do modelo RSOS, mas não há reusa de partíulas, ou seja, o número departíulas se onserva. No modelo original, proposto por Kim et al [78℄, quandouma partíula não satisfaz à ondição RSOS na oluna de inidênia, prouramospelo sítio mais próximo onde essa ondição é satisfeita e fazemos a deposiçãonesse sítio (aso haja dois ou mais sítios equidistantes om esta araterístia,sorteamos um deles aleatoriamente). Outra alternativa, que preserva todas assimetrias do modelo e será o método usado aqui, é fazermos um passeio aleatórioom a partíula até que uma posição permitida para a deposição seja enontrada[73℄.

Figura 2.12: Esquema ilustrativo do modelo DT.Outro modelo que pertene à lasse VLDS em d = 1 + 1 é o modelo paraa MBE de Das Sarma e Tamborenea (modelo DT) [69℄. Conforme ilustrado na�gura 2.12, a partíula se agrega na oluna de inidênia se houver pelo menosum vizinho lateral naquela posição (partíula A); aso ontrário, ela se move parauma das olunas vizinhas onde haja pelo menos um vizinho lateral (C); se todosos vizinhos satisfazem essa ondição, sorteamos um destes aleatoriamente (B);



2.3 Modelos de resimento disretos 40se nenhum vizinho satisfaz essa ondição, ela se agrega na posição de inidênia(D).O modelo DT apresenta orreções de tamanho �nito muito fortes e simulaçõesem substratos pequenos produzem expoentes muito próximos àqueles esperadospara a teoria linear de quarta ordem (equação WV), dados na eq. 2.36. Extra-polando expoentes efetivos, uma onvergênia lenta para os expoentes da lasseVLDS foi observada [79℄.



Capítulo 3
Efeitos de tamanho �nito emdistribuições de rugosidade
Nesse apítulo vamos estudar efeitos de tamanho �nito nas distribuições de rugo-sidade de diversos modelos nas lasses de resimento não lineares (KPZ e VLDS).Iniiamos o apítulo om uma breve revisão dos prinipais resultados anteriorespara distribuições de rugosidade no estado estaionário. Em seguida, disutimosas prinipais formas de esala e as distribuições de rugosidade dos diferentes mo-delos. Estudamos também as diferenças de alturas loais e efeitos de tamanho�nito nas distribuições de alturas.3.1 IntroduçãoOs primeiros trabalhos sobre distribuições de rugosidade quadrátia (P (w2)) emmodelos de resimento de interfaes foram realizados em 1994 por Ráz e ola-boradores [21, 55, 22℄. Para as equações de resimento lineares (EW e WV) em
d = 1 + 1, esrevendo essas distribuições omo integrais de trajetória e usandoa função geratriz para os momentos, eles mostraram que a P (w2) (no estado41



3.1 Introdução 42estaionário) apresenta a forma de esala
P (w2) =

1

〈w2〉
F

(

w2

〈w2〉

)

, (3.1)onde F (x ≡ w2/ 〈w2〉) é uma função de esala universal, om uma forma ara-terístia para ada lasse de universalidade.Em d = 1 + 1, a função F (x) foi obtida exatamente (no estado estaionário)para a lasse EW [21℄ e para a lasse WV [55℄, e são dadas por
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) [WV℄. (3.3)É fáil notar que em ambos os asos a auda à direita apresenta um deaimentoexponenial simples. Como o estado estaionário da lasse KPZ, em d = 1 + 1,é igual ao da lasse EW, a equação 3.2 é também a função de esala KPZ nessadimensão.As distribuições de rugosidade também foram aluladas exatamente paraas equações EW e WV em d = 2 + 1 [22℄, no estado estaionário (de fato, paramodelos lineares, uma solução analítia é possível em qualquer dimensão espaial,mas nem sempre F (x) pode ser obtida em forma fehada [23℄). Para a lasseEW, a solução é possível apenas quando a distribuição é alulada em funçãodo tamanho do sistema, L. Obtém-se que F (x, L) é uma distribuição gaussianaentrada em x = 1, uja variânia diminui om (lnL)−2 e uja altura do piorese om (lnL). Assim, no limite hidrodinâmio (L→ ∞), a função de esala éuma função Delta de Dira (F (x) = δ(x− 1)). Para a lasse WV, não é possívelobter uma forma fehada para F (x) porque a função geratriz apresenta in�nitospólos, que impossibilitam a soma sobre todos os resíduos. Porém, é fáil onstruir



3.1 Introdução 43aproximações ada vez mais preisas se onsideramos um número ada vez maiorde pólos, a partir da origem.Distribuições obtidas de simulações de modelos disretos, nas respetivas las-ses de universalidade, em d = 1+1 e d = 2+1, apresentam um bom aordo om osresultados analítios aima, mostrando que, de fato, F (x) é uma função universal[21, 55, 22℄.Posteriormente, uma generalização dos resultados aima foi feita para super-fíies (gaussianas) geradas por um ruído do tipo 1/fκ, ou seja, ujo espetro depotênias (S) se omporta om essa lei de potênia [29, 23℄. As equações EW eWV são asos partiulares onde κ = 2 e 4, respetivamente1.Para as equações de resimento não lineares (KPZ e VLDS) não é possí-vel obter nenhuma forma exata para F (x) (pelo menos até o presente momento,ou presente matemátia). Em [22℄, Ráz e Plishke �zeram uma aproximaçãofenomenológia para essa função, mas eles próprios onluem, om base em dis-tribuições de modelos disretos, que essa aproximação é falha. Sendo assim, aúnia forma de ataar esse problema é om simulações numérias.Aarão Reis [26℄ alulou, através de simulações omputaionais, distribuiçõesde rugosidade quadrátia no estado estaionário muito preisas para diversos mo-delos nas lasses KPZ e VLDS, em (1 + 1)- e (2 + 1)-dimensões. Para a lasseKPZ (em d = 2 + 1), foi enontrado uma auda à direita om um deaimentodo tipo exponenial estendida (≈ exp (−x0.8)), e a distribuição possui skewness eurtose muito grandes, S ≈ 1.70 e Q ≈ 5.4. Esses valores são muito maiores queos valores máximos possíveis em superfíies do tipo 1/fκ [23℄: S =
√

2 e Q = 3,1O espetro de potênias de uma superfíie no estado estaionário esala omo S(f) ∼

1/fds+2α [10℄, então, pelas equações 2.25 e 2.36 vemos que S(f) ∼ 1/f2 e S(f) ∼ 1/f4 para asequações EW e WV, respetivamente, independentemente da dimensão do substrato.



3.1 Introdução 44para κ → ∞. Caudas om deaimento gaussiano e exponenial simples foramenontradas para os modelos na lasse VLDS em d = 1 + 1 e d = 2 + 1, respe-tivamente, e as distribuições são muito diferentes daquelas obtidas para a lasseWV. Além disso, as distribuições de rugosidade também são diferentes daquelasobtidas para ruídos 1/fκ om qualquer κ. Reentemente, essas distribuições fo-ram obtidas da integração direta das equações de resimento KPZ [80℄ e VLDS[81℄ e foi observada uma ótima onordânia om aquelas dos modelos disretos[26℄.Nos últimos anos, distribuições de rugosidade no estado estaionário têm sidoapliadas no estudo de universalidade de vários modelos, sobretudo onde o álulode expoentes de esala produz resultados ontroversos [77, 25, 82℄; essas distribui-ções também foram usadas no estudo da dimensão rítia superior da lasse KPZ[24℄. Além disso, essas distribuições foram estudadas em outros sistemas omosuperfíies produzidas por magnetos desordenados [83, 84℄ e linhas elástias emmeios aleatórios [85, 86℄.Nos trabalhos itados aima, ondições de ontorno (CC) periódias foramutilizadas no álulo das distribuições. Porém, em [23℄ foram estudadas CC �dejanela�, ou seja, a rugosidade é alulada em ada posição de uma janela detamanho r ≪ L que varre a superfíie. Esses álulos foram feitos no estado esta-ionário apenas e foi observada uma dependênia das distribuições de rugosidadeom as CC's.Para fazer um paralelo om as ondições experimentais, distribuições de ru-gosidade também foram estudadas no regime de resimento da rugosidade paramodelos nas lasses KPZ [56℄ e nas diversas outras lasses [57℄. Nesse aso, tam-bém foram utilizadas CC �de janela� om r ≪ ξ||. Apesar das ondições deontorno e regimes de resimento diferentes, em geral as distribuições obtidas



3.2 Propriedades das funções de esala 45são muito próximas daquelas do estado estaionário om ondições de ontornoperiódias.Nesse apítulo, apenas propriedades do estado estaionário serão estudadas esempre usaremos ondições de ontorno periódias.3.2 Propriedades das funções de esalaA forma de esala mais simples e utilizada na maioria dos trabalhos na área éaquela dada na equação 3.1. O momento de ordem n de F (x) ≡ 〈w2〉P (w2) éde�nido omo M (n)
F ≡

∫

xnF (x)dx, de onde obtemos (ver Apêndie B)
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(1)
F = 1 e M
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2〉 − 〈w2〉2.Pela equação aima, vemos que um efeito de tamanho �nito na razão r ≡ 〈w2〉

σvai produzir uma orreção no segundo momento da distribuição.Uma forma de esala alternativa, utilizando o desvio σ, é dada por
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. (3.5)Novamente, G deve ser uma função universal que depende apenas da lasse deuniversalidade do sistema. Os primeiros momentos dessa função são
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− 3r − r3. (3.6)Neste aso, qualquer efeito de tamanho �nito em r omeça a afetar os momentosda função a partir do tereiro, e não do segundo omo na função F .É importante ressaltar que os primeiros momentos das distribuições reesala-das (isto é, das função F e G) são aqueles mais fortemente relaionados om aaparênia visual da distribuição. Assim, quando omparamos distribuições para



3.2 Propriedades das funções de esala 46diferentes tamanhos L, a qualidade do olapso depende diretamente dos efeitosde tamanho �nito nos primeiros momentos das distribuições. Portanto, devemosesperar que distribuições reesaladas om a equação 3.5 apresentem olapsos me-lhores (efeitos de tamanho �nito menores) do que om a reesala da eq. 3.1. Defato, isso foi observado em distribuições de altura máxima para ruídos do tipo
1/fκ [87℄, onde foi mostrado que os desvios nas distribuição estão relaionados àefeitos de tamanho �nito em seus umulantes.O onheimento de propriedades partiulares de um determinado sistema podeser um guia importante para proposição de formas de esala apropriadas. Porexemplo, em trabalho reente sobre linhas elástias a relação de esala 3.1 foigeneralizada para inorporar os efeitos do tempo e da temperatura [88℄. Nosmodelos de resimento balístios, apresentados na seção 2.3, uma araterístiaimportante é a presença de buraos e grandes diferenças de altura loais na super-fíie. Simulações de modelos que produzem superfíies om estas araterístias,omo por exemplo o modelo de Eden, sugerem que a prinipal orreção na esalada rugosidade é um termo onstante (o termo Z na relação de esala generalizadada subseção 2.1.2) [89, 90, 91, 92, 93℄. Então, para esses modelos a relação deesala de Family e Visek (eq. 2.11) deve ser generalizada para

w2(L, t) = L2αf

(

t

Lz

)

+W2, (3.7)onde a orreção W2 é hamada de rugosidade intrínsea. O primeiro termo àdireita representa as �utuações em todos os omprimentos de onda da superfíie,enquanto o W2 é assoiado om propriedades de pequenos omprimentos de ondaomo buraos e altos degraus na superfíie [90, 91℄.No estado estaionário, a equação 3.7 se simpli�a para
〈w2〉 = AL2α +W2, (3.8)



3.3 Esala das distribuições de rugosidade 47onde A é a amplitude de esala (onstante). Com isso, valores grandes de W2produzem desvios nas estimativas do expoente da rugosidade para tamanhos Lpequenos. Assim, em modelos balístios devemos esperar que a quantidade Γ ≡

〈w2〉 −W2 apresente uma esala em L mais suave (Γ ≈ AL2α).Além disso, resultados numérios para modelos balístios mostraram que osefeitos de tamanho �nito na esala de σ são muito menores do que em 〈w2〉(lembrando que σ ∼ L2α no estado estaionário).Com base nesses resultados, nós propomos uma generalização para a relaçãode esala 3.1 que leva em onta o efeito da rugosidade intrínsea:
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, (3.9)onde C é uma onstante e, novamente, H é uma função de esala universal. Osprimeiros momentos dessa função são
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+ 1. (3.10)Se nossas hipóteses estão orretas, ajustando a onstante C para o valor de

W2 podemos reduzir muito, ou até anular, os efeitos de tamanho �nito em M
(2)
H .Consequentemente, a qualidade do olapso de dados om essa forma de esaladeve ser similar àquela utilizando a forma de esala 3.5. Isso será on�rmadonumeriamente na próxima seção.3.3 Esala das distribuições de rugosidadeComo disutido anteriormente, os modelos RSOS (om ∆hmax = 1) e CRSOS sãoaqueles que apresentam menores efeitos de tamanho �nito na estimativa de ex-poentes de esala das lasses KPZ e VLDS, respetivamente. Como mostrado naref. [26℄, as distribuições de rugosidade para esses modelos também apresentam



3.3 Esala das distribuições de rugosidade 48efeitos de tamanho �nito muito pequenos e por isso vamos usá-las omo padrãopara omparação om distribuições de outros modelos. Assim, hamaremos dedistribuição KPZ aquela obtida para o modelo RSOS em um substrato de tama-nho L = 256, em d = 2 + 1. Da mesma forma, a distribuição VLDS é a obtidapara o modelo CRSOS, para L = 256, em d = 1 + 1.Como estamos estudando distribuições no estado estaionário, temos que res-er a superfíie até tempos muito maiores que o tempo de relaxação. Como estetempo rese omo tx ∼ Lz (eq. 2.8), não podemos trabalhar om substratosmuito grandes, sobretudo para a lasse VLDS, onde o expoente dinâmio é muitogrande (z ≈ 3 em d = 1 + 1). Após atingir o estado estaionário, fazemos umaamostragem alulando as quantidades de interesse (distribuição de alturas, ru-gosidade quadrátia et.) em tempos diferentes, om um intervalo ∆t = 10 oumaior. Tipiamente, fazemos medidas em 20000 on�gurações para ada depósitoresido, e resemos 1000 amostras para ada modelo. Então, as distribuiçõesde rugosidade são obtidas de aproximadamente 107 on�gurações. Para a distri-buição de alturas e a diferença de altura loal, a amostragem é Lds vezes maior,pois ada superfíie nos dá Lds on�gurações.3.3.1 Modelos balístiosMesmo para a deposição balístia (DB), em d = 2 + 1, é neessária uma eso-lha adequada da relação de esala para analisarmos distribuições de rugosidade.Nas �guras 3.1(a)-() mostramos as distribuições para substratos de tamanhos
L = 128, 256 e 512, esaladas de aordo om as equações 3.1, 3.5 e 3.9, respeti-vamente. A distribuição KPZ também é mostrada para omparação.Na �gura 3.1(a) não há um olapso das distribuições. Podemos observarapenas uma onvergênia lenta para a urva KPZ om o aumento de L. Isso
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Figura 3.1: Distribuições de rugosidade do modelo DB para tamanho de substrato
L = 128 (írulos), L = 256 (quadrados) e L = 512 (triângulos), esaladas deaordo om: (a) Eq. 3.1, (b) Eq. 3.5 e () Eq. 3.9 om C = 12. A urva ontínuaé a distribuição KPZ.mostra que essa forma de esala não é apaz de on�rmar a esala KPZ do modeloDB. Por outro lado, em (b) observamos um olapso muito bom das distribuições,mostrando que, de fato, a relação de esala 3.5 é muito superior à relação 3.1.Pela disussão da seção anterior, isso deve estar relaionado à efeitos de tamanho�nito na razão r. Nossos resultados on�rmam esse fato pois, para L = 128temos r ≈ 4.86 e para L = 512 temos r ≈ 3.21, ou seja, há uma diminuição deaproximadamente 34% no valor de r entre esses tamanhos.Utilizando a forma de esala 3.9 om C = 12, obtemos um olapso muitobom (Fig. 3.1()), om qualidade visual similar àquela obtida om a relação 3.5.



3.3 Esala das distribuições de rugosidade 50Esse resultado mostra que as onsiderações que �zemos para propor a relação3.9 estão orretas. A relação 3.9 sugere que a rugosidade de uma on�guração éaproximadamente a soma de uma parela onstante (a rugosidade intrínsea C)om uma parela que �utua na forma esperada para a lasse KPZ. Nesse aspeto,nossa forma de esala (eq. 3.9) é um avanço sobre a relação 3.5, pois além deproduzir um bom olapso (on�rmando a lasse de universalidade do modelo),ela fornee evidênias sobre as prinipais orreções de tamanho �nito do modeloe uma estimativa da rugosidade intrínsea.
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Figura 3.2: Distribuições de rugosidade do modelo de deposição de grãos om
l = 16 em substratos de tamanho L = 2048 (quadrados) e L = 4096 (triângulos),esaladas de aordo om: (a) Eq. 3.1, (b) Eq. 3.5 e () Eq. 3.9 om C = 12800.A urva ontínua é a distribuição KPZ.Todas essas onlusões se on�rmam no estudo do modelo de deposição de



3.3 Esala das distribuições de rugosidade 51grãos. As distribuições esaladas om tamanho de grão l = 16 em substratosde tamanhos L = 2048 e 4096 estão mostradas nas �guras 3.2(a)-(), junto oma distribuição KPZ. Novamente, enontramos grandes desvios nas distribuiçõesesaladas de aordo om a equação 3.1. Porém, as esalas om 3.5 e 3.9 pro-duzem olapsos muito bons, on�rmando a superioridade dessas funções. Essesresultados foram obtidos depositando grãos de tamanho �xo (distribuição Deltade Dira, om l = 16), mas enontramos resultados similares usando uma distri-buição de Poisson om l̄ = 16.É importante notarmos que resultados similares aos da �gura 3.2 são obtidospara outros tamanhos de grão. Na verdade, para esse modelo sempre obtemosresultados semelhantes quando a razão L/l é mantida �xa. Para um dado L,os efeitos de tamanho �nito são maiores (menores) a medida que aumentamos(diminuímos) l. Nós observamos também que para L/l 6 64 (sendo l = 1 paraa DB), existem orreções de esala adiionais, ou seja, não observamos bonsolapsos de distribuições om nenhuma das formas de esala.
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Figura 3.3: Razão (〈w2〉 −C)/L2α em função de L para os modelos DB (quadra-dos) e deposição de grãos om: l = 2 (ruzes), l = 4 (diamantes), l = 8 (írulos)e l = 16 (triângulos).



3.3 Esala das distribuições de rugosidade 52Se a relação de esala 3.8 for válida e W2 for igual à onstante C estimada doolapso das distribuições, então a razão (〈w2〉 − C)/L2α deve ser uma onstante.Na �gura 3.3 mostramos essa razão omo função de L para a DB e o modelode deposição de grão om vários valores de l. Após uma pequena variação para
L pequeno, a razão satura em um valor onstante. Esses valores são estimativaspara a onstante A da equação 3.8 e estão apresentados na tabela 3.1. O expoenteda rugosidade utilizado foi α = 0.39, que é a melhor estimativa para a lasse KPZem d = 2 + 1 [65, 66℄.Além da onstante A, na tabela 3.1 mostramos o valor de C usado paraolapsar as distribuições, o termo relativo à esala KPZ na relação 3.8 para omaior tamanho de substrato simulado (AL2α

MAX) e ainda a razão entre essas duasúltimas quantidades, que nos dá a importânia relativa da orreção de esala.Podemos observar que essa razão é muito grande em todos os modelos, hegandoa exeder 50% em alguns asos, o que on�rma quantitativamente a presença deefeitos de tamanho �nitos muito fortes.Modelo A C AL2α
MAX

C
AL2α

MAXBD 0.35 12 45 27%

l = 2 3.4 120 440 27%

l = 4 6.6 630 1470 43%

l = 8 14.9 2950 5700 52%

l = 16 34.0 12800 22340 57%Tabela 3.1: Dados para os modelos balístios: DB e deposição de grãos omdiferentes l's.Uma das araterístias fundamentais dos modelos estudados nessa subseçãoé a presença de grandes diferenças de alturas loais, buraos e saliênias na su-
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Figura 3.4: Exemplos de ortes de superfíies típias, em d = 2 + 1, dos modelos(a) deposição de grãos om l = 16 e (b) DB.perfíie. Isso é observado na �gura 3.4, onde mostramos dois ortes super�iaispara o modelo de deposição de grãos (a) e DB (b), no mesmo instante de tempo.É interessante notar que as diferenças de altura loais são era de uma ordemde grandeza maior no modelo de deposição de grãos.3.3.2 Modelos RSOSPara veri�ar se a interpretação sobre a origem da rugosidade intrínsea estáorreta, nós estudamos outro modelo na lasse KPZ que também apresenta di-ferenças de altura grandes na superfíie: o modelo RSOS om ∆hmax grande.Na �gura 3.5 mostramos as distribuições para esse modelo om ∆hmax = 10 e
∆hmax = 20 e observamos olapsos exelentes om ambas as formas de esala (eq.3.1 e 3.5). Portanto, pela �gura 3.5(a) onluímos que para o modelo RSOS nóstemos C ≈ 0, ou seja, não há uma orreção do tipo rugosidade intrínsea, mesmotrabalhando om substratos muito pequenos (L = 32 na �gura 3.5).Esses resultados mostram que a rugosidade intrínsea não deve estar assoiada
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Figura 3.5: Distribuições de rugosidade do modelo RSOS om ∆hmax = 10 (qua-drados) e ∆hmax = 20 (triângulos), esaladas de aordo om: (a) Eq. 3.1 e (b)Eq. 3.5. A urva ontínua é a distribuição KPZ (∆hmax = 1).à grandes diferenças de altura loais, pois essas diferenças são muito grandestambém nos modelos RSOS (om ∆hmax ≫ 1), mas C ≈ 0 (ver seção 3.4).3.3.3 Modelos na lasse VLDSNós analisamos também as distribuições para o modelo DT em d = 1+1, porqueesse modelo apresenta efeitos de tamanho �nito muito fortes nas estimativas deexpoentes de esala. Nas �guras 3.6(a) e (b) nós omparamos essas distribuições,para L = 64 e L = 128, om a distribuição VLDS, usando as formas de esala3.1 e 3.5. Para a relação 3.5, não observamos efeitos de tamanho �nito signi�a-tivos entre as distribuições do modelo DT, porém, essas distribuições são muitodiferentes da urva VLDS e não há nenhuma evidênia de que vão onvergir paraessa última aumentando L.É fáil notar que a auda à direita das distribuições DT são exponeniais es-tendidas, enquanto na distribuição VLDS o deaimento é gaussiano [26℄. Alémdisso, no primeiro aso, o pio das distribuições apresenta uma quina e na dis-tribuição VLDS este é suave. Por esses resultados, �a óbvio que não podemos
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Figura 3.6: (a) e (b) Distribuições de rugosidade do modelo DT em substratosde tamanho L = 64 (quadrados) e L = 128 (triângulos), esaladas de aordoom as equações 3.1 e Eq. 3.5, respetivamente; () distribuições em substratode tamanho L = 64 om um fator de redução de ruído: N = 1 (modelo original -linha pontilhada), N = 10 (ruzes), N = 20 (quadrados) e N = 30 (triângulos).A urva ontínua é a distribuição VLDS.onseguir um olapso das distribuições apenas subtraindo uma onstante na ru-gosidade, ou seja, a forma de esala 3.9 falha nesse modelo (de fato, tentamosusar essa função para muitos valores de C, mas a qualidade do olapso �a similaraos das �guras 3.6(a) e (b)). Isso mostra que apenas a rugosidade intrínsea nãoé su�iente para representar as prinipais orreções de esala do modelo, pelomenos para esses tamanhos de substrato.



3.4 Diferenças de alturas loais 56Porém, simulações do modelo DT om redução de ruído2 dão estimativasde expoentes de esala muito próximos daqueles esperados para a lasse VLDS[94℄. Então, nós simulamos esse modelo om redução de ruído, om N = 10,20 e 30 e L = 64, e os resultados estão mostrados na �gura 3.6(). Podemosobservar nessa �gura que o aumento deN (diminuindo o ruído) faz as distribuiçõesonvergirem para a distribuição VLDS, inlusive mudando o deaimento da audaà direita. Porém, até N = 30 ainda enontramos grandes desvios, sobretudonas audas, indiando que o omportamento assintótio ainda não foi atingido.Assim, esses desvios nas distribuições não impliam que o modelo DT não estejana lasse VLDS, mas apenas que os efeitos de tamanho �nito nas distribuiçõesde rugosidade têm forma muito mais omplexa.3.4 Diferenças de alturas loaisPara quanti�ar e araterizar o omportamento das superfíies em pequenosomprimentos de esala nós alulamos a diferença de altura quadrátia média
〈δh2〉 entre sítios primeiros vizinhos, no estado estaionário. Essa quantidade é2Nos modelos de resimento disretos o ruido é introduzido pela aleatoriedade na esolhada oluna de inidênia das partíulas. Se onsideramos modelos sem difusão, por exemplo, eem ada passo de tempo depositássemos uma partíula em ada um dos Lds sítios do substrato,teríamos um resimento amada por amada, ou seja, não haveria um enrugamento inétioda superfíie. Por outro lado, se o ruído é muito grande as �utuações na superfíie podem sertambém muito grandes e isso pode produzir efeitos de tamanho �nito fortes. Mas o ruído podeser reduzido se, ao invés de depositarmos uma partíula na posição i sempre que sortearmosessa oluna, só depositarmos após a oluna i ser sorteada N vezes. Onde N é um parâmetro(inteiro) de redução de ruído e N = 1 orresponde ao modelo original.
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, (3.11)onde o somatório é alulado sobre todos os pares de sítios primeiros vizinhos darede e os olhetes representam a média on�guraional no tempo (ao longo doestado estaionário) e em diferentes amostras.
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Figura 3.7: 〈δh2〉 em função de L para o modelo RSOS om ∆hmax = 10 (qua-drados) e deposição de grãos om l = 2 (triângulos). Os dados para o modeloRSOS foram desloados de um fator 75 para ima.Para os modelos balístios enontramos efeitos de tamanho �nito fortes nessaquantidade, mas para os maiores tamanhos de rede 〈δh2〉 �a muito próximo deum valor de saturação. Esse omportamento está mostrado na �gura 3.7, parao modelo de deposição de grãos om l = 2. Nessa �gura também mostramos
〈δh2〉 para o modelo RSOS om ∆hmax = 10 e vemos que nesse aso os efeitosde tamanho �nito são desprezíveis. Isso aontee para todos os valores de ∆hmaxestudados. Esses resultados mostram que efeitos de tamanho �nito nas distri-buições de rugosidade são aompanhados pelo mesmo tipo de efeito em 〈δh2〉.Na �gura 3.8 nós mostramos o termo de orreção C omo função de 〈δh2〉 para
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Figura 3.8: Correção de esala C omo função de 〈δh2〉 para os modelos balístios(em ordem resente de C ou 〈δh2〉) DB, dep. grão om l = 2 e l = 4 (írulos)e para o modelo RSOS om ∆hmax = 10 e ∆hmax = 20 (triângulos).o maior valor de L simulado em ada modelo. Os resultados para os modelosbalístios sugerem que a rugosidade intrínsea deve ser relaionada apenas às�utuações de altura loais, omo proposto em outros trabalhos [90, 91℄. Porém,o modelo RSOS mostra que isso não é sempre verdade, pois temos C ≈ 0 mesmoom valores de 〈δh2〉 no mesmo intervalo dos modelos balístios (�g. 3.8). Issosugere que as grandes �utuações de altura loais são insu�ientes para expliar arugosidade intrínsea omo orreção de esala prinipal nos modelos balístios.Finalmente, para o modelo DT nós observamos um aumento muito rápido em
〈δh2〉 om o tamanho do sistema: 〈δh2〉 ≈ 22 para L = 32, 〈δh2〉 ≈ 58 para
L = 64 e 〈δh2〉 ≈ 139 para L = 128. Esses resultados on�rmam que o modelorealmente está muito longe de um regime assintótio para esses valores de L.



3.5 Efeitos de tamanho �nito nas distribuições de alturas 593.5 Efeitos de tamanho �nito nas distribuições dealturasNós analisamos também efeitos de tamanho �nito nas distribuições de alturasdos modelos estudados nas seções anteriores. Tipiamente essas distribuiçõesapresentam orreções de esala muito maiores que as distribuições de rugosidade[56℄, então, vamos estudar apenas o omportamento de sua skewness S e urtose
Q, sem omparar as distribuições ompletas.O sinal da skewness india quais as propriedades dominantes na superfíie:vales ou sulos profundos levam à S < 0, enquanto pios agudos impliam em
S > 0. Nos modelos de resimento não lineares, a skewness tem o mesmo sinaldo termo não linear. Assim, na lasse KPZ, S tem o mesmo sinal de λ da eq.2.26, e para lasse VLDS, o mesmo sinal de λ4 (eq. 2.37). Por inspeção dasregras de resimento, é fáil notar que os modelos (KPZ) balístios têm λ > 0 eos modelos RSOS têm λ < 0, então devemos omparar S dos primeiros om −Sdos últimos.Nas �guras 3.9(a) e (b) nós mostramos ±S e Q em função de 1/L1/2, respe-tivamente, para os modelos DB, deposição de grãos om l = 8 e para o modeloRSOS om ∆hmax = 10 (−S apenas nesse modelo). Nós usamos a variável 1/L∆om o expoente ∆ = 1/2 porque esse é o expoente que nos dá os melhores ajusteslineares dos dados.Para o modelo RSOS nós observamos efeitos de tamanho �nito desprezíveis eextrapolando esses dados para L → ∞ (1/L1/2 → 0) nós enontramos um valorassintótio de skewness onsistente om o melhor valor onheido para a lasseKPZ (|S| = 0.26 ± 0.01) [65, 66℄. Porém, para a DB as orreções de tamanho�nito são muito fortes, om S < 0 até L . 500, e para o modelo de deposição
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Figura 3.9: (a) Skewness e (b) urtose das distribuições de altura para o modeloRSOS om ∆hmax = 10 (ruzes), DB (quadrados) e modelo de deposição de grãosom l = 8 (triângulos). −S é usado apenas no modelo RSOS.de grãos esses orreções são ainda maiores (somente para L ≈ 4096 a skewnesspassa a ser positiva). Essa mudança de sinal em S nos modelos balístios mostraque, para L pequeno, o estado estaionário não é representativo daquele esperadopara a lasse KPZ. Apesar desse problema, laramente S > 0 para L → ∞ ea extrapolação (um tanto impreisa) dos dados forneem valores próximos doesperado para a lasse KPZ.Para a urtose, enontramos efeitos de tamanho �nito ainda maiores que naskewness, mas as extrapolações levam às mesmas onlusões. É importante no-tarmos que existem barras de erros em S e Q, sendo bem maiores nessa última.As inertezas são onsideravelmente grandes nos tamanhos de substrato maio-res, onde fazemos um número menor de amostras devido aos longos tempos desimulação. Porém, para tornar a visualização dos dados melhor, omitimos essasinertezas na �g. 3.9.Esses resultados para S e Q mostram que os efeitos de tamanho �nito nasdistribuições de rugosidade são, de fato, muito menores que na distribuição de



3.5 Efeitos de tamanho �nito nas distribuições de alturas 61alturas. Mesmo em tamanhos de rede onde S e Q estão longe do valor assintótio,onseguimos olapsos muito bons das distribuições de rugosidade usando as for-mas de esala 3.5 e 3.9. É muito interessante que, mesmo quando a distribuiçãode alturas não é representativa da lasse KPZ (S < 0 nos modelos balístios),a distribuição de rugosidade é representativa. Apesar de não termos uma expli-ação para esse resultado, ertamente isso não é uma ontradição, pois estamostratando om uma grandeza loal (altura) e outra global (rugosidade), que podemapresentar formas de esala muito distintas.
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Figura 3.10: (a) Skewness e (b) urtose das distribuições de altura para o modeloCRSOS (quadrados) e DT (triângulos).Os valores de S e Q para os modelos DT e CRSOS estão mostrados nas �guras3.10(a) e (b). Novamente usamos a variável 1/L1/2 na abissa, mas simplesmentepor analogia om a �gura 3.9, pois os dados para o modelo DT não permitemnenhuma extrapolação. Por outro lado, extrapolando os dados do modelo CRSOSobtemos o valor assintótio de skewness da lasse VLDS, em d = 2 + 1, sendo
|S| = 0.32±0.02 [73℄. Podemos notar que os valores de S para o modelo DT estãomuito longe do valor assintótio e não existe uma tendênia lara de onvergêniapara este valor. O mesmo problema oorre om a urtose. Isso mostra que o



3.6 Conlusões 62estado estaionário do modelo DT também não é representativo da lasse VLDSpara L ≤ 256 (maior substrato simulado).3.6 ConlusõesNós alulamos numeriamente distribuições de altura e rugosidade e também adiferença de altura quadrátia média no estado estaionário, para vários mode-los de resimento, om o objetivo de estudar efeitos de tamanho �nito nessasquantidades.Para os modelos balístios nós mostramos que a forma de esala mais omum(eq. 3.1) falha no olapso das distribuições de rugosidade. Porém, ótimos olapsossão obtidos quando esalamos as distribuições om a forma 3.5. A expliação paraisso está na presença de efeitos de tamanho �nito nos primeiros momentos dasfunções de esala. Guiados por esses resultados, nós propusemos uma forma deesala alternativa (eq. 3.9) que leva em onta os efeitos da rugosidade intrínsea.O suesso dessa lei de esala no olapso de dados on�rma que, nesse grupo demodelos, a rugosidade intrínsea é a prinipal orreção de esala. Efeitos detamanho �nito fortes também são enontrados nas distribuições de alturas e em
〈δh2〉 desses modelos, mas há uma onvergênia para os valores assintótios nostamanhos de rede maiores.Nossos resultados para os modelos balístios também sugerem que a rugosi-dade intrínsea tenha origem em grandes diferenças de altura loais (〈δh2〉 ≫

1). Todavia, resultados para os modelos RSOS, que também apresentam 〈δh2〉grande, mostram que as diferenças de altura loais não são su�ientes para expli-ar a origem da rugosidade intrínsea, em ontraste om interpretações anteriores.Para o modelo DT, que apresenta orreções muito fortes nas distribuições de



3.6 Conlusões 63altura e em 〈δh2〉, sem nenhuma evidênia de onvergênia para valores assin-tótios, nós enontramos distribuições de rugosidade muito diferentes da urvaVLDS. Mesmo estudando o modelo om redução de ruído não onseguimos umolapso de dados om nenhuma forma de esala. Isso mostra que, apesar dedistribuições de rugosidade ser uma ferramenta melhor que outras quantidades(expoentes de esala, por exemplo) na análise de modelos de interfaes, elas nãosão a solução �nal.Esses resultados mostram que os desvios ausados por efeitos de tamanho�nito nas distribuições de rugosidade são sempre aompanhados por efeitos detamanho �nito signi�ativos na distribuição de alturas, bem omo em 〈δh2〉.Então, quantidades simples de se alular, omo 〈δh2〉, podem ser muito úteispara veri�armos se há efeitos de tamanho �nito signi�ativos num sistema eomo é a onvergênia para o regime assintótio.



Capítulo 4
Distribuições de extremos emsuperfíies
Nesse apítulo vamos estudar distribuições de alturas extremas em superfíies devários modelos, em d = 2+1. Iniialmente, revisamos os resultados existentes naliteratura para essas distribuições. Depois, apresentamos as distribuições para osvários modelos estudados, omparando estas om a distribuição de Gumbel. Parailustrar a diferença entre as distribuições de máximos e mínimos, nós estudamostambém um modelo bastante simples, que resolvemos exatamente. Finalmente,nós apresentamos resultados para a esala da altura extrema média.4.1 IntroduçãoDistribuições de extremos têm uma diversidade muito grande de apliações ientí-�as [31, 32℄. Essas distribuições são importantes porque geralmente um extremo(um evento raro) é aompanhado de onsequênias drástias. Por exemplo, seestudamos os níveis de água em um rio, é muito importante sabermos qual aprobabilidade de que esse nível atinja um determinado valor que pode provoar64



4.1 Introdução 65uma enhente.Em geral, se temos um onjunto de variáveis aleatórias independentes (des-orrelaionadas) Y = (y1, y2, . . . , yk) que têm valores dados por uma mesma dis-tribuição F (yi), podemos nos perguntar qual é a probabilidade de que o maior(ou o menor) valor no onjunto Y seja um determinado valor x; essa probabili-dade é dada pela distribuição de valores extremos (DVE). Essas distribuições sãomuito importantes, pois existem apenas 3 tipos de DVE assintótias, dependendoda forma da auda à direita da distribuição das variáveis yi: 1) Distribuição deGumbel, se F (yi) deai mais rápido que uma lei de potênia, por exemplo, distri-buições normais ou exponeniais; 2) Distribuição de Fréhet, quando F (yi) deaiomo uma lei de potênia; e 3) Distribuição de Weibull, se F (yi) deai om uma leipotênia om um limite superior (um ut-o� )1. Essas distribuições apresentamdiferentes nomenlaturas na literatura; alguns autores as denominam primeira,segunda e tereira distribuição assintótia de Gumbel. A distribuição do tipo 1 étambém hamada de distribuição de Fisher-Tippett, ou Fisher-Tippett-Gumbel,mas aqui vamos nos referir a ela simplesmente omo distribuição de Gumbel.A distribuição de Gumbel tem uma apliabilidade muito maior que as outras,o que se justi�a pela forma de F (y). Essa será a únia DVE que estudaremosaqui, sendo dada por
P (x;n) = ω exp

(

−n
[

e−b(x+s) + b (x+ s)
])

, (4.1)onde b =
√

ψ′ (n), s = [lnn− ψ (n)] /b e ω = nnb/Γ (n), onde Γ (x) é a funçãoGamma e ψ (x) = ∂ ln Γ (x)/∂x. O parâmetro n na equação 4.1 se refere ao n-ésimo extremo, ou seja, para n = 1 temos a distribuição para o maior valor (oextremo de fato), para n = 2 temos a distribuição para o segundo maior valor eassim por diante. Logo, n deve ser um inteiro. É importante notarmos que na eq.1Uma disussão detalhada dessas distribuições pode ser enontrada nas referênias [31, 32℄.



4.1 Introdução 664.1 a distribuição de gumbel está esalada para média nula e variânia unitária,pois esta é a forma de esala que vamos usar nesse apítulo.Na última déada, foi mostrado que a distribuição de Gumbel generalizada(eq. 4.1 om n não inteiro) pode representar �utuações globais em diversos sis-temas om variáveis orrelaionadas [28, 29, 30℄. Isso foi expliado pela onexãoentre a estatístia de extremos de variáveis orrelaionadas e a soma de variá-veis independentes obtidas de distribuições exponeniais [95℄, mostrando que adistribuição de Gumbel vai além da desrição de variáveis desorrelaionadas.Em superfíies, distribuições de alturas máximas (DAMAX) foram estudadasprimeiramente por Rayhaudhuri et al [33℄ para a lasse EW em d = 1 + 1,tanto no estado estaionário quanto no regime de resimento da rugosidade. Noestado estaionário, foi mostrado que a altura máxima média (medida em relaçãoà altura média), 〈m〉, esala omo a rugosidade, ou seja, 〈m〉 ∼ Lα. Além disso,a auda à direita apresenta um deaimento gaussiano. Esses resultados foramon�rmados por Majumdar e Comtet [34, 35℄, que obtiveram a função de esalada DAMAX exatamente em d = 1 + 1 para a equação EW, sendo esta umadistribuição de Airy. Calulando m em janelas (om r < ξ||), foi observado porRayhaudhuri et al [33℄ que, no regime de resimento, 〈m〉 rese (no tempo)mais lentamente que a rugosidade por um fator logaritimio e também apresentauma dependênia logaritimia om o tamanho do sistema L, ao ontrário de w,que independe de L nesse regime.Esses resultados para superfíies na lasse EW, foram generalizados para su-perfíies gaussianas geradas por um ruído do tipo 1/fκ em uma dimensão [87℄.Os únios asos onde as distribuições são obtidas exatamente são κ = 2 (EW)e κ → ∞. Porém, para κ > 1, foi observado que a DAMAX sempre apresentaum deaimento gaussiano e também 〈m〉 ∼ 〈w〉. Outro resultado interessante



4.1 Introdução 67desse trabalho é a onvergênia da DAMAX muito mais rápida quando a formade esala om o desvio padrão (análoga à equação 3.5) é usada, omparada oma forma que usa apenas o valor médio (análoga à eq. 3.1), semelhante aos nossosresultados do apítulo anterior para distribuições de rugosidade.Lee [30℄ estudou a DAMAX para superfíies gaussianas (lasse EW), em
d = 2 + 1. Ao ontrário dos modelos unidimensionais, ele enontrou 〈m〉 ∼ 〈w2〉.Ele também sugeriu que a DAMAX é desrita pela distribuição de Gumbel ge-neralizada om n = 2.6. Como veremos a seguir, nossos resultados mostram queisso é verdade no pio da DAMAX, mas não nas audas.Na maioria dos trabalhos itados aima sobre extremos de superfíies, a DA-MAX é obtida para ondições de ontorno (CC) periódias e também não pe-riódias (abertas ou em �janelas�). Sempre foi observada uma dependênia dasdistribuições om as CC's, mas a forma da auda à direita (gaussiana) e a esalade 〈m〉 não se alteram.Distribuições de altura máxima (DAMAX) e mínima (DAMIN) foram alu-ladas também no regime de resimento, em janelas de tamanho r ≪ ξ||, paramodelos em diversas lasses de universalidade, em d = 2 + 1 [57℄. Foi observadoque essas distribuições apresentam dependênias muito menores om o tamanhode janela r e o tempo t do que distribuições de rugosidade nas mesmas ondições[56, 57℄.Nesse apítulo estudamos a DAMAX e DAMIN em várias lasses de universa-lidade em d = 2+1, no estado estaionário; apenas CC periódias são utilizadas.



4.2 DAMAX e DAMIN de modelos de resimento 684.2 DAMAX e DAMIN de modelos de resimentoAo ontrário do que aontee om a rugosidade, efeitos de tamanho �nito muitograndes oorrem na DAMAX de modelos disretos que apresentam superfíiesmuito suaves, omo os modelos RDSR, RSOS e CRSOS (apresentados na seção2.3). Quando as �utuações são maiores, os efeitos de tamanho �nito se tornammenores. Podemos entender isso failmente observando que, se a superfíie apre-senta pouas �utuações, então a altura máxima hmax deve ser muito próxima daaltura média 〈h〉, logo, a altura máxima relativa m ≡ hmax − 〈h〉 deve �utuarnum intervalo muito restrito. Além disso, hmax será sempre um inteiro, enquanto
〈h〉 assume valores reais, mas quantizados em 1/Lds , pois 〈h〉 =

k

Lds
, onde k é asoma de todas as alturas (também um valor inteiro). Dessa forma, além de es-tar restrito à um intervalo pequeno, m pode assumir apenas alguns valores nesseintervalo, o que deve produzir efeitos de tamanho �nito muito fortes.Para obtermos distribuições om efeitos de tamanho �nito menores, nós inte-gramos diretamente as equações de resimento usando um método de diferenças�nitas, desrito no apêndie C. Nesses modelos as alturas assumem valores reais,então devemos esperar que as distribuições de extremos tenham orreções muitopequenas.Nós alulamos as distribuições (no estado estaionário) da mesma maneiraque �zemos para as distribuições de rugosidade, disutidas no apítulo anterior.Tipiamente, usamos da ordem de 107 on�gurações para onstruir as distribui-ções.



4.2 DAMAX e DAMIN de modelos de resimento 694.2.1 Modelos EWComo disutido aima, a DAMAX para a lasse EW foi estudada numeriamentee também através de aproximações analítias por Lee [30℄, que mostrou que aauda (à direita) da DAMAX deve ser
P (m) ≈ L2e−( πν

ln L)m2

e−KL2e
−( πν

ln L)m2 (4.2)onde K é uma onstante e ν é a tensão super�ial da equação EW (eq. 2.24).Para m ≫ 〈m〉, a exponenial dupla deve ser da ordem de 1, assim �amos omum deaimento gaussiano. Porém, a distribuição de Gumbel (eq. 4.1) tem umaauda que laramente não é gaussiana, e tende a uma exponenial simples para
m grande. Então, não devemos esperar que a distribuição de Gumbel representeo omportamento daquela auda gaussiana.
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Figura 4.1: DAMAX da equação EW (urva ontínua), para uma aixa de tama-nho L = 64, omparada om a distribuição de Gumbel (traejada) om n = 2.6,em esalas (a) linear e (b) mono-log.Para veri�ar isso, nós alulamos a DAMAX integrando a equação EW paradiferentes parâmetros ν e D (ver apêndie C) e observamos que, de fato, a audaà direita tem um deaimento gaussiano, que não olapsa om a distribuição deGumbel generalizada om n = 2.6, ao ontrário do que foi sugerido por Lee [30℄.



4.2 DAMAX e DAMIN de modelos de resimento 70Isso está mostrado na �gura 4.1, onde apresentamos resultados para equaçãoEW integrada om ν/D = 1.5 e ∆t = 0.01, em uma aixa de tamanho L = 64(outros valores de ν/D no intervalo [0.5, 2.0] foram testados e levam aos mesmosresultados). Vemos que, nos pios da DAMAX, há um aordo muito bom oma distribuição de Gumbel (�g. 4.1 (a)), mas nas audas o desvio é grande (�g.4.1 (b)). É importante notarmos que as onlusões de Lee [30℄ foram tomadasa partir de distribuições pouo preisas, om muitas �utuações sobretudo nasaudas (ver �gura 4 daquela referênia).A skewness da DAMAX tem um valor S = 0.68±0.02, então devemos esolher
n na equação 4.1 tal que a skewness dessa última (SG ≡

∫

dxx3P (x;n)) tenhaum valor próximo da skewness da DAMAX. Por isso usamos n = 2.6, que nósdá SG ≈ 0.68. Naturalmente, essa esolha produz um bom olapso dos pios dasdistribuições.4.2.2 Modelos KPZEm todos os modelos tratados até aqui, as superfíies são gaussianas, isto é, adistribuição de alturas é gaussiana. Portanto, nesses modelos a simetria up-down(ver seção 2.2) é obedeida e a DAMAX e a DAMIN são idêntias. Porém, nosmodelos de interfaes não lineares, não temos essa simetria, então as audas àesquerda e à direita da distribuição de alturas têm deaimentos diferentes. Assim,devemos esperar que a DAMAX seja diferente da DAMIN nesses modelos.Nós integramos a equação KPZ para o mesmo onjunto de parâmetros dadosna ref. [80℄ e observamos uma dependênia desprezível das distribuições om estesparâmetros. Na �gura 4.2, nós mostramos a DAMAX e DAMIN, para a equaçãoKPZ om os parâmetros g (≡ λ2D/ν3) = 24, ∆t = 0.04 e c = 0.5, integrada emuma aixa de tamanho L = 64. Em 4.2 (a), observamos uma pequena diferença
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Figura 4.2: DAMAX (urva ontínua) e DAMIN (traejada) da equação KPZ(integrada), para substrato de tamanho L = 64, em esalas (a) linear e (b) mono-log.nos pios e em (b) vemos que as audas não olapsam. Devemos hamar a atençãopara o fato que a diferença entre a DAMAX e DAMIN não é ausada por efeitosde tamanho �nito, pois essas distribuições olapsam muito bem om aquelas detamanhos inferiores (L = 32 e 16). Assim, onluímos que, de fato, existem duasdistribuições distintas para os máximos e mínimos.Para veri�ar a universalidade dessas distribuições, nós também alulamosestas para os modelos de Ething, RSOS e DB (desritos na seção 2.3), todos emsubstratos de tamanhos L 6 256. Na �gura 4.3 (a) nós omparamos a DAMAX daequação KPZ om a DAMAX da DB e a DAMIN do modelo RSOS, e observamosum ótimo olapso. O mesmo se observa para a DAMAX do modelo de Ething(não mostrado). Da mesma maneira, observamos um aordo muito bom entre aDAMIN da equação KPZ, a DAMIN dos modelos DB e Ething e a DAMAX domodelo RSOS (�gura 4.3 (b)). Conforme disutimos na seção 3.5, a assimetriada distribuição de alturas depende do sinal do oe�iente do termo não linear daequação de resimento. Assim, aqui também devemos esperar que a DAMIN(DAMAX) de modelos om λ < 0 seja igual à DAMAX (DAMIN) de modelos
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Figura 4.3: (a) DAMAX da equação KPZ (urva ontínua) e DB (triângulos),e DAMIN do modelo RSOS (quadrados). (b) DAMIN da equação KPZ (urvaontínua) e modelo de Ething (triângulos), e DAMAX do modelo RSOS (qua-drados). Os tamanhos de substrato são L = 64 para a equação KPZ e L = 256para os modelos disretos.om λ > 0, o que se on�rma pelos bons olapsos da DAMAX (DAMIN) domodelo RSOS om a DAMIN (DAMAX) dos outros modelos.O bom aordo visual das distribuições na �gura 4.3 se revela no omporta-mento da skewness destas. Conforme mostrado na �gura 4.4 (a), a skewness daDAMAX dos modelos om λ > 0 tem o mesmo omportamento assintótio daDAMIN do modelo RSOS. Em (b) observamos o mesmo om a DAMIN dos mo-delos om λ > 0 e a DAMAX do modelo RSOS. Nessa �gura podemos observarque os efeitos de tamanho �nito são muito pequenos para a equação KPZ (inte-grada) e os modelos DB e Ething, o que permite uma boa extrapolação dessesdados para o limite L → ∞, onde estimamos S ≈ 0.79 para DAMAX (λ > 0) eDAMIN (λ < 0) e S ≈ 0.65 para DAMAX (λ < 0) e DAMIN (λ > 0).Por outro lado, as distribuições de extremos do modelo RSOS apresentamefeitos de tamanho �nito fortes, o que pode ser observado no omportamento daskewness na �gura 4.4. Esse resultado é interessante porque, omo vimos nos dois



4.2 DAMAX e DAMIN de modelos de resimento 73

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4
1/L1/2

0,4

0,5

0,6

0,7

S

0,6

0,7

0,8

0,9

S

a)

b)

Figura 4.4: Variação da skewness om o tamanho de substrato L para (a) DA-MAX da equação KPZ (quadrados) e modelo de Ething (triângulos), e DAMINdo modelo RSOS (ruzes); (b) DAMIN da equação KPZ (quadrados) e modelode Ething (triângulos), e DAMAX do modelo RSOS (ruzes). O expoente 1/2 éusado na absissa apenas para tornar lara a evolução dos dados quando L→ ∞.apítulos anteriores, os modelos om menores �utuações de alturas são aquelesque apresentam efeitos de tamanho �nito menores quando medimos expoentesde esala, distribuições de alturas e rugosidade. Porém, aqui observamos umasituação ontrária, ou seja, modelos om grandes �utuações na superfíie, quetipiamente apresentam orreções fortes nessas quantidades, têm efeitos de tama-nho �nito muito pequenos nas distribuições de extremos. Isso sugere que essasdistribuições são omplementares às outras outras quantidades, funionando bemonde estas �falham� (grandes diferenças de alturas), e apresentando di�uldadesonde as outras funionam bem (superfíies muito suaves).Todos os resultados aima mostram que as distribuições de extremos de�nemduas urvas universais DE1 [DAMAX (λ > 0) e DAMIN (λ < 0)℄ e DE2 [DAMAX(λ < 0) e DAMIN (λ > 0)℄, para a lasse KPZ. Então, essas distribuições podemser usadas para identi�armos o sinal de λ em sistemas onde este não é onheido



4.2 DAMAX e DAMIN de modelos de resimento 74a priori. Certamente, preisamos de distribuições muito preisas para isso, poisna �gura 4.2 vemos que a diferença entre a DE1 e DE2 não é muito grande. Issoé possível na simulação de modelos omputaionais, onde, em geral, podemosonseguir distribuições muito preisas. Todavia, usando dados experimentais,provavelmente será muito difíil tirarmos onlusões on�áveis om esse método.De qualquer maneira, essas distribuições são um avanço sobre a omparação dedistribuições de alturas, porque estas apresentam efeitos de tamanho �nito muitofortes. Para a DB, por exemplo, em tamanhos L . 500 as distribuições dealturas sugerem inorretamente que λ < 0 nesse modelo, mas as distribuições deextremos indiam o sinal de λ orreto mesmo em substratos muito menores.As audas à direita da DE1 e DE2 tendem a exponeniais simples para mgrande, em ontraste om todos os modelos lineares, que apresentam audasgaussianas. Isso também mostra que a DE1 e DE2 são muito diferentes da dis-tribuição de rugosidade KPZ, uja auda é uma exponenial estendida.
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Figura 4.5: DAMAX da equação KPZ (urva ontínua), para um substrato detamanho L = 64, omparada om a distribuição de Gumbel (traejada) om
n = 1.95, em esalas (a) linear e (b) mono-log.Na �gura 4.5 omparamos a DE1 om a distribuição de Gumbel generalizadaom n = 1.95, que tem uma skewness S ≈ 0.79, omo a DE1. Assim omo



4.2 DAMAX e DAMIN de modelos de resimento 75aontee na lasse EW, os pios dessas distribuições olapsam, mas em (b) vemosque as audas apresentam desvios. Resultados análogos são obtidos para a DE2.Então, podemos onluir que a distribuição de Gumbel também não é uma boarepresentação para as distribuições de extremos da lasse KPZ.4.2.3 Modelos VLDSA DAMAX e DAMIN também são diferentes na lasse VLDS. Na �gura 4.6mostramos essas distribuições para a equação VLDS integrada om ν4 = λ4 = 1,
D = 1/2, ∆t = 0.01 e c = 1/2. Outros onjuntos de parâmetros próximos a estesforam testados e levaram aos mesmos resultados. Os pios dessas distribuiçõessão muito próximos, mas as audas têm uma diferença onsiderável. A DAMAXapresenta efeitos de tamanho �nito desprezíveis e as distribuições para L = 16e 32 olapsam muito bem (não mostrado). Por outro lado, a DAMIN tem umaonvergênia mais lenta para o limite assintótio e as distribuições para essestamanhos ainda não olapsam perfeitamente, omo mostrado na �gura 4.6 (b).De qualquer maneira, a auda à direita da DAMIN evolui, om o aumento de L,numa direção ontrária àquela da DAMAX, indiando que essas duas distribuiçõessão de fato diferentes assintotiamente.Infelizmente, o modelo CRSOS apresenta efeitos de tamanho �nito muitofortes na DAMAX e DAMIN e até L = 128 (tamanho máximo para o qual onse-guimos obter distribuições preisas) não observamos olapso om as distribuiçõesda equação VLDS. Porém, vemos que a onvergênia das audas vai na direçãoorreta. Podemos veri�ar a universalidade da DAMAX e DAMIN pelo om-portamento da skewness, que está mostrado na �gura 4.7. Nessa �gura vemosque os resultados para a equação VLDS têm efeitos de tamanho �nito fraos, eextrapolando para o limite 1/L2/3 → 0 enontramos S ≈ 0.63 para a DAMAX
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Figura 4.6: DAMAX (urva ontínua) e DAMIN (traejada) da equação VLDS,em um substrato de tamanho L = 32, em esalas (a) linear e (b) mono-log. Em(b) mostramos também a DAMIN, para L = 16 (quadrados).e S ≈ 0.55 para a DAMIN, om λ4 > 0. Mesmo apresentando efeitos de tama-nho �nito fortes, extrapolando os resultados para o modelo CRSOS enontramosvalores bem próximos aos da equação VLDS. Isso india que λ4 > 0 para essemodelo, tal omo na sua solução exata em d = 1 + 1 [96℄.
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Figura 4.7: Variação da skewness om o tamanho de substrato L para a DAMAX(ruzes) e DAMIN (írulos) da equação VLDS e também para a DAMAX (qua-drados) e DAMIN (triângulos) do modelo CRSOS. O expoente 2/3 na absissa éaquele que nos dá os melhores ajustes lineares dos dados.Finalmente, na �gura 4.8 omparamos a DAMAX da equação VLDS om adistribuição de Gumbel om n = 2.90, que tem S ≈ 0.63. Podemos ver que,



4.2 DAMAX e DAMIN de modelos de resimento 77assim omo aontee para a lasse EW e KPZ, os pios olapsam, mas as audasnão. Isso é esperado pois a auda à direita da DAMAX tem um deaimentogaussiano. Resultados análogos são enontrados para a DAMIN. Então podemosonluir que, apesar de se apliar a vários sistemas orrelaionados [28, 29, 30℄,a distribuição de Gumbel generalizada não é uma boa representação para asdistribuições de extremos em superfíies (orrelaionadas).
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Figura 4.8: DAMAX da equação VLDS (urva ontínua), em substrato de tama-nho L = 32, omparada om a distribuição de Gumbel (traejada), em esalas(a) linear e (b) mono-log.
4.2.4 Modelo de deposição e evaporação aleatóriasPara on�rmar que a diferença entre a DAMAX e DAMIN se deve à assimetriana distribuição de alturas, nós estudamos um modelo simples (sem orrelações)que pode ser resolvido exatamente. Nesse modelo partíulas são depositadasom probabilidade 1 − q e evaporadas om probabilidade q aleatoriamente, masas partíulas do substrato não podem ser evaporadas, ou seja, a evaporação épossível apenas se h > 0.No apêndie A, nós mostramos que, para q > 1/2, após um transiente ini-ial, o sistema atinge um estado estaionário uja distribuição de alturas é uma
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Figura 4.9: Comparação entre a DAMAX (urva ontínua) e a DAMIN (trae-jada) do modelo de deposição e evaporação aleatórias sobre um substrato inerte.exponenial simples. Se somamos isso ao fato que as alturas são todas desorrela-ionadas, temos todas as ondições de apliabilidade da distribuição de Gumbel,logo a DAMAX deve ser dada pela equação 4.1 om n = 1.Para q > 1/2, a obertura do substrato é θs = 1−q
q

(ver apêndie A), queé sempre menor que um. Então, quando trabalhamos om substratos muitograndes, pelo menos um sítio deste deve estar desoberto e, logo, a altura mínimadeve ser sempre hmin = 0. Dessa forma, a altura mínima relativa m é a alturamédia da superfíie h̄L (a altura média das L olunas, uja média on�guraionalé 〈h〉 = (1−q)
(2q−1)

). Porém, omo as olunas são desorrelaionadas, pelo teorema dolimite entral, as �utuações em m(= h̄L) devem ser gaussianas e sua variâniadeve ser L vezes menor que a variânia da distribuição de alturas de uma oluna
w2 = q(1−q)

(2q−1)2
. Então, temos a DAMIN

P (m) =

√

L

2πw2

e
−(m−〈h〉)2

(2w2/L) (4.3)Nós on�rmamos esses resultados fazendo simulações numérias do modeloem substratos om um grande número de olunas. Na �gura 4.9, nós ompara-mos a DAMAX e DAMIN e podemos observar que essas distribuições são muito



4.3 Esala das alturas extremas médias 79diferentes. De fato, a distribuição de alturas tem uma assimetria muito grande,o que se quanti�a pelo valor da skewness S =
1

√

q(1 − q)
, que tende à 2 quando

q → 1

2
. Esse valor é muito maior que aquele das lasses KPZ (S ≈ 0.26 [65℄) eVLDS (S ≈ 0.20 [78℄). Nas �guras 4.2, 4.6 e 4.9, vemos que a diferença entre aDE1 e DE2 aumenta om S, então podemos onluir que a diferença entre a DE1e DE2 é uma onsequênia da assimetria da distribuição de alturas.4.3 Esala das alturas extremas médiasTodos os resultados obtidos para os modelos lineares, disutidos na introduçãodeste apítulo, sugerem a forma de esala para o máximo relativo

〈m〉 ∼ Lαm . (4.4)Em uma dimensão foi obtido αm = α [33℄, ou seja, 〈m〉 ∼ 〈w〉, onde α é o expoenteda rugosidade. Porém, para a lasse EW em duas dimensões, foi enontrado
〈m〉 ∼ lnL [30℄, enquanto 〈w〉 ∼

√
lnL.Para veri�ar a esala da altura máxima (ou mínima) média nos modelos nãolineares, nós alulamos estas para substratos de diferentes tamanhos (〈m〉 (L))e, então, alulamos os expoentes efetivos

αm (L) ≡ ln [〈m〉 (L) /〈m〉 (L/2)]

ln 2
. (4.5)Como a integração das equações de resimento é restrita a redes pequenas(L . 64), nós alulamos os expoentes apenas para os modelos disretos. Na�gura 4.10 (a) nós mostramos os expoentes para os modelos DB, RSOS e Ethingomo função de 1/L̄∆, onde L̄ ≡ (L+L/2)/2 e o expoente ∆ = 1/2 é aquele quemelhor ajusta os dados numa reta, para fazermos uma extrapolação. Resultadospara o modelo CRSOS estão mostrados na �gura 4.10 (b), onde usamos um



4.3 Esala das alturas extremas médias 80expoente ∆ = 2/3. Extrapolando esses dados nós enontramos αm ≈ 0.39 em(a) e αm ≈ 0.67 em (b), que estão em aordo om os melhores valores onheidospara o expoente da rugosidade da lasse KPZ e VLDS, respetivamente.
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Figura 4.10: Expoentes efetivos αm(L) das lasses: (a) KPZ, para o modelode Ething (triângulos), DB (ruzes) e RSOS (quadrados); e (b) VLDS, para omodelo CRSOS. Os melhores ajustes lineares dos dados (linhas traejadas) foramobtidos om os expoentes ∆ = 1/2 em (a) e ∆ = 2/3 em (b).Assim, nós mostramos que, para os modelos não lineares em d = 2 + 1,a esala da altura máxima média é igual à da rugosidade (〈m〉 ∼ 〈w〉). Osresultados para a altura mínima média são muito similares àqueles da �gura4.10 e levam às mesmas onlusões. Portanto, o resultado para a lasse EW em
d = 2+1 (〈m〉 ∼ 〈w2〉) paree ser uma exeção. Para on�rmar isso, nós tambémsimulamos o modelo RDSR e on�rmamos que 〈m〉 ∼ 〈w2〉 para esse modelo, emaordo om os resultados obtidos integrando a equação EW [30℄.



4.4 Conlusões 814.4 ConlusõesNós estudamos distribuições de alturas extremas em vários modelos de resi-mento, em d = 2 + 1, no estado estaionário. Modelos om distribuições dealturas assimétrias têm distribuições diferentes para a altura máxima e mínima.Então, em ada lasse de universalidade (não linear), temos duas urvas univer-sais DE1 e DE2 para os máximos e mínimos, que dependem apenas do sinal dotermo não linear.As alturas máxima e mínima médias das lasses KPZ e VLDS esalam omoa rugosidade média, em ontraste om a lasse EW, onde as alturas extremasesalam om a rugosidade ao quadrado em d = 2 + 1.Ao ontrário do que foi sugerido por Lee [30℄, a DE1 e DE2 não são desritaspela distribuição de Gumbel para nenhuma lasse de universalidade.As distribuições de extremos são um avanço sobre outras quantidades, omodistribuições de rugosidade e expoentes de esala, porque podem revelar o sinaldo termo não linear da equação de resimento, desde que tenhamos dados bempreisos. Além disso, essas distribuições têm efeitos de tamanho �nito peque-nos em modelos om grandes diferenças de alturas loais, onde distribuições derugosidade e expoentes de esala têm orreções muito fortes.



Capítulo 5
Regime de submonoamadas
Nesse apítulo apresentamos uma revisão das prinipais teorias utilizadas no es-tudo do regime de submonoamadas. Iniialmente, disutimos os proessos dedeposição, difusão e agregação. Introduzimos as equações de taxa para as den-sidades de ilhas e as leis de esala obtidas destas. Em seguida, apresentamosas teorias propostas para as distribuições de tamanhos de ilhas e zonas de ap-tura. Finalmente, disutimos o método de Monte Carlo inétio e apresentamosos modelos atomístios que vamos estudar nessa tese.5.1 Nuleação e resimento de ilhas bidimensio-naisNa seção 1.1, nós disutimos brevemente os prinipais proessos que oorrem noresimento epitaxial: deposição, difusão e agregação de partíulas. Como esta-mos interessados no regime de submonoamadas, o reobrimento deve ser muitobaixo e, portanto, a deposição de partíulas sobre ilhas é desprezível. Assim, aspartíulas provenientes da fase gasosa são depositadas om um �uxo F somente82



5.1 Nuleação e resimento de ilhas bidimensionais 83sobre o substrato, e todos os demais proessos também oorrem apenas sobre ele.Uma vez adsorvidas, as partíulas (os adátomos) se difundem aleatoriamente so-bre a superfíie (o substrato). Elas saltam entre sítios de adsorção (desoupados)adjaentes om uma taxa de hopping h, que tem uma forma de Arrhenius
h = νe−βEa , (5.1)onde β ≡ 1/(kBT ), kB é a onstante de Boltzmann, Ea é a energia de ativaçãopara a difusão de um adátomo e ν é a frequênia de tentativas de hopping, quetipiamente varia no intervalo (1012 − 1013) Hz. A onstante de difusão sobre osubstrato bidimensional é dada por D = ha2/4, onde a é o parâmetro de rede.É importante notarmos que em muitos sistemas o substrato pode apresentardefeitos, pode haver reonstrução de sua superfíie, desloamentos e presença dedegraus (superfíies viinais). Uma onsequênia imediata disso é que a difusãodeixa de ser isotrópia. Todos esses problemas têm sido largamente estudadosna literatura1, mas aqui estaremos interessados na situação mais simples, onde osubstrato não possui defeitos (uma rede regular de sítios de adsorção) e a difusãoé isotrópia.Quando dois adátomos se enontram, eles se agregam (se ligam om umaenergia Ed) e, assim, nuleiam uma nova ilha. Então, para dissoiarmos umdímero, além da barreira de energia para a difusão, temos uma barreira energétiaadiional Ed. Portanto, a taxa de hopping de uma partíula do dímero é hd =

he−βEd, om h dado pela eq. 5.1. Do mesmo modo, quando um adátomo enontrauma ilha ele se agrega à esta, formando uma ou mais ligações om os átomosperiférios. Então, generalizando, partíulas om n vizinhos devem difundir omuma taxa hn = he−βEn , onde En é a energia de ligação das partíulas om seus1Uma desrição detalhada desses e outros proessos oorrendo no substrato pode ser enon-trada nas referênias [4, 3℄.



5.1 Nuleação e resimento de ilhas bidimensionais 84vizinhos. A aproximação mais simples para essa energia é onsiderarmos En =

nEd, n = 0, 1, 2, 3 e 4, que é o famoso modelo de Clarke-Vvedensky [97℄.Podemos notar no modelo de Clarke-Vvedensky que, dependendo da tempera-tura e das energias de ativação, as ilhas podem perder partíulas e até mesmo sedesfazerem. Assim, temos um proesso de agregação reversível. Todavia, se En égrande e/ou a temperatura é baixa, a probabilidade de que partíulas om n vizi-nhos se movam (se dissoiando) é muito pequena, então é razoável onsiderarmosessa probabilidade nula a priori. Dessa forma, introduzimos um núleo rítio
i, tal que ilhas om i+ 1 partíulas se tornam estáveis (não perdem partíulas).Esses são modelos de agregação irreversível. É importante notarmos que ilhas detamanho s 6 i podem se dissoiar, então o únio aso onde a agregação é sempreirreversível é i = 1.Existe também uma energia de ativação para dessorção de partíulas e umarespetiva taxa de dessorção, que deve ter uma forma pareida om a taxa dehopping. Os efeitos da evaporação de partíulas no regime de submonoamadasforam estudados em vários trabalhos [98, 99℄. Porém, omo na maioria dos sis-temas reais a dessorção é desprezível nas esalas de tempo experimentalmenterelevantes, vamos desonsiderá-la. Logo, o reobrimento super�ial deve ser dadopelo �uxo de partíulas multipliado pelo tempo, θ = Ft. Esse é o regime deondensação ompleta [6℄.Há uma variedade de outros proessos que podem oorrer no regime de sub-monoamadas2. Assim omo os adátomos, ilhas também podem difundir sobre asuperfíie, om uma taxa que deve deair rapidamente om o tamanho das ilhas[100℄. Pode haver um exhange entre adátomos e o substrato, onde um adátomotroa de posição om um átomo do substrato [101℄. Em heteroepitaxia, é omum2Uma desrição detalhada de tais proessos pode ser enontrada na seção 13 da ref. [1℄.



5.1 Nuleação e resimento de ilhas bidimensionais 85haver um desasamento entre os parâmetros de rede do substrato e do adsor-bato, o que produz um stress na superfíie, geralmente alterando a morfologiadas ilhas [7℄. Esses proessos não serão tratados aqui, pois estamos interessadosem propriedades gerais dos modelos mais simples.O proesso de resimento de submonoamadas pode ser divido em 3 estágios:1) Regime iniial, transiente; 2) Estado estaionário; e 3) Regime de oalesênia.No iníio do proesso de deposição temos o substrato essenialmente vazio,om pouos átomos espalhados sobre a superfíie, então a sua densidade (por sítiode adsorção), n1, rese om o reobrimento do substrato n1 ≈ Ft. Daí, ilhasesparsas omeçam a ser nuleadas e apturam adátomos em sua proximidade,formando �zonas de depleção� (ZD), onde n1 é menor que seu valor médio. Oraio da ZD rese no tempo tipiamente omo RZD ∼ (hδt)1/2, onde δt é o tempoa partir da nuleação. Então, as ZD's de ilhas próximas omeçam a se sobrepore sua olisão forma os ontornos das zonas de aptura (ZC). Esse é um regimetransiente. Quando as ZD's se expandem o su�iente para que os ontornos dasZC's de todas as ilhas estejam formados, atingimos o estado estaionário.O estado estaionário, também hamado de regime de agregação, é dominadopela aptura de adátomos livres pelas ilhas existentes. Partíulas dentro da ZCde uma determinada ilha, em geral, se agregam à esta. Então, a área da ZC é umamedida da taxa de resimento da ilha assoiada. Porém, se temos i pequeno,também há nuleação de muitas ilhas nesse regime [1℄.A medida que as ilhas resem, elas omeçam a oaleser, mudando toda a es-trutura das ZC's e alterando a dinâmia do proesso de agregação. Então, quandotratamos do regime de submonoamadas, estamos interessados em reobrimentosbaixos, tais que o proesso de oalesênia seja desprezível. O regime de oales-ênia e a posterior perolação são geralmente tratados om outra metodologia



5.1 Nuleação e resimento de ilhas bidimensionais 86[102℄.5.1.1 Densidades de ilhasAs prinipais quantidades de interesse no estudo de submonoamadas são asdensidades de adátomos, n1, e de ilhas de tamanho s (≥ 2), ns, de�nidos omo onúmero de adátomos ou ilhas de tamanho s divididos pelo número total de sítiosde adsorção, respetivamente. A densidade total de ilhas na superfíie é dada por
N =

∑

s>1

ns. (5.2)Para agregação irreversível, a densidade total de ilhas estáveis é
Nest =

∑

s>i

ns. (5.3)O reobrimento do substrato é dado por
θ =

∑

s=1

sns (5.4)e o tamanho médio de ilha
〈s〉 =

∑

s>1 sns
∑

s>1 ns

=
θ − n1

N
. (5.5)Se nós assumimos que 〈s〉 é o únio omprimento de esala relevante no proessode resimento de ilhas, então as densidades ns devem depender apenas da razão

u ≡ s/ 〈s〉, e devem ter a forma de esala
ns = G(θ, 〈s〉)f

(

s

〈s〉

)

, (5.6)onde f(u) é uma função de esala. Pela de�nição de reobrimento da eq. 5.4, senós transformamos s em u, então no limite de 〈s〉 muito grande o somatório setorna uma integral e nós enontramos
θ = G(θ, 〈s〉) 〈s〉2

∫ ∞

0

duuf(u). (5.7)



5.1 Nuleação e resimento de ilhas bidimensionais 87Como a integral de�nida nós dá um valor onstante, nós temos G(θ, 〈s〉) ∼ θ/ 〈s〉2e, portanto, hegamos à forma de esala
ns =

θ

〈s〉2
f

(

s

〈s〉

)

. (5.8)Esta forma é utilizada em pratiamente todos os trabalhos sobre densidades deilhas [1℄.5.1.2 Equações de taxa e leis de esalaZinsmeister [15℄ e Venables [6℄ propuseram equações difereniais ordinárias paradesrever a evolução temporal das densidades ns. De�nindo a taxa líquida deformação de lusters (ilhas) de tamanho s + 1 a partir de lusters de tamanho somo Γs, nós temos
dn1

dt
= F − 2Γ1 −

∑

s≥2

Γs (5.9)e, para s ≥ 2,
dns

dt
= Γs−1 − Γs. (5.10)O primeiro termo do lado direito da equação 5.9 representa o aumento em n1pela deposição de partíulas, om �uxo F ; o segundo, a formação de dímeros,que onsome dois adátomos; e o tereiro, a agregação de adátomos em ilhas detamanho s. Na segunda equação temos o aumento e a diminuição em ns quandoilhas de tamanhos s−1 e s resem uma unidade, respetivamente. Nessas equa-ções, desprezamos a deposição sobre ilhas ou adátomos e também nas bordasdestes, o que levaria à agregação ou nuleação imediata, respetivamente. As-sim, onsideramos a nuleação e a agregação mediadas apenas por difusão, nãooorrendo diretamente por deposição. Essa é uma boa aproximação para reobri-mentos baixos, quando as partíulas são, em sua maioria, depositadas distantesde adátomos e ilhas.



5.1 Nuleação e resimento de ilhas bidimensionais 88As taxas de formação de lusters, Γs, são dadas por
Γs = σsDn1ns − γs+1ns+1, (5.11)onde γs é a taxa na qual adátomos se dissoiam de lusters om tamanho s e σs éo número de aptura, variável adimensional que mede a propensão de um lusterde tamanho s apturar um adátomo.Se onsideramos a agregação irreversível, então γs = 0 para s > i. Assim,somando o lado esquerdo da equação 5.10 para todo s > i, nós obtemos a taxade variação da densidade de lusters estáveis, de�nida na equação 5.3,

dNest

dt
= σiDn1ni. (5.12)Lembramos que a densidade de lusters estáveis pode apenas aumentar e issooorre quando um adátomo se agrega à uma ilha de tamanho i.Assumindo que os lusters om 1 ≤ s < i estão em equilíbrio estatístio,temos Γs = 0 para esses lusters e obtemos uma relação de balanço detalhado,onheida omo relação de Walton [103℄:

ni ≈ ni
1e

−βEi, (5.13)onde Ei é a energia neessária pra desfazer um luster de tamanho i.Introduzindo o número de aptura médio para ilhas estáveis, σ̄ = N−1
est

∑

s>i nsσs,nós podemos reesrever a equação 5.9 omo
dn1

dt
= F − σiDn1ni − σ̄Dn1Nest. (5.14)Nos estágios iniiais de deposição, o segundo e tereiro termos do lado direitoda equação aima são irrelevantes, então dn1/dt ≈ F , que nos dá

n1 ≈ Ft = θ. (5.15)



5.1 Nuleação e resimento de ilhas bidimensionais 89Substituindo esse resultado em 5.12 e 5.13 e integrando essa última, nós obtemos
Nest ∼ θi+2

(

D

F

)

e−βEi . (5.16)No estado estaionário, o depósito de partíulas é ompletamente balaneado pelaagregação de adátomos em ilhas estáveis, ou seja, o primeiro e tereiro termos dolado direito da eq. 5.14 são aproximadamente iguais e nós temos
n1 ≈

F

Dσ̄Nest

. (5.17)Inserindo esse resultado em 5.12 e 5.13 e integrando, assumindo que σ̄ e σi nãodependem de θ, enontramos
Nest ∼ θ

1
i+2

(

F

D

)
i

i+2

e−
βEi
i+2 . (5.18)Esse é um resultado entral da teoria de nuleação, pois mostra que Nest dependeapenas da razão entre os dois parâmetros inétios D e F e seguindo uma formade esala

Nest ∼
(

D

F

)−χ

, (5.19)onde χ = i/(i+ 2).Como D ∼ h, usando a equação 5.1, podemos reesrever a eq. 5.18 (omitindoa dependênia em θ) omo
Nest ∼

(

F

ν

)χ

e−βE , (5.20)onde E ≡ χ(Ea + Ei/i). Pela dependênia de Nest om o �uxo F , podemosdeterminar o expoente χ e, onsequentemente, o núleo rítio i. Além disso,através de um grá�o de Arrhenius, lnNest versus 1/T , podemos obter a energia
E e a frequênia ν. Em partiular, quando i = 1 temos E1 = 0 e χ = 1/3, logo,
Ea = 3E.



5.1 Nuleação e resimento de ilhas bidimensionais 90Para hegar à equação 5.18, nós onsideramos os números de aptura σ̄ e
σi independentes do reobrimento. Isso deve ser verdade para ilhas pontuais(de�nidas na subseção 5.4.2), ou para reobrimentos muito baixos. Porém, emgeral, essas quantidades vão depender de θ e temos

Nest ∼ θ1−z. (5.21)Pela eq. 5.18, z = (i + 1)/(i + 2) para baixos reobrimentos. Para θ grandeobserva-se uma dependênia logaritimia entre Nest e θ, então, z ≈ 1 nesse aso.A esala da razão (D/F ) não é alterada pela dependênia de σs om θ.

Figura 5.1: Densidades de adátomos (N1) e ilhas estáveis (Nisl) em função doreobrimento θ, para ilhas pontuais om (a) i = 1 e (b) i = 2. As densidadese o reobrimento estão reesaladas pelos valores no rossover (eq. 5.22), onde
θmin = θ∗. Os resultados são para razões h/F no intervalo (104 − 109). Figuraretirada da ref. [1℄.Igualando as equações 5.16 e 5.18, nós obtemos a ondição de rossover entreo regime transiente e o estado estaionário:

n∗
1 ∼ θ∗ ∼ (D/F )−2/(i+3) e N∗

est ∼ (D/F )−(i+1)/(i+3). (5.22)



5.1 Nuleação e resimento de ilhas bidimensionais 91Na �gura 5.1 mostramos o omportamento de n1 e Nest om o reobrimento θ,todos reesalados pelos valores de rossover, para ilhas pontuais e núleo rítio
i = 1 (a) e i = 2 (b), om Ed = 0. Vários valores da razão h/F (∼ D/F ) sãoestudados. Tanto em n1 quanto em Nest (indiados omo N1 e Nisl na �gura,respetivamente) observamos laramente os dois regimes de nuleação e tambémregiões de esala bem de�nidas em ambos, que estão indiadas pelas linhas tra-ejadas. Os expoentes de esala estão mostrados entre parênteses e onordammuito bem om aqueles obtidos aima: n1 ∼ θ e Nest ∼ θi+2 no regime transientee Nest ∼ n−1

1 ∼ θ1/(i+2) no estado estaionário.Além da solução aima, via esala dinâmia, as equações de taxa podemser resolvidas diretamente. A taxa de desagregação γs, na equação 5.11, devedepender do perímetro da ilha (número de partíulas na borda) e da taxa dehopping dessas partíulas, ou seja, ela depende apenas de fatores loais. O númerode aptura σs, por outro lado, depende também de todo o `ambiente' em voltade uma determinada ilha e, portanto, deve ter uma forma ompliada e que variano tempo.Nos trabalhos iniiais sobre teoria de nuleação, σs era tratado de um pontode vista geométrio, omo a seção de hoque efetiva de uma ilha, geralmenteassumindo a forma simples σs ∼ sp. Se onsideramos que σs é proporional aoperímetro da ilha e se elas são ompatas (aproximadamente irulares), entãodevemos ter p = 1
2
. Para ilhas pontuais, por outro lado, p deve ser nulo. Porém,integrando as equações de taxa usando as duas formas para σs, foi observado quealguns dos expoentes dinâmios obtidos aima são enontrados orretamente om

p = 0, enquanto os outros om p = 1
2
. Essa ontrovérsia foi resolvida por Ratshet al [104℄, que mostrou que o número de aptura deve ter a forma σs ∼ (Ns)1/2.Porém, é importante notarmos que essa forma é uma aproximação assintótia,



5.1 Nuleação e resimento de ilhas bidimensionais 92que só se aplia no estado estaionário, pois, omo disutimos aima, σs devevariar dinamiamente.

Figura 5.2: a) Densidades de adátomos (〈n1〉) e ilhas estáveis (N) em função doreobrimento θ, para razões D/F : (a) 105, (b) 107 e () 109. b) Distribuições detamanhos de ilhas para D/F = 108 e diferentes oberturas. As linhas traejadassão as soluções auto-onsistentes das equações de taxa e as linhas ontínuas sãoresultados de simulações do modelo de ilhas fratais, ambos om i = 1. Retiradada ref. [2℄.Bales e Chrzan [2℄ resolveram as equações de taxa de uma forma auto-onsistente,ou seja, ao mesmo tempo em que integravam essas equações eles alulavam onúmero de aptura a partir das distribuições de densidades obtidas. Assim, aforma de σs que usaram era apropriada para todos os estágios do resimento.Eles também inluíram a agregação e nuleação através da deposição nas equa-ções de taxa. Na �gura 5.2 (a) nós mostramos os resultados obtidos om essemétodo para n1 e Nest (desritos omo 〈n1〉 e N na �gura) variando θ, onside-rando agregação irreversível (i = 1). Resultados de simulação de ilhas fratais(ver subseção 5.4.2), om i = 1, também estão mostrados nessa �gura. Vemos



5.2 Distribuições de tamanhos de ilhas 93um aordo quantitativo muito bom om as equações de taxa. As distribuições detamanho de ilhas, ns, estão mostradas em 5.2 (b), para diferentes reobrimentos,e podemos ver que nesse aso não há um bom aordo entre as simulações e asolução das equações de taxa. Esse resultado é esperado, pois estas últimas nãolevam em onta as orrelações (espaiais) entre ilhas.5.2 Distribuições de tamanhos de ilhasA forma de esala para a densidade de ilhas (eq. 5.8) também pode ser obtidadiretamente das equações de taxa, no limite assintótio h/F → ∞ [105℄. Apesardessa forma de esala ser obtida para a densidade de ilhas, ela ontem a forma dadistribuição de tamanhos de ilhas (DI). A probabilidade de enontrarmos uma ilhade tamanho s na superfíie é Ps = ns/N , onde N é a densidade total de ilhas (eq.5.2). Além disso, pela equação 5.5, se desprezamos os adátomos (aproximaçãoválida no limite assintótio), então N ≈ θ/ 〈s〉 e Ps = ns 〈s〉 /θ. Portanto, a eq.5.8 �a om a forma de esala usual
Ps =

1

〈s〉f
(

s

〈s〉

)

. (5.23)Para ilhas pontuais ou reobrimentos muito baixos em ilhas estendidas, resul-tados de simulações mostram que a função de esala f(u ≡ s/ 〈s〉) não dependede θ. Porém, isso não deve ser verdade quando as ilhas têm extensões espaiaisonsideráveis. Por outro lado, uma dependênia om a razão h/F é tipiamenteobservada em simulações, onvergindo para uma forma assintótia a medida queessa razão aumenta [1℄.Nos modelos de agregação irreversível, f depende do núleo rítio i, ou seja,temos funções fi diferentes. Isso torna essa distribuição uma ferramenta muitoimportante do ponto de vista experimental, pois nos permite determinar qual o



5.3 Distribuições de Zonas de Captura 94núleo rítio efetivo de um determinado sistema e daí inferir sobre a magnitudede suas energias de ligação.Amar e Family [41, 42℄ propuseram uma forma empíria para a função deesala fi, que é dada por
fi(u) = Ciu

i exp
(

−iaiu
1/ai

)

, (5.24)onde i é o núleo rítio e as onstantes de normalização ai e Ci satisfazem asequações
Γ[(i+ 2)ai]

Γ[(i+ 1)ai]
= (iai)

ai e Ci =
(iai)

(i+1)ai

aiΓ[(i+ 1)ai]
. (5.25)Como vamos disutir no próximo apítulo, essa equação tem sido largamenteomparada om resultados de simulação e om resultados experimentais.Bartelt e Evans [106℄ integraram equações de taxa e usaram propriedades deesala para obter a seguinte expressão (exata) para f(u):

f(u) = f(0) exp

{
∫ u

0

dy [(2ω − 1) − C ′(y)] / [C(y) − ωy]

}

, (5.26)onde f(0) e ω são onstantes (ω ≈ 2/3) e C(y) é a função de esala do númerode aptura σs, tal que σs/ 〈σs〉 ≈ C(s/ 〈s〉). Apesar de esta equação ser exata,ela depende de C(u) que, omo disutimos na seção anterior, não tem uma formaexata onheida. Portanto, temos que determinar C(u) numeriamente. Assim,é mais simples obtermos ns diretamente.5.3 Distribuições de Zonas de CapturaConforme disutido na seção 5.1, as zonas de aptura (ZC) são muito importantesporque dão uma medida da taxa de resimento da ilha assoiada. Então, a áreamédia da ZC, zs, de uma ilha de tamanho s deve ser uma medida do número deaptura σs dessa ilha. Como a área da ZC inlui a própria ilha assoiada, então



5.3 Distribuições de Zonas de Captura 95a área livre zf
s ≡ zs − s deve ser uma medida de σs, e a variação de zf

s om sespei�a a dependênia de σs om o tamanho de ilha.O estudo da distribuição de tamanhos de ZC's (DZC) foi proposto por Mu-lheran e Blakman [107, 108℄. As DZC's estão relaionadas om distribuições detamanho de ilhas (DI) e, assim omo estas, também apresentam propriedades deesala universais. Portanto, a DZC também pode ser omparada om resulta-dos experimentais. Se P (z)dz é a probabilidade de enontrarmos uma ZC omtamanho no intervalo [z, z + dz], então se ostuma usar a forma de esala
P (z) =

1

〈z〉g
(

z

〈z〉

)

, (5.27)onde 〈z〉 é o tamanho de ZC médio e g(y ≡ z/ 〈z〉) é uma função de esala. Emmodelos de agregação irreversível, a forma de g(y) deve depender de i.Como a distribuição gamma desreve a distribuição de áreas de uma rede deVoronoi bidimensional [109℄, Mulheran e Blakman [108℄ sugeriram essa distri-buição omo uma aproximação para a função de esala g. Ela é dada por
Πα(y) =

αα

Γ(α)
yα−1 exp(−αy), (5.28)onde α é um parâmetro de ajuste.Reentemente, Pimpinelli e Einstein [39℄ sugeriram que a função de esala

g(y) pode ser bem desrita por uma distribuição de Wigner
Pβ(y) = aβy

β exp
(

−bβy2
)

, (5.29)onde aβ = 2Γ
(

β+2
2

)β+1
/Γ

(

β+1
2

)β+2 e bβ =
[

Γ
(

β+2
2

)

/Γ
(

β+1
2

)]2, são onstantes denormalização e o parâmetro β é dado por
β = 2(i+ 1) para d = 1 e β = (i+ 1) para d ≥ 2. (5.30)



5.3 Distribuições de Zonas de Captura 96Essa teoria é um avanço sobre a distribuição gamma (eq. 5.28), porque aqui osseus parâmetros estão diretamente relaionados om os parâmetros relevantes dosistema: dimensão do substrato e núleo rítio i.5.3.1 Cálulo da ZCA ZC de uma ilha k é de�nida omo a região do substrato mais próxima dessailha do que de qualquer outra. Então, em muitos trabalhos, a divisão da super-fíie em ZC's é aproximada por uma rede de Voronoi [106, 107, 108℄, onstruídaonsiderando-se o entro das ilhas. Dessa forma, a ZC de uma ilha é aproximadapor uma élula de Voronoi, que de�ne a região do espaço (bidimensional) maispróxima do entro dessa ilha do que do entro de todas as outras. Um álulomais re�nado leva em onta a extensão da ilha e a ZC é alulada determinando-se todos os pontos que são mais próximos de algum ponto daquela ilha [110, 108℄.Esse método é hamado de Edge Cells e será utilizado nessa tese. Na �gura 5.3,nós omparamos as ZC's obtidas om os dois métodos para ilhas quadradas [102℄.

Figura 5.3: Comparação entre as ZC's obtidas por (a) uma onstrução de Voronoie (b) Edge Cells. Figura retirada da ref. [1℄.Para dividirmos a superfíie em ZC's, veri�amos qual a ilha mais próxima



5.4 Monte Carlo inétio 97de ada sítio vazio do substrato e o inorporamos à ZC daquela ilha. Quandoum sítio é equidistante de k ilhas, nós damos uma ontribuição 1/k à ZC de adauma, lembrando que estamos sempre interessados na área (tamanho) das ZC's.Os sítios oupados por uma ilha (a própria ilha) automatiamente ontribuempara a ZC desta. A distânia entre um sítio e uma ilha pode ser medida de duasformas: 1) a distânia real, que é o módulo da diferença entre os vetores posiçãodos dois pontos; b) a distânia na rede, que é o número mínimo de passos que umadátomo no sítio em questão deve exeutar para hegar à borda da ilha. Parailhas fratais, nós alulamos a ZC das duas maneiras e não observamos diferençaem sua distribuição. Nas ilhas pontuais, trabalhamos om a distânia disreta,que é mais simples de se alular.5.4 Monte Carlo inétioEm todos os modelos estudados nos apítulos anteriores, usamos uma variávelaleatória, que era usada para sortear uma oluna de deposição (nos modelosdisretos) ou para determinar a amplitude do ruido (na integração das equaçõesde resimento). Então, �zemos um Monte Carlo simples (MC) nesse aso.Para levar um sistema para o equilíbrio ou fazer médias termodinâmias, emgeral usamos métodos de MC om amostragem por importânia. Esta últimapode ser obtida de uma adeia de Markov om probabilidades de transição apro-priadas. Um exemplo muito importante e amplamente utilizado é o algoritmo deMetropolis. Apesar de esses métodos levarem ao estado de equilíbrio orreto, aevolução para esse estado não neessariamente tem a dinâmia orreta. No algo-ritmo de Metropolis, por exemplo, todas as transições oorrem onsiderando-seas energias do estado iniial e �nal, independentemente da barreira para aessar



5.4 Monte Carlo inétio 98esses estados e das taxas de transição.Uma solução para este problema é o MC inétio, onde a evolução dinâmia deum sistema é obtida om o uso das taxas de transição mirosópias adequadas3.A onexão desse método om o MC `onvenional' é obtida através do algoritmo�N-fold way� [112℄. Claramente, esse deve ser o método apropriado no estudo demodelos atomístios de difusão oletiva para o resimento epitaxial, onde nósdeterminamos os proessos mirosópios relevantes, om suas respetivas taxas,e estamos interessados na sua evolução temporal.5.4.1 Algoritmo usado no MC inétioNa simulação dos modelos atomístios para o resimento epitaxial, nós onstruí-mos uma lista om todos os k eventos possíveis (deposição, difusão de partíulas,et.), ada um om uma taxa de oorrênia rk. Em ada passo de tempo, nós iden-ti�amos todos os sítios onde algum proesso possa oorrer. Então, exeutamosum desses eventos om uma probabilidade proporional à sua taxa e atualizamoso tempo apropriadamente.Além de depender do �uxo, o inremento temporal δt deve oorrer de aordoom a taxa de ada evento implementado e o número de sítios onde esse eventopode oorrer, o que demanda o álulo de δt em todos os passos de tempo. Umaforma mais simples de se fazer essa atualização é onsiderando a unidade de tempoomo a deposição de uma partíula. Assim, a probabilidade de oorrênia de umdeterminado evento deve ser dada pela razão de sua taxa pelo �uxo, rk/F . Logo,se Mk é o número de sítios onde o evento k pode oorrer, então, a ada partíuladepositada, o evento k deve ser implementado Mkrk/F vezes.3Uma ótima revisão sobre esse método, om foo no resimento epitaxial, pode ser enon-trada na ref. [111℄.



5.4 Monte Carlo inétio 99Como disutimos aima, o substrato é onsiderado uma rede regular de sítiosde adsorção. Aqui vamos trabalhar om redes quadradas de tamanho L.Para agregação irreversível om i = 1, apenas os adátomos podem se movere, portanto, os eventos possíveis são deposição e difusão de adátomos. Então,podemos onstruir uma lista om a posição de todos os adátomos na superfíiee, ao implementar a sua difusão, sorteamos apenas partíulas dentro dessa lista.Essa lista é dinâmia e novas posições são adiionadas (retiradas) dela sempre queadátomos são depositados (se agregam). A probabilidade de difusão de adátomosé dada pela razão
R ≡ h

F
, (5.31)onde h é a taxa de hopping, de�nida na equação 5.1.Quando temos i = 2, os dímeros podem se dissoiar, então podemos onsi-derar uma energia de ligação Ed entre as partíulas de um dímero. Portanto, aprobabilidade de difusão das partíulas dos dímeros é Re−βEd. Nesse aso, po-demos onsiderar uma segunda lista que ontenha as posições das partíulas dosdímeros. Essa generalização pode se seguir para i's maiores.Então, nós implementamos o seguinte algoritmo:

• Depositamos uma partíula aleatoriamente;
• Calulamos o número de vezes que a difusão deve oorrer para adátomos(Na = MaR), dímeros (Nd = MdRe

−βEd) et, onde Ma e Md são o númerode adátomos e duas vezes o número de dímeros, respetivamente;
• Realizamos os Na, Nd, et passos de difusão; primeiro sorteamos aleatoria-mente um dos possíveis eventos, daí sorteamos uma posição dentro da listadeste e o implementamos para o adátomo nessa posição;
• Voltamos ao primeiro item até que o reobrimento desejado seja obtido;



5.4 Monte Carlo inétio 100Tanto no proesso de deposição quanto difusão, as listas devem ser sempreatualizadas. É importante notarmos que Na e Nd são alulados apenas antes deiniiarmos a difusão. Durante esse proesso, logiamente,Ma eMd devem mudar,mas não realulamos Na e Nb.5.4.2 Modelos atomístiosUma ótima revisão sobre os vários tipos de modelos atomístios e também on-tínuos para o resimento em regime de submonoamadas pode ser enontradana seção 7 da ref. [1℄. Aqui vamos detalhar apenas as regras de agregação dosdois tipos de modelos que vamos estudar no próximo apítulo: ilhas pontuais eilhas fratais. Em ambos os asos, desonsideramos a deposição de partíulassobre ilhas. Logo, se sorteamos um sítio oupado para deposição, desartamosesse sítio e fazemos um novo sorteio até enontrarmos um sítio desoupado.Ilhas pontuaisNo modelo de ilhas pontuais, ada ilha oupa apenas um sítio do substrato, ouseja, estas não tem extensão radial. Cada ilha ontém apenas um rótulo queindia seu tamanho. Então, podemos pensar de forma pitória que as partíulasestão empilhadas em olunas de altura igual ao tamanho da ilha. O proesso deagregação pode oorrer de duas maneiras:
• Quando um adátomo hega à um um sítio primeiro vizinho de uma ilha,ele é imediatamente agregado à esta ilha e, da mesma forma, quando umadátomo enontra outro eles imediatamente nuleiam uma nova ilha. Então,podemos dizer que nesse modelo há uma interação de urto alane, quefaz om que ilhas (ou adátomos) absorvam os adátomos que hegam em suaadjaênia;
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• Um adátomo se agrega apenas quando se move para um sítio oupado poruma ilha ou outro adátomo. Podemos pensar que ele salta para o topo daoluna que ontem aquela ilha ou adátomo.Como mostrado por Shi, Shim e Amar [40℄ essa diferença no proesso deagregação não altera a DI e tem um efeito muito pequeno na DZC. Aqui nósestudamos apenas o segundo modelo.Apesar de ser um modelo de brinquedo (�toy model�), as ilhas pontuais sãouma boa aproximação para reobrimentos muito baixos, onde os proessos deagregação não devem ser afetados pela extensão espaial das ilhas, que são muitopequenas. Além disso, esse tipo de modelo tem a vantagem de ser failmenteadaptado para aomodar proessos de deposição mais omplexos.Ilhas FrataisNo resimento de ilhas fratais, a regra de agregação é muito simples: quando umadátomo atinge um sítio adjaente à uma ilha, ele se agrega a ela, permaneendoimóvel naquela posição; quando dois adátomos se enontram eles nuleiam umanova ilha na posição do seu enontro. Na �gura 5.4 mostramos uma superfíietípia obtida om esse modelo. Ao ontrário das ilhas pontuais, as ilhas frataistêm extensões espaiais grandes. A forma de ada ilha individual lembra àquelade um fratal formado pelo modelo de DLA (di�usion-limited aggregation) [10℄.De fato, a únia diferença entre esses modelos é que, no DLA, as partíulassempre se aproximam do agregado vindas de uma posição longe dele, portantosempre se agregam nas posições mais externas. Por outro lado, no resimentode ilhas fratais, as partíulas podem ser depositadas em posições mais internas,entre os braços do agregado, o que ausa uma densi�ação da ilha em grandesreobrimentos.
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Figura 5.4: Exemplo típio de ilhas fratais para i = 1, θ = 0.05 e R = 108, emum substrato de tamanho L = 256.Ilhas fratais são observadas em homoepitaxia om metais(111), entretanto asestruturas observadas são mais ompliadas que aquelas produzidas pelo modelode ilhas fratais, mesmo em temperaturas muito baixas [1℄.Na grande maioria dos sistemas observa-se uma relaxação na forma das ilhas,ou seja, elas tendem a formar estruturas mais ompatas, maximizando o númerode ligações entre vizinhos e onsequentemente diminuindo sua energia total. Umaforma simples de se obter ilhas ompatas é implementando a difusão de partíulasperiférias. Por exemplo, podemos permitir que uma partíula om apenas umvizinho difunda na borda da ilha até enontrar uma posição onde tenha doisvizinhos [41℄. Em outros modelos onsidera-se uma relaxação instantânea para aforma de equilíbrio, omo ilhas quadradas [102℄ ou irulares [108℄. É fáil notarque a extensão das ilhas ompatas deve ser menor que nas ilhas fratais. Então,aqui estudaremos apenas os dois asos extremos: ilhas pontuais (sem extensão)e ilhas fratais (mais extensas).



Capítulo 6
DI e DZC de modelos omagregação irreversível
Nesse apítulo apresentamos o estudo de distribuições de tamanhos de ilhas (DI's)e zonas de aptura (DZC's) nos modelos de ilhas pontuais e fratais apresenta-dos no apítulo anterior, onsiderando a agregação irreversível de partíulas omnúleos rítios i = 1 e i = 2. Todas as simulações foram feitas sobre uma redequadrada de tamanho L = 2048 (o substrato) e om a razão R (eq. 5.31) variandono intervalo [105, 109]. O número de amostras simuladas foi da ordem de 104 paraada onjunto de parâmetros.6.1 IntroduçãoDistribuições de tamanhos de ilhas (DI) e, mais reentemente, zonas de aptura(DZC), têm sido amplamente estudadas, tanto experimentalmente quanto teo-riamente [1, 14, 113℄. Apesar do grande número de trabalhos, as distribuiçõessão geralmente obtidas om poua preisão, apresentando �utuações que podemdar a falsa impressão de bons olapsos de dados. Experimentalmente isso é espe-103



6.1 Introdução 104rado, pois geralmente há um número muito reduzido de amostras disponíveis, emmuitos asos apenas uma. Da mesma forma, simulações numérias de modelosom difusão oletiva eram muito limitadas em tamanho de substrato e número deamostras, pelos reursos omputaionais de uma ou duas déadas atrás. Todavia,atualmente é possível estudar esses modelos om bastante preisão.Uma onsequênia de se trabalhar om distribuições impreisas é que se tornaimpratiável uma análise de suas audas, pois elas apresentam �utuações muitograndes. Assim, todos os estudos anteriores sobre DI e DZC se limitaram aanalisar os seus pios. Entretanto, a araterização ompleta de uma distribuiçãodeve inluir, também, a forma de suas audas, sobretudo a auda à direita, quenos dá informação sobre as maiores esalas de omprimento. Com o objetivo deestudar a forma das audas da DI e DZC, nós medimos estas distribuições ommuita preisão. Para omparação, num trabalho reente de Shi et al [40℄, a DI e aDZC do modelo de ilhas pontuais om i = 1 foram obtidas de 200 amostras sobreum substrato de tamanho L = 1024. Aqui, nós alulamos essas distribuiçõespara 104 amostras em um substrato de tamanho L = 2048.Apesar de di�ilmente serem apliadas na araterização direta de resultadosexperimentais, as audas da DI e DZC podem ser muito úteis para omprovarou refutar teorias para tais distribuições. Por exemplo, omo veremos a seguir,as DZC's de todos os modelos que estudamos têm audas (à direita) gaussianas.Logo, uma teoria para desrevê-la deve ter um deaimento gaussiano. Daí, po-demos onluir que a distribuição gamma (eq. 5.28), proposta por Mulheran eBlakman [108℄ omo uma desrição para a DZC, não deve ser uma boa teoria,pois ela tem um deaimento exponenial.Amar e Family [41, 42℄ mostraram que sua distribuição (empíria) para a DI(eq. 5.24), desreve bem as distribuições de ilhas ompatas. Por outro lado,



6.1 Introdução 105onforme disutido por Bartelt e Evans [1, 106℄, essa distribuição não representabem o omportamento de ilhas pontuais. Apesar de não haver um onsenso sobrea exatidão dessa distribuição, ela tem sido largamente apliada na omparaçãoom dados experimentais. Nas referênias [114, 115, 116, 117℄ há alguns exemplosreentes. Então, é muito importante determinarmos se tal teoria está ou nãoorreta.O mesmo aontee om a distribuição de Wigner (eq. 5.29) para a DZC,que também tem sido usada em apliações [118, 119℄. Pimpinelli e Einstein[39℄ mostraram que esta distribuição olapsa om a DZC de ilhas ompatas.Contudo, esses mesmos autores observam um desvio entre esta distribuição e aDZC de ilhas pontuais om i = 1 [120℄. Além disso, Shi et al [40℄ observaram quenão há um bom aordo entre a distribuição de Wigner e a DZC pontual, para
i = 1 e substratos de dimensão d = 2, 3 e 4.Em basiamente todos os trabalhos sobre a DI e a DZC, essas distribuiçõesforam esaladas usando o valor médio, onforme disutido no apítulo anterior.Porém, omo mostramos no apítulo 3, no ontexto de distribuições de rugosi-dade, essa forma de esala pode apresentar orreções fortes. De fato, na DI e DZC,efeitos de tamanho �nito são desprezíveis quando trabalhamos om substratos detamanho L & 500. Entretanto, existe uma dependênia dessas distribuições oma razão R, que podemos hamar de um efeito de R �nito. Em muitos trabalhos,extrapola-se (em R) a altura máxima dos pios ou a posição do máximo para seinferir seus valores na distribuição assintótia [40, 121, 122℄. Veremos abaixo, que,na maioria dos asos, os pios olapsam quando esalamos as distribuições paramédia nula e variânia unitária, omo �zemos om distribuições de rugosidade.Isso mostra que essa forma de esala onsegue suprimir os efeitos de R �nito.



6.2 Ilhas pontuais 1066.2 Ilhas pontuaisComo as ilhas pontuais não tem uma extensão espaial, devemos esperar que asdistribuições obtidas para esse modelo independam do reobrimento do substrato.De fato, observamos um exelente aordo entre todas as distribuições para váriosreobrimentos no intervalo [0.05, 0.30], para um R �xo. Assim, todos os resultadosque mostraremos abaixo são para θ = 0.10 apenas.Para i = 2, dímeros podem se dissoiar, então é razoável introduzirmos umaenergia de ligação entre suas partíulas, tal que sua taxa de difusão seja Rε. Issoé importante porque torna a `vida média' dos dímeros maior e, assim, failitaa formação de trímeros (ilhas estáveis). Aqui, trabalhamos om ε no intervalo
[0.001, 0.1] e não observamos nenhuma dependênia da DZC (esalada) om esseparâmetro. A DI, por outro lado, não olapsa para ε's diferentes. Porém, omoveremos abaixo, essas distribuições estão muito distantes da forma assintótia,inlusive para i = 1. Quanto menor ε, mais rápidas são as simulações, então asdistribuições são mais preisas (obtidas de um número de amostras maior) para
ε = 0.001. Todos os resultados apresentados abaixo são para esse valor.6.2.1 Distribuições de zonas de apturaNa �gura 6.1, mostramos a DZC para i = 1 e R = 107, 108 e 109. Em (a) e (b),essas distribuições são esaladas pelo tamanho médio, então pela eq. 5.27 temos
g(x) = 〈z〉P (z), om x ≡ z/ 〈z〉. Em () e (d), nós temos G(y) = σP (z), onde
y ≡ (z − 〈z〉)/σ e σ ≡

√

〈z2〉 − 〈z〉2 é o desvio padrão.Na �gura 6.1 (a) nós podemos observar que os pios das DZC's apresentamuma variação om R, que é melhor visualizada no inset. Por outro lado, asaudas olapsam bem (ver �g. 6.1 (b)) e a auda à direita tem um deaimento
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Figura 6.1: DZC de ilhas pontuais om i = 1, θ = 0.1 e R = 107 (vermelho),
R = 108 (azul) e R = 109 (verde), esaladas om o valor médio (a) e (b) e om odesvio padrão () e (d). Em (a) e () as distribuições estão em esala linear e em(b) e (d) mono-log. A urva ontínua é a P2.gaussiano. A distribuição de Wigner (eq. 5.29) om β = 2, P2, também estámostrada nessas �guras. Observamos um grande desvio tanto nos pios quantonas audas entre essa distribuição e a DZC. Esse resultado foi enontrado poroutros autores [120, 40℄ e sugeriu que a P2 não era uma boa desrição para aDZC de ilhas pontuais om i = 1.Esalando as DZC's das �guras 6.1 (a) e (b) om o desvio padrão, nós enon-tramos olapsos de dados melhores. Os pios das distribuições olapsam muitobem, independentemente de R, omo pode ser visto na �gura 6.1 (), e o mesmose observa nas audas (�g. 6.1 (d)). Isso mostra que essa forma de esala é a-



6.2 Ilhas pontuais 108paz de suprimir os efeitos de R �nito, de forma semelhante às distribuições derugosidade.A distribuição de Wigner, reesalada para média nula e variânia unitária,também está mostrada nas �guras 6.1 () e (d). Em 6.1 () observamos apenasuma pequena diferença entre os pios da DZC e da P2. Entretanto, nas audas(6.1 (d)) não há um bom olapso. Assim, onluímos que, de fato, a P2 não éuma boa representação para a DZC pontual om i = 1, omo sugerido por outrosautores se baseando apenas na forma dos pios [120, 40℄.
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Figura 6.2: a) DZC de ilhas pontuais om i = 2, θ = 0.1 e R = 106 (vermelho),
R = 107 (azul) e R = 108 (verde). A urva ontínua é a P3. b) Comparação entrea DZC para i = 1 (quadrados vermelhos) e i = 2 (triângulos azuis), para θ = 0.1e R = 109 e 108, respetivamente.Por outro lado, para i = 2 há um bom aordo entre a P3 e a DZC pontual,omo mostramos na �gura 6.2 (a). Mais uma vez enontramos um olapso dedados inferior quando usamos o valor médio omo variável de esala (resultado nãomostrado). Assim omo em i = 1, a auda à direita da DZC tem um deaimentogaussiano.Na omparação om resultados experimentais, geralmente, estamos interessa-dos em determinar o núleo rítio efetivo i do sistema. Para tanto, é importante



6.2 Ilhas pontuais 109que as DZC's variem om i. Porém, na �gura 6.2 (b) podemos ver que a DZCpara i = 1 é muito próxima daquela para i = 2.Nós também omparamos as DZC's, para i = 1 e 2, om a distribuição gamma(eq. 5.28), mas não enontramos aordo nos pios e tão pouo das audas dessasdistribuições. De fato, a distribuição gamma tem uma auda à direita om umdeaimento exponenial simples, em ontraste om o deaimento gaussiano obser-vado na DZC. Logo, não devemos esperar que essa última seja bem representadapela primeira.
i DZC P(i+1) DI fi

1 0.51 0.486 −0.50 0.139

2 0.41 0.406 −0.79 0.085

1 0.23 0.108 −0.478

2 0.10 0.059 −0.04 −0.321Tabela 6.1: Skewness (aima) e urtose (abaixo) para a DZC e DI pontuais(no limite R → ∞) e para as funções de Wigner (Pi+1) e Amar e Family (fi).Tipiamente, os erros na skewness e urtose são ±0.01 e ±0.02, respetivamente.Para as funções P e f esses valores são obtidos exatamente.Isso se re�ete na skewness e urtose dessas distribuições, que têm valoresmuito próximos, omo mostra a tabela 6.1. Nessa tabela, também mostramosessas razões da distribuição de Wigner, P(i+1), e podemos ver que sua skewness émuito próxima daquela obtida para a DZC; a urtose é aproximadamente 2 vezesmenor, re�etindo a diferença nas audas.



6.2 Ilhas pontuais 1106.2.2 Distribuições de tamanhos de ilhasNas �guras 6.3 (a) e (b), mostramos o omportamento da DI para diferentes R's.Essas distribuições estão esaladas da forma tradiional, ou seja, f(x) = 〈s〉2 ns/θ,om x ≡ s/ 〈s〉 (ver eq. 5.8). Podemos observar uma dependênia muito fortedessas distribuições om R. Usando a esala om o desvio padrão, obtemosresultados similares, indiando que essas distribuições estão muito distantes doomportamento assintótio. A distribuição de Amar e Family [41, 42℄ (eq. 5.24),
f1, também é mostrada nessa �gura. Vemos que ela falha ompletamente nadesrição da DI. Além disso, a f1 laramente não é a distribuição assintótia,pois os pios e as audas estão onvergindo numa direção ontrária à ela quando
R → ∞.
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Figura 6.3: DI de ilhas pontuais om i = 1, θ = 0.1 e R = 106 (◦, preto), R = 107(△, vermelho), R = 108 (�, azul) e R = 109 (×, verde), em esalas (a) linear e(b) mono-log. A urva ontínua é a f1.Para R = 109, maior valor estudado, a auda à direita da DI tem um de-aimento quártio (∼ e−x4
). Pela onvergênia lenta dessas distribuições, essedeaimento pode ser ainda mais rápido na DI assintótia. Então, nesse limite,o omportamento da DI é muito diferente da DZC, uja auda é gaussiana. É



6.2 Ilhas pontuais 111importante lembrarmos que essas distribuições estão indiretamente relaionadasatravés do número de aptura, σs, mas para ilhas pontuais σ não deve dependerde s. Portanto, não devemos esperar uma relação simples entre a DI e a DZC.
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Figura 6.4: a) Mesmos dados da �gura 6.1 (d) om a absissa ao quadrado. b) DIpontual para i = 1, θ = 0.1 e R = 109, om a absissa elevada à quarta potenia.A�rmamos aima que a auda à direita das DZC's tem um deaimento gaus-siano. Isso é visto failmente na �gura 6.2, pois a auda da DZC olapsa om ada F3, que é uma gaussiana. Porém, isso não é óbvio na �gura 6.1. O mesmoaontee om a DI, na �gura 6.3. Assim, para veri�ar a forma dessa auda,nós elevamos o eixo das absissas à um expoente ∆ e variamos este até que essaauda �que om um omportamento linear num grá�o mono-log. Na �gura 6.4,mostramos as DZC's da �gura 6.1 om ∆ = 2 em (a), e em (b) a DI para R = 109om ∆ = 4. Em ambos os asos observamos a linearização da auda, mostrandoque, de fato, o deaimento é quadrátio (gaussiano) e quártio em (a) e (b),respetivamente. O mesmo proedimento foi feito em todas as distribuições.Para i = 2, os resultados são pareidos om os que aabamos de mostrar para
i = 1. Há um deaimento da auda à direita ainda mais rápido nesse aso, ouseja, essa auda se omporta omo e−xγ om um expoente γ > 4.Os valores assintótios (extrapolados para R→ ∞) da skewness e urtose são



6.3 Ilhas Fratais 112mostrados na tabela 6.1. Como esperado, esses valores são negativos. Para i = 1,nós não onseguimos extrapolar os dados para a urtose porque ela apresenta umrossover quando R aumenta. Con�rmando a disrepânia (visual) observada na�gura 6.3, a skewness e a urtose da DI são totalmente diferentes daquelas paraa f1 e f2, também apresentadas na tabela 6.1.6.3 Ilhas FrataisComo já disutido anteriormente, para reobrimentos muito baixos, θ . 0.05, oomportamento de modelos om ilhas estendidas deve ser análogo àquele de ilhaspontuais. De fato, nós veri�amos isso para as ilhas fratais. As DZC's para
θ = 0.05 e i = 1, por exemplo, tem a mesma forma daquelas mostradas na �gura6.1 para ilhas pontuais. Por outro lado, para reobrimentos grandes (θ & 0.30),efeitos de oalesênia devem se tornar relevantes. Então, vamos trabalhar omreobrimentos intermediários, 0.10 . θ . 0.20, onde se observa o omportamentotípio de ilhas fratais.Como as ilhas são estendidas, o proesso de agregação oorre mais failmenteque nas ilhas pontuais. Então, aqui não usamos energia de ligação entre aspartíulas dos dímeros no aso i = 2, ou seja, elas se difundem om a mesma taxaque os adátomos.6.3.1 Distribuições de zonas de apturaNa �gura 6.5 (a), são apresentadas as DZC's para θ = 0.15, i = 1 e algumastaxas R. Usando a esala om o desvio padrão, nós não enontramos nenhumadependênia em R nos pios dessas distribuições. Na auda à direita, vemos umpequeno desvio na DZC para R = 107, mas há um bom aordo entre as audas
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Figura 6.5: DZC de ilhas fratais om (a) i = 1, θ = 0.15 e R = 107 (vermelho),
R = 108 (azul) e R = 109 (verde); e (b) i = 2, θ = 0.10 e R = 106 (vermelho),
R = 107 (azul) e R = 108 (verde). As urvas ontínuas em (a) e (b) são a P2 e
P3, respetivamente.para R's maiores. De fato, a medida que R diminui essa auda se torna ontinua-mente linear (no grá�o mono-log), ou seja, paraR pequeno temos um deaimentopróximo de uma exponenial simples. Entretanto, no limite assintótio, a audaé gaussiana.Nessa �gura também mostramos a distribuição de Wigner, P2, e podemos verque a onordânia entre essa distribuição e a DZC é muito boa. O mesmo seobserva na �gura 6.5 (b), para i = 2, θ = 0.10 e alguns R's. Resultados análogossão obtidos para outros reobrimentos no intervalo [0.1, 0.2].Esses resultados mostram que a distribuição de Wigner é uma ótima aproxi-mação para as DZC's de ilhas fratais em substratos bidimensionais e para i = 1 e
i = 2. É importante notarmos que Pimpinelli e Einstein [39℄ mostraram que essadistribuição desreve muito bem a DZC de ilhas ompatas, então nossos resul-tados sugerem que ela se aplia muito bem à qualquer ilha estendida (ompataou fratal).Os valores assintótios da skewness e urtose estão mostrados na tabela 6.2.
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S Q

i DZC P(i+1) DZC P(i+1)

1 0.40 0.486 0.03 0.108

2 0.34 0.406 0.01 0.059Tabela 6.2: Skewness (à esquerda) e urtose (à direita) para a DZC fratal.Tipiamente, o erro na skewness e urtose é ±0.01.É interessante notar que, apesar de obtermos um aordo entre a DZC e a distri-buição de Wigner muito melhor do que no aso pontual, nesse último a skewnessassintótia (R → ∞) é mais próxima (veja tabela 6.1).Uma vez on�rmado que a distribuição de Wigner desreve bem a DZC de i'sdiferentes, podemos usá-la na omparação om distribuições experimentais, numatentativa de determinar o núleo rítio dessas últimas. Para isso, é importanteque a Pj seja diferente da Pk, om j 6= k. De fato, na �gura 6.6 (a) vemos quea P2 e a P3 têm formas razoavelmente diferentes e, portanto, podem ser usadaspara essa apliação. Nessa �gura usamos a forma de esala om o valor médio emostramos as DZC's para i = 1 e 2 para o maior valor de R que estudamos emada aso, onde há o melhor aordo entre a DZC e a P .Por outro lado, quando esalamos P2 e P3 usando o desvio padrão, os piosolapsam, as audas à direita �am muito próximas e apenas a auda à esquerdaapresenta alguma diferença visual (ver �g. 6.6 (b)). Então, �a muito maisdifíil distinguir entre a P2 e P3 (ou seja, entre i = 1 e 2) nesse aso, a menosque se tenha distribuições muito preisas, o que não é omum experimentalmente.Então, �amos om a seguinte situação: esalando om o desvio padrão, podemossuprimir os efeitos de R �nito, mas se torna mais ompliado fazer a distinção
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Figura 6.6: DZC de ilhas fratais om i = 1, θ = 0.15 e R = 109 (quadradosvermelhos) e i = 2, θ = 0.10 e R = 108 (triângulos azuis), juntamente om a
P2 (linha ontínua) e P3 (traejada). Essas distribuições estão esaladas om ovalor médio (a) e om o desvio padrão (b). No detalhe mostramos as mesmasdistribuições om as ordenadas em esala linear.entre distribuições de i's diferentes. Esalando om o valor médio, onseguimosdistinguir o núleo rítio mais failmente, ontudo não há um bom olapso entreDZC's (ou DI's) om R's pequenos.6.3.2 Distribuições de tamanhos de ilhasAo ontrário da DI de ilhas pontuais, no aso fratal essas distribuições olapsambem desde que a forma de esala om o desvio padrão seja usada, om F (y) = σPs,
y ≡ (s − 〈s〉)/σ e Ps dado na eq. 5.23. Conforme mostrado na �gura 6.7, para
i = 1 e θ = 0.1, há um bom olapso dos pios e também da auda à direitapara os maiores valores de R. Se esalamos estas distribuições om o valor médioobtemos uma situação análoga à da �gura 6.3 para ilhas pontuais, ou seja, nãohá um bom olapso.Podemos ver que a auda à esquerda da DI tende à zero para s pequeno,em ontraste om o aso pontual, onde f(0) > 0. Então, para ilhas fratais, a
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Figura 6.7: DI de ilhas fratais om i = 1, θ = 0.1 e R = 107 (�, vermelho),
R = 108 (△, azul) e R = 109 (×, verde), em esalas (a) linear e (b) mono-log. Aurva ontínua é a f1.distribuição de Amar e Family pode ser uma boa aproximação para a DI. De fato,essa distribuição �a razoavelmente próxima do pio (�g. 6.7 (a)), mas as audasà direita são muito diferentes (�g. 6.7 (b)).Para i = 2, obtemos um olapso muito bom entre as DI's para R's diferentes(ver �gura 6.8). Porém, nesse aso a distribuição de Amar e Family, f2, nãoolapsa nem mesmo om os pios da DI.
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Figura 6.8: DI de ilhas fratais om i = 2, θ = 0.1 e R = 106 (vermelho), R = 107(azul) e R = 108 (verde), em esalas (a) linear e (b) mono-log. A urva ontínuaé a f1.



6.3 Ilhas Fratais 117Diferentemente do aso pontual, a auda à direita da DI fratal tem um de-aimento gaussiano, tanto em i = 1 quanto em i = 2, ou seja, elas apresentam omesmo omportamento da DZC. Isso sugere que, de fato, a DZC está relaionadaà DI nesse modelo. Por outro lado, isso mostra que a DI depende fortemente domodelo, enquanto a DZC apresenta um omportamento universal.Não enontramos um valor assintótio universal para a skewness, ou seja, eladepende do reobrimento do substrato. Para i = 1, por exemplo, nós enontramos
S ≈ 0.15 para θ = 0.10, S ≈ 0.25 para θ = 0.15 e S ≈ 0.28 para θ = 0.20. Esseomportamento difere da DZC, que tem S ≈ 0.40 para diferentes reobrimentos(ver tabela 6.2). Na verdade, para a DZC, a forma de onvergênia para o valorassintótio varia om θ. Por exemplo, o expoente ∆ que usamos para linearizaros dados para diferentes R's depende do reobrimento, na forma ∆ = 0.1 + θ.Novamente enontramos um rossover na urtose, que não nos permite fazerextrapolações.
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Figura 6.9: a) DI e b) DZC de ilhas fratais om i = 1, θ = 0.3 e R = 106 (◦,preto), R = 107 (△, vermelho), R = 108 (�, azul) e R = 109 (×, verde). A urvaontínua em b) é a P2.Nas �guras 6.7 e 6.8 mostramos resultados para θ = 0.1, mas resultadosanálogos são obtidos para reobrimentos no intervalo [0.1, 0.2]. Para oberturas



6.4 Conlusões 118maiores, a oalesênia de ilhas se torna relevante e isso se re�ete diretamente naauda à direita da DI e DZC. Na �gura 6.9, nós mostramos essas distribuiçõespara θ = 0.3 e enontramos um omportamento similar entre a DI e a DZC: Atéum tamanho araterístio de ilha (ou zona de aptura), a distribuição tem omesmo omportamento de reobrimentos menores. Para tamanhos maiores háum rossover na auda à direita da distribuição, que passa de gaussiana paraexponenial simples.6.4 ConlusõesNós estudamos numeriamente o omportamento da DI e DZC de ilhas pontuais efratais om agregação irreversível. Calulando distribuições muito preisas, nósaraterizamos a forma de suas audas e ainda omparamos essas distribuiçõesom várias teorias propostas para as funções de esala.Esalando as distribuições (DI e DZC) om o desvio padrão, onseguimosolapsos de dados muito superiores àqueles obtidos quando usamos a forma deesala tradiional om o valor médio. Como os trabalhos anteriores sobre DI eDZC se baseiam apenas nessa forma tradiional, nossos resultados são um avançonessa área. Por outro lado, quando usamos o desvio padrão, as distribuiçõesde i's diferentes �am muito próximas, o que pode di�ultar a omparação omresultados experimentais.A famosa distribuição de Amar e Family [41, 42℄ não representa bem a audaà direita das DI's. Para ilhas pontuais, isso também oorre nos pios e na audaà esquerda [1, 106℄. No aso fratal, esta distribuição �a próxima dos pios daDI. Assim, apesar de ser muito usada para omparação om dados experimentais,on�rmamos que essa teoria está essenialmente errada.



6.4 Conlusões 119A auda à direita da DZC tem sempre um deaimento gaussiano no limiteassintótio. Quando há oalesênia de ilhas (fratais), esta auda apresenta umrossover para um deaimento exponenial. O mesmo se observa na DI fratal.Na DI de ilhas pontuais, o deaimento dessa auda é muito mais rápido que umagaussiana, indiando um omportamento muito diferente entre a DI e a DZC.Com exeção da DZC pontual om i = 1, a distribuição de Wigner apresentaum aordo muito bom om a DZC em todos os outros asos. Mesmo para ilhaspontuais om i = 1, a distribuição de Wigner fornee o deaimento orreto daauda. Assim, nossos resultados indiam que a teoria de Pimpinelli e Einstein[39℄ paree estar orreta, e é preisa para ilhas estendidas, que são aquelas quemais se aproximam da situação real.Por outro lado, nós veri�amos que a distribuição gamma não é uma boaaproximação para a DZC. De fato, omo essa última tem uma auda gaussianae a distribuição gamma tem deaimento exponenial simples, não existe umaaordo entre elas. Além disso, nos pios também observamos desvios entre essasdistribuições.



Capítulo 7
Conlusão
Nessa tese estudamos várias propriedades de modelos de resimento epitaxialde �lmes �nos, em dois estágios distintos: submonoamadas e regime de esaladinâmia. Fazendo simulações de Monte Carlo (simples ou inétio) de modelosestatístios, nosso foo foram distribuições de diversas grandezas om interesseapliado.Nos apítulos 3 e 4 nós estudamos distribuições de rugosidade e extremos noestado estaionário de modelos de resimento no regime de esala dinâmia. Auniversalidade dessas distribuições e de quantidades orrelatas pode ser usadapara apliações omo determinar a lasse de universalidade de outros modelosou de superfíies reais. O sinal do termo não linear, quando houver, e as orre-ções de esala prinipais podem ser determinados dessa forma. As quantidadesobtidas no estado estaionário são muito importantes do ponto de vista teório.Estendendo seu estudo para o regime de resimento [56, 57℄, podemos usá-laspara araterizar superfíies reais.Para a lasse KPZ, as distribuições de rugosidade foram estudadas no regimede resimento [56℄. Atualmente estamos estendendo esse estudo para outras120



Conlusão 121lasses de universalidade. Também estamos estudando distribuições de extremosno regime de resimento. Além disso, estamos olaborando om alguns gruposexperimentais, om o objetivo de estudar essas distribuições em �lmes �nos reais[57℄.Distribuições de tamanho de ilhas e zonas de aptura, no regime de submono-amadas, são estudadas no apítulo 6. Estudando as distribuições ompletas, nósaraterizamos o omportamento de suas audas e omparamos as distribuiçõesom diversas teorias, orroborando algumas e rejeitando outras. Essas teoriassão muito importantes para omparação om resultados experimentais, mas pelaomplexidade dos proessos que oorrem no regime de submonoamadas, elas nãosão exatas, devendo ser on�rmadas por simulações de modelos atomístios.



Apêndie A
Deposição e evaporação aleatóriassobre um substrato inerte
Por ser desorrelaionado, podemos estudar o modelo de deposição e evaporaçãoaleatórias sobre um substrato inerte onsiderando apenas uma oluna. De fato,esse é o mesmo problema de um aminhante aleatório unidimensional, que dápassos para a esquerda e para direita om probabilidades q e p, respetivamente,om uma parede ompletamente re�etora entre -1 e 0. O aminhante está restritoao espaço semi-in�nito [0,∞] porque sempre que está na origem e tenta dar umpasso pra esquerda ele permanee na própria origem (ou seja, o substrato nãopode evaporar). Além disso, podemos onsiderar também a probabilidade r deque o aminhante permaneça imóvel, tal que p + q + r = 1. Então, temos umproesso markoviano e a probabilidade de enontrar o aminhante na posição nno instante l + 1 é dada por:

Pl+1(n) = pPl(n− 1) + (r + qδn,0)Pl(n) + q(1 − δn+1,0)Pl(n+ 1), (A.1)om P (−i) = 0, para i = 1, 2, . . ., onde δi,j é a delta de Kroneker.Um problema muito pareido om esse foi resolvido exatamente em [123℄, mas122



Deposição e evaporação aleatórias sobre um substrato inerte 123nesse aso a parede re�etora prende a partíula por um passo de tempo. Isso querdizer que, quando a partíula está na origem e tenta dar um passo pra esquerda,em vez de permaneer na origem omo no nosso modelo, ela vai pra posição -1 esó volta pra origem no próximo passo de tempo. Assim, areditamos ser possívelresolver a equação A.1 exatamente, mas isso não será importante nessa tese, ondeonsideramos apenas os asos limites abaixo.Caso q = 0Se desprezamos a evaporação de partíulas, obtemos o modelo de deposição ale-atória da subseção 2.3.1 e a equação A.1 se reduz a
Pl+1(n) = pPl(n− 1) + rPl(n), (A.2)uja solução é a distribuição binomial

Pl(n) =

(

l

n

)

pnrl−n. (A.3)Se temos um sistema de tamanho L, então a probabilidade de sortearmos umaoluna para deposição será 1/L, portanto p = 1/L. Além disso, l é o número departíulas depositadas (nas L olunas), então o tempo de deposição será t = l/Le n é exatamente a altura h da oluna. Logo,
〈h〉 ≡

l
∑

n=1

nPl(n) = lp =
l

L
= t. (A.4)Para o segundo momento, temos

〈

h2
〉

≡
l

∑

n=1

n2Pl(n) = lp(1 − p) + l2p2, (A.5)de forma que a rugosidade da superfíie é dada por
w2(L, t) =

〈

h2
〉

− 〈h〉2 = lp(1 − p) = t

(

1 − 1

L

)

. (A.6)



Deposição e evaporação aleatórias sobre um substrato inerte 124Daí obtemos a relação de esala w(t) ∼ t1/2, que nos dá o expoente de resimento
β = 1/2 para a deposição aleatória.Caso q > pQuando o proesso é dominado por evaporação é fáil ver que, partindo de umsubstrato iniialmente liso (o aminhante partindo da origem), após um determi-nado número de passos o sistema atinge um estado estaionário. Isso aonteeporque, apesar de tentarmos evaporar mais partíulas do que depositamos, muitasdessas tentativas falham quando tentamos evaporar o substrato. Em um passode tempo depositamos (1−q)L partíulas e fazemos qL tentativas de evaporação.Então, se N é o número de sítios do substrato obertos, para que o número departíulas se mantenha onstante devemos ter qN = (1 − q)L. Assim, a fraçãode sítios do substrato obertos por partíulas é θs ≡ N

L
= 1−q

q
.No aso do aminhante, o estado estaionário orresponde a fazermos a equa-ção A.1 independente de l, que nos dá

(p+ q)P (n) = pP (n− 1) + qP (n+ 1). (A.7)A solução dessa equação é
P (h) =

(

q − p

q

) [

p

q

]h

. (A.8)Fazendo p = 1 − q, sem perda de generalidade, nós enontramos
P (h) =

(

2q − 1

q

) [

1 − q

q

]h

. (A.9)É interessante notarmos que a probabilidade de enontrarmos sítios do substratodesobertos, P (0), é igual a 1−θs, mostrando a onsistênia dos nossos resultados.



Deposição e evaporação aleatórias sobre um substrato inerte 125A altura média do sistema é 〈h〉 =
1 − q

2q − 1
, que se torna muito grande nolimite q → 1/2, onde obtemos

P (h) =
1

〈h〉 exp (−h/ 〈h〉) , (A.10)ou seja, a distribuição de alturas é uma exponenial simples.Os momentos da distribuição A.9 são dados por
〈hn〉 =

(

2q − 1

q

) ∞
∑

h=0

hn

(

1 − q

q

)h

, (A.11)de onde obtemos
〈

h2
〉

=
1 − q

(2q − 1)2
(A.12)e

〈

h3
〉

=
(1 − q)[1 + 2q(1 − q)]

(2q − 1)3
. (A.13)Daí nós temos a rugosidade

w2 ≡
〈

h2
〉

− 〈h〉2 =
q(1 − q)

(2q − 1)2
(A.14)e a skewness

S ≡ 〈h3〉 − 3 〈h2〉 〈h〉 + 2 〈h〉3

w
3/2
2

=
1

√

q(1 − q)
. (A.15)



Apêndie B
Momentos das funções de esala
Considere P (w2) uma densidade de probabilidade normalizada, tal que

∫

P (w2)dw2 = 1 e ∫

wn
2P (w2)dw2 = 〈wn

2 〉 . (B.1)Se de�nimos a função F (x) ≡ 〈w2〉P (w2), om x ≡ w2/ 〈w2〉, seus momentos sãodados por
M

(n)
F ≡

∫

xnF (x)dx =

∫
(

w2

〈w2〉

)n

〈w2〉P (w2)d

(

w2

〈w2〉

)

. (B.2)Como 〈w2〉 é onstante, �amos om
M

(n)
F =

1

〈w2〉n
∫

wn
2P (w2)dw2, (B.3)de onde segue imediatamente

M
(0)
F = M

(1)
F = 1 e M

(2)
F =

〈w2
2〉

〈w2〉2
=

σ2

〈w2〉2
+ 1. (B.4)Da mesma forma, para G(y) ≡ σP (w2), om y ≡ (w2 − 〈w2〉)/σ, nós temos

M
(n)
G =

1

σn

∫

(w2 − 〈w2〉)nP (w2)dw2, (B.5)que nos dá
M

(0)
G = 1, M

(1)
G = 0, M

(2)
G = 1 e M

(3)
F =

〈w3
2〉 − 3 〈w2

2〉 〈w2〉 + 2 〈w2〉3
σ3

.(B.6)126



Momentos das funções de esala 127Finalmente, para a funçãoH(z) ≡ (〈w2〉−C)P (w2), onde z ≡ (w2−C)/(〈w2〉−

C), os momentos �am
M

(n)
H =

1

(〈w2〉 − C)n

∫

(w2 − C)nP (w2)dw2 (B.7)e daí temos
M

(0)
H = M

(1)
H = 1 e M

(2)
H =

σ2

(〈w2〉 − C)2
+ 1. (B.8)



Apêndie C
Integração numéria das equaçõesde resimento
Por serem não lineares, as equações de resimento KPZ e VLDS não têm soluçãoanalítia exata. Porém, essas equações podem ser integradas usando métodosnumérios, que também apresentam di�uldades. Nesse sentido, vários métodosde disretização dessas equações têm sido desenvolvidos [124, 125, 126, 127℄, sendoo método de diferenças �nitas o mais utilizado.Uma desrição desse método pode ser enontrada em qualquer livro de ál-ulo numério. Em nosso aso, as derivadas do ampo h(~x, t) são omputadastrunando sua série de Taylor em erta ordem.Se temos um substrato ds-dimensional, om um parâmetro de rede ∆x e umvetor de oordenadas (j1, j2, . . . , jd), então uma posição na rede é dada por ~xj =

∆x(j1, j2, . . . , jd), om 0 6 ji 6 L − 1. Vamos onsiderar também os vetoresbases an�nios e1, e2, . . . , ed. Com isso, o método de diferenças �nitas nos dá asseguintes disretizações para as derivadas espaiais
∇2h =

1

(∆x)2

ds
∑

i=1

[h(~xj ± ~ei∆x) − 2h(~xj)] +O((∆x)2), (C.1)128
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(∇h)2 =

1

4(∆x)2

ds
∑

i=1

[h(~xj + ~ei∆x) − h(~xj − ~ei∆x)]
2 +O((∆x)2), (C.2)

∇4h =
1

(∆x)4

ds
∑

i=1

[h(~xj ± 2~ei∆x) − 4h(~xj ± ~ei∆x) + 6h(~xj)] +O((∆x)2) (C.3)e
∇2(∇h)2 =

1

4(∆x)4

ds
∑

i=1

{

[h(~xj + 2~ei∆x) − h(~xj)]
2 − 2[h(~xj + ~ei∆x) − h(~xj − ~ei∆x)]

2

+[h(~xj) − h(~xj − 2~ei∆x)]
2
}

+O((∆x)2), (C.4)onde h(~xj ± ~ei∆x) ≡ h(~xj + ~ei∆x) + h(~xj − ~ei∆x). Todas as derivadas aima sãode�nidas na posição ~xj e no tempo t, assim temos (∇2h)(~xj , t), (∇h)2(~xj , t), et.A derivada temporal pode ser omputada pelo método de Euler
∂h

∂t
=
h(~xj ; t+ ∆t) − h(~xj ; t)

∆t
. (C.5)Então, a equação KPZ disretizada pode ser esrita omo

h(~xj , t+ ∆t) = h(~xj , t) +
∆t

(∆x)2

ds
∑

i=1

{ν[h(~xj ± ~ei∆x) − 2h(~xj)]

+
λ

8
[h(~xj + ~ei∆x) − h(~xj − ~ei∆x)]

2

}

+

[

2D∆t

(∆x)ds

]
1
2 √

12R(t), (C.6)onde as onstantes ν, λ e D são as amplitudes da equação ontínua (eq. 2.26) e
R(t) são números aleatórios obtidos de uma distribuição uniforme no intervalo
[−0.5, 0.5]. O fator [

2D∆t

(∆x)ds

]
1
2 garante que a dimensão do ruído seja a mesma daequação ontínua e o termo √
12 assegura que este tenha média nula e variânia

2D. É interessante notarmos que qualquer distribuição que satisfaça o teoremado limite entral [128℄ pode ser usada no lugar da distribuição uniforme, masusando o fator multipliativo adequado para que a variânia �que orreta.
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h(~xj , t+ ∆t) = h(~xj , t) +

∆t

(∆x)4

ds
∑

i=1

{ν4[h(~xj ± 2~ei∆x) − 4h(~xj ± ~ei∆x) + 6h(~xj)]

+
λ4

4

(

[h(~xj + 2~ei∆x) − h(~xj)]
2 − 2[h(~xj + ~ei∆x) − h(~xj − ~ei∆x)]

2

+[h(~xj) − h(~xj − 2~ei∆x)]
2
)}

+

[

2D∆t

(∆x)ds

]
1
2 √

12R(t), (C.7)As equações lineares EW e WV disretizadas podem ser obtidas das equaçõesC.6 e C.7 fazendo-se λ = 0 e λ4 = 0, respetivamente.Apesar de não estar expliito nas equações C.6 e C.7, todos os termos h doseu lado direito são alulado no instante de tempo t. Além disso, um inremento
∆t oorre apenas após a atualização das alturas da superfíie ompleta (todasas posições ~xj). Então, ao ontrário dos modelos disretos, essas atualizaçõesoorrem de modo paralelo.Em prinípio, quanto menores os valores dos inrementos ∆x e ∆t maior seriaa preisão das derivadas aima. De fato, devemos sempre trabalhar om o menor
∆t possível, mas om limitações omputaionais porque quanto menor o seu valormaiores são os tempos de simulação. Porém, pode-se mostrar que qualquer valorde ∆x pode ser feito igual a 1 através das transformações x′ → x/∆x, t′ → t/∆x e
h′ → h/∆x [129℄, que deixam a equação KPZ (por exemplo) invariante exeto pelofato de o oe�iente não linear ser substituído por λ(∆x)

1
2 . Então, trabalhamossempre om ∆x = 1, para que λ não seja alterado.Um problema inerente desse proesso de integração numéria é o surgimentode instabilidades nas equações não lineares (KPZ e VLDS): inetiamente o sis-tema pode evoluir para on�gurações om pios isolados, que passam a res-er muito rapidamente, pois apresentam um gradiente de alturas muito grande[124, 130℄. Tais pios não são esperados para essas superfíies, pois não estãopresentes nas equações ontínuas e tão pouo apareem nos modelos disretos,



Integração numéria das equações de resimento 131o que gerou erta disussão aera da universalidade das equações disretizadas[127, 124℄.Outro problema que aparee na integração da equação KPZ é a inonsistêniaentre os parâmetros das equações ontínua e disreta. Em d = 1 + 1, sabemosque wsat =

(

A

12

)
1
2

Lα [18℄, om A =
D

ν
. Lam e Shin [129℄ integraram a equaçãousando D = ν = 1 e dois valores para o termo não linear: λ = 0 (EW) e λ = 3(KPZ). No primeiro aso, eles enontraram o valor esperado A = 1, mas nosegundo eles obtiveram A ≈ 0.879. Assim, existe uma inonsistênia entre osparâmetros das equações ontínua e sua versão disretizada.Uma solução para o problema da instabilidade numéria foi proposta porDasgupta et al [124℄ e onsiste em substituir o termo não linear das equações(x ≡ (∇h)2) por uma função deste. Uma proposta é f(x) ≡ 1 − exp(−cx)

c
, onde

c é um parâmetro de ajuste. Essa função tem as seguintes propriedades: 1) Seoorrer um pio na superfíie, temos x muito grande e, portanto, a exponenialtende a zero e o inremento nessa posição é 1/c em vez de x; 2) Em regiões�normais� da superfíie, onde x é pequeno, temos f(x) ≈ x. De fato, essa funçãointroduz in�nitos termos da forma (∇h)2i na equação de resimento, mas, omodisutimos no apítulo 2, esses termos são irrelevantes quando omparados om
(∇h)2 no limite hidrodinâmio. Reentemente, foi mostrado que além de resolvero problema da instabilidade numéria, esse método resolve também a questão dainonsistênia dos parâmetros da equação KPZ [80℄.
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