
16 de março de 2011
Universidade Federal FluminenseInstituto de Físia

TítuloModelo hidrodinâmio paraQuantum Free-eletron lasers
Luís Fernando Monteiro

Tese apresentada omo requisito parial para a obtençãodo título de Doutor em Físia
Orientador: Dr. Ant�nio SerbetoNiterói - Rio de Janeiro20101



AgradeimentosAgradeço
• Ao Dr. Ant�nio Serbeto, por ter aeito árdua tarefa de me orientar, e me aturar(novamente);
• Ao Colegiado da Pós-Graduação, em espeial aos Profs. Drs. Zelaquette e FabioAarão pelo grande estímulo e estrutura material;
• Aos meus professores do Instituto de Físia, por toda ajuda durante esses anos dedoutorado;
• Aos meus amigos da pós graduação;
• Aos funionários da bibliotea e das seretarias, pela atenção dispensada;
• Aos meus amigos da Tereira Vara Federal, pela força que sempre me deram;
• À minha mulher, Solange Pimenta, e aos meus �lhos Luis Fernando e Maria Clara,pedindo desulpas pelas ausênias.
• A todos que, de uma maneira ou de outra, me ajudaram a hegar até aqui.

2



Resumo
Lasers de Elétrons livres são hoje uma área muito ativa de pesquisa. Tais dispositivospodem gerar alta potênia de radiação oerente onvertendo a energia de um feixe deelétrons relativístios em energia de ampo eletromagnétio. Para tanto o feixe é inje-tado em um ondulador (wiggler), que é basiamente um ampo magnetostátio periódioou, alternativamente, um pulso de laser em sentido ontrário ao feixe (onduladores eletro-magnétios, ou óptios). O wiggler obriga o feixe, iniialmente em movimento retilíneo,a osilar e emitir radiação eletromagnétia.Os FELs são apazes de operar em uma extensa banda do espetro eletromagnétio,em omprimentos de onda que não são aessíveis aos lasers onvenionais. Esta �exibili-dade de frequênia é devido ao fato de que o omprimento de onda da radiação oerente,

λr, é prinipalmente determinada pela energia do feixe e pelo período do wiggler, quesatisfaz a ondição de ressonânia aproximada λr ∼= λw/4γ
2
z , para wigglers óptios, ou

λr ∼= λw/2γ
2
z , para wigglers magnetostátios, onde γz é a energia normalizada longitudi-nal do feixe de elétrons e λw é período do wiggler.É bem onheido que a teoria dos FELs foi originalmente onebida dentro daMeânia Quântia por Madey e olaboradores. Em seu notável trabalho, eles alu-laram o ganho de radiação usando o método de Weizsäker-Williams. Subsequentemente,foi mostrado que modelos lássios podiam desrever os FELs igualmente bem, desde queo momento de reoil de um fóton não fosse maior que o momento de spread do feixe,aso em que Meânia Quântia não poderia ser desprezada, e modelos quântios seriamneessários.Nos últimos anos tem havido grande interesse na realização experimental de FELsbaseados em wigglers optios. O fato de operarem em omprimentos de onda da ordemda luz vizível ou menor dá aos lasers a vantagem de funionarem omo wigglers de períodomuito urto. Esse meanismo tem a vantagem de utilizar feixes de elétrons bem menosenergétios, na asa dos pouos MeVs ontra dezenas de GeVs do wiggler magnetostátio,para FELs operando na asa dos Raios-X, por exemplo. Assim, wigglers por laser pode-3



riam viabilizar a onstrução de dispositivos emissores de Radiação X e Gama oerentesom dimensões bastante reduzidas (Table-top X-Ray Free-Eletron Lasers), baseados noespalhamento Compton estimulado (Stimulated Compton Baksattering). Porém, restouprovado que efeitos quântios não poderiam ser desprezados nesse domínio de feixe debaixa energia e fótons de alta energia, passando o FEL a operar no regime Quântio.Neste trabalho apresentaremos um modelo hidrodinâmio para Free-Eletron Lasersque inorpora efeitos quântios. Partindo da equação da energia relativístia total doelétron sujeito a um potenial ponderomotivo, sob a hipótese de envelope lentamentevariável, deduziremos uma equação para a evolução da função de onda do elétron que tema forma da equação de Shrodinger. Por uma transformação de Madelung deduziremosum sistema de equações de �uido para a dinâmia do feixe de elétrons.O aoplamento om as equações de ampo nos permitirá deduzir uma relação de dis-persão úbia que inlui efeitos de argas espaiais para a instabilidade, e subsequente-mente deduziremos um onjunto de equações de �uido não lineares tipo oupled-modepara plasma quântio, apazes de desrever um feixe de elétrons relativístios interagindoom a radiação estimulada em um wiggler optio sob a aproximação de envelope lenta-mente variável (SVEA).Resultados numérios serão apresentados ao �nal.
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Abstrat
Free-Eletron Laser is today a very important area of researh. These devies angenerate high power of oherent radiation by releasing the energy of a relativisti eletronbeam into eletromagneti �eld energy. It works by injeting the relativisti beam into adevide alled undulator (or wiggler), that onsists of a magnetistati �eld or, alternatively,a ounterpropagating laser pulse (eletromagneti, or optial, unduladors). The wigglerfores the beam, that moves in a straight line at the begining of interation, to exeutea wave movement and onsequently it emits eletromagneti radiation.FELs are able to operate in a wide range of the eletromagneti spetrum, in wave-lengths that are unreahable to onvenional lasers. Suh frequeny �exibility is due to thefat that the oherent radiation wavelengh, λr, is mainly determined by the beam energyand by the wiggler period, wih satis�es the aproximate resonane ondition λr ∼= λw/4γ

2
z ,to optial wigglers, or λr ∼= λw/2γ

2
z , to magnetostati wigglers, where γz is the normalizedlongitudinal energy of the eletron beam and λw is the wiggler period.It is well known tht FELs theory was originally oneived in the framework of Quan-tum Mehanis by Madey and o-workers. In their notable work they alulated theradiation gain by using the Weizsäker-Williams method. Subsequently, it was shownthat lassial models ould desribe FELs equally well, if the one foton momentum reoilis not greater than the beam momentum spread, hene quantum e�ets an be negleted.Otherwise, Quantum-Mehanis e�ets an not be negleted, and quantum models areneessary.In the last years it has been happening a great interest in the experimental real-ization of FELs based on optial wigglers. The fat of operating in wavelenghs of theorder of visible light or less, gives to a laser pulse the advantage of working as a very-small-period wiggler. Suh devie also has the advantage of working with a muh lowerenergeti eletron-beam, in the range of a few MeVs, instead of tens of GeVs by using amagnetostati undulator, to FELs working in the range of X-Rays, for example. Then,laser wigglers might to make feaseble the onstrution of low-dimension oherent radia-5



tion emission devies in the X-ray and Gama ray band (table-top X-Ray Free-EletronLasers) based on Stimulaed Compton Baksattering. But it was showed that quantume�ets might not be negleted in this domain of low-energy eletron beam and high fotonenergy, and the FEL get into to work in a Quantum RegimeIn this work we will present a hydrodynamial model to study Free-Eletron Lasersthat inludes quantum e�ets. Starting from the eletron total relativisti energy equa-tion that inludes a ponderomotive potenial term, we will dedue a equation to theeletron wave-funtion evolution under the Slow-Vary Envelope Approximation (SVEA)hypotesis, whih has the same shape as the Shrodinger equation. By using the Madelungtransformation, we will dedue a system of �uid equations to the eletron beam dynami.The oupling of the eletron beam �uid equations to the �eld ones will allow us todedue a ubi dispersion relation that inludes spae-harge e�ets to the FEL instability.Subsequently we will show a set of nonlinear quantum plasma �uid equations of oupled-mode type to quantumplasmas, whih is able to desribe a relativisti eletron beaminterating with a stimulated radiation inside an optial wiggler under the assumption ofthe Slow-Varying Envelope Approximation.Numerial results will be showed at the end.
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Capítulo 1
Introdução

Com o surgimento dos lasers, em meados do séulo passado, a humanidadepassou a dispor de um poderoso instrumento ientí�o e tenológio, queausou impato em pratiamente todas as área do onheimento, indo desdea pesquisa básia até apliações industriais, militares, em teleomuniações,omputação, mediina, biologia, astronomia, et., apenas para itar algumas.Não foi sem exagero que alguém disse, erta vez, que o laser era �uma soluçãoà proura de um problema�.Desde que o primeiro pulso foi disparado de um ristal de rubi sintétio, em16 de maio de 1960, no Hughes Researh Laboratories, em Malibu, California,pelo físio Theodore Harold Maiman [1℄, uma grande variedade de lasers já foiproposta e realizada. Eles têm omo prinípio básio a ampli�ação da luz pormeio da emissão estimulada de radiação, oriunda do deaimento de elétrons deum nível exitado de energia para um nível mais baixo, em um meio materiallimitado por uma avidade ressonante. Por isso podemos hamar esses lasersde lasers moleulares.Contudo, a despeito dos avanços tenológios aumulados desde a sua in-venção, os lasers moleulares possuem limitações tais omo baixa e�iêniaenergétia e monoromatiidade �xa, sem possibilidade de ressintonia parauso em apliações diferentes daquelas para as quais foram originalmente on-ebidos. Por �m, �am restritos a emitir radiação em frequênias, no máximo,até o ultravioleta distante, tendo em vista não existirem materiais om gap deenergia su�ientemente alto para emissão de fótons em frequênias maiores,8



na banda dos Raios-X, e nem om a re�etânia neessária para a manufaturade avidades ressonantes. 1Os Free-Eletron Lasers, ou Lasers de elétrons Livres, no vernáulo, vêmpreenher essa launa, suprindo om radiação oerente de alta intensidaderegiões não abrangidas pelos laseres moleulares ou, mesmo naquelas abrangi-das por eles, tornam possível a onstrução de dispositivos �exíveis e ajustáveis,já que a frequênia de operação de um Free-Eletron Laser não depende dasaraterístias do material que onstitui o meio ativo, mas sim da energiade um feixe de elétrons relativístios, a qual pode ser alterada de maneiraontínua dentro das espei�ações do aelerador. É o feixe de elétrons quefuniona omo o meio ativo ampli�ador do ampo de radiação oerente, numproesso de onversão de energia inétia em energia de ampo. Este oneitoganhou ímpeto om os trabalhos de Madey et. al. [2℄A possibilidade de emissão de radiação oerente na faixa de Raios-X eGama tem tornado a pesquisa em Free-Eletron Lasers bastante atrativa,tanto teória quanto experimentalmente. Diversos países vêm desenvolvendoprojetos nessa área, omo por exemplo, o European X-Ray Free-EletronLaser (XFEL), na Alemanha[3℄, o Lina Coherent Light Soure (LCLS), nosEstados Unidos[4℄, e o SPring-8 Compat SASE Soure (SCSS), no Japão [5℄.Todos esses dispositivos tem por objetivo �nal a geração de pulsos ultra-utose brilhantes de Raios-X, uja apliabilidade inlui imagemento de estruturasem esala at�mia e observação de fen�menos ultra-rápios, da ordem defemtossegundos.Com esse poder de resolução espaial e temporal é possível obter imagensde moléulas individuais, estrutura de vírus e proteínas, nanoestruturas ar-ti�iais, et. Também tornam possível a investigação, quadro a quadro, dereações químias fugazes e omplexas, omo a fotossíntese.Muitos são os benefíios nas áreas de nanotenologia, produção de energia,biologia, mediina, eletr�nia, dentre outras. Soma-se a tudo isso a possibili-dade de abertura de novos ampos de pesquisa, diante de uma nova janela de1As maiores frequênias são obtidas om os lasers exímeres, que podem atingir omprimentos de ondatão pequenos quanto 126 nm, para o Ar2, ou 146 nm, para o Kr2, por exemplo.9



investigação da natureza.A prinipal araterístia de um Free-Eletron Laser é que a radiação o-erente é gerada por um efeito de agrupamento (bunhing) do feixe de elétronsdentro do omprimento de onda radiação (às vezes referido omo omprimentode onda óptio). Esse fen�meno é devido à força ponderomotiva assoiada àombinação de dois ampos, o da própria radiação e do ampo magnétio deum dispositivo denominado wiggler, ou ondulador, no vernáulo, uja função éforçar o feixe de elétrons a osilar perpendiularmente ao seu movimento ini-ial. Esse movimento osilatório, que é paralelo ao ampo elétrio da radiação,permite ao elétron interagir om o ampo e forneer-lhe energia, ampli�ando-o. Os wigglers podem ser um onjunto de imãs permanentes alternados ouum pulso de laser (onvenional) se propagando no sentido ontrário ao feixede elétrons. Neste último aso teremos um wiggler óptio.Quanto à teoria de Free-Eletron Lasers, eles podem ser desritos pormeio da Teoria Quântia de Campos, Eletromagnetismo lássio e MeâniaQuântia. De fato os primeiros modelos se baseavam na Meânia Quântia,mas o eletromagnetismo lássio se mostrou omo uma ótima aproximaçãopara dispositivos operando até a faixa das miroondas, ou mesmo luz vizível,e utilizando feixes de elétrons altamente relativístios.Reentemente tem oorrido um retorno aos modelos quântios, uma vezque para Free-Eletron Lasers operando em omprimentos de onda na asados Raios-X e Gama os efeitos quântios preisam ser onsiderados, omo, porexemplo, o reuo (reoil) dos elétrons devido ao ampo da radiação emitidapor eles próprios. Efeitos quântios são espeialmente relevantes quando aenergia do feixe é pequena, i.e, quando o feixe é relativístio, mas não muito(pouos MeVs). Nessas ondições o momento do fóton emitido pode ser damesma ordem de grandeza que o momento do elétron.Nesta tese desenvolvemos um modelo para Free-Eletron Lasers em queo feixe de elétrons é tratado omo um �uido quântio. Considerando quea energia e o momento do elétron são grandezas que variam lentamente notempo e no espaço, deduzimos uma equação tipo Shrodinger para evolução10



da função de onda de um �uido de elétrons a partir da equação para a energiarelativístia total de um elétron sujeito a um potenial ponderomotivo de umwiggler ótio e de argas espaiais. As transformações feitas são válidas naaproximação eikonal e equivalem a uma aproximação de Envelope LentamenteVariável (Slow-Varying Envelope Approximation - SVEA).As equações de �uido para a dinâmia do feixe de elétrons são obtidas apartir da equação de Shrodinger por meio de uma aproximação semi-lássia,a transformação de Madelung, na função de onda dos elétrons, que subse-quentemente são aopladas às equações de ampo eletromagnétio (wiggler+ radiação). A radiação ampli�ada é vista omo um espalhamento Comp-ton estimulado, no qual o feixe relativístio espalha fótons do laser inidentegerando radiação de ultra-urto omprimento de onda.
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Capítulo 2
Laser de Elétrons Livres
2.1 Desrição lássiaNeste apítulo veremos a físia básia de um Laser de Elétrons Livres, aque hamaremos pela sigla em inglês FEL, de Free-Eletron Laser, por seramplamente utilizada na literatura.FELs são dispositivos apazes de gerar ou ampli�ar radiação eletromag-nétia (EM) onvertendo a energia inétia de um feixe de elétrons relativís-tios em energia de ampo.Sabemos da teoria eletromagnétia que para emitir radiação, uma argaelétria preisa estar aelerada e que esta emissão é espeialmente intensa sea aeleração for perpendiular ao movimento[6℄. Considerando um elétronom veloidade iniial na direção ẑ, podemos aelerá-lo transversalmente pormeio de dispositivos wigglers, que são omunente onstruídos om uma sériede eletroímas ou magnetos permanentes arranjados em �leira om seus polosalternados para produzir um ampo magnétio periódio, podendo ser on�g-urados de maneira linear ou helioidal. De�ne-se por período a distânia λwentre dois pólos de mesmo sinal. Wigglers magnetostátios típios possuemperíodos da ordem dos entímetros [7℄-[10℄ e omprimentos Lw = Nwλw daordem dos metros, onde Nw é o número de períodos ontados da entrada àsaída do dispositivo 1.1Para FELs operando no máximo em frequênias da ordem da luz vizível. Para ultravioleta e Raios-X oreduzido ganho da radiação obriga o uso de wigglers maiores, podendo hegar a dimensões quilométrias,omo veremos adiante. 12



Figura 2.1: Esquema básio de um Wiggler linear. Figura reproduzida para ilustração,extraída do artigo intitulado Free-eletron lasers: Status and Appliations, de Patrik G.O'Shea and Henry P. Freund - Revista Siene - Vol. 292, 8 de junho de 2001.

Figura 2.2: Esquema básio de um Wiggler Helioidal. Figura reproduzida para ilus-tração, extraída do artigo intitulado Free-eletron lasers: Status and Appliations, dePatrik G. O'Shea and Henry P. Freund - Revista Siene - Vol. 292, 8 de junho de 2001.Ao ser injetado no wiggler, a força de Lorentz (∝ ~v × ~Bw) faz om que oelétron osile Nw vezes o omprimento de onda λw até o �nal de sua trajetória.Mas, em seu próprio referenial, o que ele experimenta não é um ampo mag-netostátio, mas sim uma pseudo-radiação eletromagnétia de omprimentode onda λ′w = λw/γz, onde γz é o fator de Lorentz assoiado à veloidadelongitudinal do elétron, (vz), que o faz osilar e emitir um outro paote de13



onda de omprimento Nwλ
′
w, entrado em λ′s ≃ λ′w, que é novamente ontraídopelo fator γz quando observado de volta ao referenial do laboratório, peloefeito Doppler. O elétron age omo um espelho relativístio onde a radiação ére�etida por Espalhamento Compton para trás (Compton bak-sattering), eque é vista no referenial do laboratório omo radiação de emissão espontânea(sinroton) de omprimento de onda dado aproximadamente por [11℄ (pag. 5)

λs ≃
λw
2γ2z

(2.1)onde γz = 1/
√

1− v2z/c
2, e a veloidade vz depende dos parâmetros do wiggler.Visto que os elétrons de um feixe se distribuem em fases rand�mias umem relação ao outro, a radiação espontânea do ondulador aaba por ter umaintensidade proporional à orrente, uma vez que os elétrons emitem inde-pendentemente um do outro, o que resulta em uma soma inoerente, i.e.,sem a orrelação de fase típia dos lasers. Assim, a radiação de N elétronsé simplesmente N vezes a de um elétron. Ainda mais, devido à trajetória�nita dentro do ondulador, a radiação não será exatamente monoromátia,mas terá uma distribuição espetral entrada na frequênia da emissão espon-tânea ws = 2πc/λs, obtida por transformada de Fourier [12℄

I(w) ∝
(

sin2ζ

ζ2

)

; ζ =
πNw(w − ws)

ws
(2.2)Considerando a possibilidade de emissão fora do eixo, a equação (2.1) passaa ter sua forma mais aurada [13℄

λs =
λw
2γ2

(1 + a2w + γ2θ2), (2.3)onde γ = 1/
√

1− β2⊥ − β2z ) é o fator de Lorentz total elétron, θ é o ângulo entrea veloidade paralela do elétron e o vetor de onda ~ks da radiação emitida,
aw = eλwBw/2πmc

2 ≃ 0.93Bw(T )λw(cm) é o hamado parâmetro de wiggler.O vetor ~β⊥ é a veloidade perpendiular do elétron, normalizada por c,induzida pelo ampo do wiggler - quiver motion-, uja expressão, desprezando-se a perturbação de ordem superior devido ao ampo da radiação, pode seraproximada por [11℄ (pag. 5)
~β⊥ = −~aw

γ
. (2.4)14



As equações (2.1)-(2.3) ditam a frequênia de operação de um FEL, per-mitindo que operem em pratiamente todo o espetro eletromagnétio, ba-stando um ajuste uidadoso do período do wiggler (λw) e/ou da energia dofeixe.Foi desprezado o reuo do elétron, de aordo om uma desrição lássia-relativístia onde h̄ω << γmec
2.2.2 Ampli�ação por emissão estimulada e o regime de baixoganhoNa seção anterior vimos que um feixe de elétrons passando através de umwiggler gera radiação espontânea de omprimento de onda entrado em λs,dado por (2.3). Nesta seção veremos que ondições deve satisfazer um ampode radiação pré-existente no wiggler de forma que interaja om o feixe deelétrons.Seja ~Aw o potenial vetor assoiado ao ampo magnétio de um wigglerhelioidal e ~As o potenial vetor assoiado ao ampo elétrio ~Es de uma ra-diação eletromagnétia irularmente polarizada que se propaga na direção ~zpositiva, desritos por

~Aw = Aw [x̂cos(kwz) + ŷsin(kwz)] ; kw = 2π/λw (2.5)
~As = As [x̂cos(−ksz + wst− ψ0) + ŷsin(−ksz + wst− ψ0)] ; ks = ws/c = 2π/λs(2.6)

~Es = −1

c

∂

∂t
~As, (2.7)onde kw(s), λw(s), e ww(s) ≈ ckw(s) são, respetivamente, o número de onda, oomprimento de onda, e a frequênia do wiggler(radiação). ψ0 é uma faserelativa da radiação.Esolhemos a on�guração helioidal a �m de evitar desneessária om-pliação om harm�nios de ordem superior, presentes quando se tem on-duladores lineares, em que a veloidade longitudinal do elétron, vz, não éonstante.O ampo ~As pode ser oriundo de uma fonte externa (um laser onvenional)ou da própria emissão espontânea do ondulador, que vimos na seção anterior.15



No primeiro aso o FEL funiona omo um ampli�ador e no segundo asoomo um osilador.Quando funiona omo osilador dizemos que o FEL opera no modoSASE (Self-Ampli�ed Spontaneous Emission), ou Emissão Espontânea Auto-Ampli�ada, de fundamental importânia quando não dispomos de uma fonteexterna de radiação oerente, omo no aso dos raios-X.Consideremos agora um elétron se movendo dentro do wiggler no mesmosentido da radiação. Visto que o wiggler lhe induz uma veloidade perpen-diular (~v⊥), que é paralela ao ampo elétrio da radiação ( ~Es), trabalho érealizado sobre o elétron, uja taxa temporal de variação de energia é dadapor
d

dt
γmc2 = −e~v⊥ · ~Es = e~β⊥ · ∂

∂t
~As. (2.8)Substituindo as de�nições de ampo (2.5) e (2.6) na equação (2.8), usandoa expressão (2.4) para ~β⊥, e fazendo a aproximação paraxial, isto é, d/dt =

vzd/dz ≈ cd/dz, uma vez que vz ≈ c, obtemos a seguinte expressão para avariação do fator γ relativístio do elétron:
d

dz
γ = −ks

awas
γ

sin(ψ). (2.9)A equação (2.9) evidenia o aoplamento do feixe de elétrons om a ra-diação eletromagnétia via wiggler. Foi utilizada a normalização aw(s) =

eAw(s)/mc
2, na qual aw oinide om o parâmetro de wiggler.A fase ψ = (kw+ks)z−wst+ψ0 é a fase ponderomotiva do elétron no ampodo wiggler e da radiação ombinados, que se propaga om a veloidade de fase

vp =
ws

ks + kw
. (2.10)Para que haja efetiva troa de energia entre o elétron e a radiação, oproduto esalar (~v⊥ · ~Es) deve permaneer onstante, e assim também a faseponderomotiva, de forma que podemos esrever

d

dt
ψ = (kw + ks)vz − ws = 0. (2.11)Fazendo a aproximação βz ≈ 1 e ws ≈ cks deduzimos, a partir da equação(2.11), a assim hamada ondição de ressonânia, que é dada por16



λs =
λw
2γ2z

=
λw
2γ2

(1 + a2w). (2.12)Devemos notar que a equação (2.12) é a mesma que a do omprimentode onda para a emissão espontânea do wiggler, mostrada na seção anterior,eq. (2.1). Isso signi�a que, para elétrons ressonantes, i.e, elétrons ujaveloidade seja igual à veloidade de fase da onda ponderomotiva (vz = vp),a interação om a radiação espontânea é máxima. O fator de Lorentz paraelétrons ressonantes é dado pela ondição
γ = γr =

√

λw (1 + a2w)

λs
. (2.13)Mas ter um feixe de elétrons uja energia satisfaça a ondição de ressonân-ia não garante que oorra ampli�ação da radiação semente.Analisando a equação (2.9) nota-se que para haver transferênia de ener-gia do elétron para o ampo, a fase ponderomotiva deve se situar no intervalo

0 ≤ ψ ≤ π, otimizando-se em ψ = ψ0 = π/2. Uma vez que um feixe é om-posto por aglomerados de elétrons que são tipiamente muito maiores que oomprimento de onda óptio 2, e estão randomiamente distribuídos longitu-dinalmente, então para ada elétron em uma fase apaz de forneer energiaao ampo (emissão estimulada), haverá outro em posição de drenar energia(absorção estimulada), resultando em ganho líquido nulo.Se for dado um pequeno arésimo de energia ao feixe, a fase ponderomo-tiva passa a evoluir lentamente no tempo, de aordo om a equação
d

dz
ψ ≈ 2kwη (2.14)onde η = (γ − γr)/γr é o desvio relativo da energia -normalizada por mc2- emrelação à energia ressonante.Tomando a derivada em z da equação (2.14) e substitutindo-a em (2.9),deduzimos uma equação para a dinâmia dos elétrons no espaço de fase (γ, ψ),2Para omprimentos de onda muito pequenos pode-se garantir a validade dessa a�rmação para qual-quer feixe no atual estado-da-arte dos RFLinas. Por exemplo, o European X-RAY FEL está sendoonstruído para operar om pulsos de elétrons de 80 fs [14℄, o que equivale a um omprimento de 24 µm,enquanto o Stanford LCLS vem operando om pulsos de 7-10 µm [15℄, que são bem maiores até que oomprimento de onda da luz vizível. 17



que tem a forma da equação do pêndulo, qual seja,
d2ψ

dẑ2
+K2sin(ψ) = 0. (2.15)Aqui a oordenada longitudinal foi normalizada pelo omprimento do on-dulador, i.e., ẑ = z/Lw, e K2 = 2kwksawasL

2
w/γ

2
r .O ganho da radiação é obtido resolvendo-se a equação (2.15). A soluçãonuméria é feita usualmente disretizando-se uma seção do feixe omo se fosseum aglomerado de N maroelétrons monoenergétios distribuídos iniialmentede forma homogênea dentro de um período do potenial ponderomotivo (0 ≤

ψ ≤ 2π).

Figura 2.3: Evolução no espaço de fase. Se o inremento de energia for pequeno, oselétrons exeutam uma osilação harm�nia dentro do espaço de fase (em vermelho), quese torna anarm�nia à medida que γ rese, até o limite de�nido pela separatrix (urvaem preto). Para valores de energia maiores, quando η se enontrar fora da separatrix,os elétrons esapam do poço de potenial e exeutam uma rotação no espaço de fase(em azul). Figura reproduzida para ilustração, extraída de trabalho de Peter Shmüser -Institut Für Experimentalphysik, Universität Hamburg, Germany.Se γ = γr, todos os elétrons são apturados pelo poço de potenial, sendoque metade deles doa energia para a onda e a outra metade extrai energia daonda, resultando em ganho líquido nulo, omo menionado anteriormente.Mas, se γ > γr, os elétrons terão veloidade um pouo superior à veloidadede fase da onda ponderomotiva, e serão desaelerados, transferindo energia18



para o ampo da radiação semente. Assim, um número maior de elétrons�a em ondições de doar energia, resultando em ganho líquido positivo. Se
γ ≫ γr o feixe �ará ompletamente fora de ressonânia, essando a interaçãoom o potenial, não mais havendo transferênia de energia.

Figura 2.4: Trajetória dos elétrons dentro de um poço de potenial ponderomotivo. Se
γ = γr um número igual de elétrons doa e retira energia da onda, resultando em ganholíquido nulo. Se γ > γr um número um pouo maior de elétrons é apaz de doar energia,resultando em ganho líquido para a onda dentro de uma osilação. Figura reproduzidapara ilustração, extraída de trabalho de Peter Shmuser - Institut Für Experimental-physik, Universität Hamburg, Germany.
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Dois modos de operação se distinguem: Quando K2 ≈ cte, o ampo daradiação, as, varia pouo ao longo do ondulador, e o FEL opera no hamadoRegime de Baixo Ganho (Low-Gain Regime). Quando K2 ≪ 1 temos o Regimede Sinal Baixo (Small Signal Regime). O ganho da radiação é dado por
G(ζ) = −G0

d

dζ

(

sin2ζ

ζ2

)

; ζ = πNw
w − ws

ws
(2.16)onde G0 é uma onstante proporional à densidade. Este é o teorema deMadey, segundo o qual a urva do ganho da radiação é a derivada negativada urva da intensidade da radiação do wiggler.Os regimes aima menionados são baseados no paradigma de onduladorurto e baixa intensidade de orrente, e os modelos são de interação departíula únia.Para maximizar a e�iênia energétia, usualmente aoplam-se aeleradorde partíulas e wiggler de maneira que o feixe de elétrons exeute uma tra-jetória fehada, retornando ao aelerador para restabeleer sua energia ini-ial, para então ser injetado novamente no wiggler. Como a intensidade daradiação é pratiamente onstante ao longo de uma únia passagem do feixepelo wiggler, esse esquema neessita inorporar avidades ressonantes do tipoFabry-Perot, om espelhos nas extremidades, sendo a radiação ampli�adalentamente ao longo de muitos ilos. O feixe de elétrons torna-se o meioativo e a radiação oerente é emitida por paotes de elétrons (bunhings) quese formam om dimensões dentro da esala do omprimento de onda óptio.A saturação da radiação oorre quando os paotes atingem densidade máximae emitem omo verdadeiros maroelétrons de elevada arga.
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Figura 2.5: Esquema básio de um Low-Gain FEL. Figura reproduzida para ilustração,extraída de trabalho de Peter Shmuser - Institut Für Experimentalphysik, UniversitätHamburg, Germany.Mas esse meanismo de baixo ganho mostra suas limitações quando de-sejamos onstruir FELs operando em omprimentos de onda muito urtos(abaixo de 100 nm). Nessas ondições, avidades ressonantes são inviáveisvisto que a re�etividade dos metais ai rapidamente para zero em inidênianormal. A solução reside em ahar um meanismo FEL em que a radiaçãoatinja a saturação ao �nal de uma únia passagem do feixe por um longo on-dulador (single-pass), iniiando a partir da emissão espontânea. Esse oneitoé o hamado (Single-Pass High-Gain Free-Eletron Laser).
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2.3 O Regime de Alto GanhoA prinipal araterístia de um FEL operando no regime de Alto Ganho éque uma quantidade muito maior de elétrons emite oerentemente, de formaque a potênia irradiada é proporional à N2
c , onde Nc é o número de elétronsdentro de uma região oerente. Isso aontee devido a um proesso de mi-robunhing [18℄, no qual elétrons que perdem energia para a radiação per-orrem um aminho mais longo no wiggler, enquanto os que ganham energiada radiação perorrem um aminho mais urto, o que leva à uma modulaçãoespaial de densidade dentro do omprimento de onda óptio λs.No regime de alto ganho a variação temporal e espaial do ampo daradiação tem que ser onsiderada de forma autoonsistente, o que se fazaoplando-se a equação da energia e da fase esrita para os N elétrons,eqs.(2.9) e (2.14), à equação de onda inomogênea para o ampo da radiação,ujos termos de fonte são as orrentes perpendiulares induzidas no feixe pe-los ampos do wiggler e da radiação ombinados. De fato, o Regime de BaixoGanho é um aso limite do Regime de Alto Ganho quando o omprimentodo wiggler é muito menor que o hamado omprimento de ganho, Lg, demaneira que a amplitude da radiação pode ser onsiderada aproximadamenteonstante.O Comprimento de Ganho é uma quantidade importante em teoria deFELs, e é de�nido omo a distânia que a amplitude do ampo de radiação,

as, leva para reser um fator e = 2.718, e vale [19℄
Lg =

(

γ3λwmec
2

4π2a2we
2nb

)1/3 (2.17)onde nb é a densidade de repouso do feixe.Muito embora o regime de Alto Ganho possa trazer à realidade exper-imental SASE-FELs em frequênias bem aima do ultravioleta, apazes deampli�ar o ampo da radiação até a saturação em uma únia travessia pelowiggler, as oisas não são tão simples.O omprimento de onda de operação de um FEL é ditado basiamentepela ondição de ressonânia (eq. 2.12), enquanto que a saturação, e onse-22



quentemente as dimensões do ondulador, é determinada pelo Comprimentode Ganho (eq. 2.17). Analisando essas equações, vemos que para produção deraios-X e raios Gama devemos dispor ou de um feixe de elétrons extremamenteenergétio ou de um período de wiggler muito reduzido. O atual estado-da-arte da fabriação de wigglers magnetostátios é λw ∼ 1.0cm para aw ∼ 1.Por exemplo, para gerar Raios-X da ordem de 10−8cm (1 Angstron), pre-isamos dispor de um feixe de elétrons om γ = 10.000 ∼ 5GeV , que só podeser produzido em aeleradores om dimensões da ordem de quil�metros. Já oComprimento de Ganho, que é proporional à γ, rese e exige a onstruçãode wigglers igualmente extensos para que a saturação seja alançada até o�nal do perurso.Uma outra quantidade importante na teoria de FELs é o Comprimento deCooperação (Cooperation lengh), dado por [19℄
Lc =

1

γ1/3

(

λsmec
2

16π2a2we
2nb

)1/3 (2.18)Para pequenos omprimentos de onda, um paote de elétrons do feixepossui dimensão de muitos omprimentos de ooperação, e um elétron que sesitua em um omprimento de ooperação irradia independente dos demais, oque leva o SASE-FEL a apresentar um espetro temporal aótio de pios deradiação [20℄. A oerênia desejada é prejudiada pelo espetro do ruído dainiialização.A solução para tais dilemas pode estar no uso de wigglers óptios. Fun-iona omo um wiggler óptio um pulso de laser interagindo om um feixe deelétrons vindo na direção ontrária. Durante a interação radiação de urtoomprimento de onda pode ser gerada por espalhamento Compton estimu-lado, [21℄, [22℄, [23℄, [24℄, [25℄ ou mesmo espalhamento Raman [25℄, [26℄.Uma vez que o omprimento de onda assoiado ao ampo eletromagnétiodo laser pode ser feito bem menor que o período de um wiggler magnetostátio-hegando a pouas entenas de nan�metros nos lasers exímeres-, feixes deelétrons menos energétios podem ser utilizados para ampli�ar radiação deum mesmo omprimento de onda, onforme se depreende da ondição deressonânia (2.12), que deve apenas ser modi�ada no denominador, ujo fator23



é 4 para wiggler eletromagnétio, ao invés de 2. Um benefíio adiional vemda redução do omprimento de ganho, que permitiria o uso de aeleradoresompatos de baixa voltagem e alta intensidade de orrente. O omprimentode ooperação também aumenta om o inverso de γ1/3, o que melhoraria aqualidade da oerênia da radiação espalhada.Porém, om o uso de wigglers optios e feixes de baixa energia, o FELentra em um novo regime quântio. Nesse domínio modelos lássios nãopodem mais ser utilizadas, uma vez que o reoil do elétron devido ao fótonemitido, de elevado momentum, pode se tornar relevante e deve ser onsid-erado (h̄ks/γmec ≥ 1). A transição do regime lássio para o quântio em umFEL oorre quando não podemos mais desprezar o deaimento desontínuodo elétron devido ao reoil, isto é, se o momento do elétron deai em degrausdisretos de h̄ks [27℄.

Figura 2.6: Esquema básio
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2.4 O modelo quântio para FELsMuito embora desritos om muito suesso pela eletrodinâmia lássia,Free-Eletron Lasers foram onebidos originalmente por Madey [2℄ om ouso da Meânia Quântia. Em seu trabalho pioneiro, ele usou o métodode Weizäker-Williams para alular o ganho devido à emissão estimulada deradiação de um modo eletromagnétio paralelo ao movimento de um elétronrelativístio através de um ampo magnétio perpendiular alternado.Mais tarde, A. Gover e A. Yariv [28℄ apresentaram um modelo quântiopara desrever a interação de um feixe de elétrons om uma onda eletro-magnétia dentro de estruturas eletromagnétias periódias, que era geral osu�iente para desrever modos de interação de partíula únia ou modos ole-tivos, Giuliano Preparata apresentou um modelo baseado na Teoria Quântiade Campos [29℄, Honglie Fang et. al. apresentaram um modelo semi-lássiona qual a evolução da função de onda do elétron sujeito a um potenial vetormagnetostátio é dada pela equação de Klein-Gordon [30℄. Já Smetanin, [24℄partindo da equação de Klein-Gordon, demonstrou que o FEL torna-se umosilador quântio de dois níveis om inversão ompleta do meio ativo (π-pulse). Ele mostrou ainda que o regime quântio é mais e�iente para FELsoperando em Raios-X om wiggler óptio.Bonifaio e Casagrande, [17℄, defenderam que o desenvolvimento de mo-delos quântios seria importante visto que, primeiro, �utuações quântias sãoneessárias para iniializar um sistema iniialmente em ondições de equi-líbrio, e segundo, porque elas poderiam afetar a dinânia do sistema e aprópria iniialização (threshold). Além disso, somente tratamentos quântiospermitiriam a investigação das propriedades da radiação oerente emitida ederivação de estatístia quântia de fótons. Nesse trabalho, ompararam asduas formulações e, partindo de uma Hamiltoniana lássia para um elétroninteragindo om o ampo do wiggler e radiação ombinados, deduziram umaHamiltoniana quantizada para muitos elétrons e mostraram que a emissãoespontânea que se origina das �utuações de posição e momento são impor-tantes para a iniialização do ganho exponenial. Deduziram ainda a efetivaondição de threshold para um FEL superradiante no Regime Compton de25



Alto Ganho (High-Gain Compton Regime).Mais reentemente, Serbeto et. al. [31℄ apresentaram um modelo quântiopara evolução do feixe de elétrons em um ampo de wiggler usando ondasinétias, que por sua vez se baseiam na equação para a evolução para afunção de Wigner do sistema, aoplada a um ampo de interação por umpotenial ponderomotivo adequado. Esse modelo leva a uma desrição geralpara a instabilidade Free-Eletron Laser levando em onta o efeito inétio deAmorteimento de Landau (Landau damping).Já nesta tese apresentaremos um modelo hidrodinâmio no qual as var-iáveis de �uido são obtidas fazendo-se uma transformação de Madelung nafunção de onda do elétron, uja evolução é dada por uma equação do tipoShroedinger, que é deduzida a partir da expressão da energia relativístiatotal, onde se fez as substituições do método de Whitham-Karman-Kruskal.Apesar da perda de informação relativa aos efeitos inétios, o modelohidrodinâmio tem seu ponto forte na sua simpliidade de implementaçãonuméria, visto que não é mais neessário rodar um sistema de 2N equações,omo nos modelos baseados em maropartíulas. No modelo hidrodinâmiolidamos om �utuações ontínuas de densidade e veloidade.Modelos numérios usuais para simulação de FELs lássios iniializam omuma distribuição de um número razoável de maroelétrons dentro de um poçode potenial ponderomotivo, o que não é mais possível fazer quando lidamosom os omprimentos de onda ultra-urtos, relevantes em Quantum-FELs.Isto porque se torna impossível oloar mais de um elétron dentro de umúnio poço de potenial, quando no máximo onseguimos oloar 1 elétron.Por exemplo, a densidade neessária para distribuir ao menos 1 elétron poromprimento de onda na faixa dos Raios-X de 0.1Å = 10−9cm seria maiorque a densidade da matéria sólida. Preisaríamos "enaixotar"109 elétronsunidimensionalmente na iniialização, o que orresponderia a uma densidadeeletr�nia volumétria de 1027cm−3!
26



Capítulo 3
O modelo hidrodinâmio
3.1 IntroduçãoAo lado das formulações ondulatória, matriial e em integrais de trajetóriada Meânia Quântia, introduzidas por Shrödinger, Heisenberg [32℄ e Feyn-man [33℄, respetivamente, existe a formulação Hidrodinâmia, idealizadaainda em seus primeiros dias por Erwin Madelung [34℄ e De Broglie. Nessadesrição a equação omplexa de Shrödinger é onvertida em um sistemade duas equações difereniais pariais não lineares reais identi�adas omoequações hidrodinâmias, sendo uma para a densidade de probabilidade e aoutra para a dinâmia de um ampo de veloidade de �uido.Reentemente, Hass e olaboradores vêm usando modelos hidrodinâmiospara desrever plasmas quântios. Por exemplo, na referênia [35℄, partindode um sistema tipo Shrödinger-Poisson, deduziram um sistema de equaçõesdifereniais não lineares aopladas onde analisaram a ontrapartida quân-tia dos modos BGK (Bernstein-Greene-Kruskal modes), o que vieram ahamar de modos Quantum BGK, ou QBGK, bem omo os efeitos quânti-os na instabilidade de dois feixes (two-stream instability). Na referênia[36℄, desreveram os estados estaionários de um gás de elétrons e apre-sentaram uma relação de dispersão linear para plasmas quântios, na forma(w2 = w2

pe+k
2v2F + h̄2k4/4m2

e), onde me é a massa do elétron e vF a veloidade deFermi unidimensional. Finalmente, na referênia [37℄, desreveram a propa-gação de ondas íon-aústias quase neutras, mostrando que a dinâmia dos27



íons tem uma araterístia quântia, muito embora devessem de omportarde forma lássia devido a grande massa.Neste apítulo, mostraremos que a interação de um feixe de elétrons omum potenial eletromagnétio pode ser desrita por um sistema de equaçõestipo Shrödinger-Poisson, desde que a variação de energia-momento do elétronseja lentamente variável no tempo e no espaço. A partir de então, de�nindo afunção de onda do elétron da maneira omo desrita nos trabalhos apontadosno parágrafo anterior, deduziremos um sistema de equações de �uido que de-srevem resposta do feixe a esse potenial, inluindo os efeitos da distribuiçãoespaial de argas.3.2 A equação de ShrödingerSeguindo a referênia [31℄, vamos partir da expressão da energia relativís-tia total de um feixe de elétrons sujeito a um potenial ponderomotivo V 1, oqual é oriundo do batimento do ampo de um wiggler óptio ombinado omo ampo da radiação espalhada pelos próprios elétrons. Generalizando nossomodelo, inluímos um potenial φ devido às �utuações da densidade de argano feixe. Assim, no referenial do laboratório, temos:
E =

√

p2ec
2 +m2

ec
4 + V (~r, t)− eφ(~r, t). (3.1)Para elétrons livres (V = φ = 0), a energia relativístia total (E = h̄we) e omomento dos elétrons (~pe = h̄~ke) são onstantes, sendo ~ke o vetor de onda (deDe-Broglie) e me a massa dos elétrons no repouso. Porém, sob a ação de umpotenial, essas quantidades variam lentamente no espaço e no tempo. Usandoo método Whitham-Karman-Kruskal, o qual é equivalente à quantização daótia geométria, podemos fazer as substituições

E → h̄

(

we + i
∂

∂t

)

, ~pe → h̄(~ke − i∇), (3.2)as quais são validas na aproximação eikonal, sendo equivalentes à aproxi-mação de envelope lentamente variável (Slow-Varying Envelope Approxima-1De fato V foi de�nido de forma a possuir dimensão de energia potenial.28



tion - SVEA). Se ψ for a função de onda do elétron, então valem as aproxi-mações
| ∂
∂t
ψ |≪ we | ψ |, | ∇ψ |≪| ~keψ | . (3.3)Substituindo (3.2) dentro da expressão para a energia (3.1), obtemos oresultado parial

(

we + i
∂

∂t

)

−Ω1/2
e

[

1− c2Ω−1
e

(

2i~ke · ∇+∇2
)]1/2

= (V − eφ)/h̄, (3.4)onde
Ωe = c2k2e
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2
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h̄2w2
e

)

. (3.6)Na dedução do termo (3.6), utilizamos a expressão para a energia relati-vístia total do elétron livre, E2 = c2p2e + m2
ec

4, onde se fez as substituições
E = h̄we e ~pe = h̄~ke.Então, substituindo (3.5) e (3.6) na equação (3.4), e expandindo o termoentre olhetes até a segunda ordem, pois assumimos que as derivadas são devariação lenta, obtemos
ih̄

(

∂

∂t
+ ~ve · ∇

)

ψ +
c2h̄

2we

[

∇2 −
(

1− m2
ec

4

h̄2w2
e

)

(û · ∇)2
]

ψ = (V (~r, t)− eφ(~r, t))ψ, (3.7)onde û = ~ke/ke é um vetor unitário na direção de ~ke e ~ve é a veloidade iniialdo elétron (não perturbada), assoiada à energia h̄we e ao momento h̄~ke, sendode�nida por
~ve = c

~ke
ke

(

1 +
m2

ec
2

h̄2k2e

)− 1

2

= c

(

1 +
λ2e
λ2c

)− 1

2

û, (3.8)onde ~ve ≈ (h̄ke/me)û para o omprimento de Compton do elétron λc = h/mec≪

λe = 2π/ke e ~ve ≈ cû para λc ≫ λe. Estamos assumindo que o sistema ompostopor N elétrons é desrito omo um ensemble quântio representado por umafunção de onda marosópia ψ(~r, t) normalizada de maneira que a densidadede elétrons seja n(~r, t) = |ψ(~r, t)|2. Assim a função de onda ψ vale não apenas29



para um únio, mas para todos os elétrons do feixe. Essa normalização é vál-ida uma vez que estamos lidando om um ensemble de elétrons que interageapenas oletivamente através do potenial eletromagnétio, i.e., estamos assu-mindo que os elétrons enontram-se em um únio estado puro perfeitamenteoerente.Façamos uma transformação de variáveis do referenial do laboratório (~r, t)para o espaço (~ζ, t′), de�nida da seguinte forma:
~ζ = ~r − ~vet, t′ = t. (3.9)As derivadas se modi�am de aordo om os operadores:

∇ = ∇ζ ,
∂

∂t
=

∂

∂t′
− ~ve · ∇ζ . (3.10)Cumpre eslareer que essa transformação matemátia não é uma mudança dereferenial no sentido restrito, omo se fosse uma transformação de Galileu2.O que estamos fazendo é prourar por soluções propagantes, na forma ~ζ =

~r − ~vet. Contudo, por simpliidade, nos referiremos às grandezas físias quesão funções de ~ζ, t′ omo variáveis no referenial do feixe, ou variáveis noreferenial transformado, se for neessário.Vamos reesrever o operador ∇ζ de maneira que o mesmo seja deom-posto em uma omponente paralela e uma perpendiular ao vetor unitário û,de�nido em (3.7). Assim,
∇ζ =

∂

∂ζ‖
û+

∂

∂~ζ⊥
. (3.11)Substituindo (3.10)-(3.11) em (3.7), obtemos uma equação que é formalmenteidêntia à equação de Shrodinger, qual seja,

ih̄
∂

∂t′
ψ +

h̄2

2meγe

(

1

γ2e

∂2

∂ζ2‖
+

∂2

∂ζ2⊥

)

ψ = (V − eφ)ψ, (3.12)onde �zemos a substituição h̄we = γemec
2, sendo γe o fator relativístio assoi-ado à veloidade ~ve do elétron e foi usada a de�nição ~ζ = ζ‖û+ ~ζ⊥.O potenial φ, devido à separação de argas, é desrito pela equação dePoisson, isto é,

−∇ζ · ~E = −∇ζ · ~E⊥ −∇ζ · ~E‖ = −∇ζ · ~E⊥ +∇2
ζφ = 4πe|ψ|2. (3.13)2De fato, uma mudança de referenial impliaria o uso da transformação de Lorentz.30



3.3 A transformada de MadelungDe aordo om Madelung [34℄, Bohm [38℄, Wilhelm [39℄, a equação deShrodinger pode ser transformada em um sistema de equações hidrodinâmi-as om o uso do ansatz
ψ(~ζ, t′) = A(~ζ, t′)eiS(

~ζ,t′)/h̄, (3.14)onde S é a ação do sistema e A é uma grandeza que varia lentamente notempo, sendo A > 0.Substituindo esta representação da função de onda dentro de (3.12), obte-mos a equação
ih̄

{

∂

∂t′
A+

i

h̄
A
∂

∂t′
S

}

+
h̄2

2meγ3e







∂2
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∂

∂ζ‖
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(

∂

∂ζ‖
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)2






+

+
h̄2

2meγe
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∂2

∂ζ2⊥
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i
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A
∂2

∂ζ2⊥
S +

2i

h̄

∂

∂ζ⊥
S

∂

∂ζ⊥
A− A

h̄2

(

∂

∂ζ⊥
S

)2
}

= (V − eφ)A, (3.15)que pode ser dividida em uma parte real e uma imaginária. A parte imagináriaé
∂

∂t′
A+

1

2

{

A

meγ3e

∂2

∂ζ2‖
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2

meγ3e

∂

∂ζ‖
S
∂

∂ζ‖
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+
1
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meγe

∂2

∂ζ2⊥
S +

2

meγe

∂

∂ζ⊥
S

∂

∂ζ⊥
A

}

= 0.Multipliando todos os seus termos por A, temos
∂

∂t′
A2 +

∂

∂ζ‖

{

A2

meγ3e

∂

∂ζ‖
S

}

+
∂

∂ζ⊥

{

A2

meγe

∂

∂ζ⊥
S

}

= 0. (3.16)As funções reais A(~ζ, t′) e S(~ζ, t′) podem ser assoiadas à densidadeeletr�nia n(~ζ, t′) e à um ampo de veloidade ~v(~ζ, t′) da seguinte forma:
A2 = |ψ|2 = n, (3.17)

v‖ =
1

meγ3e

∂

∂ζ‖
S =

p‖

meγ3e
, (3.18)31



v⊥ =
1

meγe

∂

∂ζ⊥
S =

p⊥
meγe

, (3.19)Substituindo (3.17)-(3.19) em (3.16), obtemos a equação de �uido
∂

∂t′
n+

∂

∂ζ‖

{

nv‖
}

+
∂

∂ζ⊥
{nv⊥} = 0, (3.20)que pode ser reesrita omo

∂

∂t′
n+∇ζ · (n~v) = 0, (3.21)onde ~v foi deomposto em omponentes paralela e perpendiular ao vetor deonda de De-Broglie para o elétron livre, ~ke = ~pe/h̄, i.e.,
~v = v‖û+ ~v⊥.Coletando os termos reais da equação (3.15), reagrupando-os e dividindopela função A, hegamos à seguinte equação:

∂

∂t′
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1

2meγ3e

(

∂

∂ζ‖
S

)2

+
1

2meγe

(

∂

∂ζ⊥
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=
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h̄2

2meγ3e

(

1

A

∂2

∂ζ2‖
A

)

+
h̄2

2meγe

(

1

A

∂2

∂ζ2⊥
A

)

. (3.22)Observemos que (3.22) se reduz à equação de Hamilton-Jaobi quando
h̄ → 0, e os dois últimos termos do lado direito fazem parte de um potenialquântio nessa aproximação quasi-lássia.Continuando a dedução das equações hidrodinâmias, vamos apliar o op-erador ∇ζ em ambos os lados de (3.22). Daí temos:

∂
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2meγ3e
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∂
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+
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2meγe
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∂2
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)

. (3.23)32



3.4 As equações de �uidoUsando as expressões (3.17)-(3.19) novamente, obtemos a equação detransporte de momento na formulação hidrodinâmia [40℄
∂

∂t′
~p+

1

2
∇ζ(~v · ~p) = −∇ζ(V − eφ) +

h̄2

2meγe
∇ζ

[

1√
n
D2

ζ

√
n

]

, (3.24)onde foram usadas as de�nições
~p = ∇S, D2

ζ =

(

1

γ2e

∂2

∂ζ2‖
+

∂2

∂ζ2⊥

)

. (3.25)O último termo da equação do momento (3.24) é uma forma assimétriado hamado potenial de Bohm, que retém a informação quântia do sistema,e tem sido usado para desrever plasmas quântios [35℄-[37℄,[41℄-[43℄ e super-ondutividade [44℄, sendo relevante em omparação om outros termos depotenial quando lidamos om gradientes íngremes de densidade de partíu-las, por exemplo, na junção de dois superondutores. Note-se ainda que aequação (3.24) se reduz ao resultado lássio quando desprezamos os efeitosquântios, i.e., no limite h̄→ 0.Note-se ainda que, ao invés de um termo na forma ~v · ∇~p, obtivemos umna forma 1/2∇(~v · ~p) em (3.24). Isso porque os vetores ~v e ~p não são paralelos,mas formam um ângulo que depende do fator relativístio γe. No aso nãorelativístio, γe = 1, reuperamos o termo original, qual seja, ~v · ∇~p.Resumindo, as equações da ontinuidade (3.21), momentum (3.24), e Pois-son, a seguir relaionadas, nos dão uma desrição totalmente relativístia dadinâmia de um elemento de �uido om densidade n(~ζ, t′), veloidade ~v(~ζ, t′),e momento ~p(~ζ, t′), sujeito a um potenial de origem eletromagnétia V e deaúmulo espaial de argas φ, sendo ~v interpretado omo a veloidade de �uidono referenial transformado (~ζ, t′).
∂

∂t′
n+∇ζ · (n~v) = 0, (3.26)
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∂

∂t′
~p+

1

2
∇ζ(~v · ~p) = −∇ζ(V − eφ) +

h̄2

2meγe
∇ζ

[

1√
n
D2

ζ

√
n

]

, (3.27)
∇2

ζ‖φ = 4πnbe

(

n

nb
− 1

)

, (3.28)
−∇ζ⊥ · ~E⊥ = −4πenb. (3.29)A equação de Poisson foi dividida em suas partes paralela e perpendiular,

nb é a densidade do feixe no repouso e n é a densidade loal de elétrons.A veloidade longitudinal, v‖, na equação (3.18) deve ser vista omo umapequena diferença entre a veloidade no feixe e a veloidade ressonante noreferenial do laboratório. A veloidade perpendiular, v⊥, orresponde àveloidade de difusão térmia transversal om momento p⊥. Esta veloidadede difusão domina sobre os efeitos quântios na direção transversal.Em uma aproximação unidimensional nós desprezamos os efeitos transver-sais fazendo ∂
∂ζ⊥

= 0, A(~ζ, t′) → A(ζ‖, t
′) e S(~ζ, t′) → S(ζ‖, t

′). A �m de simpli�ara esrita, vamos suprimir as notações dos índies ‖, ⊥. As equações (3.26)-(3.29) se reduzem a:
∂

∂t′
n+

∂

∂ζ
(nv) = 0, (3.30)
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meγ3e
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2meγe
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, (3.31)
∂2

∂ζ2
φ = 4πenb

(

n

nb
− 1

)

. (3.32)As equações aima nos dão uma desrição totalmente relativístia de umfeixe de elétrons interagindo om um ampo eletromagnétio através de umpotenial V , que em um FEL é função da amplitude do wiggler e do ampo34



da radiação, aresido de um potenial eletrostátio φ, que surge devido àperturbações de densidade de argas devido ao potenial V .No apítulo seguinte vamos aoplar as equações (3.30)-(3.32) om aequação de onda e o potenial ponderomotivo V de forma autoonsistente.Por transformada de Fourier uma relação de dispersão linear será obtida,ujos modos normais serão analisados a �m de se veri�ar a oorrênia deinstabilidades e onsequente ampli�ação da radiação original.
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Capítulo 4
A relação de dispersão linear
4.1 O potenial ponderomotivoPrimeiro preisamos esolher a forma do potenial ponderomotivo V , queé o resultado do batimento de dois ampos eletromagnétios, o ampo dowiggler, denotada pelo índie (w), e o da radiação espalhada, de alta frequên-ia, que desejamos ampli�ar, denotada pelo índie (s). Vamos omeçar, poronveniênia, de�nindo-os de forma que possuam polarização irular, sendodesritos no referenial do laboratório pelos seguintes poteniais vetores:

~as(~r, t) =
−1√
2

(

êias(~r, t)e
iφs + cc

)

, (4.1)
~aw(~r, t) =

1√
2

(

êaw(~r, t)e
iφw + cc

)

. (4.2)Na nomelatura utilizada, ~as(w) = e ~As(w)/mc
2 é o potenial vetor normal-izado da radiação(wiggler); as(w) é a amplitude do ampo da radiação(wiggler);e ê = (x̂+ iŷ)/

√
2 é um versor que tem as propriedades ê · ê = ê∗ · ê∗ = 0; ê · ê∗ =

ê∗ · ê = 1.As fases harm�nias, de osilação rápida, são de�nidas omo:
φs = −~ks · ~r + wst, φw = ~kw · ~r + wwt, (4.3)onde ~ks(w) e ws(w) são, respetivamente, o vetor de onda e a frequênia daradiação (wiggler), sendo que |~ks| >> |~kw| e ws >> ww.36



Vamos assumir propagação apenas na direção longitudinal, que sem perdade generalidade podemos fazer na direção ẑ. Considerando que a radiaçãoespalhada se propaga no sentido ontrário ao do pulso de radiação do wiggler(espalhamento para trás), a partir da de�nição de força ponderomotiva e omo uso dos ampos de�nidos em (4.1)-(4.2), o potenial ponderomotivo V podeser esrito da seguinte forma:
V =

mec
2

2γe
(iawa

∗
se

iθp + cc). (4.4)Este potenial é uma generalização dos poteniais desritos, por exemplo,nas referênias [11℄ e [31℄, visto que aw não é mais um parâmetro real eonstante, mas sim uma função omplexa de variação lenta no tempo e noespaço. Dessa forma inorporamos a possibilidade de atenuação do ampo dowiggler (pump depletion). A dedução de V enontra-se no apêndie.A fase θp = [ks + kw]z − [ws − ww]t é a fase da onda ponderomotiva. Noreferenial do feixe ela é dada por:
θp = [ks + kw]ζ − [(ws − ww)− (ks + kw)ve]t

′ (4.5)
4.2 Equação do plasmaA �m de estudar a possibilidade do apareimento de instabilidades, omoprova inequívoa da ampli�ação da radiação de fundo, preisamos deduziruma relação de dispersão linear que desreva os modos normais do sistema. Oprimeiro passo é fazer uma análise perturbativa das variáveis dinâmias. Paraum feixe de elétrons iniialmente homogêneo, devemos esrever as grandezasperturbadas até primeira ordem

v → δv; n→ nb + δn (4.6)onde δv e δn são �utuações na veloidade de �uido e na densidade do feixe,respetivamente. Fazendo as devidas substituições, o sistema de equações(3.30)-(3.32) se reduz a 37



∂

∂t′
δv =

1

meγ3e

{

− ∂

∂ζ
(V − eφ) +

h̄2

4meγ3e

∂3

∂ζ3
δn

nb

} (4.7)
∂

∂t′
δn

nb
+

∂

∂ζ
δv = 0 (4.8)

∂2

∂ζ2
φ = 4πenb

δn

nb
(4.9)onde foram desprezados os termos de segunda ordem e foi feita a aproximação

√
nb(1 + δn/nb)

1/2 ≈ √
nb(1 + δn/2nb) no numerador e √

nb(1 + δn/nb)
1/2 ≈ √

nb nodenominador.Tomando a derivada ζ da equação (4.7) e a derivada temporal da equação(4.8), substituindo uma dentro da outra e om o uso da equação de Poisson(4.9), obtemos uma equação que representa uma osilação de arga, exitadapelo potenial ponderomotivo V , que tem a mesma forma que a equação paraa propagação de uma onda em plasma quântio no referenial do laboratório[36℄, [40℄.
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meγ3e
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]
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meγ3e

∂2

∂ζ2
V (ζ, t′, as(ζ, t

′), aw(ζ, t
′)) (4.10)

4.3 A evolução da radiaçãoMas para se hegar a um sistema autoonsistente ainda preisamos deduziras equações para a evolução das amplitudes de variação lenta as e aw.Vamos omeçar esrevendo, no frame do laboratório, a equação de ondapara os poteniais vetores om um termo de orrente perpendiular, ~J⊥, queé a fonte dos ampos. Assim,
(

∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)

~As(w) = −4π

c
~J⊥. (4.11)A orrente ~J⊥ é dada por

~J⊥ = en~v⊥, (4.12)38



onde ~v⊥ é a veloidade perpendiular de �uido dos elétrons, que é determinadaprinipalmente pelo ampo do wiggler, partiipando o ampo da radiaçãoomo uma pequena orreção.A partir da equação do movimento transversal de um elétron relativístiosujeito à força de Lorentz assoiada aos ampos desritos pelos poteniaisvetores (4.1) e (4.2), deduz-se, omo apresentado, por exemplo, na referênia[11℄, que ~v⊥ é dado por
~v⊥
c

= −(~aw + ~as)

γe
. (4.13)Substituindo (4.13) na equação de onda (4.11), segue-se que
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∂t2

)

~as(w) =
w2
p

c2γe

n

nb
(~aw + ~as), (4.14)onde w2

p = 4πe2nb/me é o quadrado da frequênia de plasma assoiada ao feixeem repouso, e lembrando que foi novamente utilizada a normalização ~as(w) =

e ~As(w)/mec
2.Utilizando as de�nições de ampo (4.1)-(4.2), e fazendo o produto internopelo vetor omplexo, ê, em ambos os lados da equação de onda (4.14), temos:
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iφs). (4.16)As derivadas espaiais são:
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as; (4.17)
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aw. (4.18)As derivadas temporais são:
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aw. (4.20)Substituindo-as na equação de onda 4.15 e 4.16 temos:
−ieiφs

(

∇2 − 2i ~ks · ∇ − k2s −
1

c2
∂2

∂t2
− 2i

ws

c2
∂

∂t
+
w2
s

c2

)

as =

=
w2
p

c2γe

n

nb
(awe

iφw − iase
iφs); (4.21)

eiφw

(

∇2 + 2i~kw · ∇ − k2w − 1

c2
∂2

∂t2
− 2i

ww

c2
∂

∂t
+
w2
w

c2

)

aw =

=
w2
p

c2γe

n

nb
(awe

iφw − iase
iφs). (4.22)Da mesma forma omo proedemos na equação do plasma, façamos umaanálise perturbativa nas variáveis dinâmias do sistema. De agora em diante

as(w) são onsiderados pequenas perturbações. Assim, temos:
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. (4.24)Na aproximação de envelope de variação lenta (SVEA) podemos desprezaras derivadas de segunda ordem em relação às de primeira ordem nas equações(4.23)-(4.24). Utilizando ainda a relação de dispersão linear para uma ondaeletromagnétia se propagando no plasma (w2
s(w)−w2

p/γe−k2s(w)c
2 = 0), obtemosduas equações na forma de derivadas onvetivas, quais sejam:40
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−i(φw−φs) − iδnase
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)

. (4.26)Na aproximação unidimensional, fazemos as transformações:
∇ → ∂

∂z
, ~ks· → ks, (4.27)

~kw ‖ ~ks ‖ ẑ (4.28)o que nos leva à forma 1-D das equações (4.25)-(4.26)
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) (4.30)onde vs(w) = c2ks(w)/ws(w) é a veloidade de grupo da onda no plasma do feixe,e θp é a fase ponderomotiva de�nida em (4.5).Fazendo a transformação de variáveis para o referenial em movimento,isto é,
ζ = z − vet; t′ = t;
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, (4.31)obtemos o sistema de equações
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−iθp , (4.33)onde foram desprezados os termos manifestamente fora de ressonânia do ladodireito, e mantidos aqueles que são as fontes dos ampos, isto é, os termos deorrente não lineares. 41



É fonte da radiação espalhada o termo de orrente que ontém o produtoda osilação da densidade de elétrons (δn), induzida pela força ponderomotiva,om a veloidade perpendiular perturbada (em primeira ordem), induzidanos elétrons pelo ampo do wiggler (awexp(iθp)/γe). A radiação assim geradase propaga em fase om a radiação original, e ampli�ação pode oorrer. Já aorrente que interage om o ampo do wiggler ontém o produto da osilaçãoda densidade de elétrons (δn) om a perturbação da veloidade desses elétronsassoiado ao ampo da radiação ampli�ada (asexp(−iθp)/γe). Os demais ter-mos não podem eles mesmos ser fontes de as ou aw, uma vez que δn sozinhoosila om o potenial ponderomotivo, �ando fora de ressonânia tanto oma radiação espalhada quanto om o ampo do wiggler. Também não podemser fontes os termos em aw(s)exp(±iθp), pelo mesmo motivo.As equações (4.32)-(4.33), juntamente om (4.4) e (4.10), abaixo reesritaspara melhor lareza, formam um sistema de equações de �uido não linearesaopladas que são su�ientes para desrever de uma maneira simples a emissãode radiação oerente por um feixe de elétrons relativístios sob a ação de umaonda eletromagnétia.
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V (4.34)

V = i
mc2

2γe
awa

∗
se

iθp (4.35)onde
θp = [ks + kw]ζ − [(ws − ww)− (ks + kw)ve]t

′ (4.36)Vamos moldar a perturbação na densidade do plasma na forma δn/nb =

ñei(klζ−Ωlt
′), de forma a asar om o potenial ponderomotivo. Para tantoassumimos as seguintes ondições de sintonia, abaixo relaionadas, que deno-tam as leis de onservação de energia-momento na interação do wiggler, daradiação espalhada, e da osilação de plasma.
h̄kl = h̄ks + h̄kw; h̄wl = h̄ws − h̄ww; (Ωl = wl − klve) (4.37)42



Por onveniênia, vamos lançar mão da mesma normalização usada nareferênia [40℄, qual seja,
q = Lkl; τ = t′/te = ct′/L; χ = ζ/L; βs = vs/c; βe = ve/c

Ωp = wpL/c; Ω = ΩlL/c; σ =
1

2

(

h̄

mecγe

)

1

γ2eL
(4.38)onde te = Nλw/c = L/c é o tempo de trânsito e L é o omprimento do pulsodo ondulador óptio om um número N de omprimentos de onda.Neste modelo de interação de três ondas os elétrons não preisam serneessariamente ressonantes tal omo se impõe em FELs, tanto quântiosquanto lássios. Assuminos também a ondição de feixe frio e onduladorfrao. Usando perturbações transformadas para o espaço de Fourier e des-prezando a atenuação do ampo do ondulador (pump depletion), hegamos àuma relação de dispersão linear [40℄

(

Ω2 −
Ω2
p

γ3e
− σ2q4

)

(Ω− δsq) = −
a2wΩ

2
p

4γ5ewste
q2 (4.39)onde δs = βs − βe (βs = vs/c = cks/ws;βe = ve/c) representa o avanço (slippage)da radiação eletromagnétia em relação ao feixe de elétrons relativístios e aaproximação ws ≈ cks foi usada no denominador do lado direito da equação.Uma vez que a frequênia da onda eletromagnétia não é espei�ada, esteavanço é arbitrário. Contudo, do ponto de vista do laboratório, existe umgrande espetro de frequênias no ruído de fundo gerado pelo feixe. Estasfrequênias ompetem uma om as outras e sobrevive aquela que otimiza oavanço em relação à ondição de ressonânia orrespondente.Podem ser vistos dois modos, que se aoplam através do ondulador óptio,ujas relações de dispersão são dadas por

Ω− δsq = 0; Ω2 −
Ω2
p

γ3e
− σ2q4 = 0 (4.40)O primeiro é o modo da radiação o segundo é o modo de plasma quântioom um termo de reuo, σ, e número de onda normalizado, q, que é o mododo espaço de argas ontraído por efeito Doppler visto no referenial em43



movimento. Esta onda de plasma se propaga om as veloidades normalizadasde fase e grupo dadas por
βph =

√

Ω2

q2
= σq

(

1 +
Ω2
p

γ3eσ
2q4

)1/2

≈ σq (4.41)
βg =

∂Ω

∂q
=

2σ2q3
√

σ2q4 +Ω2
p/γ

3
e

≈ 2βph ≈ 2σq (4.42)A ondição Ω2
p/γ

3
eσ

2q4 << 1 é sempre satisfeita quando se trada de espa-lhamento Compton, onde o potenial ponderomotivo é forte o su�iente paradominar a dinâmia do espaço de argas, uja energia eletrostátia é mantidaomo ruído.A relação de dispersão (4.40) obtida pode ser reduzida às enontradas nasreferênias [20℄, [31℄ e [45℄ para FELs quântios sem a presença do espaçode argas se a mesma normalização for empregada e δs for rede�nido omo oparâmetro de detuning, que não é o aso tratado nesta tese. Por se tratar deuma equação úbia, existem soluções tais que Im{Ω} > 0, o que orrespondea uma instabilidade, que rese até a saturação.Assim, introduzimos um modelo de �uido para plasma quântio que des-reve a emissão de radiação oerente omo um proesso de interação de trêsondas, sendo mais simples e realísta de simular numeriamente. A radiaçãoestimulada é tratada omo um espalhamento Compton, sem a usual formaçãode paotes de elétrons (bunhing) resultante da interação não linear om opotenial ponderomotivo. Esta desrição é válida para feixes de elétrons re-lativístios, mas não ultra-relativístios. A taxa de resimento linear mostraque os efeitos das osilações de espaço de argas é desprez�vel para feixesdensos om elevado γ.
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Capítulo 5
O resimento não linear
5.1 IntroduçãoAoplamento ressonante de duas ondas eletromagnétias om uma eletros-tátia é um fen�meno não linear bastante importante em físia de plasmas.A prinipal araterístia do regime não linear, que o difere do linear, é queos ampos elétrios assoiados às diferentes ondas induzem no plasma or-rentes que não são mais independentes uma das outras, i.e., não vale mais oprinípio da superposição linear. Correntes induzidas por uma onda passama in�ueniar a evolução das demais e vie-versa, e mesmo ampos elétrioslongitudinais e transversais não podem mais ser onsiderados omo indepen-dentes.Neste apítulo deduziremos um sistema de equações difereniais pariaisde primeira ordem não lineares do tipo modo aoplado (oupled-mode) apazesde desrever a interação de duas ondas eletromagnétias om uma onda deplasma longitudinal na aproximação de envelope lento.
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5.2 A evolução da amplitude da RadiaçãoDa mesma forma que na referênia [46℄, vamos omeçar de�nindo umaosilação de plasma eletr�nio na forma
δn

nb
(ζ, t′) = ñ(ζ, t′)ei(klζ−Ωlt

′), (5.1)onde ñ(ζ, t′) é uma função que varia lentamente no tempo e no espaço, kl é onúmero de onda assoiado à osilação de plasma e Ωl é a frequênia, desviadapor efeito Doppler.Então, substituindo (5.1) nas equações de ampo (4.32)-(4.33), obtemos:
(

∂

∂t′
+ [vs − ve]

∂

∂ζ

)

as = −
w2
p

2wsγe
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2wwγe
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iδt′ . (5.3)A �m de deduzir (5.2)-(5.3), foram impostas as ondições de asamento(mathing)
kl = kw + ks; wl = ws − ww − δ, (5.4)onde δ é uma pequena dessintonia entre a frequênia da onda ponderomotivae frequênia das osilações de plasma. Portanto,

ñ(ζ, t′)ei(klζ−Ωlt
′) ∝ Ṽ eiθp . (5.5)Rede�nindo as e aw em (5.2)-(5.3) de maneira que ãs = ase

iδt′ , ãw = aw,obtemos as equações de evolução lenta para as amplitudes de ampo
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ñãs, (5.7)onde os termos do lado direito de (5.6)-(5.7) desrevem orrentes não linearesperturbadas até segunda ordem. 46



5.3 A evolução das osilações de plasmaSeguindo ainda a referênia [46℄, vamos deduzir a equação para a evoluçãoda amplitude das osilações de plasma sob a hipótese de Envelope LentamenteVariável. Substituindo a aproximação de onda plana para a onda de plasma,eq. (5.1), na equação (4.10), temos:
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V. (5.8)Desprezando as derivadas de segunda ordem e derivadas ruzadas, subs-tituindo a expressão (4.35) para o potenial ponderomotivo, usando asondições de asamento (5.4), e rede�nindo as e aw, de maneira que ãs = ase

iδt′e ãw = aw, tal omo feito na dedução do sistema (5.6)-(5.7), obtemos, a partirda equação (5.8)
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ñ =
c2[ks + kw]

2

4γ4e
ãwã
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= 0 (5.10)é a relação de dispersão da onda eletr�nia em um plasma quântio relativís-tio, e Ωl = (wl − klve) é a frequênia de plasma om um termo de arraste(drift).Assim, a equação das osilações de plasma, (Eq. 5.9), se reduz-se à
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s. (5.11)A �m de ompreendermos os efeitos quântios, vamos reesrever a equação(5.10) na forma an�nia de uma relação de dispersão para ondas de Langmuirem um plasma morno. Fazendo-se a aproximação ks >> kw, de forma que
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Nota-se que o termo de reuo eletr�nio (reoil) pode ser interpretadoomo uma dispersão térmia na onda de plasma, uja veloidade quadrátiamédia pode ser de�nida omo
V 2
TQ =

1

4

(

h̄ks
meγ3e

)2

. (5.13)As propriedades oletivas da onda de plasma são perdidas quando seunúmero de onda, kl, é maior que o número de onda de Debye, de�nido por
kD = wp/VTe, onde VTe é a veloidade térmia dos elétrons [25℄, ou seja, quandoo omprimento de onda das osilações de plasma for menor que o omprimentode onda de Debye, i.e., 2π/kl = λl < λD. Então, se kl > wp/VTQγ

3/2
e , os elétronsem um elemento de �uido passam a se omportar omo um aglomerado departíulas sem orrelação, devido ao reuo eletr�nio, o que arateriza umregime Compton, que pode ser lássio ou quântio. Se a razão entre o mo-mento do fóton emitido e o momento do elétron for grande (h̄ks/mcγe > 1)temos um FEL no regime Compton Quântio, aso ontrário temos um FELlássio. Se kl < wp/VTQγ

3/2
e entramos no regime Raman.Considerando que na realidade ondas de plasma longitudinais podem seratenuadas seja por meanismos olisionais ou via amorteimento de Landau(Landau Damping),é onveniente adiionar à equação (5.11) um termo deamorteimento fenomenológio ν (ν << Ωl). Usando ainda as ondições desintonia (5.4), temos
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k3l . (5.15)é um termo om dimensão de veloidade, mas que não se onfunde om umaveloidade físia do feixe.Os modos Stoques e anti-Stoques são:
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O aoplamento da onda de plasma, de energia negativa, om os modoseletromagnétios, de energia positiva, é ondição neessária ao desenvolvi-mento de uma instabilidade paramétria, que simultameamente faz reser aamplitude da onda de plasma e da radiação espalhada e dereser a amplitudedo ampo do wiggler. A função dielétria da onda de plasma é dada por:
ǫl(wl, kl) = 1− 1
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(5.17)O sinal da energia do modo longitudinal é dado pela derivada em relaçãoà wl da função dielétria (5.17). Assumindo a ondição ǫl(wl, kl) = 0, temos:
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< 0 (5.18)que é negativa para todo Ωl = (wl − klve) < 0.5.4 O Sistema de equações modo-aopladoPor onveniênia vamos introduzir a normalização
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. (5.19)O sistema de equações difereniais aopladas (5.6)-(5.7) e (5.14) torna-se
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ñãs (5.22)As equações (5.20)-(5.22) formam um sistema apaz de desrever a inter-ação entre duas ondas eletromagnétias transversais e uma onda longitudinalem um plasma frio om um termo quântio de reuo em uma aproximação deenvelope lento.Uma vez que βs ≈ βe ≈ 1, podemos desprezar o slippage na equação (5.21),e assim desonsiderar seu termo de derivada espaial, bem omo nas demais49



equações. Nessa aproximação as densidade de energia ontida na onda deplasma e nos ampos da radiação espalhada e do wiggler são onstantes noespaço, e as soluções se tornam apenas funções do tempo - vide referênia[47℄. Estamos olhando uma urva de nível de χ onstante. Assim, as equações(5.20)-(5.22) tornam-se:
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ñãs. (5.25)5.5 Relações de Manley-RoweAs ondições de onservação de energia podem ser analisadas através dasrelações de Manley-Rowe. A partir de (5.23)-(5.25), desprezando o termodissipativo, temos que

∂

∂τ
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|ãw|2 =

wp

2wwγe
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∗] (5.28)Reagrupando as equações (5.26)-(5.28), obtemos a forma diferenial dasrelações de Manley-Rowe, quais sejam
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|ãw|2 = 0 (5.31)Integrando no tempo e assumindo as ondições iniiais para ampo de ra-diação desprezível e plasma no repouso, i.e., as(0) ∼ n(0) ∼ 0, e ainda pegandoo modo do feixe de energia negativa, de forma que Ωl = −|Ωl|, temos
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|ñ|2

) (5.32)
ws

wp
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= 0 (5.33)
ww|ãw|2 + ws|ãs|2 = ww|ãw(0)|2 (5.34)A partir da equação (5.32), vemos omo oorre a transferênia de energiaentre o ampo do wiggler e a onda de plasma. No iníio da interação, valem asondições |ñ(τ)|2 ∼ 0 e |ãw(τ)|2 ∼ |ãw(0)|2. Porém, à medida que o tempo passa,a amplitude |ñ(τ)|2 rese até a total atenuação do wiggler, quando já não hámais energia disponível, e |ãw(τ)|2 alança um ponto de mínimo. O aumentode amplitude da onda de plasma, que arrega energia negativa (em azul),vem aompanhado de um derésimo da amplitude do ampo do wiggler, quearrega energia positiva (em vermelho).A partir de (5.33), vemos a troa de energia entre o ampo da radiação es-palhada e a onda de plasma. Os termos perturbados, |ñ(τ)|2 e |ãs(τ)|2, resemjuntos, de forma que a soma dá sempre resultado nulo, até atingirem pontosde máximo. A onda de plasma ganha energia negativa e o ampo da radiaçãoespalhada ganha energia positiva.A equação (5.34) estabelee uma lei de onservação de energia entre oampo do wiggler e da radiação espalhada. Um ganho de energia (positiva)por um é aompanhado de uma perda de energia (positiva) pelo outro, e asoma é onstante.A �m de obter um sistema om variáveis reais integrável numeriamente,vamos fazer as seguintes transformações de variáveis em (5.20)-(5.22):

ñ = n′eiφ0 ; ãs = a′se
iφ1 ; ãw = a′we

iφ2 (5.35)51



onde n′, a′

s, a′

w and φn são grandezas reais.Feitas as substituições, deduzimos o seguinte sistema de seis equações di-fereniais pariais tipo oupled-mode que desreve um sistema de interaçãode três ondas, sendo
• Três para as amplitudes de envelope:
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• Três para as fases:
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a′wa
′
s

n
sinφ (5.39)

(

∂

∂τ
+ [βs − βe]

∂

∂χ

)

φ1 =
wp

2wsγe

a′wn
′

a′s
sinφ+ δ′ (5.40)

(

∂

∂τ
− [βw + βe]

∂

∂χ

)

φ2 =
wp

2wwγe

n′a′s
a′w

sinφ (5.41)A evolução temporal pode ser reesrita da seguinte maneira
(

∂

∂τ
+ ν ′

)

n = CT
0 a

′
wa

′
scosφ (5.42)

∂

∂τ
a′s = CT

1 a
′
wn

′cosφ (5.43)
∂

∂τ
a′w = CT

2 n
′a′scosφ (5.44)

∂

∂τ
φ = δ′ −

(

CT
0

a′wa
′
s

n
+ CT

1

a′wn
′

a′s
+ CT

2

n′a′s
a′w

)

sinφ (5.45)onde
φ = φ0 + φ1 − φ2 (5.46)As onstantes Cs são

CT
0 =

c2

4γ4e

k2l
Ωlwp

, CT
1 = − wp

2wsγe
, CT

2 =
wp

2wwγee 52



Ωl = −
√

1

4

(

h̄

mγ3e

)2

k4l +
w2
p

γ3e
, ν ′ << Ωl/wp, δ′ << Ωl/wp

kl = ks + kw, wl = ws − ww
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5.6 Resultados numériosUm ódigo Runge-Kutta de quarta ordem foi usado para resolver numeri-amente o sistema de equações (5.42)-(5.45). A existênia de oe�ientesabrangendo várias ordens de grandeza e pios de intensidade íngremes sugeri-ram a neessidade de trabalhar om preisão numéria quádrupla (32 asasdeimais no Fortran 90) e disretização o tão �na quanto possível (não menorque 400.000 pontos).Nos resultados que se seguem mostramos a intensidade (ou �uênia) daradiação espalhada (Is) e do pulso de laser inidente (Iw) em Watts/cm2, onde
w denota wiggler. O valor máximo do potenial vetor normalizado da radi-ação espalhada, as, é apontado em ada grá�o. Para simpli�ar a notação,delinamos o índie �linha� das grandezas físias das equações (5.42)-(5.45).Foi utilizada a seguinte fórmula de onversão, obtida, por exemplo, nareferênia [48℄

I = 2
1.0x1020

(8.6)2λ2[µm]
a2, (5.47)onde o fator 2 é devido à polarização irular utilizada neste trabalho.Na �gura (5.1) plotamos a urva de intensidade da radiação espalhada paraalguns valores iniiais da pump, uja evolução temporal é mostrada na �gura(5.2). Iniializamos a partir de um ampo de bakground para a radiaçãoespalhada desprezível e feixe de elétrons iniialmente não perturbado (as(0) ∼

n(0) ∼ 0). A amplitude da onda de plasma é mostrada na �gura (5.3).Observamos um omportamento de explosão periódia estabilizada (re-peated stabilized explosion.). A onda de plasma é exitada pela força pon-deromotiva e rese até a saturação e a ompleta atenuação da pump, quandoa radiação atinge sua amplitude máxima. O omprimento de onda da radi-ação foi �xado em λs = 1.0 × 10−10cm (Raios gama de 0.01Å) e o omprimetode onda do wiggler foi �xado em λw = 1.0 × 10−4cm, que é ompatível om oomprimento de onda de um laser Titânio-Sa�ra (λ = 0.8µm). Os parametrosdo feixe são γe = 2 e nb = 4.0× 1020cm−3.
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Figura 5.1: Intensidade da radiação versus tempo normalizado (τ = wpt
′). Em unidadesnormalizadas as(max) ≈ 8.2 × 10−8, 1.0 × 10−7 e 2.1 × 10−7. A esala do grá�o nolaboratório é ≈ 4, 2 metros.
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Figura 5.2: Comportamento da radiação de ondulador para os parâmetros da �gura (5.1)
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Figura 5.3: Flutuações da densidade normalizada do feixe para os parâmetros mostradosna �gura (5.1)Tal sistema não pode ser desrito lassiamente, pois h̄ks/γemec ≈ 1.2 > 1 eopera no regime Compton, pois os efeitos da distribuição espaial de argas édesprezível quando omparado ao termo quântio no modo do plasma (5.16),i.e, (h̄ks/γ3emec)c
2k2s ≈ 3× 1041 >> w2

p/γ
3
e ≈ 1.5× 1029. O reoil é relevante.Nas �guras (5.4)-(5.6) mostramos omo se modi�a a urva da intensidadeda radiação espalhada quando variamos a densidade de repouso do feixe (nb),sendo a pump �xada iniialmente em aw(0) = 8.0×10−5 e a energia do feixe em

γe = 2. A urva em azul equivale ao primeiro pulso (em preto) nos grá�os(5.1)-(5.3).
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Figura 5.4: Intensidade da radiação versus tempo normalizado (τ = wpt
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Figura 5.5: Perturbação da densidade versus tempo normalizado (τ = wpt
′) para difer-entes valores de densidade de feixe nb e ondições iniiais de ampo de radiação nulo eplasma em repouso.
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10−5. Os omprimentos de onda da radiação e do ondulador são λs = 1.0 × 10−10cm e
λw = 1.0×10−4cm. Os parametros do feixe são γe = 2 e nb = 4.0×1020cm−3. Observa-seformação de onda de hoque para ν = 6.0× 10−5 (urva em azul).
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Figura 5.8: Amplitude da pump em (5.7).
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Capítulo 6
Conlusão

Neste trabalho apresentamos um modelo de �uido baseado na hidrod-inâmia quântia apaz de desrever a emissão de radiação eletromagnétia(Raios-X e Raios gama) durante a interação de feixes de elétrons om intensospulsos de laser, que assumem o papel de onduladores (wigglers) eletromag-nétios.Deduzimos uma relação de dispersão linear úbia idêntia à existente naliteratura de FELs quântios, que inorpora os efeitos quântios através de umtermo de reoil uja magnitude delimita a fronteira entre os regimes Comptone Raman.Após hegamos a um sistema de equações de �uido do tipo oupled modeque se onstitui em uma alternativa mais simples ao meanismo lássio debunhing usualmente utilizado na desrição de Lasers de Elétrons Livresbaseado em sistemas de equações para N maroelétrons, que falha ao lidarom omprimentos de onda ultraurtos, em que não é mais possível distribuirmais de um maroelétron em um poço de potenial. Nosso modelo desreveo FEL através de um meanismo de interação de três ondas ujo modo doplasma é exitado via atuação da força ponderomotiva em uma aproximaçãode envelope lento.Este modelo de �uido é realista e mais simples que modelos quântiosprévios baseados, por exemplo, na função de distribuição de Wigner [20℄ [45℄[31℄, ou na apliação direta da Teoria de Campo.Por �m veri�amos as equações obtidas e vimos que meanismos tabletop64



de Laser de Elétrons livres operando na faixa de Raios-X e Raios Gammasão viáveis, apesar de estarem além do atual estado-da-arte da tenologia deaeleradores, visto que elevadas densidades de feixes são neessárias para sehegar à saturação em dimensões reduzidas (single-pass FEL).Como possíveis trabalhos futuros podemos itar:
• Resolução das equações de �uido (3.30)-(3.32) e de ampo em uma teorianão perturbativa;
• Resolução do sistema de equações difereniais pariais não lineares(5.42)-(5.45) tanto no espaço quanto no tempo por diferenças �nitas,inluindo assim o efeito de retardo da radiação (slippage);
• Inlusão de efeitos térmios e emitânia no feixe de elétrons;
• Pulso de laser gaussiano.
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Apêndie
Um elétron relativístio sujeito a um ampo eletromagnétio sente umaforça ponderomotiva dada pela equação

~Fp = −mec
2∇γ = −mec

2

2γ
∇γ2, (1)onde me é a massa de repouso do elétron.O fator relativístio γ, por sua vez, é dado por

γ2 = 1 +
~p2⊥
m2

ec
2
+

p2z
m2

ec
2
, (2)onde pz é o momento longitudinal do elétron e ~p⊥ é o momento transversalassoiado à veloidade de osilação transversal (quiver motion).Se ~Atot é o potenial vetor na direção transversal ao movimento, podemosreesrever o fator γ omo

γ2 = 1 +
e2 ~A2

tot

m2
ec

4
+

p2z
m2

ec
2
. (3)Utilizando a normalização ~atot = e ~Atot/mec

2, a equação (3) torna-se
γ2 = 1 + ~a2tot +

p2z
m2

ec
2
. (4)O potenial vetor ~atot pode ser dividido em dois poteniais, um do wiggler(radiação inidente), denotado por ~aw, e outro da radiação espalhada peloelétron durante a interação, ~as, de maneira que podemos esrever

~atot = ~as + ~aw. (5)Substituindo (5) na equação (4), expandindo a soma quadrátia e fazendouma aproximação para ampo de radiação frao, i.e, as << aw, nós temos que
γ2 ≈ 1 + a2w + 2~aw · ~as +

p2z
m2

ec
2

(6)Vamos de�nir agora a forma dos poteniais vetores ~as e ~aw, de maneira quetenhamos duas ondas eletromagnétias se propagando em sentido ontrário,66



sendo a radiação espalhada pelo elétron no sentido de ẑ positivo, e a do wigglerno sentido ẑ negativo. Podemos esolhê-los omo
~as =

−1√
2

(

êiase
iφs + cc

)

e ~aw =
1√
2

(

êawe
iφw + cc

)

, (7)onde φw = kwz + wwt and φs = −ksz +wst.Substituindo as de�nições aima na equation (6), temos:
γ2 ≈ 1 + a2w −

(

êiase
iφs − ê∗ia∗se

−iφs

)

·
(

êawe
iφw + ê∗a∗we

−iφw

)

+
p2z
m2

ec
2

(8)O versor ê tem as seguintes propriedades:
ê · ê∗ = ê∗ · ê = 1; ê · ê = ê∗ · ê∗ = 0Daí deduzimos que

γ2 ≈ 1 + a2w + i
(

awa
∗
se

i(φw−φs) − cc
)

+
p2z
m2

ec
2

(9)Substituindo a expressão aima na de�nição (1) para a força ponderomo-tiva, temos:
~Fp = −mc

2

2γ
∇
[

1 + a2w + i
(

awa
∗
se

i(φw−φs) − cc
)

+
p2z
m2

ec
2

]

, (10)
~Fp = −∇V, (11)

V =
mec

2

2γ

[

1 + a2w + i
(

awa
∗
se

i(φw−φs) − cc
)

+
p2z
m2

ec
2

]

. (12)Considerando pequena a variação da energia do elétron, i.e., γ ≈ γe, e omomento pz sendo aproximadamente onstante, podemos utilizar o potenialponderomotivo nas equações de FEL na forma
V = i

mc2

2γe

(

awa
∗
se

iθp − cc
)

, (13)onde θp = φw − φs = (ks + kw)z − (ws − ww)t é a fase da onda ponderomotiva noreferenial do laboratório. 67
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