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Resumo

Lasers de Elétrons livres sao hoje uma area muito ativa de pesquisa. Tais dispositivos
podem gerar alta poténcia de radiagao coerente convertendo a energia de um feixe de
elétrons relativisticos em energia de campo eletromagnético. Para tanto o feixe é inje-
tado em um ondulador (wiggler), que é basicamente um campo magnetostatico perioédico
ou, alternativamente, um pulso de laser em sentido contrario ao feixe (onduladores eletro-
magnéticos, ou opticos). O wiggler obriga o feixe, inicialmente em movimento retilineo,
a oscilar e emitir radiacao eletromagnética.

Os FELSs sao capazes de operar em uma extensa banda do espectro eletromagnético,
em comprimentos de onda que nao sao acessiveis aos lasers convencionais. Esta flexibili-
dade de frequéncia é devido ao fato de que o comprimento de onda da radiacao coerente,
Ar, € principalmente determinada pela energia do feixe e pelo periodo do wiggler, que
satisfaz a condicio de ressonancia aproximada )\, = M\, /472, para wigglers 6pticos, ou
A 22 Ny /272, para wigglers magnetostaticos, onde 7, é a energia normalizada longitudi-
nal do feixe de elétrons e A\, é periodo do wiggler.

E bem conhecido que a teoria dos FELs foi originalmente concebida dentro da
Mecanica Quéantica por Madey e colaboradores. Em seu notavel trabalho, eles calcu-
laram o ganho de radiacao usando o método de Weizsdcker-Williams. Subsequentemente,
foi mostrado que modelos classicos podiam descrever os FELs igualmente bem, desde que
o momento de recoil de um féton nao fosse maior que o momento de spread do feixe,
caso em que Mecanica Quéntica nao poderia ser desprezada, e modelos quinticos seriam
necessarios.

Nos tltimos anos tem havido grande interesse na realizagdo experimental de FELs
baseados em wigglers opticos. O fato de operarem em comprimentos de onda da ordem
da luz vizivel ou menor da aos lasers a vantagem de funcionarem como wigglers de periodo
muito curto. Esse mecanismo tem a vantagem de utilizar feixes de elétrons bem menos
energéticos, na casa dos poucos MeVs contra dezenas de GeVs do wiggler magnetostatico,

para FELs operando na casa dos Raios-X, por exemplo. Assim, wigglers por laser pode-



riam viabilizar a construcao de dispositivos emissores de Radiagao X e Gama coerentes
com dimensdes bastante reduzidas (Table-top X-Ray Free-FElectron Lasers), baseados no
espalhamento Compton estimulado (Stimulated Compton Backscattering). Porém, restou
provado que efeitos quéanticos ndo poderiam ser desprezados nesse dominio de feixe de
baixa energia e fo6tons de alta energia, passando o FEL a operar no regime Quéantico.

Neste trabalho apresentaremos um modelo hidrodindmico para Free-Electron Lasers
que incorpora efeitos quanticos. Partindo da equagdo da energia relativistica total do
elétron sujeito a um potencial ponderomotivo, sob a hipétese de envelope lentamente
variavel, deduziremos uma equacao para a evolucao da funcao de onda do elétron que tem
a forma da equagdo de Schrodinger. Por uma transformacao de Madelung deduziremos
um sistema de equacoes de fluido para a dinamica do feixe de elétrons.

O acoplamento com as equacoes de campo nos permitird deduzir uma relacao de dis-
persao ciibica que inclui efeitos de cargas espaciais para a instabilidade, e subsequente-
mente deduziremos um conjunto de equacoes de fluido nao lineares tipo coupled-mode
para plasma quantico, capazes de descrever um feixe de elétrons relativisticos interagindo
com a radiacdo estimulada em um wiggler optico sob a aproximacao de envelope lenta-
mente variavel (SVEA).

Resultados numéricos serao apresentados ao final.



Abstract

Free-Electron Laser is today a very important area of research. These devices can
generate high power of coherent radiation by releasing the energy of a relativistic electron
beam into electromagnetic field energy. It works by injecting the relativistic beam into a
devide called undulator (or wiggler), that consists of a magnetistatic field or, alternatively,
a counterpropagating laser pulse (electromagnetic, or optical, unduladors). The wiggler
forces the beam, that moves in a straight line at the begining of interaction, to execute
a wave movement and consequently it emits electromagnetic radiation.

FELs are able to operate in a wide range of the electromagnetic spectrum, in wave-
lengths that are unreachable to convencional lasers. Such frequency flexibility is due to the
fact that the coherent radiation wavelengh, \., is mainly determined by the beam energy
and by the wiggler period, wich satisfies the aproximate resonance condition A\, = X\, /472,
to optical wigglers, or A, = \,, /272, to magnetostatic wigglers, where -, is the normalized
longitudinal energy of the electron beam and A, is the wiggler period.

It is well known tht FELs theory was originally conceived in the framework of Quan-
tum Mechanics by Madey and co-workers. In their notable work they calculated the
radiation gain by using the Weizsicker-Williams method. Subsequently, it was shown
that classical models could describe FELs equally well, if the one foton momentum recoil
is not greater than the beam momentum spread, hence quantum effects can be neglected.
Otherwise, Quantum-Mechanics effects can not be neglected, and quantum models are
necessary.

In the last years it has been happening a great interest in the experimental real-
ization of FELs based on optical wigglers. The fact of operating in wavelenghs of the
order of visible light or less, gives to a laser pulse the advantage of working as a very-
small-period wiggler. Such device also has the advantage of working with a much lower
energetic electron-beam, in the range of a few MeVs, instead of tens of GeVs by using a
magnetostatic undulator, to FELs working in the range of X-Rays, for example. Then,

laser wigglers might to make feaseble the construction of low-dimension coherent radia-



tion emission devices in the X-ray and Gama ray band (table-top X-Ray Free-Electron
Lasers) based on Stimulaed Compton Backscattering. But it was showed that quantum
effects might not be neglected in this domain of low-energy electron beam and high foton
energy, and the FEL get into to work in a Quantum Regime

In this work we will present a hydrodynamical model to study Free-Electron Lasers
that includes quantum effects. Starting from the electron total relativistic energy equa-
tion that includes a ponderomotive potencial term, we will deduce a equation to the
electron wave-function evolution under the Slow-Vary Envelope Approximation (SVEA)
hypotesis, which has the same shape as the Schrodinger equation. By using the Madelung
transformation, we will deduce a system of fluid equations to the electron beam dynamic.

The coupling of the electron beam fluid equations to the field ones will allow us to
deduce a cubic dispersion relation that includes space-charge effects to the FEL instability.
Subsequently we will show a set of nonlinear quantum plasma fluid equations of coupled-
mode type to quantumplasmas, which is able to describe a relativistic electron beam
interacting with a stimulated radiation inside an optical wiggler under the assumption of
the Slow-Varying Envelope Approximation.

Numerical results will be showed at the end.
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Capitulo 1

Introducao

Com o surgimento dos lasers, em meados do século passado, a humanidade
passou a dispor de um poderoso instrumento cientifico e tecnolégico, que
causou impacto em praticamente todas as area do conhecimento, indo desde
a pesquisa béasica até aplicacoes industriais, militares, em telecomunicacoes,
computagao, medicina, biologia, astronomia, etc., apenas para citar algumas.
Nao foi sem exagero que alguém disse, certa vez, que o laser era “uma solugao
a procura de um problema”.

Desde que o primeiro pulso foi disparado de um cristal de rubi sintético, em
16 de maio de 1960, no Hughes Research Laboratories, em Malibu, California,
pelo fisico Theodore Harold Maiman [1], uma grande variedade de lasers ja foi
proposta e realizada. Eles tém como principio basico a amplificacao da luz por
meio da emissao estimulada de radiacgao, oriunda do decaimento de elétrons de
um nivel excitado de energia para um nivel mais baixo, em um meio material
limitado por uma cavidade ressonante. Por isso podemos chamar esses lasers
de lasers moleculares.

Contudo, a despeito dos avangos tecnolégicos acumulados desde a sua in-
vencao, os lasers moleculares possuem limitacoes tais como baixa eficiéncia
energética e monocromaticidade fixa, sem possibilidade de ressintonia para
uso em aplicacoes diferentes daquelas para as quais foram originalmente con-
cebidos. Por fim, ficam restritos a emitir radiacao em frequéncias, no maximo,
até o ultravioleta distante, tendo em vista nao existirem materiais com gap de

energia suficientemente alto para emissao de fé6tons em frequéncias maiores,



na banda dos Raios-X, e nem com a refletincia necessaria para a manufatura
de cavidades ressonantes. '

Os Free-FElectron Lasers, ou Lasers de elétrons Livres, no vernaculo, vém
preencher essa lacuna, suprindo com radiacao coerente de alta intensidade
regioes nao abrangidas pelos laseres moleculares ou, mesmo naquelas abrangi-
das por eles, tornam possivel a construcao de dispositivos flexiveis e ajustaveis,
ja que a frequéncia de operacgao de um Free-Electron Laser nao depende das
caracteristicas do material que constitui o meio ativo, mas sim da energia
de um feixe de elétrons relativisticos, a qual pode ser alterada de maneira
continua dentro das especificacoes do acelerador. E o feixe de elétrons que
funciona como o meio ativo amplificador do campo de radiagao coerente, num
processo de conversao de energia cinética em energia de campo. Este conceito
ganhou impeto com os trabalhos de Madey et. al. [2]

A possibilidade de emissao de radiacao coerente na faixa de Raios-X e
Gama tem tornado a pesquisa em Free-FElectron Lasers bastante atrativa,
tanto tedrica quanto experimentalmente. Diversos paises vém desenvolvendo
projetos nessa area, como por exemplo, o European X-Ray Free-Electron
Laser (XFEL), na Alemanha|3], o Linac Coherent Light Source (LCLS), nos
Estados Unidos[4], e o SPring-8 Compact SASE Source (SCSS), no Japao [5].
Todos esses dispositivos tem por objetivo final a geragao de pulsos ultra-cutos
e brilhantes de Raios-X, cuja aplicabilidade inclui imagemento de estruturas
em escala atomica e observacao de fendmenos ultra-rapicos, da ordem de
femtossegundos.

Com esse poder de resolugao espacial e temporal é possivel obter imagens
de moléculas individuais, estrutura de virus e proteinas, nanoestruturas ar-
tificiais, etc. Também tornam possivel a investigacao, quadro a quadro, de
reagoes quimicas fugazes e complexas, como a fotossintese.

Muitos sao os beneficios nas areas de nanotecnologia, producgao de energia,
biologia, medicina, eletronica, dentre outras. Soma-se a tudo isso a possibili-

dade de abertura de novos campos de pesquisa, diante de uma nova janela de

! As maiores frequéncias sio obtidas com os lasers eximeres, que podem atingir comprimentos de onda

tao pequenos quanto 126 nm, para o Arg, ou 146 nm, para o K2, por exemplo.



investigacao da natureza.

A principal caracteristica de um Free-FElectron Laser é que a radiagao co-
erente é gerada por um efeito de agrupamento (bunching) do feixe de elétrons
dentro do comprimento de onda radiagao (as vezes referido como comprimento
de onda 6ptico). Esse fendmeno é devido a for¢a ponderomotiva associada a
combinacao de dois campos, o da propria radiacao e do campo magnético de
um dispositivo denominado wiggler, ou ondulador, no vernaculo, cuja funcgao é
forcar o feixe de elétrons a oscilar perpendicularmente ao seu movimento ini-
cial. Esse movimento oscilatorio, que é paralelo ao campo elétrico da radiacao,
permite ao elétron interagir com o campo e fornecer-lhe energia, amplificando-
o.

Os wigglers podem ser um conjunto de imas permanentes alternados ou
um pulso de laser (convencional) se propagando no sentido contrario ao feixe
de elétrons. Neste tltimo caso teremos um wiggler 6ptico.

Quanto a teoria de Free-FElectron Lasers, eles podem ser descritos por
meio da Teoria Quantica de Campos, Eletromagnetismo classico e Mecanica
Quantica. De fato os primeiros modelos se baseavam na Mecanica Quéantica,
mas o eletromagnetismo classico se mostrou como uma 6tima aproximacao
para dispositivos operando até a faixa das microondas, ou mesmo luz vizivel,
e utilizando feixes de elétrons altamente relativisticos.

Recentemente tem ocorrido um retorno aos modelos quanticos, uma vez
que para Free-Electron Lasers operando em comprimentos de onda na casa
dos Raios-X e Gama os efeitos quanticos precisam ser considerados, como, por
exemplo, o recuo (recoil) dos elétrons devido ao campo da radiagdo emitida
por eles proprios. Efeitos quanticos sao especialmente relevantes quando a
energia do feixe é pequena, i.e, quando o feixe é relativistico, mas nao muito
(poucos MeVs). Nessas condigoes o momento do féoton emitido pode ser da
mesma ordem de grandeza que o momento do elétron.

Nesta tese desenvolvemos um modelo para Free-Electron Lasers em que
o feixe de elétrons é tratado como um fluido quantico. Considerando que
a energia e o momento do elétron sao grandezas que variam lentamente no

tempo e no espaco, deduzimos uma equacgao tipo Schrodinger para evolugao
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da funcao de onda de um fluido de elétrons a partir da equagao para a energia
relativistica total de um elétron sujeito a um potencial ponderomotivo de um
wiggler Otico e de cargas espaciais. As transformacoes feitas sao validas na
aproximacao eikonal e equivalem a uma aproximacgao de Envelope Lentamente
Variavel (Slow-Varying Envelope Approrimation - SVEA).

As equacgoes de fluido para a dinamica do feixe de elétrons sao obtidas a
partir da equacao de Schrodinger por meio de uma aproximacao semi-classica,
a transformacao de Madelung, na fungao de onda dos elétrons, que subse-
quentemente sao acopladas as equagoes de campo eletromagnético (wiggler
+ radiacao). A radiacao amplificada é vista como um espalhamento Comp-
ton estimulado, no qual o feixe relativistico espalha fé6tons do laser incidente

gerando radiacao de ultra-curto comprimento de onda.
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Capitulo 2

Laser de Elétrons Livres

2.1 Descricao classica

Neste capitulo veremos a fisica basica de um Laser de Elétrons Livres, a
que chamaremos pela sigla em inglés FEL, de Free-FElectron Laser, por ser
amplamente utilizada na literatura.

FELs sao dispositivos capazes de gerar ou amplificar radiacao eletromag-
nética (EM) convertendo a energia cinética de um feixe de elétrons relativis-
ticos em energia de campo.

Sabemos da teoria eletromagnética que para emitir radiagao, uma carga
elétrica precisa estar acelerada e que esta emissao é especialmente intensa se
a aceleragao for perpendicular ao movimento[6]. Considerando um elétron
com velocidade inicial na direcao Z, podemos acelera-lo transversalmente por
meio de dispositivos wigglers, que sao comunente construidos com uma série
de eletroimas ou magnetos permanentes arranjados em fileira com seus polos
alternados para produzir um campo magnético periédico, podendo ser config-
urados de maneira linear ou helicoidal. Define-se por periodo a distancia A\,
entre dois p6los de mesmo sinal. Wigglers magnetostaticos tipicos possuem
periodos da ordem dos centimetros [7]-[10] e comprimentos L, = N,\, da
ordem dos metros, onde N,, é o nimero de periodos contados da entrada a

saida do dispositivo '.

!Para FELs operando no maximo em frequéncias da ordem da luz vizivel. Para ultravioleta e Raios-X o
reduzido ganho da radiagao obriga o uso de wigglers maiores, podendo chegar a dimensoes quilométricas,

como veremos adiante.
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Figura 2.1: Esquema bésico de um Wiggler linear. Figura reproduzida para ilustracao,
extraida do artigo intitulado Free-electron lasers: Status and Applications, de Patrick G.

O’Shea and Henry P. Freund - Revista Science - Vol. 292, 8 de junho de 2001.

Figura 2.2: Esquema bésico de um Wiggler Helicoidal. Figura reproduzida para ilus-
tracdo, extraida do artigo intitulado Free-electron lasers: Status and Applications, de

Patrick G. O’Shea and Henry P. Freund - Revista Science - Vol. 292, 8 de junho de 2001.

Ao ser injetado no wiggler, a forca de Lorentz (x 7 x B,) faz com que o
elétron oscile N, vezes o comprimento de onda )\, até o final de sua trajetoria.
Mas, em seu proprio referencial, o que ele experimenta nao é um campo mag-
netostatico, mas sim uma pseudo-radiacao eletromagnética de comprimento
de onda )\, = \,/7., onde 7, é o fator de Lorentz associado a velocidade

longitudinal do elétron, (v.), que o faz oscilar e emitir um outro pacote de
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onda de comprimento N,\, , centrado em )\, ~ )/ , que é novamente contraido
pelo fator v, quando observado de volta ao referencial do laboratério, pelo
efeito Doppler. O elétron age como um espelho relativistico onde a radiagao é
refletida por Espalhamento Compton para tras (Compton back-scattering), e
que é vista no referencial do laboratério como radiagao de emissao espontianea

(sincroton) de comprimento de onda dado aproximadamente por [11] (pag. 5)

T 292

S

(2.1)

onde v, = 1/y/1 —v2/c?, e a velocidade v, depende dos parametros do wiggler.

Visto que os elétrons de um feixe se distribuem em fases randdmicas um
em relacao ao outro, a radiacao espontianea do ondulador acaba por ter uma
intensidade proporcional a corrente, uma vez que os elétrons emitem inde-
pendentemente um do outro, o que resulta em uma soma incoerente, i.e.,
sem a correlacao de fase tipica dos lasers. Assim, a radiacao de N elétrons
é simplesmente N vezes a de um elétron. Ainda mais, devido a trajetoria
finita dentro do ondulador, a radiagao nao sera exatamente monocromatica,
mas terd uma distribuicao espectral centrada na frequéncia da emissao espon-

tanea ws = 2mc/ ), obtida por transformada de Fourier [12]

sin? T w—w
f(w)oc( <>; ¢ = (v —w,) (22)

¢ wg
Considerando a possibilidade de emissao fora do eixo, a equagao (2.1) passa

a ter sua forma mais acurada [13]
A
Af>$a+@+$¥% (2.3)

onde vy =1/4/1— 53 — 32) é o fator de Lorentz total elétron, 6 é o Angulo entre
a velocidade paralela do elétron e o vetor de onda ks da radiacao emitida,
Ay = ey By /2mmc? ~ 0.93B,(T) Ay (cm) é o chamado pardmetro de wiggler.

O vetor B_l é a velocidade perpendicular do elétron, normalizada por c,
induzida pelo campo do wiggler - quiver motion-, cuja expressao, desprezando-
se a perturbacao de ordem superior devido ao campo da radiacao, pode ser

aproximada por [11] (pag. 5)

BL=——. (2.4)



As equacgoes (2.1)-(2.3) ditam a frequéncia de operacao de um FEL, per-
mitindo que operem em praticamente todo o espectro eletromagnético, ba-
stando um ajuste cuidadoso do periodo do wiggler ()\,) e/ou da energia do
feixe.

Foi desprezado o recuo do elétron, de acordo com uma descricao classica-

relativistica onde hw << ym.c?.

2.2 Amplificacao por emissao estimulada e o regime de baixo

ganho

Na secao anterior vimos que um feixe de elétrons passando através de um
wiggler gera radiacao espontinea de comprimento de onda centrado em A,
dado por (2.3). Nesta se¢ao veremos que condigoes deve satisfazer um campo
de radiacao pré-existente no wiggler de forma que interaja com o feixe de
elétrons.

Seja A, o potencial vetor associado ao campo magnético de um wiggler
helicoidal e A4, o potencial vetor associado ao campo elétrico E, de uma ra-
diacao eletromagnética circularmente polarizada que se propaga na diregao 2

positiva, descritos por

—

Ay = Ay [2cos(kyz) + gsin(kyz)] ; kyw =27/ Ay (2.5)
A, = A, [Zcos(—ksz + wst — o) + Gsin(—ksz + wst — 1)o)] ; ks = ws/c =21/ Ag
(2.6)
B 10 -
E,=--2A4,, 2.7
cot (27)

onde ky(s)s Au(s)s € Wy(s) R cky(s) Sa0, respectivamente, o nimero de onda, o
comprimento de onda, e a frequéncia do wiggler(radiagao). )y é uma fase
relativa da radiacgao.

Escolhemos a configuracao helicoidal a fim de evitar desnecessaria com-
plicacao com harmonicos de ordem superior, presentes quando se tem on-
duladores lineares, em que a velocidade longitudinal do elétron, v,, nao é
constante.

O campo ffs pode ser oriundo de uma fonte externa (um laser convencional)

ou da propria emissao espontanea do ondulador, que vimos na secao anterior.
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No primeiro caso o FEL funciona como um amplificador e no segundo caso
como um oscilador.

Quando funciona como oscilador dizemos que o FEL opera no modo
SASE (Self-Amplified Spontaneous Emission), ou Emissao Espontanea Auto-
Amplificada, de fundamental importancia quando nao dispomos de uma fonte
externa de radiacao coerente, como no caso dos raios-X.

Consideremos agora um elétron se movendo dentro do wiggler no mesmo
sentido da radiagao. Visto que o wiggler lhe induz uma velocidade perpen-
dicular (¢,), que é paralela ao campo elétrico da radiagao (ES), trabalho é
realizado sobre o elétron, cuja taxa temporal de variacao de energia é dada
por

; . 0 ;

d . S
%’ymc =—et -Es=ef, - EAS' (2.8)

Substituindo as definicoes de campo (2.5) e (2.6) na equagao (2.8), usando
a expressao (2.4) para 61, e fazendo a aproximagao paraxial, isto é, d/dt =
v.d/dz =~ cd/dz, uma vez que v, ~ ¢, obtemos a seguinte expressao para a

variagao do fator ~ relativistico do elétron:

d Ay Qs
— = —k,
dz7

sin(1). (2.9)

A equacao (2.9) evidencia o acoplamento do feixe de elétrons com a ra-
diagao eletromagnética via wiggler. Foi utilizada a normalizagao a,,) =
eAw(s) /mc?, na qual a,, coincide com o parametro de wiggler.

A fase ¢ = (ky + ks)z —wst + 1o é a fase ponderomotiva do elétron no campo

do wiggler e da radiagcao combinados, que se propaga com a velocidade de fase

W
ke + ky

(2.10)

’Up:

Para que haja efetiva troca de energia entre o elétron e a radiacao, o
produto escalar (¢, - F5) deve permanecer constante, e assim também a fase

ponderomotiva, de forma que podemos escrever

d
aw = (kw + ks)vz — Ws = 0. (211)

Fazendo a aproximacao 3, = 1 e ws = cks deduzimos, a partir da equacao

(2.11), a assim chamada condi¢ao de ressondncia, que é dada por
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Aw Aw 9
= 2w w2y 2.12

Devemos notar que a equagao (2.12) é a mesma que a do comprimento
de onda para a emissao espontianea do wiggler, mostrada na secao anterior,
eq. (2.1). Isso significa que, para elétrons ressonantes, i.e, elétrons cuja
velocidade seja igual a velocidade de fase da onda ponderomotiva (v, = vp),
a interacao com a radiacao espontinea é maxima. O fator de Lorentz para

elétrons ressonantes é dado pela condicao

Aw (14 a2)

’y:’}/r: )\S

(2.13)

Mas ter um feixe de elétrons cuja energia satisfaca a condicao de ressonin-
cia nao garante que ocorra amplificacao da radiagao semente.

Analisando a equagao (2.9) nota-se que para haver transferéncia de ener-
gia do elétron para o campo, a fase ponderomotiva deve se situar no intervalo
0 < ¢ < 7, otimizando-se em ¢ = ¢y = 7/2. Uma vez que um feixe é com-
posto por aglomerados de elétrons que sao tipicamente muito maiores que o
comprimento de onda éptico ?, e estio randomicamente distribuidos longitu-
dinalmente, entao para cada elétron em uma fase capaz de fornecer energia
ao campo (emissao estimulada), havera outro em posi¢do de drenar energia
(absorcao estimulada), resultando em ganho liquido nulo.

Se for dado um pequeno acréscimo de energia ao feixe, a fase ponderomo-

tiva passa a evoluir lentamente no tempo, de acordo com a equacao

d
aw ~ 2kyn (2.14)

onde 7 = (v — )/ & o desvio relativo da energia -normalizada por mc?- em

relacao a energia ressonante.
Tomando a derivada em z da equacgao (2.14) e substitutindo-a em (2.9),

deduzimos uma equagao para a dindmica dos elétrons no espaco de fase (v, 1),

2Para comprimentos de onda muito pequenos pode-se garantir a validade dessa afirmacio para qual-
quer feixe no atual estado-da-arte dos RFLinacs. Por exemplo, o European X-RAY FEL esta sendo
construido para operar com pulsos de elétrons de 80 fs [14], o que equivale a um comprimento de 24 pm,
enquanto o Stanford LCLS vem operando com pulsos de 7-10 pm [15], que sdo bem maiores até que o

comprimento de onda da luz vizivel.
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que tem a forma da equacao do péndulo, qual seja,

d*

dz?

+ KZ%sin(¢y) = 0. (2.15)

Aqui a coordenada longitudinal foi normalizada pelo comprimento do on-
dulador, i.e., 2 = z/L,, e K? = 2k, ksa,asL? /~2.

O ganho da radiagao ¢é obtido resolvendo-se a equacgao (2.15). A solugao
numérica é feita usualmente discretizando-se uma secao do feixe como se fosse
um aglomerado de N macroelétrons monoenergéticos distribuidos inicialmente
de forma homogénea dentro de um periodo do potencial ponderomotivo (0 <

P < 2m).

V ks Rotation

Y- r=

T
< Oscillation

Figura 2.3: Evolucao no espaco de fase. Se o incremento de energia for pequeno, os
elétrons executam uma oscilagdo harmonica dentro do espaco de fase (em vermelho), que
se torna anarmoénica & medida que v cresce, até o limite definido pela separatriz (curva
em preto). Para valores de energia maiores, quando 7 se encontrar fora da separatriz,
os elétrons escapam do poco de potencial e executam uma rotacao no espaco de fase
(em azul). Figura reproduzida para ilustragao, extraida de trabalho de Peter Schmiiser -

Institut Fiir Experimentalphysik, Universitdt Hamburg, Germany.

Se v = ~,, todos os elétrons sao capturados pelo poco de potencial, sendo
que metade deles doa energia para a onda e a outra metade extrai energia da
onda, resultando em ganho liquido nulo, como mencionado anteriormente.

Mas, se v > 7,, os elétrons terao velocidade um pouco superior a velocidade

de fase da onda ponderomotiva, e serao desacelerados, transferindo energia
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para o campo da radiagcao semente. Assim, um nimero maior de elétrons
fica em condigoes de doar energia, resultando em ganho liquido positivo. Se
v > v, o feixe ficara completamente fora de ressonéncia, cessando a interagao

com o potencial, nao mais havendo transferéncia de energia.

e =y .
— -
’_f'/.d//ia"'(__,_.-—!.—-_‘;‘ Mo = RETS
I LL L L ;i ps e,
."\-\__|_.-F"r_f'f__,: o M
‘rl' et — ity : -
Rt Separalrix
R )

S o 'll.l' " =it ] 1 %

Figura 2.4: Trajetoria dos elétrons dentro de um pogo de potencial ponderomotivo. Se
v = 7, um nimero igual de elétrons doa e retira energia da onda, resultando em ganho
liquido nulo. Se v > 7, um nimero um pouco maior de elétrons é capaz de doar energia,
resultando em ganho liquido para a onda dentro de uma oscilagao. Figura reproduzida
para ilustracao, extraida de trabalho de Peter Schmuser - Institut Fiir Experimental-

physik, Universitit Hamburg, Germany.
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Dois modos de operacio se distinguem: Quando K? = cte, o campo da
radiagao, a,, varia pouco ao longo do ondulador, e o FEL opera no chamado
Regime de Baixo Ganho (Low-Gain Regime). Quando K? < 1 temos o Regime

de Sinal Baixo (Small Signal Regime). O ganho da radiagao é dado por

(2.16)

onde Gy é uma constante proporcional 4 densidade. Este é o teorema de
Madey, segundo o qual a curva do ganho da radiacao é a derivada negativa
da curva da intensidade da radiacao do wiggler.

Os regimes acima mencionados sao baseados no paradigma de ondulador
curto e baixa intensidade de corrente, e os modelos sao de interacao de
particula tnica.

Para maximizar a eficiéncia energética, usualmente acoplam-se acelerador
de particulas e wiggler de maneira que o feixe de elétrons execute uma tra-
jetoria fechada, retornando ao acelerador para restabelecer sua energia ini-
cial, para entao ser injetado novamente no wiggler. Como a intensidade da
radiagao é praticamente constante ao longo de uma tinica passagem do feixe
pelo wiggler, esse esquema necessita incorporar cavidades ressonantes do tipo
Fabry-Perot, com espelhos nas extremidades, sendo a radiagao amplificada
lentamente ao longo de muitos ciclos. O feixe de elétrons torna-se o meio
ativo e a radiagao coerente é emitida por pacotes de elétrons (bunchings) que
se formam com dimensoes dentro da escala do comprimento de onda 6ptico.
A saturacao da radiacao ocorre quando os pacotes atingem densidade maxima

e emitem como verdadeiros macroelétrons de elevada carga.
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mirror

Figura 2.5: Esquema béasico de um Low-Gain FEL. Figura reproduzida para ilustracao,
extraida de trabalho de Peter Schmuser - Institut Fiir Experimentalphysik, Universitat

Hamburg, Germany.

Mas esse mecanismo de baixo ganho mostra suas limitagoes quando de-
sejamos construir FELs operando em comprimentos de onda muito curtos
(abaixo de 100 nm). Nessas condigoes, cavidades ressonantes sao inviaveis
visto que a refletividade dos metais cai rapidamente para zero em incidéncia
normal. A solucao reside em achar um mecanismo FEL em que a radiagao
atinja a saturacao ao final de uma tunica passagem do feixe por um longo on-
dulador (single-pass), iniciando a partir da emissao espontinea. Esse conceito

é o chamado (Single-Pass High-Gain Free-Electron Laser).
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2.3 O Regime de Alto Ganho

A principal caracteristica de um FEL operando no regime de Alto Ganho é
que uma quantidade muito maior de elétrons emite coerentemente, de forma
que a poténcia irradiada é proporcional & N2, onde N, é o ntimero de elétrons
dentro de uma regiao coerente. Isso acontece devido a um processo de mi-
crobunching [18], no qual elétrons que perdem energia para a radiagao per-
correm um caminho mais longo no wiggler, enquanto os que ganham energia
da radiagao percorrem um caminho mais curto, o que leva & uma modulagao
espacial de densidade dentro do comprimento de onda 6ptico ;.

No regime de alto ganho a variagao temporal e espacial do campo da
radiacao tem que ser considerada de forma autoconsistente, o que se faz
acoplando-se a equagao da energia e da fase escrita para os N elétrons,
egs.(2.9) e (2.14), a equacao de onda inomogénea para o campo da radiagao,
cujos termos de fonte sao as correntes perpendiculares induzidas no feixe pe-
los campos do wiggler e da radiagao combinados. De fato, o Regime de Baixo
Ganho é um caso limite do Regime de Alto Ganho quando o comprimento
do wiggler é muito menor que o chamado comprimento de ganho, L,, de
maneira que a amplitude da radiacao pode ser considerada aproximadamente
constante.

O Comprimento de Ganho é uma quantidade importante em teoria de
FELs, e é definido como a distancia que a amplitude do campo de radiagao,

as, leva para crescer um fator e = 2.718, e vale [19]

4m2a2 e?ny,

3)\ 2 1/3
L, = <M> (2.17)

onde n; é a densidade de repouso do feixe.

Muito embora o regime de Alto Ganho possa trazer a realidade exper-
imental SASE-FELs em frequéncias bem acima do ultravioleta, capazes de
amplificar o campo da radiagao até a saturagcao em uma tinica travessia pelo
wiggler, as coisas nao sao tao simples.

O comprimento de onda de operacao de um FEL é ditado basicamente

pela condigao de ressonancia (eq. 2.12), enquanto que a saturagao, e conse-
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quentemente as dimensoes do ondulador, é determinada pelo Comprimento
de Ganho (eq. 2.17). Analisando essas equagoes, vemos que para produgao de
raios-X e raios Gama devemos dispor ou de um feixe de elétrons extremamente
energético ou de um periodo de wiggler muito reduzido. O atual estado-da-
arte da fabricacao de wigglers magnetostaticos é \, ~ 1.0cm para a, ~ 1.
Por exemplo, para gerar Raios-X da ordem de 10~%cm (1 Angstron), pre-
cisamos dispor de um feixe de elétrons com v = 10.000 ~ 5GeV, que sé6 pode
ser produzido em aceleradores com dimensoes da ordem de quilémetros. Ja o
Comprimento de Ganho, que é proporcional i v, cresce e exige a construcao
de wigglers igualmente extensos para que a saturagao seja alcancada até o
final do percurso.

Uma outra quantidade importante na teoria de FELs é o Comprimento de

Cooperagao (Cooperation lengh), dado por [19]

1/3
1 Asmec?
Le=—73 ;erCQ (2.18)
/3 \ 1672a2 e2n,,

Para pequenos comprimentos de onda, um pacote de elétrons do feixe
possui dimensao de muitos comprimentos de cooperacao, e um elétron que se
situa em um comprimento de cooperacao irradia independente dos demais, o
que leva o SASE-FEL a apresentar um espectro temporal caético de picos de
radiagao [20]. A coeréncia desejada é prejudicada pelo espectro do ruido da
inicializacao.

A solucao para tais dilemas pode estar no uso de wigglers 6pticos. Fun-
ciona como um wiggler 6ptico um pulso de laser interagindo com um feixe de
elétrons vindo na direg¢ao contraria. Durante a interacao radiacao de curto
comprimento de onda pode ser gerada por espalhamento Compton estimu-
lado, [21], [22], [23], [24], [25] ou mesmo espalhamento Raman [25], [26].

Uma vez que o comprimento de onda associado ao campo eletromagnético
do laser pode ser feito bem menor que o periodo de um wiggler magnetostatico
-chegando a poucas centenas de nandmetros nos lasers eximeres-, feixes de
elétrons menos energéticos podem ser utilizados para amplificar radiagao de
um mesmo comprimento de onda, conforme se depreende da condigcao de

ressonancia (2.12), que deve apenas ser modificada no denominador, cujo fator
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é 4 para wiggler eletromagnético, ao invés de 2. Um beneficio adicional vem
da reducao do comprimento de ganho, que permitiria o uso de aceleradores
compactos de baixa voltagem e alta intensidade de corrente. O comprimento
de cooperacio também aumenta com o inverso de /3, o que melhoraria a
qualidade da coeréncia da radiacao espalhada.

Porém, com o uso de wigglers opticos e feixes de baixa energia, o FEL
entra em um novo regime quantico. Nesse dominio modelos classicos nao
podem mais ser utilizadas, uma vez que o recoil do elétron devido ao fé6ton
emitido, de elevado momentum, pode se tornar relevante e deve ser consid-
erado (hks/ymec > 1). A transicdo do regime classico para o quiantico em um
FEL ocorre quando nao podemos mais desprezar o decaimento descontinuo
do elétron devido ao recoil, isto é, se 0 momento do elétron decai em degraus

discretos de hkg [27].

electron beam Ve
R

e LT e

wiggler pulse

scattered radiation

Figura 2.6: Esquema bésico

24



2.4 O modelo quantico para FELSs

Muito embora descritos com muito sucesso pela eletrodinamica classica,
Free-Electron Lasers foram concebidos originalmente por Madey [2] com o
uso da Mecanica Quantica. Em seu trabalho pioneiro, ele usou o método
de Weizicker-Williams para calcular o ganho devido 4 emissao estimulada de
radiacao de um modo eletromagnético paralelo ao movimento de um elétron
relativistico através de um campo magnético perpendicular alternado.

Mais tarde, A. Gover e A. Yariv [28] apresentaram um modelo quéantico
para descrever a interacao de um feixe de elétrons com uma onda eletro-
magnética dentro de estruturas eletromagnéticas periédicas, que era geral o
suficiente para descrever modos de interacao de particula tinica ou modos cole-
tivos, Giuliano Preparata apresentou um modelo baseado na Teoria Quantica
de Campos [29], Honglie Fang et. al. apresentaram um modelo semi-classico
na qual a evolugao da funcao de onda do elétron sujeito a um potencial vetor
magnetostatico é dada pela equacao de Klein-Gordon [30]. J4 Smetanin, [24]
partindo da equacao de Klein-Gordon, demonstrou que o FEL torna-se um
oscilador quéantico de dois niveis com inversao completa do meio ativo (7-
pulse). Ele mostrou ainda que o regime quantico é mais eficiente para FELs
operando em Raios-X com wiggler dptico.

Bonifacio e Casagrande, [17], defenderam que o desenvolvimento de mo-
delos quénticos seria importante visto que, primeiro, flutuagoes quanticas sao
necessarias para inicializar um sistema inicialmente em condigoes de equi-
librio, e segundo, porque elas poderiam afetar a dinanica do sistema e a
propria inicializagao (threshold). Além disso, somente tratamentos quanticos
permitiriam a investigacao das propriedades da radiagao coerente emitida e
derivacao de estatistica quantica de fétons. Nesse trabalho, compararam as
duas formulacgoes e, partindo de uma Hamiltoniana classica para um elétron
interagindo com o campo do wiggler e radiacao combinados, deduziram uma
Hamiltoniana quantizada para muitos elétrons e mostraram que a emissao
espontinea que se origina das flutuagoes de posicao e momento sao impor-
tantes para a inicializagao do ganho exponencial. Deduziram ainda a efetiva

condicao de threshold para um FEL superradiante no Regime Compton de
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Alto Ganho (High-Gain Compton Regime).

Mais recentemente, Serbeto et. al. [31] apresentaram um modelo quantico
para evolucao do feixe de elétrons em um campo de wiggler usando ondas
cinéticas, que por sua vez se baseiam na equacao para a evolugao para a
funcao de Wigner do sistema, acoplada a um campo de interagao por um
potencial ponderomotivo adequado. Esse modelo leva a uma descrigao geral
para a instabilidade Free-Electron Laser levando em conta o efeito cinético de
Amortecimento de Landau (Landau damping).

Ja nesta tese apresentaremos um modelo hidrodinidmico no qual as var-
iaveis de fluido sao obtidas fazendo-se uma transformagao de Madelung na
funcao de onda do elétron, cuja evolucao é dada por uma equacao do tipo
Schroedinger, que é deduzida a partir da expressao da energia relativistica
total, onde se fez as substituicoes do método de Whitham-Karman-Kruskal.

Apesar da perda de informacao relativa aos efeitos cinéticos, o modelo
hidrodindmico tem seu ponto forte na sua simplicidade de implementacao
numérica, visto que nao é mais necessario rodar um sistema de 2N equacgoes,
como nos modelos baseados em macroparticulas. No modelo hidrodinamico
lidamos com flutuacoes continuas de densidade e velocidade.

Modelos numéricos usuais para simulagao de FELs classicos inicializam com
uma distribuicao de um niimero razoavel de macroelétrons dentro de um pocgo
de potencial ponderomotivo, o que nao é mais possivel fazer quando lidamos
com os comprimentos de onda ultra-curtos, relevantes em Quantum-FELs.
Isto porque se torna impossivel colocar mais de um elétron dentro de um
anico poc¢o de potencial, quando no maximo conseguimos colocar 1 elétron.
Por exemplo, a densidade necessaria para distribuir ao menos 1 elétron por
comprimento de onda na faixa dos Raios-X de 0.14A = 10~%cm seria maior
que a densidade da matéria sélida. Precisariamos "encaixotar"10° elétrons
unidimensionalmente na inicializacao, o que corresponderia a uma densidade

eletrénica volumeétrica de 10%7¢m 3!
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Capitulo 3

O modelo hidrodinamico

3.1 Introducao

Ao lado das formulagoes ondulatéria, matricial e em integrais de trajetoria
da Mecanica Quantica, introduzidas por Schrédinger, Heisenberg [32] e Feyn-
man [33], respectivamente, existe a formulacdo Hidrodindmica, idealizada
ainda em seus primeiros dias por Erwin Madelung [34] e De Broglie. Nessa
descricao a equagao complexa de Schrédinger é convertida em um sistema
de duas equacgoes diferenciais parciais nao lineares reais identificadas como
equacgoes hidrodindmicas, sendo uma para a densidade de probabilidade e a
outra para a dinamica de um campo de velocidade de fluido.

Recentemente, Hass e colaboradores vém usando modelos hidrodinaAmicos
para descrever plasmas quanticos. Por exemplo, na referéncia [35], partindo
de um sistema tipo Schrédinger-Poisson, deduziram um sistema de equagoes
diferenciais nao lineares acopladas onde analisaram a contrapartida quan-
tica dos modos BGK (Bernstein-Greene-Kruskal modes), o que vieram a
chamar de modos Quantum BGK, ou QBGK, bem como os efeitos quanti-
cos na instabilidade de dois feixes (two-stream instability). Na referéncia
[36], descreveram os estados estacionarios de um gas de elétrons e apre-
sentaram uma relagao de dispersao linear para plasmas quanticos, na forma
(w? = w§e+k2v%+52kz4/4mz), onde m, é a massa do elétron e vp a velocidade de
Fermi unidimensional. Finalmente, na referéncia [37], descreveram a propa-

gacao de ondas ion-acusticas quase neutras, mostrando que a dindmica dos
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ions tem uma caracteristica quantica, muito embora devessem de comportar
de forma classica devido a grande massa.

Neste capitulo, mostraremos que a interacao de um feixe de elétrons com
um potencial eletromagnético pode ser descrita por um sistema de equacoes
tipo Schrédinger-Poisson, desde que a variagao de energia-momento do elétron
seja lentamente variavel no tempo e no espago. A partir de entao, definindo a
funcao de onda do elétron da maneira como descrita nos trabalhos apontados
no paragrafo anterior, deduziremos um sistema de equagoes de fluido que de-
screvem resposta do feixe a esse potencial, incluindo os efeitos da distribuicao

espacial de cargas.

3.2 A equacao de Schrodinger

Seguindo a referéncia [31], vamos partir da expressao da energia relativis-
tica total de um feixe de elétrons sujeito a um potencial ponderomotivo V', o
qual é oriundo do batimento do campo de um wiggler 6ptico combinado com
o campo da radiagao espalhada pelos proprios elétrons. Generalizando nosso
modelo, incluimos um potencial ¢ devido as flutuacoes da densidade de carga

no feixe. Assim, no referencial do laboratério, temos:

E =\/p2c? + m2ct + V(7,t) — ep(T, ). (3.1)

Para elétrons livres (V = ¢ = 0), a energia relativistica total (E = hw.) e o
momento dos elétrons (7, = hk.) sido constantes, sendo k. o vetor de onda (de
De-Broglie) e m. a massa dos elétrons no repouso. Porém, sob a acdo de um
potencial, essas quantidades variam lentamente no espaco e no tempo. Usando

o método Whitham-Karman-Kruskal, o qual é equivalente & quantizacao da

Otica geométrica, podemos fazer as substituicoes

E—h <we + i%) . . — h(ke —iV), (3.2)

as quais sao validas na aproximacao eikonal, sendo equivalentes & aproxi-

macao de envelope lentamente variavel (Slow-Varying Envelope Approxima-

'De fato V foi definido de forma a possuir dimensio de energia potencial.
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tion - SVEA). Se ¢ for a funcao de onda do elétron, entao valem as aproxi-

macoes

0 -
alb |<< We | (0 |’ | Vi |<<| ket | . (33)

Substituindo (3.2) dentro da expressao para a energia (3.1), obtemos o

resultado parcial

R 1/2
G%+rﬁ)—gyﬂ1—8gj(%@-v+vﬂ}/:(V—amm@ (3.4)
ot
onde
2,2 micz
Qe=c"k;[1+ thg (3.5)
¢ 1
1 m2c?\ 1 m2ct
-1 _ e _ e
QE_@@O+#@> _ﬂgo_#@' (36)

Na dedugao do termo (3.6), utilizamos a expressao para a energia relati-

vistica total do elétron livre, E? = c?p? + m2c?

, onde se fez as substituicoes
E = hw, e p, = hk,.
Entao, substituindo (3.5) e (3.6) na equagao (3.4), e expandindo o termo

entre colchetes até a segunda ordem, pois assumimos que as derivadas sao de

variacao lenta, obtemos

8 2h 2.4
ih (a + 77@ . V) 1/} + ;we [VQ — (1 — Z;i2> (ﬁ : V)2‘| 1/1 = (V(ﬁt) - e(b(ﬁ t))% (37)

e
onde 4 = k./k. é um vetor unitario na diregao de k. e 7, é a velocidade inicial
do elétron (nao perturbada), associada a energia hw, e ao momento %k., sendo

definida por

1 1
. ke m2c?\ 2 A2\ ?
Ve = Ck_e (1 —|— h2k2 ) = C <1 + p) u, (38)

e
onde ¥, ~ (hk./m.)t para o comprimento de Compton do elétron \. = h/m.c <
Ae = 27/ke € U, = cti para \. > \.. Estamos assumindo que o sistema composto
por N elétrons é descrito como um ensemble quantico representado por uma
funcao de onda macroscoépica (7, t) normalizada de maneira que a densidade
2

de elétrons seja n(7,t) = |[¢(7,t)|°. Assim a funcao de onda 1 vale nao apenas
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para um tinico, mas para todos os elétrons do feixe. Essa normalizacao é val-
ida uma vez que estamos lidando com um ensemble de elétrons que interage
apenas coletivamente através do potencial eletromagnético, i.e., estamos assu-
mindo que os elétrons encontram-se em um tnico estado puro perfeitamente
coerente.

Facamos uma transformacao de variaveis do referencial do laboratério (7, t)

para o espaco (5, t'), definida da seguinte forma:
C=r—at, =t (3.9)

As derivadas se modificam de acordo com os operadores:

0 0

V=V mT o

— .- Ve (3.10)

Cumpre esclarecer que essa transformacao matematica nao € uma mudanca de

referencial no sentido restrito, como se fosse uma transformacio de Galileu?.
O que estamos fazendo é procurar por solugoes propagantes, na forma E =
7 — vpt. Contudo, por simplicidade, nos referiremos as grandezas fisicas que
sao funcgoes de 5, t' como waridveis no referencial do feire, ou varidveis no
referencial transformado, se for necessario.

Vamos reescrever o operador V. de maneira que o mesmo seja decom-
posto em uma componente paralela e uma perpendicular ao vetor unitario u,
definido em (3.7). Assim,

0 0

‘ 3<||u+8<¢ (310

Substituindo (3.10)-(3.11) em (3.7), obtemos uma equagao que é formalmente

idéntica a equacao de Schrodinger, qual seja,

212 2
0 h(@ 0

— = 42 =(V — 3.12
onde fizemos a substituicdo hw, = v.m.c?, sendo 7. o fator relativistico associ-
ado a velocidade 7. do elétron e foi usada a definicao E: Qe+ Ql.

O potencial ¢, devido a separagao de cargas, é descrito pela equacgao de

Poisson, isto é,

Ve E=-V¢ E| —=V¢ B =V E| + Vip =drely|*. (3.13)

’De fato, uma mudanca de referencial implicaria o uso da transformacio de Lorentz.
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3.3 A transformada de Madelung

De acordo com Madelung [34], Bohm [38], Wilhelm [39], a equacgao de
Schrodinger pode ser transformada em um sistema de equagoes hidrodinami-

cas com o uso do ansatz

W(C,t) = A e S N/ (3.14)

onde S é a acao do sistema e A é uma grandeza que varia lentamente no
tempo, sendo A > 0.
Substituindo esta representacao da fungao de onda dentro de (3.12), obte-
mos a equacao
o i, 0 2 for i o, 20 .0, Afd.)
ih{—A+—A—S}+7 =5 A+ - A=55+ —5—FA—- =5 | =95 +
ot! h ot 2me'y3 {8C|2 h 8Cﬁ h 8C|| BCH hz <8C” )

e

2meye | OC2 hact hac, "o, n2 \ ¢,

que pode ser dividida em uma parte real e uma imaginaria. A parte imaginaria

2 2 . 2 . 2
n {a Ay ig 0 g 20 g0 A—£< 0 S> }:(V—egb)A, (3.15)

é

o, 1f A & 2 9 0 1 A & 2 0 .0
@A_{_a {mﬂga—fﬁs " me'Yg 6—4”5%14} +§ {merye aCiS - MeTYe 64L58CLA} =

Multiplicando todos os seus termos por A, temos

0 0 A% 9 0 A2 0
A —— 5+ St =0. 3.16
o' ) {mﬂ? e } 1L {me% L } (3.16)

As funcdes reais A(C,t') e S(C,t') podem ser associadas a densidade

eletronica n(C,#') e A um campo de velocidade 7((, ') da seguinte forma:

A = [y? =, (3.17)

1 0 P
= —_— = -]_
Y me’YgaCHS meys’ (3.18)
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10 pL
= = -].
v MeYe aCJ_ o MeTYe ’ (3 9)

Substituindo (3.17)-(3.19) em (3.16), obtemos a equagao de fluido

0 0 0
50" + 8—(” {m}H} + ac, {nv,} =0, (3.20)

que pode ser reescrita como

%mvg - (n?) = 0, (3.21)

onde v foi decomposto em componentes paralela e perpendicular ao vetor de

onda de De-Broglie para o elétron livre, k. = Pe/h, i.e.,

Coletando os termos reais da equagao (3.15), reagrupando-os e dividindo

pela funcao A, chegamos a seguinte equacao:

2
d 1 9 1 0 2
o> " 2me3 (%S> T mere (ES ) a

(18 (16
= —(V - 6(}5) + m <Za—<|2A> + 2me’ye (Z@A> . (322)

Observemos que (3.22) se reduz a equacgao de Hamilton-Jacobi quando

h — 0, e os dois tltimos termos do lado direito fazem parte de um potencial
quantico nessa aproximacao quasi-classica.
Continuando a deducao das equacoes hidrodinadmicas, vamos aplicar o op-

erador V. em ambos os lados de (3.22). Dai temos:

2
) 1 ) 1 o \?
g ST G B Ve (%S> F Ve (5e) =
h? 1 92 h? 1 07
=-—V(V —ep)+ mVC (Za—(ﬁA> +—V¢ <——A> . (3.23)
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3.4 As equacoes de fluido

Usando as expressoes (3.17)-(3.19) novamente, obtemos a equacao de

transporte de momento na formulagao hidrodinamica [40]

o ., 1 h? 1
@p + §V<(v ﬁ) = —VC(V - 6@) + mvg {%Dg\/ﬁ} ) (3'24)

onde foram usadas as defini¢oes

1 02  0?
7=VS§, D2 — <_— + —) ) (3.25)
¢ \n2agt ot

O ultimo termo da equagao do momento (3.24) é uma forma assimétrica
do chamado potencial de Bohm, que retém a informacao quantica do sistema,
e tem sido usado para descrever plasmas quanticos [35]-[37],[41]-[43] e super-
condutividade [44], sendo relevante em comparacdo com outros termos de
potencial quando lidamos com gradientes ingremes de densidade de particu-
las, por exemplo, na juncao de dois supercondutores. Note-se ainda que a
equacgao (3.24) se reduz ao resultado classico quando desprezamos os efeitos
quanticos, i.e., no limite i — 0.

Note-se ainda que, ao invés de um termo na forma v - Vp, obtivemos um
na forma 1/2V(7-p) em (3.24). Isso porque os vetores ¥ e p' nao sao paralelos,
mas formam um angulo que depende do fator relativistico 7.. No caso nao
relativistico, 7. = 1, recuperamos o termo original, qual seja, v - Vp.

Resumindo, as equagoes da continuidade (3.21), momentum (3.24), e Pois-
son, a seguir relacionadas, nos dao uma descricao totalmente relativistica da
dinamica de um elemento de fluido com densidade n(f, t'), velocidade 17(5, t'),
e momento ﬁ(f, t'), sujeito a um potencial de origem eletromagnética V e de
acumulo espacial de cargas ¢, sendo ¥ interpretado como a velocidade de fluido

no referencial transformado (,t').

%n + Ve (nd) =0, (3.26)
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o 1_ h? 1
%p + §V<(v ﬁ) = —VC(V — 6@) + ﬁvg {%Dg\/ﬁ} ) (327)

n
v§H¢ = drnge (n—b — 1) , (3.28)
~Vei-E| = —4meny, (3.29)

A equacao de Poisson foi dividida em suas partes paralela e perpendicular,
ny € a densidade do feixe no repouso e n é a densidade local de elétrons.

A velocidade longitudinal, v, na equagao (3.18) deve ser vista como uma
pequena diferenca entre a velocidade no feixe e a velocidade ressonante no
referencial do laboratério. A velocidade perpendicular, v, corresponde a
velocidade de difusao térmica transversal com momento p,. Esta velocidade
de difusao domina sobre os efeitos quanticos na direcao transversal.

Em uma aproximacao unidimensional nés desprezamos os efeitos transver-
sais fazendo % =0, AC, ) — A(Q),t') e S ) — S(¢y,t"). A fim de simplificar
a escrita, vamos suprimir as notacoes dos indices ||, L. As equacgoes (3.26)-
(3.29) se reduzem a:

0

0
i + 8—C(m)) =0, (3.30)

o) ) 1 o) oo 1 (1 0
or' o T o {‘a—cw‘e‘” * oo ¢ l% (7%) ﬁ] } 330

0? n
a—<2¢ = 4meny, <n—b - 1) . (3.32)

As equacgoes acima nos dao uma descri¢ao totalmente relativistica de um

feixe de elétrons interagindo com um campo eletromagnético através de um

potencial V, que em um FEL é fungao da amplitude do wiggler e do campo
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da radiacao, acrescido de um potencial eletrostiatico ¢, que surge devido a
perturbacgoes de densidade de cargas devido ao potencial V.

No capitulo seguinte vamos acoplar as equagoes (3.30)-(3.32) com a
equacao de onda e o potencial ponderomotivo V de forma autoconsistente.
Por transformada de Fourier uma relacao de dispersao linear sera obtida,
cujos modos normais serao analisados a fim de se verificar a ocorréncia de

instabilidades e consequente amplificacao da radiacao original.
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Capitulo 4

A relacao de dispersao linear

4.1 O potencial ponderomotivo

Primeiro precisamos escolher a forma do potencial ponderomotivo V, que
é o resultado do batimento de dois campos eletromagnéticos, o campo do
wiggler, denotada pelo indice (w), e o da radiacao espalhada, de alta frequén-
cia, que desejamos amplificar, denotada pelo indice (s). Vamos comegar, por
conveniéncia, definindo-os de forma que possuam polarizagao circular, sendo
descritos no referencial do laboratdrio pelos seguintes potenciais vetores:

-1

as(7,t) = — (éias(f', t)e's 4 cc) , (4.1)

V2

1

@l t) = —= (Eau(® e +cc). (4.2)
V2
Na nomeclatura utilizada, dy,) = effs(w)/mCQ é o potencial vetor normal-

izado da radiacao(wiggler); a(,) ¢ a amplitude do campo da radiacao(wiggler);
e ¢ = (& +i))/v/2 & um versor que tem as propriedades é-é = ¢*-¢* = 0;é-e* =

e*-e=1.

As fases harmonicas, de oscilagao rapida, sao definidas como:

bs = —ky - T+ wit, b = Ky + T+ Wat, (4.3)

onde kg, € wy) sao, respectivamente, o vetor de onda e a frequéncia da

radiagio (wiggler), sendo que |ks| >> |ky| € wy >> w,.
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Vamos assumir propagacgao apenas na direcao longitudinal, que sem perda
de generalidade podemos fazer na direcao 2. Considerando que a radiagao
espalhada se propaga no sentido contrario ao do pulso de radiacao do wiggler
(espalhamento para tras), a partir da defini¢cao de forga ponderomotiva e com
o uso dos campos definidos em (4.1)-(4.2), o potencial ponderomotivo V' pode
ser escrito da seguinte forma:

Mec?

V = ; * oi0p . 4.4
> (tlayaze™ + cc) (4.4)

Este potencial é uma generalizacao dos potenciais descritos, por exemplo,
nas referéncias [11] e [31], visto que a, nao é mais um parametro real e
constante, mas sim uma fung¢ao complexa de variagao lenta no tempo e no
espaco. Dessa forma incorporamos a possibilidade de atenuacao do campo do
wiggler (pump depletion). A deducgao de V encontra-se no apéndice.

A fase 0, = [ks + ky|z — [ws — wy]t é a fase da onda ponderomotiva. No

referencial do feixe ela é dada por:

Hp = [ks + kw]C - [(U}s - ww) - (ks + kw)ve]t, (45)

4.2 Equacao do plasma

A fim de estudar a possibilidade do aparecimento de instabilidades, como
prova inequivoca da amplificagao da radiagao de fundo, precisamos deduzir
uma relacgao de dispersao linear que descreva os modos normais do sistema. O
primeiro passo é fazer uma analise perturbativa das variaveis dinamicas. Para
um feixe de elétrons inicialmente homogéneo, devemos escrever as grandezas

perturbadas até primeira ordem
v — Ov; n — npy+on (4.6)

onde v e on sao flutuagoes na velocidade de fluido e na densidade do feixe,
respectivamente. Fazendo as devidas substituicoes, o sistema de equacoes

(3.30)-(3.32) se reduz a
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QMZL{ O v —ep) + " 8—35"} (4.7)

ot meyd | OC Amey3 C3 ny
0on 0
LS5y = 4.
o, o™ = (48)
0? on
8—@¢ = 47T€nbn—b (49)

onde foram desprezados os termos de segunda ordem e foi feita a aproximacao
V(1 +6n/np)Y? & \/mp(1 + 6n/2n) no numerador e /ny(1 + on/ny)'/? ~ /np no
denominador.

Tomando a derivada ( da equacgao (4.7) e a derivada temporal da equagao
(4.8), substituindo uma dentro da outra e com o uso da equagao de Poisson
(4.9), obtemos uma equagao que representa uma oscilagio de carga, excitada
pelo potencial ponderomotivo V, que tem a mesma forma que a equacao para
a propagacao de uma onda em plasma quéintico no referencial do laboratoério

[36], [40].

* wp 1( h \*0]om 1 O : : /
at/2 + 7§ + Z (mewg’) a—C4 n_b - @a—ggv(gat ,GS(C,t )7aw(C7t )) (410)

4.3 A evolucao da radiacao

Mas para se chegar a um sistema autoconsistente ainda precisamos deduzir
as equacoes para a evolucao das amplitudes de variacao lenta a; € a,.

Vamos comegar escrevendo, no frame do laboratério, a equacao de onda
para os potenciais vetores com um termo de corrente perpendicular, Jl, que

é a fonte dos campos. Assim,

10%) - 47 -
2

A corrente J. | é dada por

jJ_ = em_)l, (4.12)
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onde U é a velocidade perpendicular de fluido dos elétrons, que é determinada
principalmente pelo campo do wziggler, participando o campo da radiagao
CcoOmo uma pequena correcao.

A partir da equagao do movimento transversal de um elétron relativistico
sujeito a forca de Lorentz associada aos campos descritos pelos potenciais
vetores (4.1) e (4.2), deduz-se, como apresentado, por exemplo, na referéncia

[11], que ¥, é dado por

v (Gwtd) (4.13)
c Ye
Substituindo (4.13) na equacgao de onda (4.11), segue-se que
1 02 w2 n
2 =g _ p — —

onde wg = 4me’ny/me é o quadrado da frequéncia de plasma associada ao feixe
em repouso, e lembrando que foi novamente utilizada a normalizagao d,,) =
effs(w)/mecQ.

Utilizando as defini¢goes de campo (4.1)-(4.2), e fazendo o produto interno

pelo vetor complexo, ¢, em ambos os lados da equagao de onda (4.14), temos:

) 1 62 . w2 n . ) .
—i <V2 - ?ﬁ) (ase¥) = ﬁn—b(aweww — iase*); (4.15)
e
1 02 : w2 n : g
<V2 — ?ﬁ) (awe) = 02'1; n—b(awe’¢w — iage'®?). (4.16)
&

As derivadas espaciais sao:

V2 (age’®") = €% [V2 = 2ik - V — K2 ag; (4.17)

% (aweww) = ¢iw {VQ + 2iky, - V — ki} Q- (4.18)

As derivadas temporais sao:
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2 A _ 2
0_ (ase’¢s) = ¢i¥s la— + 2iwsg — wzl ag; (4.19)

ot? ot? ot
2 A A 2
% (awe’%) = v % + inw% - wi} Ay (4.20)

Substituindo-as na equacao de onda 4.15 e 4.16 temos:

1 92 ws 0 w?
= —2i—=—+"2=a
c? Ot? 2ot 2 )7

—z‘ei%(v?—zm}v_kﬁ— — -2 + =2

2
= oy (e —dase'®); (4.21)

; - 1 82 Wy O ’11}2
1Pw 2 - 2 . Wy
€¢ <V +2kav—]€w—c—2?—2lc—2—t —> Uy

U)2n

= CZ—f’;en—b(awei‘bw — iase*). (4.22)

Da mesma forma como procedemos na equacao do plasma, facamos uma
analise perturbativa nas variaveis dinaAmicas do sistema. De agora em diante

as(w) Sa0 considerados pequenas perturbagoes. Assim, temos:

1 0? - ws O w? w?

. 2 . s 2 s P
—i |V = —=— —2i |ks  V+—=—| — |ki — —= + as =

Z( c? Ot? 1[ c? (%} l 5 c? 2,

w? A 0 , 0
- (awez(qbw—qss) + P ilomo) Zn_za) : (4.23)
e
1 92 = wy 0 wy W
2 . w 2 p —
(V B ["“W'VH—Q&} B [kw—c—;wcg% e
w2 [ ; o ;
= 625 (n—tjaw — iage”(Pu=0s) _ in—Zasel(d’”d)s)) - (4.24)
e

Na aproximacao de envelope de variacao lenta (SVEA) podemos desprezar
as derivadas de segunda ordem em relagao as de primeira ordem nas equagoes
(4.23)-(4.24). Utilizando ainda a relacao de dispersao linear para uma onda
eletromagnética se propagando no plasma (wg(w) —wf, /Ye — ki(w)cQ = 0), obtemos

duas equacoes na forma de derivadas convectivas, quais sejam:

40



(8 TR 'V> 00 = 5l (aye®ee) 4 Layelot) i) (425)
n

27 2 5 4 4
Way WywYe \Tp

Na aproximacao unidimensional, fazemos as transformacoes:

0 o

a_ kS. k87 427
Voo — (4.27)

Rl Fl2 (128)

o que nos leva a forma 1-D das equagoes (4.25)-(4.26)

9 9 wp i0, O g, .07
_ _ — P - p ;"
(8t + v 8z) as S0as (awe + o Ay an as) (4.29)
b 0 ) wf, on N on g
_ _ — __ _ P __ g P 4.
(3t UV 32) Gy Zwafye (nb Gy — 1age an ase ) (4.30)

onde v,(,) = CZkS(w)/ws(w) é a velocidade de grupo da onda no plasma do feixe,
e 6, é a fase ponderomotiva definida em (4.5).
Fazendo a transformacao de variaveis para o referencial em movimento,
isto é,
0 0 0 0 0

=z —vet; t' =t — = =V — = —, 4.31
¢ =z vl o8t e fac 9. ac (431)

obtemos o sistema de equacoes

0 o wr Sn
- _ _ = — B ¢ .32
(81‘/ + [vs — ve] 3() ag w0 e Aype'’? (4.32)
e
%) d L wp dn g
(@ — [vw + ve]a—g) Ay = S0 n—base P, (4.33)

onde foram desprezados os termos manifestamente fora de ressonéancia do lado
direito, e mantidos aqueles que sao as fontes dos campos, isto é, os termos de

corrente nao lineares.
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E fonte da radiacio espalhada o termo de corrente que contém o produto
da oscilagao da densidade de elétrons (0n), induzida pela for¢ca ponderomotiva,
com a velocidade perpendicular perturbada (em primeira ordem), induzida
nos elétrons pelo campo do wiggler (a,exp(if,)/7.). A radiagdo assim gerada
se propaga em fase com a radiacao original, e amplificacao pode ocorrer. Ja a
corrente que interage com o campo do wiggler contém o produto da oscilagao
da densidade de elétrons (dn) com a perturbacao da velocidade desses elétrons
associado ao campo da radiacao amplificada (asexp(—ifp)/v.). Os demais ter-
mos nao podem eles mesmos ser fontes de a; ou a,, uma vez que én sozinho
oscila com o potencial ponderomotivo, ficando fora de ressonéncia tanto com
a radiacao espalhada quanto com o campo do wiggler. Também nao podem
ser fontes os termos em a,,,exp(+if,), pelo mesmo motivo.

As equagoes (4.32)-(4.33), juntamente com (4.4) e (4.10), abaixo reescritas
para melhor clareza, formam um sistema de equagoes de fluido nao lineares
acopladas que sao suficientes para descrever de uma maneira simples a emissao
de radiacao coerente por um feixe de elétrons relativisticos sob a agao de uma

onda eletromagnética.

#  wr 1/ hN\2d]em 1 &
atf2+73+z<—ms) 3 | my ~ mrg o’ (4.34)

2

_ .mc * 10p 4
V=i 2 ayase (4.35)
onde
0 = [ks + kwlC — [(ws — wy) — (ks + Ky )ve]t’ (4.36)

Vamos moldar a perturbacdo na densidade do plasma na forma in/n, =

! . .
kit—ut") " de forma a casar com o potencial ponderomotivo. Para tanto

el
assumimos as seguintes condi¢oes de sintonia, abaixo relacionadas, que deno-
tam as leis de conservacao de energia-momento na interacao do wiggler, da

radiacao espalhada, e da oscilacao de plasma.

hk; = hks + hk,; hw; = hws — Ay, (Ql = w; — k:lve) (4.37)
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Por conveniéncia, vamos lancar mao da mesma normalizacao usada na

referéncia [40], qual seja,

q=Lk; t=t/te=c'/L; x=C(/L; Bs=vs/c; Pe=vrc]c

1 h 1
Qp = ’U}pL/C; Q = QIL/C, g = 5 (m) ’)/g—L (438)

onde t, = N\,/c = L/c é o tempo de transito e L é o comprimento do pulso
do ondulador 6ptico com um niimero N de comprimentos de onda.

Neste modelo de interacao de trés ondas os elétrons nao precisam ser
necessariamente ressonantes tal como se impoe em FELs, tanto quanticos
quanto classicos. Assuminos também a condigao de feixe frio e ondulador
fraco. Usando perturbacoes transformadas para o espaco de Fourier e des-
prezando a atenuagao do campo do ondulador (pump depletion), chegamos a

uma relacao de dispersao linear [40]

2 02
a2

2
—_— 4.
4 y;?wsteq ( 39)

), O 2 4
Q —ﬁ—aq (Q—dsq) =

onde 5 = s — Be (Bs = vs/c = cks/ws; Be = ve/c) representa o avanco (slippage)
da radiacgao eletromagnética em relacao ao feixe de elétrons relativisticos e a
aproximacao ws =~ cks; foi usada no denominador do lado direito da equacao.
Uma vez que a frequéncia da onda eletromagnética nao é especificada, este
avan¢o é arbitrario. Contudo, do ponto de vista do laboratoério, existe um
grande espectro de frequéncias no ruido de fundo gerado pelo feixe. Estas
frequéncias competem uma com as outras e sobrevive aquela que otimiza o
avancgo em relagao a condicao de ressoniancia correspondente.

Podem ser vistos dois modos, que se acoplam através do ondulador 6ptico,
cujas relagoes de dispersao sao dadas por

QQ
Q—0,q=0; 0?2 — 7§ —o2¢t =0 (4.40)

O primeiro é o modo da radiacao o segundo é o modo de plasma quantico
com um termo de recuo, o, e numero de onda normalizado, ¢, que é o modo

do espago de cargas contraido por efeito Doppler visto no referencial em
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movimento. Esta onda de plasma se propaga com as velocidades normalizadas

de fase e grupo dadas por

Bpn = Z =0q (1 + 730—;’(14> ~ oq (4.41)

o0 202¢3
By =2 = d ~ 2B, ~ 204 (4.42)

9¢ \Jo%q* + Q2 /43

A condigao Q2/430%¢* << 1 é sempre satisfeita quando se trada de espa-

lhamento Compton, onde o potencial ponderomotivo é forte o suficiente para
dominar a dindmica do espago de cargas, cuja energia eletrostatica é mantida
como ruido.

A relagao de dispersao (4.40) obtida pode ser reduzida as encontradas nas
referéncias [20], [31] e [45] para FELs quéanticos sem a presenca do espaco
de cargas se a mesma normalizagao for empregada e §; for redefinido como o
parametro de detuning, que nao é o caso tratado nesta tese. Por se tratar de
uma equacao cubica, existem solugoes tais que Im{Q} > 0, o que corresponde
a uma instabilidade, que cresce até a saturacao.

Assim, introduzimos um modelo de fluido para plasma quantico que des-
creve a emissao de radiacao coerente como um processo de interagao de trés
ondas, sendo mais simples e realista de simular numericamente. A radiagao
estimulada é tratada como um espalhamento Compton, sem a usual formacgao
de pacotes de elétrons (bunching) resultante da interacdo nao linear com o
potencial ponderomotivo. Esta descricao é valida para feixes de elétrons re-
lativisticos, mas nao ultra-relativisticos. A taxa de crescimento linear mostra
que os efeitos das oscilagoes de espago de cargas é desprezvel para feixes

densos com elevado 7.
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Capitulo 5

O crescimento nao linear

5.1 Introducao

Acoplamento ressonante de duas ondas eletromagnéticas com uma eletros-
tatica é um fenémeno nao linear bastante importante em fisica de plasmas.
A principal caracteristica do regime nao linear, que o difere do linear, é que
os campos elétricos associados as diferentes ondas induzem no plasma cor-
rentes que nao sao mais independentes uma das outras, i.e., nao vale mais o
principio da superposicao linear. Correntes induzidas por uma onda passam
a influenciar a evolucao das demais e vice-versa, e mesmo campos elétricos
longitudinais e transversais nao podem mais ser considerados como indepen-
dentes.

Neste capitulo deduziremos um sistema de equagoes diferenciais parciais
de primeira ordem néo lineares do tipo modo acoplado (coupled-mode) capazes
de descrever a interacao de duas ondas eletromagnéticas com uma onda de

plasma longitudinal na aproximacgao de envelope lento.
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5.2 A evolucao da amplitude da Radiacao
Da mesma forma que na referéncia [46], vamos comecar definindo uma

oscilacao de plasma eletrénico na forma

i(k‘lC*Qlt/)’ (5.1)

i—f(m') — (¢, e

onde 7((,t') é uma fungio que varia lentamente no tempo e no espacgo, k; é o

niumero de onda associado a oscilagao de plasma e (; é a frequéncia, desviada

por efeito Doppler.
Entao, substituindo (5.1) nas equagoes de campo (4.32)-(4.33), obtemos:

0 d w2 e
(@ + [vs — Ue](?_C) as = ——2w:%n ape (5.2)
2

gt (5.3)

ot~ e TS ) T e

A fim de deduzir (5.2)-(5.3), foram impostas as condi¢ées de casamento

(matching)
ki = ky + ks; W = W — Wy — 6, (5.4)

onde § é uma pequena dessintonia entre a frequéncia da onda ponderomotiva

e frequéncia das oscilagoes de plasma. Portanto,

(¢, 1) e Fe—Ut) o et (5.5)
Redefinindo as e a, em (5.2)-(5.3) de maneira que as = as€, Gy = au,

obtemos as equacoes de evolucao lenta para as amplitudes de campo

d AW wy .
<@ + [vs — ve]a—C - 25) as = —QM:%TL Qp (5.6)
w2
(5.7)

<2 _ [ + ]2) 5 — __ P
ot w7 Ve a( o = 2WyYe

onde os termos do lado direito de (5.6)-(5.7) descrevem correntes nao lineares

nag,

perturbadas até segunda ordem.
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5.3 A evolucao das oscilacoes de plasma

Seguindo ainda a referéncia [46], vamos deduzir a equacao para a evolugao
da amplitude das oscilagoes de plasma sob a hipdtese de Envelope Lentamente
Variavel. Substituindo a aproximacao de onda plana para a onda de plasma,

eq. (5.1), na equacao (4.10), temos:

P wp 1/ h o\ Ny / 1 o2
T I ik (=t’) _ I
oz " 73 "1 (mevé”) ¢t (G, E)e mey? 3C2V' (5:8)

Desprezando as derivadas de segunda ordem e derivadas cruzadas, subs-
tituindo a expressao (4.35) para o potencial ponderomotivo, usando as
. ~ . . ~ y /
condicdes de casamento (5.4), e redefinindo a, e a,,, de maneira que i, = a,e*

€ Gy = Ay, tal como feito na dedugao do sistema (5.6)-(5.7), obtemos, a partir

da equacao (5.8)

d 1/ h \? .0 (kg + kyl?
+Ql—+—(—) k}”—}ﬁ:ud a

ot 2 \mey3 oC 42 WS
(5.9)
onde
1 h 2 U)2
QF — - (—3) K ——L=0 (5.10)
4 \myg Ve

é a relagao de dispersao da onda eletrénica em um plasma quantico relativis-
tico, e ; = (w; — kjv.) é a frequéncia de plasma com um termo de arraste
(drift).

Assim, a equacao das oscilagoes de plasma, (Eq. 5.9), se reduz-se a

0 1 ( h )2 30| . Alhs+ko)?.
—+— | ——= | k== ——F——aya,. 5.11
{Bt’ 20 \mey? Lac 420 v (5.11)

A fim de compreendermos os efeitos quanticos, vamos reescrever a equacao
(5.10) na forma candnica de uma relacao de dispersao para ondas de Langmuir

em um plasma morno. Fazendo-se a aproximacao ks >> k,, de forma que

k} ~ k2k?, temos

1/ hks \? w?
0F - 1 (@) k- —L2=0 (5.12)
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Nota-se que o termo de recuo eletronico (recoil) pode ser interpretado
como uma dispersao térmica na onda de plasma, cuja velocidade quadratica

média pode ser definida como

1 ( hks \?
2 S
TRy (me*yg’) ' (5.13)

As propriedades coletivas da onda de plasma sao perdidas quando seu
nimero de onda, k;, ¢ maior que o nimero de onda de Debye, definido por
kp = w,/Vre, onde V. é a velocidade térmica dos elétrons [25], ou seja, quando
o comprimento de onda das oscilacoes de plasma for menor que o comprimento
de onda de Debye, i.e., 27/k; = \; < A\p. Entao, se k; > wp/VTng/z, os elétrons
em um elemento de fluido passam a se comportar como um aglomerado de
particulas sem correlagao, devido ao recuo eletronico, o que caracteriza um
regime Compton, que pode ser classico ou quantico. Se a razao entre o mo-
mento do féton emitido e o momento do elétron for grande (hks/mcy. > 1)
temos um FEL no regime Compton Quéantico, caso contrario temos um FEL
classico. Se k; < wp/ VTng/ %2 entramos no regime Raman.

Considerando que na realidade ondas de plasma longitudinais podem ser
atenuadas seja por mecanismos colisionais ou via amortecimento de Landau
(Landau Damping),6 conveniente adicionar a equacao (5.11) um termo de
amortecimento fenomenolégico v (v << ;). Usando ainda as condicoes de

sintonia (5.4), temos

0 0 . k.,
<@+’Uqa—c_ +V>’I’L: mawas, (5]_4:)
onde
1 ho\?
= —(——) & 1
Ve QQI (mefyg) ! (5 5)

¢ um termo com dimensao de velocidade, mas que nao se confunde com uma
velocidade fisica do feixe.

Os modos Stoques e anti-Stoques sao:

1 h 2 w2
O = i\/Z (m—vf*) ki + L. (5.16)

e
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O acoplamento da onda de plasma, de energia negativa, com os modos
eletromagnéticos, de energia positiva, é condigcao necessaria ao desenvolvi-
mento de uma instabilidade paramétrica, que simultameamente faz crescer a

amplitude da onda de plasma e da radiacao espalhada e decrescer a amplitude

do campo do wiggler. A funcao dielétrica da onda de plasma é dada por:

1 A 2 k4 w?
By —1_ L 1 _ p 1

O sinal da energia do modo longitudinal é dado pela derivada em relagao
a w; da funcao dielétrica (5.17). Assumindo a condigao ¢ (w, k;) = 0, temos:
Oci(wy, ki) 2

p— -1
Ow (wy — kyve) <0 (5.18)

que é negativa para todo Q; = (w; — kjv.) < 0.

5.4 O Sistema de equacgoes modo-acoplado

Por conveniéncia vamos introduzir a normalizagao

A 7 LN (5.19)

T = wpt
c wy wy

O sistema de equagoes diferenciais acopladas (5.6)-(5.7) e (5.14) torna-se

0 0 AV c? klz ok
<E + 5(]& —+ v > n = @wal)awas (520)
0 AW Wp  ~ ~x
_ - _ = — 21
(87’ + [Bs — Be] o ) ) Qs e ) (5.21)
0 0\ . wy
_B3 _ _ = .22
(0T B 56]3x) T dwye (5-22)

As equagoes (5.20)-(5.22) formam um sistema capaz de descrever a inter-
acao entre duas ondas eletromagnéticas transversais e uma onda longitudinal
em um plasma frio com um termo quantico de recuo em uma aproximacao de
envelope lento.

Uma vez que s ~ . =~ 1, podemos desprezar o slippage na equagao (5.21),

e assim desconsiderar seu termo de derivada espacial, bem como nas demais
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equacoes. Nessa aproximacao as densidade de energia contida na onda de
plasma e nos campos da radiagao espalhada e do wiggler sao constantes no
espaco, e as solucoes se tornam apenas fungoes do tempo - vide referéncia
[47]. Estamos olhando uma curva de nivel de y constante. Assim, as equagoes

(5.20)-(5.22) tornam-se:

0 N - ko
7 = ° N g an 2
(aT—l—u>n 4nglwpa ay, (5.23)
(% —~ 2'5’) as = —2;”1’7 O (5.24)
0 . Wp .
E w = w0 p’y nag. (525)

5.5 Relacoes de Manley-Rowe

As condigoes de conservagao de energia podem ser analisadas através das
relagoes de Manley-Rowe. A partir de (5.23)-(5.25), desprezando o termo

dissipativo, temos que

0, . k.

EWQ — 4—%‘9[;% [Gpain® + akasn) (5.26)
0 . 9 Wp 1o awmn  ax o~ ~

— = — n* * 5.27
8T|QS| Q0s7e [awasn + awasn] ( )
0 . Wp oo o o wx

— = ——Ja* * 5.28
67_|aw| Yo [y GsTL 4 Gy AT ( )

Reagrupando as equagoes (5.26)-(5.28), obtemos a forma diferencial das

relacoes de Manley-Rowe, quais sejam

2'}’39le 8 ~12 ws 3 ~ 12
€ Sl —_— pu— .2
2k} ({“)T‘n‘ +wp87"a5‘ 0 (5:29)
8, o 5
’U)SE|GJS| + wwg|aw| =0 (530)
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QVSQlwp 2 ,,’:L|2 +

27eShwp wy 0
c? k‘l2 or

~ 12
w 0 5.31
wy 37’|a | ( )

Integrando no tempo e assumindo as condigoes iniciais para campo de ra-

diagao desprezivel e plasma no repouso, i.e., as;(0) ~ n(0) ~ 0, e ainda pegando

o modo do feixe de energia negativa, de forma que ; = —|(;|, temos
ZIJJZ aul® = w_z G () + <—%W2> (5.32)
Z—;!asﬁ + <—2w’;+]ilmym?> =0 (5.33)
Wiy |Gy |? + wsas|* = Wiy (0)[? (5.34)

A partir da equagao (5.32), vemos como ocorre a transferéncia de energia
entre o campo do wiggler e a onda de plasma. No inicio da interagao, valem as
condigoes |7i(7)|2 ~ 0 e |Gy (7)|? ~ |G, (0)>. Porém, 4 medida que o tempo passa,
a amplitude |72(7)|? cresce até a total atenuacio do wiggler, quando ja nio ha
mais energia disponivel, e |, (7)|? alcanga um ponto de minimo. O aumento
de amplitude da onda de plasma, que carrega energia negativa (em azul),
vem acompanhado de um decréscimo da amplitude do campo do wiggler, que
carrega energia positiva (em vermelho).

A partir de (5.33), vemos a troca de energia entre o campo da radiagao es-
palhada e a onda de plasma. Os termos perturbados, |7(7)|? e |as(7)|?, crescem
juntos, de forma que a soma da sempre resultado nulo, até atingirem pontos
de maximo. A onda de plasma ganha energia negativa e o campo da radiagao
espalhada ganha energia positiva.

A equacao (5.34) estabelece uma lei de conservacao de energia entre o
campo do wiggler e da radiacdo espalhada. Um ganho de energia (positiva)
por um é acompanhado de uma perda de energia (positiva) pelo outro, e a
soma é constante.

A fim de obter um sistema com variaveis reais integravel numericamente,

vamos fazer as seguintes transformacgoes de variaveis em (5.20)-(5.22):
i = n'e'; s = aledr; y = al,e'?? (5.35)
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/ / ~ .
onde 7', ag, a, and ¢, sdo grandezas reais.

Feitas as substituigoes, deduzimos o seguinte sistema de seis equagoes di-

ferenciais parciais tipo coupled-mode que descreve um sistema de interacao

de trés ondas, sendo

e Trés para as amplitudes de envelope:

e Trés para as fases:

0 d kP alal
(87’ 5 8)() P = 4’ye Qw, n sing
0 wy a,n ,
<E [Bs 5e] ) o1 = Ywee a—,85m¢ +0
0 n'al,
(35 = B+ 81 ) 0 = g "sing

A evolugao temporal pode ser reescrita da seguinte maneira

(a2 +v ) n = Clal,a,cosp
-
aga's = CTal,ncose
-
2 ! CT ! !
(97'%’ = Cy nagcosp
!/
E(b - (C wls CTaan + C;‘Fnaas) sing

/
or A "

onde

=0+ ¢1— P2

As constantes C, sao

2 2
T_ K oT — __Yp of — _Yr

0 CAvAQuy,’ ! 2WsYe 2 2wne

02

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)
(5.44)

(5.45)

(5.46)
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5.6 Resultados numéricos

Um cédigo Runge-Kutta de quarta ordem foi usado para resolver numeri-
camente o sistema de equacgoes (5.42)-(5.45). A existéncia de coeficientes
abrangendo varias ordens de grandeza e picos de intensidade ingremes sugeri-
ram a necessidade de trabalhar com precisdo numérica quadrupla (32 casas
decimais no Fortran 90) e discretizacdo o tao fina quanto possivel (nado menor
que 400.000 pontos).

Nos resultados que se seguem mostramos a intensidade (ou fluéncia) da
radiacio espalhada (I;) e do pulso de laser incidente (I,,) em Watts/cm?, onde
w denota wiggler. O valor maximo do potencial vetor normalizado da radi-
acao espalhada, as, é apontado em cada grafico. Para simplificar a notacgao,
declinamos o indice “linha” das grandezas fisicas das equacgoes (5.42)-(5.45).

Foi utilizada a seguinte féormula de conversao, obtida, por exemplo, na
referéncia [48]

1.0210%

Izzgzﬁﬁmaf% (5.47)

onde o fator 2 é devido a polarizacao circular utilizada neste trabalho.

Na figura (5.1) plotamos a curva de intensidade da radiagao espalhada para
alguns valores iniciais da pump, cuja evolugao temporal é mostrada na figura
(5.2). Inicializamos a partir de um campo de background para a radiacao
espalhada desprezivel e feixe de elétrons inicialmente nao perturbado (as(0) ~
n(0) ~ 0). A amplitude da onda de plasma é mostrada na figura (5.3).

Observamos um comportamento de explosao periodica estabilizada (re-
peated stabilized explosion.). A onda de plasma é excitada pela for¢ca pon-
deromotiva e cresce até a saturacao e a completa atenuacao da pump, quando
a radiagao atinge sua amplitude maxima. O comprimento de onda da radi-
acdo foi fixado em A, = 1.0 x 107%m (Raios gama de 0.014) e o comprimeto
de onda do wiggler foi fixado em )\, = 1.0 x 10~*cm, que é compativel com o
comprimento de onda de um laser Titanio-Safira (A = 0.8um). Os parametros

do feixe sdo v, =2 e ny = 4.0 x 10°°em=3.
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Figura 5.1: Intensidade da radiacdo versus tempo normalizado (7 = wpt’). Em unidades

normalizadas as(maz) ~ 8.2 x 1078, 1.0 x 1077 e 2.1 x 10~". A escala do grafico no

laboratoério é &~ 4,2 metros.
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Figura 5.2: Comportamento da radia¢ao de ondulador para os parametros da figura (5.1)
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Figura 5.3: Flutuacoes da densidade normalizada do feixe para os parametros mostrados

na figura (5.1)

Tal sistema nao pode ser descrito classicamente, pois hks/y.m.c~12 > 1 e

opera no regime Compton, pois os efeitos da distribuicao espacial de cargas é

desprezivel quando comparado ao termo quantico no modo do plasma (5.16),

i.e, (Tks/v3mec)?k2 = 3 x 104 >> w2 /43 ~ 1.5 x 10%. O recoil é relevante.

Nas figuras (5.4)-(5.6) mostramos como se modifica a curva da intensidade

da radiagao espalhada quando variamos a densidade de repouso do feixe (n;),

sendo a pump fixada inicialmente em a,,(0) = 8.0 x 107° e a energia do feixe em

Ye = 2. A curva em azul equivale ao primeiro pulso (em preto) nos graficos

(5.1)-(5.3).
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Figura 5.4: Intensidade da radiacdo versus tempo normalizado (7 = wyt') para diferentes
valores de densidade de feixe n; e condicoes iniciais de campo de radiacao nulo e plasma
em repouso. O valor méximo da amplitude do potencial vetor normalizado, ag, vale, do

maior para o menor, 8.8 x 107%, 8.3 x 1078, 8.0 x 1078, e 7.9 x 1078, respectivamente.

Notamos que, quanto mais denso o feixe de elétrons, mais energia pode ser
transferida para a o campo da radiacao espalhada e menor é a amplitude max-
ima da onda de plasma, podendo a intensidade da radiagcao ser até superior
a da pump, o que indica que pulsos de raios-X e raios gama multi-petawatt
podem ser conseguidos com lasers de poténcia mediana (Terawatt), o que esta
de acordo com a referéncia [49], em que o feixe de elétrons é visto como um es-
pelho nao linear relativistico de refletividade imperfeita (plasma underdenso)
refletindo a radiagao da pump por processos coletivos de backscattering. O
aumento da densidade do feixe torna possivel construir dispositivos cada vez
menores tendo em vista a dependéncia do comprimento de saturacao. Em

todos os casos a pump é totalmente atenuada.
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Figura 5.5: Perturbacdo da densidade versus tempo normalizado (7 = w,t’) para difer-
entes valores de densidade de feixe n; e condi¢Oes iniciais de campo de radiacao nulo e

plasma €m repouso.
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Figura 5.6: Intensidade da radiagao versus tempo normalizado (7 = wpt’) para diferentes
valores de densidade de feixe n; e condicoes iniciais de campo de radiacao nulo e plasma

em repouso.
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Figura 5.7: Amplitude da radiagao para diferentes valores de damping e a,,(0) = 8.0 x
10~°. Os comprimentos de onda da radiacdo e do ondulador sao Ay = 1.0 x 10~ %¢m e
Aw = 1.0x107%em. Os parametros do feixe sdo 7, = 2 e ny, = 4.0x 10*°cm 3. Observa-se

formacao de onda de choque para v = 6.0 x 10~ (curva em azul).
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Figura 5.8: Amplitude da pump em (5.7).
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Figura 5.9: Densidade do plasma em (5.7). Durante a formacao da onda de choque, um

soliton é excitado no plasma (azul)

De uma maneira geral os resultados obtidos para radiagao de saida sao
formacoes de pulsos de altissima intensidade (Hexawatt) com imput de radi-
acao de ondulador situado na casa dos Gigawatts-Terawatts e feixes da ordem
dos poucos MeVs, que evolui para a saturacao em um tempo compativel com
dimensoes da ordem de metros, sem uso de cavidades ressonantes, carac-
teri sticas essas atrativas para sistemas tabletop de Lasers de Elétrons livres.
Porém, tais dispositivos necessitam do uso de feixes com densidades da ordem
de (10%° — 10%2'em™3), que estao além do estado-da-arte da atual tecnologia de
aceleradores (~ 10'° — 10%cm=3).

Para parametros usuais de laboratério nosso modelo igualmente obtém
éxito investigar a producao de fotons de raios-X na interacao laser-beam. Por
exemplo, para um feixe de 60 Mev (7 = 120) e densidade n;, = 6.0 x 106cm =3
colidindo com um pulso de laser de comprimento de onda situado na faixa do
infravermelho )\, = 1.094 x 10 3¢m e intensidade no foco de aproximadamente
I, = 56TW/cm? ( equivalente a um a,(0) = 5.0 x 1072), obtemos um output
maximo de 70 KW em f6tons de Raios-X de 1.9 x 10 8¢m (=~ 24). A dimensio
linear do ponto de interacdo obtida foi de 2.1 x 10~3¢m, o que compativel com

dados experimentais. [50]
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Figura 5.10: Amplitude da radiacdo para diferentes valores de mismatching e a,,(0) =
8.0 x 107°. Os comprimentos de onda da radiacdo espalhada e da radiacio do wiggler
sao Ay = 1.0 x 107%m e A\, = 1.0 x 107%em. Os parametros do feixe sio v, = 2
e ny = 4.0 x 10%%cm=3. Observa-se um aumento no ntmero de picos para pequenos
valores de mismatching, mas cuja intensidade se degrada para valores maiores devido ao
cancelamento dos termos de acoplamento nas equacgoes (5.42)-(5.44), que passam a oscilar

muito rapidamente.
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Figura 5.11: Intensidade da Radiacdo versus tempo normalizado 7. As condi¢oes iniciais

foram n(0) = 0.1, as(0) ~ 0 e a,(0) = 5.0 x 1072
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Figura 5.12: Intensidade do wiggler versus tempo normalizado 7. A escala vertical é em

TW /em?.
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Figura 5.13: Intensidade da Radiacdo versus tempo normalizado 7. As condi¢oes iniciais
foram n(0) = 0.1, as(0) ~ 0 e a,,(0) = 5.0 x 1072, As escalas espaciais no laboratério sdo
de 5.31 x 1073, 2.17 x 1073, 1.88 x 1073 e 1.60 x 1073, respectivamente, do menor para

o maior valor final da intensidade.

Para melhor ilustracao mostramos acima as taxas de crescimento no inicio
da interagao para os mesmos parametros usados no exemplo da fig. (5.11)

com valores diferentes de densidade de feixe.
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Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho apresentamos um modelo de fluido baseado na hidrod-
inAmica quantica capaz de descrever a emissao de radiacao eletromagnética
(Raios-X e Raios gama) durante a interagao de feixes de elétrons com intensos
pulsos de laser, que assumem o papel de onduladores (wigglers) eletromag-
néticos.

Deduzimos uma relagao de dispersao linear citibica idéntica a existente na
literatura de FELs quanticos, que incorpora os efeitos quanticos através de um
termo de recoil cuja magnitude delimita a fronteira entre os regimes Compton
e Raman.

Apobs chegamos a um sistema de equagoes de fluido do tipo coupled mode
que se constitui em uma alternativa mais simples ao mecanismo classico de
bunching usualmente utilizado na descricao de Lasers de Elétrons Livres
baseado em sistemas de equacgoes para N macroelétrons, que falha ao lidar
com comprimentos de onda ultracurtos, em que nao é mais possivel distribuir
mais de um macroelétron em um poco de potencial. Nosso modelo descreve
o FEL através de um mecanismo de interagao de trés ondas cujo modo do
plasma é excitado via atuacao da for¢ca ponderomotiva em uma aproximacgao
de envelope lento.

Este modelo de fluido é realista e mais simples que modelos quéinticos
prévios baseados, por exemplo, na func¢ao de distribuicao de Wigner [20] [45]
[31], ou na aplicacao direta da Teoria de Campo.

Por fim verificamos as equacgoes obtidas e vimos que mecanismos tabletop
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de Laser de Elétrons livres operando na faixa de Raios-X e Raios Gamma
sao viaveis, apesar de estarem além do atual estado-da-arte da tecnologia de
aceleradores, visto que elevadas densidades de feixes sao necessarias para se
chegar a saturacao em dimensoes reduzidas (single-pass FEL).

Como possiveis trabalhos futuros podemos citar:

e Resolucao das equagoes de fluido (3.30)-(3.32) e de campo em uma teoria

nao perturbativa;

e Resolucao do sistema de equacoes diferenciais parciais nao lineares
(5.42)-(5.45) tanto no espago quanto no tempo por diferengas finitas,

incluindo assim o efeito de retardo da radiacao (slippage);
e Inclusao de efeitos térmicos e emitiancia no feixe de elétrons;

e Pulso de laser gaussiano.
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Apéndi
péndice

Um elétron relativistico sujeito a um campo eletromagnético sente uma
forca ponderomotiva dada pela equacao

2
By = —me?Vy = —";if VY2, (1)

onde m, é a massa de repouso do elétron.

O fator relativistico v, por sua vez, é dado por

9 2
2 p1 Y2
" + m2c? + m2c?’ 2

€ €

onde p, ¢ o momento longitudinal do elétron e p, é o momento transversal
associado a velocidade de oscilagao transversal (quiver motion).
Se Ay é 0 potencial vetor na dire¢ao transversal ao movimento, podemos
reescrever o fator v como
oy

4 202"
mac méc

Utilizando a normalizacio d;,; = e%ftot/meCQ, a equacao (3) torna-se
7= tot mgcz .
O potencial vetor d;,; pode ser dividido em dois potenciais, um do wiggler
radiacao incidente), denotado por d,, e outro da radiacao espalhada pelo
diagao incidente), denotad a tro d diaca lhad 1

elétron durante a interagao, ds, de maneira que podemos escrever

Aot = A5 + Qy- (5)

Substituindo (5) na equacao (4), expandindo a soma quadratica e fazendo

uma aproximacao para campo de radiagao fraco, i.e, a; << a,, nés temos que

2
2 2 S o p
~ ~1+aw+2aw-as+m562 (6)

Vamos definir agora a forma dos potenciais vetores ds e d,,, de maneira que

tenhamos duas ondas eletromagnéticas se propagando em sentido contrario,
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sendo a radiacao espalhada pelo elétron no sentido de Z positivo, e a do wiggler

no sentido Z negativo. Podemos escolhé-los como

as = \_/—% (Aiaseid’s + cc) e Oy =

1 .
7 (éaweww + cc) , (7)
onde ¢, = kyz + wyt and ¢y = —ksz + wgt.

Substituindo as defini¢bes acima na equation (6), temos:

2
.. . . . R . R . p
Y alt+d - (ewsews — éfiaze ws) : (eaweww +é*ane Zd’“’) + chz (8)
O versor ¢ tem as seguintes propriedades:

¢-éf=¢"e=1, é-e=¢"-¢"=0

Dai deduzimos que

2 2 j ) P
vV al+a, +i (awa;‘e’(%_% - cc) - mgcg (9)

Substituindo a expressao acima na defini¢ao (1) para a forga ponderomo-

tiva, temos:

. ch ) . B p2
F, = —Wv 14+a? +i (awa:el(d’“’ ¢s) _ cc) + mgzcz , (10)
F,=-VV, (11)
Mec? 9 . % _i(Gw—s) P?
V= 2 1+aw—i—z(awase —cc) —i—@ . (12)

Considerando pequena a variagao da energia do elétron, i.e., v = 7., € 0
momento p, sendo aproximadamente constante, podemos utilizar o potencial

ponderomotivo nas equagoes de FEL na forma

. m02

V=1
27

(awa:ew” - cc) , (13)

onde 0, = ¢, — ¢s = (ks + ky)z — (ws — wy,)t € a fase da onda ponderomotiva no

referencial do laboratorio.
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