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Resumo
Lasers de Elétrons livres são hoje uma área muito ativa de pesquisa. Tais dispositivospodem gerar alta potên
ia de radiação 
oerente 
onvertendo a energia de um feixe deelétrons relativísti
os em energia de 
ampo eletromagnéti
o. Para tanto o feixe é inje-tado em um ondulador (wiggler), que é basi
amente um 
ampo magnetostáti
o periódi
oou, alternativamente, um pulso de laser em sentido 
ontrário ao feixe (onduladores eletro-magnéti
os, ou ópti
os). O wiggler obriga o feixe, ini
ialmente em movimento retilíneo,a os
ilar e emitir radiação eletromagnéti
a.Os FELs são 
apazes de operar em uma extensa banda do espe
tro eletromagnéti
o,em 
omprimentos de onda que não são a
essíveis aos lasers 
onven
ionais. Esta �exibili-dade de frequên
ia é devido ao fato de que o 
omprimento de onda da radiação 
oerente,

λr, é prin
ipalmente determinada pela energia do feixe e pelo período do wiggler, quesatisfaz a 
ondição de ressonân
ia aproximada λr ∼= λw/4γ
2
z , para wigglers ópti
os, ou

λr ∼= λw/2γ
2
z , para wigglers magnetostáti
os, onde γz é a energia normalizada longitudi-nal do feixe de elétrons e λw é período do wiggler.É bem 
onhe
ido que a teoria dos FELs foi originalmente 
on
ebida dentro daMe
âni
a Quânti
a por Madey e 
olaboradores. Em seu notável trabalho, eles 
al
u-laram o ganho de radiação usando o método de Weizsä
ker-Williams. Subsequentemente,foi mostrado que modelos 
lássi
os podiam des
rever os FELs igualmente bem, desde queo momento de re
oil de um fóton não fosse maior que o momento de spread do feixe,
aso em que Me
âni
a Quânti
a não poderia ser desprezada, e modelos quânti
os seriamne
essários.Nos últimos anos tem havido grande interesse na realização experimental de FELsbaseados em wigglers opti
os. O fato de operarem em 
omprimentos de onda da ordemda luz vizível ou menor dá aos lasers a vantagem de fun
ionarem 
omo wigglers de períodomuito 
urto. Esse me
anismo tem a vantagem de utilizar feixes de elétrons bem menosenergéti
os, na 
asa dos pou
os MeVs 
ontra dezenas de GeVs do wiggler magnetostáti
o,para FELs operando na 
asa dos Raios-X, por exemplo. Assim, wigglers por laser pode-3



riam viabilizar a 
onstrução de dispositivos emissores de Radiação X e Gama 
oerentes
om dimensões bastante reduzidas (Table-top X-Ray Free-Ele
tron Lasers), baseados noespalhamento Compton estimulado (Stimulated Compton Ba
ks
attering). Porém, restouprovado que efeitos quânti
os não poderiam ser desprezados nesse domínio de feixe debaixa energia e fótons de alta energia, passando o FEL a operar no regime Quânti
o.Neste trabalho apresentaremos um modelo hidrodinâmi
o para Free-Ele
tron Lasersque in
orpora efeitos quânti
os. Partindo da equação da energia relativísti
a total doelétron sujeito a um poten
ial ponderomotivo, sob a hipótese de envelope lentamentevariável, deduziremos uma equação para a evolução da função de onda do elétron que tema forma da equação de S
hrodinger. Por uma transformação de Madelung deduziremosum sistema de equações de �uido para a dinâmi
a do feixe de elétrons.O a
oplamento 
om as equações de 
ampo nos permitirá deduzir uma relação de dis-persão 
úbi
a que in
lui efeitos de 
argas espa
iais para a instabilidade, e subsequente-mente deduziremos um 
onjunto de equações de �uido não lineares tipo 
oupled-modepara plasma quânti
o, 
apazes de des
rever um feixe de elétrons relativísti
os interagindo
om a radiação estimulada em um wiggler opti
o sob a aproximação de envelope lenta-mente variável (SVEA).Resultados numéri
os serão apresentados ao �nal.
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Abstra
t
Free-Ele
tron Laser is today a very important area of resear
h. These devi
es 
angenerate high power of 
oherent radiation by releasing the energy of a relativisti
 ele
tronbeam into ele
tromagneti
 �eld energy. It works by inje
ting the relativisti
 beam into adevide 
alled undulator (or wiggler), that 
onsists of a magnetistati
 �eld or, alternatively,a 
ounterpropagating laser pulse (ele
tromagneti
, or opti
al, unduladors). The wigglerfor
es the beam, that moves in a straight line at the begining of intera
tion, to exe
utea wave movement and 
onsequently it emits ele
tromagneti
 radiation.FELs are able to operate in a wide range of the ele
tromagneti
 spe
trum, in wave-lengths that are unrea
hable to 
onven
ional lasers. Su
h frequen
y �exibility is due to thefa
t that the 
oherent radiation wavelengh, λr, is mainly determined by the beam energyand by the wiggler period, wi
h satis�es the aproximate resonan
e 
ondition λr ∼= λw/4γ

2
z ,to opti
al wigglers, or λr ∼= λw/2γ

2
z , to magnetostati
 wigglers, where γz is the normalizedlongitudinal energy of the ele
tron beam and λw is the wiggler period.It is well known tht FELs theory was originally 
on
eived in the framework of Quan-tum Me
hani
s by Madey and 
o-workers. In their notable work they 
al
ulated theradiation gain by using the Weizsä
ker-Williams method. Subsequently, it was shownthat 
lassi
al models 
ould des
ribe FELs equally well, if the one foton momentum re
oilis not greater than the beam momentum spread, hen
e quantum e�e
ts 
an be negle
ted.Otherwise, Quantum-Me
hani
s e�e
ts 
an not be negle
ted, and quantum models arene
essary.In the last years it has been happening a great interest in the experimental real-ization of FELs based on opti
al wigglers. The fa
t of operating in wavelenghs of theorder of visible light or less, gives to a laser pulse the advantage of working as a very-small-period wiggler. Su
h devi
e also has the advantage of working with a mu
h lowerenergeti
 ele
tron-beam, in the range of a few MeVs, instead of tens of GeVs by using amagnetostati
 undulator, to FELs working in the range of X-Rays, for example. Then,laser wigglers might to make feaseble the 
onstru
tion of low-dimension 
oherent radia-5



tion emission devi
es in the X-ray and Gama ray band (table-top X-Ray Free-Ele
tronLasers) based on Stimulaed Compton Ba
ks
attering. But it was showed that quantume�e
ts might not be negle
ted in this domain of low-energy ele
tron beam and high fotonenergy, and the FEL get into to work in a Quantum RegimeIn this work we will present a hydrodynami
al model to study Free-Ele
tron Lasersthat in
ludes quantum e�e
ts. Starting from the ele
tron total relativisti
 energy equa-tion that in
ludes a ponderomotive poten
ial term, we will dedu
e a equation to theele
tron wave-fun
tion evolution under the Slow-Vary Envelope Approximation (SVEA)hypotesis, whi
h has the same shape as the S
hrodinger equation. By using the Madelungtransformation, we will dedu
e a system of �uid equations to the ele
tron beam dynami
.The 
oupling of the ele
tron beam �uid equations to the �eld ones will allow us todedu
e a 
ubi
 dispersion relation that in
ludes spa
e-
harge e�e
ts to the FEL instability.Subsequently we will show a set of nonlinear quantum plasma �uid equations of 
oupled-mode type to quantumplasmas, whi
h is able to des
ribe a relativisti
 ele
tron beamintera
ting with a stimulated radiation inside an opti
al wiggler under the assumption ofthe Slow-Varying Envelope Approximation.Numeri
al results will be showed at the end.
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Capítulo 1
Introdução

Com o surgimento dos lasers, em meados do sé
ulo passado, a humanidadepassou a dispor de um poderoso instrumento 
ientí�
o e te
nológi
o, que
ausou impa
to em prati
amente todas as área do 
onhe
imento, indo desdea pesquisa bási
a até apli
ações industriais, militares, em tele
omuni
ações,
omputação, medi
ina, biologia, astronomia, et
., apenas para 
itar algumas.Não foi sem exagero que alguém disse, 
erta vez, que o laser era �uma soluçãoà pro
ura de um problema�.Desde que o primeiro pulso foi disparado de um 
ristal de rubi sintéti
o, em16 de maio de 1960, no Hughes Resear
h Laboratories, em Malibu, California,pelo físi
o Theodore Harold Maiman [1℄, uma grande variedade de lasers já foiproposta e realizada. Eles têm 
omo prin
ípio bási
o a ampli�
ação da luz pormeio da emissão estimulada de radiação, oriunda do de
aimento de elétrons deum nível ex
itado de energia para um nível mais baixo, em um meio materiallimitado por uma 
avidade ressonante. Por isso podemos 
hamar esses lasersde lasers mole
ulares.Contudo, a despeito dos avanços te
nológi
os a
umulados desde a sua in-venção, os lasers mole
ulares possuem limitações tais 
omo baixa e�
iên
iaenergéti
a e mono
romati
idade �xa, sem possibilidade de ressintonia parauso em apli
ações diferentes daquelas para as quais foram originalmente 
on-
ebidos. Por �m, �
am restritos a emitir radiação em frequên
ias, no máximo,até o ultravioleta distante, tendo em vista não existirem materiais 
om gap deenergia su�
ientemente alto para emissão de fótons em frequên
ias maiores,8



na banda dos Raios-X, e nem 
om a re�etân
ia ne
essária para a manufaturade 
avidades ressonantes. 1Os Free-Ele
tron Lasers, ou Lasers de elétrons Livres, no verná
ulo, vêmpreen
her essa la
una, suprindo 
om radiação 
oerente de alta intensidaderegiões não abrangidas pelos laseres mole
ulares ou, mesmo naquelas abrangi-das por eles, tornam possível a 
onstrução de dispositivos �exíveis e ajustáveis,já que a frequên
ia de operação de um Free-Ele
tron Laser não depende das
ara
terísti
as do material que 
onstitui o meio ativo, mas sim da energiade um feixe de elétrons relativísti
os, a qual pode ser alterada de maneira
ontínua dentro das espe
i�
ações do a
elerador. É o feixe de elétrons quefun
iona 
omo o meio ativo ampli�
ador do 
ampo de radiação 
oerente, numpro
esso de 
onversão de energia 
inéti
a em energia de 
ampo. Este 
on
eitoganhou ímpeto 
om os trabalhos de Madey et. al. [2℄A possibilidade de emissão de radiação 
oerente na faixa de Raios-X eGama tem tornado a pesquisa em Free-Ele
tron Lasers bastante atrativa,tanto teóri
a quanto experimentalmente. Diversos países vêm desenvolvendoprojetos nessa área, 
omo por exemplo, o European X-Ray Free-Ele
tronLaser (XFEL), na Alemanha[3℄, o Lina
 Coherent Light Sour
e (LCLS), nosEstados Unidos[4℄, e o SPring-8 Compa
t SASE Sour
e (SCSS), no Japão [5℄.Todos esses dispositivos tem por objetivo �nal a geração de pulsos ultra-
utose brilhantes de Raios-X, 
uja apli
abilidade in
lui imagemento de estruturasem es
ala at�mi
a e observação de fen�menos ultra-rápi
os, da ordem defemtossegundos.Com esse poder de resolução espa
ial e temporal é possível obter imagensde molé
ulas individuais, estrutura de vírus e proteínas, nanoestruturas ar-ti�
iais, et
. Também tornam possível a investigação, quadro a quadro, dereações quími
as fugazes e 
omplexas, 
omo a fotossíntese.Muitos são os benefí
ios nas áreas de nanote
nologia, produção de energia,biologia, medi
ina, eletr�ni
a, dentre outras. Soma-se a tudo isso a possibili-dade de abertura de novos 
ampos de pesquisa, diante de uma nova janela de1As maiores frequên
ias são obtidas 
om os lasers exímeres, que podem atingir 
omprimentos de ondatão pequenos quanto 126 nm, para o Ar2, ou 146 nm, para o Kr2, por exemplo.9



investigação da natureza.A prin
ipal 
ara
terísti
a de um Free-Ele
tron Laser é que a radiação 
o-erente é gerada por um efeito de agrupamento (bun
hing) do feixe de elétronsdentro do 
omprimento de onda radiação (às vezes referido 
omo 
omprimentode onda ópti
o). Esse fen�meno é devido à força ponderomotiva asso
iada à
ombinação de dois 
ampos, o da própria radiação e do 
ampo magnéti
o deum dispositivo denominado wiggler, ou ondulador, no verná
ulo, 
uja função éforçar o feixe de elétrons a os
ilar perpendi
ularmente ao seu movimento ini-
ial. Esse movimento os
ilatório, que é paralelo ao 
ampo elétri
o da radiação,permite ao elétron interagir 
om o 
ampo e forne
er-lhe energia, ampli�
ando-o. Os wigglers podem ser um 
onjunto de imãs permanentes alternados ouum pulso de laser (
onven
ional) se propagando no sentido 
ontrário ao feixede elétrons. Neste último 
aso teremos um wiggler ópti
o.Quanto à teoria de Free-Ele
tron Lasers, eles podem ser des
ritos pormeio da Teoria Quânti
a de Campos, Eletromagnetismo 
lássi
o e Me
âni
aQuânti
a. De fato os primeiros modelos se baseavam na Me
âni
a Quânti
a,mas o eletromagnetismo 
lássi
o se mostrou 
omo uma ótima aproximaçãopara dispositivos operando até a faixa das mi
roondas, ou mesmo luz vizível,e utilizando feixes de elétrons altamente relativísti
os.Re
entemente tem o
orrido um retorno aos modelos quânti
os, uma vezque para Free-Ele
tron Lasers operando em 
omprimentos de onda na 
asados Raios-X e Gama os efeitos quânti
os pre
isam ser 
onsiderados, 
omo, porexemplo, o re
uo (re
oil) dos elétrons devido ao 
ampo da radiação emitidapor eles próprios. Efeitos quânti
os são espe
ialmente relevantes quando aenergia do feixe é pequena, i.e, quando o feixe é relativísti
o, mas não muito(pou
os MeVs). Nessas 
ondições o momento do fóton emitido pode ser damesma ordem de grandeza que o momento do elétron.Nesta tese desenvolvemos um modelo para Free-Ele
tron Lasers em queo feixe de elétrons é tratado 
omo um �uido quânti
o. Considerando quea energia e o momento do elétron são grandezas que variam lentamente notempo e no espaço, deduzimos uma equação tipo S
hrodinger para evolução10



da função de onda de um �uido de elétrons a partir da equação para a energiarelativísti
a total de um elétron sujeito a um poten
ial ponderomotivo de umwiggler óti
o e de 
argas espa
iais. As transformações feitas são válidas naaproximação eikonal e equivalem a uma aproximação de Envelope LentamenteVariável (Slow-Varying Envelope Approximation - SVEA).As equações de �uido para a dinâmi
a do feixe de elétrons são obtidas apartir da equação de S
hrodinger por meio de uma aproximação semi-
lássi
a,a transformação de Madelung, na função de onda dos elétrons, que subse-quentemente são a
opladas às equações de 
ampo eletromagnéti
o (wiggler+ radiação). A radiação ampli�
ada é vista 
omo um espalhamento Comp-ton estimulado, no qual o feixe relativísti
o espalha fótons do laser in
identegerando radiação de ultra-
urto 
omprimento de onda.

11



Capítulo 2
Laser de Elétrons Livres
2.1 Des
rição 
lássi
aNeste 
apítulo veremos a físi
a bási
a de um Laser de Elétrons Livres, aque 
hamaremos pela sigla em inglês FEL, de Free-Ele
tron Laser, por seramplamente utilizada na literatura.FELs são dispositivos 
apazes de gerar ou ampli�
ar radiação eletromag-néti
a (EM) 
onvertendo a energia 
inéti
a de um feixe de elétrons relativís-ti
os em energia de 
ampo.Sabemos da teoria eletromagnéti
a que para emitir radiação, uma 
argaelétri
a pre
isa estar a
elerada e que esta emissão é espe
ialmente intensa sea a
eleração for perpendi
ular ao movimento[6℄. Considerando um elétron
om velo
idade ini
ial na direção ẑ, podemos a
elerá-lo transversalmente pormeio de dispositivos wigglers, que são 
omunente 
onstruídos 
om uma sériede eletroímas ou magnetos permanentes arranjados em �leira 
om seus polosalternados para produzir um 
ampo magnéti
o periódi
o, podendo ser 
on�g-urados de maneira linear ou heli
oidal. De�ne-se por período a distân
ia λwentre dois pólos de mesmo sinal. Wigglers magnetostáti
os típi
os possuemperíodos da ordem dos 
entímetros [7℄-[10℄ e 
omprimentos Lw = Nwλw daordem dos metros, onde Nw é o número de períodos 
ontados da entrada àsaída do dispositivo 1.1Para FELs operando no máximo em frequên
ias da ordem da luz vizível. Para ultravioleta e Raios-X oreduzido ganho da radiação obriga o uso de wigglers maiores, podendo 
hegar a dimensões quilométri
as,
omo veremos adiante. 12



Figura 2.1: Esquema bási
o de um Wiggler linear. Figura reproduzida para ilustração,extraída do artigo intitulado Free-ele
tron lasers: Status and Appli
ations, de Patri
k G.O'Shea and Henry P. Freund - Revista S
ien
e - Vol. 292, 8 de junho de 2001.

Figura 2.2: Esquema bási
o de um Wiggler Heli
oidal. Figura reproduzida para ilus-tração, extraída do artigo intitulado Free-ele
tron lasers: Status and Appli
ations, dePatri
k G. O'Shea and Henry P. Freund - Revista S
ien
e - Vol. 292, 8 de junho de 2001.Ao ser injetado no wiggler, a força de Lorentz (∝ ~v × ~Bw) faz 
om que oelétron os
ile Nw vezes o 
omprimento de onda λw até o �nal de sua trajetória.Mas, em seu próprio referen
ial, o que ele experimenta não é um 
ampo mag-netostáti
o, mas sim uma pseudo-radiação eletromagnéti
a de 
omprimentode onda λ′w = λw/γz, onde γz é o fator de Lorentz asso
iado à velo
idadelongitudinal do elétron, (vz), que o faz os
ilar e emitir um outro pa
ote de13



onda de 
omprimento Nwλ
′
w, 
entrado em λ′s ≃ λ′w, que é novamente 
ontraídopelo fator γz quando observado de volta ao referen
ial do laboratório, peloefeito Doppler. O elétron age 
omo um espelho relativísti
o onde a radiação ére�etida por Espalhamento Compton para trás (Compton ba
k-s
attering), eque é vista no referen
ial do laboratório 
omo radiação de emissão espontânea(sin
roton) de 
omprimento de onda dado aproximadamente por [11℄ (pag. 5)

λs ≃
λw
2γ2z

(2.1)onde γz = 1/
√

1− v2z/c
2, e a velo
idade vz depende dos parâmetros do wiggler.Visto que os elétrons de um feixe se distribuem em fases rand�mi
as umem relação ao outro, a radiação espontânea do ondulador a
aba por ter umaintensidade propor
ional à 
orrente, uma vez que os elétrons emitem inde-pendentemente um do outro, o que resulta em uma soma in
oerente, i.e.,sem a 
orrelação de fase típi
a dos lasers. Assim, a radiação de N elétronsé simplesmente N vezes a de um elétron. Ainda mais, devido à trajetória�nita dentro do ondulador, a radiação não será exatamente mono
romáti
a,mas terá uma distribuição espe
tral 
entrada na frequên
ia da emissão espon-tânea ws = 2πc/λs, obtida por transformada de Fourier [12℄

I(w) ∝
(

sin2ζ

ζ2

)

; ζ =
πNw(w − ws)

ws
(2.2)Considerando a possibilidade de emissão fora do eixo, a equação (2.1) passaa ter sua forma mais a
urada [13℄

λs =
λw
2γ2

(1 + a2w + γ2θ2), (2.3)onde γ = 1/
√

1− β2⊥ − β2z ) é o fator de Lorentz total elétron, θ é o ângulo entrea velo
idade paralela do elétron e o vetor de onda ~ks da radiação emitida,
aw = eλwBw/2πmc

2 ≃ 0.93Bw(T )λw(cm) é o 
hamado parâmetro de wiggler.O vetor ~β⊥ é a velo
idade perpendi
ular do elétron, normalizada por c,induzida pelo 
ampo do wiggler - quiver motion-, 
uja expressão, desprezando-se a perturbação de ordem superior devido ao 
ampo da radiação, pode seraproximada por [11℄ (pag. 5)
~β⊥ = −~aw

γ
. (2.4)14



As equações (2.1)-(2.3) ditam a frequên
ia de operação de um FEL, per-mitindo que operem em prati
amente todo o espe
tro eletromagnéti
o, ba-stando um ajuste 
uidadoso do período do wiggler (λw) e/ou da energia dofeixe.Foi desprezado o re
uo do elétron, de a
ordo 
om uma des
rição 
lássi
a-relativísti
a onde h̄ω << γmec
2.2.2 Ampli�
ação por emissão estimulada e o regime de baixoganhoNa seção anterior vimos que um feixe de elétrons passando através de umwiggler gera radiação espontânea de 
omprimento de onda 
entrado em λs,dado por (2.3). Nesta seção veremos que 
ondições deve satisfazer um 
ampode radiação pré-existente no wiggler de forma que interaja 
om o feixe deelétrons.Seja ~Aw o poten
ial vetor asso
iado ao 
ampo magnéti
o de um wigglerheli
oidal e ~As o poten
ial vetor asso
iado ao 
ampo elétri
o ~Es de uma ra-diação eletromagnéti
a 
ir
ularmente polarizada que se propaga na direção ~zpositiva, des
ritos por

~Aw = Aw [x̂cos(kwz) + ŷsin(kwz)] ; kw = 2π/λw (2.5)
~As = As [x̂cos(−ksz + wst− ψ0) + ŷsin(−ksz + wst− ψ0)] ; ks = ws/c = 2π/λs(2.6)

~Es = −1

c

∂

∂t
~As, (2.7)onde kw(s), λw(s), e ww(s) ≈ ckw(s) são, respe
tivamente, o número de onda, o
omprimento de onda, e a frequên
ia do wiggler(radiação). ψ0 é uma faserelativa da radiação.Es
olhemos a 
on�guração heli
oidal a �m de evitar desne
essária 
om-pli
ação 
om harm�ni
os de ordem superior, presentes quando se tem on-duladores lineares, em que a velo
idade longitudinal do elétron, vz, não é
onstante.O 
ampo ~As pode ser oriundo de uma fonte externa (um laser 
onven
ional)ou da própria emissão espontânea do ondulador, que vimos na seção anterior.15



No primeiro 
aso o FEL fun
iona 
omo um ampli�
ador e no segundo 
aso
omo um os
ilador.Quando fun
iona 
omo os
ilador dizemos que o FEL opera no modoSASE (Self-Ampli�ed Spontaneous Emission), ou Emissão Espontânea Auto-Ampli�
ada, de fundamental importân
ia quando não dispomos de uma fonteexterna de radiação 
oerente, 
omo no 
aso dos raios-X.Consideremos agora um elétron se movendo dentro do wiggler no mesmosentido da radiação. Visto que o wiggler lhe induz uma velo
idade perpen-di
ular (~v⊥), que é paralela ao 
ampo elétri
o da radiação ( ~Es), trabalho érealizado sobre o elétron, 
uja taxa temporal de variação de energia é dadapor
d

dt
γmc2 = −e~v⊥ · ~Es = e~β⊥ · ∂

∂t
~As. (2.8)Substituindo as de�nições de 
ampo (2.5) e (2.6) na equação (2.8), usandoa expressão (2.4) para ~β⊥, e fazendo a aproximação paraxial, isto é, d/dt =

vzd/dz ≈ cd/dz, uma vez que vz ≈ c, obtemos a seguinte expressão para avariação do fator γ relativísti
o do elétron:
d

dz
γ = −ks

awas
γ

sin(ψ). (2.9)A equação (2.9) eviden
ia o a
oplamento do feixe de elétrons 
om a ra-diação eletromagnéti
a via wiggler. Foi utilizada a normalização aw(s) =

eAw(s)/mc
2, na qual aw 
oin
ide 
om o parâmetro de wiggler.A fase ψ = (kw+ks)z−wst+ψ0 é a fase ponderomotiva do elétron no 
ampodo wiggler e da radiação 
ombinados, que se propaga 
om a velo
idade de fase

vp =
ws

ks + kw
. (2.10)Para que haja efetiva tro
a de energia entre o elétron e a radiação, oproduto es
alar (~v⊥ · ~Es) deve permane
er 
onstante, e assim também a faseponderomotiva, de forma que podemos es
rever

d

dt
ψ = (kw + ks)vz − ws = 0. (2.11)Fazendo a aproximação βz ≈ 1 e ws ≈ cks deduzimos, a partir da equação(2.11), a assim 
hamada 
ondição de ressonân
ia, que é dada por16



λs =
λw
2γ2z

=
λw
2γ2

(1 + a2w). (2.12)Devemos notar que a equação (2.12) é a mesma que a do 
omprimentode onda para a emissão espontânea do wiggler, mostrada na seção anterior,eq. (2.1). Isso signi�
a que, para elétrons ressonantes, i.e, elétrons 
ujavelo
idade seja igual à velo
idade de fase da onda ponderomotiva (vz = vp),a interação 
om a radiação espontânea é máxima. O fator de Lorentz paraelétrons ressonantes é dado pela 
ondição
γ = γr =

√

λw (1 + a2w)

λs
. (2.13)Mas ter um feixe de elétrons 
uja energia satisfaça a 
ondição de ressonân-
ia não garante que o
orra ampli�
ação da radiação semente.Analisando a equação (2.9) nota-se que para haver transferên
ia de ener-gia do elétron para o 
ampo, a fase ponderomotiva deve se situar no intervalo

0 ≤ ψ ≤ π, otimizando-se em ψ = ψ0 = π/2. Uma vez que um feixe é 
om-posto por aglomerados de elétrons que são tipi
amente muito maiores que o
omprimento de onda ópti
o 2, e estão randomi
amente distribuídos longitu-dinalmente, então para 
ada elétron em uma fase 
apaz de forne
er energiaao 
ampo (emissão estimulada), haverá outro em posição de drenar energia(absorção estimulada), resultando em ganho líquido nulo.Se for dado um pequeno a
rés
imo de energia ao feixe, a fase ponderomo-tiva passa a evoluir lentamente no tempo, de a
ordo 
om a equação
d

dz
ψ ≈ 2kwη (2.14)onde η = (γ − γr)/γr é o desvio relativo da energia -normalizada por mc2- emrelação à energia ressonante.Tomando a derivada em z da equação (2.14) e substitutindo-a em (2.9),deduzimos uma equação para a dinâmi
a dos elétrons no espaço de fase (γ, ψ),2Para 
omprimentos de onda muito pequenos pode-se garantir a validade dessa a�rmação para qual-quer feixe no atual estado-da-arte dos RFLina
s. Por exemplo, o European X-RAY FEL está sendo
onstruído para operar 
om pulsos de elétrons de 80 fs [14℄, o que equivale a um 
omprimento de 24 µm,enquanto o Stanford LCLS vem operando 
om pulsos de 7-10 µm [15℄, que são bem maiores até que o
omprimento de onda da luz vizível. 17



que tem a forma da equação do pêndulo, qual seja,
d2ψ

dẑ2
+K2sin(ψ) = 0. (2.15)Aqui a 
oordenada longitudinal foi normalizada pelo 
omprimento do on-dulador, i.e., ẑ = z/Lw, e K2 = 2kwksawasL

2
w/γ

2
r .O ganho da radiação é obtido resolvendo-se a equação (2.15). A soluçãonuméri
a é feita usualmente dis
retizando-se uma seção do feixe 
omo se fosseum aglomerado de N ma
roelétrons monoenergéti
os distribuídos ini
ialmentede forma homogênea dentro de um período do poten
ial ponderomotivo (0 ≤

ψ ≤ 2π).

Figura 2.3: Evolução no espaço de fase. Se o in
remento de energia for pequeno, oselétrons exe
utam uma os
ilação harm�ni
a dentro do espaço de fase (em vermelho), quese torna anarm�ni
a à medida que γ 
res
e, até o limite de�nido pela separatrix (
urvaem preto). Para valores de energia maiores, quando η se en
ontrar fora da separatrix,os elétrons es
apam do poço de poten
ial e exe
utam uma rotação no espaço de fase(em azul). Figura reproduzida para ilustração, extraída de trabalho de Peter S
hmüser -Institut Für Experimentalphysik, Universität Hamburg, Germany.Se γ = γr, todos os elétrons são 
apturados pelo poço de poten
ial, sendoque metade deles doa energia para a onda e a outra metade extrai energia daonda, resultando em ganho líquido nulo, 
omo men
ionado anteriormente.Mas, se γ > γr, os elétrons terão velo
idade um pou
o superior à velo
idadede fase da onda ponderomotiva, e serão desa
elerados, transferindo energia18



para o 
ampo da radiação semente. Assim, um número maior de elétrons�
a em 
ondições de doar energia, resultando em ganho líquido positivo. Se
γ ≫ γr o feixe �
ará 
ompletamente fora de ressonân
ia, 
essando a interação
om o poten
ial, não mais havendo transferên
ia de energia.

Figura 2.4: Trajetória dos elétrons dentro de um poço de poten
ial ponderomotivo. Se
γ = γr um número igual de elétrons doa e retira energia da onda, resultando em ganholíquido nulo. Se γ > γr um número um pou
o maior de elétrons é 
apaz de doar energia,resultando em ganho líquido para a onda dentro de uma os
ilação. Figura reproduzidapara ilustração, extraída de trabalho de Peter S
hmuser - Institut Für Experimental-physik, Universität Hamburg, Germany.
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Dois modos de operação se distinguem: Quando K2 ≈ cte, o 
ampo daradiação, as, varia pou
o ao longo do ondulador, e o FEL opera no 
hamadoRegime de Baixo Ganho (Low-Gain Regime). Quando K2 ≪ 1 temos o Regimede Sinal Baixo (Small Signal Regime). O ganho da radiação é dado por
G(ζ) = −G0

d

dζ

(

sin2ζ

ζ2

)

; ζ = πNw
w − ws

ws
(2.16)onde G0 é uma 
onstante propor
ional à densidade. Este é o teorema deMadey, segundo o qual a 
urva do ganho da radiação é a derivada negativada 
urva da intensidade da radiação do wiggler.Os regimes a
ima men
ionados são baseados no paradigma de ondulador
urto e baixa intensidade de 
orrente, e os modelos são de interação departí
ula úni
a.Para maximizar a e�
iên
ia energéti
a, usualmente a
oplam-se a
eleradorde partí
ulas e wiggler de maneira que o feixe de elétrons exe
ute uma tra-jetória fe
hada, retornando ao a
elerador para restabele
er sua energia ini-
ial, para então ser injetado novamente no wiggler. Como a intensidade daradiação é prati
amente 
onstante ao longo de uma úni
a passagem do feixepelo wiggler, esse esquema ne
essita in
orporar 
avidades ressonantes do tipoFabry-Perot, 
om espelhos nas extremidades, sendo a radiação ampli�
adalentamente ao longo de muitos 
i
los. O feixe de elétrons torna-se o meioativo e a radiação 
oerente é emitida por pa
otes de elétrons (bun
hings) quese formam 
om dimensões dentro da es
ala do 
omprimento de onda ópti
o.A saturação da radiação o
orre quando os pa
otes atingem densidade máximae emitem 
omo verdadeiros ma
roelétrons de elevada 
arga.
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Figura 2.5: Esquema bási
o de um Low-Gain FEL. Figura reproduzida para ilustração,extraída de trabalho de Peter S
hmuser - Institut Für Experimentalphysik, UniversitätHamburg, Germany.Mas esse me
anismo de baixo ganho mostra suas limitações quando de-sejamos 
onstruir FELs operando em 
omprimentos de onda muito 
urtos(abaixo de 100 nm). Nessas 
ondições, 
avidades ressonantes são inviáveisvisto que a re�etividade dos metais 
ai rapidamente para zero em in
idên
ianormal. A solução reside em a
har um me
anismo FEL em que a radiaçãoatinja a saturação ao �nal de uma úni
a passagem do feixe por um longo on-dulador (single-pass), ini
iando a partir da emissão espontânea. Esse 
on
eitoé o 
hamado (Single-Pass High-Gain Free-Ele
tron Laser).
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2.3 O Regime de Alto GanhoA prin
ipal 
ara
terísti
a de um FEL operando no regime de Alto Ganho éque uma quantidade muito maior de elétrons emite 
oerentemente, de formaque a potên
ia irradiada é propor
ional à N2
c , onde Nc é o número de elétronsdentro de uma região 
oerente. Isso a
onte
e devido a um pro
esso de mi-
robun
hing [18℄, no qual elétrons que perdem energia para a radiação per-
orrem um 
aminho mais longo no wiggler, enquanto os que ganham energiada radiação per
orrem um 
aminho mais 
urto, o que leva à uma modulaçãoespa
ial de densidade dentro do 
omprimento de onda ópti
o λs.No regime de alto ganho a variação temporal e espa
ial do 
ampo daradiação tem que ser 
onsiderada de forma auto
onsistente, o que se faza
oplando-se a equação da energia e da fase es
rita para os N elétrons,eqs.(2.9) e (2.14), à equação de onda inomogênea para o 
ampo da radiação,
ujos termos de fonte são as 
orrentes perpendi
ulares induzidas no feixe pe-los 
ampos do wiggler e da radiação 
ombinados. De fato, o Regime de BaixoGanho é um 
aso limite do Regime de Alto Ganho quando o 
omprimentodo wiggler é muito menor que o 
hamado 
omprimento de ganho, Lg, demaneira que a amplitude da radiação pode ser 
onsiderada aproximadamente
onstante.O Comprimento de Ganho é uma quantidade importante em teoria deFELs, e é de�nido 
omo a distân
ia que a amplitude do 
ampo de radiação,

as, leva para 
res
er um fator e = 2.718, e vale [19℄
Lg =

(

γ3λwmec
2

4π2a2we
2nb

)1/3 (2.17)onde nb é a densidade de repouso do feixe.Muito embora o regime de Alto Ganho possa trazer à realidade exper-imental SASE-FELs em frequên
ias bem a
ima do ultravioleta, 
apazes deampli�
ar o 
ampo da radiação até a saturação em uma úni
a travessia pelowiggler, as 
oisas não são tão simples.O 
omprimento de onda de operação de um FEL é ditado basi
amentepela 
ondição de ressonân
ia (eq. 2.12), enquanto que a saturação, e 
onse-22



quentemente as dimensões do ondulador, é determinada pelo Comprimentode Ganho (eq. 2.17). Analisando essas equações, vemos que para produção deraios-X e raios Gama devemos dispor ou de um feixe de elétrons extremamenteenergéti
o ou de um período de wiggler muito reduzido. O atual estado-da-arte da fabri
ação de wigglers magnetostáti
os é λw ∼ 1.0cm para aw ∼ 1.Por exemplo, para gerar Raios-X da ordem de 10−8cm (1 Angstron), pre-
isamos dispor de um feixe de elétrons 
om γ = 10.000 ∼ 5GeV , que só podeser produzido em a
eleradores 
om dimensões da ordem de quil�metros. Já oComprimento de Ganho, que é propor
ional à γ, 
res
e e exige a 
onstruçãode wigglers igualmente extensos para que a saturação seja al
ançada até o�nal do per
urso.Uma outra quantidade importante na teoria de FELs é o Comprimento deCooperação (Cooperation lengh), dado por [19℄
Lc =

1

γ1/3

(

λsmec
2

16π2a2we
2nb

)1/3 (2.18)Para pequenos 
omprimentos de onda, um pa
ote de elétrons do feixepossui dimensão de muitos 
omprimentos de 
ooperação, e um elétron que sesitua em um 
omprimento de 
ooperação irradia independente dos demais, oque leva o SASE-FEL a apresentar um espe
tro temporal 
aóti
o de pi
os deradiação [20℄. A 
oerên
ia desejada é prejudi
ada pelo espe
tro do ruído daini
ialização.A solução para tais dilemas pode estar no uso de wigglers ópti
os. Fun-
iona 
omo um wiggler ópti
o um pulso de laser interagindo 
om um feixe deelétrons vindo na direção 
ontrária. Durante a interação radiação de 
urto
omprimento de onda pode ser gerada por espalhamento Compton estimu-lado, [21℄, [22℄, [23℄, [24℄, [25℄ ou mesmo espalhamento Raman [25℄, [26℄.Uma vez que o 
omprimento de onda asso
iado ao 
ampo eletromagnéti
odo laser pode ser feito bem menor que o período de um wiggler magnetostáti
o-
hegando a pou
as 
entenas de nan�metros nos lasers exímeres-, feixes deelétrons menos energéti
os podem ser utilizados para ampli�
ar radiação deum mesmo 
omprimento de onda, 
onforme se depreende da 
ondição deressonân
ia (2.12), que deve apenas ser modi�
ada no denominador, 
ujo fator23



é 4 para wiggler eletromagnéti
o, ao invés de 2. Um benefí
io adi
ional vemda redução do 
omprimento de ganho, que permitiria o uso de a
eleradores
ompa
tos de baixa voltagem e alta intensidade de 
orrente. O 
omprimentode 
ooperação também aumenta 
om o inverso de γ1/3, o que melhoraria aqualidade da 
oerên
ia da radiação espalhada.Porém, 
om o uso de wigglers opti
os e feixes de baixa energia, o FELentra em um novo regime quânti
o. Nesse domínio modelos 
lássi
os nãopodem mais ser utilizadas, uma vez que o re
oil do elétron devido ao fótonemitido, de elevado momentum, pode se tornar relevante e deve ser 
onsid-erado (h̄ks/γmec ≥ 1). A transição do regime 
lássi
o para o quânti
o em umFEL o
orre quando não podemos mais desprezar o de
aimento des
ontínuodo elétron devido ao re
oil, isto é, se o momento do elétron de
ai em degrausdis
retos de h̄ks [27℄.

Figura 2.6: Esquema bási
o
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2.4 O modelo quânti
o para FELsMuito embora des
ritos 
om muito su
esso pela eletrodinâmi
a 
lássi
a,Free-Ele
tron Lasers foram 
on
ebidos originalmente por Madey [2℄ 
om ouso da Me
âni
a Quânti
a. Em seu trabalho pioneiro, ele usou o métodode Weizä
ker-Williams para 
al
ular o ganho devido à emissão estimulada deradiação de um modo eletromagnéti
o paralelo ao movimento de um elétronrelativísti
o através de um 
ampo magnéti
o perpendi
ular alternado.Mais tarde, A. Gover e A. Yariv [28℄ apresentaram um modelo quânti
opara des
rever a interação de um feixe de elétrons 
om uma onda eletro-magnéti
a dentro de estruturas eletromagnéti
as periódi
as, que era geral osu�
iente para des
rever modos de interação de partí
ula úni
a ou modos 
ole-tivos, Giuliano Preparata apresentou um modelo baseado na Teoria Quânti
ade Campos [29℄, Honglie Fang et. al. apresentaram um modelo semi-
lássi
ona qual a evolução da função de onda do elétron sujeito a um poten
ial vetormagnetostáti
o é dada pela equação de Klein-Gordon [30℄. Já Smetanin, [24℄partindo da equação de Klein-Gordon, demonstrou que o FEL torna-se umos
ilador quânti
o de dois níveis 
om inversão 
ompleta do meio ativo (π-pulse). Ele mostrou ainda que o regime quânti
o é mais e�
iente para FELsoperando em Raios-X 
om wiggler ópti
o.Bonifa
io e Casagrande, [17℄, defenderam que o desenvolvimento de mo-delos quânti
os seria importante visto que, primeiro, �utuações quânti
as sãone
essárias para ini
ializar um sistema ini
ialmente em 
ondições de equi-líbrio, e segundo, porque elas poderiam afetar a dinâni
a do sistema e aprópria ini
ialização (threshold). Além disso, somente tratamentos quânti
ospermitiriam a investigação das propriedades da radiação 
oerente emitida ederivação de estatísti
a quânti
a de fótons. Nesse trabalho, 
ompararam asduas formulações e, partindo de uma Hamiltoniana 
lássi
a para um elétroninteragindo 
om o 
ampo do wiggler e radiação 
ombinados, deduziram umaHamiltoniana quantizada para muitos elétrons e mostraram que a emissãoespontânea que se origina das �utuações de posição e momento são impor-tantes para a ini
ialização do ganho exponen
ial. Deduziram ainda a efetiva
ondição de threshold para um FEL superradiante no Regime Compton de25



Alto Ganho (High-Gain Compton Regime).Mais re
entemente, Serbeto et. al. [31℄ apresentaram um modelo quânti
opara evolução do feixe de elétrons em um 
ampo de wiggler usando ondas
inéti
as, que por sua vez se baseiam na equação para a evolução para afunção de Wigner do sistema, a
oplada a um 
ampo de interação por umpoten
ial ponderomotivo adequado. Esse modelo leva a uma des
rição geralpara a instabilidade Free-Ele
tron Laser levando em 
onta o efeito 
inéti
o deAmorte
imento de Landau (Landau damping).Já nesta tese apresentaremos um modelo hidrodinâmi
o no qual as var-iáveis de �uido são obtidas fazendo-se uma transformação de Madelung nafunção de onda do elétron, 
uja evolução é dada por uma equação do tipoS
hroedinger, que é deduzida a partir da expressão da energia relativísti
atotal, onde se fez as substituições do método de Whitham-Karman-Kruskal.Apesar da perda de informação relativa aos efeitos 
inéti
os, o modelohidrodinâmi
o tem seu ponto forte na sua simpli
idade de implementaçãonuméri
a, visto que não é mais ne
essário rodar um sistema de 2N equações,
omo nos modelos baseados em ma
ropartí
ulas. No modelo hidrodinâmi
olidamos 
om �utuações 
ontínuas de densidade e velo
idade.Modelos numéri
os usuais para simulação de FELs 
lássi
os ini
ializam 
omuma distribuição de um número razoável de ma
roelétrons dentro de um poçode poten
ial ponderomotivo, o que não é mais possível fazer quando lidamos
om os 
omprimentos de onda ultra-
urtos, relevantes em Quantum-FELs.Isto porque se torna impossível 
olo
ar mais de um elétron dentro de umúni
o poço de poten
ial, quando no máximo 
onseguimos 
olo
ar 1 elétron.Por exemplo, a densidade ne
essária para distribuir ao menos 1 elétron por
omprimento de onda na faixa dos Raios-X de 0.1Å = 10−9cm seria maiorque a densidade da matéria sólida. Pre
isaríamos "en
aixotar"109 elétronsunidimensionalmente na ini
ialização, o que 
orresponderia a uma densidadeeletr�ni
a volumétri
a de 1027cm−3!
26



Capítulo 3
O modelo hidrodinâmi
o
3.1 IntroduçãoAo lado das formulações ondulatória, matri
ial e em integrais de trajetóriada Me
âni
a Quânti
a, introduzidas por S
hrödinger, Heisenberg [32℄ e Feyn-man [33℄, respe
tivamente, existe a formulação Hidrodinâmi
a, idealizadaainda em seus primeiros dias por Erwin Madelung [34℄ e De Broglie. Nessades
rição a equação 
omplexa de S
hrödinger é 
onvertida em um sistemade duas equações diferen
iais par
iais não lineares reais identi�
adas 
omoequações hidrodinâmi
as, sendo uma para a densidade de probabilidade e aoutra para a dinâmi
a de um 
ampo de velo
idade de �uido.Re
entemente, Hass e 
olaboradores vêm usando modelos hidrodinâmi
ospara des
rever plasmas quânti
os. Por exemplo, na referên
ia [35℄, partindode um sistema tipo S
hrödinger-Poisson, deduziram um sistema de equaçõesdiferen
iais não lineares a
opladas onde analisaram a 
ontrapartida quân-ti
a dos modos BGK (Bernstein-Greene-Kruskal modes), o que vieram a
hamar de modos Quantum BGK, ou QBGK, bem 
omo os efeitos quânti-
os na instabilidade de dois feixes (two-stream instability). Na referên
ia[36℄, des
reveram os estados esta
ionários de um gás de elétrons e apre-sentaram uma relação de dispersão linear para plasmas quânti
os, na forma(w2 = w2

pe+k
2v2F + h̄2k4/4m2

e), onde me é a massa do elétron e vF a velo
idade deFermi unidimensional. Finalmente, na referên
ia [37℄, des
reveram a propa-gação de ondas íon-a
ústi
as quase neutras, mostrando que a dinâmi
a dos27



íons tem uma 
ara
terísti
a quânti
a, muito embora devessem de 
omportarde forma 
lássi
a devido a grande massa.Neste 
apítulo, mostraremos que a interação de um feixe de elétrons 
omum poten
ial eletromagnéti
o pode ser des
rita por um sistema de equaçõestipo S
hrödinger-Poisson, desde que a variação de energia-momento do elétronseja lentamente variável no tempo e no espaço. A partir de então, de�nindo afunção de onda do elétron da maneira 
omo des
rita nos trabalhos apontadosno parágrafo anterior, deduziremos um sistema de equações de �uido que de-s
revem resposta do feixe a esse poten
ial, in
luindo os efeitos da distribuiçãoespa
ial de 
argas.3.2 A equação de S
hrödingerSeguindo a referên
ia [31℄, vamos partir da expressão da energia relativís-ti
a total de um feixe de elétrons sujeito a um poten
ial ponderomotivo V 1, oqual é oriundo do batimento do 
ampo de um wiggler ópti
o 
ombinado 
omo 
ampo da radiação espalhada pelos próprios elétrons. Generalizando nossomodelo, in
luímos um poten
ial φ devido às �utuações da densidade de 
argano feixe. Assim, no referen
ial do laboratório, temos:
E =

√

p2ec
2 +m2

ec
4 + V (~r, t)− eφ(~r, t). (3.1)Para elétrons livres (V = φ = 0), a energia relativísti
a total (E = h̄we) e omomento dos elétrons (~pe = h̄~ke) são 
onstantes, sendo ~ke o vetor de onda (deDe-Broglie) e me a massa dos elétrons no repouso. Porém, sob a ação de umpoten
ial, essas quantidades variam lentamente no espaço e no tempo. Usandoo método Whitham-Karman-Kruskal, o qual é equivalente à quantização daóti
a geométri
a, podemos fazer as substituições

E → h̄

(

we + i
∂

∂t

)

, ~pe → h̄(~ke − i∇), (3.2)as quais são validas na aproximação eikonal, sendo equivalentes à aproxi-mação de envelope lentamente variável (Slow-Varying Envelope Approxima-1De fato V foi de�nido de forma a possuir dimensão de energia poten
ial.28



tion - SVEA). Se ψ for a função de onda do elétron, então valem as aproxi-mações
| ∂
∂t
ψ |≪ we | ψ |, | ∇ψ |≪| ~keψ | . (3.3)Substituindo (3.2) dentro da expressão para a energia (3.1), obtemos oresultado par
ial

(

we + i
∂

∂t

)

−Ω1/2
e

[

1− c2Ω−1
e

(

2i~ke · ∇+∇2
)]1/2

= (V − eφ)/h̄, (3.4)onde
Ωe = c2k2e

(

1 +
m2

ec
2

h̄2k2e

) (3.5)e
Ω−1
e =

1

c2k2e

(

1 +
m2

ec
2

h̄2k2e

)−1

=
1

c2k2e

(

1− m2
ec

4

h̄2w2
e

)

. (3.6)Na dedução do termo (3.6), utilizamos a expressão para a energia relati-vísti
a total do elétron livre, E2 = c2p2e + m2
ec

4, onde se fez as substituições
E = h̄we e ~pe = h̄~ke.Então, substituindo (3.5) e (3.6) na equação (3.4), e expandindo o termoentre 
ol
hetes até a segunda ordem, pois assumimos que as derivadas são devariação lenta, obtemos
ih̄

(

∂

∂t
+ ~ve · ∇

)

ψ +
c2h̄

2we

[

∇2 −
(

1− m2
ec

4

h̄2w2
e

)

(û · ∇)2
]

ψ = (V (~r, t)− eφ(~r, t))ψ, (3.7)onde û = ~ke/ke é um vetor unitário na direção de ~ke e ~ve é a velo
idade ini
ialdo elétron (não perturbada), asso
iada à energia h̄we e ao momento h̄~ke, sendode�nida por
~ve = c

~ke
ke

(

1 +
m2

ec
2

h̄2k2e

)− 1

2

= c

(

1 +
λ2e
λ2c

)− 1

2

û, (3.8)onde ~ve ≈ (h̄ke/me)û para o 
omprimento de Compton do elétron λc = h/mec≪

λe = 2π/ke e ~ve ≈ cû para λc ≫ λe. Estamos assumindo que o sistema 
ompostopor N elétrons é des
rito 
omo um ensemble quânti
o representado por umafunção de onda ma
ros
ópi
a ψ(~r, t) normalizada de maneira que a densidadede elétrons seja n(~r, t) = |ψ(~r, t)|2. Assim a função de onda ψ vale não apenas29



para um úni
o, mas para todos os elétrons do feixe. Essa normalização é vál-ida uma vez que estamos lidando 
om um ensemble de elétrons que interageapenas 
oletivamente através do poten
ial eletromagnéti
o, i.e., estamos assu-mindo que os elétrons en
ontram-se em um úni
o estado puro perfeitamente
oerente.Façamos uma transformação de variáveis do referen
ial do laboratório (~r, t)para o espaço (~ζ, t′), de�nida da seguinte forma:
~ζ = ~r − ~vet, t′ = t. (3.9)As derivadas se modi�
am de a
ordo 
om os operadores:

∇ = ∇ζ ,
∂

∂t
=

∂

∂t′
− ~ve · ∇ζ . (3.10)Cumpre es
lare
er que essa transformação matemáti
a não é uma mudança dereferen
ial no sentido restrito, 
omo se fosse uma transformação de Galileu2.O que estamos fazendo é pro
urar por soluções propagantes, na forma ~ζ =

~r − ~vet. Contudo, por simpli
idade, nos referiremos às grandezas físi
as quesão funções de ~ζ, t′ 
omo variáveis no referen
ial do feixe, ou variáveis noreferen
ial transformado, se for ne
essário.Vamos rees
rever o operador ∇ζ de maneira que o mesmo seja de
om-posto em uma 
omponente paralela e uma perpendi
ular ao vetor unitário û,de�nido em (3.7). Assim,
∇ζ =

∂

∂ζ‖
û+

∂

∂~ζ⊥
. (3.11)Substituindo (3.10)-(3.11) em (3.7), obtemos uma equação que é formalmenteidênti
a à equação de S
hrodinger, qual seja,

ih̄
∂

∂t′
ψ +

h̄2

2meγe

(

1

γ2e

∂2

∂ζ2‖
+

∂2

∂ζ2⊥

)

ψ = (V − eφ)ψ, (3.12)onde �zemos a substituição h̄we = γemec
2, sendo γe o fator relativísti
o asso
i-ado à velo
idade ~ve do elétron e foi usada a de�nição ~ζ = ζ‖û+ ~ζ⊥.O poten
ial φ, devido à separação de 
argas, é des
rito pela equação dePoisson, isto é,

−∇ζ · ~E = −∇ζ · ~E⊥ −∇ζ · ~E‖ = −∇ζ · ~E⊥ +∇2
ζφ = 4πe|ψ|2. (3.13)2De fato, uma mudança de referen
ial impli
aria o uso da transformação de Lorentz.30



3.3 A transformada de MadelungDe a
ordo 
om Madelung [34℄, Bohm [38℄, Wilhelm [39℄, a equação deS
hrodinger pode ser transformada em um sistema de equações hidrodinâmi-
as 
om o uso do ansatz
ψ(~ζ, t′) = A(~ζ, t′)eiS(

~ζ,t′)/h̄, (3.14)onde S é a ação do sistema e A é uma grandeza que varia lentamente notempo, sendo A > 0.Substituindo esta representação da função de onda dentro de (3.12), obte-mos a equação
ih̄

{

∂

∂t′
A+

i

h̄
A
∂

∂t′
S

}

+
h̄2

2meγ3e







∂2

∂ζ2‖
A+

i

h̄
A
∂2

∂ζ2‖
S +

2i

h̄

∂

∂ζ‖
S
∂

∂ζ‖
A− A

h̄2

(

∂

∂ζ‖
S

)2






+

+
h̄2

2meγe

{

∂2

∂ζ2⊥
A+

i

h̄
A
∂2

∂ζ2⊥
S +

2i

h̄

∂

∂ζ⊥
S

∂

∂ζ⊥
A− A

h̄2

(

∂

∂ζ⊥
S

)2
}

= (V − eφ)A, (3.15)que pode ser dividida em uma parte real e uma imaginária. A parte imagináriaé
∂

∂t′
A+

1

2

{

A

meγ3e

∂2

∂ζ2‖
S +

2

meγ3e

∂

∂ζ‖
S
∂

∂ζ‖
A

}

+
1

2

{

A

meγe

∂2

∂ζ2⊥
S +

2

meγe

∂

∂ζ⊥
S

∂

∂ζ⊥
A

}

= 0.Multipli
ando todos os seus termos por A, temos
∂

∂t′
A2 +

∂

∂ζ‖

{

A2

meγ3e

∂

∂ζ‖
S

}

+
∂

∂ζ⊥

{

A2

meγe

∂

∂ζ⊥
S

}

= 0. (3.16)As funções reais A(~ζ, t′) e S(~ζ, t′) podem ser asso
iadas à densidadeeletr�ni
a n(~ζ, t′) e à um 
ampo de velo
idade ~v(~ζ, t′) da seguinte forma:
A2 = |ψ|2 = n, (3.17)

v‖ =
1

meγ3e

∂

∂ζ‖
S =

p‖

meγ3e
, (3.18)31



v⊥ =
1

meγe

∂

∂ζ⊥
S =

p⊥
meγe

, (3.19)Substituindo (3.17)-(3.19) em (3.16), obtemos a equação de �uido
∂

∂t′
n+

∂

∂ζ‖

{

nv‖
}

+
∂

∂ζ⊥
{nv⊥} = 0, (3.20)que pode ser rees
rita 
omo

∂

∂t′
n+∇ζ · (n~v) = 0, (3.21)onde ~v foi de
omposto em 
omponentes paralela e perpendi
ular ao vetor deonda de De-Broglie para o elétron livre, ~ke = ~pe/h̄, i.e.,
~v = v‖û+ ~v⊥.Coletando os termos reais da equação (3.15), reagrupando-os e dividindopela função A, 
hegamos à seguinte equação:

∂

∂t′
S +

1

2meγ3e

(

∂

∂ζ‖
S

)2

+
1

2meγe

(

∂

∂ζ⊥
S

)2

=

= −(V − eφ) +
h̄2

2meγ3e

(

1

A

∂2

∂ζ2‖
A

)

+
h̄2

2meγe

(

1

A

∂2

∂ζ2⊥
A

)

. (3.22)Observemos que (3.22) se reduz à equação de Hamilton-Ja
obi quando
h̄ → 0, e os dois últimos termos do lado direito fazem parte de um poten
ialquânti
o nessa aproximação quasi-
lássi
a.Continuando a dedução das equações hidrodinâmi
as, vamos apli
ar o op-erador ∇ζ em ambos os lados de (3.22). Daí temos:

∂

∂t′
∇ζS +

1

2meγ3e
∇ζ

(

∂

∂ζ‖
S

)2

+
1

2meγe
∇ζ

(

∂

∂ζ⊥
S

)2

=

= −∇ζ(V − eφ) +
h̄2

2meγ3e
∇ζ

(

1

A

∂2

∂ζ2‖
A

)

+
h̄2

2meγe
∇ζ

(

1

A

∂2

∂ζ2⊥
A

)

. (3.23)32



3.4 As equações de �uidoUsando as expressões (3.17)-(3.19) novamente, obtemos a equação detransporte de momento na formulação hidrodinâmi
a [40℄
∂

∂t′
~p+

1

2
∇ζ(~v · ~p) = −∇ζ(V − eφ) +

h̄2

2meγe
∇ζ

[

1√
n
D2

ζ

√
n

]

, (3.24)onde foram usadas as de�nições
~p = ∇S, D2

ζ =

(

1

γ2e

∂2

∂ζ2‖
+

∂2

∂ζ2⊥

)

. (3.25)O último termo da equação do momento (3.24) é uma forma assimétri
ado 
hamado poten
ial de Bohm, que retém a informação quânti
a do sistema,e tem sido usado para des
rever plasmas quânti
os [35℄-[37℄,[41℄-[43℄ e super-
ondutividade [44℄, sendo relevante em 
omparação 
om outros termos depoten
ial quando lidamos 
om gradientes íngremes de densidade de partí
u-las, por exemplo, na junção de dois super
ondutores. Note-se ainda que aequação (3.24) se reduz ao resultado 
lássi
o quando desprezamos os efeitosquânti
os, i.e., no limite h̄→ 0.Note-se ainda que, ao invés de um termo na forma ~v · ∇~p, obtivemos umna forma 1/2∇(~v · ~p) em (3.24). Isso porque os vetores ~v e ~p não são paralelos,mas formam um ângulo que depende do fator relativísti
o γe. No 
aso nãorelativísti
o, γe = 1, re
uperamos o termo original, qual seja, ~v · ∇~p.Resumindo, as equações da 
ontinuidade (3.21), momentum (3.24), e Pois-son, a seguir rela
ionadas, nos dão uma des
rição totalmente relativísti
a dadinâmi
a de um elemento de �uido 
om densidade n(~ζ, t′), velo
idade ~v(~ζ, t′),e momento ~p(~ζ, t′), sujeito a um poten
ial de origem eletromagnéti
a V e dea
úmulo espa
ial de 
argas φ, sendo ~v interpretado 
omo a velo
idade de �uidono referen
ial transformado (~ζ, t′).
∂

∂t′
n+∇ζ · (n~v) = 0, (3.26)
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∂

∂t′
~p+

1

2
∇ζ(~v · ~p) = −∇ζ(V − eφ) +

h̄2

2meγe
∇ζ

[

1√
n
D2

ζ

√
n

]

, (3.27)
∇2

ζ‖φ = 4πnbe

(

n

nb
− 1

)

, (3.28)
−∇ζ⊥ · ~E⊥ = −4πenb. (3.29)A equação de Poisson foi dividida em suas partes paralela e perpendi
ular,

nb é a densidade do feixe no repouso e n é a densidade lo
al de elétrons.A velo
idade longitudinal, v‖, na equação (3.18) deve ser vista 
omo umapequena diferença entre a velo
idade no feixe e a velo
idade ressonante noreferen
ial do laboratório. A velo
idade perpendi
ular, v⊥, 
orresponde àvelo
idade de difusão térmi
a transversal 
om momento p⊥. Esta velo
idadede difusão domina sobre os efeitos quânti
os na direção transversal.Em uma aproximação unidimensional nós desprezamos os efeitos transver-sais fazendo ∂
∂ζ⊥

= 0, A(~ζ, t′) → A(ζ‖, t
′) e S(~ζ, t′) → S(ζ‖, t

′). A �m de simpli�
ara es
rita, vamos suprimir as notações dos índi
es ‖, ⊥. As equações (3.26)-(3.29) se reduzem a:
∂

∂t′
n+

∂

∂ζ
(nv) = 0, (3.30)

∂

∂t′
v + v

∂

∂ζ
v =

1

meγ3e

{

− ∂

∂ζ
(V − eφ) +

h̄2

2meγe

∂

∂ζ

[

1√
n

(

1

γ2e

∂2

∂ζ2

)

√
n

]}

, (3.31)
∂2

∂ζ2
φ = 4πenb

(

n

nb
− 1

)

. (3.32)As equações a
ima nos dão uma des
rição totalmente relativísti
a de umfeixe de elétrons interagindo 
om um 
ampo eletromagnéti
o através de umpoten
ial V , que em um FEL é função da amplitude do wiggler e do 
ampo34



da radiação, a
res
ido de um poten
ial eletrostáti
o φ, que surge devido àperturbações de densidade de 
argas devido ao poten
ial V .No 
apítulo seguinte vamos a
oplar as equações (3.30)-(3.32) 
om aequação de onda e o poten
ial ponderomotivo V de forma auto
onsistente.Por transformada de Fourier uma relação de dispersão linear será obtida,
ujos modos normais serão analisados a �m de se veri�
ar a o
orrên
ia deinstabilidades e 
onsequente ampli�
ação da radiação original.
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Capítulo 4
A relação de dispersão linear
4.1 O poten
ial ponderomotivoPrimeiro pre
isamos es
olher a forma do poten
ial ponderomotivo V , queé o resultado do batimento de dois 
ampos eletromagnéti
os, o 
ampo dowiggler, denotada pelo índi
e (w), e o da radiação espalhada, de alta frequên-
ia, que desejamos ampli�
ar, denotada pelo índi
e (s). Vamos 
omeçar, por
onveniên
ia, de�nindo-os de forma que possuam polarização 
ir
ular, sendodes
ritos no referen
ial do laboratório pelos seguintes poten
iais vetores:

~as(~r, t) =
−1√
2

(

êias(~r, t)e
iφs + cc

)

, (4.1)
~aw(~r, t) =

1√
2

(

êaw(~r, t)e
iφw + cc

)

. (4.2)Na nome
latura utilizada, ~as(w) = e ~As(w)/mc
2 é o poten
ial vetor normal-izado da radiação(wiggler); as(w) é a amplitude do 
ampo da radiação(wiggler);e ê = (x̂+ iŷ)/

√
2 é um versor que tem as propriedades ê · ê = ê∗ · ê∗ = 0; ê · ê∗ =

ê∗ · ê = 1.As fases harm�ni
as, de os
ilação rápida, são de�nidas 
omo:
φs = −~ks · ~r + wst, φw = ~kw · ~r + wwt, (4.3)onde ~ks(w) e ws(w) são, respe
tivamente, o vetor de onda e a frequên
ia daradiação (wiggler), sendo que |~ks| >> |~kw| e ws >> ww.36



Vamos assumir propagação apenas na direção longitudinal, que sem perdade generalidade podemos fazer na direção ẑ. Considerando que a radiaçãoespalhada se propaga no sentido 
ontrário ao do pulso de radiação do wiggler(espalhamento para trás), a partir da de�nição de força ponderomotiva e 
omo uso dos 
ampos de�nidos em (4.1)-(4.2), o poten
ial ponderomotivo V podeser es
rito da seguinte forma:
V =

mec
2

2γe
(iawa

∗
se

iθp + cc). (4.4)Este poten
ial é uma generalização dos poten
iais des
ritos, por exemplo,nas referên
ias [11℄ e [31℄, visto que aw não é mais um parâmetro real e
onstante, mas sim uma função 
omplexa de variação lenta no tempo e noespaço. Dessa forma in
orporamos a possibilidade de atenuação do 
ampo dowiggler (pump depletion). A dedução de V en
ontra-se no apêndi
e.A fase θp = [ks + kw]z − [ws − ww]t é a fase da onda ponderomotiva. Noreferen
ial do feixe ela é dada por:
θp = [ks + kw]ζ − [(ws − ww)− (ks + kw)ve]t

′ (4.5)
4.2 Equação do plasmaA �m de estudar a possibilidade do apare
imento de instabilidades, 
omoprova inequívo
a da ampli�
ação da radiação de fundo, pre
isamos deduziruma relação de dispersão linear que des
reva os modos normais do sistema. Oprimeiro passo é fazer uma análise perturbativa das variáveis dinâmi
as. Paraum feixe de elétrons ini
ialmente homogêneo, devemos es
rever as grandezasperturbadas até primeira ordem

v → δv; n→ nb + δn (4.6)onde δv e δn são �utuações na velo
idade de �uido e na densidade do feixe,respe
tivamente. Fazendo as devidas substituições, o sistema de equações(3.30)-(3.32) se reduz a 37



∂

∂t′
δv =

1

meγ3e

{

− ∂

∂ζ
(V − eφ) +

h̄2

4meγ3e

∂3

∂ζ3
δn

nb

} (4.7)
∂

∂t′
δn

nb
+

∂

∂ζ
δv = 0 (4.8)

∂2

∂ζ2
φ = 4πenb

δn

nb
(4.9)onde foram desprezados os termos de segunda ordem e foi feita a aproximação

√
nb(1 + δn/nb)

1/2 ≈ √
nb(1 + δn/2nb) no numerador e √

nb(1 + δn/nb)
1/2 ≈ √

nb nodenominador.Tomando a derivada ζ da equação (4.7) e a derivada temporal da equação(4.8), substituindo uma dentro da outra e 
om o uso da equação de Poisson(4.9), obtemos uma equação que representa uma os
ilação de 
arga, ex
itadapelo poten
ial ponderomotivo V , que tem a mesma forma que a equação paraa propagação de uma onda em plasma quânti
o no referen
ial do laboratório[36℄, [40℄.
[

∂2

∂t′2
+
w2
p

γ3e
+

1

4

(

h̄

meγ3e

)2 ∂4

∂ζ4

]

δn

nb
=

1

meγ3e

∂2

∂ζ2
V (ζ, t′, as(ζ, t

′), aw(ζ, t
′)) (4.10)

4.3 A evolução da radiaçãoMas para se 
hegar a um sistema auto
onsistente ainda pre
isamos deduziras equações para a evolução das amplitudes de variação lenta as e aw.Vamos 
omeçar es
revendo, no frame do laboratório, a equação de ondapara os poten
iais vetores 
om um termo de 
orrente perpendi
ular, ~J⊥, queé a fonte dos 
ampos. Assim,
(

∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)

~As(w) = −4π

c
~J⊥. (4.11)A 
orrente ~J⊥ é dada por

~J⊥ = en~v⊥, (4.12)38



onde ~v⊥ é a velo
idade perpendi
ular de �uido dos elétrons, que é determinadaprin
ipalmente pelo 
ampo do wiggler, parti
ipando o 
ampo da radiação
omo uma pequena 
orreção.A partir da equação do movimento transversal de um elétron relativísti
osujeito à força de Lorentz asso
iada aos 
ampos des
ritos pelos poten
iaisvetores (4.1) e (4.2), deduz-se, 
omo apresentado, por exemplo, na referên
ia[11℄, que ~v⊥ é dado por
~v⊥
c

= −(~aw + ~as)

γe
. (4.13)Substituindo (4.13) na equação de onda (4.11), segue-se que

(

∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)

~as(w) =
w2
p

c2γe

n

nb
(~aw + ~as), (4.14)onde w2

p = 4πe2nb/me é o quadrado da frequên
ia de plasma asso
iada ao feixeem repouso, e lembrando que foi novamente utilizada a normalização ~as(w) =

e ~As(w)/mec
2.Utilizando as de�nições de 
ampo (4.1)-(4.2), e fazendo o produto internopelo vetor 
omplexo, ê, em ambos os lados da equação de onda (4.14), temos:

−i
(

∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)

(ase
iφs) =

w2
p

c2γe

n

nb
(awe

iφw − iase
iφs); (4.15)

(

∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)

(awe
iφw) =

w2
p

c2γe

n

nb
(awe

iφw − iase
iφs). (4.16)As derivadas espa
iais são:

∇2
(

ase
iφs

)

= eiφs

[

∇2 − 2i ~ks · ∇ − k2s

]

as; (4.17)
∇2
(

awe
iφw

)

= eiφw

[

∇2 + 2i~kw · ∇ − k2w

]

aw. (4.18)As derivadas temporais são:
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∂2

∂t2

(

ase
iφs

)

= eiφs

[

∂2

∂t2
+ 2iws

∂

∂t
− w2

s

]

as; (4.19)
∂2

∂t2

(

awe
iφw

)

= eiφw

[

∂2

∂t2
+ 2iww

∂

∂t
− w2

w

]

aw. (4.20)Substituindo-as na equação de onda 4.15 e 4.16 temos:
−ieiφs

(

∇2 − 2i ~ks · ∇ − k2s −
1

c2
∂2

∂t2
− 2i

ws

c2
∂

∂t
+
w2
s

c2

)

as =

=
w2
p

c2γe

n

nb
(awe

iφw − iase
iφs); (4.21)

eiφw

(

∇2 + 2i~kw · ∇ − k2w − 1

c2
∂2

∂t2
− 2i

ww

c2
∂

∂t
+
w2
w

c2

)

aw =

=
w2
p

c2γe

n

nb
(awe

iφw − iase
iφs). (4.22)Da mesma forma 
omo pro
edemos na equação do plasma, façamos umaanálise perturbativa nas variáveis dinâmi
as do sistema. De agora em diante

as(w) são 
onsiderados pequenas perturbações. Assim, temos:
−i
(

∇2 − 1

c2
∂2

∂t2
− 2i

[

~ks · ∇+
ws

c2
∂

∂t

]

−
[

k2s −
w2
s

c2
+

w2
p

c2γe

])

as =

=
w2
p

c2γe

(

awe
i(φw−φs) +

δn

nb
awe

i(φw−φs) − i
δn

nb
as

)

; (4.23)
(

∇2 − 1

c2
∂2

∂t2
− 2i

[

−~kw · ∇+
ww

c2
∂

∂t

]

−
[

k2w − w2
w

c2
+

w2
p

c2γe

])

aw =

=
w2
p

c2γe

(

δn

nb
aw − iase

−i(φw−φs) − i
δn

nb
ase

−i(φw−φs)
)

. (4.24)Na aproximação de envelope de variação lenta (SVEA) podemos desprezaras derivadas de segunda ordem em relação às de primeira ordem nas equações(4.23)-(4.24). Utilizando ainda a relação de dispersão linear para uma ondaeletromagnéti
a se propagando no plasma (w2
s(w)−w2

p/γe−k2s(w)c
2 = 0), obtemosduas equações na forma de derivadas 
onve
tivas, quais sejam:40



(

∂

∂t
+
c2 ~ks
ws

· ∇
)

as = −
w2
p

2wsγe

(

awe
i(φw−φs) +

δn

nb
awe

i(φw−φs) − i
δn

nb
as

)

; (4.25)
(

∂

∂t
− c2~kw

ww
· ∇
)

aw = i
w2
p

2wwγe

(

δn

nb
aw − iase

−i(φw−φs) − iδnase
−i(φw−φs)

)

. (4.26)Na aproximação unidimensional, fazemos as transformações:
∇ → ∂

∂z
, ~ks· → ks, (4.27)

~kw ‖ ~ks ‖ ẑ (4.28)o que nos leva à forma 1-D das equações (4.25)-(4.26)
(

∂

∂t
+ vs

∂

∂z

)

as = −
w2
p

2wsγe

(

awe
iθp +

δn

nb
awe

iθp − i
δn

nb
as

) (4.29)
(

∂

∂t
− vw

∂

∂z

)

aw = i
w2
p

2wwγe

(

δn

nb
aw − iase

−iθp − i
δn

nb
ase

−iθp

) (4.30)onde vs(w) = c2ks(w)/ws(w) é a velo
idade de grupo da onda no plasma do feixe,e θp é a fase ponderomotiva de�nida em (4.5).Fazendo a transformação de variáveis para o referen
ial em movimento,isto é,
ζ = z − vet; t′ = t;

∂

∂t
=

∂

∂t′
− ve

∂

∂ζ
;

∂

∂z
=

∂

∂ζ
, (4.31)obtemos o sistema de equações

(

∂

∂t′
+ [vs − ve]

∂

∂ζ

)

as = −
w2
p

2wsγe

δn

nb
awe

iθp (4.32)e
(

∂

∂t′
− [vw + ve]

∂

∂ζ

)

aw =
w2
p

2wwγe

δn

nb
ase

−iθp , (4.33)onde foram desprezados os termos manifestamente fora de ressonân
ia do ladodireito, e mantidos aqueles que são as fontes dos 
ampos, isto é, os termos de
orrente não lineares. 41



É fonte da radiação espalhada o termo de 
orrente que 
ontém o produtoda os
ilação da densidade de elétrons (δn), induzida pela força ponderomotiva,
om a velo
idade perpendi
ular perturbada (em primeira ordem), induzidanos elétrons pelo 
ampo do wiggler (awexp(iθp)/γe). A radiação assim geradase propaga em fase 
om a radiação original, e ampli�
ação pode o
orrer. Já a
orrente que interage 
om o 
ampo do wiggler 
ontém o produto da os
ilaçãoda densidade de elétrons (δn) 
om a perturbação da velo
idade desses elétronsasso
iado ao 
ampo da radiação ampli�
ada (asexp(−iθp)/γe). Os demais ter-mos não podem eles mesmos ser fontes de as ou aw, uma vez que δn sozinhoos
ila 
om o poten
ial ponderomotivo, �
ando fora de ressonân
ia tanto 
oma radiação espalhada quanto 
om o 
ampo do wiggler. Também não podemser fontes os termos em aw(s)exp(±iθp), pelo mesmo motivo.As equações (4.32)-(4.33), juntamente 
om (4.4) e (4.10), abaixo rees
ritaspara melhor 
lareza, formam um sistema de equações de �uido não linearesa
opladas que são su�
ientes para des
rever de uma maneira simples a emissãode radiação 
oerente por um feixe de elétrons relativísti
os sob a ação de umaonda eletromagnéti
a.
[

∂2

∂t′2
+
w2
p

γ3e
+

1

4

(

h̄

mγ3e

)2 ∂4

∂ζ4

]

δn

nb
=

1

mγ3e

∂2

∂ζ2
V (4.34)

V = i
mc2

2γe
awa

∗
se

iθp (4.35)onde
θp = [ks + kw]ζ − [(ws − ww)− (ks + kw)ve]t

′ (4.36)Vamos moldar a perturbação na densidade do plasma na forma δn/nb =

ñei(klζ−Ωlt
′), de forma a 
asar 
om o poten
ial ponderomotivo. Para tantoassumimos as seguintes 
ondições de sintonia, abaixo rela
ionadas, que deno-tam as leis de 
onservação de energia-momento na interação do wiggler, daradiação espalhada, e da os
ilação de plasma.
h̄kl = h̄ks + h̄kw; h̄wl = h̄ws − h̄ww; (Ωl = wl − klve) (4.37)42



Por 
onveniên
ia, vamos lançar mão da mesma normalização usada nareferên
ia [40℄, qual seja,
q = Lkl; τ = t′/te = ct′/L; χ = ζ/L; βs = vs/c; βe = ve/c

Ωp = wpL/c; Ω = ΩlL/c; σ =
1

2

(

h̄

mecγe

)

1

γ2eL
(4.38)onde te = Nλw/c = L/c é o tempo de trânsito e L é o 
omprimento do pulsodo ondulador ópti
o 
om um número N de 
omprimentos de onda.Neste modelo de interação de três ondas os elétrons não pre
isam serne
essariamente ressonantes tal 
omo se impõe em FELs, tanto quânti
osquanto 
lássi
os. Assuminos também a 
ondição de feixe frio e onduladorfra
o. Usando perturbações transformadas para o espaço de Fourier e des-prezando a atenuação do 
ampo do ondulador (pump depletion), 
hegamos àuma relação de dispersão linear [40℄

(

Ω2 −
Ω2
p

γ3e
− σ2q4

)

(Ω− δsq) = −
a2wΩ

2
p

4γ5ewste
q2 (4.39)onde δs = βs − βe (βs = vs/c = cks/ws;βe = ve/c) representa o avanço (slippage)da radiação eletromagnéti
a em relação ao feixe de elétrons relativísti
os e aaproximação ws ≈ cks foi usada no denominador do lado direito da equação.Uma vez que a frequên
ia da onda eletromagnéti
a não é espe
i�
ada, esteavanço é arbitrário. Contudo, do ponto de vista do laboratório, existe umgrande espe
tro de frequên
ias no ruído de fundo gerado pelo feixe. Estasfrequên
ias 
ompetem uma 
om as outras e sobrevive aquela que otimiza oavanço em relação à 
ondição de ressonân
ia 
orrespondente.Podem ser vistos dois modos, que se a
oplam através do ondulador ópti
o,
ujas relações de dispersão são dadas por

Ω− δsq = 0; Ω2 −
Ω2
p

γ3e
− σ2q4 = 0 (4.40)O primeiro é o modo da radiação o segundo é o modo de plasma quânti
o
om um termo de re
uo, σ, e número de onda normalizado, q, que é o mododo espaço de 
argas 
ontraído por efeito Doppler visto no referen
ial em43



movimento. Esta onda de plasma se propaga 
om as velo
idades normalizadasde fase e grupo dadas por
βph =

√

Ω2

q2
= σq

(

1 +
Ω2
p

γ3eσ
2q4

)1/2

≈ σq (4.41)
βg =

∂Ω

∂q
=

2σ2q3
√

σ2q4 +Ω2
p/γ

3
e

≈ 2βph ≈ 2σq (4.42)A 
ondição Ω2
p/γ

3
eσ

2q4 << 1 é sempre satisfeita quando se trada de espa-lhamento Compton, onde o poten
ial ponderomotivo é forte o su�
iente paradominar a dinâmi
a do espaço de 
argas, 
uja energia eletrostáti
a é mantida
omo ruído.A relação de dispersão (4.40) obtida pode ser reduzida às en
ontradas nasreferên
ias [20℄, [31℄ e [45℄ para FELs quânti
os sem a presença do espaçode 
argas se a mesma normalização for empregada e δs for rede�nido 
omo oparâmetro de detuning, que não é o 
aso tratado nesta tese. Por se tratar deuma equação 
úbi
a, existem soluções tais que Im{Ω} > 0, o que 
orrespondea uma instabilidade, que 
res
e até a saturação.Assim, introduzimos um modelo de �uido para plasma quânti
o que des-
reve a emissão de radiação 
oerente 
omo um pro
esso de interação de trêsondas, sendo mais simples e realísta de simular numeri
amente. A radiaçãoestimulada é tratada 
omo um espalhamento Compton, sem a usual formaçãode pa
otes de elétrons (bun
hing) resultante da interação não linear 
om opoten
ial ponderomotivo. Esta des
rição é válida para feixes de elétrons re-lativísti
os, mas não ultra-relativísti
os. A taxa de 
res
imento linear mostraque os efeitos das os
ilações de espaço de 
argas é desprez�vel para feixesdensos 
om elevado γ.
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Capítulo 5
O 
res
imento não linear
5.1 IntroduçãoA
oplamento ressonante de duas ondas eletromagnéti
as 
om uma eletros-táti
a é um fen�meno não linear bastante importante em físi
a de plasmas.A prin
ipal 
ara
terísti
a do regime não linear, que o difere do linear, é queos 
ampos elétri
os asso
iados às diferentes ondas induzem no plasma 
or-rentes que não são mais independentes uma das outras, i.e., não vale mais oprin
ípio da superposição linear. Correntes induzidas por uma onda passama in�uen
iar a evolução das demais e vi
e-versa, e mesmo 
ampos elétri
oslongitudinais e transversais não podem mais ser 
onsiderados 
omo indepen-dentes.Neste 
apítulo deduziremos um sistema de equações diferen
iais par
iaisde primeira ordem não lineares do tipo modo a
oplado (
oupled-mode) 
apazesde des
rever a interação de duas ondas eletromagnéti
as 
om uma onda deplasma longitudinal na aproximação de envelope lento.
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5.2 A evolução da amplitude da RadiaçãoDa mesma forma que na referên
ia [46℄, vamos 
omeçar de�nindo umaos
ilação de plasma eletr�ni
o na forma
δn

nb
(ζ, t′) = ñ(ζ, t′)ei(klζ−Ωlt

′), (5.1)onde ñ(ζ, t′) é uma função que varia lentamente no tempo e no espaço, kl é onúmero de onda asso
iado à os
ilação de plasma e Ωl é a frequên
ia, desviadapor efeito Doppler.Então, substituindo (5.1) nas equações de 
ampo (4.32)-(4.33), obtemos:
(

∂

∂t′
+ [vs − ve]

∂

∂ζ

)

as = −
w2
p

2wsγe
ñ∗awe

−iδt′ ; (5.2)
(

∂

∂t′
− [vw + ve]

∂

∂ζ

)

aw =
w2
p

2wwγe
ñase

iδt′ . (5.3)A �m de deduzir (5.2)-(5.3), foram impostas as 
ondições de 
asamento(mat
hing)
kl = kw + ks; wl = ws − ww − δ, (5.4)onde δ é uma pequena dessintonia entre a frequên
ia da onda ponderomotivae frequên
ia das os
ilações de plasma. Portanto,

ñ(ζ, t′)ei(klζ−Ωlt
′) ∝ Ṽ eiθp . (5.5)Rede�nindo as e aw em (5.2)-(5.3) de maneira que ãs = ase

iδt′ , ãw = aw,obtemos as equações de evolução lenta para as amplitudes de 
ampo
(

∂

∂t′
+ [vs − ve]

∂

∂ζ
− iδ

)

ãs = −
w2
p

2wsγe
ñ∗ãw (5.6)e

(

∂

∂t′
− [vw + ve]

∂

∂ζ

)

ãw =
w2
p

2wwγe
ñãs, (5.7)onde os termos do lado direito de (5.6)-(5.7) des
revem 
orrentes não linearesperturbadas até segunda ordem. 46



5.3 A evolução das os
ilações de plasmaSeguindo ainda a referên
ia [46℄, vamos deduzir a equação para a evoluçãoda amplitude das os
ilações de plasma sob a hipótese de Envelope LentamenteVariável. Substituindo a aproximação de onda plana para a onda de plasma,eq. (5.1), na equação (4.10), temos:
[

∂2

∂t′2
+
w2
p

γ3e
+

1

4

(

h̄

meγ3e

)2 ∂4

∂ζ4

]

ñ(ζ, t′)ei(klζ−Ωlt
′) =

1

meγ3e

∂2

∂ζ2
V. (5.8)Desprezando as derivadas de segunda ordem e derivadas 
ruzadas, subs-tituindo a expressão (4.35) para o poten
ial ponderomotivo, usando as
ondições de 
asamento (5.4), e rede�nindo as e aw, de maneira que ãs = ase

iδt′e ãw = aw, tal 
omo feito na dedução do sistema (5.6)-(5.7), obtemos, a partirda equação (5.8)
{

1

2i

[

Ω2
l −

1

4

(

h̄

meγ3e

)2

k4l −
w2
p

γ3e

]

+Ωl
∂

∂t′
+

1

2

(

h̄

meγ3e

)2

k3l
∂

∂ζ

}

ñ =
c2[ks + kw]

2

4γ4e
ãwã

∗
s,(5.9)onde

Ω2
l −

1

4

(

h̄

mγ3e

)2

k4l −
w2
p

γ3e
= 0 (5.10)é a relação de dispersão da onda eletr�ni
a em um plasma quânti
o relativís-ti
o, e Ωl = (wl − klve) é a frequên
ia de plasma 
om um termo de arraste(drift).Assim, a equação das os
ilações de plasma, (Eq. 5.9), se reduz-se à

{

∂

∂t′
+

1

2Ωl

(

h̄

meγ3e

)2

k3l
∂

∂ζ

}

ñ =
c2[ks + kw]

2

4γ4eΩl
ãwã

∗
s. (5.11)A �m de 
ompreendermos os efeitos quânti
os, vamos rees
rever a equação(5.10) na forma 
an�ni
a de uma relação de dispersão para ondas de Langmuirem um plasma morno. Fazendo-se a aproximação ks >> kw, de forma que

k4l ≈ k2sk
2
l , temos

Ω2
l −

1

4

(

h̄ks
meγ3e

)2

k2l −
w2
p

γ3e
= 0 (5.12)47



Nota-se que o termo de re
uo eletr�ni
o (re
oil) pode ser interpretado
omo uma dispersão térmi
a na onda de plasma, 
uja velo
idade quadráti
amédia pode ser de�nida 
omo
V 2
TQ =

1

4

(

h̄ks
meγ3e

)2

. (5.13)As propriedades 
oletivas da onda de plasma são perdidas quando seunúmero de onda, kl, é maior que o número de onda de Debye, de�nido por
kD = wp/VTe, onde VTe é a velo
idade térmi
a dos elétrons [25℄, ou seja, quandoo 
omprimento de onda das os
ilações de plasma for menor que o 
omprimentode onda de Debye, i.e., 2π/kl = λl < λD. Então, se kl > wp/VTQγ

3/2
e , os elétronsem um elemento de �uido passam a se 
omportar 
omo um aglomerado departí
ulas sem 
orrelação, devido ao re
uo eletr�ni
o, o que 
ara
teriza umregime Compton, que pode ser 
lássi
o ou quânti
o. Se a razão entre o mo-mento do fóton emitido e o momento do elétron for grande (h̄ks/mcγe > 1)temos um FEL no regime Compton Quânti
o, 
aso 
ontrário temos um FEL
lássi
o. Se kl < wp/VTQγ

3/2
e entramos no regime Raman.Considerando que na realidade ondas de plasma longitudinais podem seratenuadas seja por me
anismos 
olisionais ou via amorte
imento de Landau(Landau Damping),é 
onveniente adi
ionar à equação (5.11) um termo deamorte
imento fenomenológi
o ν (ν << Ωl). Usando ainda as 
ondições desintonia (5.4), temos
(

∂

∂t′
+ vq

∂

∂ζ
+ ν

)

ñ =
c2k2l
4γ4eΩl

ãwã
∗
s, (5.14)onde

vq =
1

2Ωl

(

h̄

meγ3e

)2

k3l . (5.15)é um termo 
om dimensão de velo
idade, mas que não se 
onfunde 
om umavelo
idade físi
a do feixe.Os modos Stoques e anti-Stoques são:
Ωl = ±

√

1

4

(

h̄

meγ3e

)2

k4l +
w2
p

γ3e
. (5.16)48



O a
oplamento da onda de plasma, de energia negativa, 
om os modoseletromagnéti
os, de energia positiva, é 
ondição ne
essária ao desenvolvi-mento de uma instabilidade paramétri
a, que simultameamente faz 
res
er aamplitude da onda de plasma e da radiação espalhada e de
res
er a amplitudedo 
ampo do wiggler. A função dielétri
a da onda de plasma é dada por:
ǫl(wl, kl) = 1− 1

4

(

h̄

meγ3e

)2 k4l
(wl − klve)2

−
w2
p

(wl − klve)2γ3e
(5.17)O sinal da energia do modo longitudinal é dado pela derivada em relaçãoà wl da função dielétri
a (5.17). Assumindo a 
ondição ǫl(wl, kl) = 0, temos:

∂ǫl(wl, kl)

∂wl
=

2

(wl − klve)
< 0 (5.18)que é negativa para todo Ωl = (wl − klve) < 0.5.4 O Sistema de equações modo-a
opladoPor 
onveniên
ia vamos introduzir a normalização

τ = wpt
′, χ =

wp

c
ζ, δ′ =

δ

wp
, ν ′ =

ν

wp
. (5.19)O sistema de equações diferen
iais a
opladas (5.6)-(5.7) e (5.14) torna-se

(

∂

∂τ
+ βq

∂

∂χ
+ ν ′

)

ñ =
c2

4γ4e

k2l
Ωlwp

ãwã
∗
s (5.20)

(

∂

∂τ
+ [βs − βe]

∂

∂χ
− iδ′

)

ãs = − wp

2wsγe
ãwñ

∗ (5.21)
(

∂

∂τ
+ [−βw − βe]

∂

∂χ

)

ãw =
wp

2wwγe
ñãs (5.22)As equações (5.20)-(5.22) formam um sistema 
apaz de des
rever a inter-ação entre duas ondas eletromagnéti
as transversais e uma onda longitudinalem um plasma frio 
om um termo quânti
o de re
uo em uma aproximação deenvelope lento.Uma vez que βs ≈ βe ≈ 1, podemos desprezar o slippage na equação (5.21),e assim des
onsiderar seu termo de derivada espa
ial, bem 
omo nas demais49



equações. Nessa aproximação as densidade de energia 
ontida na onda deplasma e nos 
ampos da radiação espalhada e do wiggler são 
onstantes noespaço, e as soluções se tornam apenas funções do tempo - vide referên
ia[47℄. Estamos olhando uma 
urva de nível de χ 
onstante. Assim, as equações(5.20)-(5.22) tornam-se:
(

∂

∂τ
+ ν ′

)

ñ =
c2

4γ4e

k2l
Ωlwp

ãwã
∗
s; (5.23)

(

∂

∂τ
− iδ′

)

ãs = − wp

2wsγe
ãwñ

∗; (5.24)
∂

∂τ
ãw =

wp

2wwγe
ñãs. (5.25)5.5 Relações de Manley-RoweAs 
ondições de 
onservação de energia podem ser analisadas através dasrelações de Manley-Rowe. A partir de (5.23)-(5.25), desprezando o termodissipativo, temos que

∂

∂τ
|ñ|2 = c2

4γ4e

k2l
Ωlwp

[ãwã
∗
sñ

∗ + ã∗wãsñ] (5.26)
∂

∂τ
|ãs|2 = − wp

2wsγe
[ãwã

∗
sñ

∗ + ã∗wãsñ] (5.27)
∂

∂τ
|ãw|2 =

wp

2wwγe
[ã∗wãsñ+ ãwã

∗
sñ

∗] (5.28)Reagrupando as equações (5.26)-(5.28), obtemos a forma diferen
ial dasrelações de Manley-Rowe, quais sejam
2γ3eΩlwp

c2k2l

∂

∂τ
|ñ|2 + ws

wp

∂

∂τ
|ãs|2 = 0 (5.29)

ws
∂

∂τ
|ãs|2 + ww

∂

∂τ
|ãw|2 = 0 (5.30)50



2γ3eΩlwp

c2k2l

∂

∂τ
|ñ|2 + ww

wp

∂

∂τ
|ãw|2 = 0 (5.31)Integrando no tempo e assumindo as 
ondições ini
iais para 
ampo de ra-diação desprezível e plasma no repouso, i.e., as(0) ∼ n(0) ∼ 0, e ainda pegandoo modo do feixe de energia negativa, de forma que Ωl = −|Ωl|, temos

ww

wp
|ãw|2 =

ww

wp
|ãw(0)|2 +

(

−2|Ωl|wpγ
3
e

c2k2l
|ñ|2

) (5.32)
ws

wp
|ãs|2 +

(

−2wpγ
3
e |Ωl|

c2k2l
|ñ|2

)

= 0 (5.33)
ww|ãw|2 + ws|ãs|2 = ww|ãw(0)|2 (5.34)A partir da equação (5.32), vemos 
omo o
orre a transferên
ia de energiaentre o 
ampo do wiggler e a onda de plasma. No iní
io da interação, valem as
ondições |ñ(τ)|2 ∼ 0 e |ãw(τ)|2 ∼ |ãw(0)|2. Porém, à medida que o tempo passa,a amplitude |ñ(τ)|2 
res
e até a total atenuação do wiggler, quando já não hámais energia disponível, e |ãw(τ)|2 al
ança um ponto de mínimo. O aumentode amplitude da onda de plasma, que 
arrega energia negativa (em azul),vem a
ompanhado de um de
rés
imo da amplitude do 
ampo do wiggler, que
arrega energia positiva (em vermelho).A partir de (5.33), vemos a tro
a de energia entre o 
ampo da radiação es-palhada e a onda de plasma. Os termos perturbados, |ñ(τ)|2 e |ãs(τ)|2, 
res
emjuntos, de forma que a soma dá sempre resultado nulo, até atingirem pontosde máximo. A onda de plasma ganha energia negativa e o 
ampo da radiaçãoespalhada ganha energia positiva.A equação (5.34) estabele
e uma lei de 
onservação de energia entre o
ampo do wiggler e da radiação espalhada. Um ganho de energia (positiva)por um é a
ompanhado de uma perda de energia (positiva) pelo outro, e asoma é 
onstante.A �m de obter um sistema 
om variáveis reais integrável numeri
amente,vamos fazer as seguintes transformações de variáveis em (5.20)-(5.22):

ñ = n′eiφ0 ; ãs = a′se
iφ1 ; ãw = a′we

iφ2 (5.35)51



onde n′, a′

s, a′

w and φn são grandezas reais.Feitas as substituições, deduzimos o seguinte sistema de seis equações di-feren
iais par
iais tipo 
oupled-mode que des
reve um sistema de interaçãode três ondas, sendo
• Três para as amplitudes de envelope:

(

∂

∂τ
+ βq

∂

∂χ
+ ν ′

)

n′ =
c2k2l

4γ4eΩlwp
a′wa

′
s cosφ (5.36)

(

∂

∂τ
+ [βs − βe]

∂

∂χ

)

a′s = − wp

2wsγe
a′wn

′ cosφ (5.37)
(

∂

∂τ
− [βw + βe]

∂

∂χ

)

a′w =
wp

2wwγe
n′a′s cosφ (5.38)

• Três para as fases:
(

∂

∂τ
+ βq

∂

∂χ

)

φ0 = − c2k2l
4γ4eΩlwp

a′wa
′
s

n
sinφ (5.39)

(

∂

∂τ
+ [βs − βe]

∂

∂χ

)

φ1 =
wp

2wsγe

a′wn
′

a′s
sinφ+ δ′ (5.40)

(

∂

∂τ
− [βw + βe]

∂

∂χ

)

φ2 =
wp

2wwγe

n′a′s
a′w

sinφ (5.41)A evolução temporal pode ser rees
rita da seguinte maneira
(

∂

∂τ
+ ν ′

)

n = CT
0 a

′
wa

′
scosφ (5.42)

∂

∂τ
a′s = CT

1 a
′
wn

′cosφ (5.43)
∂

∂τ
a′w = CT

2 n
′a′scosφ (5.44)

∂

∂τ
φ = δ′ −

(

CT
0

a′wa
′
s

n
+ CT

1

a′wn
′

a′s
+ CT

2

n′a′s
a′w

)

sinφ (5.45)onde
φ = φ0 + φ1 − φ2 (5.46)As 
onstantes Cs são

CT
0 =

c2

4γ4e

k2l
Ωlwp

, CT
1 = − wp

2wsγe
, CT

2 =
wp

2wwγee 52



Ωl = −
√

1

4

(

h̄

mγ3e

)2

k4l +
w2
p

γ3e
, ν ′ << Ωl/wp, δ′ << Ωl/wp

kl = ks + kw, wl = ws − ww
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5.6 Resultados numéri
osUm 
ódigo Runge-Kutta de quarta ordem foi usado para resolver numeri-
amente o sistema de equações (5.42)-(5.45). A existên
ia de 
oe�
ientesabrangendo várias ordens de grandeza e pi
os de intensidade íngremes sugeri-ram a ne
essidade de trabalhar 
om pre
isão numéri
a quádrupla (32 
asasde
imais no Fortran 90) e dis
retização o tão �na quanto possível (não menorque 400.000 pontos).Nos resultados que se seguem mostramos a intensidade (ou �uên
ia) daradiação espalhada (Is) e do pulso de laser in
idente (Iw) em Watts/cm2, onde
w denota wiggler. O valor máximo do poten
ial vetor normalizado da radi-ação espalhada, as, é apontado em 
ada grá�
o. Para simpli�
ar a notação,de
linamos o índi
e �linha� das grandezas físi
as das equações (5.42)-(5.45).Foi utilizada a seguinte fórmula de 
onversão, obtida, por exemplo, nareferên
ia [48℄

I = 2
1.0x1020

(8.6)2λ2[µm]
a2, (5.47)onde o fator 2 é devido à polarização 
ir
ular utilizada neste trabalho.Na �gura (5.1) plotamos a 
urva de intensidade da radiação espalhada paraalguns valores ini
iais da pump, 
uja evolução temporal é mostrada na �gura(5.2). Ini
ializamos a partir de um 
ampo de ba
kground para a radiaçãoespalhada desprezível e feixe de elétrons ini
ialmente não perturbado (as(0) ∼

n(0) ∼ 0). A amplitude da onda de plasma é mostrada na �gura (5.3).Observamos um 
omportamento de explosão periódi
a estabilizada (re-peated stabilized explosion.). A onda de plasma é ex
itada pela força pon-deromotiva e 
res
e até a saturação e a 
ompleta atenuação da pump, quandoa radiação atinge sua amplitude máxima. O 
omprimento de onda da radi-ação foi �xado em λs = 1.0 × 10−10cm (Raios gama de 0.01Å) e o 
omprimetode onda do wiggler foi �xado em λw = 1.0 × 10−4cm, que é 
ompatível 
om o
omprimento de onda de um laser Titânio-Sa�ra (λ = 0.8µm). Os parametrosdo feixe são γe = 2 e nb = 4.0× 1020cm−3.
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Figura 5.1: Intensidade da radiação versus tempo normalizado (τ = wpt
′). Em unidadesnormalizadas as(max) ≈ 8.2 × 10−8, 1.0 × 10−7 e 2.1 × 10−7. A es
ala do grá�
o nolaboratório é ≈ 4, 2 metros.
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Figura 5.2: Comportamento da radiação de ondulador para os parâmetros da �gura (5.1)
55



0 5 10 15 20

τ(x 10
6
)

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

n

a
w

(0) = 8.0 x 10
-5

a
w

(0) = 1.0 x 10
-4

a
w

(0) = 2.0 x 10
-4

Figura 5.3: Flutuações da densidade normalizada do feixe para os parâmetros mostradosna �gura (5.1)Tal sistema não pode ser des
rito 
lassi
amente, pois h̄ks/γemec ≈ 1.2 > 1 eopera no regime Compton, pois os efeitos da distribuição espa
ial de 
argas édesprezível quando 
omparado ao termo quânti
o no modo do plasma (5.16),i.e, (h̄ks/γ3emec)c
2k2s ≈ 3× 1041 >> w2

p/γ
3
e ≈ 1.5× 1029. O re
oil é relevante.Nas �guras (5.4)-(5.6) mostramos 
omo se modi�
a a 
urva da intensidadeda radiação espalhada quando variamos a densidade de repouso do feixe (nb),sendo a pump �xada ini
ialmente em aw(0) = 8.0×10−5 e a energia do feixe em

γe = 2. A 
urva em azul equivale ao primeiro pulso (em preto) nos grá�
os(5.1)-(5.3).
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Figura 5.4: Intensidade da radiação versus tempo normalizado (τ = wpt
′) para diferentesvalores de densidade de feixe nb e 
ondições ini
iais de 
ampo de radiação nulo e plasmaem repouso. O valor máximo da amplitude do poten
ial vetor normalizado, as, vale, domaior para o menor, 8.8× 10−8, 8.3 × 10−8, 8.0× 10−8, e 7.9 × 10−8, respe
tivamente.Notamos que, quanto mais denso o feixe de elétrons, mais energia pode sertransferida para a o 
ampo da radiação espalhada e menor é a amplitude máx-ima da onda de plasma, podendo a intensidade da radiação ser até superiorà da pump, o que indi
a que pulsos de raios-X e raios gama multi-petawattpodem ser 
onseguidos 
om lasers de potên
ia mediana (Terawatt), o que estáde a
ordo 
om a referên
ia [49℄, em que o feixe de elétrons é visto 
omo um es-pelho não linear relativísti
o de re�etividade imperfeita (plasma underdenso)re�etindo a radiação da pump por pro
essos 
oletivos de ba
ks
attering. Oaumento da densidade do feixe torna possível 
onstruir dispositivos 
ada vezmenores tendo em vista a dependên
ia do 
omprimento de saturação. Emtodos os 
asos a pump é totalmente atenuada.
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Figura 5.5: Perturbação da densidade versus tempo normalizado (τ = wpt
′) para difer-entes valores de densidade de feixe nb e 
ondições ini
iais de 
ampo de radiação nulo eplasma em repouso.
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Figura 5.7: Amplitude da radiação para diferentes valores de damping e aw(0) = 8.0 ×

10−5. Os 
omprimentos de onda da radiação e do ondulador são λs = 1.0 × 10−10cm e
λw = 1.0×10−4cm. Os parametros do feixe são γe = 2 e nb = 4.0×1020cm−3. Observa-seformação de onda de 
hoque para ν = 6.0× 10−5 (
urva em azul).
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Figura 5.8: Amplitude da pump em (5.7).
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Figura 5.9: Densidade do plasma em (5.7). Durante a formação da onda de 
hoque, umsóliton é ex
itado no plasma (azul)De uma maneira geral os resultados obtidos para radiação de saída sãoformações de pulsos de altíssima intensidade (Hexawatt) 
om imput de radi-ação de ondulador situado na 
asa dos Gigawatts-Terawatts e feixes da ordemdos pou
os MeVs, que evolui para a saturação em um tempo 
ompatível 
omdimensões da ordem de metros, sem uso de 
avidades ressonantes, 
ara
-terí sti
as essas atrativas para sistemas tabletop de Lasers de Elétrons livres.Porém, tais dispositivos ne
essitam do uso de feixes 
om densidades da ordemde (1020 − 1021cm−3), que estão além do estado-da-arte da atual te
nologia dea
eleradores (∼ 1015 − 1016cm−3).Para parâmetros usuais de laboratório nosso modelo igualmente obtémêxito investigar a produção de fótons de raios-X na interação laser-beam. Porexemplo, para um feixe de 60 Mev (γ = 120) e densidade nb = 6.0 × 1016cm−3
olidindo 
om um pulso de laser de 
omprimento de onda situado na faixa doinfravermelho λw = 1.094 × 10−3cm e intensidade no fo
o de aproximadamente
Iw = 56TW/cm2 ( equivalente a um aw(0) = 5.0 × 10−2), obtemos um outputmáximo de 70 KW em fótons de Raios-X de 1.9× 10−8cm (≈ 2Å). A dimensãolinear do ponto de interação obtida foi de 2.1× 10−3cm, o que 
ompatível 
omdados experimentais. [50℄ 60
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Figura 5.10: Amplitude da radiação para diferentes valores de mismat
hing e aw(0) =

8.0 × 10−5. Os 
omprimentos de onda da radiação espalhada e da radiação do wigglersão λs = 1.0 × 10−10cm e λw = 1.0 × 10−4cm. Os parametros do feixe são γe = 2e nb = 4.0 × 1020cm−3. Observa-se um aumento no número de pi
os para pequenosvalores de mismat
hing, mas 
uja intensidade se degrada para valores maiores devido ao
an
elamento dos termos de a
oplamento nas equações (5.42)-(5.44), que passam a os
ilarmuito rapidamente.
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alas espa
iais no laboratório sãode 5.31 × 10−3, 2.17 × 10−3, 1.88 × 10−3 e 1.60 × 10−3, respe
tivamente, do menor parao maior valor �nal da intensidade.Para melhor ilustração mostramos a
ima as taxas de 
res
imento no iní
ioda interação para os mesmos parâmetros usados no exemplo da �g. (5.11)
om valores diferentes de densidade de feixe.
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Capítulo 6
Con
lusão

Neste trabalho apresentamos um modelo de �uido baseado na hidrod-inâmi
a quânti
a 
apaz de des
rever a emissão de radiação eletromagnéti
a(Raios-X e Raios gama) durante a interação de feixes de elétrons 
om intensospulsos de laser, que assumem o papel de onduladores (wigglers) eletromag-néti
os.Deduzimos uma relação de dispersão linear 
úbi
a idênti
a à existente naliteratura de FELs quânti
os, que in
orpora os efeitos quânti
os através de umtermo de re
oil 
uja magnitude delimita a fronteira entre os regimes Comptone Raman.Após 
hegamos a um sistema de equações de �uido do tipo 
oupled modeque se 
onstitui em uma alternativa mais simples ao me
anismo 
lássi
o debun
hing usualmente utilizado na des
rição de Lasers de Elétrons Livresbaseado em sistemas de equações para N ma
roelétrons, que falha ao lidar
om 
omprimentos de onda ultra
urtos, em que não é mais possível distribuirmais de um ma
roelétron em um poço de poten
ial. Nosso modelo des
reveo FEL através de um me
anismo de interação de três ondas 
ujo modo doplasma é ex
itado via atuação da força ponderomotiva em uma aproximaçãode envelope lento.Este modelo de �uido é realista e mais simples que modelos quânti
osprévios baseados, por exemplo, na função de distribuição de Wigner [20℄ [45℄[31℄, ou na apli
ação direta da Teoria de Campo.Por �m veri�
amos as equações obtidas e vimos que me
anismos tabletop64



de Laser de Elétrons livres operando na faixa de Raios-X e Raios Gammasão viáveis, apesar de estarem além do atual estado-da-arte da te
nologia dea
eleradores, visto que elevadas densidades de feixes são ne
essárias para se
hegar à saturação em dimensões reduzidas (single-pass FEL).Como possíveis trabalhos futuros podemos 
itar:
• Resolução das equações de �uido (3.30)-(3.32) e de 
ampo em uma teorianão perturbativa;
• Resolução do sistema de equações diferen
iais par
iais não lineares(5.42)-(5.45) tanto no espaço quanto no tempo por diferenças �nitas,in
luindo assim o efeito de retardo da radiação (slippage);
• In
lusão de efeitos térmi
os e emitân
ia no feixe de elétrons;
• Pulso de laser gaussiano.
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Apêndi
e
Um elétron relativísti
o sujeito a um 
ampo eletromagnéti
o sente umaforça ponderomotiva dada pela equação

~Fp = −mec
2∇γ = −mec

2

2γ
∇γ2, (1)onde me é a massa de repouso do elétron.O fator relativísti
o γ, por sua vez, é dado por

γ2 = 1 +
~p2⊥
m2

ec
2
+

p2z
m2

ec
2
, (2)onde pz é o momento longitudinal do elétron e ~p⊥ é o momento transversalasso
iado à velo
idade de os
ilação transversal (quiver motion).Se ~Atot é o poten
ial vetor na direção transversal ao movimento, podemosrees
rever o fator γ 
omo

γ2 = 1 +
e2 ~A2

tot

m2
ec

4
+

p2z
m2

ec
2
. (3)Utilizando a normalização ~atot = e ~Atot/mec

2, a equação (3) torna-se
γ2 = 1 + ~a2tot +

p2z
m2

ec
2
. (4)O poten
ial vetor ~atot pode ser dividido em dois poten
iais, um do wiggler(radiação in
idente), denotado por ~aw, e outro da radiação espalhada peloelétron durante a interação, ~as, de maneira que podemos es
rever

~atot = ~as + ~aw. (5)Substituindo (5) na equação (4), expandindo a soma quadráti
a e fazendouma aproximação para 
ampo de radiação fra
o, i.e, as << aw, nós temos que
γ2 ≈ 1 + a2w + 2~aw · ~as +

p2z
m2

ec
2

(6)Vamos de�nir agora a forma dos poten
iais vetores ~as e ~aw, de maneira quetenhamos duas ondas eletromagnéti
as se propagando em sentido 
ontrário,66



sendo a radiação espalhada pelo elétron no sentido de ẑ positivo, e a do wigglerno sentido ẑ negativo. Podemos es
olhê-los 
omo
~as =

−1√
2

(

êiase
iφs + cc

)

e ~aw =
1√
2

(

êawe
iφw + cc

)

, (7)onde φw = kwz + wwt and φs = −ksz +wst.Substituindo as de�nições a
ima na equation (6), temos:
γ2 ≈ 1 + a2w −

(

êiase
iφs − ê∗ia∗se

−iφs

)

·
(

êawe
iφw + ê∗a∗we

−iφw

)

+
p2z
m2

ec
2

(8)O versor ê tem as seguintes propriedades:
ê · ê∗ = ê∗ · ê = 1; ê · ê = ê∗ · ê∗ = 0Daí deduzimos que

γ2 ≈ 1 + a2w + i
(

awa
∗
se

i(φw−φs) − cc
)

+
p2z
m2

ec
2

(9)Substituindo a expressão a
ima na de�nição (1) para a força ponderomo-tiva, temos:
~Fp = −mc

2

2γ
∇
[

1 + a2w + i
(

awa
∗
se

i(φw−φs) − cc
)

+
p2z
m2

ec
2

]

, (10)
~Fp = −∇V, (11)

V =
mec

2

2γ

[

1 + a2w + i
(

awa
∗
se

i(φw−φs) − cc
)

+
p2z
m2

ec
2

]

. (12)Considerando pequena a variação da energia do elétron, i.e., γ ≈ γe, e omomento pz sendo aproximadamente 
onstante, podemos utilizar o poten
ialponderomotivo nas equações de FEL na forma
V = i

mc2

2γe

(

awa
∗
se

iθp − cc
)

, (13)onde θp = φw − φs = (ks + kw)z − (ws − ww)t é a fase da onda ponderomotiva noreferen
ial do laboratório. 67
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