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Resumo

Fases geométricas estao associadas a descricao de diversos fendomenos em
mecanica quantica. O objetivo dessa dissertagao ¢ analisar fases geométricas
em cadeias quanticas de spins e relacionar seu comportamento com a dinamica
de emaranhamento do sistema. Nesse contexto, discutimos como podemos
determinar as fases geométricas adquiridas por cadeias de Heisenberg na pre-
sencga de campos magnéticos, mostrando que a contribuicao da interagao para
a fase geométrica esta conectada ao emaranhamento médio exibido por um
estado inicialmente separavel da cadeia durante sua evolucao no espaco de
Hilbert, onde consideramos o emaranhamento global como medida de nao-
separabilidade. Essa relacao promove a fase geométrica de interagao a um
indicador do emaranhamento disponivel no sistema, o que pode se constituir
em uma ferramenta 1til para tarefas quanticas que usem emaranhamento

CcOMoO recurso para sua realizagao.
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Abstract

Geometric phases are associated with the description of many phenom-
ena in quantum mechanics. The aim of this thesis is to analyze geometric
phases in quantum spin chains and relate their behavior to the entanglement
dynamics of the system. In this context, we discuss how to determine geomet-
ric phases acquired by Heisenberg chains in the presence of magnetic fields,
showing that the contribuition of the interaction to the geometric phase is
connected with the average entanglement exhibited by an initially separable
state of the chain during its evolution in Hilbert space, where we consider
the global entanglement as a measure of nonseparability. This relationship
promotes the interaction geometric phase as an indicator of the entanglement
available in the system, which may constitute a useful tool to quantum tasks

based on entanglement as a resource to their performance.



Capitulo 1

Introducao

Sistemas quanticos podem reter a memoria de sua evolucao no espaco de
Hilbert através da aquisicao de fases geométricas. Essas fases, as quais de-
pendem apenas do caminho percorrido pelo sistema, foram introduzidas em
mecanica quantica por Michael Berry em 1984 [1]. Logo apds o trabalho
de Berry, fases geométricas se tornaram objeto de intensa pesquisa tedrica e
experimental [2], a paritr da qual se percebeu que elas estao relacionadas a
diversos fenomenos importantes em fisica [3], tais como o efeito Aharonov-
Bohm [4] e o efeito Hall quantico [5]. Em anos recentes, esse interesse tem
se renovado pela potencial aplicabilidade das fases geométricas no processa-
mento de informagao quantica [6, 7]. De fato, computagdo quantica através
de fases geométricas pode fornecer um caminho para se atingir tolerancia a
erros na implementagao de portas logicas em circuitos quanticos [8].

A existéncia de fases geométricas foi antecipada em um contexto classico
por Pancharatnam através da investigacao de efeitos de interferéncia com
luz polarizada [9]. Ele se perguntou qual o fator de fase adquirido pela luz
polarizada ao passar por uma série de mudangas em sua polarizagao sabendo

que a polarizacao final é a mesma polarizacao inicial. Assim, Pancharatnam



precisou definir a diferenca de fase entre dois estados para descrever como a
luz polarizada muda ao passar por um polarizador.

Em mecanica quantica, Berry considerou um sistema arbitrario gover-
nado por um Hamiltoniano dependente do tempo através de um conjunto de
parametros, os quais podem representar, por exemplo, um campo magnético.
Ele entao mostrou que, se prepararmos o sistema em um autoestado nao-
degenerado do Hamiltoniano inicial e o mantermos sob evolucao adiab&tica
e ciclica no espago dos parametros, o sistema ird retornar ao seu estado
inicial acompanhado por um fator de fase que pode ser dividido em uma
contribuicao dinamica, a qual depende da energia do sistema e do tempo
de evolugao, e de uma contribuicao geométrica, a qual depende exclusi-
vamente da trajetéria descrita pela evolucao no espaco dos parametros e
que pode ser experimentalmente observada via interferometria. As fases de-
scobertas por Berry foram generalizadas em diversos contextos. Wilczek e
Zee consideraram sistemas sob evolugao ciclica e adiabatica governados por
Hamiltonianos com espectro degenerado, o que resulta em fases geométricas
nao-Abelianas (nao-comutativas) [10]. Aharonov e Anandan trataram fases
Abelianas sob evolugoes ciclicas nao-adiabdticas [11], as quais foram estendi-
das posteriormente por Anandan para o caso nao-Abeliano [12]. Formulagoes
de fases geométricas com relaxamento do vinculo da ciclicidade foram pro-
postas por Samuel e Bhandari [13] e por Mukunda e Simon [14], onde se
estabeleceu um direcionamento geral para a definicao de fases geométricas
para trajetorias nao-ciclicas. Extensoes do conceito de fases geométricas para
estados quanticos mistos em sistemas abertos (evoluindo sob decoeréncia)
foram também propostas (ver, por exemplo, Refs. [15, 16, 17, 18]), sendo
esse caso um assunto que atualmente ainda tem atraido bastante discussao.

Recentemente, a interface entre o conceito de fases geométricas e a teo-



ria da informagao quantica ganhou novo contato através da investigacao do
efeito do emaranhamento de estados quanticos sobre o comportamento das
fases geométricas de sistemas compostos [19]-[30]. Em particular, se consider-
armos um estado quantico composto evoluindo no tempo por transformacoes
unitarias locais (transformagoes unitdrias individuais sobre cada parte do
sistema), o emaranhamento do estado permanece fixo. Em tal evolucao, a
fase dinamica obtida pelo estado total pode ser entendida sempre como a
soma das fases dinamicas dos subsistemas. Em contraste, tal afirmacao nao
é vélida para a fase geométrica a menos que o estado seja separdvel [31].
Em outras palavras, estados emaranhados adquirem um termo de correcao
na fase geométrica do sistema total em relagao a soma das fases dos subsis-
temas, o qual surge das correlacoes (cldssicas e quanticas) entre as partes do
estado emaranhado.

Nesse contexto, o objetivo dessa dissertacao € discutir a relagao entre fases
geométricas e emaranhamento em um sistema quantico composto na presenga
de intera¢ao entre as partes do sistema. Nesse caso, teremos evolugao tem-
poral por transformagoes unitérias nao-locais (nao-fatorizaveis em termos do
produto tensorial de transformagoes individuais em cada parte do sistema).
Em particular, se um sistema é preparado em um estado inicial separavel,
a existéncia da interacao pode ou nao induzir emaranhamento durante a
evolucao do estado. Estaremos interessados entao no papel desempenhado
pelo emaranhamento sobre a fase geométrica adquirida durante a evolugao
em comparacao com a fase adquirida pelo sistema no limite nao-interagente.
Entre contribuicoes dessa investigacao, discutiremos como fases geométricas
permitem identificar estados separdveis bem como quantificar (em casos es-
pecificos) o emaranhamento induzido pela interagdo durante a evolucao do

sistema.



A dissertacao esta organizada da seguinte maneira. No Capitulo 2, ap-
resentaremos uma revisao do conceito de fase geométrica, enfatizando as
formulagoes de Berry, Aharonov-Anandan e Mukunda-Simon. No Capitulo
3, sera discutida a relacao entre fase geométrica e emaranhamento para
particulas de spin-1/2 interagindo através do Hamiltoniano de Heisenberg
em um campo magnético constante. No Capitulo 4, discutiremos uma for-
mulagao geral via teoria dos invariantes para fases geométricas em cadeias
de Heisenberg de tamanho arbitrario em campos magnéticos dependentes do
tempo, bem como o papel do emaranhamento durante a evolucao do sistema
nesse caso. No Capitulo 5, sera apresentado um sumario das conclusoes gerais

da dissertacao bem como de perspectivas para futuras investigagoes.



Capitulo 2

Fases Geomeétricas em

Mecanica Quantica

Neste capitulo revisaremos o conceito de fase geométrica em mecanica quantica
discutindo inicialmente as fases introduzidas por Berry [1] no contexto de sis-
temas fechados nao-degenerados em evolugao ciclica adiabdtica. Apods essa
discussao, analisaremos a remocao do vinculo adiabatico, apresentando as
fases de Aharanov-Anandan [11] e a remoc¢ao do vinculo de ciclicidade, dis-
cutindo as fases de Mukunda-Simon [14]. Como exemplo para cada uma
dessas fases geométricas, consideraremos a evolucao no tempo de uma particula

de spin-1/2 em um campo magnético.

2.1 Fase de Berry

Considere um sistema quantico descrito por um vetor de estado normalizado
|1} em um espaco de Hilbert H. A evolugao temporal do sistema é governada

pela equagao de Schrédinger dependente do tempo
L d =
th—[¥(1)) = H(E(®) [ (t), (2.1)
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—

onde H(R(t)) é o Hamiltoniano do sistema, o qual depende do tempo através

de um conjunto de parametros R(t) = (Ry(t), Ra(t), ..., Ry(t)) e possui auto-

estados instantaneos dados por
H(R(t))|n; B(t)) = En(R(t))|n; B(1)). (22)

Tomemos entao o sistema como sendo preparado em um autoestado inicial
In; R(0)) (por exemplo, o estado fundamental) associado a um nivel de ener-

—

gia nao-degenerado de H(R(0)). Assim, temos

[(0)) = |n: B(0)). (2.3)

—

Assumindo agora que H(R(t)) varie lentamente com o tempo, temos que
o teorema adiabdtico [32, 33| assegura que o estado [¢)(t)) permanecerd, a
menos de um fator de fase, no autoestado instanténeo |n; E(t)) (ver, por
exemplo, Refs. [34, 35]). Mais especificamente, considere a expansao de [1(t))

—

em termos da base de auto-estados instantaneos de H(R(t)):
() = D an(t) e BB n; ), (24

com a,(t) denotando a amplitude de probabilidade associada a n e com a
condi¢ao inicial na Eq. (2.3) adotada. Assim, substituindo a Eq. (2.4) na
Eq. (2.1) e tomando a evolugdo do sistema no regime adiabatico, ou seja,

assumindo que os auto-estados instantaneos de H(R(t)) evoluem de modo

independente, obtemos

(D) = 0Ol R, 2

onde )
0.(t) = _% /0 B (Rt (2.6)
vmwzil<méwn£muéw»wﬂ (2.7)



Na Ref. [1], Berry ent@o considerou o caso de um transporte adiabatico em
um caminho fechado C' no espaco dos parametros, ou seja, tal que para um

periodo T" tenhamos

—

C = {ﬁ(t) | R(T) = R(0):0<t< T} . (2.8)

Tomando a evolugao ao longo de C', podemos reescrever as fases dadas nas

Egs. (2.6) e (2.7) como

6,(T) = —% /0 B (B(¢))dt (2.9)
v(n; C) =i j[cdﬁ (n; R|Vg|n; R) (2.10)

onde Vg denota o operador gradiente no espago dos parametros. A Eq. (2.9)
define a fase dinamica adquirida durante o tempo T e a Eq. (2.10) define a
fase geométrica de Berry associada ao circuito C'. Em particular, notemos
que a fase de Berry é dada por um nimero real e depende apenas do circuito
C' (e nao de fatores tais como o tempo de evolucao T'). Além disso, v(n; C) é
wmwvariante de calibre, ou seja, nao se modifica por uma transformacao de fase
nos auto-estados |n; R(t)) de H(R(t)). De fato, aplicando uma transformacao

local de calibre
03 (1)) — [n's B(1)) = e On; K1), (2.11)
onde al(R(t)) é o parametro de calibre, obtemos da Eq. (2.10) que
Y(n'; C) = (n; C). (2.12)

Dessa forma, a liberdade de escolha de fase para |n; R(t)) ndo afeta a fase

geométrica.



2.2 Fase de Berry para um spin—% em um

campo magnético

Considere uma particula de Spin—% interagindo com um campo magnético
dependente do tempo B(t) = (B,(t), By(t), B.(t)). O Hamiltoniano do sis-

tema é entao dado por

H(B(t)) = —uS - B(t), (2.13)

onde u é constante e S = %E é o operador vetorial de spin, com & =

(04,04,0,) dado pelas matrizes de Pauli
Op = oy =| [0, = . (2.14)

As matrizes de Pauli acima estao escritas na base {|+), |—)} de auto-estados

de o,, com

— —

Tomando por simplicidade i = 1, os autovalores de H(B(t)) sao FL(B) =
+£B, com B = |B| = /B2 + B2 + B2, com seus respectivos autovetores

dados por
1 B,— B
1 B.+ B
lu_) = . (2.16)

2B(B + B.) \ B, +iB,



Assumindo que é(t) varie lentamente no tempo, podemos entao obter as
fases de Berry 7. (C) e v_(C) associadas aos auto-estados |uy) e |u_), re-

spectivamente. De fato, usando as Egs. (2.15) e (2.16) na Eq. (2.10),

vi(C)zz‘fcdéwuilﬁgrug://[%x ((wslVplus))] - da, (217)

onde usamos o teorema de Stokes [36] na tultima igualdade, com da sendo o
elemento de area vetorial e com a integracao realizada sobre a area delimitada
pela curva C. Desenvolvendo a expressao para o rotacional na Eq. (2.17),

obtem-se [1]

1 B
Portanto, temos

1+(C) = i%Q(C), (2.19)

onde Q(C) é o angulo sélido subentendido pela curva C, isto é,

Q(C) ://sen9d9d<b. (2.20)

Para um exemplo concreto, suponha que o campo magnético B precessiona

em torno do eixo z em um angulo # fixo com velocidade angular constante

2
T

= 27t 2rt ~
B = By (COS (%) senf1+ sen (%) senf j + cos@k) : (2.21)

w = isto é,

com Bj denotando o mdédulo do campo magnético e {1, j, k} os versores
associados aos eixos cartesianos. Da Eq. (2.20), obtemos para o angulo sélido

Q= 2m(1 —cosf). Logo, da Eq. (2.19), a fase de Berry é entao dada por

v+(C) = £7(1 — cosb). (2.22)



2.3 Fase de Aharonov-Anandan

As fases de Berry foram generalizadas por Aharanov e Anandan para o caso
de uma evolugao ciclica mas ndao-adiabdtica [11]. Tais fases sdo conhecidas
como Fases de Aharonov-Anandan (AA). Nessa situagao, temos um estado
quantico arbitrario em evolugao ciclica no espaco projetivo P de raios de H,

o qual é definido através de um mapa Il : H — P da forma

() = {[v) : [) = e*[i)}, (2.23)
onde o é um nimero real no intervalo [0, 27). Em outras palavras, vetores de
estado em H equivalentes a menos de uma fase constituem o mesmo elemento
em P. Logo, se um vetor |1(t)) traga uma curva aberta Cy finalizando sua
evolucao em €™|1)(0)), entao IT projeta Cy em uma curva fechada Cp no
espaco projetivo de Hilbert. Essa curva fechada é o ingrediente basico para
definirmos a fase AA. Para isso, consideremos um estado normalizado [ (t))

evoluindo de acordo com a equagao de Schrodinger dependente do tempo

d

H(@$)ly(t)) = ih—[(2)), (2.24)

com |(7)) = €[1(0)), onde ¢ é real e fornece a fase total adquirida por

|4(t)) durante a evolugao ciclica em P de periodo 7. Definimos

(1) = e I(t) (2.25)

tal que
f(r) = 1(0) = ¢. (2.26)
Substituindo |1(7)) na BEq. (2.25) temos que |[¢)(7)) = [£(0)). Logo, a
Eq. (2.26) representa um ajuste para definirmos uma evolucao ciclica no

espago projetivo P. A fase AA, representada por 3, é entao definida removendo-

se a contribui¢ao dinamica da fase total ¢, isto é,
1 T
=0+ [ dOOUEOWO). (2.27)
0

10



Por outro lado, note que, substituindo a Eq. (2.25) na Eq. (2.24) e projetando

o resultado em (¢ (t)], temos

df(t) 1 - od -
~ 8 — S HO ) — GOl 50, (2.28)

Entao, usando a Eq. (2.28) na Eq. (2.27), podemos reescrever a fase AA como

s=i [ (@l 510w (2.29)

0
Aqui é importante observar que podemos escolher diferentes f(t) tais que
¢ = f(r) — f(0). Contudo, sendo a integral ciclica no espago projetivo,

podemos escrever
B=i§ GOMI®). (2.30)
Cp

Logo, transformagoes locais de fase em W(t)), ou seja,

() — [ (1)) = e "D (1)), (2.31)

nao modifcam [ (visto que a integral é realizada sobre um caminho fechado).
Portanto a fase AA é invariante sob diferentes escolhas de f(t), ou seja, tal

como a fase de Berry, § é invariante de calibre.

2.4 Fase AA para um spin—% em um campo

magnético

Nesta se¢ao, reanalisaremos o problema de uma particula de spin—% em um
campo magnético B, mas agora tomando B como sendo homogéneo ao longo
do eixo z, ou seja, B = Bk, com B constante. Novamente, adotaremos

h = 1. O Hamiltoniano deste sistema pode entao ser escrito como

0

&
O wlE

N|E

11



onde, em comparagao com a Eq. (2.13), temos w = —pB, com p constante.
Consideremos a particula em um estado inicial arbitrario (ndo necessaria-

mente um autoestado de H) dado por

COS g

|1)(0)) = cos gH—) + Seng|—> = Z , (2.33)

Sen§

onde # representa o angulo entre a direcao de spin e o eixo z. Apds um tempo

de evolugao t, o vetor de estado [¢(t)) serd entao

(1)) = e |h(0)) = e3¢ cos gH—) + e'%? sen%\—}. (2.34)

Podemos agora determinar o tempo 7 para que o spin complete uma evolugao

ciclica. Para isso, é necessério que €'27 = 1. Entéo
= (2.35)
Substituindo a Eq. (2.35) na Eq. (2.34), podemos escrever a fase total como
¢ = —sgn(w)m, (2.36)

onde sgn(w) = w/ |w| denota o sinal de w e levando em consideragao que a

fase é definida modulo 2. Para a fase dinamica, obtemos

by = — /O WO H ()t = —san(w)r cos 6. (2.37)

A fase geométrica § para cada ciclo de periodo 7 pode ser entao obtida
através de 8 = ¢ — ¢g4, 0 que resulta em [ = —sgn(w)m(l — cosf). Mas

sabendo que sgn(w) = +1, podemos escrever
g ==£n(1—cosb). (2.38)

Naturalmente, S é definida a menos da ambiguidade de se adicionar 27m,

com m inteiro. Podemos ainda observar que, a fase AA pode ser entendida
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como 1/2 do angulo sélido subtendido por uma curva tracada pela diregao do
estado de spin em relagao ao eixo z. Esse resultado ¢é similar ao encontrado
para fase de Berry associada a particula de spin—% em um campo magnético,
exceto pelo fato de que naquele caso a curva relevante é tracada no espaco dos

parametros e de que o vetor de estado era um autoestado do Hamiltoniano.

2.5 Fase de Mukunda-Simon

Fases geométricas podem ser definidas também para evolugoes ndao-ciclicas.
Trabalhando nesse contexto, Mukunda e Simon [14] generalizaram a fase
AA relaxando o vinculo de ciclidade usando argumentos cinematicos, onde
o ponto de partida da discussao é a estrutura do espaco de Hilbert e nao a
equagao de Schrodinger depedente do tempo. Assim, seja H um espaco de
Hilbert associado ao estado de um sistema quantico. Neste espago, consid-
eremos uma familia de vetores normalizados os quais formam um curva C,

governada por um parametro real s € [sq, so] da forma

Co = {|(s)) | s € [s1, 2] C R}. (2.39)

Estaremos interessados na fase relativa adquirida ao longo de Cy entre o es-
tado final |¢)(s2)) e 0 estado inicial |¢)(s1)), a qual é dada por Arg[(¢(s1)|1(s2))],
onde consideramos que os estados final e inicial sao nao-ortogonais. No en-
tanto, a fase relativa é dependente de calibre, uma vez que ela nao é invariante

por transformagoes locais de fase da forma

[(s)) — [/ (5)) = €°Ou(s)), (2.40)

onde a(s) éreal. Uma defini¢ao de fase relativa invariante de calibre adquirida

como consequéncia da geometria do caminho percorrido pelo vetor de estado

13



pode ser obtida partindo da condigao de que |¢(s)) é um vetor normalizado

para todo s, o que implica em

Re[(4(s)[4(s))] = 0, (2.41)

onde o simbolo ”-” sobre |1(s)) denota derivada com relagao a s. A Eq. (2.41)

é equivalente a
((s)|e(s)) = i Tm((s)[1)(s)). (2.42)

Sob transformagao de calibre, a Eq. (2.42) se torna

I | (1 ()[9(5))] = m [{(s)b(5))] + ax(s) (2.43)

Se integrarmos em ambos os lados ao longo do caminho obtemos

[ st [l ] = [ dstm [@(6)150)] + a(sa) - als).

(2.44)
Logo podemos definir um funcional de fase ~,;5 invariante de calibre sub-
traindo da fase relativa original Arg[(1(s1)]1)(s2))] a integral de Im (¢ (s)|1)(s)),
isto é,

s = Arg[(vh(s1)[¢(s2))] — In1/82 ds{((s)[i)(s))- (2.45)

S1

Aplicando em )¢ a transformacao de fase dada na Eq. (2.40) e usando a
Eq. (2.44), obtem-se que )5 ¢ de fato invariante de calibre. O funcional vy
¢ entao definido como a fase geométrica de Mukunda-Simon (MS) associada
ao caminho percorrido por |¢(s)) em H, com as fases total e dinamica dadas,

respectivamente, por

Protal = Arg[(¢(s1)[¢(s2))] (2.46)

1

pam = Im / " ds(p(s)i(s)). (2.47)
14



Note que a fase MS é introduzida para caminhos arbitrérios (abertos ou
fechados), devendo incluir portanto a fase AA como um caso particular.
De fato, para recuperarmos o resultado de Aharanov e Anandan obtido na
secao 2.3, basta considerarmos a evolucao dinamica do sistema através da
equagao de Schrodinger dependente do tempo e tomarmos uma curva fechada
no espago projetivo de Hilbert. Para uma curva fechada, teremos para a fase

total que
Argl[(¥(s1)[(s2))] = Arg[(vo|(e [t))] = ¢ .- (2.48)

Quanto a fase dinamica, usando a equagao de Schrodinger dada na Eq. (2.24),

podemos mostrar que

I [ ds @) =5 [ awOEOBO) o

1

Dessa forma, substituindo as Egs. (2.48) ¢ Egs. (2.49) na Eq. (2.45), reobte-
mos a fase AA definida na Eq. (2.27).

2.6 Fase MS para um spin—% em um campo

magnético

Consideraremos novamente o problema da particula de spin—% em um campo
magnético do ponto de vista da fase MS. Tomando, como na fase AA, o
Hamiltoniano dado da Eq. (2.32) e assumindo o estado inicial dado pela
Eq. (2.33), obtemos como solugao da equagao de Schrodinger a Eq. (2.34).

Podemos entao calcular a fase MS usando que

t

Tus = Arg [(L(0)[¢(2))] +/0 dt' (Y () H ()[4 (1), (2.50)

onde adotamos A = 1. Calculando o termo de fase total, obtemos

(h(0))1h(t)) = e *2" cos? g + eigtserﬂg. (2.51)
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Figura 2.1: Fase MS para uma particula de spin—% em um campo magnético
constante na diregao z. O estado inicial ¢ definido tomando-se § = . As unidades

adotadas sao tais que h =1 e w = 2.

Para a contribuicao dinamica temos que

(WOIHB (1) = 5 cost. (2:52)

Logo, a fase geométrica Mukunda-Simon sera
Yars = Arg |e75 cos? g + eigtseHQg + gt cosf. (2.53)
Como uma ilustragao, tomemos o angulo ¢ = ¥ e w = 27. Para esse caso,

a fase MS ¢é exibida na Fig. 2.1. Note que o gréfico mostra saltos na fase
geométrica, os quais sao devidos ao termo da fun¢ao argumento presente na

Eq. (2.50).
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Capitulo 3

Fases Geomeétricas e
Emaranhamento em Sistemas

de Spins

Neste capitulo analisaremos as fases geométricas adquiridas por sistemas
compostos interagentes e investigaremos suas relagoes com o emaranhamento
quantico entre as partes do sistema. Em particular, consideraremos sistemas
de spins governados por Hamiltonianos independentes do tempo. Inicial-
mente, discutiremos um método geral para determinarmos fases geométricas
em tais sistemas e entao daremos foco a sistemas com interacao de Heisen-
berg. Prosseguiremos entao discutindo as propriedades de emaranhamento
entre os spins e apresentando uma relagao entre fase geométrica e emaran-
hamento para cadeias com interacao de Heisenberg. De modo mais especifico,
mostraremos que a fase geométrica pode ser usada como um indicador do
emaranhamento médio associado ao estado composto durante sua evolucao
no espaco de Hilbert. Discutiremos essa relacao tanto para fases AA quanto

para fases MS.
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3.1 Fases geométricas para cadeias de spins
em campos constantes

Nesta secao apresentaremos uma maneira sistemética para a obtencao de
fases geométricas em cadeias de N spins em campos magnéticos indepen-
dentes do tempo na diregao z. Consideraremos sistemas governados por

Hamiltonianos dados por

N
H=JH +B) o, (3.1)

i=1
onde H; é o Hamiltoniano de interacao entre os spins da rede, J fornece a
escala de energia de interagao e B denota o campo magnético. Assumimos
que

[Hr, 5% =0, (3.2)

onde S* é o operador associado ao spin total na direcao z, isto é,

N
= o} (3.3)
i=1
Dessa forma, H; e S* possuem uma base simultanea de auto-estados {|¢y)}

Hilpn) = Enlen), (3.4)

S%|on) = Mu|en), (3.5)

onde F, é a energia associada ao autoestado |@,) e M, é a sua respectiva
magnetizacao. Expandindo [¢(t)) na base comum de auto-estados de Hy e

S% temos

() =D calt)lon). (3.6)

Substituindo a Eq. (3.6) na equacao de Schrodinger dependente do tempo

Hyp(1)) = ihli(t)), (3.7)

18



com o simbolo ”-"sobre |¢)(t)) denotando derivada com relagao a t, obtemos
ch WJE, + BM,)|¢n) —thcn )| @n)- (3.8)
Resolvendo a equacgao diferencial acima para c,(t), tem-se que
en(t) = p(0)e 7Bt BMA)E (3.9)
Logo, a solugao da equac@o de Schrodinger para [¢)(t)) serd

(1)) = Y e n M (0)]p). (3.10)

n

Reescrevemos a equagao (3.10) na forma

Zemn 0)]n), (3.11)

com

an(t) = —%(JEn + BM,)t. (3.12)

Para calcularmos a fase MS da cadeia para um tempo arbitrario ¢, basta
entao substituirmos a Eq. (3.11) na Eq. (2.45), com s; = 0 ¢ so = t. Para
obtermos a fase AA, temos ainda que determinar evolugoes ciclicas do vetor
de estado [1(t)). Nessa direc@o, escolhemos um autoestado |¢,,) o qual esteja

presente na expansao dada na Eq. (3.11) e fazemos

(1)) = ¢ Neu(0)]n) + Y el O Ole, ()| | - (3.13)

m#n
Logo, uma evolucao ciclica no espaco de Hilbert projetivo ocorrera para um
tempo 7 tal que

gilom(=an (D] _ ci2npam (3.14)

Y

com Py, € Z para todo n e m. Substituindo a Eq. (3.12) na Eq. (3.14),
obtemos o periodo de evolucao ciclica

B 27 hpm
T = (B, — Ey) + B(M, — M,,)’

(3.15)
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Observe que T,,, na Eq. (3.15) deve ser o mesmo para qualquer n e m. Esse
ajuste é obtido escolhendo-se convenientemente os inteiros p,,,. Ilustraremos
esse procedimento nas préximas se¢oes. Assim, escrevemos T = Ty, (Vn,m),

o que significa que a fase total sera entao

JE, + BM,
—_——T

- (3.16)

¢ = an(r) =

Para a fase dinamica apds periodo 7 obtemos

o0 = =5 | WO

= _12|cn(0)|2(JEn+BMn)T. (3.17)

Portanto, a fase geométrica AA, a qual é dada por 8 = ¢ — ¢y, pode ser

escrita como

8= . (3.18)

— (JE, + BM,) + Y _ |cn(0)* (JE, + BM,,)

St

Os resultados acima valem para qualquer Hamiltoniano H; que comute com
S* e para cadeias de tamanho N arbitrario. Como uma aplicacao desses re-
sultados, observe que se |1(0)) é um autoestado de Hy, isto é, [1(0)) = |¢n),
entao a evolugao é ciclica para qualquer instante de tempo ¢ (pois, nesse caso,
temos um estado estacionario de H). Nesse caso, a fase geométrica adquirida
pelo vetor de estado serd nula (médulo 27), visto que apenas o termo rel-
ativo a |¢,) contribuird no somatério da Eq. (3.18) (com |c,(0)] = 1), o
qual sera exatamente cancelado pelo termo externo ao somatério. Assim,
fases geométricas nao-triviais aparecem apenas para estados iniciais que sao

superposicoes contendo mais de um autoestado de Hj.
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3.2 Fases geométricas para a cadeia de Heisen-
berg

Vamos agora focar a andlise das fases geométricas em sistemas com interacao
isotropica nas diregoes de spin. Nesse caso, Hy serd dado pelo Hamiltoniano

Heisenberg, isto é,
N
Hy =) GG (3.19)
i=1

Iniciaremos nossa discussao tratando analiticamente a cadeia de 2 spins.

Apoés isso, generalizaremos o tratamento para cadeias com N spins (para

N > 2).

3.2.1 Cadeia de Heinsenberg com 2 spins.

Consideremos um sistema composto por 2 particulas de spin—% cujo vetor

de estado inicial seja

0 » 6 0 . 0
|(0)) = (cos§1|+) + ez¢lsen§1|—>) ® (cos §2|+) + e’¢2sen§2|—>) :
(3.20)
onde os vetores de base {|+),|—)} sdo os auto-estados de o, (base com-

putacional), com 6y, 0 € [0,7] e ¢1, P2 € [0,27). O vetor fornecido pela

a Eq. (3.20) constitui, para um sistema de dois spins—%, o estado puro
separavel mais geral possivel (ver Se¢ao 3.3 a seguir para uma discussao
mais detalhada sobre separabilidade). Efetuando-se o produto tensorial na

Eq. (3.20), obtemos

4(0)) = a1(0)] + +) + a2(0)[ + —) + a3(0)| = +) + as(0)] — =), (3.21)
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com

0 0
a;(0) = cos 31 cos ?2,
, 0 0
as(0) = € cos Elseng,
, 0y 61
0) = ¢ 72 e
az(0) e cos —rsen—,
i(61+62) gop Mo 22
as(0) = e're Sell— sen— . (3.22)

A dinamica do sistema é governada pelo Hamiltoniano dada na Eq. (3.1),

onde o Hamiltoniano de interacao H; é dado por

1 0 0 0
L 0o -1 2 0
H[ —= 0109 = (323)
0 2 -1 0
0 0 0 1
Diagonalizando Hj, encontramos os seguintes os autovetores
le1) = [++), Ei=+1, M =+2,
lp2) = |——), Ea=+1, My=-2,
1
) = —=(+=)+1=+), Ba=+1, My=0,
1
i) = S=(+=)= 1=+, Bi==3, Mi=0, (320
com E; e M; (i =1,---,4) denotando suas energias e magnetizagoes, as quais

sao definidas pelas Eqgs. (3.4) e (3.5), respectivamente. Reescrevendo [1(0))

em termos dos auto-estados de Hj, temos

11(0)) = c1(0)[p1) + c2(0)|p2) + c3(0)[p3) + ca(0)|e4), (3.25)
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com

C1 (O) = a (0),
CQ(O) = &4(0),
a2(0) + as(0)

c3(0) = T,

cs(0) = a2(0) — a5(0). (3.26)

V2

Observe que, tendo em maos as energias F,, as magnetizagoes M,, e as am-
plitudes do estado inicial ¢, (0), podemos obter as fases MS e AA diretamente
das Egs. (2.45) e (3.18), respectivamente. Consideremos o caso da fase AA.
Para 0 < (6, 6,) < 7, temos que o auto-estado |¢1) de H; estd sempre pre-
sente na expansao do estado inicial [1(0)). Entao, podemos escrever [¢(t))
da forma
4
(1)) = €D | e1(0)] 1) + ) em(0)e | a,) | (3.27)
m=2

Utilizando agora a Eq. (3.15), encontramos as expressoes para o tempo ciclico

mh
T2 = Epma (3-28)
mh
T13 — Eplg, (329)
7h
T4 = 2J—|—Bp14‘ (3-30)

As expressoes acima para T,,, devem ser todas equivalentes, de modo que

Ti9 = T13 = T14. Concluimos entao que

2J+ B
B

P12 = 2p13, pua = P13- (3.31)

Dessa forma, assumindo que J e B sdo nimeros racionais (J, B € Q), temos
que ¢é sempre possivel determinarmos numeros inteiros pis, p13 € pi4 que

satisfacam as expressoes acima. De fato, fazendo % = % (para l, k € Z)
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entao teremos que o menor tempo ciclico de evolucao pode ser obtido fazendo-
se p13 = I, p1g = k e p1o = 21 (tempos ciclicos maiores podem ser obtidos
tomando-se p;3 como multiplos de [ ajustando ps e py4 convenientemente).

Portanto, de modo geral, podemos expressar o tempo ciclico como

mh
= — 3.32
T Bp7 ( )

onde p = pi3, com p sendo um inteiro o qual é funcao de J e B. Para calcular
a fase total ¢, utilizamos a Eq. (3.16) fazendo «,(t) = «ay (). Assim, obtemos

JE, + BM;
_TT

= —2mp (% + 1) . (3.33)

o =

Substitutuindo os valores para ¢,(0), E,, M, e 7 na Eq. (3.17), a fase

dinamica torna-se

Oq = _Ip [B (cos b + cosBy) + J cos by cos by + J cos(¢p1 — ¢p2) senby senbs] .

B
(3.34)

Logo, para a fase geométrica AA, temos S = ¢ — ¢4, 0 que resulta em

B8 = Brivre + BinT, (3.35)

onde

Brivre = —mp [ (1 — cosby) + (1 — cosby) ] (3.36)

J
BinT = —7p B [1 — cos 6 cos Oy — cos(¢p — ¢o) sin by sin ] . (3.37)

Note que a fase [y re esta relacionada a fase adquirida pelo sistema de dois

1

spins—3 na auséncia de interagao, a qual é dada basicamente pela metade

do angulo sélido descrito por cada particula durante sua evolugao ciclica no

24



espaco projetivo. Por outro lado, a fase S;yr corresponde a contribuicao
da interagao de troca J para a fase geométrica AA. Perceba que nem todos
os estados iniciais exibirao fases geométricas de interagao. Por exemplo,
para estados tais que ¢, = 03 e ¢; = ¢, teremos By = 0. Isso significa
que spins preparados inicialmente em uma mesma direcao se comportam,
com respeito as suas fases geométricas, como se estivessem livres. Conforme
discutiremos na Secao 3.4, a contribuicao B;nr estd intimamente relacionada
com o emaranhamento médio entre os spins do sistema durante sua evolucao
no tempo.

Como observacao final, notemos que, conforme indicado no paragrafo
acima da Eq. (3.27), as Egs. (3.35)-(3.37) para a fase AA nao se aplicam
automaticamente aos valores extremos 0 e m para #; e #5. Nesse caso, o
autoestado |p1) de H; pode nao se encontrar presente na Eq. (3.20) para
o estado inicial, o que pode modificar portanto o tempo ciclico dado na
Eq. (3.32) e a fase total dada na Eq. (3.33). De fato, consideremos o estado

de magnetizacao fixa dado por

() = | + —) = % (3.38)

o qual corresponde a #; = 0 e f; = 7 na Eq. (3.20). A evolugao temporal

desse estado pode entao ser escrita como

1 : 1
)| — + etlos(®)—aa(®)] ___ ] 3.39
\/5’%03> \/§|904> ( )

Para o tempo ciclico teremos agora

V(1) = e

2mh mh (3.40)
T =Ty = = —p, )
T (B — B0+ B(M; — M) T 277
com p € Z. Portanto, a fase total serd ¢ = —Zp. Para a fase dinamica,

podemos usar a Eq. (3.17), a qual produzird ¢4 = §p. Logo, a fase AA para
o tempo ciclico minimo (p = 1) serd 5 = —, a qual é obviamente diferente

do resultado que obterfamos fazendo 6; = 0 e 6, = 7 nas Egs. (3.35)-(3.37).
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3.2.2 Cadeia de Heinsenberg com N > 2 spins

Vamos iniciar a discussao de cadeias maiores considerando inicialmente uma
cadeia de Heisenberg fechada com 3 spins em campo magnético constante na
direcao z. A dinamica do sistema ¢ entao governada pelo Hamiltoniano dado

na Eq. (3.1), com o Hamiltoniano de interagao H; dado por

30 0 O O O 0 O

0o -1 2 2 0 0 0 0

0o 2 -1 2 0 0 0 0

L. L 0o 2 2 -1 0 0 0 O
Hy=01-02+02-03+03-01= )

o o o 0 -1 2 2 0

o o o 0 2 -1 2 0

o o o 0 2 2 -10

o o o O O 0 0 3
(3.41)

onde condigdes de contorno periddicas foram adotadas [através do termo
g3 - 01 na Eq. (3.41)]. Os autestados de Hj, bem como suas respectivas

energias e magnetizagoes sao

1
= —(|+—)—|——4)), EFy=-3 M =-1,
o) = Zl+=")=1==+) 1 1
2 1 1
‘¢2> 3 <‘ + > 2‘ + > 2‘ +>) y 42 37 2 ’
1
lps) = —=(—++) —|++-)), B3 =-3 M3=1,

V2
2 1 1
) = \/;(\+—+>—§|—++>—§!++—>>,E4——3,M4—1,
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’@5) = ’___>7 E5:37 M5:_37

1

lps) = ﬁ(l——+>+!—+—>+|+——>), Ee =3, Mg=—1,
1

lp7) = %(|++—>+|+—+>+|—++>), E,=3, M;=1,

lps) = |+ ++), Es =3, Mg = 3.

(3.42)

Consideraremos estados iniciais puros separaveis arbitrarios, os quais podem

ser escritos como
’ 0; 0;
0)) = - Yigin—|-) ). 3.43
(0 = @ (eos 1) + e sin 1) (3.43)
Efetuando-se o produto tensorial na Eq. (3.43), obtemos

[¥(0)) = a(0)f + +4) + a2(0) + +-) + as(0)]| + —+) + as(0)] — ++)

+ a5(0)| = =) + a6(0)] — +—=) + a7(0)[ + ——) + as(0)| = ——),
(3.44)
com
0 0 0
a1(0) = cos 31 cos 52 cos 33 :
: 0 0 0
az(0) = € cos — cos — sin —
2 2
- 0 0 0
az(0) = € cos 51 sin 52 cos 53 )
- 0 0 0
as(0) = €sin 51 Cos 52 oS 53 ,
’ 0 ) 0
as(0) = €@+ g 31 sin 32 cos 53 ,
’ 0 0 0
ag(0) = €@ +9s)gip 31 Cos 52 sin 53 ,
: 6 . 6, . 0
az(0) = €@+ cog El sin 52 sin 53 :
» 6 6 0
ag(0) = ePrHoatos) gy 51 sin 52 sin 53 . (3.45)
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Escrevendo agora o estado inicial |1(0)) em termos dos auto-estados de Hy,

ou seja,
1(0)) = ch(o)!@n% (3.46)
obtemos
0) = L 0 0
a(0) = E(M( ) —as(0)) ,
e(0) =~ (20s(0) — a5(0) ~ar(0))
1
c3(0) = E(%(O)—az(o)),
1
cs(0) = 76 (2a3(0) — a2(0) — a4(0)) ,
cs(0) = ag(0),
o(0) = 7= a5(0) + a(0) + 05(0))
1
c7(0) = ﬁ(@(o) + a3(0) + a4(0)) ,
s(0) = a(0). (3.47)

Assim, como no caso do sistema com 2 spins, temos em maos as energias
E,, as magnetizacoes M, e as constantes ¢, (0). Dessa forma, podemos obter
diretamente a fase AA substituindo essas quantidades nas Eqgs. (3.16)-(3.18),
com o tempo ciclico sendo determinado através do estado inicial (ou seja,
com as especificagdes de 6; e ¢;).

Para cadeias de tamanho N arbitrario, podemos calcular a fase AA
seguindo exatamente os mesmos passos acima, ou seja, para um dado Hj,
determinamos E,,, M, e ¢,(0), com o ajuste do tempo para um dado estado
inicial. Para cadeias de Heisenberg, forneceremos na Secao 3.4 exemplos
especificos para o caso de 3 spins e para cadeias maiores até 12 sitios (via

diagonalizagdo numérica de Hj).
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3.3 Separabilidade e emaranhamento

Em 1935, Einstein, Podolsky e Rosen [37] introduziram a ideia de que estados
quanticos de sistemas compostos podem apresentar correlacoes nao-locais en-
tre suas partes. Essa nao-localidade tem sua origem no fenémeno chamado
emaranhamento quantico (termo criado por Schrodinger para descrever tais
estados em mecanica quantica). Estados emaranhados, os quais foram ini-
cialmente tratados como um aspecto perturbador da teoria quantica, con-
stituem atualmente um importante recurso para diversas tarefas que fazem
uso da informagao codificada em sistemas quanticos, tais como, computacao
e comunicagao quanticas [38].

De modo qualitativo, definimos que um estado puro |¢)) composto de N
partes é dito ser emaranhado se ele nao pode ser escrito como o produto

tensorial dos estados de suas partes individuais, isto é,

1) # [¢1) ® -+ @ |dn), (3.48)

onde |¢;) denota um vetor de estado no espaco de Hilbert da parte individual
rotulada pelo indice 7. Note entao que essa condigao significa que, apesar do
sistema composto ser descrito por um estado puro, suas partes individuais
(ou pelo menos algumas delas) serdo descritas por estados mistos. Caso
a Eq. (3.48) nao se aplique, ou seja, caso nao tenhamos emaranhamento,
dizemos que o estado é separdvel.

Para estados compostos mistos, a definicao de separabilidade foi intro-
duzida por Werner na Ref. [39]. Nesse caso, consideremos um estado quantico
misto composto por N subsistemas, o qual é descrito por uma matriz densi-

dade p que atua em um espaco de Hilbert H = H; ® --- ® Hy. O estado p
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é definido ser separavel se ele pode ser escrito na forma
pP=> Dipl @@ ph, (3.49)
J

onde {p;} ¢ uma distribui¢ao de probabilidades, tal que >, p; =1, e {p]}
sao as matrizes densidades que atuam nos espagos H;. Caso a Eq. (3.49) nao
se aplique, o estado p é emaranhado.

De um ponto de vista quantitativo, a caracterizacao do emaranhamento
disponivel em um estado quantico composto de muitas partes é ainda primi-
tiva. O caso mais simples de particao de um sistema ¢é sua divisao somente em
duas partes, isto é, um sistema bipartite. Para este caso, a caracterizacao do
emaranhamento esta bem mais desenvolvida do que para o caso de multiplas
particoes, isto é, para um sistema multipartite.

Para o caso bipartite, focaremos nossa atengao no emaranhamento entre
pares de particulas dentro do sistema composto. Assim, para uma cadeia de
spins de tamanho N, estaremos interessados no estado quantico de um par
especifico de spins, o qual denotaremos por uma matriz densidade p que é
obtida tomando-se o trago parcial sobre todos os outros (N — 2) spins da
cadeia. Sendo um par de spins—% um sistema de dimensao 2 X 2, pode-
mos medir o emaranhamento entre os spins através da negatividade [40]. O
conceito de negatividade se origina do critério de separabilidade de Peres-
Horodecki [41, 42], que nos diz que, para sistemas de dimensdo 2 x 2 e
2 x 3, uma condigao necessaria e suficiente para que a matriz densidade p
seja emaranhada é que sua transposta parcial nao seja positiva semidefinida
(ou seja, ndo possua apenas autovalores semipositivos). Dado o operador

densidade p, o qual descreve um sistema composto de dois spins—% Ae B,

podemos expressar a negatividade como
N(p) = 2 max(0, — min(u,)), (3.50)
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onde /1, sa0 0s autovalores da transposta parcial p’4 do operador densidade

p, cujos elementos de matriz sao definidos como

(Bl p™* [10) = (vB]| plad) (3.51)

1
5

com «, 3, v, 0 € {+,—} rotulando os vetores de base para cada spin—
Observe que a transposicao parcial afeta apenas o subsistema A, deixando o
sistema B inalterado. A negatividade é normalizada de tal modo que 0 <
N <1, com N = 0 identificando um estado separavel e N' = 1 identificando
um estado maximamente emaranhado [por exemplo, o estado singleto de spin
L(l+ =)~ =)

Com o desenvolvimento da teoria da informacao quantica, a questao da
quantificacao do emaranhamento multipartite tem avancado. Nessa diregao,
algumas medidas tém sido propostas, as quais capturam aspectos parciais da
caracterizagao do emaranhamento entre as multiplas particoes do sistema.
Uma dessas medidas é o chamado emaranhamento global, proposta por Meyer
e Wallach na Ref. [43], a qual se aplica a estados quanticos multipartites
puros. Dado um vetor de estado descrevendo um sistema quantico [¢)) de N

g-bits (sistemas de dimensao 2, tais como spins—%), o emaranhamento global

Q pode ser determinado por [44]

Q([¢) =2 [1 — %Zﬂ (pi)] : (3.52)

onde py, ¢ a matriz densidade reduzida da parte k do sistema. Tal como escrito
na Eq. (3.52), a medida de Meyer-Wallach pode entao ser interpretada como
a média aritmética dos emaranhamentos de cada parte com todo o resto
do sistema, com o emaranhamento entre uma parte individual e o resto do
sistema medido pela entropia linear (ver Ref. [44] para maiores detalhes sobre

esse ponto). O emaranhamento global estd normalizado de tal modo que
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0 <@ <1, com @ =0 se, e somente se, 1) é um estado produto, ou seja,
|4) é do tipo ) = |¢1) ® -~ ® |pn), e @ = 1 para estados emaranhados tais
que Tr(p2) = 1/2, Vk, ou seja, para vetores |¢)) tais que o estado reduzido

de cada g-bit seja um estado maximamente misto.

3.4 Fase geométrica e emaranhamento induzido
pela interacao

Nesta secao, investigaremos a existéncia, para cadeias de Heisenberg, de uma
relacao direta entre a contribuicao de interacao para a fase geométrica e o
emaranhamento médio disponivel para o sistema durante sua evolugao no
espaco de Hilbert. Como veremos, essa relagao promove a fase geométrica a
um indicador da quantidade de emaranhamento que pode ser induzida pela
interagao durante a evolugao do sistema. Na auséncia de interagao, ou seja,
com a evolucao do sistema composto dada por transformacoes unitarias locais
(transformagdes individuais sobre cada parte do sistema), alguns resultados
foram obtidos nas Refs. [45, 46]. Primeiramente, observemos que se conside-
rarmos um estado quantico composto evoluindo no tempo por transformacoes
unitarias locais, o emaranhamento do estado permanece fixo. Nesse caso,
mostrou-se nas Refs. [45, 46] que, para estados separaveis, a fase geométrica
do sistema composto pode ser decomposta na soma das fases adquiridas
pelos subsistemas, o que nao acontece para estados emaranhados. Logo, para
evolucoes locais, a fase geométrica é capaz de caracterizar a separabilidade
de um estado quantico.

Na presenca de interacao, essa discussao se torna mais elaborada, visto
que um estado inicialmente separavel pode se tornar emaranhado ao longo

de sua evolugao. Para cadeias de Heisenberg com 2 spins, a Ref. [47] mostrou
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que, caso a interagao nao seja capaz de induzir emaranhamento, ou seja, caso
um estado inicialmente separavel permaneca separavel durante sua evolucao,
entao a fase geométrica do sistema composto ainda sera decomposta na soma
das fases dos subsistemas individuais. No entanto, se esse comportamento
¢ ainda valido para sistemas com mais de 2 spins e as consequéncias da
inducao de emaranhamento para a fase geométrica ainda permaneceram aber-
tas. Conforme mostraremos, podemos avangar em respostas a essas questoes
obtendo uma relacao entre emaranhamento e fase geométrica de interagao,
ou seja, fase geométrica total obtida pelo sistema composto menos a fase que
o sistema exibiria se estivesse evoluindo de modo livre (sem interacao). Para
a fase AA, a fase de interagao representa exatamente a fase geométrica total
menos a contribuicao de angulo sélido, conforme ilustrado, por exemplo, nas

Egs. (3.35)-(3.37) para a cadeia de Heisenberg com 2 spins.

3.4.1 Fase AA e emaranhamento

Vamos iniciar considerando a cadeia de Heisenberg com 2 spins. Para tal
sistema, as fases AA foram discutidas na Subsecao 3.2.1. Nesse sistema, o
emaranhamento pode ser determinado via Eq. (3.50) para a negatividade ou
via Eq. (3.52) para o emaranhamento global. Nessa diregao, para o caso da
negatividade, temos que encontrar o operador densidade do sistema p(t), o

qual é definido por
p(t) = [(@)) (¥ (1)], (3.53)

onde [¢(t)) é dado pela Eq. (3.27). Podemos entao calcular a matriz trans-
posta parcial pT4 e obter diretamente a negatividade via autovalores de p’4.
Para um tempo ¢ arbitrario, obtemos

1
N‘é h

4
sen (ﬁ) ‘ [1 — cos by cos by — cos(py — @) sendy senfy| . (3.54)
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No entanto, para evolugoes ciclicas, o sistema retornard (a menos de uma fase)
ao seu estado original. Se partimos de um estado separavel, o emaranhamento
sera nulo tanto no inicio quanto ao final da evolucao. Para podermos entao
comparar a negatividade com a fase AA adquirida pelo sistema durante a
evolucao ciclica, consideraremos a negatividade média ao final de um periodo
7, a qual é dada por

Niped = M [1 — cos b cos By — cos(p — ¢o) senby senbs) , (3.55)

2
f(T):%/OTdt sen (%ﬁ) .

Portanto, ao longo de uma evolucao ciclica, o emaranhamento médio é pro-

Cco1ml

(3.56)

porcional fase geométrica de interacao dada pela Eq. (3.37). De fato, pode-

1110S escrever

Nmed = - 27{](;—]) BINT- (357)

A Eq. (3.57) implica que, se medimos a fase AA do sistema e descontamos a
contribuigao livre (obtendo assim [S;yr) teremos uma quantificagdo imediata
do emaranhamento médio disponivel ao sistema durante sua evolucao.

Para o caso do emaranhamento global, encontramos T'r (p?) calculando

pr (para cada k) via Eq. (3.53). Assim, para um tempo ¢ arbitrario, obtemos

Q= %lsen2 (4—;?) [—1 + cos 6 cos By + cos (¢ — ¢s) senbsendy)” . (3.58)

De modo andlogo a negatividade, podemos comparar o emaranhamento global
médio com a fase AA a qual o sistema adquire apds a evolucao ciclica de

periodo 7. O emaranhamento global médio é dado por

g9(7)

A [—1 4 cos 0y cos By + cos (¢1 — ¢o) senb;senfy]” (3.59)

g(r) = %/0 sen’ (%) dt. (3.60)
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Portanto, o emaranhamento global médio é proporcional ao quadrado da fase

geométrica de interacao dada pela Eq. (3.37). Deste modo, podemos escrever

B

M) 9 () B (3.61)

Qe (1) = (

Para generalizarmos a relacao acima para sistemas com mais de 2 spins,
precisamos discutir que tipo de emaranhamento se relaciona com a fase
geométrica. Nesse contexto, investigaremos tanto emaranhamento entre pares
de spins quanto o emaranhamento global dado pela medida de Meyer e Wal-
lach. Considerando um sistema com 3 spins acoplados, tomamos o estado
inicial |¢(0)) da Eq. (3.43), onde fazemos ¢; = 0y = 0 e ¢ = ¢po = ¢3 = 0.

Assim,

2
Da Eq. (3.45), teremos para o estado [¢(0)) acima que a;(0) = cos(f3/2)

[(0) =|+) @ |+) ® (cos %H—) + sin% —>) . (3.62)

e ax(0) = sen(#3/2), com todos os outros a;(0) nulos. Logo, usando a
Eq. (3.47), temos que c3(0) = —\%sen(eg/Q), c4(0) = —\/igsen(ﬁg/Q), c7(0) =
\/lgsen(eg/Z) e cg(0) = cos(#3/2), com todos os outros ¢;(0) nulos. Neste caso,
ao expandir |¢(t)) na base dos auto-estados de H;, s6 aparecerao os termos

relacioandos a |@3), |p4), |@7) € |¢s). Assim, escrevemos

[0(1)) = € |es(0)r) + Y em(0)elm OO, ) (3.63)

m=4,7,8
Impondo que a evolugao seja ciclica e tendo em mente que os estados |p3)
e |p4) possuem a mesma energia e a mesma magnetizacao (e que portanto

as(t) = ay(t)), obtemos da Eq. (3.15) as expressoes para o periodo

7h 7h

T37 = 55 DP37, 738=m

3.64
3] D3s, ( )

onde p37 e p3sg € Z. Tomando um exemplo concreto, facamos h =1, J =1

e B = 3. Nesse caso, requerendo a igualdade 737 = 738, temos que p37 pode
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ser qualquer inteiro e pss = 2ps;. Para a fase total, usando a Eq. (3.16),

podemos escrever

B
= — —1)=0 3.65
o= (5 -1) =0 (3.65)
onde p = p37. Da Eq. (3.17), encontramos a expressao para a fase dinamica
) 0
Gg = —%p {12 cos” 53 - 2sen2531 . (3.66)

Estamos interessados na fase geométrica de interacao S;yr, 0 que significa
que teremos que subtrair a fase geométrica livre v rp de cada spin, com
Brivre = —mp(1 — cosb;) (i = 1,2,3). Sendo 6, = 0y = 0, teremos BrrvrE

apenas para o terceiro spin. Logo,

0 0
BintT = gp 12 cos? 33 + 2sin? 53 + 7p (1 — cosbs). (3.67)

Na Fig. 3.1, ilustramos a relacao entre S;y7, a qual esta sendo multiplicada
por uma constante k para melhor visualizacao, e a negatividade média N3
entre o primeiro e o terceiro spin. Note que temos uma relacdo monotonica
entre fase de interagdo e emaranhamento. No entanto, note que pares dife-
rentes podem ter negatividades bastante distintas e assim uma relagao entre
fase geométrica e emaranhamento de pares nao sera geral para sistemas de
spins com N > 2. No sentido de obter uma relagao mais universal em
sistemas com muitos spins, mostramos na Fig. 3.2 a fase f;nr, multiplicada
por uma constante k, e o emaranhamento global como funcao do angulo
f3. Note que também aqui obtemos uma relagao monotonica entre S;yr e
a medida de Meyer-Wallach, mas agora essa relagao independe de escolha
particulares de spins.

Vamos agora considerar um estado inicial |¢ (0)) da Eq. (3.43) para o
qual fazemos 0; =0, 0 = /2 € ¢1 = o = ¢35 = 0. Assim,

¥ (0)) = 1) ® (%) ® <cos%|+> +sen%|—)> O (368)
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0,3+ eo—e k X (Fase Geométrica de Interacéo) —
=—= Negatividade Média
0,2 -
0,1 -
0 | | |
0 1 2 3

Angulo8, (rad)

Figura 3.1: Fase geométrica de interacao Syn7, multiplicada por uma constante
k, e negatividade média entre o primeiro e terceiro spins em funcao do angulo 63
para a cadeia de Heisenberg com 3 spins em um campo constante no estado inicial
dado pela Eq. (3.62), onde a fase é calculada para o primeiro tempo ciclico (p = 1).

Adotamos h=1e B/J = 3.

r o—e k x (Fase Geométrica de Interagao)
0.5 =—= Emaranhamento Global Médio

0,4
0,3
0,21~

0,1~

|
0 1 2 3

Angulo 8, (rad)

Figura 3.2: Fase geométrica de interagao ;n7, multiplicada por uma constante
k, e emaranhamento global em fungao do angulo 03 para a cadeia de Heisenberg
com 3 spins em um campo constante no estado inicial dado pela Eq. (3.62), onde a

fase é calculada para o primeiro tempo ciclico (p = 1). Adotamos i=1e B/J = 3.

37



Esse estado é tal que as negatividades entre os spins sao bastante distin-
tas entre si, o que exemplifica o fato de que uma relacao entre [y e
emaranhamento de pares nao é possivel para N > 2. Como veremos, no en-
tanto, a fase Sryr ainda mantém sua relacao com o emaranhamento global.
De acordo com a Eq. (3.68), temos que a; (0) = a3(0) = \/iicos (05/2) e
az (0) = a7 (0) = \%sen (f3/2). Assim, somente o termo c¢5 (0) serd igual a

zero. Deste modo, ao expandir [¢ (¢)) na base dos auto-estados de Hp, s

nao aparecera o termo relacionado a |¢s5). Podemos escrever

() =D e Olp) + Y en(0)e O @lp 1 (3.69)

m=2,...,8;m#5

Utilizando a Eq. (3.15) obtemos as expressoes para o tempo ciclico

7h 7h 7h 7h 7h
T - — T _ — T = — T = — T = -
13 B P13, Ti4 B P14, Tie 3Jp16, 17 37 + Bpm 18 37 + 2BP187
(3.70)

onde pi3, pia, Pis, P17 € P1gs € Z. Novamente, consideramos h = 1, J =1
e B = 3. Sendo assim, obtemos para os valores de p; (i = 3,4,6,7,8) as

relagoes

D13 = P14 = P16, P17 = 2P13,  Pig = 3Pi3- (3.71)

Utilizando a Eq. (3.16), escrevemos a expressao para a fase total da forma

J
¢ =mp (3E + 1) = 27p, (3.72)

onde p = p13. Através da Eq. (3.17), encontramos a expressao para a fase

dinamica para o primeiro tempo ciclico

™

g = 3 (3 + 4 cos s + senfs) . (3.73)

Logo, sabendo que as fases geométricas livres para o primeiro e o segundo

spin sao, respectivamente, 0 e m, a fase geométrica de interacao para p = 1
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T i T
0,5~

o—e k x (Fase Geométrica de Interagéo)
=—= Emaranhamento Global Médio

‘ ‘ | ‘ !
0 1 2 3
Angulo#, (rad)

Figura 3.3: Fase geométrica de interagao Syn7, multiplicada por uma constante
k, e emaranhamento global médio em func¢ao do angulo A3 para a cadeia de Heisen-
berg com 3 spins em um campo magnetico constante no estado inicial dado pela

Eq. (3.68). Adotamos h=1e B/J = 3.

sera

BinT = 5T + g (cos 03 + sends) . (3.74)

Na Fig. 3.3, mostramos para o estado inicial dado na Eq. (3.68) a relagao entre
Brint, a qual estd multipliacada por uma constante k£, e o emaranhamento
global médio em funcao do angulo 63.

A relacao entre 5y e emaranhamento global pode também ser ilustrada
para cadeias maiores. Consideremos, como um exemplo, uma cadeia de

Heisenberg com N = 12 sitios e estado inicial |¢(0)) dado por

[1(0)) = ® |+)i ® (COS g|+) + seng|—>) ) (3.75)

Através de diagonalizacao numérica de H; e seguindo os passos desenvolvidos
na Secao 3.1, podemos determinar a fase AA de interagao e o emaranhamento
global médio, cujo resultado é mostrado na Fig. 3.4. Note entao que, como ja
discutido para as cadeias menores, a fase geométrica continua aqui refletindo

o emaranhamento do estado.
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T T T T T
0.3~ o— k x (Fase Geométrica de Interagdo) N
=—= Emaranhamento Global Médio
0,2 -
0,1- -
0 | I | I |
0 1 2 3

Angulo 6 (rad)

Figura 3.4: Fase geométrica de interacao Synr, multiplicada por uma constante k,
e emaranhamento global médio em funcao do angulo 6 para a cadeia de Heisenberg
com N = 12 spins em um campo constante no estado inicial dado pela Eq. (3.75).

Adotamos h=1e B/J = 3.

3.4.2 Fase MS e emaranhamento

Com o objetivo de estudar a relacao entre fases geométricas e emaranhamento
para qualquer instante de tempo ¢, discutiremos nesta subsecao as fases
geométricas MS. Inicialmente, vamos considerar a cadeia de Heisenberg com
2 spins. Faremos o analogo ao que foi feito para a fase AA na Subsecao 3.4.1.
As Egs. (3.54) e (3.58) para a negatividade e o emaranhamento global, re-
spectivamente, continuam sendo validas. Para a determinacao das fases,

vamos comegcar considerando o estado inicial

[¥(0)) = |+) ® (COS %H) + sen%|—>) . (3.76)

O tnico auto-estado de H; que ndo aparecerd na expansao de [¢(t)) na base

dos auto-estados {|@,)} serd |pq). Logo, temos que

[(t)) = e lcl(o)lsm) + Y ei[“”(t)_“l“”cm(())Isom)] : (3.77)

m=3,4
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Podemos obter a fase geométrica de interacao MS usando a Eq. (2.50) a
menos da fase livre de cada spin a qual é dada pela Eq. (2.53). Neste caso,

fazemos w/2 = B. Sendo assim, a fase total MS sera
¢ = Arg {e_i(HgB)t (1 + cos b + e*P' (1 4 ™) sen2%)} : (3.78)
e a fase dinamica sera
¢g = —t(B+ (14 B)cosbs). (3.79)
A fase livre de cada spin é escrita como

‘ . 0, . 0;
”y](&)s — Arg [Pt COSZEJ —|—eZBtsen2§]] + Bt cosb;, (3.80)

onde j = (1,2) denota o respectivo spin. Logo, a fase geométrica de interagao

MS sera dada pela equacao

2
TN =6 —6a— Y s (3.81)
j=1

As Figs. 3.5, 3.6 e 3.7 ilustram a relacdo monotonica entre viNI' () e a ne-

gatividade média, o emaranhamento global instantaneo e o emaranhamento
global médio, respectivamente, onde o tempo estd fixo em t = /3. Em todos
estes casos, a fase geométrica de interacao reflete o emaranhamento. Assim,
para fases MS, a média sobre o emaranhamento é uma operagao opcional
para se atingir a relacdo com a fase geométrica de interagao.

Vamos considerar agora cadeia de Heisenberg com 3 spins acoplados tendo
como estado inicial

[¥(0)) = |+) ® (%) ® <COS%|+> +sen%|—)> . (3.82)

Para este estado fixamos o tempo em ¢ = 7 e variamos o angulo ¢3. Diferen-

te do caso de 2 spins, visto anteriormente, o grafico da fase geométrica MS
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0,8 ‘ ‘ ‘ ‘

+—e k X (Fase Geométrica de Interagédo)
=—= Negatividade Média

0,6

0,4

0,2

‘ ‘ ! ‘
0 1 2 3
Angulo®, (rad)

Figura 3.5: Fase geométrica de interagdo vINI (¢), multiplicada por uma constante

k, e negatividade média em funcao do angulo 5 para cadeia de Heisenberg com 2
spins em um campo magnético constante cujo estado inicial é dado pela Eq. (3.76).

O tempo de evolugao esta fixado em 7/3. Adotamos h=1e B/J = 3.

. T . T .
1,5 |
+—e k X (Fase Geométrica de Interagéo)
=—= Emaranhamento Global Instantaneo

0,5+ _

" | |
OO 1 2 3

Angulo8, (rad)

Figura 3.6: Fase geométrica de interagio vi! (¢), multiplicada por uma constante

k, e emaranhamento global instantaneo em funcao do angulo #, para a cadeia de
Heisenberg com 2 spins em um campo magnético constante cujo estado inicial é

dado pela Eq. (3.76). O tempo estd fixo em 7/3. Adotamos h=1e B/J = 3.
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1,5
+—e k x (Fase Geométrica de Interagéo)
=—= Emaranhamento Global Médio

" | |
O0 1 2 3

Angulo8, (rad)

Figura 3.7: Fase geométrica de interacio viNI'(t), multiplicada por uma cons-

tante k, e emaranhamento global médio em funcao do angulo 6, para a cadeia de
Heisenberg com 2 spins em um campo magnético constante cujo estado inicial é
dado pela Eq. (3.76). O tempo de evolugao estd fixo em 7/3. Adotamos h =1 e
B/J =3.

mostra saltos como aqueles visto no exemplo da na Subsecao. 2.6. Estes
saltos ocorrem devido ao argumento contido na Eq. (2.50). Para o caso em
que J = 1 e B = 3, este salto ocorre préximo a 63 = 7/2. Nessa diregao
iremos mostrar o grafico da fase v,;¢ em duas partes: no primeiro, o angulo

65 varia de 0 a m/2, e no segundo, a variacao de 03 é de 7/2 a .

A Fig.3.8 nos mostra claramente uma relacao de monotonicidade entre a
fase geométrica v,;5 € o emaranhamento global instantaneo. A relacao ainda
é observada para o caso do emaranhamento global médio, como pode ser

visto na Fig. 3.9.
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0,2 " T T T T T 0,8 : : . : .
oo k x (Fase Geométrica de Interacao)

o—e k x (Fase Geométrica de Interacéo)
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Figura 3.8: Fase geométrica vINI'(t), multiplicada por uma constante k, e emara-

nhamento global instantaneo em funcao do angulo 63 para a cadeia de Heisen-
berg com 3 spins em um campo magnético constante no estado inicial dado pela

Eq. (3.82). O tempo estd fixo em ¢t = 7/2. Adotamos h=1e B/J = 3.
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Figura 3.9: Fase geométrica ’yﬁVST(t), multiplicada por uma constante k e emara-

nhamento global médio em funcao do angulo 63 para a cadeia de Heisenberg com
3 spins em um campo magnético constante no estado inicial dado pela Eq. (3.82).

O tempo estd fixo em ¢t = 7/2. Adotamos h=1e B/J = 3.
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Capitulo 4

Fases Geomeétricas e Invariantes

Dinamicos

Neste capitulo, discutimos a generalizacao da analise de fases geométricas
em cadeias de Heisenberg para o caso de campos dependentes do tempo, os
quais aparecem tipicamente em técnicas importantes para a investigagao de
interagOes entre spins, tais como ressonancia nuclear magnética [38]. Para
discutirmos a determinacao de fases geométricas em cadeias de tamanho N
arbitrario na presenca de campos dependentes do tempo, faremos uso da
teoria dos invariantes dindmicos [48, 49]. Iniciamos o capitulo com a apre-
sentagao da teoria dos invariantes. Em seguida, obtemos o operador invari-
ante para uma cadeia de Heisenberg em um campo magnético dependente do
tempo. A partir dai, mostramos como podemos obter as fases geométricas e

investigamos sua relacao com o emaranhamento nesse contexto.
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4.1 Teoria dos invariantes dinamicos

A teoria dos invariantes dinamicos, proposta por Lewis e Riesenfeld nas
Refs. [48, 49], foi concebida como uma ferramenta para a solu¢ao de proble-
mas dependentes do tempo em mecanica quantica. O método dos invariantes
consiste em integrar a equacao de Schrodinger dependente do tempo através
da construcao do chamado operador invariante. Nessa se¢ao, revisaremos
os aspectos bdsicos da teoria dos invariantes seguindo a Ref. [50]. Para um
sistema fechado, definimos o invariante dinamico I(¢) como um operador
Hermitiano que satisfaz

0 i
a[(t) + - [H(t),1(t)] =0, (4.1)

onde H(t) é o Hamiltoniano do sistema dependente do tempo. Podemos

definir uma base ortonormal de auto-estados instantaneos de I(t) como

I(1)|hi(t)) = Ailapi(t)) (4.2)

Vamos, por simplicidade, assumir que I(¢) possui autovalores nao degenera-
dos. Consideremos entao que o sistema seja descrito por um vetor de estado
[9(t)) cuja dindmica é governada pela equagao de Schrodinger dependente

do tempo
d
H()ly(t) =i [¢(1)), (4.3)
onde fizemos h = 1. Expandimos entao [¢(t)) na base de auto-estados
{|:(t))} de I(t), produzindo
() = e®)lwilt)). (4.4)

7

Inserindo a Eq. (4.4) na Eq. (4.3) e projetando o resultado em (1;(¢)| con-
seguimos que

&= =D e (il ) + Wil (4.5)

i
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Por outro lado, tomando a derivada da Eq. (4.2) e projetando-a em (1);(t)]

temos que
Xidiy + (O = Ny) (i ) + (1) ) = 0. (4.6)

A Eq. (4.6) implica que

i = j:M\=0= ) éconstante, (4.7)

% J 1 (W) =~y Hlgs). (4.8)

Logo, observe da Eq. (4.7) que I(t) é uma constante de movimento em
mecanica quantica, ou seja, % = 0. Com respeito a Eq. (4.8), ela nos

permite uma integracao direta da equacao de Schrodinger. De fato, a subs-

tituigdo da Eq. (4.8) na Eq. (4.5) produz

o) = |- [ (Gl +itsiae) ) ar] . @)

Dessa forma, usando os valores de ¢;(t) na Eq. (4.4), temos o estado do
sistema [ (t)) para qualquer instante de tempo t. Em particular, se o sistema
for preparado no autoestado instantaneo |¢;(0)) em ¢ = 0 ele evoluird para

o autoestado instantaneo |1;(t)) para t arbitrario.

4.2 Invariante dinamico e fase geométrica para

a cadeia de Heisenberg

Consideremos um sistema de N spins interagindo via acoplamento de troca
de Heisenberg em um campo magnético dependente do tempo, cujo Hamil-
toniano ¢ dado por

L L
H(t)=JY_ (ofof, +ololy, +oioiy) + B(t) - Y7 (4.10)
i i=1
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B(t) = B(t) (sen&(t) cos p(t)1 + send(t)seny(t)j + cos 9(15)/%) : (4.11)

Nosso objetivo aqui serd entao encontrar um operador invariante para esse
sistema (com N arbitrario) e, em seguida, aplicd-lo para investigar fases
geométricas em campos dependentes do tempo. Nessa direcao, seguiremos
os resultados introduzidos na Ref. [51] para a dedugao do invariante I(t).

Vamos comegar definindo

ot — %wy w(t) = B(t)cos0(t),  G(t) = B(t)send(t), (4.12)

o que permite reescrever o Hamiltoniano como

L

H(t) = JZ [2 (J;_O_i_-&-l + 01_‘7;;1) + U7LZOZ'Z+1:| +
i=1
L

L
+ G (e¥Wof + o) +w(t) D of. (4.13)

i=1 i=1
Com o intuito de obter um operador I(t) que satisfaga a Eq. (4.1), considere-

mos o operador unitério R(t), o qual é dado por

L
R(t) =[] ri®), (4.14)
=1
com
Ri(t) = el (770t =200 (4.15)

onde 7(t) e () sao fungdes reais. Sabendo que

i3A _ T4 (1) _'<’_73 <14
¢t =1+ilA (2> 1 2) A+ 2) T4, (4.16)

onde A =1 (e*"ﬁ(fr — e’ﬂa*), podemos escrever R;(t) da forma

R;(t) = cos @1 — sen@ (e_w(t)ai+ — ew(t)ai_) . (4.17)
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Da Eq. (4.17), podemos obter as relagoes tteis

Rlo?R; = cosyo? —seny (e Pof +ePo)), (4.18)
RicER! = ¢ (sen; 7+ e cos ; of — eﬂﬁserﬁ%af) : (4.19)
5 .
iRIaRi = —g (1 —cos~y)o;
e

. et
5 <z”y+6senv> ol — - ( z*y—l—ﬁsenv) o;, (4.21)

Ri Z G;R = Z RI%R;, (4.22)

)
T T
R atR § Rl R (4.23)

A partir das relagoes acima, podemos encontrar o seguinte operador invari-

ante [(t) para a cadeia de Heisenberg

z — —
E g; + E 0;° 041
i i

onde as fungoes (t) e S(t) que compoem o operador R(t) [ver Egs. (4.14) e

RI(t), (4.24)

(4.15)] devem obedecer o sistema de equagoes diferenciais

4 —2Gsen(p — ) = 0, (4.25)

(ﬁ - 2w> seny + 2G cosycos (¢ — B) = 0. (4.26)
De fato, das Egs. (4.18)-(4.23) ¢ da Eq. (4.24), temos que
R(t) (Z ol Y G- aﬂ) R
= Z{—7 [sen; o — colsv (e"ﬂa;r + eiﬁai_)}

i

+if3 senry (—e ol +ePa;)} (4.27)

51 ()
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iH.10] =) [E(t) .G, RjajRH

7

= Z{Qz’G cosy (—e o 4+ €%0;) + 2iw seny (6_60'+ — ewa[)

+2Gsenysen (¢ — ) o7}, (4.28)

Logo, substituindo as Eqgs. (4.27) e (4.28) na Eq. (4.1), verificamos que
I(t) é um operador invariante para uma cadeia de Heisenberg desde que
as Eqs. (4.25) e (4.26) sejam obedecidas.

Com o operador invariante em maos, podemos entao mapear a solucao
do problema dependente no tempo em um problema independente do tempo.

Nesse sentido, de modo similar ao Capitulo 3, consideremos os operadores
H = > &6, (4.29)
S =) ol (4.30)

onde Hy é a Hamiltoniana de interacao e S* estd relacionado ao operador de
spin total na diregao z, com [H;, S*|] = 0. Definimos entao a base simultanea

de auto-estados {|¢,)} de Hy e S* através das equagoes de autovalores
Hilon) = Eplon), (4.31)
S%lon) = Mulen). (4.32)

Somando as Eqs. (4.31) e (4.32) e multiplicando ambos os lados por R(t),

obtemos a equagao de autovalores para I(t), a qual resulta em

1(t) (R(t)|pn)) = (En + My) (R(1)[@n) (4.33)

de modo que os autovalores de I(t) sao dados por \, = E, + M, e seus

autovetores sao dados por
[¥n(t)) = R(t)lpn)- (4.34)
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Portanto, a solu¢ao do problema se reduz a diagonalizar os operadores in-
dependentes do tempo H; e S*. A solucao da equacao de Schrodinger pode

entao ser escrita como
W(t)) = ch(o)ei[— Jo n  Hlon)dt' i [ (Yn g [om) | (). (4.35)
Calculando explicitamente os termos da exponencial, obtemos

(V| H|tn) = JE, + M, (wcosvy + Gseny cos ¢ cos 5 + Gseny seny senf3)
(4.36)

0 _
(Unl 5y ltn) = i%ﬁm. (4.37)

Substituindo as Eqgs. (4.36) e (4.37) na Eq. (4.35), obtemos
() =D cne D (1)), (4.38)

onde

o (t) = —=JE,t— M, / t dt’ (K’O(t')- E(t’))—Mn / t dt/@@, (4.39)

com

— ~

Ko(t) = seny(t) cos B(t)1+ seny(t) senf(t)j + cosy(t) k. (4.40)

Observemos entao que I?o(t) ¢ um vetor unitario determinado pelo campo
magnético. A constante ¢,(0) (a qual denotaremos simplesmente como c¢,,) é

determinada pelas condicoes iniciais de modo que

cn = (Pn(0)[¢(0)) = {#nl1(0)), (4.41)

onde adotamos como condi¢ao inicial v(0) = 0, a qual produz R(0) = 1. As-

sim, temos todas as ferramentas para encontrar a fase geométrica do sistema
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de Heisenberg em um campo magnético dependente do tempo. Partindo da

expressao geral da fase MS temos

rs(7) = Arg [((0) ()] + / COIEOW@YL (442)

A partir da Eq. (4.38), podemos calcular (¢(t)|H (t)|¢(t)), o qual é dado por

WOIH@)[v () =
Z Cpy e (O 0m) [JZ@m’&i $Gir1|on) + E(t) : Z<¢M|Rj(t)5iRi(t>’(Pn>

(2 (2

(4.43)

O primeiro termo da equacao acima € a energia associada a H;. Usando as

Egs. (4.18), (4.19), (4.25) e (4.26), encontramos para o segundo termo que

B(t) - Za

Z o? Ko(t)-B(t)— 1 Z [e"ﬂ <B seny + iﬁ) o + e’ (6 seny — 2'7) 0;} .

R'(t) R(t) =

2

%

(4.44)

Logo, a fase MS para o sistema sera dada por

e—iﬁ(ﬁ senvy + i) Z<gpm|0j|g0n>] dt

)

1 T * —i(am—o iB( [ . . —
3 [ St [ ) Sl . a5
0

)

com a fase total sendo

(1) = Arg[((0)]¢(7))]
Z(%Il/}(@)<¢(0)|R(T)Ison>em"(”] : (4.46)

n

= Arg
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Em particular, para o caso especial onde o estado inicial |¢/(0)) possui mag-
netizacao M fixa, ou seja, tal que |[¢(0)) seja um autovetor de S?, teremos
que os termos (@, |oi|@,) na Eq. (4.45) se anulardo. Assim, a fase MS se

reduzira a
Yars = (1) + ) leal? [JE,J + M, / dt Ko(t) - é(t)} . (4.47)
n 0

Note que, para campos magnéticos independentes do tempo, com B = Bl%,
temos de (4.12) que G(t) = 0. Assim, a Eq. (4.25) implicard em y(t) = 0
para qualquer ¢, ou seja, R(t) = 1. Portanto, teremos I?U(t) = ke, da
Eq. (4.39), que a(t) = —(JE, — M,B)t. Logo, as fases total e dinamica (e
consequentemente a fase geométrica) obtidas via formalismo dos invariantes

recairao nas fases independentes do tempo obtidas no Capitulo 3.

4.3 Fase geométrica e emaranhamento para
campo magnético dependente do tempo

Discutimos na se¢ao anterior o invariante dinamico e a fase geométrica para
uma cadeia de Heisenberg de tamanho arbitrario N em um campo magnético
dependente do tempo. Nesta secao faremos uma analise da relacao entre a
fase geométrica de interacao e o emaranhamento para o problema dependente
do tempo, tomando como ilustragao uma cadeia com 2 spins. Consideraremos
um estado inicial tal como dado na Eq. (3.21). Para um estado desse tipo,
podemos calcular os termos (1(0)|R(t)|p;) necessarios para a determingao

de ®(7) tal como dado na Eq. (4.46), obtendo
ORI = ai(0) cos 1D 1 a3(0) sen? 11D (2
+(a5(0) + a3(0)) senM Ccos ¢ e (4.48)
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O 2) = ai(0)sen? T =2 4 ai(0) cos? ]

—(a5(0) + a3(0)) sen% cos % e, (4.49)

at(0) senye " + —a%(0) seny e

(O)|R(E)]ps) = —— v

V2

1 * %
+E(a2(0) + a3(0)) cos~, (4.50)
(Y(O)[R(t)|pa) = %(&3(0) — a3(0)). (4.51)

Tendo esses resultados em maos e resolvendo o sistema de Eqgs. (4.25) e (4.26),
podemos obter a fase MS diretamente da Eq. (4.45). Considerando esta-
dos com magnetizacao fixa, podemos ainda simplificar o problema usando a
Eq. (4.47) para obtermos a fase MS. Como um primeiro exemplo, tomemos o
estado inicial [¢(0)) = |++), o qual possui magnetizagao M = +2. Para esse
estado, obtemos que a fase MS de interacao é nula (médulo 27). Por outro
lado, é interessante notar que o estado inicial [¢)(0)) = | + +) é separavel
durante toda sua evolucao, ou seja, a interacao de Heisenberg nao induz
emaranhamento para esse estado. Portanto, a fase de interacao MS atua
como um indicador da separabilidade do estado. Esse resultado também foi
observado na Ref. [47]. Consideremos agora um exemplo de um estado que
se torna emaranhado durante sua evolucao. Tomamos entao como estado
inicial do sistema o vetor [¢(0)) = | + —), o qual possui magnetizacao fixa
M = 0. Para esse estado, mostramos na Fig. 4.1 a fase MS de interagao,
a negatividade instantanea e a negatividade média, onde adotamos que o
campo magnético precessiona em torno do eixo z, com B(t) =1, 0(t) = n/4
e p(t) = 2mt, e usamos como condigoes inicias v(0) = B(0) = 0. Natu-
ralmente, os resultados sao independente da escolha das condigoes iniciais
para y(t) e B(t). Note que a fase geométrica de interagdo apresenta trechos

continuos seguidos por descontinuidades para intervalos regulares de tempo.

o4



e—e Fase Geométrica de Interagdo

=—a Emaranhamento
4—A Emaranhamento Médio

Figura 4.1: Fase geométrica de interagao, negatividade e negatividade média para
o estado inicial | + —), com B(t) = 1, §(t) = 7/4, ¢(t) = 27t e tomando como
condigoes inicias y(0) = £(0) = 0. Adotamos o tempo em unidades tais que i = 1

eJ=1.

Essa efeito esta associado ao termo Arg[(¢(0)[1(t))] da fase MS. Quanto
ao emaranhamento médio, podemos observar que ele tende para um valor
constante, sendo portanto caracterizado pela fase de interacao em cada tre-
cho continuo. A generalizacao desses resultados para cadeias maiores serd

deixada para uma anélise posterior.
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Apresentamos nessa dissertagao uma investigacao sobre fases geométricas em
cadeias quanticas de spins interagentes, tendo como foco suas relagoes com
o emaranhamento do sistema. Em particular, analisamos as fases AA e MS
para cadeias de Heisenberg em campos constantes e dependentes do tempo,
obtendo como resultado um comportamento monotonico da fase geométrica
de interagao com o emaranhamento global médio adquirido pelo sistema ao
longo de sua evolugao no espago de Hilbert. Apresentamos os resultados para
campos constantes na Ref. [52]. Essa relacao promove a fase geométrica de
interacao, a qual é obtida descontando da fase geométrica total a contribuigao
de spins livres, a um indicador do emaranhamento disponivel no sistema, o
que pode se constituir em uma ferramenta 1util para tarefas quanticas que
usem emaranhamento como recurso para sua realizacao.

Aplicagoes de fases geométricas no estudo de correlagoes entre as partes
de um sistema quantico tém sido apontadas em varios trabalhos nos tultimos
anos. Para sistemas evoluindo sob transformagoes locais, tanto estados separa-
veis [45, 46] quanto estados emaranhados [30] tém mostrado reflexdo de seu

comportamento nas fases geométricas. Ja para sistemas interagentes, nos
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quais estados inicialmente separaveis podem evoluir para estados emara-
nhados e vice-versa, a relacao geral entre fase geométrica e emaranhamento
ainda se caracteriza como um problema com muitos aspectos em aberto.
Quando a interacao nao é capaz de induzir emaranhamento, os resultados da
Ref. [47] indicam a separabilidade do estado através da fase geométrica do
sistema total, a qual se decompoe na soma das fases dos subsistemas. Esse
resultado foi estabelecido Ref. [47] para o caso especifico de dois spins acopla-
dos via interacao de Heisenberg. Nessa dissertacao, realizamos o tratamento
da situacao de estados iniciais separaveis em que agora a interagao tem a
capacidade de induzir emaranhamento no sistema, mostrando que o emaran-
hamento global induzido esta, para cadeias de Heisenberg, diretamente ligado
com a fase de interacgao.

Como perspectivas, esperamos avangar mais no entendimento da caracteri-
zacao da dinamica de emaranhamento via fases geométricas. Nessa direcao,
esperamos considerar interacoes mais gerais que o acoplamento de Heisen-
berg, tais como, por exemplo, dadas pela presenga de anisotropias nas direcoes
de spin. Outra discussao importante a se entender é se outras medidas de
emaranhamento multipartite distintas do emaranhamento global de Meyer e
Wallach podem estar relacionadas de alguma maneira com as fases geométricas.
Além disso, seria interessante também conseguir entender se estados inicial-
mente nao-separaveis podem ter seu emaranhamento relacionado com o com-
portamento das fases geométricas adquiridas por eles durante sua evolugao.
Pretendemos que essas questoes sejam tratadas como objetos de pesquisa em

trabalhos futuros.
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