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RESUMO

Neste trabalho, a técnica da matriz de transferéncia é usada para o calculo da entropia
configuracional de cadeias finitas e polidispersas na rede quadrada. As cadeias sdo
modeladas por caminhadas auto-excludentes, considerando-se apenas interacdes de
volume excluido, e a rede pode estar total ou parcialmente preenchida. A
polidispersividade € incluida no problema pela atribuicdo de diferentes atividades para
mondmeros extremos e internos. Esses parametros sdo regulados de modo que o0 niumero
médio de mondmeros por cadeia é finito e portanto ndo se observa uma transicdo de
polimerizagdo. A matriz de transferéncia é construida para tiras de largura finita e os
valores da entropia obtidos nessas tiras sdo depois extrapolados para o limite

bidimensional, que corresponde a largura infinita.



ABSTRACT

The transfer matrix technique is used to calculate the configurational entropy of finite
polydisperse chains on the square lattice. Chains are modeled by self-avoiding walks,
with excluded volume interactions only and the lattice may be totally or partially
covered. Polidispersivity is included by attributing different activities to extreme and
internal monomers. These parameters are regulated so that the mean number of
monomers per chain is kept finite and therefore no polymerization transition is
observed. We build the transfer matrix for strips of finite width and the values of
entropy obtained in these strips are then extrapolated to the bidimensional limit, wich

corresponds to infinite width.



SUMARIO

I L0 (0o 0 To: Lo USSR 10
2. Alguns Conceitos Basicos de Mecanica EStatistiCa ..........cccoovvvvriiniinciciesenne 12
3. Modelos de Rede para Polimeros e Cadeias Finitas .........ccccoevvvvviveiieiieieiesnce s, 18
3.1 AIQUNS ESTUAOS PIEVIOS .....cvveivieiecie ittt 30
3.1.1 Cadeias Monodispersas na Rede Quadrada .............ccoeevverveveeviieiieieernene 30

3.1.2 Cadeias Polidispersas em uma Rede Unidimensional ............ccc.ccooevevveennnns 31

3.1.3 Cadeias Polidispersas na Rede de Bethe .........ccccooeviviieiiiieienicc e 32

3.1.4 Cadeias Polidispersas na Rede de HUSIMI .......ccccevviiiiiniiienniieiecieseens 35

4, IMIBLOUOS ...tttk bbb bbb bbbttt b e 39
4.1 Construcdo do Modelo e Regras para a Disposicdo das Cadeias na Rede ......... 39
4.2 A Matriz de TranSTErENCIA .........coeiiiieieiesic e 42
4.2.1 A Matriz de Transferéncia no Modelo de ISINg .........ccccoevvveneniniinicienn. 42

4.2.2 A Matriz de Transferéncia para Cadeias Polidispersas
na Rede QUAArada ...........ccueeeviiiiiiiiiccie ettt 46

4.3 Obtencdo do Maior Autovalor da Matriz de Transferéncia e sua Relagcdo com as

Densidades de MonOmeros e a ENtropia .........c.ccocvevereniieninienenesc e 55

4.4 Extrapolacéo para 0 Caso Bidimensional ...........c.ccoovvviiiieiiiininiicce 59

5. RESUITA00S € DISCUSSAD .....veveeieiniesiieieeiesiee st sttt ettt sttt sbe e sreenbesneesneas 61
LO00] 0 [od (113 (o LU SR USRS RPRTRS 79
A. Algoritmo para a Construcdo da Matriz de Transferéncia ..........cccceeevervriveiieriennns 81
B. O Método de Newton-RaphSON ..ot 85
C. O MEALOdO 08 POTENCIA ...ttt 88
D. O MEt0dO A8 BISECGAD ...vvevvevieiiieiie sttt 91
E. O Teorema de Perron-FrobDeniuS ... 93

R O BNCIAS ...t ettt ettt e e e e e e e ettt e e e e e e e e e e e e e e e e 94



LISTA DE FIGURAS

2.1. Diagrama de fases da AQUA ..........ceevveieiieiici e 16
3.1. EXeMPIOS de POIIMETOS ...c.eouiiiiiiiiieieisie e 19
3.2. Um polimero visto como um 10Ng0 Fi0 ........cccceieiiiiiiiiiciece e 19
3.3. O modelo da cadeia ideal ............ccuiireieiiiiice e 20
3.4, EXEMPIOS UE FEAES ....cvveeee ettt ettt ste et nne s 22
3.5. Cadeia ideal na rede qUadrada ............ccocereririenininiseee e 23
3.6. Caminhada auto-excludente na rede quadrada ...........ccocoevvrieienciincniseceeen 24

3.7. a) Entropia em funcdo do peso molecular de cadeias na rede quadrada
(aproximacao de CampPO METI0) .......ccvveruerieiriirieiee et et 29

b) Entropia como funcdo da densidade no caso de polimeros (aproximacdo de

(o= 100 oo 1o T ) SO ST RSP 29
3.8. Cadeias finitas e polidispersas numa rede unidimensional ...............ccccoeveviiienn, 31
3.9, ArVOrE de CAYIEY ...ttt 32
3.10. a) Sub-arvore de uma arvore de Cayley ........cccooviviriieeieneeeesese e 34

b) Contribuigdes de sub-arvores para a fungao de particdo .........cccccveverererennnn. 34
3.11. Cadeias numa rede de HUSIMI ....c..coiiiiiiiiieeeeee e 36
3.12. Configurac@es de sub-arvores numa rede de HUSIMI ........cccoveiieiiiicvicicceee, 36
4.1. Topologia de uma tira finita com condic¢des de contorno toroidais ...........c...cec..... 40
4.2. Representagdo esquematica das condigdes periddicas de contorno ...............e...... 40
4.3. Exemplos de configuragdes proibidas ... 41
4.4. Exemplo de configuragao permititda .........cceeeierieeieiieseec e 41
4.5. Condicdes periddicas de contorno no modelo de Ising unidimensional ................ 43
4.6. Dois niveis consecutivos numa tira de 1argura 4 .........cccooereieienenenencseeeees 47
4.7. Configuracgdes das arestas verticais de um nivel em uma tira de largura 2 ............ 48

4.8. PareamentoS MUITIPIOS ....ccveoveiieiiee et 49



4.9. Possiveis configuracdes de dois niveis consecutivos de uma tira de largura 2

quando 0 estado iNICIAl € |1} ........cccouerviiriiiriiereecee e 51
4.10. Transi¢des entre dois niveis consecutivos em uma tira de largura 2 .................... 53
4.11. Tirade largura L € @ltUrA Y .....cccveveeiiieieiiecee e 55
5.1. Namero de estados para cada largura da tira ...........ccooeeeeeieneneinineneeec e 61
5.2. Tamanho do arquivo da matriz em fungao da largura .............cccceeveveiiicininnnnnns 62
5.3. Tempo de processamento para o calculo da entropia ..........ccccceveveveevircieccesieneen, 63
5.4. Entropia como funcao da largura da tira para rede cheia ...........ccccceevveveeiveriecnnene, 64
5.5. Dimeros em uma rede de largura 3 .........cccooveiieii i 68
5.6. Entropia de dimeros como funcao da largura (rede cheia) .........cc.ccoceevrviereinnnnn. 69
5.7. Entropia como funcédo da densidade na rede quadrada ............cccoeevveverveniniieneennn. 70

5.8. Entropia como funcdo da densidade para cadeias mono e polidispersas na rede

(o[-0 | = To - USSR 71
5.9. Contribuicdo da polidispersividade para a entropia (rede quadrada)...................... 73
5.10. Entropia de cadeias polidispersas nas redes quadrada, de Bethe e de Husimi ..... 74
5.11. Contribuicéo da polidispersividade (redes quadrada e de Bethe) .............cc.cceunee. 76
5.12. Entropia como funcdo do peso molecular na rede cheia ........cccccoeevevveieivcennn, 77

A.1. Dois niveis consecutivos de uma tira de largura 2 ..........ccccceeeveeieieeie e, 81



LISTA DE TABELAS

3.1. Valores do expoente v para diferentes dimensdes €SPaCiais ..........ovvveerrveeriversivnens 26
5.1. Namero de estados para tiras de larguras 2 @ 11 .......cccceoeveieiiiincneise e 61
5.2. Subconjuntos para extrapolacdo da entropia no caso monodiSPerso .........ccecveeenee. 68

5.3. Entropia, na rede cheia, para cadeias polidispersas nas redes quadrada, de Bethe e
de Husimi e cadeias monodispersas na rede quadrada ...........cccoceevereneneeieneneneneniens 77

5.4. Entropia de cadeias polidispersas na rede cheia para uma tira de largura 11 e para a
=10 [0 [T To | = To - USSR 78



CAPITULO 1 - INTRODUCAO

Este trabalho tem por objetivo o célculo da entropia configuracional de cadeias
finitas e de tamanho varidvel dispostas em uma rede quadrada. Em linhas gerais, ele se
insere no contexto dos estudos sobre a cobertura de uma rede com dimeros ou
mondmeros, um topico com uma longa histéria em fisica da matéria condensada [1].
Este trabalho esta ligado também a mecanica estatistica de polimeros. Embora nossa
anélise se concentre em cadeias finitas, usamos ferramentas metodolégicas bem
estabelecidas nos estudos teoricos sobre polimeros [2], modelando as cadeias através de
caminhadas auto-excludentes e usando a técnica da matriz de transferéncia para chegar

a entropia configuracional.

Muitos dos estudos em mecéanica estatistica de polimeros beneficiam-se de
modelos simplificados para as cadeias, em que muitos detalhes de um polimero sdo
desconsiderados e a molécula é tratada como um longo fio. Nesse contexto, o
tratamento do problema pode ser muito simplificado por uma discretizagdo do espaco
que equivale a inscrever a cadeia numa rede. Essas idéias sdo discutidas no capitulo 3,
bem como alguns dos modelos mais simples que resultam dessas simplificacdes, em que
as moléculas de polimeros sdo representadas por caminhadas aleatorias ou auto-
excludentes. As mesmas idéias podem entdo ser usadas para a modelagem de cadeias
finitas. Também neste capitulo nos referimos a alguns estudos prévios, dos quais o
presente trabalho €, de certa forma, a continuidade: o estudo de cadeias monodispersas
na rede quadrada, de cadeias polidispersas em uma dimensdo e nas redes de Bethe e

Husimi.

Introduzida em 1941 para o tratamento do modelo de Ising, a técnica da matriz
de transferéncia revelou-se util nos problemas envolvendo polimeros [3,4]. Sua
construcdo para a obtencdo da entropia do nosso modelo de cadeias polidispersas na
rede quadrada é exposta no capitulo 4, bem como os detalhes do modelo. Apresenta-se
também como o conhecimento do maior autovalor da matriz permite que se obtenha a
entropia no limite termodinamico. De modo abreviado, pode-se dizer que nossa
estratégia consiste em calcular a matriz de transferéncia para diversas tiras de largura
finita e, de posse dos valores da entropia para cada uma dessas larguras, chegar ao seu

valor assintético no limite em que a largura tende ao infinito, ou seja, no caso
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bidimensional. O modo pelo qual se pode obter esse valor assintético a partir dos

valores para larguras finitas € discutido ao final do capitulo.

Os resultados e sua discusséo estdo no capitulo 5. A énfase é a comparacdo dos
nossos resultados com os obtidos no caso de cadeias monodispersas na rede quadrada,

avaliando a contribuicdo da polidispersividade para a entropia.

Ao final do trabalho, diversos apéndices detalham algumas das técnicas

computacionais usadas para a obtencdo dos dados.

Ao longo de todo o trabalho, aparecem de forma recorrente alguns conceitos
basicos de mecanica estatistica, a comecar pelo conceito de entropia. Eles estdo
sumarizados no capitulo 2, que tem o propdsito de servir apenas como um roteiro, capaz

de orientar um posterior aprofundamento.



CAPITULO 2 — ALGUNS CONCEITOS BASICOS DE MECANICA ESTATISTICA

A termodinamica ocupa-se de propriedades macroscépicas da matéria, como a
temperatura, 0 volume ou a pressdo. A mecanica estatistica busca explicar a emergéncia
dessas propriedades macroscopicas a partir da constituicdo microscopica dos sistemas
fisicos. Além disso, a mecanica estatistica fornece a justificativa microscépica para as
leis da termodinamica [5]. Os resultados obtidos pela termodinamica ndo dependem de
um modelo em particular; ndo estdo apoiados em quaisquer hipdteses sobre a
constituicdo da matéria. J& a mecénica estatistica propde modelos microscopicos, que
sdo especificos para cada sistema estudado, e com base nesses modelos procura obter as

propriedades macroscopicas.

Como a termodindmica ocupa-se de sistemas macroscépicos, com um grande
namero de particulas, a conexdo da mecanica estatistica com a termodinamica sé ocorre
estritamente no chamado limite termodindmico [6]. Para um fluido simples com N

particulas e volume V, este limite corresponde a N — o0, V — 00, mas com a razdo

N /V mantida constante. Com isso, desconsideram-se quaisquer efeitos de tamanho
finito; de fato, as propriedades termodinamicas ndo fazem referéncia ao tamanho do

sistema, sempre se referindo ao material como um todo.

Em nivel macroscopico, o estado de um sistema é denominado macroestado,
sendo caracterizado por um numero relativamente pequeno de variaveis termodinamicas
(temperatura, pressao, volume, etc). Ja a descricdo microscopica define um microestado.
Para especificar um microestado seria preciso conhecer a posi¢do e 0 momento de todas
as particulas no sistema (descri¢do cléssica) ou todos os nimeros quanticos do sistema
(descricdo quantica). Ao longo do tempo, um sistema fisico “visita” diversos
microestados. Num gas, por exemplo, as moléculas estdo em constante movimento e

suas posicOes e momentos variam permanentemente.

De acordo com a mecanica estatistica, as propriedades observaveis de um
macroestado sdo médias estatisticas tomadas sobre os microestados. Quando o nimero
de particulas (N) de um sistema é muito grande as flutuacdes em torno da média séo
despreziveis, de modo que o comportamento médio de um sistema corresponde ao

comportamento observado. Para o célculo de tais médias, ao invés de considerar a
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evolucdo temporal do sistema, € mais conveniente imaginar um conjunto de infinitas
réplicas do sistema original, cada uma delas num microestado diferente. Esse conjunto é
um ensemble estatistico. A hipdtese de que uma média de ensemble seja equivalente a

uma média temporal constitui a chamada hipotese ergodica.

Diversos microestados distintos podem resultar num mesmo macroestado.
Chamando de Q o nimero de microestados compativeis com um certo macroestado,

define-se a entropia como
S=ksInQ, (2.1)

onde kg =1.38 x 102 J/K é a constante de Boltzmann. Alternativamente, a entropia é

dada por

S :_ksz pinp , (2.2)

onde p; é a probabilidade de que o sistema seja encontrado no microestado i.

O valor de p; depende dos vinculos macroscopicos a que esta sujeito o sistema.
Para um sistema isolado, que tem uma energia fixa E, volume V e nimero de particulas
N — condicdes que definem o chamado ensemble microcandnico —, postula-se que todos

0s microestados sdo igualmente provaveis e, portanto,
== (2.3)

Para um sistema com N particulas, volume V e em contato com um reservatorio
térmico que fixa a temperatura T — conjunto de parametros que caracteriza o ensemble
candnico —, a energia ndo estd fixa, porque pode ser trocada com o banho térmico.

Nesse caso,

o Ei/keT

R S— 2.4
b ze—Ei/kBT (2.4)

em gue o numerador é o chamado fator de Boltzmann e a constante de normalizagdo no

denominador é a funcdo de parti¢do candnica, Z:
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Z=>e"" (2.5)

A funcdo de particdo canbnica € uma das funcdes fundamentais em mecanica
estatistica. Através dela podem ser obtidas as propriedades termodinamicas:

F=—kTInZ, (2.6)

onde F é a energia livre de Helmholtz, que permite a obtencdo de varidveis

termodinamicas; no caso de um fluido simples, temos as seguintes equacdes de estado:

oF oF oF
S=_| & C p=—| — : =| — , 2.7
(aTjV,N P (avjm “ [aNl,v @7)

S é aentropia, p a presséo e u, 0 potencial quimico.

Se o sistema tem volume V, temperatura T e um numero variavel de particulas,

tem-se as condicdes que especificam o ensemble grande candnico. Nesse caso,

e—[Ei —uN; )/kgT

P = Ze—[Ei—,uNi]/kBT : (2.8)

i
O microestado i tem energia E; e nimero de particulas N;; «é o potencial quimico; o

fator de normalizacdo no denominador € a funcdo de particdo grande candnica, ou

grande funcéo de particéo:

— ze—[Ei—#Ni]/kBT ) (29)

[1]

Introduzindo a fugacidade z, definida por
z=e™, p=1/k,T, (2.10)

é possivel escrever a grande funcdo de particdo como

iz”zw, N), (2.11)

N=0

em que Z(B,N) ¢ a funcao candnica de parti¢ao para um sistema com N particulas.
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A conexao com a termodinamica se faz atravées da grande funcgéo de particéo:
®=-k,TInZ, (2.12)

® é o grande potencial termodindmico, a partir do qual se escrevem, para um fluido

simples, as seguintes equacOes de estado:

Sz_[@j : N:_(@] : pz—(ag) , (2.13)
T k., OH )r, oV Jr,

S é a entropia, N 0 numero de particulas e p, a pressao.

No limite termodinamico os trés ensembles sédo usualmente equivalentes, porque
as flutuacoes relativas sdo despreziveis. Assim, embora no ensemble candnico a energia
E ndo seja fixa, em um sistema macroscopico as flutuacdes relativas em torno do valor
médio de E (OE / E) sdo despreziveis; praticamente todos os membros do ensemble tém
a mesma energia. De forma semelhante praticamente todas as réplicas de um sistema no

ensemble grande candnico tém o mesmo ndmero N de particulas.

Transic¢Oes de Fase

Numa transicéo de fases, hd uma mudanca profunda e abrupta nas propriedades
de um sistema, como resultado de alteragbes em parametros externos, como a presséo
ou a temperatura, por exemplo. Para que ocorra uma transicdo de fases, deve haver
interacdes entre os componentes do sistema. Ao comportamento singular exibido pelo
sistema numa transicdo de fases correspondem singularidades nos potenciais
termodinamicos — e, portanto, nas funcGes de particdo. Tais singularidades, contudo, so

aparecem no limite termodinamico.

Para o estudo das transicOes de fase, é conveniente definir um parametro de
ordem, uma grandeza que usualmente vale zero na fase mais desordenada e tem um
valor finito na fase mais ordenada [7]. O pardmetro de ordem pode ser um escalar, como
por exemplo a densidade num fluido (mais precisamente, a diferenca entre a densidade

p e seu valor no ponto critico, p.); um vetor, como a magnetizacdo em um

ferromagneto; ou mesmo uma funcgo de onda, no caso do *He [5].
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E possivel distinguir dois tipos de transi¢do dependendo do comportamento do
pardmetro de ordem. Em uma transicdo descontinua (antes chamada de transi¢do de

primeira ordem), o pardmetro de ordem varia descontinuamente, como por exemplo na
ebulicdo da agua, em que (p, —p; > 0)e, portanto, ha um salto em (p—pc). (p €a
densidade do liquido, p, € a densidade do gas e p. € a densidade no ponto critico). Em

uma transicdo continua (ja chamada de transicdo de segunda ordem), o parametro de
ordem se anula no ponto critico, no qual as fases coexistentes se tornam indistinguiveis.
A curva de coexisténcia entre as fases liquida e gasosa da agua termina num ponto
critico e a mudanca de liquido para géas que ocorre neste ponto é um exemplo deste tipo

de transicdo (figura 2.1).

3

10

-

10° f_,f""fppm nto critico
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Figura 2.1. Diagrama de fases da agua. Os ponto de fusdo e ebulicdo estdo indicados por circulos
abertos. A linha pontilhada horizontal indica a pressdo atmosférica. As trés fases coexistem no ponto
triplo. As transicbes que ocorrem ao longo das linhas de coexisténcia envolvem uma mudanga
descontinua na densidade. O ponto critico marca o término da linha de coexisténcia entre liquido e gés e
neste ponto as duas fases tornam-se indistinguiveis.

Os fendbmenos que ocorrem nas vizinhangas de um ponto critico séo
denominados fendbmenos criticos e seu estudo € uma das tarefas mais importantes da
mecanica estatistica. Exemplos de fendmenos criticos sdo o comportamento singular do
calor especifico a campo magnético constante e da susceptibilidade magnética em um
ferromagneto, que se tornam infinitos no ponto critico. A descricdo do comportamento

singular de grandezas fisicas no ponto critico pode ser sistematizada pela introducéo de
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uma série de expoentes criticos, pelos quais se pode avaliar como variam tais grandezas
na medida em que se aproximam do ponto critico. Essa proximidade pode ser medida
pela chamada temperatura reduzida,

t= , (2.14)

em que Tc é a temperatura critica, na qual ocorre a transi¢do. Assim, no caso de um
ferromagneto, por exemplo, os comportamentos do calor especifico, do parametro de

ordem (neste caso, a magnetizacao) e da susceptibilidade podem ser descritos por
C~tf“; m~[tf”; x~It[": (2.15)
a, B ey sdo expoentes criticos.

Observa-se que sistemas fisicos bastante diferentes do ponto de vista
microscopico podem apresentar 0 mesmo comportamento critico, um fenémeno
denominado universalidade. Além disso, verifica-se que 0s expoentes criticos ndo sao

todos independentes, mas obedecem a certas relacGes; por exemplo, «+ 3+ y é sempre

um ndmero proximo de 2 [8]. Tais relacBes derivam das propriedades de escala das
grandezas termodinamicas nas proximidades da temperatura critica. A ferramenta mais
poderosa para a compreensdo dessas observagdes é a teoria do grupo de renormalizacéo,
que oferece um fundamento para a universalidade, permite o calculo dos expoentes
criticos e, baseada na chamada hipétese de escala, leva as relacbes de escala entre 0s

expoentes criticos.

Em particular a idéia da hipdtese de escala para tamanhos finitos nos sera util,
embora ndo estejamos diretamente interessados no estudo de transi¢cOes de fase neste
trabalho. Como dito anteriormente, as singularidades nos potenciais termodindmicos
que determinam uma transicao de fases s6 ocorrem no limite termodindmico — portanto,
para sistemas infinitos. Com a hipoOtese de escala para tamanhos finitos, busca-se
compreender como, através da analise de sistemas finitos, se pode conhecer as
propriedades de sistemas no limite termodindmico. Como sera detalhado no capitulo 4,

esta € uma idéia que deveremos explorar para obter nossos resultados.



CAPITULO 3 - MODELOS DE REDE PARA POLIMEROS E CADEIAS
FINITAS

Polimeros sdo moléculas formadas pelo encadeamento de unidades basicas,
denominadas mondmeros, que estdo unidas por ligagdes quimicas e se repetem ao longo
da molécula, formando uma longa cadeia. Em geral, considera-se que uma molécula é
um polimero quando o numero de monémeros € maior que 100; mas ha polimeros como
o DNA, por exemplo, em que o nimero de mondmeros pode ser da ordem de 107 [9].
Por isso, é comum, no contexto da mecénica estatistica de polimeros, descrever um
polimero como uma molécula com N mondmeros, com N — oo. Se os mondmeros que
compdem o polimero sdo todos iguais, diz-se que ele € um homopolimero; se ha
monodmeros distintos em sua composicado, ele é um heteropolimero. A cadeia polimérica
pode ser linear, quando os mondmeros internos estdo ligados a dois outros, ou
ramificada, quando pelo menos um mondmero esta ligado a mais de dois outros. Neste
trabalho, nos ocuparemos exclusivamente de cadeias lineares compostas por

mondmeros idénticos.

Os polimeros sdo componentes importantes de materiais complexos, sejam
naturais ou sintéticos. Sdo exemplos de polimeros: polietileno, cloreto de polivinil —
PVC - (ambos sintéticos), proteinas (biopolimeros de ocorréncia natural). Estes

exemplos estdo esquematizados na figura 3.1.

As propriedades quimicas dos polimeros (por exemplo, ionizacdo, reacdes de
polimerizagdo e dissociacdo, etc) dependem do tipo de mondmeros e das ligagdes entre
eles, sendo determinadas, portanto, numa escala local. Por outro lado, ha propriedades
que independem de detalhes microscopicos e que se devem apenas ao fato de os
polimeros serem longas cadeias (propriedades mecéanicas, de fluxo, etc). Tais
caracteristicas sdo determinadas, entdo, em escalas maiores que a atbmica e nas quais a
molécula pode ser vista como um objeto semelhante a um fio (figura 3.2). A mecanica
estatistica de polimeros ocupa-se destas propriedades ditas universais, ou seja, que

dependem apenas do fato de um polimero ser uma molécula longa [10].
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Figura 3.1. Exemplos de polimeros. O polietileno e o cloreto de polivinil (PVC) séo polimeros sintéticos
e 0s mondmeros que 0s constituem estdo destacados a direita. As cadeias sdo formadas pelo
encadeamento de n dessas unidades bésicas. As proteinas sdo polimeros de aminoacidos. A estrutura
bésica de um aminoacido também aparece em destaque. A identidade de um aminoacido € dada por sua
cadeia lateral, representada na figura por R. Ocorrem na natureza 20 diferentes cadeias laterais.

$o

-

S

—

mondmeras

Figura 3.2. Um polimero visto como uma longo fio. As propriedades quimicas dos polimeros dependem
de detalhes ao nivel atbmico. Porém, h& propriedades fisicas, como as propriedades mecanicas, que
podem ser estudadas considerando um nivel menos detalhado de descricdo, importando o fato de a
molécula ser uma longa cadeia.
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As longas cadeias que constituem os polimeros possuem muitos graus de
liberdade internos, de modo que sdo muitas as possiveis configuraces espaciais de uma
molécula. Neste trabalho, a questdo que nos interessa especialmente é a determinacao
do nimero de possiveis configuracdes espaciais das cadeias. A Mecanica Estatistica é
atil para o entendimento desta questdo porque é capaz de abordar sistemas complexos,
elaborando modelos em que muitos graus de liberdade s&o eliminados, preservando-se

aqueles essenciais para uma compreensdo ao menos qualitativa do sistema estudado.

O ponto de partida para muitos desdobramentos na mecanica estatistica de
polimeros, inclusive para o estudo das configuracdes espaciais, € o chamado modelo da
cadeia ideal. Nele, o polimero é concebido como uma sequéncia de vetores rl, r2, ...,
com um certo comprimento a, que representam as ligacdes entre os monémeros. Estes,
como indica a figura 3.3, sdo representados por A0, Al, .. As ligacOes sdo
completamente livres para ter qualquer direcdo no espaco, ou seja, cada monémero esta
separado do anterior por uma ligacdo com direcdo aleatoria: o caminho da cadeia no

espaco € uma caminhada aleatoria.

Figura 3.3. O modelo da cadeia ideal. O polimero é concebido como uma seqiiéncia de vetores (r;), que
ligam os mondmeros (representados por circulos na figura). Essas ligagdes podem ter qualquer dire¢do no
espago, ou seja, os angulos 0;; podem variar continuamente sem restri¢des, independente da orientacéo
das outras ligagdes. O vetor R,, liga 0s monémeros extremos da cadeia.
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Neste modelo, o vetor R, que conecta 0s extremos da cadeia, é dado por

R=>r, (3.1)

sendo que a caminhada e formada pelos vetores r,. O valor quadratico medio de R

numa cadeia com N ligaces é

(R*)

Il
7~ N\
“ P4
-
;_/
VR
1
-
N—

(3.2)

Il
gve
-7

Como as direcdes das ligacdes sdo independentes, os termos cruzados desaparecem e,

portanto,

<R2> = Na? . (3.3)

Esta relacédo estabelece um comportamento de escala para o tamanho de uma caminhada
aleatéria, que é proporcional a raiz quadrada do nimero de passos. As possiveis
distancias entre os pontos extremos de uma caminhada com N passos obedecem a uma

distribuicdo gaussiana de probabilidades. Em 3 dimensGes,

277Na’ o 3R?

T —

P(R,N)= ex .

(R,N) ( 3 j p[ZNaZ) (3.4)

A partir dessa distribuicdo é possivel calcular a entropia configuracional como

funcdo de R e N [7]. Em 3 dimens®es, vale a relacao
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3k, R?
S(R,N)=- 2|f|a2 +C, (3.5)

em gue C é uma constante.

Em muitos casos é conveniente discretizar o problema, ou seja, admitir que cada
ligacdo sO pode ter certas orientacfes no espaco. Isso equivale a introduzir no espacgo
uma estrutura em rede. A cadeia é entdo inscrita nessa rede, com 0s mondmeros
ocupando os sitios e as ligacbes (com o mesmo comprimento do pardmetro de rede)
ocupando as arestas. Essa aproximacdo pode simplificar o problema de contagem,
permitindo o emprego de técnicas da area de fisica do estado sélido. Nesse tipo de
problema o interesse esta geralmente voltado para propriedades universais (ou seja, de
larga escala) dos polimeros e acredita-se que a discretizagdo microscépica provocada
pela introducédo da rede ndo modifique tais propriedades [2].

Pode haver muitos tipos diferentes de redes, com variadas topologias e
dimensGes. Alguns exemplos aparecem na figura 3.4. A figura 3.5 mostra uma
caminhada aleatéria na rede quadrada, representando uma cadeia ideal, cuja
representacdo no continuo foi ilustrada na figura 3.3. Daqui por diante nos ocuparemos
principalmente da rede quadrada.

ak

ai

Figura 3.4. Fragmentos de uma rede unidimensional, de uma rede quadrada e de uma rede cubica.
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Figura 3.5. Exemplo de uma cadeia ideal na rede quadrada.

Para ilustrar a simplificacdo na contagem de configuracfes proporcionada pela
discretizacdo, pode-se considerar uma cadeia ideal na rede quadrada. Cada monémero
tem 4 primeiros vizinhos. Como a caminhada é aleatdria, cada passo é independente do
anterior e pode dirigir-se a qualquer um dos primeiros vizinhos. H4, portanto, 4
possiveis direcBes a cada passo. Apos N passos, hd Cy = 4" diferentes caminhadas,
todas com a mesma probabilidade de ocorréncia. Esse conjunto de caminhadas é o
conjunto de configuracbes permitidas para um polimero de N mondmeros. Neste
modelo, médias temporais de propriedades do polimero equivalem a médias de
ensemble calculadas neste conjunto de caminhadas aleatorias. Em particular, a entropia

configuracional como funcéo do nimero de passos €, simplesmente [2],
S=k;NIn4. (3.6)

De modo geral, para uma rede em que cada sitio tem q primeiros vizinhos (q € o
chamado nimero de coordenacdo da rede), ha Cn=q" caminhadas aleatérias distintas

com N passos.

O modelo da caminhada aleatoria tem, entretanto, limitacfes. Ele ignora o fato
de que a cadeia ndo pode interceptar a si propria. Os mondmeros tém um tamanho
finito, de modo que multiplos monémeros ndo podem ocupar 0 mesmo lugar no espaco.
Essa condicdo caracteriza o chamado efeito de volume excluido, cuja modelagem é
realizada representando-se a cadeia por uma caminhada auto-excludente (“self-avoiding

walk”, ou SAW), que ¢ uma caminhada aleatoria que nunca retorna a uma posicédo ja
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visitada antes. O modelo da caminhada auto-excludente também é (til para representar
um polimero imerso num bom solvente. Define-se um bom solvente como aquele em
que o contato de um mondémero com moléculas do solvente € energeticamente mais
favoravel do que o contato com outros monémeros [2]. Assim, quando o polimero esta
imerso num bom solvente, existe ao redor de cada monémero da cadeia uma regido em
que é pequena a probabilidade de encontrar outro monémero. O solvente, entdo,
permeia o0 polimero, levando a uma expansdo da cadeia, que incha. As energias de
interacdo entre 0s mondmeros e entre 0s mondmeros e o solvente ndo aparecem
explicitamente no modelo, mas seu efeito na expansdo da cadeia é levado em conta,
como mostra a figura 3.6. Diz-se entdo que a caminhada auto-excludente considera
apenas as chamadas interacGes de volume excluido [9]. Assim, tanto no modelo da
caminhada aleatéria como no modelo da caminhada auto-excludente todas as

configuracBes permitidas tém a mesma energia e por isso o problema é dito atérmico.

ololololo]olo|ete|o]o]O
ololo]olo]olo|e]o]o]o]o
ololololo]etete|olo]0]O
olo|o]o]o]etelo]o]o|O]O
OlO]ete|eter®O|0[0|0|O
olO|ete]o]o]o]olo]olo]o
O|0]0] e+9[0]|0]|e1e[0[0[O
olololo] e etete @000
olojojo|ete|O[O]|ete|O|O
olololo]olololololo]olo

olo|e|ete|0[0[0]|0]0|0]|0

e][e]ie][c][e][e][e]|e]ie]ie](e](e

Figura 3.6. Caminhada auto-excludente na rede quadrada, representando uma cadeia na qual ha efeito de
volume excluido. Os mondmeros estdo representados por circulos pretos e as moléculas do solvente, por
circulos brancos. O solvente permeia a cadeia, que nunca intercepta a si prépria.

Numa caminhada auto-excludente, verifica-se que o tamanho médio da cadeia é dado
12
por <R2> =aN", com v >0.5, exprimindo o efeito ja4 mencionado de aumento no

volume da cadeia em relagdo a uma cadeia ideal com 0 mesmo nimero de mondmeros.

O valor do expoente v pode ser estimado por um argumento introduzido por Flory
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[2,11]. Considerando um polimero com N monbémeros, estima-se a energia livre F(R,N)
/
e determina-se o valor R = <R2>1 i gque minimiza F. Como F =U —TS, é preciso obter

uma expressdo para a entropia, S=S(R,N) e uma para a energia U de interacdo entre 0s
mondmeros. A entropia € aproximada pelo valor obtido para uma cadeia ideal.

Recordando a equacdo (3.5), é possivel escrever

R2
S(R,N)=C-B—
(R,N) N

onde B e C sdo constantes. Considera-se que a interacdo entre os monbémeros €

repulsiva e, numa aproximacao de campo médio, estima-se que a densidade de energia é

proporcional ao quadrado da concentracio p de mondmeros na cadeia (p=N/R?). A

energia total, resultado da integracdo da densidade de energia no volume R®é dada

entao por
N2
U (R, N) = AF '
em que A é uma constante. A energia livre é, entéo,

N° R’

Minimizando essa expressao com relacdo a R, obtém-se que
(R) =KN", (3.8)

onde K é uma constante e

V_i 3.9
d+2 (39)

A tabela a seguir indica os valores de v para as dimensdes 1 a 4:



26

Tabela 3.1. Valores do expoente v para diferentes dimensdes espaciais.

Dimenséo (d) v

1 1

2 3/4
3 3/5
4 1/2

Embora baseado em aproximagdes, o argumento de Flory leva a resultados
exatos em uma, duas e quatro dimensdes; em trés dimens@es, o resultado esta em bom
acordo com resultados experimentais e com 0s valores previstos por teorias mais
sofisticadas (0 valor obtido por meio de técnicas de grupo de renormalizacdo é
aproximadamente 0.588 [12]).

Se a enumeracdo de caminhadas aleatorias com N passos € simples, 0 mesmo
ndo ocorre para caminhadas auto-excludentes. Torna-se necessario recorrer a
procedimentos numéricos de contagem, que geralmente envolvem: i) a enumeracao
exata para pequenos valores de N (até cerca de 70 na rede quadrada) e posterior
extrapolacdo para obter os resultados correspondentes a N —oo; ii) simulacBes de

Monte Carlo [13]. Quando N é muito grande, o nimero total de caminhadas auto-
excludentes com N passos é da forma C,, = Kqg,, N’~, onde K é uma constante, gsaw

remete a g, 0 nimero de coordenacdo da rede (geralmente, gsaw € menor que q; para
uma rede cubica, =6 e gsaw=4.68) ¢ v ¢ um expoente universal, que depende somente

da dimensao espacial (em 2 dimensodes, y=4/3; em 3 dimensoes, y=7/6).

Mais detalhes sobre a contagem de caminhadas auto-excludentes podem ser

encontrados na referéncia [2].

Assim como é possivel construir um modelo de rede para uma cadeia
polimérica, também é possivel inscrever na rede diversas cadeias, sejam poliméricas ou
com um ndmero finito de monémeros. Deve-se também a Flory [11] um modelo
simples para o célculo da entropia configuracional de diversas cadeias inscritas na rede.
Neste modelo, considera-se que cadeias com um numero fixo de mondémeros igual a M
sdo adicionadas sucessivamente a uma rede com N sitios e nUmero de coordenagéo g.

Supondo que ja tenham sido inseridas aleatoriamente i cadeias nessa rede, restam
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N —iM sitios desocupados para posicionar o primeiro mondmero da cadeia i+1. Dos q
sitios na vizinhanca imediata deste primeiro mondémero, qualquer um que ndo tenha sido
previamente ocupado por um mondmero de outra cadeia pode abrigar o segundo
monodmero. Se f; é a probabilidade de que um desses sitios ja esteja preenchido, o
numero esperado de sitios disponiveis para o posicionamento do segundo monémero é
q(l— f;). Ja para o terceiro, o nimero esperado de sitios disponiveis é (q—-1)(1- f,), ja
que um dos primeiros vizinhos do sitio que contém o segundo mondmero ja esta
ocupado pelo primeiro. Esta Ultima expressdo vale também para 0os mondmeros
adicionados em seguida, de forma que o numero de possiveis configuracdes adotadas

pela cadeia i+1 é
Via=(N=iM)a(@-D" *(1- )" . (3.10)

Caso sejam inseridas p cadeias indistinguiveis na rede, o numero de possiveis
configuracdes é
1 p
szpp!Hvi : (3.11)

i=1

O termo p! evita que se conte mais de uma vez configuracBes idénticas; além disso,
como uma mesma configuracdo pode ser gerada de dois modos, inscrevendo-se a cadeia
na rede a partir de extremidades diferentes, o termo 2° garante que ela seja contada

apenas uma vez.

Adota-se entdo uma aproximagdo de campo médio: a probabilidade f. €

substituida pelo valor médio f que corresponde a fragdo de sitios ocupados da rede:

+ M
f=—:~. 3.12
= (312)

Substituindo essa expresséo na equacao (3.10) tem-se que

v, =(N—iM)" (qT_l) o (3.13)

0 que pode ser aproximado por
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y {gj““ (N —iM)! (3.14)
AN (N=MGE+D)! '

Usando a equacéo (3.14) em (3.11) obtém-se o nimero de configuraces de p cadeias

idénticas, com M mondmeros cada uma, na rede de N sitios:

l p(M_l)
Q- AL a4 . (3.15)
2°(N—pM)!p!UN

Tomando agora o limite termodinamico, em que N —comas a densidade o= pM/N é

mantida constante, é possivel escrever a expressdo para a entropia configuracional por

sitio da rede:

s (p) = SMk(p) = —(1- p)In(L- p) —ﬁ In ?v'—p+(l—%jp(ln qg-1). (3.16)

Quando M — o0, as cadeias sdo polimeros e a expressdo (3.16) fica reduzida a
5. () =—(1=p)Ind-p)+p(ng-1). (3.17)

Quando p =1a rede estd completamente preenchida e a entropia configuracional

como funcdo de M é dada por
Sy, :—ﬁlnﬁ+(l—ﬁj(lnq—l). (3.18)
No caso particular de polimeros na rede cheia, a entropia, obtida a partir de
(3.17) é
s' )=Ing-1, (3.19)
0 que fornece, para a rede quadrada, um valor de ~0.38629.

A figura 3.7 ilustra alguns dos dados obtidos com esta aproximacdo de campo
médio: em a) estd um gréfico da entropia como fungdo de M, para a rede quadrada, com

p =1.0; em b) vé-se a entropia como funcdo da densidade para polimeros.

Se todas as cadeias inscritas na rede ttm o mesmo nimero de mondmeros, cComo

no modelo descrito acima, tem-se o caso chamado monodisperso. Mas é também
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possivel inscrever na rede diversas cadeias com tamanhos diferentes, quando temos
entdo o caso polidisperso. Neste Gltimo caso, uma descri¢do grande-candnica do sistema
torna-se mais apropriada, j& que M ndo estd fixo e a distribuicdo de tamanhos das

cadeias passa a depender da fugacidade dos monémeros. A polidispersividade pode ser

s ¥ M, rede quadrada totalmente preenchida

0.55 T T T T T T

entropia

0.2 1
0.15 1 1 1 1 1 1
10 20 30 40 30 60 70
nimero de mondmeros (M)
a)
Entropia como fungdo da densidade
0.7 T T T T
0.6 - 7
0.5 7
o 04
o
o
2
T 03 -
0.2 - -
0.1 -
i 1 1 1 1
] 0.2 0.4 0.6 0.8 1

densidade de mondmeros

b)

Figura 3.7. Dados para a entropia configuracional de cadeias com M mondmeros na rede quadrada, a
partir da aproximacdo de campo médio de Flory. a) entropia como funcdo do nimero de mondmeros na
cadeia, para rede cheia; b) entropia de polimeros como funcéo da densidade de mondmeros na rede.

tratada de diferentes maneiras; é possivel, por exemplo, considerar a distribuicdo de

probabilidades dos tamanhos das cadeias na rede. Outra possibilidade, em que nos
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concentramos, € aquela apresentada em um modelo para a polimerizagéo de equilibrio
[14,15], em que atribui-se aos mondmeros extremos uma fugacidade z. e aos internos,
uma fugacidade zi (z, =exp(Bu, ) ez, =exp(Bu; ): 4. € p Sa0 0s potenciais quimicos
dos mondmeros extremos e internos, respectivamente). Estas fugacidades descrevem,
respectivamente, o inicio da formacdo de uma cadeia e a sua elongacédo pela adicdo de
mondmeros. Quando z; é diferente de 0 o crescimento das cadeias é favorecido e se, ao
mesmo tempo, ze—0, o tamanho de uma cadeia tende ao infinito (ou seja, é o limite em
que uma cadeia torna-se um polimero). Um correlato experimental desta situacéo ocorre
no caso do enxofre liquido, que consiste primariamente em anéis de Sg. Acima de uma
certa temperatura critica os anéis polimerizam, formando longas cadeias, caracterizando
a transicdo de polimerizacdo. A polimerizacdo inicia-se abruptamente, resultando em
anomalias nas propriedades fisicas do enxofre que sdo caracteristicas de uma transicdo
de fases continua ou de segunda ordem [15]. Verificou-se que, para o enxofre liquido, o
parametro que descreve o inicio da polimerizacdo de fato tende a 0, o que explica a
transi¢do observada. Por outro lado, se z.#0 e z=0, tem-se o caso particular de dimeros,
em que ndo hd monbémeros internos; todos 0s mondmeros sdo extremos. Em nosso
modelo ndo ha mondmeros isolados, de modo que para dimeros e polimeros ndo ha
distingdo entre os casos monodisperso e polidisperso. A distincdo entre as duas
situacdes sO ocorre quando ambas as fugacidades sdo diferentes de 0.

Esta € a situacdo que nos interessa: pretendemos determinar a entropia
configuracional de cadeias finitas e polidispersas na rede quadrada. Nao nos ocupamos
da transicdo de polimerizacdo, de modo que mantemos as fugacidades z; e z. diferentes
de 0.

3.1 ALGUNS ESTUDOS PREVIOS
3.1.1 Cadeias monodispersas na rede quadrada

O problema da entropia configuracional de cadeias monodispersas na rede
quadrada foi tratado usando-se a técnica da matriz de transferéncia [16,17]. Nesta
generalizagdo do problema de dimeros, a entropia de cadeias de M mondmeros foi
obtida como funcdo da fracdo de sitios da rede ocupados por monémeros. As cadeias
foram modeladas por caminhadas auto-excludentes, considerando-se apenas interagdes

de volume excluido.
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O problema foi resolvido inicialmente para tiras de larguras finitas, obtendo-se
em seguida a extrapolacédo para o caso bidimensional, num procedimento que, em linhas

gerais, € 0 mesmo adotado neste trabalho e que seré detalhado no capitulo 4.
3.1.2 Cadeias polidispersas em uma rede unidimensional

A entropia configuracional de cadeias polidispersas em uma dimensdo foi
determinada tanto por matriz de transferéncia como por argumentos combinatdrios no
ensemble microcanénico [18]. Neste modelo, atribuem-se diferentes potenciais
quimicos aos monémeros extremos e aos mondmeros internos de uma cadeia (figura
3.8). A matriz de transferéncia é uma funcéo desses dois parametros e, a partir do maior

autovalor da matriz, obtém-se o potencial grande can6nico e a entropia.

Figura 3.8. Cadeias finitas polidispersas numa rede unidimensional. Aos mondmeros extremos atribuiu-se
a fugacidade z, e aos internos, a fugacidade z;.

A matriz de transferéncia obtida para este modelo é

1 z
T :[ ej (3.20)

e seu maior autovalor é

PO Z +1-2)2+4z" | (3.21)

2

O potencial grande candnico relaciona-se ao maior autovalor da matriz através da

expressao:
®=—-K,TVInA. (3.22)

O procedimento para a obtencdo da matriz de transferéncia e a relacdo de seu
maior autovalor com o potencial grande candnico, a partir do qual se obtém a entropia,

serdo detalhados no capitulo 4, que descreve o método adotado para tratar cadeias
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polidispersas na rede quadrada. O caso unidimensional pode ser entdo compreendido

como uma verséo simplificada do problema bidimensional.
3.1.3 Cadeias polidispersas na rede de Bethe

A rede de Bethe é a parte central de uma &rvore de Cayley. Uma arvore de
Cayley esta ilustrada na figura 3.9. Ela é construida do seguinte modo: a partir de um
ponto, que podemos considerar como o sitio central da arvore, partem q arestas e a cada
extremidade adicionam-se (g-1) arestas. O numero g € o numero de coordenacgédo desta
rede e os primeiros g vértices adicionados constituem a primeira geracao da arvore. Os
(g-1) vértices adicionados em seguida constituem a segunda geragdo e assim
sucessivamente. Esse processo de adicdo de sitios pode prosseguir, com a emissdo de
(g-1) arestas de cada extremidade, até a n-ésima geracdo. Numa arvore de n geracoes, 0
nimero de sitios na n-ésima camada é q(g-1)"*. J4 o nimero de sitios internos é

q(q-1)"" -1

1+
q q-2

. No limite termodinamico, ou seja, quando n— oo, a razéo entre o

namero de sitios na superficie e 0 nimero total de sitios ndo se anula, ao contrario do
que se observa em quaisquer redes regulares. Assim, 0 comportamento de um modelo
na arvore de Cayley sofre influéncia da superficie e ndo se pode considerar que 0s
efeitos de borda sejam despreziveis, hipotese usualmente considerada quando se toma o
limite termodinamico. Uma solucdo para este problema é considerar somente amplas
regides no interior da arvore, tomando-as como representativas do sistema como um
todo. A rede assim obtida é chamada rede de Bethe, que é uma primeira aproximacao de
redes mais realistas (como a rede quadrada ou a rede cubica) na qual é possivel obter

solugdes exatas.

Figura 3.9. As trés primeiras camadas de uma arvore de Cayley com nimero de coordenacdo g=3. O sitio
central é o circulo preto.
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Para estudar o comportamento de um modelo na rede de Bethe, é preciso obter
uma equacdo termodindmica fundamental para a regido central da &rvore de Cayley, o
que pode ser conseguido distinguindo as contribuicdes dos sitios da superficie e dos
sitios internos para um potencial termodindmico [19]. O potencial grande candnico, por

exemplo, pode ser escrito como

O=-k;TInNE,

(3.23)
=N,(n)¢, +N;(n)¢, ,

em que Ns(n) é o numero de sitios na superficie de uma &rvore de Cayley com n

geragdes, Nij(n) e o numero de sitios internos nesta mesma arvore, ¢, € ¢ S&0 0S

potenciais grande canénicos por sitio da superficie e do interior da arvore,

respectivamente; =, € a funcdo de particdo grande candnica na arvore de Cayley

completa. A partir da equacdo (3.23) e conhecendo-se as expressoes para Ns(n) e Ni(n) é
possivel chegar ao potencial grande candnico por sitio na rede de Bethe:

1 =
o =k<iT 5= (3.24)
] =

n

Uma expressdo explicita para este potencial depende do conhecimento da fungdo de
particdo grande candnica, que, por sua vez, depende do modelo. No caso das cadeias
polidispersas, a funcdo de particdo depende dos diferentes potenciais quimicos

atribuidos aos mondmeros internos e externos (4 € 4, ), do nimero de coordenagdo q e

das chamadas funcgdes de particdo parciais da rede, definidas em sub-arvores: realiza-se
a soma sobre todas as configuragfes de uma sub-arvore com excecdo da ligacdo na sua
raiz (ver a figura 3.10a). Distinguem-se as contribuicdes em que ndo ha uma ligacao
entre mondmeros nesta aresta raiz e as contribuicdes em que esta ligagdo esta presente
(figura 3.10b). Unir g-1 sub-arvores com n geracBes a um novo sitio raiz equivale a
obter a geracio n+1 da arvore. E possivel entdo obter relagdes de recorréncia
envolvendo as fungbes de particdo parciais, que por sua vez permitirdo que se escreva a

funcdo de parti¢do grande candnica e o potencial grande canbnico por sitio.
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g*I gE g3
b)

Figura 3.10. a) Sub-arvore de uma &rvore de Cayley com nimero de coordenacdo q=4; b) Contribuicdes
de sub-arvores para as fungdes de parti¢do parciais. gl € a contribuicdo de uma sub-arvore em que ndo ha

cadeias incidindo no sitio raiz; as contribuicées gi (2 <1< M ) sdo as de sub-arvores em que 0 i-ésimo
mondmero de uma cadeia ocupa o sitio raiz.

Conhecendo-se as densidades de mondmeros internos e externos e o niimero de

coordenacgdo g, obtém-se uma expressdo para z; e z,, as fugacidades dos monémeros
internos e externos, respectivamente (z, =exp(fu) e z, =exp(fu,)). Conhecendo-se

essas fugacidades e o potencial grande candnico, chega-se a uma expressao para a

entropia como funcgéo das densidades de monémeros internos e externos [19]:
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(0, 01)
Kg

:(pi +p, —%]|nq+pi In(g-1) -

1
P In2p)—-p.In p, +§(q —2p,—p.)In(q-2p, - p,) - (3.25)

@-p =)A= py - p)+5@p+ PN+ ).

E possivel chegar a essa mesma equacéo integrando as equacdes de estado [20]:

(ﬁj — K, Inz,
P )
(ﬁj — k. Inz, .
op; e

E possivel ainda escrever a entropia como funcéo da densidade total de mondémeros,

(3.26)

p=p, +p,, edonimero médio de mondmeros por cadeia, M [20]:

(3.27)

(- p)In@—p) + p Mmlln[zp“"vl}

M M )

- Cadeias polidispersas na rede de Husimi

A rede de Husimi é a parte central de uma arvore de mesmo nome, na qual todas
as arestas fazem parte de um Unico poligono. Um exemplo de uma arvore em que 0S
poligonos séo quadrados esta ilustrado na figura 3.11. Neste exemplo, cada sitio esta
ligado a 4 outros sitios e este € o numero de coordenacao g desta rede. Assim como na
rede de Bethe, consideram-se funcGes de particdo parciais, definidas em sub-arvores,
mantendo-se fixa a configuracdo da raiz. No caso do exemplo ilustrado na figura,
contribuem as configuracGes em que nao ha ligacGes incidindo no sitio raiz, aquelas em
que ha uma ligacdo incidindo neste sitio e aquelas em que ha duas ligacdes (figura
3.12).
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Figura 3.11. Cadeias inscritas numa rede de Husimi com nimero de coordenagdo gq=4, com ramificacéo
de quadrados (6=1). Mon6meros internos sdo representados por circulos brancos e monémeros extremos,
por circulos pretos.

NSNS

g, 2,.8,.%...

Figura 3.12. Configurac@es da raiz de sub-arvores, destacando contribui¢cbes em que ndo ha ligacdes na
aresta raiz, apenas uma ligagéo ou duas ligacdes nessa aresta. Essas contribuicdes ddo origem a diferentes
funcdes de particdo parciais (g0, gi, h).

Também neste caso é conveniente escrever o potencial grande canénico como
uma soma de contribuicdes dos sitios da superficie e dos sitios internos. Se o nimero de

coordenagdo é q=2(c+1), 0 numero de sitios na superficie de uma arvore com n

geragdes (n=0), Nys(n), é

N, (n) =3(c +1)(30)"" (3.28)



37

e 0 numero de sitios no interior desta arvore, Nj(n), €

(30)"" -1

Ni(n)=1+3(c +1) v
o —

(3.29)
A partir destas expressdes e da equacdo (3.23), que também se aplica neste caso, é

possivel obter a energia livre por sitio na parte central da arvore:

o = _%m(%] . (3.30)

—

A funcdo de particdo grande candnica no caso das cadeias polidispersas nesta rede
depende das fun¢des de parti¢do parciais, do nimero de coordenacédo e das fugacidades
dos mondmeros internos e extremos. E conveniente definir razdes entre as funcdes de
particdo parciais, em termos das quais € possivel escrever equacdes para as densidades
de mondmeros internos e externos. A entropia pode ser obtida pela solu¢do numérica de
um sistema ndo-linear de 4 equacdes, envolvendo essas densidades e as raz0es entre

funcOes de particao parciais [19].

Também se pode chegar a entropia pela integracdo das equacdes de estado na

forma da expressao (3.26):

(0, ) = N2,(0,00d - [ In2,(p,, P) (331)

0 0

A primeira integral tem solucdo exata; a segunda requer o uso de métodos numéricos. O

resultado da primeira integracédo é

s(p,.0) =—(1—pe)ln(1—pe)—%ln%+

1(q 2p. | 1(a_ _
E(E—Pejln[l—T]+ S[3- . Jnaw) (3:32)

%In(1+2W—W2) ,

onde



38

(3.33)



CAPITULO 4 - METODOS

Nosso objetivo, como foi dito no capitulo 3, é determinar a entropia
configuracional de cadeias polidispersas na rede quadrada. Para isso, usamos a técnica
da matriz de transferéncia. A informacdo sobre as propriedades termodindmicas do
modelo esta contida no espectro de autovalores dessa matriz. Na verdade, como sera
esclarecido adiante, estamos interessados em obter apenas o maior autovalor da matriz,
cujo valor numérico é funcdo de dois parametros: as fugacidades z; e z. atribuidas aos
monomeros internos e extremos (de cada cadeia), respectivamente. A partir do maior
autovalor, podemos obter a densidade de monémeros, 0 nimero médio de mondémeros
incorporados em cada cadeia (ou peso molecular médio) e a entropia configuracional,
que desejamos expressar como funcdo das densidades de mondmeros internos e
externos (pj e pe, respectivamente). A construcdo da matriz, a obtengdo de seu maior
autovalor e das demais grandezas de interesse sao feitas, repetidamente, para tiras finitas
de largura L crescente (L=2,3,4,... até L=11) e os resultados sdo depois extrapolados
para a rede quadrada (caso bidimensional, L—o0) usando-se a hipdtese de escala para

tamanhos finitos.

As proximas secOes detalham cada uma das etapas: a construgdo do modelo e as
regras para a disposicdo das cadeias na rede (4.1), a construcdo da matriz de
transferéncia (4.2), o calculo do maior autovalor e, a partir dele, das densidades de
mondmeros, peso molecular médio e entropia (4.3); na secdo 4.4 estd descrito o
procedimento pelo qual os resultados obtidos em tiras de largura finita sdo extrapolados

para duas dimensoes.

4.1 CONSTRUCAO DO MODELO E REGRAS PARA A DISPOSICAO DAS
CADEIAS NA REDE

As cadeias sdo inscritas em tiras de largura finita L, adotando-se, por
conveniéncia, condic¢Bes periddicas de contorno nas dire¢bes horizontal e longitudinal
(condigdes de contorno toroidais). Isso equivale a considerar a topologia da tira como a

mostrada na figura 4.1.
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n colunas

n linhas

Figura 4.1. Topologia de uma tira com n linhas e n colunas quando se adotam condi¢des periddicas de
contorno nas dire¢des horizontal e longitudinal.

As condicbes periodicas de contorno estdo ilustradas esquematicamente na figura 4.2,
em que L=4: os sitios A, A’ ¢ A’ sdo primeiros vizinhos dos sitios B, B’ ¢ B”’,
respectivamente, o que € indicado na figura pelas arestas a esquerda, marcadas por h, h’
e h”’. As condig¢des periddicas de contorno fazem com que a rede tenha simetria de

rotacdo discreta.

h B

h A 5

h™ A i
B

Figura 4.2. Representacdo esquematica da topologia da rede com condigdes periddicas de contorno. As
ligacdes h, h> e h” indicam que os sitios A, A" e A”" sdo primeiros vizinhos dos sitios B, B" ¢ B”,
respectivamente.

Cada uma das cadeias inscritas na rede equivale a uma caminhada auto-
excludente. Logo, ndo pode haver ramificacfes ou cruzamentos entre as cadeias, porque
nessas situacfes um mesmo sitio € visitado mais de uma vez. O mesmo vale para o

fechamento de anéis. Logo, todas as situagdes ilustradas na figura 4.3 sdo PROIBIDAS:
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. ¢ ¢ ¢ ¢ '

e * —o—o0 ¢

¢ ¢ ' * ¢
a) b) c)

h0 h1 | h2 | hi | h4

d) e)

Figura 4.3. Situagdes proibidas. Em a) e b) h4 ramificacGes ou cruzamentos; em c) e d) ha o fechamento de
anéis, assim como em e), j& que A e B estdo unidos através da ligagéo hO.

A figura 4.3 e) merece um comentario especial: este € um caso em que ha o
fechamento de um anel, por causa das condi¢6es periodicas de contorno. Os sitios A e B
estdo unidos pelas ligagbes horizontais hl, h2, h3 e h4 e também através da ligag¢do hO.

A figura 4.4 mostra uma configuracdo permitida numa tira de largura L=5: ha 4
cadeias na rede (1 trimero, 1 hexamero, 1 tetrdmero e um dimero), sem cruzamentos,

ramificacdes ou fechamento de anéis.

Figura 4.4. Configuracdo permitida em uma tira de largura L=4.
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4.2 A MATRIZ DE TRANSFERENCIA

A técnica da matriz de transferéncia foi introduzida por Kramers e Wannier em
1941 [3], obtendo sucesso na solugédo do modelo de Ising unidimensional. Foi ainda o
primeiro método bem sucedido no tratamento do caso bidimensional a campo
magnético nulo (Onsager, 1944) [21]. A matriz de transferéncia foi primeiramente
empregada no contexto da mecénica estatistica de polimeros por Derrida [4], dada a
analogia entre as propriedades de modelos magnéticos e as propriedades estatisticas de
polimeros em solugdo. Esta analogia foi descoberta por Pierre Gilles De Gennes, que
demonstrou a relacdo entre o problema de polimeros e o modelo n-vetorial para o

ferromagnetismo, no limite em que n — 0 [14,22].

Portanto, antes de expor os detalhes da construcdo da matriz de transferéncia
para 0 modelo das cadeias polidispersas, convém ilustrar os fundamentos desta técnica

aplicando-a para a solu¢do do modelo de Ising.
4.2.1. A Matriz de Transferéncia no Modelo de Ising

Apresentado em 1925, o modelo de Ising é o modelo mais simples para o
ferromagnetismo [23]. Os materiais ferromagnéticos possuem uma magnetizacao
espontanea (isto é, a campo magnético nulo) abaixo de uma certa temperatura critica
(temperatura de Curie); acima dela, a magnetizacdo desaparece. O modelo de Ising é o
mais simples a exibir uma transicdo de fase ferromagnética. Nele, os dipolos
magnéticos, ou spins de Ising (S;), ocupam os sitios de uma rede e podem estar em dois
possiveis estados: Sj = £ 1 (apontam para cima ou para baixo). Na presenca de um

campo magnético H a energia de um sistema de N spins é dada por

H=-] Zsisj—HiSi, (4.1)

<i,j> i=1

em que J é uma constante, referente ao acoplamento entre os spins; <ij> indica que a
soma se estende sobre todos os pares de spins primeiros vizinhos na rede. O primeiro
termo desta hamiltoniana descreve entdo o acoplamento entre spins primeiros vizinhos
na rede (quando J>0 tem-se um acoplamento ferromagnético, em que os spins tendem a
se alinhar) e o segundo refere-se a interacdo de cada spin com o campo magnético

externo.
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Em uma dimensdo, € conveniente adotar condi¢bes periddicas de contorno:
considera-se que a topologia da rede é aquela mostrada na figura 4.5, de modo que o N-

ésimo spin é vizinho do primeiro.

Figura 4.5. Condic@es periddicas de contorno em uma cadeia unidimensional com N spins.

A adocdo das condicOes periddicas de contorno permite escrever o Hamiltoniano

na forma mais simétrica:
N H N
H :_stisi+1_?Z(Si +Si) - (4.2)
i=1 i=1

A funcdo de particdo é, entdo:

Z=>% > ..> exp| pJ ZSiSj+,BHZSi

S,=+1S,=+2 Sy =1 <i,j>
4.3)
N
DI | LCER)
S;=+1  Sy=tli=l
com
L
T(S.S,) = exp( KS;S; 4, +§ S+ SM)J (4.4)
e

K=p4J,L=pH . (4.5)
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T(S;,Si+1) pode assumir 4 valores, porque ha 4 possiveis combinacdes de valores

das variaveis S;j e Si+1. T(Si,Si+1) pode entdo ser considerado um elemento de uma matriz

2x2, a matriz de transferéncia [6], definida por T ¢ =T(S;,S;,,):

THL+1) T(+1-1) ekl oK
- (T(—l, +1) T(-4, —1)} :[ oK eKLJ - (4.6)
Portanto,
T(S:,S.) =(SiIT|S..) 1)
e

Z=3" .. Y (SIT|S,)(S,IT|Sg)-.(Sy IT[Sy)

S;=tl Sy=tl

= > (s,

§=+1

(4.8)

S,)=Tr(M" =2"+2",

em que A e A S80 0s autovalores da matriz.

Portanto, o espectro de autovalores da matriz de transferéncia encerra todas as
propriedades termodindmicas do modelo [24]. Na verdade, no limite termodinamico

apenas o maior autovalor contribui:
Z=2'+% A >4

<]

No limite N — oo,

Z=1" e
F=—k,TInZ (4.10)
=—NkgTIn4, .
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A energia livre por sitio é

F
f==—keTIn% . (4.11)

Quando uma matriz é finita e todos 0s seus termos s&o positivos definidos, como
€ 0 caso da matriz de transferéncia para o modelo de Ising em uma dimenséo, é possivel
mostrar (pelo teorema de Perron-Frobenius; ver apéndice E) que o maior autovalor desta
matriz é positivo e ndo-degenerado. Assim, ele resulta, neste caso, num valor

fisicamente aceitavel para a energia livre.

E possivel enxergar a matriz de transferéncia como um operador, que vai
construindo a rede passo a passo. Aplicar a matriz de transferéncia corresponde a
adicionar um novo spin a rede. Seguindo essa idéia basica € possivel construir a matriz
de transferéncia mesmo sem escrever o Hamiltoniano do sistema. De fato, para o
modelo das cadeias polidispersas na rede quadrada ndo dispomos de um Hamiltoniano e
a construcao da matriz € feita a partir de consideracdes geométricas. No caso do modelo
de Ising também se pode seguir esse procedimento: sejam i e i+1 dois spins primeiros
vizinhos quaisquer na rede. As questdes que orientam a construcdo da matriz sdo: quais
as possiveis combinacGes de estados dos spins i e i+1 e qual o peso estatistico de cada
uma dessas combinagdes? Nesse contexto, o termo “estado” refere-se a orientacao
espacial de um spin, em relacdo aos demais spins da rede e em relacdo ao campo
externo. Admitindo que o campo externo H esta fixo na direcdo +z (apontando para

cima), sdo dois os possiveis estados para o spin i e também para o spin i+1:

T™H i T=[1) ou {=2)
TH i+1 T=[1) ou I=|2)

Qualquer que seja o estado do spin i, 0 spin i+l pode estar no estado

|1) ou no estado |2), e vice-versa. Nao ha qualquer vinculo no problema que force um

spin a adotar um certo estado em consequiéncia do estado de um spin vizinho. Podemos

entdo escrever a seguinte tabela referente as possiveis combinacgdes entre estados:
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Si+1
o 2)
Si \1) <1|T\1> =T <2|T\1> =T
\2) <1|T\2> =1 <2|T\2> =l

A cada uma dessas configuracdes atribuimos um peso estatistico. Vamos admitir
que a contribuicdo de dois spins alinhados entre si seja x e a contribui¢do de spins que
apontam em direcBes opostas seja x*. Além disso, se um spin est4 alinhado com o
campo externo, ha uma contribuicdo y, e uma contribuicdo y™ caso o spin aponte em
direcdo contraria ao campo. Lembrando que neste exemplo o campo aponta para cima, é

possivel escrever:

(11 T|1)=xy?
2|T)=x"
(1T[2)=x"
(2|T[2)=xy?

Entédo, esses 4 valores podem ser dispostos na matriz T:

xy? x1t
T:[ & xyz) (4.12)

Se agora fazemos x=exp(K) ey:exp(%), recuperamos a equacdo (4.6) para a

matriz de transferéncia.

Foi possivel, portanto, construir a matriz de transferéncia analisando-se apenas
as possiveis configuracdes de dois spins vizinhos e 0s respectivos pesos estatisticos. O
ponto de partida foi a idéia de que a aplicacdo da matriz representa a adi¢do de um spin

a rede.
4.2.2 A Matriz de Transferéncia para Cadeias Polidispersas na Rede Quadrada

Na secdo 4.2.1 viu-se que, no modelo de Ising unidimensional, a construcdo da
matriz de transferéncia exigiu que se definissem 0s possiveis estados em que cada sitio

poderia ser encontrado e também o peso estatistico das possiveis combinagdes de
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estados entre dois sitios vizinhos. No caso das cadeias polidispersas na rede quadrada, o
procedimento ¢ andlogo. Neste caso, vamos nos ocupar de dois “andares”, ou niveis,
consecutivos de uma tira de largura L. A figura 4.6 mostra dois niveis consecutivos de

uma tira de largura L=4.

Figura 4.6. Dois niveis (ou “andares”) consecutivos em uma tira de largura 4.

Aqui também sera preciso definir em que estados um certo nivel i pode ser
encontrado e quais as possiveis combinacdes de estados entre os niveis i e i+1,
respeitados os vinculos do problema: ndo pode haver ramificacbes, cruzamentos ou
anéis; em outras palavras, um mondmero nunca pode estar ligado a mais de dois outros
e nunca deve ser possivel partir de um sitio ocupado por um monémero e, sem inverter
o0 sentido da caminhada, retornar a este mesmo sitio visitando apenas sitios ocupados
(um mesmo sitio ndo pode ser, a0 mesmo tempo, o ponto de partida e de chegada de

uma caminhada sobre uma cadeia).

Por simplicidade, vamos explicitar a determinacéo dos estados e a obtencédo de
uma linha da matriz para uma tira de largura L=2. O procedimento pode depois ser

generalizado para larguras maiores.

Inicialmente, é preciso definir os possiveis estados em que um certo nivel i pode
ser encontrado. No caso em que L=2, as arestas verticais que constituem o nivel i

podem ser encontradas nas seguintes situacoes, ilustradas na figura 4.7.

Em a) nenhuma das duas arestas no nivel i esta ocupada. Podemos representar
esse estado pelo vetor (0,0), que indica que as duas arestas estdo vazias. No caso b), a
aresta da esquerda estd vazia e a da direita, ocupada por uma ligacdo. Indicamos esse
estado, portanto, pelo vetor (0,1). O caso c) € igual ao anterior, s6 que desta vez a aresta

da esquerda esta ocupada. Representamos a situacéo pelo vetor (1,0). Entretanto, como
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i+1 5 b i+1
_ (0.0 (0.7)
' i
1] 0 0 1
a) b)
i+1 i+1
(1.0) (1.1)
! i
1 1] 1 1
c) d)
i+1
(2.2)
i
1 1
e)

Figura 4.7. Possiveis configuracOes das arestas verticais de um certo nivel i em uma tira de largura 2.

a rede tem simetria de rotacdo discreta devido as condi¢Oes periddicas de contorno,
esses dois vetores (1,0) e (0,1) sdo equivalentes e representam 0 mesmo estado. Em d),
ambas as arestas estdo ocupadas, o que é indicado pelo vetor (1,1) que usamos para
representar esse estado. Finalmente, em €), temos 0 caso em que 0s sitios a e b estdo
pareados: com isso queremos dizer que é possivel, partindo do sitio a, chegar ao sitio b
visitando somente sitios ocupados por monémeros. Esse fato é esquematizado na figura
pela ligacdo horizontal entre as duas arestas, abaixo do nivel i. De fato, essa conexao

entre os dois sitios pareados pode estar ocorrendo em qualquer nivel da tira abaixo do
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nivel i. A ligacdo horizontal entre as arestas que aparece na figura sinaliza apenas que
essa conexdo existe. Como resultado do pareamento, 0 vetor que representa o estado €
(2,2): isso indica que ambas as arestas estdo ocupadas mas, diferentemente do caso d),
0s mondmeros gque ocupam o0s sitios a e b estdo conectados. Portanto, os estados

possiveis para um nivel i qualquer em uma tira de largura 2 séo:

1)=(0,0)
2)=(1,0)=(0,2)
3)=@D)
4)=(2,2)

Antes de prosseguir na analise do caso L=2, é importante destacar que, para L >
4, pode haver mais de um pareamento. Nesse caso, cada par sera indicado por um

inteiro maior que 1. A figura 4.8 esclarece este ponto:

nivel i

Figura 4.8. Mdltiplos pareamentos numa tira de largura 6.

Na figura, o estado do andar i € representado por (0,1,2,3,3,2). A primeira aresta
estd desocupada e a segunda estd ocupada por uma ligacdo. A terceira aresta esta
ocupada por uma ligacdo e 0 mondémero que ocupa o sitio ¢ esta ligado, por pareamento,
ao mondmero do sitio f; logo, o terceiro e 0 sexto componentes do vetor que representa
esse estado sdo iguais a 2. A quarta aresta esta ocupada por uma ligagdo e 0 monémero
que ocupa o sitio d esta pareado com 0 que ocupa O sitio e: 0 quarto e 0 quinto
componentes do vetor sdo iguais a 3. Podemos, entdo, resumir da seguinte forma o
esquema para atribuicdo de valores aos componentes de um vetor que representa um

estado:

0 — aresta vertical desocupada na posicao correspondente
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1- aresta vertical ocupada por ligacdo na posi¢éo correspondente
2- mondmero participando do primeiro par e aresta vertical ocupada

3- mondmero participando do segundo par e aresta vertical ocupada

n —mon6mero participando do par n-1 e aresta vertical ocupada

Retornando ao caso L=2, uma vez definidos os estados, é preciso verificar quais
as possiveis combinacGes de estados entre o nivel i e o nivel i+1. Partindo de um estado
inicial no nivel i, devemos nos perguntar: quais os possiveis estados finais em i+1? Qual
0 peso estatistico de cada particular combinacgéo entre estados? Em cada caso, 0S pesos
estatisticos serdo dados pelo produto das fugacidades dos mondmeros situados entre 0s

niveis i e i+1 (ou seja, mondmeros situados nos sitios a e b, indicados nas figuras 4.7a e

4.9a). Vamos analisar as possibilidades quando o estado inicial é |1)

Partindo do estado |1) no nivel i, todas as configuracbes na figura 4.9 sdo

possiveis.

No caso a) nenhuma ligacdo foi inserida. Para determinar o estado no nivel i+1

devemos fazer andlise idéntica a que se fez logo acima: as duas arestas estdo

desocupadas, logo o estado é (0,0) =|1). Temos entdo a transigdo de |1) para |1), o que

representamos por <1| T|1>, indicando ser este um elemento da matriz de transferéncia

T. O peso estatistico desta transicdo é 1. Pode-se ver isso constatando que ndo ha
mondmeros nessa configuracdo, seja internos (fugacidade z;) ou externos (fugacidade

Z). O peso estatistico é dado por z;%z:’=1.

Em b) foi inserida uma ligagdo horizontal entre os sitios a e b (o que significa

que foram adicionados monémeros aos sitios a e b, que, unidos por esta ligacao,
passaram a constituir um dimero). O estado no nivel i+1, entretanto é |1>=(0,0),
porque as arestas verticais estdo desocupadas. O peso estatistico da configuracdo deve
levar em conta o fato de que ha agora 2 mondmeros extremos. Portanto, o elemento de

matriz é, neste caso, (1| T|1) =z,
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HoOH A

a) <1T|1>=1 b) <1|T|1>=z? c) <1T|1>=z
d) <1T|2>=z, e) <1|T|2>=z;z, f) <1T|2>=zz,
g) <lT|2>=z, h) <1|T|2>=z;z, i) <1|T|2>=z;z,

NN
i) <1T|3>=z k) <1|T|4>=z? ) <1|T|4>=z"

Figura 4.9. Possiveis configuragdes de dois niveis consecutivos de uma tira de largura 2, quando o
primeiro nivel encontra-se no estado |l> .
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Em c) o caso é igual ao anterior, mas a ligacdo entre os sitios a e b ocorre devido
as condicdes periddicas de contorno. Novamente hd dois monémeros extremos, um em

cada sitio, e 0 peso estatistico é z.>. O elemento de matriz que representa essa transicao

é, entdo, (1|T|1)=2".

Em d) inseriu-se uma ligacdo na aresta vertical a esquerda e, conseqientemente,
um mondmero no sitio a. O estado do nivel i+1 é (1,0)=|2) e como ha apenas 1
mondmero extremo, 0 peso estatistico é z.. Logo, o elemento de matriz correspondente

¢ (1|T|2)=z,.

Em e) novamente o estado do nivel i+1 é (1,0), mas ha também uma ligacéo

horizontal entre os sitios a e b. Com isso, 0 monémero em a é um mondmero interno e o

mondmero em b ¢ externo. O elemento de matriz é entdo, (1| T|2) =zz

e

Em f) a situacdo é a mesma de e), com a ligacdo horizontal entre os sitios

ocorrendo devido as condicBes periddicas de contorno. O elemento que representa a

transicdo é (1| T|2) = z,z,.

Em g) a situacdo é a mesma de d), ja que o estado do nivel i+1 é (0,1) = (1,0).

Temos que (1| T|2) = z,é o elemento correspondente.

Em h) a situagdo é a mesma de ). (1| T|2) =zz

e

Em i) a situagdo é a mesma de f). (1| T|2)=zz

e

Em j) duas ligacbGes verticais foram acrescentadas no nivel i+l e, por
conseqliéncia, um mondémero passou a ocupar o sitio a e outro passou a ocupar o sitio

b). Ambos sdo externos. Logo, o estado do nivel i+1 é (1,1) e o peso estatistico é z,%. O

elemento de matriz correspondente é (1| T|3) =z,%.

Em k), a insercdo das duas ligacGes verticais e da ligagdo horizontal faz com que

0 estado no nivel i+1 seja (2, 2):|4>: as arestas verticais estdo ocupadas e 0s

monodmeros indicados pelas setas (que ocupam as extremidades superiores dessas
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ligacBes verticais) estdo pareados. O elemento de matriz correspondente é (1| T|4) = z?,

ja que os monémeros em a e b, entre os niveis i e i+1, sdo internos.

Em I) a situacdo é a mesma de k), com a ligacdo horizontal ocorrendo devido as

condigGes periddicas de contorno. Portanto, também aqui o elemento é (1| T|4) =z

Construimos, entdo, a primeira linha da matriz de transferéncia para o caso L=2:

final

L 2 3 14

inicial (1| 1+2z° 2z,+4zz, z,° 2z

Da mesma forma, pode-se obter os demais elementos desta matriz. As figuras a

seguir ilustram cada uma das outras possiveis transicdes e 0s respectivos elementos de

matriz.
<2|T|1>=z, <2|T|1>=zz, <2|T|1>=zz.
<2|T|2>=z. <2|T|2>=z <2|T|2>=z"

o

<2|T|2>=z <2|T|3>=zz. <3|T|1>=z.



<H

<3|T|1>=z"

4H

<3|T|2>=zz,

ﬂ

<4|T|2>=zz,

m

<3|T|1>=z’

T

<3|T|3>=z’

i

<4|T|2>=zz,

H

<3|T|2>=zz.

<H

<4|T|1>=z.

H

<4|T|4>=z7
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Figura 4.10. Possiveis transi¢cBes entre dois niveis consecutivos de uma tira de largura 2, quando os
estados do primeiro nivel s&o |2>, |3> e |4>

A matriz de transferéncia para o caso L=2 é, entdo:

2
e

142z,

2 2
7,+221, 1.+1,+21° 1,1,

21, +4z1, 1

2 2 2
Z, +2z 22,7, Z

7° 2717 0

e 1-e

Os elementos iguais a 0 indicam configuracdes que ndo podem ocorrer.
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4.3 OBTENCAO DO MAIOR AUTOVALOR DA MATRIZ DE TRANSFERENCIA E
SUA RELAGCAO COM AS DENSIDADES DE MONOMEROS E A ENTROPIA.

De modo geral, o potencial grande candnico € dado por
d=—k;TIn=, (4.13)

sendo = a grande fungéo de particdo. Considere-se um fragmento de altura y de uma

tira de largura L, como mostra a figura 4.11.

Figura 4.11. Tira de largura L e altura y. As arestas horizontais mais a esquerda representam as condi¢des
periddicas de contorno.

Para uma altura y, ou seja, para y “andares” da uma tira de largura L em que ha
condicdes periodicas de contorno na direcdo longitudinal, =& dada pela sucessiva

aplicacdo da matriz de transferéncia precisamente y vezes. Logo, quando y — o
lembramos a equacéo 4.10 e escrevemos E=47, sendo 4, 0 maior autovalor da

matriz de transferéncia. Entao

®=-kTInA’
TIn4, (4.14)
=—k;Tyln4, .
Como ha L x ysitios nesta parte da tira, o potencial grande canénico por sitio é
() KT
=—=—2L_"|In4 . 4.15
=1 N4 (4.15)
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Para calcular a entropia por sitio é conveniente introduzir as densidades de mondémeros

internos e de mondmeros externos:

_(Ni) _(Ne)
pPEN E T IN (4.16)

sendo p, a densidade de mondmeros internos, p, a densidade de monémeros externos,

N; 0 nimero de mondémeros internos, Ne 0 nimero de mondmeros externos € N 0
numero total de sitios no fragmento da tira considerado. A grande funcdo de particdo

pode ser escrita como

2=z =4, (4.17)
l

em que {C} indica uma soma sobre todas as configuracfes em que ha N; mondmeros

internos e N. mondmeros externos. Entdo

Z‘,l\liziNiZe'\le
) 1 _zoE
(Ni)=—"——=27
<N|> <N|> Zi aﬂly (418)

L 04
LA, oz,
Por um procedimento analogo chega-se a

_ % 04

Lembrando  que z, =exp(fu,), z,=exp(pu), A4 =A4(z.,z) e,  portanto,

o =¢(T, 1, 1), pode-se calcular a entropia por sitio:



57

8(0}
S=—
(81- ﬂiaﬂe

) . o o (4.20)

—_B il

L{Inﬂﬁﬂl[ InzIa Z.Inz, ¢ % }}

Finalmente,
s 1
s=—==In4-pInz-p.Inz, . (4.21)

Pode-se ainda definir o peso molecular médio, que corresponde ao nimero total
de mondmeros dividido pelo nimero de cadeias na rede. Como cada cadeia tem 2

mondmeros externos,

2(N; +N,)

N. (4.22)
_2p |

Pe

M =

Na equacdo (4.21) a entropia é funcéo de z. e z;. Porém, € mais conveniente expressar a

entropia como funcdo de p e M.Na préatica, isso equivale a resolver o sistema de

equac0es néo lineares abaixo:

Zy 04y _

Pe—

LA, oz,

o (4.23)
P T &,

Para a solucdo desse sistema, usamos o0 metodo de Newton-Raphson, que esta

resumidamente descrito no apéndice B.

Em resumo, fixamos p e M (e, portanto, p, € p,) e resolvemos o sistema nas
variaveis zj e ze; de posse destes valores, calculamos o maior autovalor A4, (usando o

método da poténcia, descrito no apéndice C) e, com isso, determinamos a entropia

configuracional através da equacéo (4.21).
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Contudo, este procedimento precisa ser modificado quando p =1(rede cheia).
Neste caso, tem-se z, »o ez, -, 0 que impde um problema de convergéncia na

solucdo numeérica do sistema ndo linear. No caso particular da rede cheia as unicas
variaveis independentes sdo o nimero total de sitios (N) e o numero de sitios internos

(Ni), jaque N, =N —N,.Convém, entéo, definir a variavel z, dada por:

Z.
z=—t; z=exp(fu), emaque (1= 14— [l (4.24)

e

Quando p=1, embora z;, > ez, -, arazao z,/z, permanece fixa. Como estamos

interessados apenas nesta razdo, podemos, por conveniéncia, considerar z,=1 e atribuir a

z o valor numérico de z;. O potencial grande candnico por sitio é

(pz—kBTTlnﬂi(z) . (4.25)

Mas, diferentemente da equag&o (4.15), 4 é agora fungéo de z. Além disso, A, é agora o

maior autovalor de uma outra matriz, intimamente ligada & matriz original, porém
modificada: nesta nova matriz s6 sdo diferentes de 0 os elementos que correspondem a
configuracBes em que todos os sitios entre 0s niveis i e i+1 estdo ocupados. Ou seja, sO
contribuem os elementos da matriz de transferéncia original que correspondem a

configuragdes nas quais a rede esta cheia. A entropia por sitio é entéo

agoj Ke keT 104, 67 .
s=—| 2| =ZBInj+8 =%
[6T . L L 4 oz oT
(4.26)
o __ p,
oT  kgT?
Entdo,
_S I n 204
S "% I_Inﬂl AR (4.27)
Mas (como identificamos z com o valor numérico de z;)
z OA _ (4.28)

Ly oz P
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Logo,

s_In4_
KoL pilinz. (4.29)

Como p=p,+p =1 p,=1-p,, de modo que

M=2P_ 2

2
Pe 1_/)|

: -2
=% 4.30
P1==9 (4.30)

Assim, dado <M>, obtemos p, e, com esse valor, resolvemos a equagao

ol
' LA Oz
na variavel z (para tanto, usamos o método da biseccdo, exposto no apéndice D).

Finalmente, substituimos p, e z na equacéo (4.29) para a obtencéo da entropia.

4.4 EXTRAPOLACAO PARA O CASO BIDIMENSIONAL

Para cada largura da tira obtém-se uma matriz de transferéncia e um valor para a
entropia. Dispde-se, entdo, de uma sequéncia de valores para a entropia, associados a
cada uma das larguras finitas. O que se deseja é, a partir dessa seqiiéncia, encontrar o
valor para a entropia no caso bidimensional, ou seja, a entropia associada a uma tira de

largura L no limite em que L —»> .

Do ponto de vista matematico, o que se busca é o valor assintético dessa
sequéncia de valores da entropia. H& diversas técnicas para acelerar a convergéncia de
uma série e a escolha da mais adequada para o tratamento do sistema fisico de interesse

depende da sua geometria e do tipo de condic¢Ges de contorno [25].

Para sistemas com condigdes periddicas de contorno, como 0S que empregamaos,
grandezas obtidas em redes finitas aproximam-se exponencialmente de seus valores

assintoticos:

R=P,+0(E™), l-w (4.31)
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onde ¢ é uma constante. Para sequéncias que apresentam esse comportamento, vale a

relagao:

PP,
lim—>=
| > P|71_ P

0

<1. (4.32)

Dentre os algoritmos usados para acelerar a convergéncia de seqliéncias que
satisfazem a relacdo (4.32), adotamos um dos mais simples, a transformacéo de Shanks
[26], definida por

(RuR.-P7)

P.= . 4.33
| (P|71+F:+1_2P|) ( )

Quando aplicado a uma sequéncia, este algoritmo gera uma outra, que converge
mais rapidamente que a primeira. Um elemento B. desta nova seqtiéncia € calculado a
partir dos elementos B _,, B e B,, da seqiiéncia original, de acordo com a regra acima.

Uma nova transformacdo de Shanks pode ser aplicada a nova seqliéncia, e assim
sucessivamente. Mesmo quando se dispGe de uma seqiiéncia de apenas 3 numeros, €
possivel aplicar a ela a transformacao de Shanks e obter um ndmero mais préximo do

valor assintotico da sequéncia original.

O erro associado a P. quando se usa a extrapolagao (4.33) é definido por:

g=lim2|P.,—R.| . (4.34)

I'—>00



CAPITULO 5 - RESULTADOS E DISCUSSAO

A matriz de transferéncia foi construida para tiras de largura finita, com larguras
variando de 2 a 11. Verificou-se um crescimento aproximadamente exponencial das
dimensdes da matriz com o aumento da largura, 0 que determinou a maxima largura
alcancada. A tabela 5.1 mostra 0 nimero N de possiveis estados, ja considerada a
simetria de rotacdo, para cada largura da tira (0 que resulta em matrizes de dimensao
NxN) e esse crescimento acelerado esta ilustrado também na figura 5.1; a figura 5.2
mostra o tamanho dos arquivos contendo as matrizes de transferéncia para as diferentes

larguras.

Dimensdes da Matriz de Transferéncia

10000 ]

1000 | .

100 ]

MNimero de Estados

10 ]

Largura

Figura 5.1. Numero de estados para cada largura da tira. O eixo vertical esta em escala logaritmica.

Tabela 5.1. Numero de estados para tiras de largura 2 a 11

Largura NUmero de Largura Numero de
Estados Estados

2 4 7 206

3 6 8 626

4 14 9 1872

5 28 10 5928

6 80 11 18912
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Tamanho dos arquivos das matrizes de transferéncia

le+010 T T T T E

1e+009

kb)

1e+008

le+007

1le+006

tamanho do arguivo (]

100000

10000

1000
2 3 4 3 & 7 3 9 10

Largura

Figura 5.2. Tamanho do arquivo da matriz de transferéncia (em kb) em fun¢&o da largura. O eixo vertical
estd em escala logaritmica.

Embora tenha sido possivel obter matrizes de transferéncia até a largura 11, s6
se conseguiu obter a entropia como funcdo da densidade de mondmeros na rede até a
largura 9, uma limitacdo imposta pelo tempo de processamento do programa que
implementa 0 método de Newton-Raphson para o calculo da entropia (resolucdo do
sistema 4.23 e da equacdo 4.21). A figura 5.3 mostra a variacdo do tempo de
processamento deste programa com a largura, para 0 caso em que 0 peso molecular
médio, <M>, é igual a 3. Este tempo de processamento corresponde ao calculo da
entropia para as densidades p=0.01 a p=0.99, a intervalos de um centésimo. Tempos
semelhantes sdo necessarios para valores de <M> maiores que 3. Dadas as restri¢des
impostas pelo esforco computacional, os valores de <M> estudados foram 3.0, 4.0, 5.0,
6.0e7.0.

Como apontado no capitulo anterior, o calculo da entropia para a rede cheia foi
feito separadamente. Neste caso, trata-se de um programa mais simples, que néo
envolve a solucdo de um sistema nao linear de duas equagdes, Como ocorre para outras
densidades, mas apenas a solugdo de uma equacdo nao linear (equacdo 4.28). O menor
esforgo computacional permitiu a obtencdo da entropia na rede cheia até a largura 11,

com <M> variando de 3.0 a 7.0, a intervalos de 0.25.



63

Tempo para o calculo da entropia

100000 F T T T T

10000 ¢

1000 |

100 .

tempo de processamento (s)
T

10 =

1 I 1 I 1
3 4 3 ] 7 8 9

Largura

Figura 5.3. Variagdo com a largura do tempo de processamento (em segundos) do programa que calcula a
entropia em fun¢do da densidade no caso mais geral (p#1.0), para <M>=3.0 (a entropia é determinada
apos a resolugdo de um sistema néo linear pelo método de Newton-Raphson). O eixo vertical esta em
escala logaritmica.

Para cada densidade, os valores da entropia foram ordenados em funcdo da
largura, com vistas a extrapolagdo. Assim, para um dado valor de p, obteve-se o
conjunto de valores s2, s3, s4, s5, s6, s7, s8 e s9, que s&o os valores da entropia para as
larguras L=2,3,4,5,6,7,8 e 9, respectivamente. Dispondo desta seqliéncia, 0 objetivo foi

encontrar s_, ou seja, o valor da entropia para uma largura infinita, o que equivale ao

limite bidimensional. O método para encontrar esse valor assintético foi determinado
pelo fato de que, para praticamente todas as densidades e pesos moleculares médios, foi
possivel separar esses valores em subconjuntos nos quais o comportamento da entropia
como fungdo da largura é monotonico. Isso pode ser exemplificado no caso em que
p =1.0, para os diferentes valores de <M>, como mostra a figura 5.4. Como ilustram os
graficos, essa separacdo em subconjuntos obedece a um critério de paridade: o
comportamento da entropia nas larguras pares é diferente daquele observado nas

larguras impares. Assim, s2, s4, s6 e s8 formam um subconjunto; s3, s5, s7 e s9, outro.

Vé-se que € possivel ajustar a cada subconjunto uma fungédo exponencial que

descreve a variacdo da entropia com a largura, confirmando o que se espera de um
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sistema com condicdes periodicas de contorno e justificando o uso da transformacéo de

Shanks para obtencéo do valor assintdtico [25].

Entropia

Entropia

a)

=M==3.0, rede cheia

0.94

0924

0.90

'''''' larguras pares
'''''' larguras imparas

b)

3 4 g i 7
Largura

=<M:>=4 .0, rede cheia

0.965
0.964
0963
0.962
0.961
0.960
0.959
0.958
0.957

0.956

larguras pares
larguras impares

0.955
0

Largura



Entropia

Entropia

C .
) <M==5.0, rede cheia
0.970
T = larguras pares
ne8ss+y == larguras impares
0.960
0.955 o o mIERREERE e i
0.950
i ll_.f II__’.
i ! /
0.945 i ;
T 4 v
0.5940 N
4 ! i
- || J’
D935 T T T T T .I T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 a 4] T a |
Largura
d) .
<M=>=6.0, rede cheia
0.936
o [ [ larguras pares
1T = larguras impares
0.934 4
0832 e D
0930 =) =}
] .f'x. ."l.l
J _ ;
0.928 {-” ;
] ; ’
_ ; ‘
0.926 / ¢
i |': _I.
1 i '
0.924 T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 g G T g

Largura
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e)
<M==7.0, rede cheia
0.906
4 larguras pares
K N Il larguras impares
0.805
) S i
0.904 - _ . iy
. I ol
- 4
8 4
O (1903 y
E n ¥ .|'
L i i K
4 ¢
] ; ;
0.902 s h
] ;7
i A i
0.8017 ! ;
. _|' ."
4 ; |
] ! ¢
DQDD T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 G 7 8 q
Largura

Figura 5.4. Entropia como fungdo da largura da tira para rede cheia (p=1.0) e peso molecular médio
(<M>) igual a 3.0 (a), 4.0 (b), 5.0 (c), 6.0 (d) e 7.0 (e). A entropia tem comportamentos diferentes
conforme a paridade da largura. Os valores para as larguras pares agrupam-se em um subconjunto e 0s
valores para larguras impares, em outro. Curvas exponenciais distintas se ajustam a cada subconjunto,
mas convergem para um mesmo valor assintético.

Essa divisdo da entropia em subconjuntos de acordo com a paridade da largura,
nos quais 0 seu comportamento é exponencial, ocorre também para as outras
densidades. De modo geral, as observac¢des sobre o comportamento da entropia podem

ser sintetizadas do seguinte modo:

<M>=3.0
Larguras pares: 0 comportamento da entropia ndo é monoténico em p =0.87
0 comportamento é monotonico e decrescente de o =0.88 até p=1.0

0 comportamento € monotdnico e crescente nas outras densidades

Larguras impares: comportamento monténico e crescente em todas as densidades
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<M>=4.0
Larguras pares: ndo ¢ monot6nico em p =0.99
monotonico e decrescente em p=1.0

monotdnico e crescente nas outras densidades

Larguras impares: monotdnico e crescente em todas as densidades

<M>=5.0, <M>=6.0 e <M>=7.0
Larguras pares: monotdnico e crescente em todas as densidades

Larguras impares: monotdnico e crescente em todas as densidades

Portanto, ha apenas dois casos em que essa divisdo ndo resulta em
comportamento monotdnico da entropia: no subconjunto das larguras pares para

<M>=3.0 e p=0.87e no subconjunto das larguras pares para <M>=4.0 e p=0.99.
Inicialmente, os subconjuntos das larguras impares para <M>=7.0 e p=0.37 e
p=0.38 também apresentaram comportamento ndo monoténico. Todos esses

resultados foram obtidos pelo método de Newton-Raphson para a solucdo de um
sistema nao linear; diante do aparecimento desses “pontos suspeitos”, os calculos foram
refeitos empregando-se outra implementacdo do mesmo método. Os problemas
verificados para <M>=7.0 desapareceram, mas nos outros dois casos confirmou-se o
desvio do comportamento monotonico. Apesar dessa verificagdo adicional, a

possibilidade de erro numérico nao pode ser totalmente descartada.

Essa separacdo da entropia em subconjuntos com diferentes comportamentos ja
tinha sido verificada para cadeias monodispersas na rede quadrada [16,17]. No caso
monodisperso, a existéncia dos diferentes subconjuntos foi atribuida a um efeito de

frustracdo das cadeias, que s6 poderiam preencher completamente uma tira em que a
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largura fosse um mdaltiplo do peso molecular M. Este efeito de frustracdo esta ilustrado

na figura 5.5, que aparece originalmente na referéncia [17].

Figura 5.5. Dimeros em uma rede de largura 3. Este é um exemplo em que a largura L ndo é um multiplo
do peso molecular M e as cadeias ndo preenchem completamente a rede, possivelmente ocasionando um

efeito de frustracéo.

No caso monodisperso, verificou-se que havia uma relagdo entre a largura da tira

e a degenerescéncia do maior autovalor da matriz de transferéncia: quando a largura da

tira era um maultiplo do peso molecular, 0 maior autovalor ndo era degenerado. A

exploracdo dessa observacdo levou a definicdo dos subconjuntos utilizados na

extrapolacéo, que aparecem na tabela 5.2.

Tabela 5.2. Subconjuntos dos valores da entropia usados na extrapolacdo para o limite

bidimensional no caso das cadeias monodispersas na rede quadrada.

Peso Molecular (M) Subconjuntos
2.0 s2,54,56,58,510
3.0 s2,54,55,57,58
4.0 $3,85,57

5.0 $2,53,54,36

7.0 $2,54,56

Entretanto, quando se usa essa divisdo para as cadeias polidispersas, via de regra

0 comportamento da entropia nos subconjuntos ndo é monotonico. No presente caso,

parece ndo haver relacdo entre a largura da tira e 0 peso molecular médio na definigdo

de um critério para a extrapolacéo.
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Uma possivel explicacdo para o efeito de paridade consistentemente observado
para os diferentes pesos moleculares médios e densidades pode ser elaborada quando se
observa o que ocorre com dimeros. Como ja observado no capitulo 3 (pg.30), para
M=2.0 ndo ha distin¢do entre o caso monodisperso e o polidisperso. A figura 5.6 ilustra

0 comportamento da entropia em funcdo da largura, para M=2.0 e p=1.0, obtido no

estudo do caso monodisperso. Verifica-se o efeito da paridade da largura, que pode ser
explicado pelo fendbmeno j& ilustrado na figura 5.5. Nossas observacdes no caso
polidisperso seriam como que um resquicio desse comportamento verificado para 0s
dimeros. Nossa escolha dos pesos moleculares medios estudados €é arbitraria; na
verdade, <M> varia continuamente. Assim, esse efeito de paridade ndo desapareceria de
modo abrupto, mas continuaria presente, desaparecendo suavemente a medida em que
nos afastamos de M=2.0. De fato, para <M>=3.0 e <M>=4.0 ainda é possivel identificar
0 padrdo de comportamento decrescente da entropia para larguras pares, presente nos
dimeros, mas ele ja ndo aparece em <M>=5.0. Uma vez que as cadeias polidispersas
ndo estdo submetidas a restricdo de um tamanho fixo, os efeitos de frustracdo pelo ndo

preenchimento completo da rede desaparecem, prevalecendo apenas o efeito da

paridade.
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Figura 5.6. Entropia de dimeros como fungdo da largura da tira, no caso de rede cheia (p=1.0). Quando
M=2.0 ndo ha distingdo entre os casos monodisperso e polidisperso.
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Assim, para cada densidade aplicou-se a transformacdo de Shanks ao
subconjunto par (s4, s6 e s8) e ao subconjunto impar (s5, s7 e s9), obtendo-se os valores

Sp € si, respectivamente. Os erros em cada uma dessas extrapolacdes (o, e o;) foram

definidos na equacdo 4.34. O valor final da entropia na rede quadrada foi determinado

como
s, +S
Soc = (5'1)
2
e a incerteza neste valor foi
2 2 2
o =0, +0;, .
P ' (5.2)

Os resultados encontrados estdo sintetizados na figura 5.7, que mostra a variagdo da
entropia como funcdo da densidade na rede quadrada, para diferentes valores de <M>.

Entropia x Densidade

1.2 | | | T
1 - —
0.8 | |
«
g
£ oeT <M>=3.0 1
w %= <M=>=4.0
<M=>=50
0.4 r i <M>=6.0 .
<M>=7.0 ——
0.2 r 4
0 / | | | 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Densidade

Figura 5.7. Entropia como fungdo da densidade na rede quadrada, para diversos pesos moleculares
médios.
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As incertezas ndo podem ser percebidas na escala do grafico, uma vez que estdo
compreendidas no intervalo 10®° — 10, Vé-se que, para baixas densidades, a entropia é
uma fungdo decrescente de <M>, o que ndo ocorre para densidades maiores. Esse
mesmo comportamento ja tinha sido observado no caso de cadeias polidispersas nas
redes de Bethe e Husimi [19,20].

A contribuicdo da polidispersividade para 0 aumento da entropia pode ser
avaliada comparando-se os resultados para cadeias poli e monodispersas. As figuras 5.8
a) a d) mostram graficos da entropia como funcdo da densidade para 0s casos
polidisperso e monodisperso na rede quadrada, para <M>=3.0, 4.0, 5.0 e 7.0. Para
<M>=6.0, a extrapolacdo no caso monodisperso ndo foi possivel e por isso nao ha dados

disponiveis para a comparagéo.
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C) <M==5.0
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Figura 5.8. Entropia como fungéo da densidade para cadeias mono e polidispersas na rede quadrada.

Em todos o0s casos observa-se um aumento na separacdo entre as duas curvas
com o crescimento da densidade de monbémeros. Essa contribuicdo da
polidispersividade para a entropia pode ser mais bem quantificada definindo-se uma

diferenca relativa da entropia entre as duas situaces:
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ASy SLL (5.3)
sm

em que sp € a entropia no caso polidisperso e sm, a entropia no caso monodisperso.
Essa diferenga relativa como funcdo da densidade, para <M>=3.0, 4.0, 5.0 e 7.0, esta
ilustrada na figura 5.9. Para todos os valores de <M> comparados, verifica-se 0
crescimento monotonico do incremento na entropia causado pela polidispersividade.
Esse incremento é significativo: a baixas densidades, é da ordem de 20%, e chega a ser
da ordem de 100% na rede cheia, para os pesos moleculares menores. Observa-se que

na curva para <M>=7.0 ha uma irregularidade préoxima a p=1.0. Isto porque, no caso
monodisperso, a entropia obtida para M=7.0 e p=1.0estd associada a uma incerteza

bastante grande. O valor assintético encontrado para a entropia foi de 0.54770 e a
incerteza, 0.15301. Assim, é possivel que a curva para <M>=7.0 tenha, na realidade, um

tracado suave como o das demais.

Contribuicdo da Polidispersividade
1.2 T T T T T

(sp-sm)fsm

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Densidade

Figura 5.9. Diferencas relativas entre as entropias de cadeias polidispersas e monodispersas na rede
quadrada, como funcédo da densidade.

O comportamento da entropia como funcdo da densidade para cadeias
polidispersas na rede quadrada é praticamente idéntico ao de cadeias polidispersas nas
redes de Bethe e de Husimi. A similaridade nos resultados entre as redes de Bethe e de

Husimi e ja tinha sido observada [19]; a figura 5.10 mostra que a distingdo entre as
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curvas correspondentes a cada uma das trés redes so é possivel numa escala muito fina
do grafico, para todos os valores de <M> estudados (<M>=3.0, 4.0, 5.0, 6.0, 7.0). A
diferenca relativa entre os valores da entropia para cadeias polidispersas na rede
quadrada e na rede de Bethe, definida de modo analogo a equacéo (5.3), mantém-se, na
maior parte dos casos, entre cerca de 0.1% e 0.5%. Nesta escala, as incertezas tornam-se
importantes, de modo que as barras de erro obtidas para a rede quadrada estdo
representadas nas figuras. De modo geral, para densidades baixas e médias a entropia é
maior na rede de Bethe e menor na rede quadrada, com valores intermediarios na rede
de Husimi. Contudo, esse padrdo pode ser alterado nas densidades mais altas, como
ocorre para <M>=3.0, quando a entropia na rede quadrada é maior que nas outras duas

redes proximo a p=1.0. Em outros casos, as incertezas ndo permitem afirmacdes

conclusivas.
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Figura 5.10. Entropia de cadeias polidispersas nas redes quadrada (linhas pretas), de Bethe (linhas
vermelhas) e de Husimi (linhas verdes), como funcdo da densidade. As figuras a esquerda referem-se a
regides de baixas densidades (~0.1) e as figuras a direita, a regides de densidades altas (~0.99). Para a
rede quadrada, representam-se as barras de erro.
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E possivel comparar a contribuicdo da polidispersividade para o aumento da
entropia na rede quadrada e na rede de Bethe. A figura 5.11 é anéloga a figura 5.9 e
mostra, para a rede quadrada e para a rede de Bethe, a diferenca relativa entre os valores
da entropia nos casos polidisperso e monodisperso, definida como na equacdo (5.3).
Para densidades mais baixas, o acréscimo na entropia provocado pela polidispersividade
é similar em ambas as redes (cerca de 20%), embora ligeiramente maior na rede
quadrada. Para densidades altas, entretanto, as diferencas entre as duas redes sdo mais
significativas. Enquanto na rede de Bethe o acréscimo na entropia chega no maximo a

cerca de 50%, na rede quadrada, como ja mencionado, ele pode ser superior a 100%.

Contribuicio da Polidispersividade: rede quadrada x rede de Bethe

1.2
- — <M>=3.0
. <M>=4.0
— <M>=35.0
- —_— <M>=7.0
08 -——-- <M>=3.0, Bethe
= <M> = 4.0, Bethe
;E - - == <M>=5.0, Bethe
%06 <M=>=17.0, Bethe
& 0.
-
0.4
0.2 ===
1 | 1 | 1 | 1 | 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1
Densidade

Figura 5.11. Diferencas relativas entre as entropias de cadeias polidispersas e monodispersas na rede
guadrada e na rede de Bethe, como fung¢do da densidade. As linhas cheias referem-se a rede quadrada e as
linhas tracejadas, a rede de Bethe.

No caso particular de rede cheia ( o =1.0), os valores da entropia para <M>=3.0,
4.0, 5.0, 6.0 e 7.0 estdo na tabela 5.3. Um gréafico da entropia como funcdo do peso
molecular médio no limite bidimensional ficaria prejudicado pelo pequeno nimero de
pontos; entretanto, foi possivel tracar esse gréfico para a largura 11 (figura 5.12), que

foi a maior em que se conseguiu obter a matriz de transferéncia. Como ja mencionado
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no inicio deste capitulo, o programa para o calculo da entropia na rede cheia demandou

um menor esforco computacional em relacdo ao caso mais geral (rede parcialmente

preenchida), o que permitiu a obtencdo da entropia para um maior nimero de valores de

<M> na largura 11.

Tabela 5.3. Entropia na rede cheia (p=1.0) para cadeias polidispersas nas redes

quadrada, de Bethe e de Husimi e para cadeias monodispersas na rede quadrada.

Cadeias Polidispersas

Monodispersas

<M> Quadrada Bethe Husimi Quadrada
3.0 0.888+0.002 0.8849351 0.8865030 0.41201+0.00002
4.0 0.9599+0.0008 0.9590477 0.9596956 0.5148640.0045
5.0 0.955+0.002 0.9565619 0.9567369 0.49917+0.00091
6.0 0.932+0.003 0.9347321 0.9346702
7.0 0.90410.004 0.9083656 0.9082059 0.54770+0.15301
Largura 11, rede cheia
1.1 T T T T T T
largura 11
Husimi +
Bethe

Entropia

0.7 -

peso molecular médio (<M>)

Figura 5.12. Entropia como fun¢do do peso molecular médio para rede cheia (p=1.0) em uma tira de
largura 11. Também estdo indicados valores obtidos no caso bidimensional para as redes de Bethe e
Husimi.
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Observamos que, para a largura 11, os valores da entropia na rede cheia para
<M>=3.0, 4.0, 5.0, 6.0 e 7.0 ja sdo praticamente iguais aos valores assintéticos obtidos
por meio da extrapolacdo, o que estd detalhado na tabela 5.4. Assim, o comportamento
exibido nesta Gltima figura, embora visto numa tira de largura finita, ja €, ao menos
qualitativamente, igual ao comportamento no limite bidimensional. Essa concluséo é
reforcada pelo fato de que valores assintGticos obtidos para as redes de Bethe e de
Husimi acompanham a curva tragcada para a largura 11, o que também aparece na figura
5.12.

Tabela 5.4. Entropia de cadeias polidispersas na rede cheia (p=1.0) para uma tira

largura L=11 ¢ para a rede quadrada (L—0).

<M> Largura 11 L—oo

3.0 0.888800284613037 0.888+0.002
4.0 0.959940988454308 0.9599+40.0008
5.0 0.955373903125646 0.955+0.002
6.0 0.931888518532862 0.93240.003

7.0 0.904168277271570 0.904+0.004




CONCLUSAO

Neste trabalho, calculou-se a entropia configuracional de cadeias polidispersas e
finitas na rede quadrada, por meio da técnica da matriz de transferéncia. A estratégia
para a solucdo do problema consistiu em calcular a entropia em tiras de largura finita e
em seguida fazer a extrapolagdo para o limite de largura infinita, ou seja, o limite
bidimensional. O tamanho das matrizes de transferéncia mostrou crescimento
aproximadamente exponencial com o aumento da largura, de modo que s6 foi possivel
construir a matriz de transferéncia até a largura 11. O célculo da entropia a partir do
maior autovalor da matriz de transferéncia demandou longo tempo de calculo para as
larguras maiores, de forma que os dados s6 puderam ser obtidos até a largura 9, para 0s
pesos moleculares médios iguais a 3.0, 4.0, 5.0, 6.0 e 7.0. No caso particular da rede
cheia, a obtencgdo da entropia exigiu menor esforco computacional e foi possivel realizar
calculos até a largura 11, para diversos valores do peso molecular médio.

Os valores da entropia obtidos para larguras finitas exibiram, em todas as
densidades, uma separacao em subconjuntos de acordo com a paridade da largura, o que
foi levado em conta na extrapolacdo. A extrapolacdo foi feita para os dois subconjuntos
e o valor médio foi tomado como o valor final. Essa separacdo de acordo com a
paridade da largura da tira ja tinha sido verificada para o caso de dimeros e nossas
observacGes parecem detectar uma espécie de resquicio deste comportamento,

sobretudo para os menores pesos moleculares médios.

Comparando nossos dados com 0s ja obtidos para cadeias monodispersas na rede
quadrada, foi possivel avaliar a contribuicdo da polidispersividade para a entropia
configuracional, que é sempre muito significativa, especialmente nas densidades mais
altas e pesos moleculares menores. Nossos valores sdo ainda muito proximos daqueles

verificados para cadeias polidispersas nas redes de Bethe e de Husimi.

No caso particular de rede cheia, os valores da entropia encontrados para a
largura 11 j& sdo muito préximos dos valores obtidos por meio da extrapolagdo,
revelando uma rapida convergéncia para o valor assintotico. Apesar disso, o ideal seria
dispor de dados para larguras ainda maiores e, com um namero maior de valores na
sequéncia, reduzir as incertezas na extrapolacdo. Isso exigiria algoritmos mais

eficientes, sobretudo para o calculo da entropia a partir do maior autovalor da matriz de
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transferéncia. O aperfeicoamento desse programa se faz necessario também para a

investigacdo mais cuidadosa dos casos em que se suspeitou de erros numéricos.



APENDICE A — Algoritmo para a construcio da matriz de transferéncia

Dados dois niveis consecutivos de uma tira de largura L, € possivel definir
vetores que representam 0s possiveis estados no nivel inferior (como detalhado no
capitulo 4) e também as possiveis maneiras de ocupar com ligacdes as arestas
horizontais entre os dois niveis e as arestas verticais no nivel superior. Numa tira de
largura 2, por exemplo (ver figura A.l), os possiveis estados iniciais podem ser
representados por: (0,0), (0,1), (1,1) ou (2,2). As arestas horizontais podem ser

encontradas nas seguintes configuracgoes:

(0,0) — arestas a e b vazias;

(0,1) — aresta a vazia, aresta b ocupada por ligacéo;
(1,0) — aresta a ocupada por ligacdo, aresta b vazia,;

A configuracdo (1,1) para as arestas horizontais é proibida, porque representa o

fechamento de um anel, devido as condi¢des periddicas de contorno.

As arestas verticais no nivel superior podem estar numa das seguintes

configuragdes:

(0,0) — arestas c e d vazias;

(0,1) — aresta ¢ vazia, d ocupada por ligacéo;

(1,0) — aresta ¢ ocupada por ligacao, aresta d vazia;

(1,1) — arestas ¢ e d ocupadas.

Figura A.1. Dois niveis consecutivos de uma tira de largura 2, destacando as arestas horizontais (a e b) e
as arestas verticais (c e d) no nivel superior.
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O algoritmo consiste, essencialmente, em procurar por combinacdes aceitaveis
entre trés vetores: um vetor que representa o estado inicial, um vetor que indica o
padrdo de preenchimento das arestas horizontais e um vetor que descreve o
preenchimento das arestas verticais no nivel superior. S8o0 aceitaveis aquelas
configuracGes em que ndo ha ramificacdes, cruzamentos ou fechamento de anéis. Se n é
o namero de ligacdes que chegam a um sitio (ou que partem dele, o que é equivalente),
as ramificaces ou cruzamentos podem ser impedidos impondo que n deve ser sempre

menor ou igual a 2.

As condicdes para o fechamento de anéis podem ser sintetizadas da seguinte

forma:

i) se em todos os sitios n=2 e se nenhuma componente do vetor que representa o estado

inicial é igual a 1, um anel esta fechado;
ii) dados dois sitios que estejam pareados no estado inicial, um anel estara fechado se :
- para eles proprios e para todos os sitios entre eles tem-se n=2 e

- no vetor que representa o estado inicial, nenhuma componente associada aos sitios

entre os sitios pareados € igual a 1.

Uma vez descartadas as configurac@es proibidas, o estado final leva em conta os
pareamentos eventualmente formados pela introducdo das ligacdes horizontais entre 0s
sitios. A deteccdo dos novos pares pode ser feita pela construcdo de um mapa de
contatos entre os sitios. Se 0s sitios a e b em contato por ligagdes horizontais e 0 mesmo
se da entre os sitios b e ¢, entdo a e ¢ também estdo em contato. Além disso, sitios que ja
estavam pareados no estado inicial permanecem pareados no estado final, se as arestas

verticais correspondentes estiverem ocupadas por ligagdes no nivel superior.

Obtido o vetor que representa o estado final, 0 nimero n de ligagdes em cada
sitio vai fornecer os expoentes das fugacidades de monémeros extremos e internos: se
determinado sitio tem n=1, trata-se do extremo de uma cadeia, que contribui com peso

estatistico ze; se n=2, tem-se um mondmero interno, com peso zi.

A cada iteracdo em que se calcula uma configuracdo permitida, o resultado final

é exportado para um arquivo de texto, como uma linha da forma:
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i J eze ezi

onde i € o indice estado inicial, j € o indice do estado final, eze é o expoente da
fugacidade ze, que corresponde ao nimero de sitios com n=1, e ezi é 0 expoente da

fugacidade zi (nimero de sitios com n=2).

Assim, o algoritmo pode ser esquematizado da seguinte forma:

Dados um array que armazena os estados iniciais (1), um array que armazena 0s vetores
com as possiveis configuracGes das arestas horizontais (H) e outro com as possiveis

configurac@es das arestas verticais (V):
Para cada vetor i em |
Para cada vetor hem H
Calcular n para todos os sitios
Se algum n>2, passar para 0 proximo vetor h
// Descartar anéis:

Se todos os sitios tém n igual a 2 e nenhuma componente de i é igual a 1,

passar para 0 proximo vetor h

Se todos os sitios entre as extremidades de um par (inclusive) tém n=2
E nenhuma componente de i nas posicdes correspondentes a esses sitios

vale 1, entdo passar para o proximo vetor h

I/l Construir um mapa de contatos C

Se dois sitios a e b estdo unidos por ligacao horizontal, C(a,b)=1
Se dois sitios a e b estdo pareados no estado inicial, C(a,b)=1

Se C(a,b)=1 e C(b,c)=1, C(a,c)=1

Para cada vetor vem V

Calcular n para todos os sitios
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Se algum n>2, passar para o préximo vetor v
Para dois sitiosae b

Se as componentes de v nas posicdes correspondentes sao
iguaisa 1l E C(ab)=1, entdo a e b formam um par no
estado final

Calcular eze e ezi
Identificar o estado final (j) na lista de estados (1)

Exportar para o arquivo texto: i, j, eze, ezi



Apéndice B — O método de Newton-Raphson

Trata-se de um método numeérico para a solucdo de um sistema de equacdes ndo-
lineares[27]. Em particular, estamos interessados em resolver o sistema de equagdes
(4.22). Pode-definir um vetor f, cujas componentes sdo as equacdes desse sistema.

Desejamos encontrar a solugéo para f(z) =0, ou, na forma escalar,

f,(z,2,)=0
1( i e) (Bl)
f2 (Zi | Ze) =0
E possivel escrever uma expansdo de Taylor para cada equacéo do sistema:
nof )
f.(z+Az)=f. (z)+za—'Azj +0(Az%) (B.2)
7 .

=1

onde n é o numero de equacdes do sistema; no nosso caso, n=2. Desprezando 0s termos

de ordem superior, a expressdo acima pode ser reescrita como
f(z+Az) =1(z) +J(z)Az (B.3)

em que J(z) € o jacobiano do sistema, uma matriz de dimensdo n x n cujos elementos

séo dados por

3, ==~ (B.4)

O método consiste em partir de uma aproximacao z para a solucdo do sistema e
refinar esta solugdo através de sucessivos incrementos Az. Se z € uma aproximagao para

f(z)=0 e f(z+ Az) € uma solucdo melhorada, pode-se escrever
f(z+Az)=0 (B.5)
o que levaa
J(2)Az =—1(z) (B.6)
O algoritmo consiste entdo nas seguintes etapas:
Estimar o vetor z

Calcular f(z)
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Calcular J(2)
Resolver as equacgdes simultaneas em (B.6) para Az
Fazer z < z+ Aze repetir 0s passos acima

Nosso calculo do jacobiano foi bastante simplificado, usando para cada derivada

a seguinte aproximacao:

of,  fi(z+eh)—f(2)
0z, - h

(B.7)

em que um e;j € um vetor na direcdo de z; e h é a magnitude do incremento (em nossos

célculos, o valor de h foi de 10).

O programa que implementamos usa o procedimento descrito acima para o
calculo de z;j e ze em cada densidade, de p=0.01 até p=0.99, em intervalos de 0.01. O

programa pode ser esquematizado da seguinte forma:

Definir o valor de <M>
p<«0
Definir a estimativa z0
Enquanto p < 1.0, repetir:
p<p+0.01
Dados p e <M>, calcular p; e p. (equagéo 4.21)
Chamar a subrotina Newton-Raphson (entrada € z0, saida z1)
20«71

Calcular a entropia (equacéo 4.20)

Uma observagdo: o calculo de z; e ze pelo método de Newton-Raphson exige que

se conhegam as derivadas numéricas de A;, 0 maior autovalor da matriz de transferéncia,
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em relacdo a essas duas varidveis. Uma funcdo que determina o maior autovalor da
matriz de transferéncia estd contida no mesmo programa, sendo acessada a partir da
subrotina para a solugdo do sistema ndo-linear. As derivadas numéricas séo calculadas a
cada iteracdo, a medida em que os valores de zi e ze sdo refinados. Quando os valores
finais de zi ¢ ze sdo obtidos, eles sdo usados para o calculo de A;. Essa funcdo que
calcula o maior autovalor da matriz de transferéncia implementa o método da poténcia,

descrito no apéndice seguinte.



APENDICE C — O Método da Poténcia

Trata-se de um método numeérico para a determinacdo do maior autovalor, em

maodulo, de uma matriz [27].

Seja A uma matriz cujos autovalores obedecem a

4] > 12| 2| A 2 2[4, (C.2)

e seja Uu; O autovetor associado a A;. Se 0s autovetores de A sdo linearmente

independentes, partindo-se de um vetor X, (ndo-nulo), o esquema iterativo

X, =AX, ,

Converge para um multiplo de u;. Expressando X, como uma combinacao linear dos

n
autovetores u; de A, x, = Zciui , pode-se escrever.

i=1

X, = AX, ;= A’X,_, =...= A",
=AY cu; =Y Ay =Y Ay, (C.2)
i=1 i=1 i=1

= A £c1u1+zn:(ﬁ,, lﬂl)kciui}

Como |4/ 4|<1 para i > 1, as poténcias desta razdo tendem a zero com o

aumento de k, restando apenas o autovalor correspondente a uj.

Na pratica, & conveniente normalizar o autovetor aproximado a cada iteracao.

Assim,

Y =AX
X =Y /|y,

Comisso, [ly.]. —=|A4| e x, =>u,/|u,. -

O algoritmo que implementa o0 metodo da poténcia pode ser esquematizado da

seguinte forma:

Definir o vetor xg
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Definir um nimero maximo de iteracdes, n
Definir a tolerancia tol para o erro no autovalor
Obter o produto p <~ AXg
Lambda<xo'p
Repetir n vezes, ou enquanto erro > tol:

y <p

X <—Yy/norma(y)

p<«Ay

novo_lambda<«x'p

erro <—|novo_lambda — lambda|

lambda <« lambda_novo

Para nds, A é a matriz de transferéncia e X, € um vetor em que todas as

componentes valem 1. O valor que usamos para a tolerancia foi de 10™2°.

As matrizes de transferéncia foram armazenadas em arquivos de texto, com cada
linha composta por 4 nameros: o indice do estado inicial (i), o indice do estado final (j),
0 expoente da fugacidade de mondmeros internos e o expoente da fugacidade de
mondmeros externos. Para o célculo do produto da matriz de transferéncia A por um
vetor y, o conteddo do arquivo de texto com as informacbes sobre a matriz foi
armazenado em 4 vetores: o vetor | dos indices i, o vetor J dos indices j, um vetor E;
para 0s expoentes de zi e um vetor E; para os expoentes de ze. Para um arquivo de texto
com nl linhas, cada um desses vetores tem nl componentes. Se a matriz em questdo tem
dimensdo nest (ou seja, se ha nest possiveis estados para a largura correspondente), o
vetor y e o vetor p, correspondente ao produto de A por y, tém nest componentes cada

um; o vetor p pode ser calculado da seguinte forma:



90

Para k variando de 1 a nl:

p(1(K)) =p(1(k)) +x(I(k))z," (k)ZeEe(k)

Os valores de zi e ze sdo argumentos de entrada para a fungéo que implementa o
método da poténcia, tendo sido determinados previamente pela solucdo do sistema
(4.22) pelo método de Newton-Raphson.



Apéndice D — O Método da Biseccao

Trata-se de um método numeérico para a solugdo de uma equacdo nao-linear [27].

Foi empregado para a solugéo da equacéo (4.27).

Inicialmente, é preciso estimar um intervalo [Xi,X2] no qual esteja a raiz. O

método consiste em estreitar esse intervalo sucessivas vezes, até que |x, —X,| <&, sendo
¢ a tolerancia desejada (no nosso caso, £=10"). Se a raiz estd no intervalo, ent&o

f(x)f(x,)<0. Para estreitar o intervalo, calcula-se f(x,), onde x, :%(x1+x2). Se

f(x,)f(x) <0, o intervalo passa a ser [xs,Xz2]; se f(x)f(x;) <0, o novo intervalo é

[X1|X3]'
Uma vez obtida a tolerdncia desejada para o tamanho do intervalo, a raiz é igual a

1
E(X1+X2)'

O programa para a solugdo da equacdo (4.27) e o posterior calculo da entropia

na rede cheia pode ser esquematizado da seguinte forma:

Definicdo do valor de <M>
Calculo de p, (equagdo 4.29)
Estimativa do intervalo [X1,X2]

Chamada da subrotina que implementa o método da bisecgdo (entradas: <M>, p., X1 €

Xp; saida: z)

Calculo da entropia (substituigdo de z na equagdo 4.28)

A solucdo da equacdo (4.27) exige o conhecimento de derivadas numéricas do
maior autovalor da matriz de transferéncia; assim, a funcdo que calcula o maior
autovalor da matriz faz parte deste programa, sendo acessada a partir da subrotina que
implementa 0 método da biseccdo. Entretanto, neste caso particular em que a rede esta
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cheia, o que se considera € uma matriz de transferéncia modificada, para a qual s
contribuem os elementos da matriz original que correspondem a configuracdes em que
todos os sitios estdo ocupados. Vale dizer: somente os elementos da matriz original em
que a soma dos expoentes de zi e ze € igual a L (largura da tira) contribuem para esta
nova matriz. A variavel z é entdo determinada como indica a expressdo (4.23); por
conveniéncia, atribui-se arbitrariamente a ze o valor 1, de modo que z=zi e, portanto, 0
expoente de z é também o expoente de zi. As linhas do arquivo de texto que contém a

matriz de transferéncia para a rede cheia sdo, entdo, da forma
i J Zi ezi

onde i € o indice do estado inicial, j é o indice do estado final, zi=z ¢é a fugacidade dos

mondmeros internos e ezi, 0 expoente de zi.



Apéndice E — O Teorema de Perron-Frobenius

Este teorema estabelece que o maior autovalor de uma matriz finita, em que

todos os elementos sdo positivos definidos, ndo é degenerado [28].

Seja A, 0 maior autovalor da matriz A e u; 0 autovetor correspondente, que
maximiza (u,|A|u,), sujeito & condicéo de normalizagdo (u,|u,)=1. Posto que todos
os elementos de A sdo positivos, se alguma componente de u; fosse negativa seria

possivel aumentar o valor de (u,|A|u,)trocando o sinal dessas componentes; portanto,

ndo hd componentes negativas em us.

Tem-se ainda que Au, = Au, e, como todos os elementos de A sdo positivos,

nenhuma componente de ul é nula.
Logo, todas as componentes de u; sdo positivas.

Consequentemente, u; € Unico, porque ndo pode haver dois vetores ortogonais

com todas as componentes positivas.
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