INnsTITUTO DE Fisica

Universidade Federal Fluminense

Wanessa Sarzédas Marques

Correlacoes Tripartites no Oscilador Paramétrico Optico

Niter6i

2011



Wanessa Sarzédas Marques

Correlacoes Tripartites no Oscilador Paramétrico Optico

Tese apresentada ao Curso de Pos-Graduagao
em Fisica da Universidade Federal Fluminense,
como requisito parcial para obtencao do Titulo

de Mestre em Fisica.

Orientador:

Prof. Dr. Kaled Dechoum

Niter6i

2011



“O universo nao foi feito & medida do ser humano, mas
tampouco lhe é adverso: é-lhe indiferente.”

Carl Sagan



Agradecimentos

Uma dissertacao de mestrado, ao contrario do que muitos possam pensar, nao é construida so-
mente com nossa propria dedicacao, mas ela se faz com a ajuda de pessoas, as quais muitas vezes,
sequer imaginam que desempenharam um papel fundamental para seu desenvolvimento. Seja
diretamente, através dos conhecimentos compartilhados ou indiretamente, por proporcionarem
apoio emocional e compreenderem os muitos momentos que nao pude estar presente. Meus
sinceros agradecimentos:

A Deus.

Aos meus amados pais, Maria de Fatima e Vagner, pelo lar sélido e acolhedor que me pro-
porcionaram, por terem tornado tudo possivel. Em especial gostaria de agradecer a minha mae
pela sua admiravel fé com suas incanséveis oracoes pelo meu sucesso.

Ao meu, hoje, esposo Victor, que sempre conseguiu se fazer presente, mesmo distante. Por seu
carinho e atencao dedicados, por ouvir as lamentacoes feitas nos momentos de improdutividade
e, nao menos importante, por aguentar os momentos de euforia acompanhados das tentativas de
explicar-lhe mecanica quantica.

Ao meu orientador, professor Dr. Kaled Dechoum, a quem tenho profunda admiracao, tanto
por ser um grande pesquisador como também pelo grande mestre que é, sempre disposto a ardua
tarefa de ensinar.

Aos que ingressaram na faculdade comigo e se tornaram grandes amigos; Ale (Alexandre
Lima), por ser um exemplo de dedicacao e disciplina, por toda ajuda com a parte computacional
requerida neste trabalho; Rapha (Raphael Dias), pelo impressionante raciocinio 16gico, sempre
abordando questoes pertinentes, as quais enriqueciam meu estudo, e por tornar meus dias mais
divertidos com sua excelente habilidade de fazer piadas em qualquer situagao; Day (Dayanne
Fernandes), amiga desde o colegial, obrigada por todo apoio e amizade; Carol (Carolina Vannier)
e Igor (Igor Tuche), pelas pessoas centradas e brilhantes que sdo, obrigada por tantas davidas
esclarecidas.

Aos amigos do grupo de Optica Quantica que ainda ndo mencionei, Cadu (Carlos Eduardo),

Cleidson Castro, Daniel Brod. Aos amigos que tive o prazer de conhecer cursando as disciplinas

i



do mestrado, Marlon, Gabriela, Daiara, Ingrid, Vitor, Angelo, agradeco pelo 6timo ambiente
de estudo que propiciaram. Quero agradecer também aos queridos, Diego Barbosa e Victor
Monteiro, por todo carinho e atengao dedicadas.

Aos meus professores por todos os ensinamentos, em especial ; Antonio Zelaquett, Ernesto
Galvao, Marco Moriconi e Daniel Jonathan pelo comprometimento com o ensino e clareza em
suas explicagoes.

Agradeco também aos funcionarios do Instituto de Fisica que desempenharam com competén-
cia suas atribuicoes, tanto o pessoal da limpeza quanto da coordenagao, sempre prestativos.

Por fim devo agradecer a CAPES pelo apoio financeiro que possibilitou a elaboragao deste

trabalho.

il



resurno

Nesta dissertacao analisamos as propriedades das correlacoes de trés modos do campo
eletromagnético acoplados em um oscilador paramétrico 6ptico nao degenerado. Nosso trata-
mento utiliza expansao perturbativa das equacoes de Itd derivada da representacao P positiva
da matriz densidade. Propomos um novo critério de separabilidade para trés modos descritos
por variaveis continuas, uma vez que os critérios disponiveis sao insensiveis a estes tipos de cor-
relacoes, e concluimos que os tres modos acoplados no oscilador paramétrico 6ptico operando

abaixo do limiar de oscilacao sao totalmente inseparaveis.
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abstract

We analyze the three modes correlations properties of the electromagnetic field in a
nondegenerate optical parametric oscillator. Our treatment utilize perturbative expansion of
the 1t6 equations derived from the positive P representation of the density matrix. We propose
a new criterion of separability for three modes described by continuous variables, since the
available criteria are insensitive to this kind of correlations, and we conclude that the three
coupled modes in the optical parametric oscillator operating below the oscillation threshold are

totally inseparable.
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Capitulo 1

Introducao

Em 1935 Eisntein Podolsky e Rosen (EPR) apresentaram um problema que levantaria davida
sobre a validade da Mecanica Quéantica [1] questionando um de seus pilares, o Principio de In-
certeza de Heisenberg. Porém tal questionamento direcionou os olhos da comunidade cientifica
para um dos aspectos mais intrigantes desta teoria, o que denominamos hoje de emaranhamento,
uma correlagdo entre variaveis conjugadas de um sistema mais forte que qualquer correlacao clas-
sica possivel, onde a informacao contida no sistema global é maior do que a soma da informacao
contida em suas partes, um fenémeno surpreendente que tem sido amplamente explorado para
o desenvolvimento conceitual de protocolos de informacio quéntica [2|, as vezes implementados
em laboratorios, ou mesmo para fins comerciais como ocorreu com a criptografia quantica [3].

Estados emaranhados constituidos de duas partes, ou bipartites, é o ponto de partida como
o sistema mais simples para correlagoes quanticas capazes de produzir tais protocolos. Inicial-
mente o emaranhamento bipartite era produzido em observaveis de espectro discreto, como por
exemplo, momento angular de spin, isto por causa da dificuldade em projetar um experimento
real nas varidveis originais propostas por EPR, onde os autores idealizaram um estado contendo
duas particulas emaranhadas em posicao e momento. A solucao para este problema surgiu
concomitantemente a investigacao das propriedades quanticas da luz, onde a quantizacao do
campo eletromagnético descrito por quantidades mensuréveis, apresentada no capitulo 2, trouxe
o surgimento das quadraturas de fase e amplitude, operadores que possuem a mesma forma dos

operadores de posicao e momento do oscilador harménico quantico.
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Uma eficiente maneira de produzir estes estados emaranhados em quadraturas é através do
processo de Conversao Paramétrica Descendente, oriundo da interacao de um feixe de laser com
um cristal nao linear, cortado adequadamente e posicionado no interior de uma cavidade formada
por espelhos. Este aparato recebe o nome de Oscilador Paramétrico Otico justamente por ter sua
oscilacao dentro da faixa das frequéncias oticas, quando o sistema estd operando acima de um
limiar, pois abaixo deste nao ha oscilacao apesar do processo continuar ocorrendo, porém agora
nao mais com a producao de dois feixes com a soma de suas frequéncias dada pela frequéncia do
feixe de laser e sim pela geracao de fotons evidenciados pelos espacados "clicks"nos detectores,
o estudaremos em mais detalhes no capitulo 4 desta dissertacao.

A producgao de emaranhamento bipartite pelo OPO para seus modos convertidos, ditos sinal
e complementar, ja foi prevista e constatada experimentalmente para seus dois regimes de ope-
racao, acima [6] e abaixo [5] do limiar, através da violagao de uma desigualdade constituida pela
soma das variancias de operadores tipo EPR, proposta por Duan et al [7].

No entanto, para desenvolver protocolos mais sofisticados, é necessario o uso de estados
emaranhados de muitas partes. A dificuldade seguinte é tentar encontrar fontes de emaranha-
mento de muitas partes. A primeira idéia neste sentido, veio dos autores Greenberger, Horne,
e Zeilinger (GHZ) sugerindo o estado GHZ [8], utilizando varidveis discretas (variaveis de spin)
mostrando um emaranhamento tripartite com base em medicoes de produto de trés varidveis,
mas na verdade muito dificil de implementar. Porém, a implementacao dessa idéia usando vari-
aveis continuas, com graus de liberdade dos modos de campo, parece bastante viavel desde que
j& bem conhecidas as técnicas de homodinagem. Hoje existem alguns dispositivos que podem
gerar estados emaranhados multipartidos de uma forma relativamente facil e, em particular o
OPO tem sido amplamente explorado nesta tarefa ao incluirmos as correlagoes geradas pelo feixe
de bombeamento.

A interacao nao linear entre os modos no interior da cavidade do OPO sugere a possibili-
dade de ter um emaranhamento entre os trés modos e também a possibilidade de controlar as
correlagoes bipartites entre sinal e complementar manipulando um terceiro modo, o modo de
bombeamento. As correlagoes quanticas entre as partes devem mudar em funcdo das estatisti-

cas, do perfil espacial e de outras caracteristicas passiveis de controle do modo de bombeamento,



como foi observado em muitas experiéncias baseadas em conversao paramétrica descendente.

Na verdade, o emaranhamento dos modos de bombeamento, sinal e complementar foi previsto
no regime intenso, acima do limite de oscilagdo do OPO, e experimentalmente gerados [9]-[11]. As
correlacdes tripartite foram analisadas de acordo com os critérios de P. van Loock e A. Furusawa
[12], extendidos do critério bipartite, com base na correlacao de cada duas partes (quadraturas)
entre os trés modos. Além disso, existem outros experimentos que geram estados emaranhados
tripartites de varidveis continuas obtidos pela mistura de estados de vacuo comprimido através
da utilizacao de elementos de 6ptica linear [13].

No entanto, pouca atencao tem sido dada para as correlagoes tripartites no OPO operando
abaixo do limiar de oscilagao [14], mas foi nesses estudos de tripla coincidéncia entre as quadra-
turas que foram propostas medidas no sentido de comparar correlacdes classica e quantica. A
dificuldade experimental reside no fato de que é necessario a homodinagem de trés quadraturas
e detecta-las em coincidéncia. Essa dificuldade é superada quando o OPO opera acima do limiar,
pois existe uma técnica inteligente de auto-homodinagem que nao tem a necessidade de utilizar
o bombeamento como referéncia [4]. E importante notar que foi no regime abaixo do limiar onde
o vacuo comprimido foi revelado, e onde as variaveis EPR foram primeiramente detectadas.

Nesta dissertacao analisaremos as correlagoes triplas entre os modos bombeio, sinal e com-
plementar para o OPO operando abaixo do limiar. Nés a estruturamos da seguinte maneira:

No capitulo 2 apresentaremos os conceitos basicos que constituem a base fisica e matemaética
desta dissertacao.

No capitulo 3 abordaremos os métodos matematicos necessarios para tratar problemas de
mecanica quantica em sistemas abertos.

No capitulo 4 definiremos emaranhamento e apresentaremos os critérios de separabilidade
para sistemas bipartites proposto por Duan et al e extendido para sistemas tripartites por P.
van Loock e A. Furusawa.

No capitulo 5 iremos descrever detalhadamente um sistema aberto em particular, gerador de
emaranhamento, o ja4 mencionado Oscilador Paramétrico Otico, onde faremos seu tratamento
classico e quantico.

No capitulo 6 nos calculamos, usando uma abordagem perturbativa, todos os resultados de



medicoes em coincidéncia tripla, a fim de verificar se as correlacoes entre os componentes dos
trés modos do campo estao associados a presenca de emaranhamento. No6s mostramos que, neste
caso, os critérios de van Loock-Furusawa falham na deteccao de tal emaranhamento, e devido
a este fato inconclusivo e a falta de um critério para este caso, mostramos que algumas corre-
lacoes violam desigualdades tripartite de Cauchy-Schwarz, esperando que a matriz densidade do
sistema seja fatoravel, revelando assim a natureza de emaranhamento dos trés modos do campo
eletromagnético.

Por fim no capitulo 7 faremos uma breve conclusao.



Capitulo 2

Bases Fisicas e Matematicas para esta

dissertacao

A quantizagao do campo eletromagnético fez-se necesséria para a compreensao de efeitos
nao classicos da luz advindos de sua interacao com a matéria, tendo seu marcante inicio com
o efeito fotoelétrico explicado satisfatoriamente em 1905 pelo fisico alemao Albert Einstein e
rendendo-lhe, posteriormente, o prémio Nobel em Fisica.

Esta nova forma de enxergar a luz, juntamente com a descoberta do laser, possibilitou o
surgimento de uma nova area da fisica, a Optica Quantica.

Apresentaremos neste capitulo introdutorio, a quantizacao do campo eletromagnético e al-
guns estados do campo: os estados de Fock, gerados pelo operador niimero; os estados coerentes,
gaussianas provenientes de deslocamentos efetuados no estado fundamental do oscilador har-
monico e; os estados comprimidos que apresentam, para alguma de suas varidveis conjugadas,

um valor inferior ao limite quantico a custo de uma aumento na variancia da outra variavel.

2.1 Quantizacao do Campo Eletromagnético

A forma como sera apresentada a quantizacao dos campos foi desenvolvida inicialmente
por Fermi [19] e Dirac [20]. Primeiramente encontraremos a dindmica para os campos elétrico e

magnético através das equagoes de Maxwell com o auxilio de um artificio matematico, o potencial



vetor, permitindo-nos assim escrever o hamiltoniano do campo livre, o qual tera sua quantizacao
efetuada pela substituicao de varidveis candnicas por operadores hermiteanos. Obteremos como
resultado uma superposicao de osciladores harmonicos independentes, cada qual representando

um dos continuos modos de oscilacao dos campos.

2.1.1 Hamiltoniana do Campo Livre

O primeiro passo para quantizar o campo eletromagnético é encontrar o seu hamiltoniano.
Sabemos que a energia para este é no sistema MKS descrita por:
1 B2(r,t
H = —/ |:€0E2(I’,t) + B(r.?) dv (2.1)
2 )y Ho
com os campos elétrico E e magnético B, dados pelas equagoes de Maxwell que no espago vazio,

ou seja, no vacuo e na auséncia de fontes, possuem as formas,

VXE= —%%—]?, (2.2)
VxB - %%—f, (2.3)
V.E =0, (2.4)
V.B = 0. (2.5)

Tomando o rotacional de (2.2) e substituindo (2.3), noés obtemos V x (V x E) =
—c20%E/(0t)2. Usando a identidade matematica V x (V x v) = V(V.v) — V?v e considerando
(2.4), encontramos a equacao de onda para o campo elétrico:

10°E

V°E — Sz =0 (2.6)

Utilizando passos analogos podemos obter a equacao de onda para o campo magnético.



Torna-se conveniente definirmos os campos em funcao do potencial vetor A. Para isto nos

usaremos o calibre de Couloumb V.4 = 0,

0A
B=VxA E=——. 2.7
<A = 2.7
Assim, temos a equacao de onda para o potencial vetor,
1 0%A(r,1)

V2A(r,t) = (2.8)

¢z Ot?
A fim de encontrarmos as solucoes para os campos E e B expandiremos o potencial vetor em
uma soma de ondas planas monocrométicas. Para satisfazer as condigoes periddicas existentes,

consideramos o campo confinado num cubo de aresta L.

1 ik.r 2
A(I', t) = W zk: Ak73€ €ks (29)

com as componentes do vetor de onda k assumindo valores discretos k; = 27n;/L para n; inteiro
e €xs um vetor unitario de polarizacao. Sendo V.A = 0 consequentemente k.¢ = 0 entao temos

que para um determinado valor de k teremos dois possiveis versores €y,

frs b = 055 (2.10)

A definicao dos versores éxs como versores complexos permite considerar ondas com polarizacao
circular e linear.
Substituindo a expansao de A na sua equagao de onda e assegurando que Ay, = Aj, para

que o potencial vetor seja real obtemos a solucao para as amplitudes:

Ay () = i ge Wi gt (2.11)

Desta forma, o potencial vetor pode ser escrito como,

10



1 . , .
Afr,t) = —mzk: chsgksel(k'“”’“” + [c_ksg_ksel(_k'r_wkt)}

= \/;TZ Z [uk@(t)eik'r@ks + c.c.] (2.12)

com Uy (t) = cpse”“* e c.c. 0 complexo conjugado da func¢ao anterior.
Substituindo diretamente em (2.7) encontramos as expressoes para os campos elétrico e

magnético:

1 : ik.r * ok —ik.r
E(r,t) = \/EOTEI{:ZM% [tnes () excs€™ ™ — u(t)f e ™ "] (2.13)

B(r,t) = \/%Z D e () (k X 1) ™™ — u(t) (k x e )e ™. (2.14)

Em posse dessas equagoes podemos finalmente obter o hamiltoniano,

= 23Sl (r) (2.15)

O expresseramos através de uma par de variaveis canonicas,

Gics (1) = s () + u, (1), (2.16)

Pres(t) = —icwpfus (1) — uie (1),

obtendo,

= 0505 () + e (1)) (217

Como podemos ver o hamiltoniano do campo livre ¢ constituido por um somatorio de os-
ciladores harmonicos independentes, cada um correspondente a um modo k, s do campo.
Até este momento usamos apenas mecanica classica para descrever a energia do sistema, a

quantizacao deste serd realizada no proximo topico.
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2.1.2 Quantizacao do Campo

Para quantizar o campo substituiremos as variaveis canonicas q e p por operadores q e p

que satisfazem as relacoes de comutacao:

s (t), Py ()] = 1o}, 0,y, (2.18)
[C}ks(w?(jk/s'(t)] = 07
[Prs(8), e ¢ (1)) = 0,

desta forma,

A= 303 [hut) + (1] (219

Por praticidade escolheremos trabalhar com os operadores de criacio e aniquilacio a' e @ em

vez dos operadores ¢ e p,

Ges(t) = \/% [dks(t) + &Ls(t)} : (2.20)
Pro(t) = @ s (t) =l (1))

note que estes novos operadores nao sao hermitianos e possuem as relagoes de comutacao

[aks(w, il (t)} = 5.6, (2.21)
la(t),af,, (0] = 0,
[dks(t), al, (t)} — 0.

Comparando (2.16) com (2.20) vemos que os operadores de criacdo a' e aniquilacao @, também

denominados operadores escada, correspondem as amplitudes complexas u*(t) e u(t), apresen-

tando a mesma dependéncia temporal,

L (1) = al, e, (2.22)



Em funcao destes operadores temos o hamiltoniano,

. 1
H= fiog [ aTa+ = | ; 2.23
S5t (14 5) 223
k s
com o primeiro termo correspondente a energia total de um modo com freqéncia wy e o segundo,
a energia do vacuo associada a ele, também dita flutuagao de ponto zero.

As expressoes para os campos elétrico e magnético sdo obtidas pela substituicao dos opera-

dores escadas nas amplitudes complexas em (2.13) e (2.14),

~- fuw S i(k.r—w ~ * _—i(kor—w
E(r,t) = Um E E 1 [aksekse (kr—wt) _ Q)4 Eres€ (k. t)} , (2.24)
k s

h C A i(kr—w ~ * —i(kr—w
B(r,?) = \/ WZ Zz [aks(k X €1s)e TN Gl (ke x e et t)} _
k s

Finalmente, encontramos as expressoes que descrevem o campo quantizado, mas pelo fato
dos operadores @ e a' ndo serem hermiteanos, por isso ndo denotarem observaveis fisicos, é
conveniente definir novas quantidades, mensuraveis, as quais sao denominadas quadraturas, para

representarem os campos.

2.1.3 Quadraturas do Campo

Definimos um operador generalizado de quadratura como a combinacao dos campos de criagao

e aniquilacao:

X(0) =a'e” + ae™ (2.25)

onde assumimos arbitrariedade na fase do campo incidente. Dois casos simples que iremos

utilizar nesta dissertacao sdo: § =0e 0 = 71/2

X=X(0) =a'+a (2.26)



Estes operadores sao equivalentes aos operadores de posicao e momento do oscilador har-
monico quantico, com

[XY] = 2, (2.27)

e as variancias destas quadraturas para qualquer estado, devem satisfazer a relacao de incerteza,

(AX2)(AY?) > 1. (2.28)
Dois exemplos onde o minimo de incerteza é estabelecido sao para os estados coerentes e

comprimidos, os quais veremos adiante. Ja para luz térmica o produto das incertezas sempre

traz um resultado maior que 1.

2.2 Estados de Fock

Os estados de Fock sao formados pelos autoestados do operador niimero que, para um dado
modo k, s do campo é descrito por
s = @) Oncs. (2.29)
Os autoestados deste operador formam uma base comum ao operador hamiltoniano do campo
livre,
ﬁks‘nks> = nks|nks>7 (230)
e seus autovalores ny, correspondem ao nimero de fétons contidos em cada modo e fornecem a

energia deste,

1
Eks = hw (nks + 5) . (231)

Pode-se descrever a atuacao dos operadores de criacao e aniquilacao usando a relagao de

comutagao destes com o operador niimero,

dksl”ks) = vV nks|nks - 1>a (232)
dz{slnks> = Vngs + ans + ]->7
al0) = 0. (2.33)
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demonstrando que a' introduz um féton no estado ks e ay, destréi um féton neste estado, sendo
nks inteiro, sua atuagao no estado de vacuo |0), onde nao existem fotons, tem resultado nulo.
Uma importante consequéncia disto é que a energia associada a este estado, como podemos ver
através de (2.31), nao é nula, e sim

1

(0| H|0) = Shw. (2.34)

Esta energia se manifesta como flutuacoes do campo na auséncia de fétons. Podemos ainda
representar qualquer estado de ntimero por sucessivas aplicacoes do operador de criacao no

estado de vacuo

(&T)nks
V Mks!

Por fim, os estados de Fock sao formados pelo produto dos estados de ntmero,

k) = 0). (2.35)

) = ] In). (2.36)
ou, em funcao do estado fundamental,

ATy s
) =[] <\/)_ 0) . (2.37)

Estes estados formam uma base completa e ortonormal,

> sl =1 = > n)(n| =1, (2.38)

<nk5’mk3> = 5nks7mk5 = <n‘m> = H 6nks>mks'
Os estados de Fock porém nao sao a forma mais adequada para representar o campo eletro-
magnético, isso porque nestes estados o nimero de fétons ¢ uma grandeza bem determinada

(A%h) = (A2) — (A)? = (n|(aTa)?|n) — (n]aaln)? = n? —n2 =0, (2.39)

consequentemente sua intensidade, que corresponde a uma de nossas quadraturas de interesse,

possui variancia nula, para que nao seja violado o principio de incerteza é entao necessiria uma
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variancia infinita,ou seja, completamente indeterminada, na quadratura conjugada, a quadratura
de fase.
Um estado mais adequado para a representacao do campo habitualmente gerado em labo-

ratorio sao os estados coerentes que serao estudados na proxima secao.

2.3 Estados Coerentes

Os estados coerentes sao formados pelos autoestados do operador de aniquilagao ao invés dos
autoestados do hamiltoniano, eles formam uma base continua de autovetores com um continuo
de autovalores. Para vermos algumas propriedades de estados coerentes analisaremos aqui o caso

monomodo, abandonando os indices ks. Temos entao a seguinte equagao de autovalor,

ala) = ala), (2.40)

sendo o um nimero complexo, ja que a nao é hermitiano.
Caracteristicas importantes sao encontradas quando decompomos estes vetores na base de

Fock,
ja) = (nla)ln) (2.41)

n

por aplicar o ket (n| na equacao (2.40) e usar as relagoes (2.32),
vn+ 1{n+ 1|a) = a(n|a) (2.42)

encontramos,
n

(nla) = —={0la) (2.43)

onde, impondo a normalizagao do estado «, tal que (0]a) = e~1°*/2 ohtemos,

o) = P2 5 j—;m. (2.44)

Mostrando que, se um sistema encontra-se em um estado coerente, o numero de fétons
contidos nele nao é uma grandeza completamente definida, permitindo-nos precisar dentro de

sua inerente incerteza, a fase do campo.
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A probabilidade de se medir n fotons neste estado é dada por uma distribuicdao poissoniana,

_ lap o™

p(n) = [{n|a)|* = p(n) (2.45)

n

E o valor esperado para o nimero de fotons,

(n) = np(n) = laf?, (2.46)
n=0
ou, utilizando a notacao de Dirac,
(alnla) = (alaldla) = a*alala) = |a?, (2.47)

que por sua vez ¢ igual a sua variancia, (A%0) = (n).

O Operador Deslocamento

A série de estados coerentes também pode ser obtida ao aplicar o operador deslocamento,
D(a) = eled'-e"a), (2.48)
no estado fundamental do oscilador harmonico,
la) = D(«)]0). (2.49)
Ele satisfaz as seguinte propriedades,
D'(a)a"D(a) = (a+a)",

Di(a)[a']"D(a) = (af +a*)™

Di(a)D(a) = 1. (2.50)

A ultima propriedade nos diz que este operador é unitario.

Um melhor entendimento sobre este operador é obtido quando representamos seu expoente em
termos dos operadores de coordenadas e momentos, onde é visto que ele provoca um deslocamento
no espaco de fase em qualquer sistema, e nao apenas no caso especifico do oscilador harmonico,

mas aqui nao entraremos nesta questao, para os interessados recomendo a referéncia [27].

17



Estados coerentes como uma base

Os estados coerentes formam uma base completa:

1
—/\a><a|d2a =1. (2.51)
7

Porém, ainda que possamos representar qualquer estado do campo através dela, ela nao é

uma base ortogonal:

(a|ar) = el—aloltara—glaf?) (2.52)

a denominamos base super completa. No entanto sua nao ortogonalidade é pequena, e para

grandes valore de o a exponencial em questao tende a uma delta, §%(a — o).

Relacgoes de incerteza de um estado coerente

Os estados coerentes sao os estados quanticos que mais se aproximam da descrigao classica do
oscilador harmonico. As varidncias das quadraturas para qualquer um destes estados, inclusive
o estado de vacuo, podem ser calculada através das equacoes (2.48), (2.49) e (2.50), sendo iguais
a,

~

(A2X) = (A%Y) = 1. (2.53)

Atingindo desta forma o limite imposto pelo principio de incerteza de Heisenberg.

2.4 Estados Comprimidos

Os estados comprimidos, ou do inglés squeezing states, sao estados que possuem uma variancia
em uma de suas quadraturas menor do que a variancia do estado de vacuo, ou seja, menor que
1. E importante peceber que, é o produto entre as incerteza que precisa respeitar tal limite, ndo
impedindo que a variancia em uma das quadraturas seja menor que 1, desde que a variancia
na outra seja grande o suficiente a fim de tornar o produto entre elas maior ou igual a um,

respeitando desta maneira o principio de incerteza de Heisenberg.
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Quando isto acontece, dizemos que uma quadratura sofreu uma compressao, enquanto a outra

sofreu um alargamento. O ruido em uma das quadraturas foi diminuido ao custo do aumento

do ruido na outra.

Os estados comprimidos sao gerados pela atuacao do operador de squeezing S,

S(€) = ex (€@~ (2.54)

em um estado coerente.

Estes estados sao produzidos por vérios processos 6ticos nao lineares, como por exemplo o

oscilador paramétrico 6tico, que serd estudado nos préximos capitulos.
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Capitulo 3

Mecanica Quantica em Sistemas Abertos

Neste capitulo faremos um breve apanhado do tratamento de sistemas quanticos via ma-
triz densidade e sua representacao no espago de fase, a qual nos auxiliara a resolver equagoes
diferenciais complexas onde operadores serao substituidos por funcoes classicas que poderao, em
alguns casos, serem interpretadas como distribuicoes de probabilidades. Dizemos que os sistemas

quanticos que fornecem tais distribuicoes possuem anélogo cléssico.

3.1 A Matriz Densidade

A matriz densidade é uma forma alternativa de se descrever um estado quantico, ela torna-se
particularmente importante quando lidamos com a falta de informacao sobre um sistema, neste
caso o vetor de estado nao poderd mais ser capaz de representa-lo.

A falta de informacao pode ser atribuida aos muitos graus de liberdade que um sistema pode
assumir ou quando este estiver por exemplo, acoplado a um reservatorio, o qual serd nosso foco
para esta dissertagao, estudar flutuacoes de energia dentro de uma cavidade o6tica.

Nestes casos uma descricao estatistica faz-se necessaria. Na mecanica estatistica um sistema
pode assumir varios microestados para um certo estado macroscopico. Se certamente o sistema
estiver em um dos microestados dizemos que ele representa um estado puro, e um vetor de estado
serd suficiente para descrevé-lo, por outro lado se o sistema puder estar em qualquer um dos

varios microestados com determinadas probabilidades, dizemos que o sistema se encontra num
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estado misto e um novo formalismo, que serd descrito aqui, ¢ indispensavel para sua descricao
quantica. Ele é especialmente importante, pois raramente sistemas do mundo real sao puros.
Se uma medicao de um observavel f for realizada num conjunto de sistemas idénticos, sa-

beremos apenas as médias dos valores quanticos pesados pelas probabilidades P;.

) =2 PO f1v). (3.1)

Para sermos mais gerais, precisamos considerar os termos fora da diagonal principal, pois
na mecanica quantica existem quantidades mensuraveis, como a interferéncia, que se encontram

fora dela.

) p k
=" PR e, (3.2)
ik

onde Py ; é a probabilidade de <\I/g)| f \\IJ(E@> contribuir na média estatistica de um observével f.

A transicao entre estas equacoes pode ser justificada se expandirmos o estado \I/g) em termos

de um conjunto completo ¢y,
O =" dlg. (3.3)
k

Desta forma, temos:

ZP Zak ak ¢k|f|¢k Z <Zpak)*ak‘> ¢k|f‘¢k> (3.4)

A expressao entre parenteses é uma probablhdade mais geral Py, contendo inclusive termos

nao diagonais. A equacdo (3.4) torna-se:

f) = Z Pa {0kl f|6n.)- (3.5)
K-

Interpretando os nimeros Py, como elementos de matriz de um operador p na base ¢,

Pri. = (ék|p|¢r.) obtemos para (3.5):

<f> = Z<¢km’¢k><¢k’f’¢k> (3.6)

kk>

Sendo ¢, uma base completa, Y, |¢x)(¢x| = 1, concluimos,
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<f> = Z<¢k|ﬁf|¢k> = Tr(ﬁf). (3.7)

k>
Este operador p ¢ chamado de operador densidade e pode ser definido como,

Zp(k)|¢k><¢k|a (3.8)

k

p
sendo assim, se obtivermos o operador densidade do sistema podemos extrair toda informagcao
relevante contida na sua fun¢do de onda, como o valor esperado de algum observavel f, sim-

plesmente tirando o traco do produto deste operador com o operador densidade, portanto, um

operador desse tipo é essencialmente equivalente a um vetor de estado.

3.2 A Dinadmica do Operador Densidade

A evolucao de um vetor de estado, de acordo com a mecanica quantica, é ditada pela equacao
de Schrodinger, mas como ja visto, este nao ¢ o formalismo adequado para representar um estado
misto, mas sim, a matriz densidade. Queremos aqui encontrar qual equacao governa a evolucao
deste operador.

Seja H(t) o hamiltoniano do sistema. A equagao de Schrodinger,

FOND) = i 1w(1) (3.9)

tem sua solucao representada por um operador de evoluc¢ao temporal U(t, ty), que transforma o

autoestado de algum momento inicial |¥)(¢y) num estado |¥)(¢) num instante t.
(W (t)) = U(t, to)|¥(to))- (3.10)

Este operador deve ser unitario para que haja conservacao da norma do estado.

Substituindo (3.10) em (3.9), obtemos,

ih%ﬁ(t,to) = Ht)U(L, L), (3.11)

que é uma equacao diferencial que nos permira encontrar o operador de evolucao temporal para

dois casos. O primeiro deles, um sistema fechado, isolado de interacoes, onde o hamiltoniano é
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independente do tempo, sendo a solugao obtida por uma integracgao direta de (3.11)
Ult, o) = e #t10=t0), (3.12)

aqui podemos perceber, olhando para (3.10), que o autoestado varia no tempo apenas por um
fator de fase, sendo assim o valor esperado de qualquer operador permanece inalterado com o

passar do tempo,
(W) AW(E)) = (RO (1) | AW (to)e HHE10) = (W(to)| AW (ko). (3.13)

O segundo caso retrata um hamiltoniano dependente do tempo e a solucao de (3.11) pode

ser representada através da exponencial ordenada no tempo,
~ it ) )
Ult, to) = T e 7o HE), (3.14)

onde T, denota um operador de ordenamento temporal cronologico, ordenando o produto de
operadores dependentes do tempo com a parte temporal dos argumentos aumentando da direita
para a esquerda conforme indica a seta.

Estamos aptos, agora que conhemos como o vetor de estado evolui no tempo, a obter a
evolucao da matriz densidade que para um estado misto, o ensemble estatistico quantico seréa

dado por:
= 2P I o oll (3.15)

sendo P(k) os pesos estatisticos e ]\I/(to)> os vetores de estados normalizados, aos quais sabemos

que possuem evolugao temporal de acordo com (3.10), logo,
ZP Ut to) [y (t0)) 0k (t0)| U (t,t0) (3.16)
que pode ser interpretado como:
p(t) =Ult,to) pto) UT(t, to) (3.17)

Para um sistema fechado, onde o operador unitario U é dado por (3.12) podemos integrar a

equagao de movimento deterministica para o operador densidade derivando (3.16),
op 0 0
50 = 2P | (Gl ) e 01+ 1) (Gt 1) (3.19
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onde, utilizando a equacdo de Schroginger (3.9) obtemos,

op L. 1 i
5= P L-—nH [ () (W ()] = = s (1)) (e ()| H (3.19)
k
de modo que podemos escrevé-la de forma mais compacta como,
o)
ot ih [H Q ”’@] ' (3.20)

Esta equacao é conhecida como equacao de Liouville-von Neumann, com intuito de dar énfase

a equacao de von-Neumann e a correspondente equacao classica de Liouwville

dp

o = (.o} (3.21)

3.3 A Equacao Mestra

Até agora analisamos a evolucao temporal do operador densidade para um sistema fechado,
sem mecanismos de perdas. Vamos aqui voltar atengao para sistemas abertos, como por exemplo
uma cavidade de espelhos com transmitancia nao nula. Neste tipo de problema podemos con-
siderar o sistema S a ser estudado como um subsistema de um sistema global, constituido pelo
sistema S acoplado a um reservatério R. A dinamica de S serd governada por suas variacoes
internas e pelo seu contato com o reservatorio.

Pode-se encontrar a equacao que dita a evolucao da matriz densidade p referente ao subsis-
tema S tirando o trago parcial da matriz densidade w que representa o sistema global R + S,
sobre as variaveis do reservatorio.

Obviamente w(t) representa um sistema fechado e com equagao de movimento dada por

dw(t) i
— = —ﬁ[H,w(t)] : (3.22)
H=Hs+Hp+V . (3.23)

Sendo Hg o hamiltoniano do sistema, Hr o hamiltoniano do reservatoério e V' a interacao entre

eles. Na perspectiva de interacao a equacao (3.22) torna-se,

24



dw(t) i
— = V)W) (3.24)

Assumiremos inicialmente que os estados do sistema e do reservatorio estao descorrelaciona-

dos,
w(0) = p(0)pr, (3.25)
onde pr é o operador densidade do reservatorio. Integrando a equagio (3.24) obtemos:

?

w(t) =w(0) — 7 /Ot[V(tl,w(tl)]dtl (3.26)
Iterando essa solugao encontramos,
w(t) = w(0)+ 3 <—%>n/0 dtl/oldtQ.../Onldtn V(t), V(). [V, wO)]]
"~ (3.27)

Obteremos o operador densidade reduzido do sistema calculando o traco sobre as variaveis

do reservatorio que em equilibrio térmico a temperatura T é descrito pelo operador densidade,

Fiw;blb; e
pr =] exp (—#) <1 - e_’%T) . (3.28)
J

Tomando seus valores médios encontramos,

p(t) = p(0) +g<—%)n/otdt1/0tldt2...

« /0 T V(R V() ... [V(ta) . pr @ O]}

1+ Uy () + Us () + .| p(0)

Un(t) p(0) (3.29)

U, () = (—%)nTrR/Otdtl /Otl dtg.../otnl ity V() [Vt V() pr@p(O)]]] . (3.30)
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Dali,

o) = (G + a0+ ) 0
= (GO + ) +..) U040
= L(@t)p(t) (3.31)
onde L(t) é o gerador das evolug¢oes temporais,
L(t) = (01 (t) + U (t) + .. ) U=(t) . (3.32)

Vamos assumir que V (¢) é tal que Trg (V(t) pr) = 0. Isso garante o fato de U;(t) = 0. Sendo
a perturbacao fraca podemos utilizar a aproximacao de Born, onde iremos ignorar termos acima
da segunda ordem de L(t). Assim até a segunda ordem de perturbagao temos,

t

L(t) p(t) = Ua(t) = =35 | dnTreV (), [V(h), prp(t)] (3.33)

Por fim, usaremos a aproximagdo Markoviana onde o operador p(t) no instante ¢ dependera

somente de um instante imediatamente antecessor t; ¢ nao mais de todo o intervalo 0 < t; < t.

d 1 [

G0 =g [ TV, V() pmol0)] (334

O proximo termo da série seria quadratico na constante de acoplamento. Como supomos que
ela & muito pequena podemos esperar que (3.34) seja uma boa aproximacao.

Vamos agora ver um exemplo de suma importancia. Iremos encontrar explicitamente a
equacao de evolucao da matriz densidade para o caso constituido de uma cavidade o6tica vazia,

tipo Fabry-Perrot. O hamiltoniano na representacao de interacao sera:

V(t) = h[a'T(t)e™" + all(t)e '] (3.35)

onde a e a' sdo os operadores de criagao e aniquilagao no espaco de Hilbert do Sistema (cavidade
otica). O reservatorio R é modelado como uma colegao de osciladores harmonicos com frequéncia

w; e seus operadores de criacao e aniquilagao b} e bj, que obedecem as relacoes de comnutacao

B1,8] = o
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O acoplamento entre os osciladores do reservatoério do sistema sao feitos através da con-

stante de acoplamento g; = gj(w). Usaremos a aproximacgdo de ondas girantes (rotating

wave aprorimation) onde negligenciaremos termos do hamiltoniano que oscilam muito rapida-

mente, nao contribuindo significativamente na média, essa aproximacao ¢ valida quando estamos

tratando de sistemas com pouco amortecimento, logo podemos escrever,

D(t) =) gibje ™" . (3.36)
J

Substituindo (3.35) na equacdo mestra na aproximacao de Born-Markoviana encontramos,

Ditt) = 7;2 At Tre [V(),[V(t1) , prd(t))
_ hl At Tra[V(8), V(1) prp(t) — prp(t) V()]
- / At Tra (V(0) V(1) prplt) =V (8) prp(t) V (1)

—V(t1) prp(t) V(£) + prp(t) V (t) V(1)) (3.37)

Por exemplo, tomando um termo tipico da equacgao acima

+

+

t
[ anTre (v Ve prito)
0
t . A . A . A .
/ dtlTn{ [ (1) ’w°t+dFT(t)e_’“°t} [a*r(tl)ewotl+ar*(t1)e—’w0f1] ﬁRﬁ(t)}

A A

n2ata T dt1 F F > eiwo(t+t1)

dt1<FT( ) L(t))g e+t

hQ T / dtl )> el’WO(t*tl)
0

t
R2aap(t) / dty (DT () DT (1) g €000 (3.38)
0

Analisando agora uma das integrais,

t
Lo / ity (1) Tty) g e0E+1)
0

= /dtlzglg] (bib;)g e iwittwit) giwo(tHt) (3.39)
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onde fizemos uso de (3.36). Convertendo a soma sobre todos os modos em uma integral,

d
> [ Soe) (3.40)
- 2T
onde p(w) é a densidade de estados na frequéncia w. Assim,

t > dw > dw
I = /dt1 —1P(w1)/ = plws) X
0

0 0 271— 27T
X g(wy) glws) (b (wy) b (ws))g e witHwsty) giwoltta) (3.41)

No caso em que o reservatorio estd em um banho térmico, sao validas as seguintes relagoes:

~

(b (@) b(we))r =0

(0 (w1) b (wa))r = 27N (w) & (wy — wy) (3.42)
Pela relacao de comutacao
[13,13*] 1= =140 (3.43)
o que implica em
(b(w:) b (w2) g = 27 (N(w) + 1) 8 (w1 — wa) (3.44)
pois
o o—lwi/KpT -
TT’R <prjbj) = m =N (wj, T) . (345)

Os termos nao nulos nas funcoes de correlagoes do reservatorio serao

EOT - = [ 52 (w) () N D
IOt —7)r = /000 (;—C;eimpz(w) G W) 1+ Nw,T)] . (3.46)

Retornando a equacao (3.37) e (3.38) obtemos a seguinte expressao para p(t).

d,é_z
at 2

(N +1) [2apa’ — a'ap — pata) + %N (2a'pa — aa'p — paa’) | (3.47)

onde v é uma constante ligada a dissipacao proprocional ao quadrado do nimero de estados

acessiveis ao reservatorio e a constante de acoplamento g; v o p?(w) e v o g.
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3.4 A Equacao de Fokker-Planck

De uma forma geral, a equacao (3.34) resulta numa equagao diferencial de operadores,

4
dt

sendo de dificil resolucao. Uma maneira de simplificar este problema é passando-o ao espaco de

ps = Fla,al), (3.48)

fase por intermédio da teoria das representagoes, trocando a matriz densidade por uma funcao
de quase probabilidade, por substituicdo dos operadores a e a' por varidveis complexas do campo
a e of. Como veremos na proxima secao sao diversas as representacoes possiveis, tais como P
de Glauber, Wigner, P positiva, entre outras. O critério para escolher qual utilizar é verificar
qual delas dard uma equacao de evolucao tratavel para a distribuicao de quase probabilidade.

A equacao que desejamos obter apos este processo é a famosa equacao de Fokker Planck
[33], que é uma equagdo de movimento que governa a evolugdo temporal de uma distribuigao
de variaveis aleatorias. Ela teve seu desenvolvimento motivado pela descricaio do movimento
Browniano (movimento irregular de pequenas particulas imersas numa solugiao) observado em
1828 pelo botanico inglés Robert Brown. Esta equacao teve suas aplicagoes extendidas para
outros problemas, inclusive a modelacao de flutuagoes no mercado de agoes.

Sem mais delongas, a equacao de Fokker Planck possui a forma:

_ Z a% Az, Z o a:cj Z,1)];; P (3.49)

com,

D(#,t) = B(Z,t)BT(z,1). (3.50)

Ela pode ser interpretada como uma equacao de difusao ditada pelo tensor de difusao D,

contendo um termo de arraste, dado pelo vetor de arraste A. No geral, ambos dependem das N
variaveis xi, Ts...T, = X.

Equivalentemente é possivel mapear de (3.49) as equagoes estocasticas de Ito, como descrito

detalhadamente em [22],
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onde dW ¢ o vetor incremento de Wiener e representa a parte aleatoria, tendo média nula.

Valendo as correlagoes,

(AW (£)dW;(£)) = 6,;6(t — t). (3.52)

3.5 Representacoes da Matriz Densidade

A representacao de um sistema quantico por uma func¢ao classica que nos dé resultados com-
pativeis com a mecanica quantica é o objetivo de estudo da Teoria das Representacoes. Devido
ao carater probabilistico inerente a teoria quantica serd necessario um conjunto de sistemas
classicos para representar um tnico sistema quantico.

Uma representacao classica da matriz densidade muito conhecida e utilizada é a fungao de
Wigner [16], que também pode ser definida em termos da transformada de Fourier de uma fun¢ao
caracteristica [32]. Uma motivagdo para esta distrubuicao so foi dada posteriormente, e pode
ser obtida no terceiro capitulo de [24].

Existem ainda outras formas de representar a matriz densidade por uma distribuicao clas-
sica. Podemos citar a sua representacao em estados de Fock, 1til quando estamos interessados,
por exemplo, na distribuicao de quanta do sistema sem nos preocuparmos com as fases, e sua
representa¢ao em estados coerentes, dita representacao de Glauber-Sudarshan [17], [18] que pos-
teriormente teve sua generalizacdo feita por [25], a qual veremos em mais detalhes devido sua

grande relevancia para esta dissertacao.

3.5.1 Representacao P de Glauber-Sudarshan

Esta representacao esta fundamentada no fato dos estados coerentes nao serem ortogonais,
como ja foi visto, eles constituem uma base mais que completa e consequentemente possibilitam

a expansao de p numa representacao diagonal |a) destes estados.

ﬁ:/P(Oz)|a>(a|d2a (3.53)
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com,

d*a = dRe(a)dIm(a),

o=z +iy = d°a = dady,

pois « é o autovalor de um operador nao hermitiano, podendo entao assumir valores complexos.

Poderiamos pensar em P(a)) como sendo uma probabilidade de ocorréncia do estado o, porém
o projetor |a)(a| ndo é em sua maior parte ortogonal, exceto pra casos em que |a — «’| > 1.
Para compreendermos melhor esta afirmacao podemos pensar no estado coerente em termos da
sua funcao de onda na representacao de posi¢ao, que é descrita por uma gaussiana, a condicao de
ortogonalidade do projetor significa termos as distribui¢coes gaussianas suficientemente afastadas,
a ponto da area de interse¢io entre elas ser praticamente nula, possibilitanto P(«) ser uma fun¢ao
de probabilidade.

Outra impossibilidade para esta consideracao é encontrada quando tratamos de estados do
campo em que P(«) assume valores negativos ou de extrema singularidade, interpretamos este
fato dizendo que o estado em questao nao possui analogo cléssico, porém ainda é possivel utilizar
esta funcao para obter informacoes sobre o sistema.

Ciente deste problema o proprio Glauber propde uma nova representacao descrita pela funcao

R,

5 iQ / / PadBR(a*, B)ezpl=el 1)/ (3] (3.54)
7r
a qual foi demonstrada sempre existir e ser inica, sendo R(a*, 3) analitica em o* e 3 [23]. Porém
esta representacao nao ¢ de grande utilidade pois normalmente nao se consegue a partir dela
chegar numa equacao de Fokker Planck para a evolucao desta funcao.

A fim de encontrar uma funcao bem comportada em todo o definido espaco de fase P. D.

Drummond e C. W. Gardiner propoem as fungdes P generalizadas [25] onde daremos enfoque

na proxima subsecao a uma delas, a positiva representacao P.
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3.5.2 Representacao P Positiva.

O objetivo desta representacao é encontrar uma nova funcao P que nao possua singulari-
dades e forneca uma matriz de difusao positiva semidefinida na equagao de Fokker-Planck. Esta
nova representacao é obtida por expansao dos operadores de projecao em estados coerentes nao

diagonais. Para isto defini-se a expansao de p,

o= [ Pla.p)a. B)du(a. p) (3.55)
Qa, B) = ) (B*]/({B7[)) = el =7 |0) (0], (3.56)

um operador de projegao analitico em «, 5 e P(«, ) a nova distribui¢do generalizada que sera
definida através do dominio de integracao du, sendo a representacao P de Glauber-Schudarshan
encontrada para du(a, 3) = 6*(a* — B)d*ad?B.

A representacao P positiva é o caso no qual o dominio é dado por todo o espago de fase
complexo, com

du(o, B) = d*ad?p, (3.57)

e (a, B) correndo o plano complexo de forma independente.
A média de qualquer operador representado pelos operadores de criacao e aniquilacao pode

ser obtida pela integracao,

(@yan) = [ P@pamdua. (3.58)

desde que o operador em questao esteja escrito em um ordenamento normal, ou seja, com 0s
operadores de criacao a' sempre posicionados a esquerda dos operadores de aniquilacao a, para
representar qualquer operador nesta forma basta usar a relagdo de comutagao existente entre
eles.

E demonstrado com o auxilio da funcio caracteristica que P(a, 3) sempre existe para um
operador densidade fisico |26], aqui nos deteremos a provar que esta fun¢ao pode ser escolhida

de forma a ser sempre positiva dada a existéncia de uma representacao P de Glauber.
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Tomando verdadeira a existéncia de uma funcao P de Glauber podemos definir a funcao real

e positiva,

1

Pyfa,8) = 1ge "V S B ol + 57)/2) (3:59)
Substindo (3.53) em (3.59)
P (a,B) = [4%2] / P'(v, a*)ellamalP/2=18" = ?/2] (3.60)

e evoluindo a equacao (3.55)

//Q(a,B)P+( ///dzo‘ Cjﬁr? O(a, B) P (v, a)ello—el?/2=1 —a?/2),

(3.61)
O operador Q(oz) ¢ analitico em « e [ por isto pode ser representado por uma funcao analitica

dada pela transformada de Fourier,

=5 /f (Sla=aP/2) 2 (3.62)
m

identificando esta forma na equacio (3.61) podemos trocar 5* e o por o,

// o f)dad'f = /|a o|Pl(a,a”)da = p. (3.63)

Ou seja, se a funcao P de Glauber existe para algum operador p entao existe uma funcao P

positiva definida dada por (3.59).
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Capitulo 4

Emaranhamento

Emaranhamento é uma propriedade puramente quantica de um determinado sistema fisico,
é um conceito totalmente contra intuitivo por termos uma visao classica inerente do mundo, a
qual nos faz confrontar duas de suas principais caracteristicas: o nao realismo e a nao localidade.
A primeira delas refere-se ao fato que nao podemos atribuir valores a observaveis fisicos antes
de medi-los, mesmo que o estado em questao esteja classicamente relacionado a algum outro. A
segunda nos informa que o valor de uma medida depende do resultado da medida realizada em
outro sistema fisico correlacionado quanticamente, mesmo que este esteja distante o suficiente
para que nao haja tempo de alguma informagao ser transmitida entre eles.

Estas caracteristicas consequentes da teoria quantica s6 foram percebidas ap6s um artigo
publicado por Albert Einstein, Boris Podolsky e Natan Rosen em 1935 [1],que tinha por obje-
tivo demonstrar, usando os principios de realidade fisica e localidade por eles definidos, que a
mecanica quantica era uma teoria incompleta.

Os autores propuseram um experimento onde duas particulas seriam preparadas num estado
onde a posicao relativa x1 — xo € 0 momento total p; + po tivessem valores bem definidos, estado
permitido pela teoria quantica, ja que os operadores expostos comutam e consequentemente
possuem uma base comum. Tais particulas seriam entao separadas de forma a nao existir
interacao entre elas, ou seja, uma medida realizada na particula 1 nao perturbaria a particula 2,
respeitando assim o principio da localidade, o qual Einstein expressa com as palavras: “ The real

factual situation of the system Ss is independent of with is spatially separated from the former”,
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sendo assim, através de leis de conservacao e considerando que posicao e momento tenham
realidades fisicas simultaneas, estas grandezas poderiam ser inferidas com precisoes arbitrarias,
sendo por exemplo, o momento da particula 1 determinado através da medicao do momento da
particula 2 e sua posicao determinada concomitantemente através de sua medida direta, o que
confronta diretamente a mecanica quantica, ja que posicao e momento sao variaveis conjugadas,
ou seja, variaveis que nao comutam e por isso devem respeitar o limite de incerteza previsto para
suas medigoes conjuntas.

O experimento proposto por EPR sem duavida intrigou a sociedade cientifica, mas projeta-
lo num experimento real nao era pratico. Por isso, como uma forma de medida mais viavel
experimentalmente D. Bohm em 1952 [28| traduz a questao discutida no paradoxo EPR em um
experimento baseado em uma variavel discreta, o momento angular. Discutiremos sucintamente
um experimento similiar ao proposto por Bohm.

Considere uma molécula constituida de dois atomos, cada um deles possuindo spin 1/2
preparada num estado total de spin zero, posteriormente a molécula é dissociada em um pro-
cesso, o qual nao altera seu estado de spin. Os atomos sao entao separados afim de nao mais
interagirem, da mesma forma agora poderiam ser inferidas concomitantemente, as componentes
conjugadas de spin desses atomos.

Baseado neste trabalho, J. Bell transcreve toda filosofia numa desigualdade matematica que,
se violada, demonstraria o carater nao realista-local da mecanica quantica, que foi mapeada
numa desigualdade menos abstrata e mais aplicavel por Jhon F. Clauser, Michael A. Horner,
Abner Shimony e Richard A. Holt [29] que ficou conhecida como desigualdade CHSH.

Uma das primeiras violac¢oes das desigualdades de Bell foi realizado em 1972 [30] usando
fotons emaranhados em polarizagao com energias proximas ao visivel.

Hoje um processo nao linear que sera dicutido detalhadamente no préximo capitulo, conhe-
cido como Conversao Paramétrica, demonstra através de variaveis matematicamente idénticas
as propostas por EPR, as quadraturas de fase e amplitude do campo eletromagnético que a
mecanica quantica definitivamente nao obedece aos principios de realismo e localidade. Os
testes feitos nestas quadraturas atualmente nao visam mais a demonstragao deste fato, mas sim

a deteccao de emaranhamento.
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4.1 Estados Emaranhados

A linguagem utilizada para descrever a Mecanica Quantica é a Algebra Linear. Os estados
de um sistema sao representados por funcoes de ondas e seus observaveis por operadores, que
matematicamente satisfazem a condicoes definidas por vetores abstratos e transformacoes line-
ares respectivamente. O espaco onde esta teoria é fundamentada denomina-se espaco de Hilbert.
Quando estamos tratando de um sistema constituido por varios subsistemas (57, Sa, S, ..., Sn)
o espaco global é definido pelo produto tensorial dos espacos de Hilbert associados a cada sub-

sistema.

H =H QH, @ H;®..Q Hy. (4.1)

Desta notacao surge a definicao de um sistema separavel, consequentemente de um sistema
emaranhado, ja que este serd definido pela impossibilidade de ser descrito de forma separavel.

Por questoes didaticas trateremos aqui separabilidade em estados puros e mistos separadamente.

Definicao 1: FEstados puros fatordveis sao descritos da forma,

[¥) = |1) ® [¥2) @ |¢h3) @ ... ® |9hw), (4.2)

sendo |1;) € Hj. Todo estado puro que nao puder ser escrito desta forma € dito emaranhado

Exemplos:
Estados emaranhados Estados nao emaranhados
|[@*) = 5 (|00) £ |11)) |®) = |0) ® [0)
() = 5 (101) £[10)) | [®) = 75 (|00) + [01)) = 5[0) ® (|0) + 1))
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Definicao 2: FEstados mistos sao emaranhados se, e somente se, nao permitirem uma descri¢ao
do tipo;
p= Zpipil ® piz @ piz @ ... @ pin, (4.3)

sendo p;; a matriz densidade pertencente ao espago de Hilbert H; e Y. p; = 1.

Exemplo:

Estado emaranhado Estados nao emaranhado

p=3lT WU+ NS | [p) = 3]00){00] + 7[01)(01] + £[10)(10] + F[11)(11]

O estado representado por (4.2) nada mais ¢ do que uma particularidade do estado (4.3)

quando p; = 1 e todos os estados dos subsistemas sao puros.

Dependendo do nuimero de subsistemas classificaremos o emaranhamento como bipartite,

para N=2, tripartite, para N=3 e multipartite para N maior que 3.

4.2 Critérios de Separabilidade

Dado um estado quantico geral p como definir se ele estd ou nao emaranhado? Tentar
escrevé-lo na forma (4.3) testando “infinitas” possibilidades certamente nao é o caminho mais
adequado. Na verdade esta questao em sua totalidade ainda encontra-se em aberto, o que temos
hoje sao critérios que na maioria dos casos sao suficientes para atestar emaranhamento, mas nao
necessarios, ou seja, em muitas situacoes nada podera ser concluido sobre o sistema.

Nesta secao apresentaremos dois destes critérios, os quais denominaremos Soma de Variancias

Bipartites e Tripartites, sendo este ultimo uma generalizagao do primeiro.
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4.2.1 Soma de Variancias Bipartites

Também conhecido como critério de separabilidade de Duan em homenagem a um de seus
autores, ele atesta a separabilidade de um sistema bipartite em variaveis continuas, propondo
um limite inferior para a soma das variancias totais dos pares de operadores tipo-EPR, ou seja,
os operadores referentes as posicoes dos subsistemas e seus momentos lineares. A desigualdade
encontrada apresenta um limite inferior que se violado podemos afirmar que o sistema é ema-
ranhado, dizemos que ela é suficiente para atestar emaranhamento. Caso os estados envolvidos
sejam gaussianos a condicao além de suficiente torna-se necessaria, ou seja, a nao violacao da
desigualdade significa que os estados sao separaveis, a prova é feita pelos autores em seu artigo
[7], mas nao entraremos aqui neste mérito, nosso objetivo é somente demosntrar a desigualdade
proposta.

Os operadores tipo-EPR sao:

. . 1,
u = \a!xl + a.’L’g, (44)
. . 1.
0 = lalpy — apg, (4.5)

onde a é um nimero arbitrario nao nulo.
Usar o parametro a nos permite minimizar o limite inferior, a fim de encontrar o menor valor

possivel para ele.

Iremos calcular a variancia destes operadores para um estado separavel que é expresso, como

j& visto na secao anterior, na forma:

p= szﬁn ® pi2, (4.6)
i
onde é assumido p;; e p;2 estados normalizados dos modos 1 e 2, respectivamente, e p; satisfazendo

> =1

A variancia do operador 1 é dada por:
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Note que até agora o calculo é valido para qualquer estado, separavel ou nao. O fato de p

ser separavel implica na igualdade (Z122) = (Z1)(Z2), pois,

Tr {f@wsep} = ZPiTT {@532 (Pil X )OiQ)} = ZPiTT {@pﬂ} Tr {ii‘QPiQ} .

Logo,

— (0)2. (4.8)

De modo analogo, a variancia do operador ¥ sera:

1 a
A\2 2/ 52 2 A\
((A0)7), = Z:pi (a (P1)i + ;(pﬁi) 20 Xi:pi(plﬂpz)
—(0); . (4.9)
Acrescentando e diminuindo os termos (3, pi(a):)*, (32, pi();)* & soma das variancias fi-

Camos COIm:

— (Z pi<@>i> : (4.10)



Aplicando o menor valor permitido pela relacao de incerteza, ((AZ;)*)+((Ap;)?) > | [2;5;] | =
1, para j=1,2, e a desigualdade de Cauchy-Schwarz; (37, p;) (32, pi(@)?) > (32, pil (@)i])? assegu-
ramos um limite inferior, em funcao do parametro a para um estado separavel:
1

+{(A0)), > a® + —. (4.11)

(Aa)’),

A desigualdade é minimizada para a=1 e finalmente chegamos ao critério de separabilidade

para sistemas bipartites em variaveis continuas,
N2 A2
((Aw)"), +((A2)7), = 2. (4.12)

No proximo tépico veremos a extensao deste critério para sistemas tripartites.

4.2.2 Soma de Variancias Tripartites

Focaremos aqui atencao para emaranhamento em sistemas tripartites. Primeiramente torna-
se necessario definir o que queremos dizer com emaranhamento tripartite. Dado um sistema
contituido de trés partes A, B e C, podemos definir quatro tipos de emanhamento, aqueles onde
um dos subsistema é separavel dos outros dois, temos aqui trés casos bipartites sendo AB, AC
ou BC inseparéveis; e o ultimo caso onde nenhuma das partes é separavel dizemos que este é um
genuino emaranhamento tripartite. Estes quatro tipos de emaranhamento agrupam-se formando

cinco classes [38]:

o (Classe 1: Estados totalmente insepardveis, sao aqueles os quais nenhum dos subsistemas

pode ser separado do sistema.

o (Classe 2: Estado de um modo biseparivel, temos apenas um caso de emaranhamento bipar-

tite, ou seja, apenas um subsistema pode ser separado.

o (Classe 3: Estados de dois modos bissepardveis, temos dois casos de emaranhamento bipar-

tite, ou seja, dois subsistemas podem ser separados do sistema.
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o (Classe 4: FEstados de trés modos bissepardveis, temos trés casos bipartites, ou seja, todos
as trés partes sao separveis do sistema. No entanto este estado nao pode ser escrito como

o produto tensorial de matrizes das trés partes.

o (Classe 5: Fstados totalmente separdveis, todos os trés subsistemas sdo separdveis nao

havendo nenhum emaranhamento bipartite.

O critério proposto por P. van Loock e A. Furusawa [12] nos dara indicios a qual classe um
dado estado pertence, ou a quais classes ele pode pertencer. Sua demonstracao é completamente
analoga ao critério da Soma de Varidncias Bipartites. Primeiramente calcula-se as variancias

dos operadores,
U = hi@y + holo + hay (4.13)
U = gip1 + G2D2 + g3Ds, (4.14)

com h; e g; parametros arbitrarios. Para o estado separavel na forma,
p= Z NiPikm @ Pim, (4.15)
i

com ), n; =1 e (km,n) alguma combinacao de (1,2,3). Aqui, p; pm ® p;,, indica que o operador
densidade é uma mistura dos estados ¢ com os modos k e m emaranhados ou nao, mas com o
modo n separédvel do resto.

Um estado totalmente separavel teria a forma:
p= Z NiPi1 @ Pi2 @ Pis. (4.16)

Veremos que o limite inferior da soma das variancias em 4 e © para o operador densidade
(4.15) esta abaixo do limite imposto pelo operador densidade dos estados totalmente separéaveis

(4.16), por isso assumiremos a representacao (4.15).

Seguindo os mesmos passos utilizados anteriormente, ou seja, aplicando a desigualdade de
Cauchy-Schwarz e a relacao de incerteza e impondo a separabilidade do modo n através das

igualdades (ZxZn); = (Tk)i(Tn)i € (Tm@n)i = (Tm)i(Tn); encontramos a relagao
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((A9)%), + ((89)%), = (|hngal + [hkgr + hingm|) /2, (4.17)

que gera trés desigualdades pela permutagao dos indices (k,mn) em (1,2,3),

(A@)%) ; + ((A0)%) 1 > (Ihagr] + |haga + hags]) /2, (4.18)
((AD)?) 5 + ((AD)*) 5 > (Ihagel + [higy + hags]) /2, (4.19)
((AG)?%) 5+ ((AD)%) 5 = (Ihags| + [hagy + hagal) /2. (4.20)

Para um estado completamente separavel (1.16) teriamos,

(AQ)°), + ((AD)%), = (1hugal + [gel + hangml) /2, (4.21)

pelo fato de valer aqui a igualdade (Z2.,); = (Tk)i(Tm)i-
Podemos facilmente perceber que o lado direito de (4.21) ¢ maior ou igual ao de (4.17) pois

os h; e g; podem assumir valores negativos. Por fim para um estado qualquer temos a relacao,
(A)%), + (AD)*), > (Bngn + hxgi + Bmgm) /2. (4.22)

Esta ultima desigualdade serd de suma importancia para nos ajudar a designar valores de
alguns dos parametros h; e g; para qualquer que seja o sistema fisico em questao. Pelo fato dos
operadores 4 e ¥ comutarem podemos escolher um conjunto de valores para os parametros a fim
de zerarmos o lado direito da equagao (4.22) encontrando, assim, maior violagao de (4.21). O
primeiro conjunto escolhido serd hy = —hy = g1 = go = 1 e hy = 0, que substituindo em (4.21)

nos dara a desigualdade,

(A% (21 — 22))p + (A (G0 + J2 + g303))p, > 4, (4.23)

que se violada, podemos garantir a existéncia de emaranhamento neste sistema. Para as de-

sigualdades de pelo menos um modo separéavel (4.18), temos em fun¢ao destes parametros,
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<A2 (i'l - i'2)>pse;al + <A2 (gl + gQ + g3g3)>p56p1 Z 47 (424)
<A2 (5%1 - j:2)>psep2 + <A2 (gl + gQ + 93g3)>Psep2 Z 47 (425)

<A2 (:%1 - i'2>>psep3 + <A2 (gl + Q2 + g3§3)>p8€p3 Z 0. (426)

Ou seja, sendo (4.23) violada podemos afirmar que os estados 1 e 2 ndo podem ser separados do
sistema, mas nada podemos dizer sobre o estado 3 por enquanto, por isso escolheremos um novo
conjunto de valores; hy = hy = g1 = —g3 = 1 e hy = 0, 0s quais zeram (4.22) e nos dao para um

estado completamente separavel a desigualdade,

(A2 + 23))p + (A (G — 3 + 9202)),p = 4, (4.27)
que gera,
<A2(i’1 + j3)>ﬂbissep1 + <A2(g1 - ?33 + 92g2)>pbissep1 Z 47 (428)
<A2(i'1 + '%3)>Pbissep2 + <A2(Q1 - Z)S + 92g2)>pbissep2 Z 07 (429)
<A2<§jl + £3)>Pbissep3 + <A2(:{;1 - g& + 92:{)2)>ﬂbi856p3 2 47 (430)

e nos permite concluir que se (4.27) for violada temos que os estados 1 e 3 s@o inseparaveis, mas
nada podemos afirmar sobre o estado 2.

Podemos agora testar as desigualdades (4.23) e (4.27) conjuntamente, se as duas forem
violadas, o sistema é emaranhado tripartite, pois os estados 1, 2 e 3 sao inseparaveis, mas
se apenas uma delas sofrer violacao ainda nos resta uma maneira de determinarmos se o sistema
possui este tipo de emaranhamento: testar, por exemplo, a combinagao hy =0 e hy = hy = g =

—g3 = 1, que nos fornece,

(A2 + 3)), + (A% (101 + G2 — §3))p = 4, (4.31)
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que se nao satisfeita, demonstra que os estados 2 e 3 sao inseparaveis, como podemos ver nas

equacoes abaixo,

<A2(£l + iS))Pbissepl + <A2(§1 - Z)d + 92Q2)>pbissep1 2 Oa (432)
<A2(i‘1 + i‘3)>pbz‘sse]22 + <A2<?)1 - gi’) + 92g2>>pbissep2 Z 4a (433)
<A2(fi1 + j3)>f7bissep3 + <A2(?J1 - g3 + 92g2)>pbissep3 2 4. (434)

Logo as desigualdades que nos permitem detectar emaranhamento tripartite sao:

<A2 (QA:l - ]Af'2)>psep12 + <A2 (gl + g? + g3g3)>psep12 2 47 (435)
<A2(iﬂ1 + i3)>psep13 + <A2(j&1 - @3 + 92g2)>p56p13 >4, (4-36)
(AQ(@ + Z3)) psep23 + <A2(91?)1 + 2 — U3)) psep2s > 4 (4.37)

Sendo duas delas violadas podemos concluir que o sistema ¢ emaranhado tripartite.

Lembrando que a violacao das desigualdades define inseparabilidade mas a nao violagao nao
nos d&4 nenhuma informagcao sobre o sistema, seguindo esta linha de raciocinio podemos identificar
a qual classe de emaranhamento um estado pertence ou a qual classe ele podera pertencer.

No caso em que pelo menos duas desigualdades foram violada podemos concluir que o estado
é de classe um, nao podendo ser descrito como o produto tensorial de nenhuma das partes
separadamente. Temos um genuino emaranhamento tripartite. Ja se apenas uma desigualdade
for violada, temos certamente duas das trés partes inseparaveis e nada podemos afirmar sobre
a terceira, sendo assim o estado pode ser de classe 2 ou de classe 1, mas se nenhuma delas for
violada ele podera pertencer a qualquer uma das classes sendo necessario um novo critério para
identifica-lo.

Até agora falamos o que é emarnhamento e como tentar identificA-lo mas ainda nao nos
pronunciamos como criar um estado emaranhado num laboratério, dentre outros mecanismos

temos o oscilador paramétrico 6tico que serd apresentado no préximo capitulo.
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Capitulo 5

O Oscilador Paramétrico Optico

O Oscilador Paramétrico Optico consiste em uma cavidade otica tipo Fabry Perrot, onde
temos um arranjo de espelhos semi-transparentes que permitem a entrada e saida das ondas
eletromagnéticas, além de um cristal nao linear em seu interior, o qual torna possivel a producao
dos feixes convertidos, denominados sinal (signal) e auxiliar, (idler), ou ainda, complementar, de
frequéncias w; e wsy, a partir do feixe de bombeamento (pump), de frequéncia wy, com wy maior

que wy e wy respeitando a conservacao de energia wy = wy + ws.

Cristal .
) nao-linear Complementar
Bombeio >

> >

Sinal

Figura 5.1: Oscilador Parmétrico Optico

O OPO é assim denominado por oscilar em frequéncias épticas, quando o feixe de bombea-

mento atinge uma poténcia caracteristica denominada, poténcia de limiar. No entanto, este
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sistema pode operar tanto abaixo e acima do limiar quanto no limiar de oscilagao.
Uma de suas grandes vantagens é ser um sistema sintonizdvel onde podemos escolher a
frequéncia dos feixes de saida alterando o acordo de fase com o cristal nao linear, ou mudando

a frequéncia do bombeamento.

5.1 Optica Nao Linear

Apos a demonstracdo do laser por Maiman [21] foi possivel observar fendmenos até entao
desconhecidos. Por ser uma fonte de luz coerente e emitir intensidades bem mais altas quando
comparadas com fontes incoerentes, numa faixa de frequéncia muito pequena, sendo conside-
rado uma fonte quase monocromatica que pouco diverge, foi possivel observar a geracao de um
feixe transmitido com o dobro da frequéncia do feixe incidente devido a sua interacao com um
cristal nao linear, tal experimento realizado em 1961 por Franken, Hill, Peters e Weinreich foi
denominado geracao de segundo harmonico e marcou o surgimento de uma nova area da fisica,
a Optica nao linear.

Esse ramo da fisica estuda fendmenos provenientes da modificagao das propriedades 6ticas
de certos materiais pela presenca da luz.

A polarizacao em um meio dielétrico é dada por:

(P(0): = o |07 By (1) + X By (O Bu(t) + X% i (D Ex() E(t) + ... (5.1)
onde x" é o tensor de susceptibilidade elétrica de ordem n, e deve ser representado por ten-
sores, ja que a direcao da polarizacao do cristal pode ser diferente da direcao da polarizacao do
feixe. O primeiro termo do lado direito da equagao ¢ bem conhecido e retrata a resposta linear
do material ao campo, ji os outros termos s6 foram percebidos através das altas intensidades
emitidas pelo laser, hoje em dia com a fabricacdo de materiais que favorecem o aumento das
susceptibilidades nao lineares podemos observar tais interacoes com intensidades mais baixas.
Nesta dissertacao nos deteremos aos processos gerados pela susceptibilidade elétrica de segunda
ordem, representado por x?). Sdo eles: a geracio de segundo harmonico e, a soma e subtracdo

de frequéncias, ou conversao paramétrica ascendente e descendente.
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Geragao de Segundo Harménico
Seja o campo elétrico referente no cristal descrito na forma:

E = Byl 4 cc. (5.2)
onde c.c. denota seu complexo conjugado.

A polarizagao nao linear de segunda ordem sofrida pelo cristal sera,

151@ = WEE (5.3)

—

— [E’OE’Oei(zR.F—%t) i EOES I c.c.] ’

onde o primeiro termo é responséavel pelo surgimento de uma onda eletromagnética com o dobro
da frequéncia da onda incidente, e o segundo origina um campo estacionario, provocando um
efeito ao qual chamamos retificacao otica.

A geracao de segundo harmonico pode ser usada por exemplo para produzir um feixe na

faixa do visivel a partir de um feixe infravermelho.

Conversao Paramétrica Ascendente e Descendente

Para que ocorra estes processos, classicamente é necessaria a incidéncia de dois feixes no

cristal, suponhamos um com frequéncia w; e outro de frequéncia wsy,

- —

E = E_:Olei(klﬁiwlt) + Eogei(k?Fint) + c.c. R (54)

que geram a polarizacao de segunda ordem,

P(2) (t) — EX(Q) [ E126—2iw1t + E22€—2iw2t + Elﬁ2e—i(wl+w2)t
+ B Eje '@t LR B 4 BB +ccl] . (5.5)
Nesta equacao podemos identificar os termos referentes a geracao de segundo harmoénico dos

feixes de frequéncia w; e wo, e suas respectivas retificacoes Oticas, e dois outros termos novos, o

primeiro deles,
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P(w —wy) = ex(2)EolEogei[<E1+E2)'F_(wl+“2)t] + c.c. (5.6)

origina a soma de frequéncias, onde um feixe com frequéncia (w; +ws) é gerado. Por fim o termo,

P(wy —wy) = ex(2)EOlEﬁSQei[(El:Q)'F_(“’l_w?)t} + c.c., (5.7)

denota a conversao parmétrica descendente, onde é gerado um feixe de frequéncia (w; — wy).

Vimos que a susceptibilidade elétrica de segunda ordem origina vérios processos nao lineares,
no entanto, é possivel favorecer apenas um fenéomeno através de um corte adequado do cristal.
E possivel fazé-lo de forma a provocar uma diferenca de fase destrutiva para os processos que
nao desejamos contemplar.

A CPD pode se dar de duas formas: uma estimulada, a qual necessita que dois feixes lu-
minosos interajam no meio nao linear para formar o terceiro, e outra espontanea, onde a CPD
ocorre com a insercao de apenas um feixe. Este fendémeno é puramente quantico e pode ser
explicado pela quantizacao do campo eletromagnético e sua consequente energia de ponto zero
de vacuo. Na verdade a CPD Espontanea é um processo estimulado, estimulado pelo vacuo

quantico.

5.1.1 Equagao de onda em um meio nao linear

As equagbes de Maxwell em meios dielétricos ideais, ndo magnéticos (u = pp) na auséncia de

cargas livres (p; = 0)sdo:

- - 0D
H = - :
V x T+50 (5.8)
4 OB
E = -~
V x 5

com J a densidade de corrente dada pela multiplicacao da condutividade o, que representa a

=

absorcao do meio, pelo campo E; J=0F e

D = eE+P, (5.9)

o]}
Il
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sendo D o vetor deslocamento e P a polarizacao elétrica do meio, descrita como uma soma de

um termo linear com um termo nao linear,

ﬁ = Goxlﬁ + ﬁNL- (510)

Substituindo as defini¢oes (5.10) e (5.9) em (5.8) encontramos,

VxH = B+ 2 (a@) L 9B (5.11)
VxE = —% (uoﬁ) , (5.12)

onde € = (1 + x!) €.

Para encontrarmos a equacao de onda tomaremos o rotacional de 5.12

VXVXE:—MO%<VXﬁ>, (5.13)

com V x H dado por (5.11) e utilizaremos a propriedade matemaética,
V x (Vx A) =V (V.A) - V34, (5.14)

obtendo deste modo a equacao de onda para o nosso sistema fisico na aproximagao V.E=0

825+ 9Py,
oz M o

= E
V2E = pio0—— + poe (5.15)

Esta equacao difere da equacao de onda no espago vazio somente pelo termo que envolve
a polarizacao nao linear do meio em questao, a qual é responséavel pelos processos descritos

anteriormente.

5.1.2 Equagoes de onda acopladas, CPD estimulada

Veremos aqui em mais detalhes o processo de subtracao de frequéncias.
Os campos de entrada, bombeamento e complementar, possuem frequéncias wy € wy; € 0

campo de saida, sinal, frequéncia ws.
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Para simplificar o problema adotaremos uma geometria colinear. Escolheremos o eixo de
propagacao sendo o eixo z, consideraremos os campos como ondas planas, consequentemente

sem componentes na dire¢ao de propagacao. Suas componentes Sao:

E§“°) = Awo)ekoz—wot) 4 ¢ o (5.16)
E](wo) — AWglbiz—nt) 4 o (5.17)
E]E:’JO) — A(WQ)e(kQ’waQt) + CC, (518)

onde os indices (i, ], k) representam as componentes de polarizagdo que no nosso caso podem
assumir as orientacoes (x,y). O termo de polarizagao responsavel pela geracao da diferenca das

frequéncias sera, para a componente j do complementar por exemplo,

[P]} = X AL (2) AL (2)lln -t o-r)s (519

com um somatorio sobre os indices repetidos subentendido. E importante ressaltar algumas sime-
trias do tensor de susceptibilidade elétrica, a simetria de permutacao, onde X?kj(CUQ,UJO,W1> =
X?ki(wo,wl,wg) = XZU (w1, wsa,wp), que pode ser deduzida a partir da densidade de energia do
campo, e a simetria de Kleimman, que propoe a susceptibilidade praticamente independente
da frequéncia, pelo fato das frequéncias envolvidas serem muito menores do que a mais baixa

frequéncia de ressonancia do cristal.

Substituindo (5.10) na equacéo de onda (5.15), onde a derivada temporal sera dada por 4 —
iw e aplicando a apoximagao do pacote lentamente varidvel, onde A; s6 varia apreciavelmente

ao longo de k;, ou seja,
d*A; dA;
oy ——2 2
dz? <<lldz ’ (5.20)

encontramos a equacao que modela a amplitude do feixe auxiliar considerando haver poucas
perdas no meio, desprezando assim o termo de absorcao,
0A,  ixwy

- = 2nch§AO€sz_ (5.21)
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Da mesma formar obtemos as equacoes para os campos sinal e complementar:

GAO . iXCL)O

— = Ajemiakz 5.22
0z 2noc 1 ’ (5.22)
0A;  ixws LiAK

_ A A* 7 z ' 2
0z 2nsc 041€ (5.23)

sendo A7 o complexo conjugado de A;, Ak = ko — ki — kg chamado desacordo de fase, e nj o

indice de refracao para o feixe j.

Casamento de fase

Supondo o comprimento L do cristal suficientemente pequeno de modo que Ag(z) e Ai(2)

sejam praticamente constantes em seu interior, entao

Ay(L) = A2(0)+/0L%dz (5.24)

. L
= 2 A / B
0

2nsc

; iIAKL 1
- Xt T2
2n9c IAK

com As(0) = 0 ja que inicialmente s6 temos a incidéncia dos feixes 0 e 1.

Sendo a intensidade do feixe proporcional ao médulo quadrado da amplitude, temos:

in? (AKL/2 AKL
[ (BRL2) a2 ( ) . (5.25)

(AKL/2)? 2
Vemos através do grafico (5.1.2) que ha méxima conversdo dos feixes incidentes no feixe de

saida, para Ak = 0, chamamos esta condicao de casamento de fase (phase matching).
Fisicamente podemos interpretar o casamento de fase da seguinte forma; a onda incidente

polariza o cristal fazendo com que suas moléculas passem a oscilar gerando uma nova onda em

fase com a primeira.

Para esta particular condi¢do temos a solugao das equagoes acopladas (5.21), (5.22):

o1



Figura 5.2: Intensidade do feixe convertido no OPO em funcao do desacordo de fase.

Ai(z) = Ajcosh(Agkz), (5.26)
Ay(z) = iAjcosh(Agkz). (5.27)
dada as condigoes de contorno,

Ap(0) = Ay = cte,
A1(0) = Ay = cte,

Relagoes de Manley Rowe

Definimos as intensidades dos feixes,

1
I; = gnjceol A, (5.28)
que variam ao longo do eixo z da forma,
d]j n;jcCeg dA; dA;
— = A= 4 AL, 5.29
dz 2 ( T dz 4 dz (5.29)

A partir das equagoes (5.21) e (5.22) podem ser deduzidas as equagoes de Manley-Rowe,

dl, dly I3
— +—+—=0 5.30
dz + dz + dz ’ ( )
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I 1 I
e () (@) () o
que nos mostram que a variacao nas intensidades dos campos A; e As sdo iguais, ja a variacao
de A3 ocorre negativamente a estas, indicando que toda intensidade perdida pelo bombeamento
amplifica as intensidades dos feixes sinal e auxiliar.

E importante lembrar que estas relacoes foram deduzidas das equacdes para meios sem perdas

sendo validas apenas sobre esta condigao.

5.2 Formalismo Classico para o OPO

Consideraremos o modelo de OPO em forma de anel, que é constituido por trés espelhos como
mostrado na figura, sendo dois deles ideais, ou seja, com refexdes unitarias e o outro chamado
de espelho de acoplamento o qual permitird a passagem do feixe incidente ao mesmo tempo que
permitird a saida dos feixes convertidos pelo OPO. Este espelho possui coeficiente de reflexao r;,
com o indice j correspondendo a frequéncia de cada feixe, bombeamento, sinal e complementar,

Jj=1(0,1,2).

out Crystal

Figura 5.3: Oscilador Parmétrico Optico em forma de anel.

Na aproximacao de grande finesse, onde consideramos pequenas perdas devido ao espelho de

acoplamento, permitindo-nos tratar os coeficientes de reflexdo e transmissao como,
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r; = e ~1—n, (5.32)

tj - (Z’Yj)l/zﬂ

com 7; < 1. A transmitancia e refletividade totais sao obtidas elevando estes coeficientes ao
quadrado, como exemplo, temos a transmitancia dada por T = 2v;.

As equagoes obtidas anteriormente para o meio nao linear foram deuzidas para os campos
considerados como ondas planas, a partir daqui trataremos de feixes gaussianos a fim de retratar
uma real situacao fisica em um laboratorio. Por conta disto algumas alteracoes serao necessarias.

Para um modo gaussiano os termos de polariza¢ao nao linear sdo descritos da forma:

e I
Fi(i) = axAi(2)As(z)e 0 ek
_ @A h
PP = axAn(m)Aj(z)e Tt (5.33)

@?+y?)

ey )
PQ(W)(F) = exAo(2)Al(2)e i AR
O parametro w; define uma dependéncia transversa de polarizacao e é dependente da cintura

(waist) dos modos acoplados. Sendo

— = —+ —, (5.34)
J

com j #k, k#1le (jk1)=(0,1,2).

Em consequéncia disto teremos um novo termo de susceptibilidade, chamado de susceptibi-
lidade efetiva que levard em conta a forma gaussiana do feixe. Ele depende da susceptibilidade
nao linear do cristal e da superposicao dos modos gaussianos . Sob as consideragoes que nao
ha acoplamento de diferentes modos transversos além de w ser constante ao longo do cristal e a

cintura do feixe estar no interior do meio nao linear temos que

= 5.35
Xetf Xwgw% + wiw? + wiw3 (5:35)

WoW1W2 < hwowlwg )

TEQC3NYNI N
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Com termo x englobando a dependéncia da polarizacao dos campos no meio nao linear e a
orientagao do cristal.
As novas equacoes que modelam as amplitudes dos campos para feixes gaussianos con-

siderando ainda uma geometria colinear na dire¢ao z, sao:

dag N

— = — Qa10ee ,

dz XeffQ10

da »

—— = Xepropazett, (5.36)
dz

das x iAkz

— agpase ,

dZ Xeff 0t

onde redefinimos o envelope lentamente varidvel através das varidveis complexas «;, agora nor-
malizadas, tendo seu modulo quadrado representando a taxa de fotons por segundo que atra-

vessam uma secao reta que contemple toda area do feixe.

N €0CTW?
a;(z) =4 WAJ‘(Z) (5.37)
J

Para saber o comportamento das amplitudes apos uma tnica passagem pelo cristal iremos
integrar as equacoes (5.36) considerando que o ganho total dos feixes foi pequeno permitindo a
aproximacao até a primeira ordem para a constante de acoplamento, temos as equacoes para os

campos,

, Akl
ao(l) = ap(0) — Ixeprarae” “sine <T) :
: Akl
a1 (1) = a1(0) + Ixepraoaze 2 sine (T) : (5.38)

, kl
az(l) = aa(0) + Ixes e “Hsine (T) :

Sendo [ o comprimento do cristal e a funcao sinc o seno cardinal, da qual podemos notar que
para um acordo de fase Ak = 0 ela atinge seu maior valor, sendo nesta condicdo o acoplamento
entre os campos maximo.

Agora que temos a variacao dos campos gaussianos ao passar pelo cristal podemos obter

as suas equagoes intracavidade. Tomaremos o OPO triplamente ressonante mostrado na figura
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(5.3), onde temos uma cavidade de comprimento total L.,, = L+, com [ sendo o comprimento
do cristal e L o comprimento livre restante em seu interior.

Apdés uma volta completa temos as amplitudes,

oy = 10 Py — g* (Ak)agas] + toad,
oy = re oy — g(Ak)agal] + tiat™, (5.39)

0y = a6 0y — g(AR)agai] + ol

que representa a superposicao do campo ap6s uma volta pela cavidade, retratado pelo primeiro
termo, com o campo imediatamente incidente, explicitado pelo segundo termo. A fungao g(Ak)

é escrita na forma,

AV AN
g(Ak) = Ixesssinc <7> iAk/2 (5.40)
tendo o seno cardinal valor maximo para seu argumento nulo, temos que quando alcancamos
o acordo de fase, Ak = 0 h4 um méaximo acoplamento entre os feixes. Podemos enxergar o
desacordo de fase Ak como um modulador do novo coeficiente de acoplamento.
Por fim a fase ¢; em (5.39) é devida as defasagens sofridas pelos campos em seu percurso.

Somando a fase acumulada na propagacao no espaco livre e no cristal temos,

¢ = %(njl + L) = 2p;7 + 66);. (5.41)

Aqui escrevemos a fase como um miltiplo de periodos completos p; adicionada a uma des-
sintonia d¢;, com d¢; < 27.

Considerando pequenas perdas podemos levar em conta a absorcao do cristal, difracao por
irregularidades no espelhos, reflexdo na interface cristal/ar, entre outros mecanismos de dissipa-
¢ao como uma "transmissao"extra ¢t = e #, incorporando-a aos coeficientes de reflexdo fazendo
Vi ;= My

Tomando as pequenas dessintonias normalizadas pelas perdas,

Aj =695/}, (5.42)
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podemos calcular os valores médios dos campos,

agyp[l —ido] = —garas +/oag’, (5.43)
aryi[l —id] = gagas, (5.44)
[l —iAs] = gagar. (5.45)

Através destas equacoes classicas podemos identificar o limiar de oscilacdo dos campos.

Condigao de Oscilagao do OPO.

Das equagoes (5.43 - 5.45) podemos identificar imediatamente uma das solugoes, a solugao
trivial, sem oscilacao, com a; = as = 0. Neste caso s6 teremos o comportamento do bombea-
mento no interior da cavidade dado por 5.43. A outra solucao possivel pode ser obtida tomando

o complexo conjugado de (5.45) multiplicado por (5.44),

173[l — A1 — iAg] = g*laol”. (5.46)

Da parte imaginéria encontramos A; = Ay = A que implica em,

a1 |? = vyl (5.47)

gi!

Lembrando que o novo coeficiente de transmissao é dado por T' = 2v; podemos interpretar
(5.47) como a intensidade, ou nimero médio de fotons total que saem da cavidade, seja por
perdas ou por tranmissao pelo espelho de acoplamento, sendo estes iguais para os feixes sinal e
complementar indicando uma forte correlacao entre eles, ainda que classica.

A parte real de (5.47) fornece a intensidade limite do feixe de bombeamento no interior da

cavidade,
| P_%%U+A%
Qo = gQ

o que indica que a dessintonia A limita a intensidade intracavidade, mesmo que a poténcia do

(5.48)

feixe do laser seja aumentada, a intensidade dele intracavidade permanecera constante.
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Podemos encontrar a intensidade minima que o laser deve fornecer para que o OPO alcance
a oscilagao substituindo (5.48) em (5.43),

72 b
\o/‘”|2' _ o 7%72(1 + A(Q))(l + AQ)
0 llim 29270

Abaixo deste valor nao ha oscilacdo do sistema e acima dele a intensidade do bombeamento

. (5.49)
intracavidade permanece inalterada.

5.3 Formalismo Quéantico para o OPO

O hamiltoniano que representa o OPO ¢é descrito na representacao de Heisenberg por:

2
H o= 3 hwdld; + ihx (a{agao - al&za(*)) (5.50)

i=0
2

+ ih (56’““&3 - e*ewot&o> + Z (&ZTI» + &IFZ) :
i=0

sendo A a constante de Planck dividida por 27. O primeiro termo deste hamiltoniano representa
a parte livre do sistema descrita na forma de osciladores harmonicos, onde temos a energia total
associada aos feixes sinal, complementar e bombeamento dada pelo operador niimero, o segundo
termo, que acompanha a constante nao linear de acoplamento de segunda ordem dos campos
representa a interagao entre os trés campos gerada pelo cristal nao linear, com di&;dg denotando
a destruicao de um féton de frequéncia wy e a criacao de outros dois com frequéncia w; e ws €
&1&2618 representando um processo menos provavel onde dois fotons de frequéncias wo e wy sao
destruidos gerando um foton de frequéncia wy. No terceiro termo e é a intensidade do feixe
de bombeamento, ele é o nosso parametro regulavel que determinard o regime de trabalho do
OPO, acima, abaixo ou no limiar de oscilacao. Por fim, o tdltimo termo dado pelo operador do
reservatorio fi, que é constituido por uma contante de acoplamento que associa os modos do
reservatorio dado pelos seus operadores de criagao e aniquilagao, com os modos do sistema ja
apresentados explicitamente neste termo pelos operadores de criagao e aniquilacao do sistema.

Por se tratar de um sistema aberto a evolucao temporal do operador densidade deve ser

calculada como solucao de uma equagdo mestra na representacdo de Schrédinger, que pode
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ser obtida por adicao do cristal nao linear no sistema dissipativo composto de uma cavidade
tipo Fabry-Perrot exposto no capitulo 1. A modificagdo se encontra no segundo termo do
hamiltoniano, que representa a interacao entre o cristal e o feixe de bombeamento. A equacao
mestra na perspectiva de Schrédinger sera,
dp i, N
77 [Ho + H;, p] + 5 (N +1) [Za,oaT —atap — paTa] + =N (Qana —aa'p— paaT) ,
(5.51)
ou seja, apenas acrescentamos o termo de interacao H; referente ao cristal. E Hj refere-se ao

hamiltoniano sem dissipagoes.

Além disto, o nimero médio de fotons NV é dado por:

1

(N) = chw/KT _ 1’

(5.52)

e para sistemas Oticos a temperatura ambiente temos hw > kT, fazendo com que (N) < 1, ou
seja, as flutuagoes do vacuo sao mais importantes que as flutuacoes térmicas. Isso nos permite

simplificar (5.51) na forma,

dp T
g =~ o Hip] + 5 [2apal —dlap— ala) (559

Lembrando que aqui ja foram removidas as varidveis do reservatério usando as técnicas
padroes apresentadas no capitulo 3 [15] e foi eliminada a evolugdo temporal dos campos livres
através da mudanca de referencial para um referencial girante, onde consideramos que termos
no hamiltoniano que oscilam muito rapidamente, na média, nao contribuem. Substituindo Hj e

H; obtemos a evolucao temporal de p,

+ > (2wl - alap - pala )

fao — aninahy p| + | — o, | (5.54)

Resolver tal equagao torna-se bastante complicado por se tratar de uma equagao diferencial

nao linear de operadores. Para simplificar nossos calculos passaremos ao espaco de fase por
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intermédio da representacao P positiva, transformando a equacao acima em uma equacao dife-
rencial classica da distribuicao Py (a, 5,t). Desta forma pode-se incluir correlagoes e flutuagoes

expandindo a matriz densidade descrita na base de estados coerentes nao diagonais,

- [
P= ] Bl

com a = (o, a1, 9) e B = (Bo, b1, f2) variaveis complexas independentes. E P, («, ) uma

Py (a, B) d®ad®s, (5.55)

distribuicao positiva no espaco de fase. Para determinarmos a equacgao de evolucao desta funcao,
a substituimos na equacdo mestra (5.54).

Termos envolvendo o operador de aniquila¢do G atuando no bra do operador |a)(5| e o
operador de criagao a' atuando no ket |a) apareceram e suas agoes foram substituidas pelos

nimeros complexos «; e (5; e pelas derivadas parciais destas variaveis usando o artificio,

9 9 —Lloao* —1B8* ad a
—la) (8] = g |eEe e et o) (0] (5.56)

= (—ai +a") |a)(5"].

logo,
0
80@

&MwWﬂ=( +m)mxm, (5.57)

analogamente,

. (0
i = (55

Apos efetuar derivadas parciais sobre os termos e assumirmos que P(«, 5) vai a zero de forma

+m)®ww (5.59)

suficientemente rapida permitindo-nos eliminar os termos de superficie, encontramos a equacao

diferencial parcial para P(«, 5):

0
o 87040 [Yoo + X1 — €] + 8_50 (Y080 + XB1P2 — €]

0 0
+8Tz1 (Y100 — xofBa) + a5 (7181 — xPoas)

ap_{a

+- 9 sy = xaoB] + o [yafh — XS]

Oz 9B
0? 92
F Pmd0, X * 35,95, (Xﬁo)} P(a, B,1). (5.59)
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Para pequenas taxas de decaimento tornar-se-ia importante incluir termos de calibre estocés-
ticos na equacao para eliminar os termos de fronteira, mas aqui isto nao foi necessario, apesar
de termos de fronteira serem potencialmente presentes, despreza-los resulta num erro da ordem
e~7/X ou menor, como para experimentos reais em 6ptica quantica a taxa de decaimento é muito
maior que a constante de susceptibilidade de segunda ordem, ou seja, v/x > 1 este erro é
completamente desprezivel [37].

A equagao (5.59) é uma equagao de Fokker-Planck e pode ser escrita na forma:

0
_ A Z1)].. P :
S A OP 55 g D@, P (5.00)

com,

D (#,t) = B(%,t) BT (#,1). (5.61)

Esta fatoracao nao é nada trivial, nem para uma matriz de difusao D representando um sistema
2x2, pois sendo D, por exemplo, uma matriz mxm, temos que B pode ser qualquer matriz com
dimensao mxn, ou seja, temos n possibilidades para B. Um detalhamento desta técnica pode ser
encontrado na referéncia [31]

Equivalentemente, podemos escrever (5.60) através das equagoOes estocésticas de Ito dadas

por,

onde dW ¢ o vetor incremento de Wiener e representa a parte aleatoria.

Assim obtivemos as equacoes estocasticas:
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ot
D
w

dozo =

dfy =

€ = Yoo — X102) dt,
e" =080 — xP1Be)dt,
101 + xBacto)dt + (xao)'? AW,
NP1+ xazfo)dt + (xfo)'2dW,
Ya0a + xBrao)dt + (xao)'2dWs,
)dt + (

Y2 B2 + xau Bo)dt + Xﬁo)l/de;7

ot Ot
(@) B @)
Tt

dC(l =

(
(
(
dpr = (
(
(

—~~ —~~ —~ —~ —~~ —~~
[ep} (@]
-~ 2]

~ ~— ~ ~— ~— ~

dOzQ =

o
o
0

dfy =

coI1mn

(dWh) = (dW>) =0,
(AW, dWy) = (AW dWy) = dt, (5.69)

e todas as outras correlagoes nulas.

Podemos retomar as solugoes classicas apresentadas na secao anterior anulando as flutuagoes
quanticas (dW = 0) e fazendo uma anéalise estacionéria (da;/dt = 0). Lembrando que no limite
classico os valores médios das variaveis nos dao o correspondente macroscoépico e que na meédia

(a;) = (B;). Com estas novas consideracoes temos as equagdes de It6 modificadas,

Yoty = —xQ102 + €, (5.70)
Yo = Y0y, (5.71)
Y = X1 . (5.72)

As quais podemos identificar a solugao trivial a; = ay = 0 e oy = €/, estavel abaixo do limiar
de oscilacao. Pelo fato de termos considerado v; = 75 = 7, as duas tltimas equagoes tornaram-se
absolutamente simétricas nos levando a conluir que a; = ay e consequentemente oy = v/x. Ou
seja acima do limiar de oscilagao o feixe do bombeamento intracavidade permanece constante

mesmo que a poténcia do laser seja aumentada.
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Agora que temos toda a base fisica e matematica para o entendimento desta dissertacao
estamos aptos ao proximo capitulo; estudar as correlagoes quanticas entre os feixes e identificar

possivel emaranhamento.
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Capitulo 6

Correlacoes Tripartites no OPOND

Examinamos neste trabalho as correlacoes quanticas dos feixes de saida do Oscilador
Paramétrico Optico nao Degenarado operando abaixo do limiar de oscilacdo. Para efetuar nos-
sos céalculos tratamos as flutuacoes quanticas nos modos como perturbacgoes quanticas agindo no
sistema, o qual possui uma solucao nao perturbativa de campo médio bem conhecida, a solucao
classica. Tratamos o problema além do usual regime de flutuagoes lineares e encontramos ex-
celente acordo entre as solucoes analiticas e as simulagoes numéricas, dando credibilidade ao
método utilizado.

Apesar de termos encontrado fortes correlagoes entre bombeamento, sinal e complementar,
o critério que atesta inseparabilidade conjunta dos trés feixes, a soma de variancias tripartites
apresentada no capitulo 3, nao detectou emaranhamento entre eles, porém uma nova desigual-
dade por nos proposta afirma que nosso sistema ¢é nao classico, podendo posteriormente ser um

indicativo de inseparabilidade.

6.1 Solucoes Analiticas

Para resolver analiticamente as equagoes (5.63)-(5.68) as reescrevemos em func¢do de suas
quadraturas reescaladas adimensionais, e usamos teoria de perturbagao para expandir em termos
da constante de acoplamento adimensional, g, em série de poténcias.

Os operadores complexos de quadraturas internas mapeados nas varidveis estocéasticas sob a
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forma proposta por Caves-Schumacher [36] sao:

Xo = (w+H), Yo= %(040 — o),
X1 = (a+ ), Y= %(041 — [2),
Xy = (o4 pr), Yo= %(042 — B1). (6.1)

Esta representacao das quadraturas permitird o desacoplamento das equacoes estocasticas.

Para desenvolver um processo simétrico de perturbacao é conveniente definir as novas variaveis.

Y =Y/,
p=e/ee, (6.2)
x 1

g = ; oz
onde vy representa a deplecdo do bomebeio e v a deplecao dos feixes sinal e complementar, a
constante u é definida pela razao entre a amplitude do bombeamento ¢, e a amplitude requerida
para que o sistema alcance o limiar de oscilagao €., lembrando que trabalharemos com 0 < p < 1,
abaixo do limiar de oscilagao. Por fim g é a nova constante de acoplamento, agora adimensional.

As quadraturas reescaladas adquirem a forma:

1
To = gvV2% (OéoJrOZ(J{):g\/Q%Xo Yo =49 2%2(&0—@3):9\/2%%
1
Ty = 9(0414‘04;):9)(1 ylzgg (Oél—OéQL):ng
1
s = g(az+af) =gXo v = 9= (a2 — o) = gYa

(6.3)

e as equacgoes estocasticas em funcao das novas varidveis em uma escala de tempo 7 = ~t sao:
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drg = = [v0 — 2 + (2122 — Y1y2)] dT, (6.4)

dyo = = [Yo — 20 + (21y2 + y122)] dr,

1 - -
dr, = [—:cl + > (x120 — ylyo)} dr + = [\/l‘o + iygdwy + \/xo — zyodwj] ,

1 .

dy1 = [—91 + 3 5 (z1y0 — Y170 } dr — Z— \/ To + yodwy — \/To — Z?Jodwﬂ )
1

dry = |:—l’2 + = 5 (x2x0 + Y2yo } dr + \/ T + 1yodwy + \/xo — 1yodw ] )
1

dys = [—?JQ + = 5 (w210 — Y270 ] dr — %— \/ To + 1yodws + /T — 1yodwy } )

com {dwydws) = {(dwdwy) = dr.

Executamos a expansao em série de poténcias do acoplamento adimensional g entre os cam-

pos,

$k=Z = (0)+g:p,(€)+ggajl(€2)+...:Zg”xz, (6.5)
n=0 k=0
0 1
= =yt +ayd +. Zgyk,

3
Il
o

sendo o termo de ordem zero correspondente ao regime classico, e os termos de ordens superiores
ao regime quantico.

No regime de operacao onde as flutuacdes quanticas sao pequenas uma anélise linearizada
é valida, porém ela leva a deplecao do bombeamento restando apenas dois modos interagentes,

aqui iremos considerar até a segunda ordem desta expansao para envolvé-lo e assim calculdar as

correlagoes triplas.

Substituindo as expansoes (6.5) em (6.4) e associando os termos com mesma poténcia em g

66



encontramos as equacoes de ordem zero,

daf’ =~ [of) = 2+ (a0l — 4"} | ar, (6.6)
dyy” = =, [ ¢ —2p+ ( tus” + yﬁo)fvéo))] dr,
[ 1
d:pgo) = x§°) + 5 ( 50) o+ y( ) (0)” dr,
o [ 1 '
= [+ 2 (o0 4 0i?) |
- 1 '
dxéo) = —xéo) + = 2 (x( )xéo) + yéo)y(()o)> dr,
I , |
a9 = [+ L (9 - 02 |,

com as solucgoes estacionarias abaixo do limiar de oscilacao ja apresentadas no capitulo anterior,

0 0 0 0
T T T S 60
As equacoes de primeira ordem apés a substituicao das solucoes de ordem zero sao:
dxél) = —7,Z; ar, (6.8)
1
dys) = —ys”dr,
d'rgl) = _( )xl dr + \/ dwxb
dyil) =—(1+4+ ,u)y1 Yar —i/2 pdwy,
dxgl) =—(1- ,u)x2 dr + /2pdwgs,
dys” = —(1+ pyyi"dr — iy/2pdw,s,
onde foram introduzidos os novos incrementos de Wiener com dw,i)(7) = [dwi(T) £
dwy (1)]/V/2, com as seguintes correlaces:
(dwydwys) = dr, (6.9)

(dwydwys) = dr.
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As solugoes para as quadraturas do modo bombeamento x[()l) e y(()l) sao facilmente obtidas

integrando as duas primeiras equacoes de (6.8), tendo como resultado decaimentos exponenciais

que nao contribuirao no regime estacionario. Em consequéncia todos os termos x(() ") o y((")) com

n impar, serao nulos, da mesma forma que os termos xS"Q) e yi’;) sao para n par.
E as solucoes de ordem 1 para as quadraturas dos campos sinal e complementar sao dadas

por,

\/_/ —mml=te | (#)dty, (6.10)
i [ e,

\/_/ ~mmU=t e o (t)dty, (6.11)
=iy [t i,

Cco1m dwij = &Jdt

Como as solucoes de primeira ordem no regime estacionério para o bombeamento sao nulas,
serd necessarrio chegarmos a segunda ordem na expansao para podermos analisar a influéncia
quantica em nosso sistema. As equacoes de segunda ordem, ja substituidas as solu¢oes de ordem

Z€ro sao,

dz® = —, [gjgzg + D) — yg)yw dr (6.12)

2 2 1 1 1
B = = [+ 2 + 0] e

que tém como solugoes:

t
o) = = [ e (@@l @) - o O ) .
t
W0 = [ O (@) + o @) @)) ar (613

2 L . e
Repare que :1:(() ) a0 contrario de todas as outras quadraturas nao representa uma distribuicao

gaussiana, pois o seu momento de terceira ordem é visivelmente nao nulo. Este fato tera especial
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relevancia para identificarmos emaranhamento do modo bombeado. Em posse de todas estas

solucoes estamos aptos a calcular as correlagoes entre os feixes.

6.2 Correlacoes Tripartites

Correlagoes quanticas entre os feixes sinal e complementar produzidos na Conversao
Paramétrica Descendente j4 eram previstas had muito tempo para as suas intensidades, pelo
fato dos seus fotons serem produzidos aos pares. Drummond estende estas correlagoes, ou anti-
correlacdes para as fases dos campos, reconhecendo a producao de feixes gémeos em estado EPR
[34].

Ha pouco tempo tem-se investigado correlacoes quanticas envolvendo o feixe de bombea-
mento. Até agora muito foi desenvolvido no regime de campos intensos, ou seja, no OPO
operando acima do limiar de oscilagao [6], [9], [10], [11], nesta se¢do analisaremos estas correla-
coes tripartites abaixo do limiar.

As correlagoes tripartites dos feixes nas suas quadraturas originais serao dadas como segue

no exemplo para as quadraturas de intensidade dos trés campos.

e = (Soai) (ot ) (St (619
= (ol + gl + g2} (o1 + gal” + g2a?)
(87 + g2t + g%,

sendo nulos os termos de ordem zero para o sinal e o complementar e o termo de primeira ordem

para o bombeamento ficamos com a igualdade,

(worize) = (28 + g*a))(gat") (g2)) (6.15)

0 1 2 2 1 1
= ) + g )

Porém estamos interessados somente na correlagao quantica entre os campos, por isto analisare-

mos apenas o segundo valor médio, correspondente a correlacao entre as flutuacoes quénticas.
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Substituindo as solugoes encontradas na secao anterior para estas quantidades temos,

t

t
raai?) = <, ([0 i [t

—00 —00

t h "

/ 6“/r(tt1){ / 67(17H)(t17t2)€x1 (tQ)dtQ / ei(liu)(tliw)g?ﬂ (t3)dt3
—00 " - t1 -
+/ e—(l+u)(t17t2)£yl (t)dt / e*(lw)(tl*tg)fm (tg)dtB}dt1>.

(6.16)

A fim de calcularmos o valor médio para estas integrais efetuaremos uma troca de variaveis
respeitando o ordenamento imposto pelas solugoes, e os extremos maximos fixados em ¢t = —oo

e t, fornecendo o resultado no regime estacionario.

Isso nos permitird deslocar as flutuagoes possibilitando o calculo do valor médio de seus

produtos.

t t t
(@D @) = 42, / dt e~ (1-n)—11) / o (=ml=t2) gy / o (t—ts)

—00 —00 —0o0

t3 t3
{/ K“WWWM/)K“WWWM®AMQ%MMM%%»

t3 t3
+/ f“mﬁ%@/e“”W“W&AMQ%MﬁMMmﬁ,

—00 —0o0

(6.17)

sendo cada £ um processo gaussiano, o valor médio do produto de quatro variaveis se fatoriza

na soma dos produtos dos valores médios tomados dois a dois, ou seja;

<£r1 (tl)gm (tQ)ngl (t4)§902 (t5>> = <€1"1 (tl)gm (t2)> <£961 (t4)£$2 (t5>>
(€21 (t1)&e, (£4)) (€ra (£2) 80 (25))
<§a:1 (tl)gm (t5)><€x2 (t2)€x1 (t4)> <618)

+
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<€1‘1(tl)gﬂﬁz(t2)€y1(t4>€y2(t5)> = <€I1(t1)§$2(t2)><€y1<t4)§y2(t5)>
(Sar (£1)Ey: (82)) (Eas (£2) 4o (25))
+ (G (01)84n (t5)) (s (82)€y, (4)) (6.19)

As correlagoes entre as flutuagoes podem ser obtidas diretamente da relacao entre os incre-

mentos de Wiener:

(€or (80)€as (8))) = (€ (80)&ya(85)) = O(ti — 1)),
<§9E1,2 (ti)£y1,2> =0, (620)

sendo assim o segundo termo apos a igualdade (6.18) é nulo, assim como os dois ltimos termos

apos a igualdade de (6.19), pois cada um de seus componentes o sao. Temos entéo,

(Eay (11)6s (t2)Ey (84)Eay (T5)) = (81 — 2)d(ts — t5) + 6(t1 — t5)0(t2 — ta),
(Eay (t1)€as (t2) &y (14)64s (85)) = O(t1 — t2)0(ts — ts5). (6.21)

Fazendo estas substituicoes em 6.17 e efetuando as integrais obtemos a correlacao entre as

quadraturas de intensidade dos feixes:

RO RCONCI N (s Y (1—p)
(1 s g ) = H(%+2(1—u))+(1+u) : (6.22)

Estando 0 < 1 < 1 temos que a correlacao entre as quadraturas de intensidade dos trés modos é

negativa, indicando uma anti-correlacao devido a conservacao de energia que postula a destruicao
de um foton do bombeamento para a criacao do par de fétons gémeos sinal e complementar.

Seguindo os mesmos passos calculamos todas as correlagoes quanticas entre as quadraturas
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de fase e intensidade, as quais exporemos apenas seus resultados nas varidveis originais.

2
g9 p L —p Yr
X1 XoAX)) = ) |1+ +
K XhXo) (1—u> { L+ p %«+2(1—u)}

2
g 7 I+ p Vr
V1YoAX,) = ) |1+ +
) \/2%<1+u) { L—p %+2(1+u)}
2
g % Vr
Y1 XoY,) =
FiXaYo) 27, <1—u2> <2+%)
2
g % Yr
X1 Y,Y,) =
v = <A () (52)
<5/1X2AXO> = O
(XiY2AXp) = 0
<X1X23/0> - O
(V1YaYp) = 0

(6.23)

onde representamos a quadratura de intensidade do bombeamento por AXy para eliminarmos a
solucao classica, ou seja, a solucao de ordem zero, considerando somente suas flutuagoes quantica
na expansao em série de poténcias.

A partir de agora para simplificar nossa notacao quando nos referirmos a qualquer uma das
quadraturas dos modos estaremos nos reportando apenas a sua parte quantica, ou seja, g, ¥o

< (2 (2 . ~ 1y [
agora representarao :)3((J ), y(() ), assim como 2, Y1 2 representarao x§ %, y% 2)

Comparacao entre os resultados analiticos e numéricos

Usando integragao numérica estocéstica nés plotamos alguns graficos para comparar o resul-
tado numeérico, realizado nas equacgoes sem nenhum tipo de aproximacao, e o resultado analitico,
por noés obtido através da expansao do acoplamento adimensional em série de poténcias, sendo
utilizado termos até a sua segunda ordem.

Continuaremos aqui com o exemplo da correlacao entre as quadraturas de intensidade.

Inicialmente atribuimos aos parametros fundamentais os seguintes valores; taxa de decai-
mento do bombeamento, 79 = 0,1, dos feixes sinal e complementar, v = 10, , representando

uma boa cavidade para o modo bombeado, visto sua pequena taxa de decaimento, ao mesmo
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tempo sendo uma cavidade ruim para os modos convertidos, com alta taxa de decaimento. Usa-
mos a constante de acoplamento y = 0,01 e a amplitude do laser ¢ = 70, consequentemente
temos a constante de acoplamento adimensional dada pela dltima equacao de (6.2), g = 0,0071,
o limiar de oscilagao . = yyo/x = 100 correspondendo a u = €/e. = 0, 7.

Utilizando estes parametros, obtemos para o calculo analitico (X7 XA Xo) = —0,32, o qual

apresenta um 6timo acordo com a solu¢ao numérica, como podemos ver no grafico abaixo (6.2).

-0.05 -

01 | B

-0.15 B

<X1X20\Xo>

-0.2 —

-0.25 -

-0.3 -

-0.35

1 1 1 1 1 1 1 ! !
o] 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

()t

Figura 6.1: Correlacao entre as intensidades dos feixes sinal, complementar e bombeamento,
(X1 XA X)) pelo tempo adimensional em unidades de 1/+. A linha ruidosa em preto representa
a simulacao numeérica para os parametros o = 0,1, v =10, = 70 e x = 0, 1, e a linha horizontal

em vermelho representa o calculo analitico.

Também desenvolvemos os graficos para as outras correlagoes, sempre comparando o resul-
tado numérico com o analitico e encontramos excelente acordo entre eles, mas nao os exporemos

aqui para nao sermos enfadonhos.

6.3 Emaranhamento Tripartite

Emaranhamento bipartite entre os feixes gémeos, sinal e complementar, produzidos no pro-

cesso de Conversao Paramétrica Descedente, ja foi previsto e verificado experimentalmente, tanto
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abaixo do limiar de oscilagao [5] quanto acima [6]. Recentemente passou a se investigar emara-
nhamento incluindo o bombeamento, correlagoes entre eles ja haviam sido calculadas, porém a
confirmacao experimental de amaranhamento tripartite era dificultadada pela presenca de um
ruido adicional, gerado pelos fotons térmicos presentes no cristal nao linear, que geraram ex-
cesso de ruido na fase mascarando o emaranhamento entre os trés feixes, o qual foi obtido apés a
diminuicao da temperatura do cristal, sendo constatado para temperaturas abaixo de dez graus
celsius.

No nosso sistema temos o emaranhamento evidenciado pelas correlacoes nao nulas que en-
volvem quadraturas gaussianas, ou seja, qualquer correlacoes que nao possui como um de seus
contituintes a quadratura de intensidade do bombeamento, por exemplo (X;Y5Y;), que deveria

permitir a decomposicao:

(X,YaYe) = (X0)(VaYo) + (Ya) (X1 Y0) + (¥a) (VaX,). (6.24)

Porém a média de cada quadratura é nula, consequentemente esta correlacao tripartite, ao
contrario do que foi calculado em (6.23), o que nos leva concluir que a matriz densidade do
sistema é inseparavel, consequentemente, que existe emaranhamento.

Mas ainda procuramos um critério que revele tal emaranhamento, para que este, talvez, possa
identificar emaranhamentos em outros sistemas, os quais também nao seriam identificados pela

Soma de Variancias Tripartites.

6.3.1 Aplicacao da Soma de Variancias Tripartites

O critério utilizado para atestar emaranhamento em um sistema multipartite foi proposto por
P. van Loock e A. Furusawa [12] e nos da as seguintes desigualdades para um sistema tripartite,

como apresentado no capitulo 4,

Vie = (A% (&1 — 29)) pseprz + (A (G1 + 2 + 9a00)) pseprz > 4
Vio = (A%(Z1 + 20)) psep1s + (A%(G1 — Go + 9292)) psep1z > 4

Voo = (Az(»@ + Z0)) psep23 + <A2(91§1 + Y2 — Yo)) psep23 > 4. (6.25)
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Aqui fizemos x3 = xg e y3 = 1o, representando o modo bombeado. Cada desigualdade atesta
inseparabilidade, se violada, de dois modos, aqueles representados nos subindices. Sendo entao
pelo menos duas destas desigualdades violadas teremos o que os autores chamam de genuino
emaranhamento tripartite, nenhuma parte pode ser separada do todo.

Os parametros g; sao os parametros livres reponsaveis pela minimizacao do lado esquerdo,
as formas de encontra-lo variam de caso a caso, por exemplo, no artigo escrito por A. Villar
[11] a minimizacao é obtida para o OPO operando acima do limiar de oscilacdo, por escrever as
variancias em funcao da matriz de covariancia e assim minimizar a funcao obtida, ja no artigo
[13| que apresenta uma comprovacdo experimental de um sistema emaranhado tripartite pela
superposicao de trés modos de vacuo comprimido através de divisores de feixes, os parametros
sao obtidos pela representacao das quadraturas combinadas pelos parametros de compressao.

Para aplicarmos estas desigualdades ao nosso sistema ¢ importante ressaltarmos que este
critério utiliza o principio de incerteza para sua deducao que é diretamente dependente da relacao

de comutacao entre os operadores, que para as quadraturas definidas de modo convencional,

X, =ay +al Vi = —i(ay — al) (6.26)

Xy = ag + al Yy = —i(ay — al).

fornece [)A(l, YZ] = 2, porém para nossa definicao de quadraturas (6.1), onde sao correlacionados
dois modos, temos que este comutador é nulo, implicando na invalidade do limite imposto pela
desigualdade. Para usar este critério ao invés de reformularmos as desigualdades, expressaremos
as nossas quadraturas em funcao das quadraturas convencionais.

Além disso, todas as configuractes devem ser obtidas na ordem simétrica de operadores.
Podemos perceber este fato ao testar a validade das desigualdades para estados de vacuo com-
pletamente descorrelacionados. Temos que a variancia para um estado de vacuo no nosso or-
denamento, o ordenamento normal, proveniente da represetagao P positiva, é nula, assim como
seus valores médios, e como estamos considerando nao haver correlacao alguma entre estes es-
tados, ou seja, (x;z;) = (y;y;) = 0 chegamos a violacao das desigualdades (0 > 4) atestando

emaranhamento para modos descorrelacionados, uma conclusao completamente contraditoria.
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Ja no ordenamento simétrico temos que as variancias para os estados de vacuo sao iguais
a 1 e continuando neste caso onde os modos estao descorrelacionados temos a afirmacao das
desigualdades (5 > 4) como era de se esperar.

O que nos leva a concluir que para aplicarmos a Soma de Variancias Tripartites ao nosso
sistema precisamos além de associarmos as quadraturas descritas de modo convencional e na
forma de Caves-Schwmacher, passar do ordenamento normal, inerente a representacao P positiva,
para o ordenamento simétrico.

Mas antes de efetuarmos qualquer conta podemos olhar atentamente para as desigualdades
(6.25), ao desenvolvermos as variancias temos que este critério usa correlagoes entre dois modos
apenas e todas as correlacoes entre um modo bombeado e qualquer um dos outros dois modos
sao nulas pelo fato de envolverem o valor médio de trés dos ruidos gaussianos, ou seja, qualquer
violagao desta desigualdade serd permitida apenas pelas correlacoes entre sinal e complementar,
descartando qualquer deteccao de emaranhamento tripartite.

Para representar explicitamente o que foi falado desenvolvamos as desigualdades atribuindo
ao parametro g; o valor 1 por simplificacdo. Usando as defini¢oes (6.26) e (6.1) encontramos
as relacoes entre as quadraturas definidas na forma Caves-Schumacker que agora receberao um

indice "linha"e na forma convencional:

Ty +xy =2+ T2 Yit+ Y =y Ty (6.27)
zy — 2y = i(y1 — y2) i(y1 — v3) = 11 — T,
que nos fornecem
(A + 1)) = (A%(yi +w)) (6.28)

(A%(a1—a)) = (A%i(y; — p)])-

Portanto precisamos calcular (A%(y; + v3)) e (A%[i(y; — y3)]) no ordenamento simétrico.

Usando as solugoes obtidas na secao 6.1 para as quadraturas temos,

2
(A% +92)) = ) + (w) +20iw)w =~ (6.29)
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com o subindice N representando o ordenamento normal. Para passarmos ao ordenamento
L. . e~ 2 2 . G .

simétrico precisamos levar em conta a contribuicao dos fatores (y;"), (y3 ) aos quais atribuiremos,
sem prejuizos, o menor valor que eles podem assumir, que é 1, quando estamos tratando dos
estados de vicuo, logo o minimo valor para a variancia (A%(y; +v3)) calculado no ordenamento

simétrico sera,
1

A? + =2 —-2—. 6.30
( (3/1 y2)>s 1+ ( )
Da mesma forma encotramos,
AZ — =2 — 2_,u 6.31
< (xl $2)>S 1 /L, ( )

com o subindice S denotando que as médias estao sendo calculadas através da ordenamento
simétrico dos operadores.

Estas combinacoes de quadraturas formam os operadores em estados EPR que sofrem com-
pressao no ruido.

Tendo estas duas quantidades calculadas e sendo os valores médios para as quadraturas
referentes ao sinal e complementar nulas assim como as correlacoes dadas pelo produto de uma
das quadraturas do bombeamento com outro modo, pelo fato de seu valores médios envolverem
o produto de trés dos termos ruidosos gaussianos &; e a média de cada um deles separadamente
ser nula, temos,

4p

Via = (A% (01 = i)tz + (8% (1 + o+ gz =5 = 1o (632)

que é menor que 4 para p < 1/3, ou seja, ha violagdo da primeira desigualdade de (6.25)
atestando inseparabilidade dos modos sinal e complementar como ja era previsto, pois sabemos
que estes modos estao emaranhados para o OPO operando tanto acima quanto abaixo do limiar
de oscilagao.

A segunda e a terceira desigualdades de (6.25) dao o mesmo resultado, fornecendo

24
Vio=Voo=5— —— 6.33
10 20 1+M7 ( )

que é maior que 4 para qualquer y entre 0 e 1, ou seja, nada podemos afirmar sobre a insepa-

rabilidade do modo de bombeamento. Note que usamos para os valores médios quadraticos de
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cada quadratura o menos valor que ele podia assumir, o valor referente ao estado de vacuo. Isto
nao influenciaré na satisfacao das desigualdades, pois para nosso sistema teremos com certeza
um resultado maior que 5 para soma destas variancias.

Podemos entao concluir que a desigualdade proposta por P. van Loock e A. Furusawa afirma
apenas a conhecida inseparabilidade dos modos 1 e 2 nao detectando emaranhamento tripartite
genuino no nosso sistema, apesar das correlagoes quanticas calculadas analiticamente explicita-
rem esta propriedade.

Motivados por elas buscamos uma nova desigualdade que afirme a inseparabilidade deste

sistema, que serd apresentada na préoxima secao.

6.4 Desigualdade de Schwarz

Os critérios apresentados nesta dissertacao para detectar emaranhamento em um sistema
foram deduzidos lancando mao da desigualdade de Cauchy-Schwarz e do principio de incerteza
de Heisenberg, os quais impunham um limite inferior para soma de variancias obtidas através
do uso de estados descritos de forma separavel. Sabemos que se a desigualdade fosse violada
o sistema era dito emaranhado. Olhemos atentamente para esta violacao, sendo os limites
intrinsicamente impostos pelas desigualdade de Cauchy-Schwarz e de incerteza a violacao do
critério de soma de variancias na verdade é uma violagao de uma ou dessas duas desigualdades.

Motivados neste pensamento procuramos estender a desigualdade de Cauchy-Schwarz para
um sistema constituido de trés partes.

Sua demonstracao serd feita de forma anédloga ao caso bidimensional, com a ressalva que aqui
adicionaremos um fator A que nos permitira encontrar um minimo limite inferior.

Tomemos a desigualdade verdadeira:

(Jazag + Nag|?) >0 (6.34)

(aFaraban) + | A {adag) + Magasag) + N {afazag) > 0 (6.35)
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minimizando a equacao com respeito a A*, ou seja, derivando em funcao desta variavel e igualando

a zero encontramos para A a expressao

\ = 1019305) (6.36)
{ago)
Substituindo em (6.35) encontramos,
(ajanazas)(agag) > [{araza)l?, (6.37)

que se nao satisfeita sugere a inseparabilidade do bombeamento. Permutando os indices em

(6.34) obtemos as desigualdades:

(ajaragan) (azaz) > [{arasag) | (6.38)

(agapasag) (afar) = [{araaa)]? (6.39)

Reescrevendo a desigualdade (6.37) em termos das quadraturas (6.1),

(AT +Y7)(G + V)G +Y5) = [(XiXaXo) — (X1Y2Y0) — (XoY1Y5) — (Y1Y2Xo)
+ i((XaXoY1) — (V1YaY0) + (X1 XoYp) 4+ (X1XoY2))|?

(6.40)

As correlagoes triplas componentes do lado direito da equagao sdo dadas por (6.23). E as

intensidades do lado esquerdo fornecem:

(X2 +YAE +¥9) =2 [ + )

(3 + 1) = £ (ﬁ)g{(ﬁ): o (115)2

Efetuamos simulacoes computacionais para verificar a veracidade dos nossos calculos analiti-

(6.41)

o } . (6.42)

AL )2

cos e se ha violacao destas desigualdade para determinados parametros, e se houver, para quais

parametros a violacao é maximizada.
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Os trés graficos a seguir foram gerados com os valores fixos para o acoplamento adimensional

g =7,110"% e p = 0,7 e diferentes valores para razdao entre a taxa de decaimento do modo

bombeado e dos modos sinal e complementar, -,.

Para 7, = 0,01 podemos perceber através do grafico a seguir que nao houve violagao da

desigualdade.

0.25

0.2 -

e
o

TS o WA e A A

P

Correlacées

i

i

o

0.05 | | 4

L I L I L I L L I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 100¢

Figura 6.2: Desigualdade de Schwarz satisfeita para os parametros ~. = 0,01, u = 0,7,
g =7,11073. O ruido em vermelho representada o produto das intensidades dos modos(lado

esquerdo da desigualdade) e o ruido em azul a soma das correlagoes tripartites (lado direito da

desigualdade).

Porém para 7, = 1 encontramos violagao da desigualdade, como podemos ver na figura (6.4)
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Figura 6.3: Violagao da Desigualdade de Schwarz para os parametros v, = 1, p = 0,7, g =
7,11073. A parte ruidosa superior representa o lado direito da equacdo, e a inferior o lado

esquerdo.

Aumentamos ainda mais nosso parametro 7y, para verificar se a violacdo aumentava junta-
mente com ele e encontramos uma resposta afirmativa olhando para o grafico (6.4) que foi gerado
para v, = 100. Porém podemos perceber que a correlacao foi degradada, pois o espelho permitiu
um maior fluxo do feixe bombeado, perdendo assim memoria da correlacao, ja que ele sustenta

a correlacao dos convertidos.
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Figura 6.4: Violacao da Desigualdade de Schwarz para os parametros v, = 100, p = 0,7,

g ="T7,11073. A parte ruidosa superior representa o lado direito da equacao, e a inferior o lado

esquerdo.

A fim de aumentarmos nossa confiabilidade, geramos um grafico variando a amplitude do
feixe de bombeamento para contemplar varios valores de p. Criamos um OPO sendo uma
6tima cavidade para os feixes sinal e complementar, com v = 0,01 e uma cavidade ruim para o
bombeamento, o = 100, resultando em um ~, = 10*. Como podemos ver na figura (6.4) houve

violagao da desigualdade para todos os valores de .
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Figura 6.5: Violacao da desigualdade de Schwarz para 0 < p < 0,5 e as taxas de decaimento para
o bombeamento e os feixes sinal e complementar iguais a 79 = 100 e v = 0, 01 respectivamente. A
linha superior reprenta a soma das correlacoes entre os subsistemas e a linha inferior representa

a multiplicacao de suas intensidades.

Portanto a desigualdade de Schwarz, até o momento atesta que o nosso sistema é nao cléssico,
porém nao necessariamente emaranhado. A prova de que hd emaranhamento entre bombea-
mento, sinal e complementar esti no fato das correlacoes que envolvem distribuicoes gaussianas
tipo (x1y2y0), ndo permitirem ser fatoradas, ou seja, ndo possuirem uma matriz densidade se-

paravel.

6.4.1 Medida das Quadraturas Generalizadas

Sendo as quadraturas dos feixes sinal e complementar definidas pela soma de amplitudes
correspondentes a diferentes feixes temos que estas quantidades nao sao hermiteanas, conse-
quentemente nao mensuraveis, desta forma como testar o critério de desigualdade de Cauchy
Schwarz com nossa formulacao analitica?

Poderiamos ter definido as quadraturas de forma convencional, cada uma para apenas um

modo do campo (6.26), porém esta formulagao nao descoplaria as equagoes estocésticas, impos-
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sibilitando sua resolugao. Por este essencial motivo optamos usa-las na representacao dada por
Caves-Schumacher.

Para solucionar nosso problema identificaremos os termos constituintes da desigualdade em
funcao das amplitudes do campo .

Para o seu lado direito temos,

(AT +Y7)(X5 +Y5)) = ([(a1 + 03)][(a2 + 07)* — (a2 — af)7])

= (4o dasal) = 16{(aajasas) = 16(1115), (6.43)

ou seja, tomando a média das intensidades obtemos o primeiro termo da nova desigualdade
tripartite. Esta medida pode ser realizada com a simples técnica de deteccao homodina, onde
interfere-se o campo de interesse com outro campo mais intenso chamado de oscilador local,
analisando posteriormente a soma e a subtragao dos sinais produzidos pelos fotodetetores.

Desenvolveremos a segunda parte da desigualdade através das quadraturas na forma con-
vencional, as quais podem ser medidas, e as quadraturas que utilizamos, na forma proposta
por Caves-Schumacker, e veremos que as duas dao o mesmo resultado para a soma das correla-
coOes tripartites, apesar de cada uma delas separadamente apresentar valores diferente nas duas
representagoes.

Desenvolvamos entao a parte real do lado direito da desigualdade:

(X1 X2 X0) — (X1YaYp) — (XoV1¥o) — (MYaYe) = (Xo(XiXs — VoV3) — Yo(X1Ys + X5V1),
(6.44)
e a parte imaginaria,
(XoXoY1) — (V1Y2Yy) + (X1 XoY0) + (X1 XoYa) = (Xo(YiXo + X1Y2) + Yo (X1 Xo — YiY2)).
(6.45)

Entao o que precisamos fazer para comparar as duas representacoes ¢ calcular as quantidades
(X1Xo—YoY)), (X1Y2+ X5Y7) nas duas formas, lembrando que as quadraturas do bombeamento

sao definidas igualmente pra elas.
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A representacao de Caves-Schumacker fornece;

(X1Y, + X5Y)) = —i(a1 + a3)(az — af) + (a5 + a}) (a1 — a)]
= (2070l — 2a10),
(XX, =Y, Y)) = (o1 + a3) (o + o) + (0 — af) (a1 — 03)]

= 20ja5 + 20104, (6.46)

e a representacao convencional;

(XYoo + XoY1) = [(n +af)(a2 — a3) + (a5 + a5) (g — af)]
= i(2ajas — 20n0),
(X1 Xy = YoY)) = [(a1+af)(az + a3) + (a2 — a3) (g — )]

= 2ajas + 2a1an . (6.47)

Como as duas representacoes fornecem o mesmo resultado podemos concluir que mesmo
sendo a desigualdade tripartite de Cauchy-Schwarz formulada por quantidades nao mensuraveis
podemos obter seus valores experimentais através de quaraturas convencionais, tornando-a uma
desigualdade absolutamente possivel de ser testada para detectar a separabilidade ou insepara-

bilidade de um sistema.
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Capitulo 7

Conclusoes

Neste trabalho desenvolvemos as solucoes das equacoes estocasticas obtidas para o Oscildor
Paramétrico Otico impondo sua operacdo realizada abaixo do limiar de oscilacdo por usar a
solucao classica referente a esta condicao. Reescalando os termos das equacoes e definindo as
quadraturas na representagdo proposta por Caves-Schumacher [36] conseguimos desacopla-las
possibilidando a obtencao de suas solugoes através da expansao da constante de acoplamento em
série de poténcias truncada em sua segunda ordem [14]. A partir deste ponto fomos capacitados
a calcular as correlacoes quanticas entre os modos de saida, bombeamento, sinal e complementar
deste aparato, estando estas em perfeito acordo com as solucoes numeéricas calculdas sem nenhum
tipo de aproximacao, atestando desta forma a veracidade das nossas expressoes analiticas.

Por sua vez estas correlacoes foram fortes indicadoras de emaranhamento do sistema, porém o
critério que detecta inseparabilidade proposto por P. van Loock e A. Furusawa [12] e denominado
nesta dissertacao como Soma de Variancias Tripartites nao nos possibilitou a conclusao desta
propriedade para o bombeamento.

Motivados pelas fortes correlagoes entre os campos buscamos uma nova desigualdade para
detectar o emaranhamento tripartite, desta forma expandimos a ja conhecida desgiualdade de

Cauchy-Schwarz para o caso tridimensional, a qual foi violada para o nosso sistema.
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