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Resumo

Neste trabalho estudamos o problema de percolacao na &imérea estendida, uma estru-
tura simples que apresenta caracteristicas de geomap@bdiicas: a relacdo ndo-nula entre
area de superficie e volume, sendo este Ultimo compacto.olagd do quinto postulado de
Euclides, permitindo a existéncia de multiplas paralelasna reta vizinha passando por um
mesmo ponto no espaco, da lugar a uma estrutura mais ricadimé®os, como a existéncia
de infinitos aglomerados percolantes em toda uma faseecritic

Encontramos duas transicOes de fase para esta arvoreyroenfeportado na literatura,
sendo a primeira transicdo pertencente a mesma classedgsafidade de percolacao dos
recobrimentos hiperbdlicos regulares. Os resultados ftieemnos para a segunda transicdo
sao condizentes com os obtidos por alguns dos trabalh@satest Entretanto, a caracterizacao

precisa desta segunda transi¢cao continua em aberto.



Abstract

We study the percolation problem on the enhanced binarydrsienple structure that exhi-
bits geometric features of hyperbolic spaces: a non-vargsturface-volume ratio, the latter
being compact. The violation of Euclid’s fifth postulatesasng the possibility of an infinity of
paralel to a given ray meeting at a point, allows for a ricletiof phenomena, like the existence
of infinite giant clusters coexisting on a critical phase.

We find two phase transitions for this tree, as reported onitérature, the first being on
the universality class as percolation on hyperbolic lagicOur results for the second phase
transition agree with some results from the literaturehalgh better studies are needed in

order to assess its true scaling behavior.
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Introducao

"It has been argued that one of the appeals of science as er ¢arhat
it enables one to go on playing whith toys after the age whewimally

ceases to be socially acceptable. Experimentalists aré sueblied,

although at increasing expense, with toys in the shape optmaapparatus.
Theoreticians are expected to be more economical and to thakeown;

these are the models which all physicists use, modify, tajed justify”

R. Peierls (1980)

Neste trabalho estudamos o problema de percolacdo na &imérea estendida, uma estru-
tura simples que apresenta caracteristicas de geomap@bdiicas: a relacdo ndo-nula entre
area de superficie e volume, sendo este ultimo compacto.

Iniciamos o capitulo 1 com uma discussao dos conceitos dsi¢é de fase e universali-
dade, que faz com que varios problemas distintos tenham ssm&secaracteristicas proximos
do seus respectivos pontos criticos, pontos especiaigpas@sle parametros termodinamicos
associados com invariancias por transformagdes de escahaportamento tipo lei de poténcia
para as densidades e funcfes-resposta termodinamicasedtidarevisamos o problema de
percolacao, o sistema mais simples que apresenta tram@dase, um fendmeno quotidiano,
observado ao se ferver uma panela de agua e ao se desmagmettzatdo de banco esquecido
no porta-luvas de um carro estacionado em pleno verdo earfioalizamos o capitulo com
uma revisao do conceito de grafos, dando énfase nos grajokares e na arvore de Cayley,
uma estrutura que serve de base para céalculos de campo nyg@i@presenta solucédo analitica

para o problema de percolagao.



Estudamos no capitulo 2 um tipo de geometria nao euclidedmdnsional chamada geo-
metria hiperbdlica planar e o problema de recobrimentcedestaco hiperbolico por poligonos
regulares. As propriedades nao triviais do espaco hipetbpérmitem a realizagdo de uma in-
finitude de recobrimentos possiveis, em 0posi¢do ao queeansono espaco euclideano, onde
guadrados, tridngulos e hexagonos sao as Unicas figuragtyeas regulares que recobrem o
espaco sem sobreposicao de poligonos ou vazios entre eles.

Por fim, no capitul@, estudamos o problema de percolacao na arvore binariadeteque
€ um modelo simplificado de estrutura hiperbdlica, e obta®duas probabilidades criticas de
diluicdop.; e p.2, um resultado caracteristico nestas estruturas. O rdsyt@apcl concorda
unanimemente com a literatura, enquanto que o valpgeontroverso na literatura, concorda
com um dos 2 valores discordantes entre si da literaturd &aaendo analises de escala para
encontrar 0s expoentes criticos associados as duas fr@ssiencontramos que a primeira esta
na classe de universalidade de percolagdo em recobrim@pybolicos.

Encerramos a introdugcéo com a apresentacao de algumaacéplicque podem ser feitas
com as ferramentas que apresentamos e estudamos nedtetraljarimeira das aplicacoes se
refere ao problema de recobrimento regular, e é de cunistiestiO recobrimento hiperbdlico
regular foi explorado em alguns dos trabalhos do famosstamaurits Cornelis Escher, como
na bela pintura "Anjos e Demdnios". Outras imagens um tamémdo psicodélicas podem ser
geradas explorando as peculiaridades deste tipo de geant@ditro tipo de aplicacéo bastante
interessante € o de utilizar o modelo de disco de Poincaeésepa apresentado no capitulo 2,
para representar e visualizar informagdes referenteoéedque podem representar diagramas

evolutivos, arvores genealdgicas, etc..



Capitulo 1

Fenomenos criticos, Percolacao e Teoria de

Grafos

"What distinguishes computer simulation in general froheotforms of

computation, if such distinction can be made, is the manmmevhich the

computer is used: rather than merely performing a calanathe computer
becomes the virtual laboratory in which a system is studied"

D. Rapaport, "The Art of Molecular Dynamics Simulation”

Qualquer pessoa que se lembre razoavelmente bem de seo eEsliv se recorda de ter

pelo menos visto a equacao

pV = NRT, (1.1)

embora ndo saiba necessariamente o seu significado. Tédveramo conhega uma ou duas
frases mnemonicas que sejam de alguma utilidade para a mzagéw desta formula. O que
nos importa nesse contexto ndo é testar a memoria do leisim dizer que a equacéo (1.1)
serve para descrever o sistema macroscépico mais simm@estgemodinamica pode explicar:
o gas ideal. Em principio, pouco importa, dirdo a vocé nuractradicional de termodinamica,
do que a matéria € composta: se existem atomos ou nao, se e existe € composto

da quintesséncia ou mesmo se 0 ar que estamos respirandcerati momento é feito de



pequenos duendes engracados. A termodinamica descrevasuidegl a partir da equacéo
(1.1) a revelia do mundo microscopico.

O objetivo da mecanica estatistica, por outro lado, é,mubotde leis basicas (sejam as leis
de Newton ou as da mecanica quantica, o contexto dara o t@gegcrevem 0s componentes
microscépicos da matéria e suas interagdes, caractenzatégia em seu estado macroscéopico
fazendo uso de ferramentas estatisticas e um numero redizidbservaveis macroscopicos,
como temperatura e pressao.

Infelizmente, como acontece com mais frequéncia do quaigastos, existe um pequeno e
seleto conjunto de problemas que possuem solucéao anaktea (o livro [23] € um compéndio
de problemas sollveis em mecanica estatistica). Por cmsi@ dnuito do que se faz em fisica
é utilizar e desenvolver ferramentas aproximativas pa@aaibs mais variados sistemas. Nesse
sentido, a computacdo desempenha um papel importantissfomos capazes de resolver
numericamente equacodes diferenciais, e mais, podemasef@mulacées computacionais,
realizando uma espécie de "laboratério virtual”, que nodap predizer resultados e realizar

experimentos que seriam perigosos (ou dispendiosos) dgrad um laboratorio real.

1.1 TransicoOes de fase e Universalidade

Para introduzir de maneira adequada os conceitos de tbassie fase e universalidade, de-
finiremos uma grandeza chamada comprimento de correleg@otatla po§. Existem algumas
maneiras distintas de definir esta grandeza. A definicidoemaedada agora € fenomenoldgica.

Suponha que temos um certo sistema macroscopico, como aeaygsaa fase liquida, e
gue sejamos capazes de medir suas grandezas termodin&amamagpor exemplo sua pressao,
temperatura e densidade. Se dividimos este sistema em drtas jguais, obteremos, em
qualquer uma das metades, essencialmente as mesmasaulepri8e repetimos este processo
continuamente, em algum dado momento, chegaremos nunla dsceomprimento em que
o comportamento das grandezas termodinamicas se torhardnte. O motivo disto é que a
fase liquida possui, devido a sua temperatura finita, peguagides de adgua na fase gasosa
em forma de bolhas de vapor d’agua, que possuem, para uméaetiaplratura e pressdo, um

tamanho caracteristico. Por exemplo, quando fervemos ema guantidade de agua numa



panela, podemos ver a olho nu o surgimento de bolhas de vamocomecam a se desprender
da agua na fase liquida. Definimos qualitativamente ent@onpdmento de correlagdocomo
sendo a escala de comprimento tipica do tamanho destas la@hapor.

A medida que a panela recebe calor, a temperatura do liquidersta até que, se estamos
a pressao de umm a 100°C inicia-se a ebulicdo (ver figura (1.1a)). Liquido e gés cstexn
em propor¢oes volumétricas distintgse V,, com bolhas de gas de diametro caracterisgico
finito. Nesta regido de coexisténcia o calor recebido asrdadanela altera apenas a proporcao
liquido-gas até que tenhamos apenas vapor de agua no reeifier figura 1.1b). Agora
o calor recebido volta a aumentar a temperatura do gas. Seraeis a diferenca entre os

volumes especificos (ou volume por quantidade de moléculas)

Py =v —v, (1.2)

como um "parametro de ordem”, este assume um valor finitogidaee coexisténcia. No
entanto, se caminharmos pela curva de coexisténcia liggdd@umentando apropriadamente
temperatura e pressao atingimos um ponto terminal, chalpaddto critico. Vemos na figura
(1.1) que a regiao de coexisténcia se anula, e o parametnaldm @, vale zero neste ponto
(acima d€fT, liquido e gas séao indistinguiveisig, também se anula). Uma das caracteristicas
marcantes do ponto critico é a divergéncia da escala de lenaédio das bolhas de gas na fase
liguida, que percebemos visualmente por um forte espalf@nde luz pela substancia, conhe-
cida como "opalescéncia critica"(figura (1.6) de [41]). &ads classificar as transi¢des de fase
de acordo com o comportamento do parametro de ordem préoximamsicdo de fase: s,
variadescontinuament@o mudarmos algum parametro termodinamico chamamos acéians
deprimeira ordem caso contrario chamamos a transicdsegunda ordefn

Esperamos que as grandezas termodinamicas, tais comorespézificoc (que mede o
quanto a temperatura de um material varia a medida que lhedemos calor) se comportem

como simples leis de poténcia nas proximidades de umagémde fase deste tipdais como

IN&o hé indicios de ponto critico na curva de coexisténcidadiquido)

20 nome da transic¢do deriva da classificacio de Ehrenfest, @mduma transicdo de ordem n a n-ésima
derivada da energia livre é a derivada de ordem mais baixiiex sona descontinuidade [41]

3E necessaério dizer aqui que existem sistemas cujas grantiEreodinamicas exibem leis de poténcia nas
proximidades de uma transi¢éo de fase descontinua (em [80] discute-se o0 surgimento de comportamento de
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Figura 1.1:Diagramas de fases x v e p x T' de um fluido simples. A curva de fuséo (sélido-
liquido) pode ter curvatura negativa, como € o0 caso da agua)am.

(ver equacdes B.1-4):

c~ T =T 7. (1.3)

Cada grandeza termodinamica possui um expoente caricter@milar ay na equacao
anterior, que chamaremos de expoente critico.

A despeito de sua simplicidade, as leis de poténcia possoentaracteristica notavel que
ilustramos a seguir:

Consideremog(xz) = 277 e g(x) = ¢” como sendo as formas funcionais de uma dada
propriedade de dois sistemas distintos. Imagine que estartesessados num dado intervalo
em quex va de(.5z¢ a 2xy. Se calculamos a raz&o entre os limites destes intervatas pa
f(x) eg(x), obteriamog (2x4)/ f(0.5z¢) = 47, € g(2x0)/g(0.5x¢) = €'*™. Se repetimos este
procedimento para o intervalo de, a 20z, as fracdes serdo agofé20z,)/f(5xy) = 47 e
9(20x0)/g(5x0) = €', O que fizemos foi aumentar a escala do intervalapo6e repetimos

este procedimento, uma fungéo do tipo lei de poténciasrogenth a exibir a mesma razdo. Ja

escala para transi¢cdes descontinuas. Esse comportanjestifiéado pela teoria do Grupo de Renormalizacéo).
A partir de agora, iremos nos referir a este tipo de fendmemogue aparecem simples leis de poténcia como
fendmenos criticos, sem nos referir a natureza da transicao



no caso de uma funcéo exponencial, por exemplo, as razfes d@mada vez mais diferentes.

Por esta caracteristica, dizemos que as leis de poténdiare@ade escala (utilizamos a funcao
exponencial como exemplo, mas esta sensibilidade as ssmlagepete para diversas outras
funcdes).

Um exemplo interessante (e que preocupa bastante os mesatioCaliférnia, embora nos
brasileiros estejamos relativamente sossegados a gs¢#0¢® o dos terremotos. Histogramas
que registram a intensidade dos tremores contra a frequéoon que cada intensidade de
terremoro exibe, indicam que a distribuigcdo de probalidaque governa a intensidade dos
terremotos segue uma lei de poténcia. Isto significa quesseramos por tempo suficiente,
um terremoto de intensidade jamais vista antes ocorreicemente, pudemos observar um
fendmeno deste tipo ocorrer no Japao.

O surgimento dessas leis de poténcia e outros fendmenogreddos a criticalidade estao
intimamente relacionados a divergénciaédeComo o comprimento de correlacdo €, grosso
modo, o comprimento em que as flutuacdes dos graus de lilrendi@doscopicos estéao signi-
ficativamente relacionados entre si, 0 seu comportamewtogdinte nas proximidades de uma
transicéo de fase implica dizer que ndo importa o quao desaastejam duas particulas quais-
quer do sistema, elas estardo correlacionadas! Por casda, dido ha nenhuma escala que
caracterize o sistema, de modo que, na regido de criticafda sistema apresenta invariancia
de escala. A figura (1.2) mostra os resultados de uma sintutagdputacional de uma mistura
liquido-vapor a diferentes temperaturas em que sucessiwogntos de escala ("zooms"; em
inglés, chamamos este procedimento de "coarse grainiageslizados, de modo a ilustrar a
invariancia de escala.

Esta invaridncia implica também na perda de relevancia dthes relacionados as in-
teracdes microscopicas, 0 que justifica, por sua vez, um @&is interessantes conceitos re-
lacionados aos fendmenos critigos conceito de universalidade. A medida que os detalhes
microscoépicos das interagfes especificas perdem relaydrmicos parametros passam a ca-

racterizar uma transicao de fase deste tipo, tais como onolsheedimensdes espaciais do sis-

4Um sistema pode apresentar comportamento critico naspidades de uma transicdo de fase. Chamamos a
esta regido, que se localiza nos entornos do ponto crigcegido de criticalidade.

SNome dado ao conjunto de fendmenos exibidos por sistenessisas vizinhancas de alguns tipos de transi-
¢cao de fase.



Figura 1.2:Figura que ilustra o processo de "coarse graining". Utilizee neste procedimento

a regra da maioria aplicada a cada conjunto dex 2 sitios. Em(a), temosl” = 0.957,, em

(b), T =T.eem(c), T = 1.057.. Podemos observar que sucessivas aplicacdes da regra da
maioria ndo alteram o comportamento do sistema(émilustrando a invariancia de escala
apresentada pelo sistema @m= T... A lenta distor¢cao observada deve-se ao fato de o sistema
em questéao ser finitd(= 512) [35].

tema, as simetrias do hamiltoniano que descreve suasgdésadentre outros. Desta maneira,
todo sistema que passa por uma transicao liquido-vapapémtiente de seus constituintes,
exibe 0 mesmo conjunto de expoentes criticos. Mais aindanai¢do de fase paramagneto-
ferromagneto em um paramagneto uniaxial (isto €, aquel@osgui uma direcédo preferencial
de alinhamento), que ocorre quando elevamos suficientenaetémperatura de um ima de
modo a fazer com que ele perca suas propriedades magnétopaes esta relacionada aos mo-
mentos magnéticos dos atomos de um certo material, tambgsuipms mesmos expoentes

criticos que a transigao liquido-vapor! Estas propriedadgli descritas sao justificadas de ma-

neira mais rigorosa pelo ferramental do Grupo de Renoragliz, que esta, entretanto, fora do



escopo deste trabalho.

1.2 O problema de percolacéo

Suponha que temos uma rede quadrada, similar a um tabuéekaditez, e que em cada
vértice desta rede existam terminais de resisténcia. Sapagora que para cada lado de um
quadrado desta rede, colocaremos uma resisténcia elédrnta mesma probabilidage(por
normalizacéo, as resisténcias estardo ausentes com fhiddndl — p). A figura (1.3) ilustra

uma possivel realizagdo para este sistema, £ea0 ep = 0.5.
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Figura 1.3:Rede quadrada comy = 20, onde o0s sitios pretos representam terminais de re-
sisténcia elétrica, e cada uma resisténcias (em vermelidoepresentes com probabilidade
p = 0.5.

Se existe uma diferenca de potencial entre a parte supeaianferior desta rede, depen-
dendo do valor de, alguma corrente elétrica fluira na diregéo vertical, &saando a malha.
Por exemplo, para baixos valores gledigamos,0.01, muito dificilmente havera algum ca-
minho de resisténcias que possa conduzir a corrente alégiticalmente, enquanto que se

o valor dep fosse por exempl6.95, poderiamos afirmar com quase total certeza que havera



passagem de corrente, uma vez que pouquissimas resistésizidam ausentes. Deste modo,
somos capazes de predizer a existéncia de duas fases, uduwdorane outra isolante, sendo a
fase intimamente relacionada a probabilidadie cada uma das resisténcias existir. Estamos
interessados em saber para qual valor minimealeorrente seré capaz de atravessar o sistema,
e daremos 0 nome ao estado em que ha um cluster de resistfineiaisavessa todo o sistema
de estado percolante. O que é bastante interessante € quanagao desta experiéncia mental
que acabamos de propor foi de fato realizada experimemaiinEm [24], os autores utilizam
uma placa quadrada condutora, e efetuam furos aleatoriames vértices dos quadrados nesta
placa, para em seguida analisar a condutividade elétrgta glaca em fungéo da probabilidade
de cada furo ser efetuado. Observou-se nesta experiéatia existéncia de um valor critico
para probabilidade, que separa uma fase condutora de eataate. Este tipo de problema
serve para descrever, ainda que de modo pictorico, diveistesnas fisicos reais, tais como in-
céndios florestais, a distribuicdo de 6leo ou gas numa romfts@, etc.. Se o leitor aprecia um
bom café, gostara de saber que o0 nome que este problema liaesao bom e velho liquido
escuro e amargo. Em inglés, existe uma maquina de café qua &eunha de percolator (para

o leitor que desconhece este aparelho, ele se parece comnaddnaafeteira italiana).

No experimento mental que propusemos (e que esta ilusteatigura (1.3)), optamos por
diluir as resisténcias (ligagbes), e deixamos todos ositers(sitios) presentes. Dizemos
gue neste caso, estamos realizando percolagcéo por ligaB&esptamos por diluir os sitios
e preservar as ligacdes, tratamos do problema de percgtacaitios, e se diluimos ambos,
fazemos percolagéo por sitios e ligaces.

De um ponto de vista historico, o problema de percolacao méarens estudos de Flory &
Stockmayer, que na época da segunda guerra mundial w@itizarpercolacdo para descrever
0 processo de gelagéo, um tipo de polimerizacdo que se amgirformacdo de uma rede de
ligagbes quimicas que atravessam todo o sistema (simitéena® processo de cozimento de
um ovo, em que um estado liquido passa para um estado gstatimalo ovo cozido, ou ao
processo de preparo da gelatina - para mais detalhes, yeAfldsar disto, costuma-se creditar
a origem do problema de percolagédo a Broadbent & Hammergleyem 1957 introduziram o

problema na literatura matematica (ver [4]). Nossa abanhageste trabalho, como esperado,
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€ mais fisica do que matematica, e segue de perto o desetwalviclassico livro [1] do autor

D. Stauffer.

1.2.1 Percolagao em uma dimensao

Estudaremos o caso unidimensional de percolacdo por.diéra tanto, analisemos agora

afigura (1.4).

Figura 1.4:Rede unidimensional de sitios, distribuidos com probddile p. Sitios ativos estao
representados por bolas pretas, e sitios ndo ativos esfiesentados por bolas brancas. Nesta
imagem temos um cluster de tamanho 4.

Se cada sitio existe com a mesma probabilida@deprobabilidade de que dois sitios quais-
quer existam vale?, e quen sitios quaisquer existam vai&. Como a probabilidade de que
um sitio qualquer néo exista, por normalizacéo, \atep, a probabilidade de que um cluster
(aglomerado de sitios) de tamanhexista é(1 — p)?p", uma vez que um cluster termina nas
duas extremidades por que ndo ha sitios ativos (se houwesisister teria um tamanho maior
do quen). Agora, se o sistema tem um tamanhdZ > n + 2) e negligenciamos efeitos
de fronteira, a probabilidade de um cluster de tamanleaistir € L(1 — p)?p", uma vez que
podemos pensar na translagéo do cluster de um em um sitiigwer (1.5)).

Definimos entdo a quantidadé como sendo a quantidade de clusters de tamamesta
rede unidimensinal, dada pof, = L(1 — p)*p*. Desta forma, agora, utilizaremas, que é a

quantidade de clusters de tamanhmor sitio, como sendo

ns = (1—p)*p". (1.4)

Assim, a probabilidade de um sitio pertencer ao clusterrdarthos é dada por,, vezess,
uma vez que ele pode ser qualquer um dos sitios do clusteratdnmteressante relacionado

ao problema de percolacao € que desde que o sistema sejargafioente grande, existe uma

11



Figura 1.5:Rede unidimensional de sitios, com condi¢des de contomadieas. Neste caso,

L = 14. Sendo o tamanho do cluster iguabapodemos contar quantos clusters de tamanho 5
podem existir, simplesmente transladando o cluster de usmesitio. Esta quantidade é dada
por Ns = L<1 - p>2ps

probabilidade critica. para a qual o sistema nunca percola, para valores menores, gugue
sempre percola, para valores maiores gueEste resultado possui amparo na teoria do grupo
de renormalizacdo. Para mais detalhes, ver [8].

Para qual valor de concentraggioocorrera o salto neste caso unidimensional? Para qual-
quer valor de concentraggomenor quel, sempre havera pelo menos um sitio néo ativo, no
limite em quel — oo, porque, pela propria definicdo de probabilidade, 0 nUme¥dionde
sitios ativos serdp e o de inativosL(1 — p). Isto implica que para qualquer valor denenor

qguel, ndo havera um cluster que atravesse 0 sistema de pontaaa g@niodo que

Deste modo, s6 ha uma regido acessivel, no caso 1D, que spmrdente @ < 1 (ndo
consideramos que o valor ge= p. = 1 seja uma regido). Como a probabilidade de um sitio
pertencer a um cluster de tamanhé dada pomn,s, e todo sitio ativo pertence a um cluster

(mesmo que de tamanho unitario), temos que a relacao
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ans =p (1.6)

deve ser satisfeita. Isto pode ser vefiricado, se utilizarenforma explicita obtida para,,

Nns = (1 _p)2ps:

Son = (1= Yt = (- pPeg Y

S S S

= (1 —p)de% (ﬁ) =p, (1.7)

onde usamos um truque recorrente em calculos de mecamtesish, o de derivar um soma-
tério com respeito a um de seus parametros, para podereeédorde um modo conveniente,
e usamos a soma dos termos da série geométrica infinita e&aeigualdade. Podemos nos
perguntar agora: qual a probabilidade de escolhermos ima8ito, pertencente a um cluster fi-
nito, e este cluster possuir tamardfoA resposta desta pergunta é dadapet sns/ (D, sns),

onde utilizamos a propria definicdo de probabilidade. Sesdon, o tamanho médio de cluster,

que denotaremos par, € dado por

' 2o (1=p)* s
S R — S — S
e N W e )
B P (pdp> Zp S 1-p (1.8)

ondes’ nas somas indica que estamos excluindo os clusters de tardimito (se houver),
porque estes clusters fazem as somas divergirem.

Podemos perceber da equaco (1.8) §juiverge a medida que nos aproximamogpgde-
1. O mesmo tipo de comportamento € exibido em dimensfes sugeri De maneira geral

podemos dizer qué diverge nas proximidades do ponto critico como

S~ p—pel™, (1.9)

13



sendoy = 1, neste caso. Em dimensdes superiofgspde assumir outros valores (para con-
sultar valores de/, indicamos [1]). O que importa € que de modo geral, nas priogides do
ponto critico,S diverge assintoticamente como uma simples lei de pot@ncirara encerrar
esta digressao, vamos definir as outras duas grandezasatemrtancia, o comprimento de
correlacadq e o parametro de ordem,,.

O comprimento de correlac&g que ja foi definido de modo qualitativo na parte referente
as transicdes de fase, sera definido agora através da fuag@ordlacag(r), que representa
a probabilidade de um sitio pertencer ao mesmo cluster dque sitio ocupado, se a distancia
entre ambos for. Como caso limite, temos qu¢0) = 1. Se estamos a uma distancido sitio
ocupado e desejamos que o sitio localizadorgmertenca ao mesmo cluster que o localizado

na origem, todos os sitios entre - também devem estar ativos, de modo que

g(r) ocp”, (1.10)

Sep é menor que unmy(r) decai exponencialmente cama medida que este Ultimo vai ao
infinito (basta perceber qugr) = ¢""®), e que como < 1, In(p) < 0).

Temos entéo que

onde

£=— o~ , (1.11)

sendo que a Ultima igualdade da equacgéo depende de estasneorimidades de = p. =

1, que é a condigdo para que seja valida a expahsdo— ) = —x (ndo custa reforcar
aqui que a relacdo (1.11) sé é valida no caso unidimensioailemos perceber de novo
gue, a despeito do comportamentosdeer relativamente complicado (envolve um logaritmo),
seu comportamento nas proximidadespde- p. também diverge como uma simples lei de

poténcias. De uma maneira geral, escrevefmasmo:

5Neste contexto, quando utilizarmos o simbelcseu significado sera este: a grandeza em quest&o se compor-
tara de tal modo assintoticamente.
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§(p) ~ lp—pel ™. (1.12)

Por fim, resta definir a grandeZa_, associada ao ultimo dos 3 expoentes criticos mais
"importantes”. A definicdo d&,, é bastante simples. Definimég, simplesmente como sendo
a probabilidade de um sitio ativo pertencer ao cluster tofifnor isto o simbolo na forma de
sub-indice nesta grandeza). Infelizmente, neste casamandional, o comportamento d&,
tem pouca utilidade, uma vez que o limiargdaz com queP,, seja zero para qualquer valor
dep menor que 1, ja que o sistema néo percola antes disso. De tuiim similarmente ao que
fizemos parg e S, vamos escrever, de um modo geral, que nas proximidades-ge, temos

que

Ps ~ (p—pc)’, (1.13)

sendog o ultimo dos expoentes criticos. Vale dizer a importancia’de uma vez que esta
grandeza seria a anédloga da diferepga py no caso da transicao liquido-vapor, ja que o valor
de P, nos permite saber em qual fase o sistema se encontra (sesstarfase percolante ou
nao).

Embora a obtencéo analitica das grandezas fisicas desseetenha sido possivel para o
caso da percolacdo em uma dimenséo, deve-se ter em mentga@e@aiena rarissima excecao.
Quando analisamos o caso bidimensional, somos capazesail@dnlucdo na rede quadrada
para o caso de percolagcéo por ligacbes, mas o problema delgugi@ por sitios permanece
sem solucao analitica exata. Por conta disto, temos quardpuentemente para simulacdes
computacionais. Faz-se entdo necessaria a técnica desédx@liTamanho Finito (em inglés,
Finite Size Scaling), que nada mais é que uma analise nuargdsiematica de sistemas finitos
para a obtencgdo, através de extrapolagbes, do comportateemodindmico de um sistema

fisico com infinitos graus de liberdade. Para mais detalbstadécnica, ver o apéndice (B).
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1.3 Grafos e Redes

Pode-se dizer, de maneira geral, que redes nada mais sée dongeonjuntaV qualquer
de elementos que se relacionam entre si, digamos, atravesrééacoes. Matematicamente,

um conjunto deste tipo pode ser representado como

G(N, M). (1.14)

A escolha da letra G na representacao deste conjunto nag#opesitada; na literatura
matematica, o ramo dedicado ao estudo de redes é chamadoredeeGrafos. A partir deste
ponto, passamos entdo a utilizar intercambiavelmentelagrpa redes e grafos, sendo ambas
consideradas, para todos os fins, sindbnimos.

Numa perspectiva histérica, costuma-se creditar o iniocfoastudos da chamada teoria de
grafos ao trabalho pioneiro do famoso matematico Euler @ 1@ que n&o € muito surpre-
endente, uma vez que esse prolifico matemético deu divesa&ibaicdes a variados ramos
da matematica) e nos conduz ao famoso problema das pontémnigskerg. Este problema é

inicialmente mais urbanistico do que matematico.

(c)

Figura 1.6:Em (a), temos um mapa da cidade de Konigsberg com as 7 ponaslilema.
Em (b), uma descricdo cdmica do problema, e em (c), a reprag@o do sistema na forma de
grafo [30].

A cidade de Konigsberg, hoje conhecida como KaliningradoRassia, localizava-se na
antiga Prussia. Como mostra a figura (1.6), a cidade é coptadam rio chamado Pregel. O

problema proposto consiste em obter um caminho que ateeesslade, de modo que cada
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ponte deve ser cruzada ao menos uma, e somente uma vez. Stesshpgar de um lado ao
outro da cidade através das pontes, e cada ponte deve sesafi@a por completo (ndo € per-
mitido que se cruze apenas metade da ponte de um lado, e qtra aetade seja atravessada
do outro lado desta mesma ponte).

A solucéo de Euler (que na verdade provou que o problema gi@pdo possui solugéo)
é importantissima do ponto de vista historico, uma vez queanainicio da chamada teoria
de grafos, e constitui um pontapé inicial do estudo acerctpalogia. Euler inicialmente
percebe que o caminho tomado em cada um dos pedacgos de terrse(§o chamados agora
de vértices) é irrelevante, sendo fundamental apenas thastaordem de pontes nesta cami-
nhada. Deste modo, podemos ignorar a distribuicdo geogddie ilhas que compde a cidade,
e a "distor¢cédo"gradativa sofrida na figura (1.6) € entadfjceda.

Pensando agora neste modelo simplificado da cidade, a eaad¢zuler consiste em perce-
ber que uma vez que um caminhante atinja um dos vérticesgteste ele precisa sair (exceto
Nno caso em que este veértice seja o ponto inicial ou final da@anieste caminhante). Assim,
excetuando estes dois vértices, se atingimos um vértezes, também teremos de deixaxlo
vezes. Como cada ponte s6 pode ser cruzada uma vez, um vérticen deste grafo (isto €,
todos os vértices, exceto o primeiro e o0 Ultimo) precisa ssamente ter um namero par de
pontes, para que o humero de vezes que um caminhante o afmjgusal ao nimero de vezes
gue o deixe. Ja que todos os vértices do grafo que correspocaidade de Konigsberg pos-
suem um numero impar de pontes (e somente dois destes padesvgetices final e inicial),
chegamos entédo a concluséo de que o problema de fato nao gussgéo.

Feita entdo esta descricdo e apresentacéo da solucéo tenpaatas pontes de Konigsberg,
cuja importancia ja foi citada acima, esperamos ter motivateitor mostrando as origens da
fundamentacao histérica da chamada teoria de grafos. estia, passemos entdo a estudar

em especifico outros tipos de redes bastante comuns.

1.3.1 Grafos regulares

Imaginemos uma rede quadrada, similar a um tabuleiro deexadomo representado na

figura (1.7) (este grafo sera recorrente neste trabalho).
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Figura 1.7:Rede quadrada. Cada elemento possui quatro ligagdes, nmas toda ligacéo
conecta um par de elementos, o numero total de ligagdes éro domumero de elementos.
Definiremos entdo a rede quadrada como sendo o conjunto despgue se encontram

nos vertices dos quadrados do tabuleiro. As ligacdes saréamlos dos quadrados. Podemos
perceber que todos os elementos da rede, a menos dos elspeEmémcentes a fronteira em que
acaba o reticulado, possuem quatro ligadGe3e quiséssemos saber quantas ligacdes existem
em nosso sistema, poderiamos dizer, a primeira vistafjue 4N, ondeN = L? é o nimero

de elementos que existem nesta rede quadrada. Entretintestaria errado. O correto para

este sistema é

G(N, M) = G(N,2N), (1.15)

uma vez que toda ligacdo da rede relaciona dois elementosuleina simétrica, e portanto, €
contada duas vezZes

Além da conectividade dos elementos, para caracteriziwasfeente um grafo, € necessario
que, dado um elemento qualquer da rede, saibamos tambésnsquads elementos que estao

conectados a ele, isto é, quem sdo 0s seus vizinhos. Por lexempede representada na figura

"Este "problema"gerado pelos elementos da superficie pwdacimente contornado empregando-se condi-
¢Bes de contorno periédicas; no entanto, por facilidadeothopde vista de algoritmo, as condigdes de contorno
empregadas aqui serdo as mesmas utilizadas em [1] - num&ludiegs deste livro, o autor descreve como imple-
mentar condi¢cdes de contorno helicoidais para uma esdrbtperctibica dd dimensdes.

8Note que podemos ter ligacdes assimétricas, como por ezeropirafo de chamadas telefénicas efetuadas
em um dia, onde sitios séo pessoas e ligacdes corresponddranaadas feitas pelas pessoas: é possiveldque
telefone pard3 sem queB retorne a ligacao.
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(1.8), todos os elementos possuem conectividade 4, masnagfice alguém classificaria este

grafo como sendo uma rede quadrada.

Figura 1.8:Neste pentagrama, cada elemento possui quatro ligacoesetanto, trata-se de
um grafo de 5 elementos totalmente conectado, bastanterntéede uma rede quadrada, em
que cada elemento também tem 4 ligacdes.

Um outro exemplo bastante elucidativo que mostra como actioitade por si s6 ndo nos
permite classificar por completo um grafo é o caso da rededdarpor &tomos de carbono, num
cristal de diamante, figura (1.9), em que novamente, tod@demsentos possuem 4 ligacoes,

mas a dimensionalidade da rede mudoul!

Figura 1.9: Representacdo da rede formada por atomos de carbono, nustalcde dia-
mante. Vemos que a conectividade é a mesma da rede quadrada dimensionalidade &
diferente![31]

Podemos utilizar diversas maneiras distintas para remiseste conjuntol de relagbes
entre os elementos de uma rede. Comecemos ent3o defininduiza aeaconectividaded.

Cada elementa,;° desta matriz é definido como

°0Os elementog;; ndo devem valer necessariamente 0 ou 1. Isto pode ser geaéoalpara que possamos
lidar com relacBes entre elementos que possuam pesogafistita mesma maneira que o leitor gosta mais de
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1 , caso haja uma ligacdo que conectei e j,
0y — J gacao q J (1.16)

0 , casoie jnéo estejam conectados .

Para ilustrar adequadamente a matriz de conectividadesidevemos a rede unidimensi-
onal comN = L, onde utilizaremos condi¢Bes de contorno periddicas. Enamdo os ele-
mentos da rede dea N = L, podemos perceber que a matriz de conectividades para a rede
unidimensional seria uma matriz simétrica (se o grafo foesgposto de ligacdes direcionadas,
Isto n&o seria necessariamente verdadeiro, uma vez qumerel®A poderia estar ligado a B,
sem que B estivesse conectado a A. Isto ndo sera tratadceati@tanto), recheada de zeros,
com elementos n&o nulos apenas nas duas diagonais panadédgsroximas a diagonal princi-
pal, e nos elementas y ay;. A figura (1.10) ilustra esta matriz com as condi¢des de coato
periddicas. Para visualizar como a matriz da figura (1.19)esenta a rede unidimensional
descrita neste paragrafo, sugerimos que o leitor deserdig @ue simbolizam as condi¢bes
periddicas neste caso) com um numero pequeno de congg#uatjue identifique, para cada

elemento, os seus vizinhos.

(0100-..0001\
1010 --- 0000
0101 --- 0000
0000 --- 0101
\1000-.-0010)

Figura 1.10:Matriz de conectividade para uma rede unidimensionaNdelementos com con-
dicBes de contorno periddicas. E facil perceber que a madpzesentada acima esta correta.
Basta desenhar algumas redes unidimensionais pequemas;aadicdes de contorno periodi-
cas.

Embora a matriz de conectividades seja bastante Util enmalgeircunstancias, sobretudo

umas pessoas que de outras. Dessa fazmgoderiam ser representados como nimeros reais no intelwéla
1, sendo maior o peso da ligag&o conforme mais proxipesteja de 1. Entretanto, ligagbes com pesos néo serao
discutidas neste trabalho.
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em alguns célculos analiticos, ela ndo € tao vantajosa do gervista computacional. A razao
disto € que, quando estivermos trabalhando com redes nélaneg} esta matriz significara
uma complicacdo do ponto de vista do consumo de memdériaafalmea matrizv x N € um
desperdicio, quando apenas alguns poucos elementos d&aée nulos) e de implementacao
(isto poderia ser contornado; entretanto, a implementdgdista de vizinhanca revela-se mais
adequada aos nossos propodsitos - ver o apéndice (A)). Pamsaa utilizar agora a chamada
lista de vizinhanca.

Suponhamos agora que cada elemento de nosso grafo possatiuln pouco importando
se este roétulo sera "0", "Hildebrando"ou "Coca-cola". Aalide vizinhanga consiste em uma
tabela, onde, para cada um dos elementos, temos listadoamedibs seus vizinhos. Voltando a
rede quadrada, se enumerassemos cada um dos seus elermér#dsg d 1, o elementa teria
como vizinhogi — 1+ L*)%L?, (i+1)%L?, (i+L)%L* e (i— L+ L*)%L?, onde % representa
aqui a operagdo modular, que consiste em extrair o restovg@diinteira entre dois nUmeros
(deixamos como exercicio para o leitor a verificagéo da&elde vizinhanga para um elemento
i qualquer na rede quadrada com condi¢des de contorno loelisoiBasta escrever algumas
redes quadradas pequenas para que se possa convenceac@ssrebcritas). Esta operacao
modular é importante aqui por conta das condi¢cdes de cantwelicoidais adotadas, citadas
anteriormente. Esta estruturacdo de dados na forma dedistainhancas sera extremamente
atil no caso da implementacéo do algoritmo de busca em gcifasiado B.F.S. (do inglés
Breadth First Search), que é discutido no apéndice homérimoexemplo bastante simples,

e que serve ao nosso proposito de ilustrar a lista de vizgahgode ser visto na figura (1.11).

Figura 1.11:Grafo simples, para exemplificar a estrutura de lista denhianca [32].
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Vizinhos | Vizinho 0 | Vizinho 1 | Vizinho 2
Veértice
1 2 3 4
2 1 5 6
3 1 Nao tem | Nao tem
4 1 7 8
5 2 Nao tem | N&aotem
6 2 Nao tem | Naotem
7 4 Nao tem | Naotem
8 4 Nao tem | N&aotem

Tabela 1.1Tabela que representa a estrutura de vizinhanga do grafogueei(1.11).

Poderiamos desenvolver de modo analogo ao que foi feita@mente a lista de conecti-
vidade de uma rede cubica. Sabemos que cada elemento naibécke mossui 6 ligacbes. A
vizinhanca de um elemenicseria a mesma escrita para o caso quadrado (se trodahpas
L?), sendo necessario apenas acrescentar os vizinhod*)%L3 e (i — L* + L*)%L>. De
modo geral, se estamos lidando com uma estrutura hipeecdbitdimensdes, cada elemento
desta rede possuirial ligagdes. A generalizagao para os vizinhos de um elementma rede
hipercubica é "straightforward". Na verdade, no cdstimensional , basta conectar todo ele-
mentoi a (i + 1)%LY, (i + L)%LY, --- (i + L) %L4, se tomamos o cuidado de fazer com
que cada um destes vizinh@st- L7)%L? (ondej = 0,1,--- ,d — 1) também seja vizinho de

De posse desta generalizacdo para uma rede hipercubitdiemnsdes, poderiamos tomar
o limite de uma estrutura hipercubica a medida due co. Uma das implicagfes na fisica
deste sistema, chamado agora de sistema de dimensao jréitde que as contribuicbes
devidas a hiperarea ndo podem ser negligenciadas comteeagetontribuicées devidas ao

hipervolume. Os seguintes passos ilustram esta caraicritomando como exemplo uma

hiperesfera num espagco euclideanalditmensoes e de raiB*° :

S o« R*! V < R?

R o SY@-1) R o V14

1

ST x Vi — SoV@ =ylid (1.17)

%para mais detalhes acerca desta peculiaridade, indic@2jos [
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Existem outros tipos de grafos que exibem uma dimensiamggidnfinita (no sentido de
que ha tantos elementos na "superficie"quanto elementdsohame”), como por exemplo
estruturas do tipo arvore, sendo a arvore de Cayley o exemi® representativo. A figura
(1.12) ilustra uma arvore de Cayley com conectividade 3. Grafos do tipo arvore possuem
dimensionalidade infinita, porque o nimero de elementacerexponencialmente conforme
acrescentamos uma nova geracao a arvore. 1sso faz com queeoade elementos pertencen-
tes a uma nova geracao seja sempre comparavel ao nimeron@a e somados das geracdes

anteriores.

Figura 1.12:Arvore de Cayley, com conectividade= 3. A arvore binaria corresponde a um
dos ramos desta arvore de Cayley (como a parte abaixo da [pimélhada) [1].

J& que derivamos a relagéo de vizinhanca para estruturesms(ipodemos perguntar qual
seria a lista de adjacéncia para uma arvore. Para escréaeelesao, tomemos como exemplo
a arvore binaria (ver figura (1.12)). Se numeramos os elameal# arvore binaria da mesma
forma que o indicado na figura (1.13), um algorimo bastamipleis que nos permite gerar a
lista de adjacéncia para o elementé conectar com2; e com2i + 1 (e vice-versa, isto €,
conectari e 2i + 1 comzi).

Uma caracteristica marcante (e que nos permitira, comanas@ segulir, resolver o pro-
blema de percolacdo para esta arvore) das estruturas darvipe é a auséncia de loops, isto
€, dados dois elementos quaisquer do grafo ha somente umhzamniie os conecte (ndo ha

formacao de triangulos).
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Figura 1.13:Arvore binaria enumerada, para ilustrar o algoritmo que gex lista de adjacén-
cia.

Estudaremos o problema de percolagéo por ligagdes na @wed@ayley. O argumento que
nos permite obter o valor de. € bastante simples. Primeiro, levemos em consideracao que
estamos interessados na avore de Cayley macroscopicg, isfmita. Podemos escolher um
sitio qualquer da arvore como "root node". Queremos sabexiste um cluster de tamanho
infinito que passe por este "root node". Partindo deste elemeaz novos elementos a serem
atingidos. De cada um daselementos alcangados, h& 1 novos sitios para onde podemos ir
(descontamos uma das ligagfes, uma vez que ela nos condugiiaupelo qual ja passamos).
O mesmo acontece repetidamente. Uma vez que um sitio é atltgrita mais — 1 novos
sitios para onde podemos prosseguir sem retroceder. Alplidbde com que cada ligacédo
existe valep. Como queremos sempre avancar (uma vez que queremos quagusyacluster
que atravesse todo o sistema), pelo menos uma dessasiovas ligacdes deve estar presente.
Se néo for assim, encontraremos, em média, cada vez meap3dgypossiveis (e o decréscimo
é exponencial, similarmente ao que ocorre na equagéo J13€)(z — 1) for maior que um,
podera haver um caminho que conecte o "root node"ao infipddgra, uma vez que podemos

escolher um "root node"que pertence a um cluster finita).net permite concluir qué

(1.18)

A equacao (1.18) nos diz que gdor maior quep,., havera um cluster de tamanho infinito.
Entretanto, isto n&o significa que todo sitio pertence aochsteer infinito (similarmente ao que

ocorre na figura (1.3), onde vemos que existe um cluster gaeeata todo o sistema, e ainda

110 fato de 0 "root note"conduziranovos vizinhos n&o altera em nada a derivacgap,.debtida aqui, uma vez
gue estamos estudando a arvore de Cayley infinita.
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existem furos que néo pertencem a este cluster). Esta iaf@oneé dada paP,.. Claramente,
P, vale0 parap < p., uma vez que nao existe um cluster infinito antes disso.

Para derivar a grandeza,, para na arvore de Cayley com conectividade- 3, vamos
considerar agora o problema de percolacéo por sitios netstéLga (como a arvore de Cayley
ndo apresenta loops, ndo ha diferenca entre a percolac¢aitipsrou ligagbes. Neste caso
consideraremos a percolacao por sitios por que os argusgiilipados sdo mais simples neste
caso). Sej&) a probabilidade de que um sitio ndo pertenca ao cluster dataminfinito através
de uma de suas ligac@ésPara que um elemento ndo esteja conectado ao cluster detiama
infinito através de uma de suas ligacdes, ou esta ligacaoxiste ¢robabilidade dada por
1 — p), ou, se existir, nenhum dos outros dois vizinhos pode estagctado ao cluster infinito

(probabilidade que valg@?). Isto implica que? deve satisfazer a seguinte relaco :

Q=1-p+pQ*. (1.19)

Resolvendo esta equagéo, obtemps= 1 ou@ = (1 — p)/p. Agora, se um elemento
esta ativo (o que ocorre com probabilidageou ele pertence ao cluster de tamanho infinito

(probabilidade dada pd?..) ou ndo pertence (que corresponge&xR). Isto implica que

p=Pu+pQ* = Pu=p—pQ°=p(l - Q" (1.20)

e finalmente, obtemos, pata= (1 —p)/p

(1—-p? 2p°=3p°+3p—1 2(p—-1/2)(p*—p+1)
o p? B p?

Po=p— (1.21)

(para@ = 1, P, = 0, 0 que correspondeja< p.).

12Esta probabilidade € igual para todos os elementos, umaueeaasistema infinito, todos os elementos séo
equivalentes.
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Capitulo 2
Geometria Hiperbdlica

"Oh! Deus. Eu poderia viver recluso numa casca de noz e médevasrei
do espaco infinito."

W. Shakespeare, "Hamlet, Ato Il, Cena 2"

2.1 Axiomas da geometria

E fundamental, uma vez que estamos discutindo geometgetidifica, que apresentemos os
postulados da geometria. Aos olhos de um estudante atiedceagho axiomatica de umateoria
pode ndo ser nenhuma novidade. Na fisica, por exemplo, temaglescricdo termodinamica
que segue essa linha, como feito no classico lmtaduction to thermodynamicslo autor
Callen, ou a famosa abordagem axiomatica da mecanica gaanti

O que talvez o leitor ndo saiba € que do ponto de vista hist@icleia de construir um corpo
axiomatico sélido, para em seguida derivar os teoremadiagestes postulados, inicia-se com
o pai da l6gica, Aristotele’s Por muito tempo, essa maneira axiomatica de se fundameméar
teoria, seja ela fisica ou matematica, foi um paradigmayppes levado ao extremo, e sem
davida, a geometria euclideana € uma referéncia de tednaética. Um exemplo bastante
curioso, quase patolégico, € o do gebmetra do século XIX adan$teiner, que chegava ao

ponto de ministrar, por diversas vezes, suas aulas no eggan® evitar que seus estudantes

INo caso especifico da geometria, o primeiro a desenvolvergaometria axiomatica foi o filésofo grego
Eudoxo, mas ao que parece seus escritos foram perdidoglieriménte tudo que se sabe dele deve-se a outras
fontes.
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utilizassem suas observa¢des do mundo como ferramentausrarggimentos geometricos.
De todo modo, esperamos que o leitor esteja familiarizadoessa abordagem axiomatica.
Assim, dispomos a seguir os 5 axiomas da geometria euclideme € uma geometria plana

(bidimensionaly:

1. Um segmento de reta pode ser criado unindo-se dois pomdsogier.

2. Um segmento de reta pode ser estendido indefinidamenieode a formar uma linha
reta.

3. Dado qualgquer segmento de reta, uma circunferéncia podermmada, usando-se o seg-
mento de reta como o raio da circunferéncia, e uma das extaeles do segmento de reta
como centro da circunferéncia.

4. Todos os angulos retos séo iguais entre si.

5. Postulado das paralelas: Dada uma reta e um ponto que méogaea esta reta, so existe
uma Unica outra reta que passe por este ponto e que nao jrésecprimeira reta, nao

importando o quanto elas se prolonguem. Chamamos a este pad de retas paralelas.

Devemos discutir agora um aspecto fundamental referentpiisbo postulado, que esta
no cerne do desenvolvimento da geometria de Lobachevskygmm matematico russo que
desenvolveu a geometria hiperbdlica. E o nome russo de gessaetria).

Por muito tempo, acreditava-se que seria possivel deridgpastulado a partir dos 4 pri-
meiros, de modo que o postulado das paralelas ndo seria dadeeum axioma, e sim um
teorema. Muitos esforcos foram feitos nessa direcéo, teld@sem vao. Hoje sabe-se que o
quinto postulado n&o pode ser derivado dos quatro primerogis ainda, modificando o seu
enunciado, obtemos outras formas de geométria historia dessas descobertas é fascinante.
O leitor que se interessa por essas curiosidades é indickataaeferéncia [3], capitulos

(comeco) €5.

2Geometria euclideana ndo € necessariamente a geometriglige8. O capituld da referéncia [3] afirma
que o que hoje chamamos de geometria euclideana é na verdadeformulagcéo da geometria do filésofo grego,
uma vez que, de acordo com a mesma referéncia, os axiomasmatge desenvolvida por ele sdo incompletos,
e suas demonstracdes ndo eram exatamente perfeitas. Delsteamigor, geometria euclideana seria diferente da
geometria de Euclides. Para evitar esses detalhes mins¢cjpsssaremos a chama-las sem distingao.

3Excetuando-se o quinto postulado e mais alguns detalhesZjueem ao caso aqui, existe um conjunto de
axiomas e teoremas que se aplicam a todas estas formas detgaoior conta dessa generalidade, chamamos
este conjunto de geometria absoluta.
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Estamos interessados em estudar o problema de percolag&omatria hiperbdlica bidi-
mensional, uma vez que as estruturas geradas nesta georneatvsamente exibem a existéncia
de duas probabilidades criticas, como demonstrado eml6& vez esclarecido que estamos
interessados na geometria hiperbdlica bidimensionahgramente, vamos definir o(s) mo-
delo(s) de geometria hiperbdlica com os quais vamos trabdfor modelo, seguimos de perto
a definicao utilizada em [2], isto é, escolhemos um "lugatéorepresentaremos as entidades
geomeétricas e "escolhemos"a métrica do espac¢o (uma defohécétrica sera dada um pouco
mais a frente). Existem diversos modelos utilizados naalitea, mas optamos por utilizar

basicamente apenas dois deles: o modelo de Meio Plano 8uperdisco de Poincaré.

2.2 0O modelo de Meio Plano Superior

O modelo de Meio Plano Superior leva este nome por que esoothapenas a metade
superior do plano cartesiano para a sua representacaoteappaitiva do eixq,. No plano
complexo, isso seria equivalente a dizer que o modelo de phe@ superior consiste no con-
junto dos numeros complexos tais que(z) > 0, de tal forma que o eixo real ndo esté incluido
neste espaco. O plano complexo sera constantementeddibzaartir de agora.

Vamos escolher a seguinte abordagem neste trabalho:epassrda métrica do espaco hi-
perbdlico no Meio Plano Superior, isto é, da nocdo de dig&rdre dois pontos pertencentes
ao espaco e derivaremos quais séo as geodésicas. Uma auttagem consiste em escolher as
geodeésicas e delas derivar a métrica do modelo de Meio PlameriSr. Para ver esta segunda
abordagem, o leitor é indicado a ler [2].

Facamos agora entdo o esfor¢o imaginativo de conceber oanugnseres que habitam em
nosso espago hiperbdlico bidimensional, na regido em/que) > 0. Por algum motivo,
suponhamos que o eixo x seja infinitamente frio, e a medidaw@um habitante desta terra
lisérgica se aproxime do eixo real, a queda na temperatagaccbntrair-se. Devido a esta im-
posicao, seria impossivel aos habitantes desta terra éickad Pais das Maravilhas atingirem
0 eixo real, uma vez que a redugdo em seus tamanhos faria e djgtancia dos mesmos
do eixo das abcissas fosse ficando cada vez maior. A figurgil{Zstta um pouco o cotidiano

destes pobres diabos.
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Figura 2.1:Cartman dando uma volta no espaco hiperbdlico: ao movimesgana direcao
vertical, ele se comprime. Nada ocorre caso ele ande na@uéprizontal.

Deste modo, podemos escrever, de maneira um pouco imprgeesa distancia hiperbdlica

é dada por:

Distancia Euclideana
; )

Distancia Hiperbdlica= (2.2)

Agora, fazendo uso de calculo infinitesimal, sabemos qustardiia euclideana infinitesi-

mal ds entre os ponto®(z,y) e Q(x + dz,y + dy) é dada por

ds = \/dx? + dy?. (2.2)

e finalmente, definimos de maneira mais formal qual a maneireattular o comprimento

hiperbolico de um arco que seja definido por uma cyragbitraria:
/ 2 2
5 — / M — / M (2.3)
~y Y v Y

ondedz = dx + idy (lembrando aqui qug|? = 2z, sendaz o complexo conjugado do nimero
complexo z, definido coms = x — iy). Apesar de a integral acima nao ser, de maneira geral,

facilmente solluvel do ponto de vista analitico, ndo ha conue® $p preocupar; ela pode ser
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calculada com preciséo arbitraria utilizando algum métodmérico, como por exemplo, a
regra de Simpson.

Vamos agora provar, que uma vez definida esta geometria,caggeas do plano hiper-
bolico ou sé@o arcos de semicirculo euclideanos, centranl@sxo real, ou segmentos de reta
euclideanos paralelos ao eixo

SejamP(x1,y1) € Q(z2, y2) dois pontos quaiquer do plano hiperbdlicg ema curva qual-
quer que os una. Sefa(c,0) o ponto em que o bissetor perpendiculd@ intercepta o eixo
x. Colocando um sistema de coordenadas polar centrado ene@measto de geodésica g sera
parte de uma dada curva= f(6). Com este novo sistema de coordenadas, os péttos y;)

e Q(x2, y2) Serdo agord(rp, o) € Q(rg, 5) (ver figura 2.2), e um pont&(z, y) fica na forma

Figura 2.2:0s pontosP e () unidos por uma curva g qualquer. Impondo que o comprimento
do arcog seja 0 menor possivel, obtemos a equacao da geodésica gque &g [3].

r=c+rcosb

y =rsinf (2.4)
de onde tiramos que

Z—z:%COS€+Td(;(;SG:T/COSH—T’SiHH,

dy dr dsin 6 /

A = si . 2.

=0 d051n9+r 70 r sinf + rcosf (2.5)
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Temos entéo que

da? + dy* = (r cos 0 — rsin0)2d6? + (r' sin 6 + r cos 0)d6*
= [r"?(cos? 0 + sin? 0) + 2rr’(cos 0 sin 6 — sin 0 cos ) + 1% (cos® @ + sin? §)]d6?
= ("2 4+ r?)de>. (2.6)

Agora, substituimos os resultados acima na equacao quesno#ig obter a distancia hi-

perbdlica:

B\ /2 2 B 2 B
/ roAr 0> \/T_ df = cscldo
o Crsingd o Tsinf o
_ lncscﬁ —cot 8 2.7)

csc o — cot «

O resultado acima € o comprimento hiperbolico de um arco derdieréncia euclideana
(uma vez que’ = dr/df = 0), centrada no eixo real! Isso implica que arcos de circénica
cujos centros se localizam no eixo real sdo geodésicas \(pefiar o que acabamos de afir-
mar, basta escrever qual o comprimento hiperbdlico de umdecircunferéncia centrado na
origem, utilizando a equacéo (2.3)). Esta implicito nestaahstracéo que as coordenadas
e x, dos dois pontos acima sao diferentes. Para o caso em, gue:,, fagamos agora com que
a geodésicg seja dada pela equaca@o= f(y). Deste modo, temos qui = j—zd:c = f'dx.

Substituindo esta expressao na equacao que nos forned¢érecdientre dois pontos, temos

/ m / JT /Wdy 2 2.8)

Né&o é dificil mostrar que esta é a equacao que fornece acis&mire dois pontos separa-
dos por uma reta vertical no modelo de meio plano superiou¢oéoconsistente com o fato de
que obtemos esta expressao fazefide dy/dx = 0). Basta fazer com queseja igual a uma
reta vertical com extremidades e v, € se convencer de que a integral que fornece a distancia
hiperbdlica entre estes pontos tem exatamente 0 mesmaookdido acima.

A figura (2.3) possui alguns exemplos diferentes de geaasic modelo do meio plano
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superior.

Figura 2.3:Alguns exemplos de geodésicas no meio plano superior [2].

O motivo de as geodésicas ndo serem necessariamente etagri@s de uma perspec-
tiva euclideana) pode ser entendido pictoricamente ardaéseguinte analogia com o espaco
esférico: qualquer representacdo plana de um mapa munglanmnecessariamente sofre de-
formacgdes; € 0 preco que se paga por tentar representar wmeigia "estranha"num espaco
bidimensional euclideano. De qualquer forma, visto poiithates que vivessem num mundo
hiperbdlico, as geodésicas pareceriam linhas retas, assim as nossas nos parecem. De fato,
essencialmente, a geometria hiperbdlica é localmenteleadla, isto é, somente observando as
propriedades globais de uma geometria podemos deterneieta é euclideana ou hiperbdlica.
Para mais detalhes da geometria esférica, ver [3], cadif)lo

Finalmente estamos agora em condi¢cdes de apreciar comaspaeto bastante interes-
sante da geometria hiperbodlica bidimensional, o fato decasiésicas serem ou arcos de cir-
cunferéncia euclideana centrados na origem, ou linhasvet#cais, relaciona-se com o quinto
postulado da geometria de Euclides. Vejamos por exemplaigaf(§@.4).

Esta figura € um exemplo patente que ilustra como a geomgigebldlica viola claramente
0 postulado das paralelas de Euclides. Dada uma geodési@ugue um ponto que nao
pertenca a ela, existem infinitas outras geodésicas quemgssr este ponto sem tocar na
primeira. A nos, basta uma "demonstracao"visual deste feica uma demonstracdo mais
rigorosa, indicamos [3].

Estamos particularmente interessados no problema delpgiiocaplicado as estruturas ge-
radas pelo recobrimento regular do espaco hiperbdlicocoom muitos outros aspectos desta

geometria, exibe propriedades interessantissimas, caxisténcia de uma segunda probabili-
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Figura 2.4:Quatro geodésicas no meio plano superior model. Podemoguespara um ponto
gue ndo toque a mais externa, existem diversas (na verdafilgitds) outras geodésicas que
passem por este ponto e que ndo tocam a mais externa [2].

dade critica, como ja citado anteriormente. A visualizad@oecobrimento é muito mais ilus-
trativa e esclarecedora no contexto do disco de Poincar@asfagem do meio plano superior
ao disco de Poincaré é feita de modo bastante natural umaigeangendamos um pouco mais

a fundo os conceitos de transformacdes de Mdbius e movimeigidos. E o que pretendemos

fazer agora.

2.3 Transformacdes de MoObius e Movimentos hiperbdlicos
rigidos

Estamos particularmente interessados nos movimentobbip®s rigidos, que nada mais
sdo do que as transformagdes que preservam comprimentgdicAcdo que faremos destas
transformacdes sera o de recobrir 0 espaco hiperbdlicoleraxgomputacionalmente a fisica
desta geometria. De uma maneira geral, uma transformacltdblieis € uma transformacao

gue sempre pode ser escrita na forma

_az—i—b

— , 2.9
cz+d (2.9)

f(2)

ondea, b, ¢ e d podem ser quaiquer nimeros complezos, contantazdque be # 0 4. As

principais caracteristicas destas transformagfes sdo ddala serem rigidas, de preservarem

40 motivo desta desiqualdade ser uma condigdo necessaia paisténcia de uma transformac&o de Mobius
esta relacionado & Algebra Linear. Esta transformacaoritiede forma sintética usando esta notagdo complexa,
representa uma matriz bidimensional, que deve ter seundiegante ndo nulo. Para mais detalhes, ver [3].
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angulos entre geodésicas e de transformarem geodésicasceldsgas. Cabe neste ponto

definir angulos neste contexto, uma vez que linhas retasdtinexessariamente retas. Dadas
duas geodésicas que se cruzam num dado pontoangulo formado entre as duas é dado pelo
angulo euclideano formado pelas duas linhas retas euchdgaaralelas as geodésicas neste
ponto D. Esta defini¢cdo fica menos obscura observando uma figureativat como na figura

(2.5).

Figura 2.5:A definicdo de angulos € a mesma utilizada no espaco eucbdeam a adicao
das retas tangentes as curvas no ponto de intersecao [3].

Continuando entdo, uma vez que apliquemos a mesma trasf@ode Mobius a ambos os
arcos de geodésicas da figura acima, obteremos outros dossde geodésicas, que possuirao
0S mesmos comprimentos e continuardo fazendo o mesmo angulo

Para encerrar esta discusséo, um fato a respeito das traagfies de Mdbius que nos
sera extremamente util € o de que este tipo de transformeagaaircunferéncias noutras cir-
cunferéncias ou em linhas euclideanas retas, e leva linfldisleanas retas em outras linhas

euclideanas retas ou em cincunferéncias.

2.4 Inversoes

Na direcéo do que foi anteriormente discutido, nos seré&ptmente Gtil aprender a fazer
a reflexdo no plano hiperbdlico, uma vez que esta é a tranaf@ofundamental, no sentido de
que qualquer outra transformacéo pode ser decomposta mjumtmde reflexdes (ver a figura

2.6)
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Figura 2.6:Alguns casos euclideanos. En) uma translagéo obtida através de duas reflex6es
seguidas. Enib), uma rotacdo der/2 decomposta numa reflexdo. O teoremé de [3]
assegura que todo movimento rigido no espaco hiperbolide per decomposto em no maximo
3 inversoes.

Entretanto, esta transformacéo exibe, assim como outrasteesticas do espaco hiperbo-
lico, algumas peculiaridades. Por exemplo, como fazer ex@lde um ponto numa linha reta
hiperbdlica que seja um arco de circunferéncia euclideAp&®ar de parecer um tanto quanto
complicado, a solucdo deste problema é bastante conheslmk&affsicos, sobretudo os que ja
cursaram algum curso de eletromagnetismo. Basta se lenhbreldssico problema de uma
esfera aterrada de raipem que se coloca uma carga uma distancid da mesma, e se deseja
calcular o potencial elétrico em todo o espaco. Resolvestogazendo uso do método das
imagens. Pode parecer um tanto quanto misteriosa a mares®a abter a distancia onde se
deve colocar a carga imageyh Mas esta € na verdade a distancia que seria onde se localiza
a imagem da carga, sendo feita a inversao (em [5], nas referéncias do capituhd uma
série de referéncias que mostram a relacéo entre 0 métodmagsns e a inversdo. Ao que
parece, Lord Kelvin e o proprio Maxwell faziam uso da inversa resolu¢cao do método das
imagens...).

A distancia onde se deve colocar a carga imagefrtéRTz, sendaoR o raio da esfera. Desse

modo, vamos definir que a inversdo de um pontauma circunferéncia de raiB € o ponto
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Figura 2.7: Problema do método das imagens; deseja-se calcular o pelette uma confi-
guracao correspondente a uma esfera condutora aterrada & earga g, localizada a uma
distanciar fora da esfera [33].

r’ dado pela mesma formutd = RTQ, e que se encontra na reta que une os dois pontos ( [3]
ver a figura 2.8). Essa defini¢cdo € arbitraria (como toda @éfinj mas esperamos ter dado

alguma motivacao para o leitor fisico através da utilizad@problema classico de método das

imagens.

Figura 2.8:0 produto do segmento CP pelo segmento CP’ deve ser iguai@ e quadrado:
CP-CP =k [3].

Feita entdo essa discussao, passemos para 0 segundo nwdsftago hiperbdlico discu-
tido nesta dissertacéo, a dizer, o modelo do disco de Péingae a despeito das diferentes
caracteristicas com relacdo ao meio plano superior, é&pkmtmente Util na visualizacao do

recobrimento do espaco hiperbalico.

2.5 Disco de Poincaré

Primeiro, consideremos a seguinte transformacao de Mobius
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1z41
U(z) = o (2.10)

Esta é a transformacéo que leva toda a parte superior dogdamaiexo num disco unitario
centrado na origem. Para que nos convencamos disto, poingeinstatamos qué(0) = —i,
U(l) =1equelU(—1) = —1. Feito isto, ha um teorema que garante que se uma transf@omac
de Mobius atua sobre uma linha reta euclideana ou sobre aoia;io resultado desta operagéo
serd também uma linha reta euclideana ou um cirtub agédo del/(z) sobre os trés pontos
acima os levou num circulo de raio unitario centrado na arig&sta transformacéo € a que
leva todo o meio plano superior no novo modelo do disco dedaoén E um mero exercicio
algébrico mostrar que a transformacéo inversé (g que leva o disco de Poincaré de volta no
meio plano superior, que chamaremos/e), é dada por

1z —1

V() =—— (2.11)

Agora, de certo modo, ja encerramos nosso estudo do discoideaRe, uma vez que
qualquer transformacao que saibamos fazer no meio plarerisupode ser feita no "unit
disk"(outro nome do disco de Poincaré) fazendo usd’de e delU(z), através da compo-

sicéo

fx=UofoV, (2.12)

sendofx* a transformacao no unit disk, fea sua equivalente no meio plano superior. O que
a composicao anterior significa é: levamos todo ponto dodisitpara o meio plano superior
utilizando a equacéo (2.11), onde sabemos a formpa, @plicamosf, e enfim retornamos ao
unit disk, obtendo assim a transformagaodesejada.

Algo bastante interessante (a0 menos para um estudantdcdéo cdmplexo avido por
algebrismos) é a derivacdo da métrica do disco de Poinddlizando a transformacgab (z).
Sez = x + iy € um ponto qualquer no interior do disco de Poincat€ € u + iv € 0 ponto

equivalente no meio plano superior, queremos obter a rag¢taclisco de Poincaré (que envolve

>Na verdade, trata-se de um coroldrio, o corolariv) de [3].
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du? e dv?) uma vez que conhecemos a métrica do modelo de meio pland@upee envolve
dz?* edy?). Assim,
1z —1

w="V(z) = T (2.13)

Pondozx + iy no lugar de z na equacgédo anterior e efetuando os passosarexgsstemos

B 2z e
2?4 (y—1)°
1 — 2 _ 2

e como estamos interessados @if e dv? (uma vez que a métrica envolve termos deste tipo),
devemos calcular a diferencial das expressdes acima,ajlesde substituir na equacao que nos
fornece a distancia entre os elementos no meio plano supesi@ enfim obter o equivalente
no unit disk. As diferenciais das equac¢fes acima sdo grasoletudo elevadas ao quadrado,
mas lembremos que estas fun¢des devem obedecer as cordbgGasichy-Riemann (isto €,
o = g—Z e g—Z = —2¢, por que estas transformacdes s&o fungdes analiticas)e oequz

bastante 0 nosso esfor¢co. Apods alguns passos, finaimemmabt métrica no modelo do

disco de Poincaré,

4(dx® + dy?)

i (2.15)

2 _
ds,q =

A maneira de obter esta métrica ilustra bem a maneira comejaeachos as grandezas no
disco de Poincaré a partir do que ja possuimos no meio plgrasisu Feito isso finalmente ve-
remos o recobrimento do espago hiperbdlico fazendo usol@gpos regulares. Uma vez que
ja sabemos o mapeamento que uma transformacao de Mobiugieano espaco hiperbdlico
significa mapear geodésicas em outras geodésicas, ja sslagrantemao, que as geodésicas
no disco de Poincaré sao também arcos de circunferénciagem fangulos dg0 graus com
as bordas do disco, ou linhas retas euclideanas que saotgpengendiculares ao disco (logo,
sdo necessariamente diametros). A figura (2.9) ilustra gst@désicas.

Antes de finalmente adentrarmos no problema de recobrinnegtdar no espaco hiperbo-
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Figura 2.9:Algumas geodésicas no disco de Poincaré. As geodésicas@aetbs ou arcos
de circunferéncia que fazem angulosdegraus com as bordas do disco [3].

lico, faremos, ainda no modelo de meio plano superior, umgagrea discussao de triangulos e
areas. O motivo de fazermos isto € bastante simples. Todgopol regular pode ser decom-

posto em um conjunto de tridngulos (ver figura (2.10)), mesangeometria hiperbdlica.
/2
o
|~

B

Figura 2.10: Hexagonos e quadrados euclideanos regulares, compostoigogulos. A
mesma decomposicdo pode ser feita para poligonos hipedsaiegulares [3].

Desta maneira, € de suma importancia que possamos entengeyuco mais profunda-

mente o triangulo hiperbdlico.

2.6 Triangulos hiperbdlicos

Primeiramente, ja adiantaremos algumas particulariddalé&sangulo hiperbdlico. A soma
dos seus angulos, digamas, 5 e v, sempre € menor do que E mais: para quaisquer 3
angulosa, 5 e, contanto quex + 3 + v < w, existe um triangulo hiperbdlico com esse
conjunto de angulos. Uma série de demonstracfes serd anitich vé-las, recomendamos a

leitura de [3].
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Abordaremos também o fato de que a area dos triangulos biperd depende apenas de
seus angulos, 5 e.

Primeiramente, comecamos definindo uma posi¢éo padrampar@ngulos hiperbdlicos.
Diremos que um dado triangulo esta na posi¢cao padréo se svéeicesA, B e C tiverem

coordenadasl = A(0,1), B = B(0,k) eC = C(s,t),ondek > 1es > 0.

Hi-4.51, 00 GiL

Figura 2.11:Um tipico triangulo na posicéo padrdo. Neste caso, todosigsbs deste trian-
gulo hiperbolico sao iguais & [3].

Pode-se provar que qualquer triangulo pode ser levado poramjuinto de movimentos
hiperbdlicos rigidos para a posi¢do padrdo. A demonstrdedse fato, embora ndo seja com-
plicada, € para n6s um tanto quanto desinteressante. Casoraleseje vé-la, é indicado a ler
o comeco do capitulé de [3]. Deste modo, introduzimos a posi¢cao padrao por comaod;,
uma vez que algumas das demonstracdes aqui realizadasratiidngulos nesta posigao.

N&o iremos demonstrar aqui que dadqQs5 e v como sendo os angulos de um triangulo
hiperbdlico,a+ 5+~ < w, por que esta demonstracdo contém uma série de pequenbssleta
e apesar de ndo ser complicada, envolve um nimero razogpatsdes.

Na demonstracdo do fato de parvat- 5 + v < w, «a, B e~ correspondem aos angulos
de algum triangulo hiperbdlico, o livro [3] nos deu as pistasesséarias para a construcdo de
um triangulo hiperbdlico com os angules 5 e v desejados, na posi¢cado padrdo. O método
consiste no seguinte: uma vez que se especifique os angutigrdmlo, impde-se quais serao
as geodésicas que constituirdo os seus lados. Como podenussfigura (2.11), um dos lados
€ composto por uma geodésica vertical que coincide com 0eixX0 triangulo na posicao

padrdo sempre é formado por esta geodésica, e por outragedésicas curvas, uma com
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centro na parte positiva do eixo dos e outra na parte negativa. A imposicdo dos angulos
amarra onde estdo 0s centros e quais sdo os raios das giénwiis que correspondem as
geodésicas curvas através de formulas simples (que podetistss no capitulé de [3]).

A figura (2.12) corresponde a um triangulo gerado desta m@rem angulosy = [ =

N

’y:

Figura 2.12: Um tipico tridangulo na posicao padrdo, gerado no programsuelizador de
graficos gnuplot. Para que a comparacdo pudesse ser feiténgslos sdo os mesmos da
figura 2.11.

Finalmente, para encerrar esta discussao acerca dositoamgperbdlicos, vamos definir o

conceito de area no meio plano superior, e aplica-la em Bgpggara o triangulo hiperbdlico.

2.7 Area Hiperbdlica

Embora néo seja tao facil definir o conceito de area no cantisxigeometria hiperbdlica,
uma maneira de fazer isto que € simples e bem sucedida ésattawéma integral. Primeiro,
recordemos que no contexto euclideano, a area de uma rEgifi@lquer pode ser definida

como®

Ap = / /R dady. (2.16)

De maneira analoga ao que foi feito quando introduzimos @ pleino superior, apenas argu-

mentaremos que simples substituicbes camo— ‘Z—x edy — d—;/ resolvem o problema, uma

8Existem outras definicdes de area euclideana. No cagitigg3] outras definicbes de area sdo apresentadas.
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vez que essas substituicbes aparecem devido a métrica ddawamdmeio plano superior. No-
vamente, pode-se provar que essa nova integral satisfagériaae nocdes que esperamos para
0 conceito de area (como discutido no capitulo referentea@perbdlica, em [3]). Podemos

escrever entdo que a area de uma regidm espaco hiperbadlico € obtida da seguinte forma:

Ay = / / dxfy (2.17)
R Y

Assumindo entdo que esta integral € a forma correta de sdaradceas no modelo de meio

plano superior, apliquemos entdo esta equacao para enmeadtpressao da area do triangulo

hiperbdlico. Primeiramente, vamos calcular qual a areaglidoR na figura (2.13).

Figura 2.13:Desejamos calcular a area da regido R em particular. Estadeg@ delimitada
inferiormente pelo arco de geodésica DE, e ndo é delimitagi@sormente [3].

Da figura, podemos perceber que a regi@@omeca no ponto correspondenter a=
rcos(m — €) e termina no ponta = rcos(d), uma vez que a circunferéncia esta centrada na
origem. Podemos escrever entdo que a area hiperbdlicaida Rglenotada aqui petH (R),

é dada por

dxd rcos(d) 00 drd
AH(R):// ny:/ / vy (2.18)
R Y reos(m—e) JVrZ—aZ Y

Resolvendo primeiramente em y, e em seguida em x, obtemos:

rcos(d) 7 cos(d)
[ ey aalde = [ — avcsingayn) i, (2.19)

—rcos(€) —r cos(€)
Por meio de algumas manipula¢gdes, podemos mostrar quegaaindeima finalmente é

igual a:
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rcos(d)
—rcos(€)

arcsin(z/r)| = arcsin(cos(d)) — arcsin(— cos(€)) =7 — 0 — € (2.20)

Agora, vamos calcular qual o valor da area do triangulo dadi¢®114), que esta na posicéo

padrao.

Figura 2.14:A &rea do tridngulo nesta figura é dada pela diferenca entréaraas das regides
R e S. Agora ja somos capazes de efetuar esses calculos [3].

A area do tridngulo sera a area da regi@menos a da regias. Desta forma, temos entéo,

usando o resultado recém calculado:

AH(triangulo = AH(R) — AH(S) =7 —~ — Z(g, BC) — |7 — (7 — a) — Z(g, AB)] =

=1—v—a—[4(g,BC)— Z(g,AB)| =71 — (a+ [+ ) (2.21)

Desta maneira, finalmente obtemos o fantastico resultadoedados triangulos hiperboli-
cos, o fato de que a area dos mesmos sé depende de seus dAggoatdo (2.21) é achamada
formula de Gauss-Bonnet.

De posse deste resultado, tratemos agora do recobrimeguiare
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2.8 Recobrimento regular

Estamos particularmente interessados em recobrir 0 e$faexdolico regularmente, quer
dizer, utilizar poligonos regulares para compor toda ar$igjes hiperbdlica. Um exemplo de
recobrimento regular euclideano séo os quadrados que eoopdabueiro de xadrez, que
cobrem toda a superficie do tabuleiro sem deixar nenhuntadse que néo haja poligonos
sobrepostos. Na geometria euclideana, s6 ha 3 modos denfazesso, ou usando quadrados,
ou triangulos ou hexagonos, como bem sabem os fabricantesitigos de banheiro. Podemos
entender isto através de uma observagdo um tanto quantesiriipltando a pensar no caso dos
quadrados de um tabuleiro de xadrez, sabemos que em cada (gtetuando-se os quadrados
das bordas) de cada quadrado, ha quatro quadrados que sgramcoComo sabemos, 0S
angulos de um quadrado séo todos retos, de modo que sédo ertgajuatro quadrados que
podem se encontrar num determinado vértice (uma vez que alt@acompleta constitui um
angulo de2r). No caso dos triangulos, cada angulo interno walg, de modo que existe um
namero inteiro de triangulos (no ca%),que podem se encontrar num determinado vértice de
tal maneira que ndo havera nenhum espaco em branco, e nespasibéo de triangulos. O
mesmo pode ser feito com hexagonos (onde o0 nimero de hexégoease encontram em cada
vértice vale3). Mas para qualquer outro poligono euclideano, ndo ha caspodum ndmero
inteiro de um destes poligonos de forma a encaixa-los nutiteé&em sobrar espaco ou um
poligono sobrepor-se a outros.

Introduzimos agora, por questéo de conveniencia, umadotage sera bastante empregada
a partir de agora, os chamados simbolos de ScRléflin} (ver [6]), ondem indica quantos
lados tem o poligono em questao, éndica quantos destes poligonos se encontram em cada
vértice. Para os recobrimentos na geometria euclidearsiynimlos de Schlafli seriafnt, 4},
{3,6} e {6,3} para o quadrado, triangulo e hexagono, respectivament®& dostra a figura
(2.15).

Embora ndo seja nosso objeto de estudo, citamos por coxgobpie na geometria esférica,
h&5 modos distintos de se realizar o recobrimento regular (e flodemos visualizar ds
tipos de recobrimento esférico).

Na geometria hiperbdlica, por outro lado, existem infiniteneiras diferentes de efetuar-
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{6, 3} {4,4} {3, 6}

Figura 2.15As trés formas de recobrimento regular no plano euclideann) seus respectivos
simbolos de Schlafli [34].

mMos o recobrimento regular. Este fato bastante surpreengede ser entendido de algumas
maneiras distintas. A primeira delas sera uma explicacabtgiva. O espaco hiperbdlico se
deforma de tal maneira que nos é possivel encaixar diferéptes de poligonos regulares sem
gue se deixe nenhum buraco. Outra maneira de entenderradsm@&ineno N0 Minimo curioso
€ se pensarmos através de triangulos; como a figura (2.10¥jadianta, a chave desta argu-
mentacdo baseia-se no fato de que todo poligono regularggpadcomposto em triangulos,
e que no espaco hiperbdlico, a soma dos angulos de um trédggukenor quer, mas pode
ser qualquer nimero entoee 7. Vamos examinar um caso em especifico para que possamos
compreender um pouco mais a fundo isto.

Primeiro, vamos analisar a figura (2.16). Temos dois exesngoum poligono regular
de n lados, mas com angulos internos diferentes. Como isto pexdpassivel? Primeiro,
observemos a decomposicéo dos poligonos em triangulospde analogo ao que se vé na
figura (2.10). Digamos que os angulos do triangulo da dissfama, 5 e v. Um destes
angulos valer/2, por que um dos lados do tridngulo intercepta perpenditigdate uma das
geodésicas que o compde. Se o poligono possados, existen2n triangulos deste tipo em
cada um deles, visto que para cada lado do poligono, ha diguitos. Agora, contanto que a
soma dos outros dois angulos seja menormgik este triangulo existira!

Suponhamos enté@o que queremos efetuar um recobrimentpadpriin}. Para que ndo
haja espac¢o sobrando no meio deste poligono, temos que@a®tas = 27 (ver figura (2.10))
deve ser satisfeita. Ao mesmo tempo, pelo mesmo motivo, ise® do poligono impde que
2na = 27. Como ja comentado, a soma destes dois angulos deve ser quenof2, uma vez

que o terceiro angulo vale/2. Isto implica entéo que:
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a+pB<m/2

+ <

313

3=
bo| 3

2n + 2m < mn
2n +2m < mn ... mn — 2m — 2n > 0,

somando 4 dos dois lados, e reorganizando, finalmente obtemo

(m—2)(n—2) > 4. (2.22)

Esta relacdo diz que podemos efetuar qualquer recobrinmegtdar no espaco hiperbdlico,
contanto que o simbolo de Schlafli referente a este recobtinsatisfaca a equacao (2.22). A
figura 2.17 mostra a obra de M. Escher "Anjos & Demonios", guevale a um recobrimento
do tipo{6,4} do plano hiperbdlico (como podemos constatar comparandosecom a figura
2.16).

A maneira de construir um recobrimenfe:, n} desejado depende de alguns conceitos
que vimos neste capitulo. A escolhadee n amarra quais serdo os angulos do poligono
em questdo. Vimos agora ha pouco que podemos desmembrarligonpoden lados em
2m triangulos hiperbdlicos. Uma vez construido este primpotigono, o posicionamos no
centro do disco de Poincaré. Para proseguir com o processtalerimento, escolhemos um
dos lados do poligono, e realizamos uma inversao de todastasdados com relacéo a este
lado escolhido inicialmente. Repetindo este procedimpata todos 0s outros lados, teremos
a segunda camada de poligonos de ladariada. Devemos fazer isso infinitas vezes para
recobrir todo o espaco hiperbolico. Em [17], ha alguns exesm que os autores mostram
que a quantidade de poligonos cresce exponencialmenteidaresd que encaixamos novas
camadas de "azulejos". Por fim, introduziremos o conceitede dual. Definimos a rede dual
ao recobrimentdm,n} como sendo a rede formada ppr, m}. Podemos ver os exemplos
euclideanos de redes e suas contrapartes duais na figusa (A Xede dual a triangular é a

rede hexagonal (e vice versa). A rede quadrada, por sua dea| @ si mesma. Para se obter
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Figura2.17:0Obra"Anjos & Demonios", de M. Escher. O recobrimento asscia esta pintura

€ 0{6,4}.

a dual correspondente a uma determinada rede, substitgadaspoligono por um sitio que
se localiza em seu centro geométrico e unimos todos os pomjs poligonos compartilham
arestas. E simples verificar através deste procedimentasjtetles duais as representadas na

figura (2.15) de fato equivalem as descritas agora ha pouco.
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Capitulo 3
Percolacao em redes hiperbdlicas

"It is a capital mistake to theorize without data"

Sherlock Holmes

3.1 A arvore Binaria Estendida

A fim de estudar problemas de dimensionalidade infinita, camigeradas pelo recobri-
mento regular no espaco hiperbdlico, Nogawa e Hasegavealutiram em [15] a arvore bina-
ria estendida (que abreviaremos por ABE. Em inglés, ela hemda como Enhanced Binary
Tree). A motivagao de introduzir esta estrutura deve-seatiiode a ABE apresentar alguma
simplicidade oferecida pela arvore binaria convenciomals possuir loops, 0 que a aproxima
dos grafos hiperbdlicos regulares. A figura (3.1) mostra lthdo a arvore binaria convencio-

nal e a ABE.

@ / \ / \

Figura 3.1:Em(a), temos a arvore binaria convencional. Ei) a ABE[14].
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Na ABE conectamos em linha os elementos da arvore binarigenoional que pertencem
a mesma geracdao, utilizando condi¢cbes de contorno pesgdido capituld, apresentamos
uma maneira bastante simples de gerar uma arvore binan@romanal, com 0s elementos
numerados como na figura (1.13). Para gerar a ABE a partingaedbinaria, aumentamos a
relagéo de vizinhanga dos sitios da seguinte maneira: endadegeracdbsempre conecta-
mos um elemento com o seu sucessor. Assim, na gefad@arvore conectamos o elemento
i = 2 com o sitioi + 1 = 2/ + 1, o elementa + 1 = 2! + 1 com o sitioi + 2 = 21 + 2,
e assim sucessivamente, até o Ultimo elemento da camadaotutte2’*! — 1. Este Gltimo
elemento é conectado ao primeiio=£ 2'), para obtermos a condig¢do de contorno periddica.

Este procedimento é repetido para todas as geracdes da hivaria.

3.2 Percolacao na ABE

Embora o problema de percolagdo nas redes geradas peloimseaio hiperbdlico ndo
tenha solucdo analitica exata, uma série de resultadossasates a respeito desses grafos foi
desenvolvido por Benjamini e Schramm em [16]. Um dos redaftanais interessantes € o
fato de surgir na geometria hiperbolica uma terceira fase & ha uma segunda probabilidade
critica, que chamaremos gg.

Para caracterizar efetivamente a primeira probabilidatiea; associamog.; ao problema
chamado "midpoint percolation". Para o caso de uma arvoidibifinita de profundidadg,
definiremos o parametro de orddsncomo sendo a quantidade de elementos da ultima camada
conectados ao elemento central (na figura (1.13), o elensentaal € o de nimerD. Dizemos
entdo que em = p.;, B passara a ser maior q0go que equivale a dizer que para este valor de
probabilidade, pela primeira vez algum elemento da Ultiamaadal. estara conectado ao ponto
central. Obviamente, estamos interessados no comportasearvore no limite dé — oo.

A fase correspondente ao intervalo que vapdeap.. €, segundo os autores de [16], uma
fase critica, marcada pela presenca de infinitos clustetaa@nho infinito. Antes dg,.;, ndo
ha nenhum cluster de tamanho infinito, e gm surgem infinitos clusters de tamanho infinito,
gue estdo presentes até- p.,. Podemos associar qualitativamente este resultado a siimen

onalidade infinita exibida por arvores e grafos hiperbdli@gulares (vimos que as arvores de
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Cayley possuem dimensionalidade infinita no capityiaevido ao fato de a "area"ser compa-
ravel ao "volume"”, ha espaco para infinitos clusters de thmarfinito na superficie (eles se
localizariam nas bordas dos recobrimentos da figura (2.16))

A medida que aumentamos o valorgeesperamos que haja algum valor de probabilidade
para o qual os infinitos clusters coales¢gam, formando unolhisster infinito. Associamgs.
a probabilidade em que isso acontece. Assim, podemos uairagliantitativamente a probabi-
lidadep., ao valor dep em que a razédo

F : (3.1)

I
=&

se anula pela primeira vez, onfgé o tamanho do segundo maior clustes; & o tamanho do
maior cluster.

Minnhagen et al. realizaram, em [37], medidas/ileontrap, de modo a obtep.;. Os
autores argumentam que a grandeza

B

L

b

(3.2)

\)

que é a fracdo de elementos da ultima camada conectados @moggoitral, também estaria
associada a.,. Segundo eles, a frag@aornar-se finita também constitui um critério para a

obtencéo de... Baseados nas grandezasB, 0s autores obtiveram

Per = 0.48 (3.4)

As simulacdes realizadas por Minnhagen et al. utilizam orélgo de Newman-Ziff (ver
[38]), e os autores utilizam a técnica de Andlise de TamanhiboFem seus dados. Neste
artigo, Minnhagen et al. indicam que a transicdo associaga @ertence a mesma classe de
universalidade que a arvore de Cayley convencional (emorta= 1/2 ey = 1. Ver [1] para

referéncia destes expoentes).
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Os autores sugerem para a transicao refereptealei de escala

boc N fl(p — pea) N, (3.5)

obtendop = 0.84 e 1/v = 0.12 de suas simulacdes

Os resultados obtidos por Nogawa e Hasegawa sdo contesstam os obtidos por Min-
nhagen et al.. Nogawa e Hasegawa utilizam o mesmo critégedjonhagen et al. para a
determinacgao dg.;, no entanto, os autores defingm como a probabilidade em que pela pri-
meira vez o comprimento de correlac@diverge. Note que a massa do cluster divergir antes
do comprimento de correlacdo so6 € possivel aqui por que onolneesitios diverge exponen-
cialmente com a profundidade do sistema.

Nogawa e Hasegawa também efetuam simulagdes numéricasndd o algoritmo de
Newman-Ziff e também fazem uso de uma analise de tamanh. finit

Os resultados obtidos por eles foram

Per = 0.304 (3.6)

Per = 0.56 (3.7)

3.3 Resultados

Em nossas simulacdes, criamos uma ABE domeracdes e diluimos suas ligagcdes com
probabilidadep. Em seguida, com o auxilio do BFS identificamos os clusteisteakes no
sistema. Calculamos também a quantidade de elementosrda gkracédo conectados ao sitio
central, e chamamos este valor de parametro de ofldoentificamos os dois maiores clusters
de todo esse conjunto, e meding S;. Para um dado tamanho, repetimos este procedimento
um grande numero de vezes, para realizar médias amostrais.

Deste modo, medimos as seguintes grandezas: o nukhdeositios da Ultima camada

conectados ao sitio central (e sua fragée B/2), v, (a variancia associadaby F e xr (a
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variancia associada/d)’.

Podemos ver na figura (3.2) que as curvas gafh, p) x p correspondentes a tamanhos
distintos se cruzam, com boa aproximagéo, em um Unico p@aio. base nesse cruzamento de
curvas, podemos estimar o valorge, uma vez que esperamos gque gho sistema apresente

invariancia de escala.

+—~+L =8
+—+L =10
3L +—+L=12
++L =15

Gg, —F—— ) )
0.26 0.28 0.3 0.32

Figura 3.2:Grafico que mostra o cruzamento de curvas para determinagag dEmy, temos
B, e em xp. Os tamanhos utilizados neste grafico forgni0, 12 e 15, com numero respectivo
de amostras dé x 10%,9 x 105,4.5 x 10°e5 x 10°.

Do cruzamento de curvas da figura (3.2), determinamos o galer, como sendo

Pe1 = 0.30 £ 0.01. (3.8)

qgue é compativel com o resultado obtido por Minnhagen et@br élasegawa et al.

Fazendo o colapso dos dados de acordo com a funcéo

B~ f((p—pe) L), (3.9)

e tomanda’ = 0.5, vemos que a primeira transicdo de percolacdo na ABE pergentesma

classe de universalidade de percolagdo em redes hiperhdianforme obtido por Minnhagen

1Associamos a variancia de um parametro de ordem a sustieptilei, similarmente ao que fazemos em sis-
temas termodinamicos no equilibrio. Existe um teorema gsiiica esta analogia chamado teorema Flutuagéo-
Dissipacéo. Para mais detalhes, ver [21].
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Figura 3.3:Colapso do parametro de ordefcontrap. Os tamanhos utilizados foram= 8,

10, 12, 15 e 18, e os respectivos niimeros de amostra utilizados faram0”, 9 x 106, 3 x 106,

1 x 10°e1 x 10°. O valory = 0.5 sugere que a primeira transicdo na ABE pertence a mesma
classe de universalidade de percolacdo em recobrimengesinlicos.

Nas figuras (3.4) e (3.5), temos, respectivamente, os agladipard” x p e yr x p. Estas
quantidades estéo relacionadas com a segunda transicasejegfiando os clusters infinitos
coalescem em., e enfim se tornam compactos em valores maiores. ddais uma vez, 0s

detalhes sdo descritos nas legendas das figuras.

Novamente, observamos um cruzamento de curvas (ver a@phiagcruzamento em (3.6)),

de onde estimamgs, como

Pez & 0.48 4 0.005 , (3.10)

Supondo as relacdes de escala

xe(L,p) = LV"Xe(LY(p—ps)) € (3.11)

F(L,p) = LYF(LY"(p—pe)) (3.12)

(ver o apéndice (B), para mais detalhes acerca do colapsadibs)] conseguimos estimar os

expoentes, 5 e~.
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Figura 3.4:Grafico do parametro de orderfh = g—j contrap. Os tamanhos utilizados foram

_ = HY “ A vikilisAad £ 6 7
L — 5’ 8’ 10, 12’ 1 EFAl1lO A A~ vAa~arnAAnt A~ o AImvAAvrAn~ ~ ArnAann~tra + ~AAA~ ’ﬂfﬁﬂ-\o ’4 X 10 ,

9 x 106, 3 x 105,

0.08 ‘ : : —

+—+L=8
+—+L=10| 7

+—+L=12
L +—+L=15] |

0.06 +—+L=18

L
No 0.04- |
0.02+ _
O Aﬂhl i

Figura 3.5:A susceptibilidade associada ao parametro de ordém -, contrap. Os tamanhos
utilizados foraml = 8, 10, 12, 15 e 18, e 0s respectivos numeros de amostra utilizados foram
9% 107, 4 x 107,9 x 10%, 3 x 10°,1 x 10° e 1 x 106,

O colapso para a susceptibilidage para curvas de tamanhos distintos esta disposto na

figura (3.7), e o referente ao parametro de ordépsta na figura (3.8).

O valor obtido para o expoentefoi compativel em ambos os casos, e foi de aproximada-
menter ~ 2.7. Obtemos também que/v = 0 ey/v = 0, que nos fornecg = 0 ey = 0.
A descontinuidade do parametro de ordem, que segue=dé®, ja foi discutida anteriormente

por Nogawa e Hasegawa em [15].
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Figura 3.6: Este gréfico refere-se aos mesmos dados utilizados na fiuty ©nde apenas
aumentamos a definicdo nos entornos do cruzamento parantiearcom maior precisao o
valor do cruzamento (tiramos a curva referente ao tamaﬁho Podemos ver que a curva
vermelha (refere~*- = ™ ~womo oo rtem o oo Ar i 2 s - memmm i das outras

ocorre em torno
0.08 T T
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Figura 3.7:Colapso dos dados, realizado para os tamanhos 8, 10, 12, 15 e 18. Utilizamos
O valor dep., = 0.48, obtido do cruzamento de curvas (figura (3.6)). Nao foi ne&es
reescalar o eixqy (que contémy ). No eixox, temos(p — p.) L, onde o valor dé obtido foi
de0.38 (isto significa ques = 2.63).

No entanto, estes colapsos ainda nédo sdo conclusivos, casmamos abaixo. Formas

de escala diferentes de (3.12) podem ser propostas, gecalagsos igualmente satisfatorios.
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Figura 3.8:Colapso dos dados, realizado para os tamanhos 8, 10, 12, 15 e 18. Utilizamos
O valor dep., = 0.48, obtido do cruzamento de curvas (figura (3.6)). Nao foi ne@es
reescalar o eixg (que conténi”). No eixoz, temosp — p.)L’, onde o valor dé obtido foi de
0.38 (isto significa ques = 2.63), 0 mesmo utilizado no colapso da figura (3.7).

Supondo as fun¢des de escala

Xr(N,p) = NV'Xp(NY(p—pe2)) € (3.13)

F(N,p) = NPPE(N'7(p—pa)) (3.14)

(ondeN = 2 e os expoentes utilizados para os colapsos fdram= 0.05, 3 = 0 ey = 0),
obtemos os colapsos mostrados nas figuras (3.9) e (3.10yamds que o poder computacional
atual pode ser insuficiente para que possamos caracteseguada transicao de fase na ABE.
Todos concordamos com o valorge = 0.3. O método que nés utilizamos para a obtencao
deste valor de.; € semelhante ao empregado por Minnhagen et al. Analisanmozansento
das curvas d& (o numero de elementos da ultima camada conectados ao mmttalgcontra
p, para tamanhos de rede diferentes. JA Nogawa e Hasegawdrantesse valor baseados em
outro critério.
Parap.;, Nnossos resultados sdo compativeis com os obtidos por Egenhet al, embora
tenhamos trilhado um caminho distinto. Ambos discordanoogtbr dep., = 0.56 obtido por
Nogawa e Hasegawa. No entanto, diferentes funcdes de éscataa resultados semelhantes.

Devido a toda essa controvérsia e da dificuldade numéricdbendar este tipo de estrutura
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Figura 3.9:Comparacao de colapsos do parametro de ordem obtidos cemedits funcdes de
escala. Observamos um colapso razoavel tantg@muanto emb).
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Figura 3.10:Comparacéo de colapsos da flutuacdo do parametro de ordeitiosbtom dife-
rentes fungdes de escala. Observamos um colapso razoat@kia(a) quanto emb).

(uma vez que o crescimento exponencial de sitios dificultmalacédo de sistemas maiores que
0s atuais), o estudo do problema de percolacdo em redebdlipas permanece inconclusivo.
Nosso trabalho segue na direcdo de maiores esforgcos carignais e do uso de ferramentas
sofisticadas de geracao de recobrimentos hiperbdlicdigantilo teoria de grupos automaticos
para a geracao eficiente de clusters de percolacao ([])
Talvez seja necessario que realizemos mais testes paraaluefiabilidade necessaria, ou
guem sabe precisemos de alguma ferramenta nova para aéesteste tipo de sistema.
Nossa andlise de scaling, com os respectivos colapsos ds,gmdecem confidveis. Uma

analise da geometria dos clusters € mandatoria para umameelmpreensao dessas inconsis-
téncias. Nosso trabalho segue nessa diregéo.
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Apéndice A

Breadth First Search

A.1 Ideia do Algoritmo

Ja vimos no capituld que grafos nada mais sdo do que um conjuntd/delementos que
relacionam-se entre si atraves tleligacdes. A informacédo a respeito de como os elementos
se relacionam esté na topologia do grafo em questdo. Desjabter algumas informacdes
acerca desta topologia, tais como saber a maneira com guenosrntos se conectam, se ha
alguma receita na formagéo da rede, se os elementos searoraeatoriamente, etc..

Um mecanismo bastante util de busca em grafos, que nosaaxibter informacgfes da
topologia da rede, e que inclusive € um dos algoritmos queiT@snos utilizar com mais
frequéncia, € o BFS (da sigla em inglés Breadth First Seasctiezes chamado em portugués
como Busca em Largura). Existem diversos motivos para eqapres este algoritmo, dos
quais destacamos sua versatilidade e clareza (uma vez qaehseentendido de fato o seu
funcionamento).

Como funciona o BFS? Quem ja estudou o problema de percgiaci@ve ter ouvido falar
no algoritmo de "burning"O BFS essencialmente é um algoritiourning like". Imaginemos,
mais uma vez, que temos uma rede quadrada e que em cadadéstaeede existe uma arvore
com uma determinada probabilidaglede maneira analoga ao que ja vimos no capituleer
figura (A.1)).

Temos disposta na figura (A.1) a evolucdo de um incéndio. i$wpnos que alguém (que

certamente nédo assistiu ao filme Avatar) incendeie a artata figura. Suponhamos também
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Figura A.1: llustragcdo do algoritmo de "burning"na rede quadrada. Indemos a arvore
central, e temos disposta a evolucéo temporal do incéndio.
que a dindmica do incéndio siga a seguinte regra. Contardgja uma arvore vizinha a
outra que esteja incandescente, o fogo se propagara de unmtiaaaldma arvore que ja esteja
em chamas nao se incendeia novamente. Isto significa quéwndiaocse progagara tal como
representado passo a passo na figura (A.1). Por sorte, adleragjuestao era pouco densa, e
desta forma o incéndio ndo conseguiu "percolar". O exemgaorito neste paragrafo ilustra o
funcionamento do BFS. O link [13] contém uma animacéao bésiateressante, e que também
ilustra o funcionamento do algoritmo.

De uma maneira um pouco mais esquematica, poderiamos\virstedgoritmo da seguinte

maneira:

1. Escolhemos um elemento para comecar, e chamamos esentdata "root node".

2. Em seguida, vasculhamos os vizinhos deste elementoeSaiatia ndo foram vasculha-
dos, marcamos estes elementos para a "revista".

3. Para cada um dos elementos marcados para a "revistalllha®os todos 0s seus vizi-

nhos que ainda n&o foram "revistados"e os encaminhamospaeaista”. Repetimos
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este passo até que nao haja mais elementos a serem "resfistado
4. Ao contrario do que costuma fazer a policia do Rio, cada aseementos so é "re-
vistado"uma Unica vez (sendo, entrariamos num loop infinité vizinho deB, que é

vizinho de A, que é vizinho de3,... indefinidamente).

A maneira padréo com que implementamos o BFS é fazendo usoalesirutura de dados
do tipo fila (filas sé@o estruturas de dados do tipo FIFO, d@&m§irst In, First Out. Esta sigla
representa simplesmente a filosofia de uma fila convenci@xaktuando-se as filas indianas -
o primeiro a entrar na fila € o primeiro a sair). A conectivieldé cada elementcé guardada
num vetor, que chamamos normalmente, por padrad,[dePor exemplo, observando o caso
da figura (1.11), teriamos pata Z[1] = 3, e para6, Z[6] = 1. Para implementar uma fila,
poderiamos usar um vetoNa ldgica da fila, podemos pensar neste vetor como uma pitha,
gue colocamos elementos por cima (que vao pegar a senhando@@to) e tiramos elementos
por baixo. Em geral, utilizamos duas variaveis, que chansatedop e bottom, que servem
para indicar quem foi o Ultimo elemento a sair da fila, e querd seproximo a entrar. A
variavel bottom aponta sempre para o ultimo elemento da fila. Ela serve pdieamquem
sera o proximo a ser "revistado". Quando tiramos um eleméatila, a variavebottom é
incrementada de uma unidade, indicando agora o préximcealena ser verificado. A variavel
top aponta para o topo da fila. Sempre que acrescentamos um &bemadhiia, este elemento é
alocado na posicgéo top da fila, e a variavel top é incrememtadena unidade. O nimero de
elementos na fila € determinado pela diferenca énjre bottom. Se essa diferenca for zero
(sebottom = top), a fila esta vazia. A figura A.2 ilustra o que descrevemos davEs neste
paragrafo.

A fim de implementar o algoritmo de maneira clara, separarm@eguintes acdes em fun-
cOes: inicializar a fila, tirar um elemento da fila e colocarelemento na fila. Chamamos cada
uma destas fungdes pelos sugestivos naomesge_queue, get € put. Na funcéacreate_queue
podemos estipular o tamanho que o vetor fila tera (para guitdlemas de memadria, como

declarar um vetor de0 elementos e tentar acessat3y e coisas do tipo, sugerimos, numa

!Existem maneiras diferentes e um pouco mais sofisticadasip@iementar uma fila, como por exemplo
utilizando alocacéo dinAmica de memaria. Mas numa abondéageodutdria, o vetor estatico é a estrutura mais
simples.
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<«—— top=4 @
<—— bottom=1

top - bottom = 3 elementos top - bottom = 3 elementos

<«—— top=H @

<«—— top=5

<—— bottom=1 <«—— bottom=2

L; get

top - bottom = 4 elementos top - bottom = 3 elementos

Figura A.2:Figura que ilustra o funcionamento da fila para um caso simpRodemos ver que
a variaveltop aponta para uma "casa"acima do elemento de cima da fila.

primeira implementagéo do algoritmo, que o vetor tenha onmesumero de elementos do
grafo em que iremos aplicar o algoritmo. Alertamos que esssatho definitivamente n&o
corresponde a implementacao 6tima do BFS). Também fazemos bottom, uma vez que

a fila comeca vazia. Se queremos que a fungéocoloque o elemento no vetor fila, faze-
mos fila[top| = i, € em seguida, incrementam® de uma unidade. Quando retiramos um
elemento utilizando a fun¢éget, utilizamos para algum fim o elemenf@a[bottom| e incre-
mentamo$ottom de uma unidade. Para mais detalhes da implementacao destaed, bem
como consulta de codigos referentes as mesmas, sugerimiasa tle [7].

Fazemos uso também de uma lista que contém todos os elencentxtados a um de-
terminado sitio (ja sabemos que o sitiopossuiZ[i] vizinhos), para todos os elementos da
rede, tal qual na tabela (1.1). Também por padréo, utilizatmatriz’:br[i|[j] para guardar
a informacgéo referente a essa lista. Chamamos esta listtaldeé adjacéncia. Para o grafo da
figura (1.11), por exemplo, e em especifico, o eleménteriamosbr|1][1] = 2, nbr(1][2] = 3
e nbr[1][3] = 4. Para entender melhor o funcionamento desta lista, o lpdde consultar o
capitulo 1 e ver a parte referente a lista de adjacéncia.

Como falamos anteriormente, precisamos nos assegurargaeeemento sé seja verifi-

cado uma vez, de maneira a impedir o citaalg infinito. Discutiremos aqui apenas a maneira
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com que implementamos o BFS neste trabalho. Fazemos uso gietamque nomearemos
state, que guarda para cada elemento a informacéo se o dito cupo yadculhado, se ainda
nao foi, ou se nunca sera (por exemplo, no caso das arvoraguda fA.1), caso exista arvore
num dado vértice, ela pode ter sido queimada, de modo quegéieo verificada, pode estar
"virgem", aguardando por ser explorada, ou pode ser qudesmente ndo haja arvore neste
vértice. Neste caso, 0 vértice em questao estaria impbisgibide ser revistado). Percebemos
entao que o vetottate em questao pode assumir 3 estados possiveis (por isso dignigesne
"state"). Existem algumas varia¢des que nédo discutireias a

Agora, faremos uma descri¢cdo mais precisa do funcionander8$S, utilizando um pseu-
docddigo que contém os detalhes descritos nos paragrdaéraes, na forma de um algoritmo,

gue pode ser visto no algoritmo (1).

Algorithm 1 Algoritmo do BFS. As frases entre chaves denotam comestdoipseudocodigo.
create_queue() {Criamos a fila}
Nenhum elemento foi verificado ainda - "desmarcamos"tod@ementos
1 < root_node {Escolnemos como root_node}
put() {Colocamosi na fila}
marcamosg {Marcamos: para que ele ndo volte para a fila}
while top # bottomdo {Enquanto a fila ndo estiver vazia}
x « get {Tiramos um elemento da fila, e associamos este elemerito a
for j = 1toj = Z[z] do{Vasculhamos todos os vizinhos &e”[i| = nimero de vizinhos
ded}
if nbr[x][j] ndo verificadothen {Se o vizinhonbr[z|[j] ndo foi verificado}
put(nbr[x][j]) {Colocamos nbr[x][j] na fila}
marcamos nbr[x][j] {Marcamos nbr[x][j] para que ele ndoteopara a fila}
end if
end for
end while

Por experiéncia, sugerimos ao leitor que esteja interessacentender e implementar por
si mesmo o BFS da maneira que o descrevemos aqui, que fagargoedé verificar, para al-
gumas redes pequenas (tais como a da figura 1.11) e passmaqas® algoritmo descrito
aqui funciona. O mesmo conselho se aplica as fungbgsget e init_queue. Algumas imple-
mentacOes das mesmas podem ser obscuras para os olhosnatneAlertamos que numa
primeira leitura (as vezes até mesmo em segundas ou terkmitaas), o BFS pode parecer um
tanto quanto misterioso, mas parece que ndao ha maneiramdelkatendé-lo do que vendo por

si mesmo, passo a passo que o mesmo funciona, até que se ogsacer disso. Se o leitor
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for capaz de explicar o algoritmo em detalhes, € porque rpoiteavelmente atingiu este nivel.

Uma série de outras funcionalidades do BFS poderia sertilacuPor brevidade, entre-
tanto, descreveremos o aspecto do algoritmo que maisamitiz neste trabalho, que o fato de,
numa realizacdo, sermos capazes de dizer quantos elenf@m@imsvasculhados de uma ma-
neira simples. Por exemplo, no caso da figura (A.1), somaazeapde saber que o nimero de
arvores que pegaram fogo vake

Deste modo, podemos guardar o tamanho de todos os clustams determinado grafo,
para uso futuro. No problema da ABE, por exemplo, estamesassados na razao entre os
tamanhos do segundo e do primeiro maior cluster, que chamdeff/S;. Entdo, tudo o que
temos de fazer é aplicar o BFS de modo conveniente.

Finalizamos este apéndice dando uma informacao bastéeamee a respeito do algoritmo
BFS, que é a chamada order de complexidade de um algoritrteooElem representa, grosso
modo, a quantidade de operacdes que um algoritmo demandzudomsionamento. A ordem
de complexidade para o BFS é, na pior das hipote3ed)), ondeN é a quantidade de ele-
mentos a serem explorados numa realizacéo do algoritma.nfas detalhes, recomendamos

a leitura de [7].

2Por outro lado, se temos uma rede na qual implementamos o d@&iSreando elementos néo verificados na
fila com probabilidade, marcando o mesmo como verificado mesmo se nédo o incluirmiataaecuperamos o
algoritmo de Leath para a criacéo do cluster de percolagésifims. Se apenas marcamos o sitio como verificado
se ele for colocado na pilha obtemos o algoritmo de percolpgéligacdes. Para o algoritmo de Leath, ver [1] e
[36].
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Apéndice B

Analise de Tamanho Finito

B.1 Ideia e fundamentos do método

Como todo fisico bem sabe, quando estudamos mecanicasistatém geral ndo temos
interesse em sistemas finitos. O que se costuma fazer é tdimatestermodinamico, isto €, o
limite de sistema infinito. O motivo disto é simples. Mesmo sigtema pequeno do ponto de
vista macroscoépico, como por exemplo, um grao de areia, ®itiido por uma quantidade de
atomos da ordem do nimero de avogadro. Infelizmente, mesmos poderosos recursos que
a computacéo oferece, os sistemas que podemos simularestédaboas ordens de grandeza
abaixo desse numero. A quantidade de memoria que um conaopytade armazenar (e pro-
cessar) limita o tamanho dos sistemas que podemos estugantinde vista computacional.
E por conta deste tipo de limitagdo que métodos como a amis@manho finito (em inglés,
Finite Size Scaling) existem.

Qualitativamente, a ideia por trds do método € simples. @xsnos como as grandezas
fisicas de interesse variam a medida em que modificamos smbemtd sistema que estamos
simulando, e tentamos extrapolar o comportamento do meanaogoiando 0 seu tamanho vai
ao infinito.

Quando um sistema fisico passa por uma transicao de faseumrgsperamos que nas pro-
ximidades do ponto critico, as grandezas termodinamiaescoémo o calor especifico, sigam

leis de poténcid. Além disso, a hipdtese de escala diz que nas proximidadestitalidade

1Existem transi¢des de fase onde o ponto critico esta aggogiemperatura. Em outros sistemas, tais como
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(nome dado a regido em que ocorrem transi¢des de fase castjnw sistema exibe uma
Unica escala de comprimento caracteristica, o comprinmgntmrrelacag (uma definicdo de
¢ pode ser vista no capitulbdesta dissertacdo, na parte referente ao problema de gg&ool
unidimensional).

Embora estejamos falando apenas de hipéteses, o fato é goenb&undamentar de ma-
neira um pouco mais rigorosa os fendmenos anteriormenteibasfazendo uso do Grupo de
Renormalizacao (ver referéncia [8]). Neste contextogtamto, nos basta o seguinte: é um fato
experimental que diversos sistemas sofrem transicoesdedes que suas grandezas termodi-
namicas seguem simples leis de poténcia nas proximidadesrdo critico (um exemplo que
seré discutido um pouco mais adiantg e- (7' — 7.)~"). A analise de tamanho finito € um
método sistematico que nos permite obter a temperatuigacfit bem como os expoentes, (
etc.) que caracterizam a transicao.

A importancia de obtermos os expoentes criticos deve-sistrgia de classes de univer-
salidade, conforme discutido no capitulo

Uma vez justificada a importancia e fundamentacéao quabtdt analise de tamanho finito,
a pergunta que se coloca é: como realizar esta analise? Eamgpéaima secdo dispde-se a

elucidar.

B.2 Andlise de tamanho finito: pratica

Mostraremos aqui, de maneira pragmatica, a aplicacédo diaeada tamanho para sistemas
magnéticos. Ja que estamos sempre lidando com sistemasomasigades da transicdo de

fase, é interessante introduzir a temperatura reduzedinida coma = T;Tc, gue mede o

quanto estamos perto da temperatiir@nde ocorre a transicdo de fase. Como dito na ultima
secao, esperamos que na vizinhancd'de T'¢, as grandezas termodinamicas sigam leis de

poténcia como:

nos problemas de percolacao, o ponto critico esta assoaigdobabilidade. De todo modo, chamamos este
parametro, de maneira mais geral, de parametro de controle.

2N3o é necessario que estejamos nas proximidades de unigicads fase continua para que o sistema exiba
criticalidade. Como dito no capitulg existem sistemas que exibem comportamento do tipo lei @& pia mesmo
numa transicao de fase descontinua, como no problema deaigtc explosiva.
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X~ [t (B.1)

En~ ¢ (B.2)
¢~ |t (B.3)
m ~ [t|? (B.4)

ondey € a suceptibilidade magnética¢ o comprimento de correlagé&oe o calor especifico e

m € a magnetizacdo, v, « € f S80 0s expoentes criticos (0 simbelgignifica, neste contexto,
que as grandezas acima assintoticamente se comportaraaesdais de poténcia escritas. Isto
€ importante, por que se estamos afastados da criticaJid@deha motivos para esperar que
estas grandezas sigam estas leis). Isto implica que, excatmnetizacdo, todas as grandezas
descritas acima divergem quanto estamos exatamentg enl, . A figura (B.1) ilustra o

comportamento destas grandezas.

Figura B.1:Nesta figura, temos o comportamento tipico das grandezastinamicas para
uma transicéo de fase continua. A esquerda, temos o conmpenta qualitativo dey, & e ¢
contra7’, de onde percebemos o comportamento divergente destagegi@no limite termo-
dinamico. A direita, temos: contra7'. Este gréafico foi obtido através de uma simulagéo (ndo
corresponde ao limite termodinamico) [9].

Observamos este comportamento experimentalmente. O toerto de correlagdg, en-
tretanto, ndo diverge em um sistema finito; ele cresce, masdiddmem que se aproxima do
comprimental. do sistema (por exemplo, numa rede quadradseria 0 comprimento da aresta

do quadrado que compde o sistengajeixa de crescer. Um critério para saber se o sistema em

3Existem sistemas em que o calor especifico ndo divergg enf., mas na verdade se anula.
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questao é de fato infinito € medir o comprimento de correla§®&g tem um limite superior,

0 sistema é finito (nos referimos aqui aos fendmenos crjtarwdes diverge. Para fendbmenos
nao criticos¢ nao diverge, nem mesmo no limite termodinamico). A figur&)Bustra o que
ocorre com num sistema finito. Esta limitacdo qgesofre € o ponto central da discusséo da

analise do tamanho finito. Por conta disso, iremos exploxgpauco mais esta figura.

|1|||||||J|

]
[

SRS B l

Temperatura T'

Figura B.2:A linha cheia representgado sistema magnético infinito, enquanto que a pontilhada
mostra a limitacdo que sofre num sistema de tamanho finito. Na regld¢ ja atingiu seu
valor maximo devido a efeitos de tamanho fingon@o pode ser maior qué). Na regido

2, percebemos a concordancia entre os sistemas finito e mfmiém3 estamos afastados da
criticalidade[9].

Devido ao que foi discutido no paragrafo anterior, sabemt&oequet deve satisfazer aos

seguintes casos limife

™, e <L
£~ ‘ (B.5)

constante ;& > L.

O gue observamos das equacdes (B.5) € que a comparacag eritr& 0 que nos permite
determinar em qual dos casos limite estamos. O leitor pogerggintar como 0 comprimento
de correlacaq@ pode ser muito maior qui, uma vez que em principté limitado pela dimen-

sdoL do sistema em questdo. Quando escreveqnss L, nos referimos ao comprimento de

4A primeira vista, a primeira igualdade pode parecer duddoma vez que s€ < L, em principio, estamos
afastados da criticalidade. O fato € que esperamos que exi& regido tal qual a correspondente a 2, na figura
B.2, em que&t ainda é consideravelmente menor quemas que ainda siga uma lei de poténcia, de modo que
estamos na criticalidade.
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correlagcédo do sistema infinito, que esta representado ipgadheia na figura (B.2). O com-
primento de correlacéo do sistema de tamahlesta representado pelo plateau nesta figura, e
de fato é limitado poL..

E as outras grandezas? Analisemos o caso da susceptibilidadierivacédo para as demais
grandezas termodindmicas segue de maneira andloga aceumedgara). Como¢ ~ |t| 77,

podemos inverter esta relagéo, obtendo asgim ¢~'/¥. Desta forma, temos ent&o

X~ T~ e (B.6)

Como¢ nao diverge num sistema finito, vemos agora pela equacaoug.@ qusceptibili-
dadey também néo divergira. Da mesma maneira que as equacdes{B.B)ostram quais 0s

comportamentos limite dg somos capazes agora de escrever 0 mesmogpara

E e« L
X ~ (B.7)
constante ,& > L

Agora, de uma maneira mais compacta, escrevemos que

X =" xo(L/€) (B.8)

contanto quey, satisfagay,(r) = cte quandar > 1, e o ~ 27V quandar — 0. N&o conhe-

cemos a forma exata da func@g sabemos apenas de seus comportamentos limite. Entretanto

a maneira precisa com quevai de um limite a outro esta escondida na forma funcionajde
Ainda ha um problema. Nao sabemos qual funcdo goverd@sistema infinito, que € a

grandeza que aparece em B.8. Introduzimos ent&o a fungifinida como

X(z) =x 7 xo(x") . (B.9)

Manipulando a equacao B.9, vemos quér) = xo[(2¥)Y*] = 27X (2/). Agora,

X = Ex0(L/€) = LVX(LYre ) (B.10)

e obtemos finalmente
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x = L'X(LY) (B.11)

Trocamos uma fungcéo que nao conheciam@} |jor outra que também ndo conhecemos
(x), mas escolhemos uma em detrimento da outra por que agoapagre mais a dependéncia
em¢. Outra vantagem dg é que ela € a famosa fungéo de escala, uma funcéo que ja négecarr
mais dependéncia alguma i Isto pode ser entendido substituindo-se a relagéae ¢/~
na equacao anterior. Pafada ordem del. (Qquando percebemos que o sistema é finito), o
argumento de torna-se uma constante independentd.dparaé menor quel, estamos na
regido2 da figura (B.2), onde ainda ndo se sabe que o sistema é fingte Bedo, neste limite,
também ndo ha dependéncia com o tamanho.

A equacéao (B.11) é a relagdo mais importante, do ponto de prstico, na analise de ta-
manho finito. E ela que nos permite realizar o colapso dossiadeterminal’, e os expoentes

criticos.

B.3 Analise de tamanho finito: O colapso dos dad os

Como discutimos no final da ultima secao, a fungdwio depende dé. Isto significa que
podemos reescrever a equagdo (B.11) como?/* = Y(L'/*t). Como o lado direito desta
altima equacéo ndo dependedeo lado esquerdo também ndo depende. De um ponto de vista
pratico, isto significa que se recolhemos dados de simwageaéizadas para diversos tamanhos
L, somos capazes de fazer com que todas as curvas de tamastiiegicaiam numa Unica
curva, uma vez que manipulamos a equacéo (B.11) para quaeéxibisse mais nenhuma de-
pendéncia com o tamantiodo sistema. Como fazer isto do ponto de vista pratico? Reabtz
simulac¢des para tamanhos distintos, e salvamos os valersgq d) para um intervalo de tem-
peraturas (que deve estar na regido de criticalidade). &@licamos cada um destag,(T')
por L~7/¥, e dispomos isto contrA'/*t no eixo x, todas as curvas colapsaréo! Entretanto, isto
s6 ocorrera se 0s expoentes v estiverem corretos, e se também estivermos utilizandoow val
correto del, em¢. Podemos observar um colapso de dados tipico na figura (B.3).

Quando estamos estudando um novo tipo de sistema, e ndoceambse 0s valores dos
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Figura B.3:Colapso dos dados extaido de [9]. A simulacao correspordemste colapso foi
realizada para o modelo de Ising na auséncia de campo, nagaddrada.

expoentes, e nem o valor d¢, devemos ajustar os valores dos expoentes até que todas as
curvas colapsem. Deste modo, estimamos as grandezasddadgjave-se chamar atencéo para

o fato de que o critério que usamos para determinar o quéo leorolépso dos dados é apenas
visual, e dessa forma, ndo temos uma estimativa precisaa@erarnossas medi¢ds. Para uma

discussédo mais aprofundada a esse respeito, indicamasra k& [9].

Y

Figura B.4: x.(T) para trés tamanhos distintod.{ < L, < L3). Observe que o pico das
curvas desloca-se em direcao a temperatura critica dorsigt@finito.
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