InsTiTUTO DE Fisica

Universidade Federal Fluminense

Marlon Ferreira Ramos

Propagacao de Frentes em Meios Heterogéneos

Niteroi
2011



Marlon Ferreira Ramos

Propagacao de Frentes em Meios Heterogéneos

Dissertacdo apresentada ao Curso de Pds-
Graduacao em Fisica da Universidade Federal
Fluminense, como requisito parcial para obten-
¢do do Titulo de Mestre em Fisica.

Orientador:
Prof. Dr. Paulo Murilo Castro de Oliveira

Niteroi
2011



Agradecimentos

Em primeiro lugar quero agradecer aos meus pais por tudo que fazem por mim: pelo mimo,
pela compreensao e por acreditarem em mim mais do que eu mesmo.

Quero agradecer também a minha esposa Gabriela pelo carinho, pelos conselhos, por estar
presente em todos os momentos da minha vida.

Obrigado ao meu orientador Professor Paulo Murilo, por tudo que me ensinou, pela atengao
e por estar sempre presente quando precisei de ajuda.

Obrigado aos alunos e professores do Grupo de Sistema Complexos pelo tempo, pelas criti-
cas, sugestoes e amizades.

Obrigado a todos os professores da graduacdo e do mestrado. Quero agradecer especial-
mente ao professor Jiirgen Stilck que contribuiu muito para minha formacao.

Tenho que agradecer ao meu professor de fisica do Ensino Médio e agora colega de mestrado
Anderson Tomaz por ter praticamente me adotado nesses tltimos anos.

Por fim, agradeco ao CNPq e a FAPER]J pela ajuda financeira.



Resumo

Desenvolvemos um estudo sobre propagagdo de frentes unidimensionais, com célculo de
rugosidade, comprimento de correlacdo, etc. No modelo que criamos o valor minimo de uma
combinagdo da segunda com a quarta derivada da frente h(x) é o parAmetro decisério para es-
colha da posi¢@o = onde ocorrerd o proximo deslizamento Ah de valor aleatério. Observam-se
expoentes criticos que caracterizam correlacdes de longo alcance. O modelo € uma simplifica-
cdo da formulagdo de Rice, na qual o parametro minimizado é uma integral ao longo de toda
a frente. Desta forma, a caracteristica de longo alcance ja estd embutida na receita. No nosso
caso, a combinagdo das segunda e quarta derivadas € local, de forma que a correlacdo de longo

alcance emerge naturalmente da prépria dinamica.
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Abstract

We develop a study about one-dimensional propagation of fronts, with calculation of rough-
ness, correlation length, etc.. In our model, the minimum value of a combination between the
second and fourth derivative of the front h(x) is the parameter decision for the position 2 where
the next random slide Ah will occur. We observe critical exponents that characterize long-range
correlations. The model is a simplification for Rice’s formulation, in which the minimized pa-
rameter is an integral along the entire front. Thus, the long-range feature is already built into
the recipe. In our case, the combination of the second and fourth derivatives is local, so the

long-range correlations emerge naturally from the dynamics.
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Introducao

Um campo importante da mecanica estatistica € o estudo da evolucao de superficies e a tran-
sicdo entre diferentes morfologias de interfaces. Esse campo exerce um papel fundamental na
descricao de muitos processos naturais. Alguns exemplos tipicos s@o o crescimento de colonias
de bactérias, a propagacao de rachaduras, o fluxo de fluidos em meios porosos e até a forma-
cdo de nuvens [1, 2, 3]. Apesar da diversidade desses processos, eles t€ém muito em comum.
As interfaces e superficies podem frequentemente ser descritas em termos de geometria frac-
tal. As estruturas s@o autoafins, o que significa que as grandezas estatisticas que caracterizam a
superficie sdo invariantes por uma mudanga de escala e se relacionam como leis de poténcia.

As leis de poténcia associadas com uma interface ou superficie gerada por algum processo
podem ser muito parecidas com as propriedades de escala de outro sistema que a principio
parece ser bem diferente do primeiro. Esta semelhanca significa os mesmos expoentes das
leis de poténcias. Os fisicos a chamam de universalidade. Invaridncia por mudanca de escala,
expoentes criticos e universalidade sdo fendmenos observados no estudo das transi¢oes de fase
continuas, tema muito popular na mecanica estatistica.

Dentro desse ramo, hd um certo tipo de transi¢cao, chamada depinning, que tem sido muito
estudada nos ultimos anos. Em um experimento tipico onde essa transi¢do € observada, um
fluido é empurrado através de um meio poroso. Se a for¢a que empurra o fluido for pequena a
penetracdo do liquido no meio estanca. Se a for¢a for muito grande, o fluido se move cada vez
mais rapido. A forca minima necessaria que devemos aplicar para que o movimento continue
indefinidamente é chamada forga critica. Se o liquido for empurrado com essa forca a interface
¢ autoafim. A transi¢do de depinning se tornou um problema genérico e pode ser usada para

descrever o movimento de interfaces em dominios magnéticos, propagacdo de rachaduras e



erosdo do solo [4, 5, 2]. Em todos os casos hd uma competicdo entre o efeito de rugosidade
causado pela aleatoriedade do meio e o efeito de suavizacdo causada pelas interagdes eldsticas
do objeto transportado (no caso do fluido a interacao eldstica € a tensdo superficial). A classe
de universalidade da transicdo € determinada pelo tipo de interagdo eldstica.

Dependendo do tipo de sistema fisico considerado, as forgas eldsticas sao de curto ou de
longo alcance. Em uma rede discreta, uma interacdo de curto alcance quer dizer que cada
elemento sé interage com seus vizinhos mais préximos, enquanto que no ultimo caso, todos os
elementos interagem entre si.

A interacdo de curto alcance mais usada na transi¢do de depinning ¢ modelada pelo Lapla-
ciano da altura da interface. Outro tipo de interagdo muito usada na literatura é baseada em
um trabalho de Rice [6] e € expressa por uma integral sobre toda a frente e portanto de longo
alcance.

No modelo que estamos estudando, fazemos uma redugdo da teoria de Rice, restringido a
interag@o aos primeiros e segundos vizinhos numa cadeia linear discreta. A interacdo final serd
uma combinacdo linear de segundas e quartas derivadas, a contribui¢do dos segundos vizinhos
vem da quarta derivada. Portanto a interagado € local, e toda e qualquer correlacdo espacial que
por ventura venha a ser observada € fruto exclusivo da dinamica de evolu¢do. Uma motivagao
para incluir os segundos vizinhos vem de um modelo muito mais familiar, principalmente para
os fisicos estatisticos, o0 modelo de Ising.

O modelo de Ising € definido usualmente com interacdes entre primeiros vizinhos, mas
também ha variacdes com a inclusao da interacdo entre segundos vizinhos. Nesses modelos,
dependendo do tipo de interacdo que se adicione, observamos uma mudanga na classe de univer-
salidade, 1sso acontece quando as interacdes sdo opostas € competem uma com a outra [7, 8, 9].
Na dissertagdo, investigamos quais as consequéncias da inclusdo da quarta derivada nas quanti-
dades que medimos.

A dissertacdo estd organizada assim: no primeiro capitulo apresentamos as caracteristicas
mais importantes de modelos de crescimento de superficies por deposi¢do de particulas, des-
crevemos os modelos discretos e as equacdes diferenciais estocdsticas que representam tais

modelos no chamado limite hidrodindmico. Esse capitulo estabelece de certa forma uma “lin-



guagem” que serd usada: definimos as quantidades que normalmente sdo medidas, as leis de
escala, os expoentes criticos, etc. No capitulo 2, estudamos a transi¢do de depinning. H4 muitas
abordagens para esse problema, ele pode ser estudado integrando as equagdes diferenciais, com
o grupo de renormalizacdo, com simulacdes computacionais e outros mais. Usamos a aborda-
gem computacional e a simulacdo da propagacio da frente foi feita com um tipo especial de
dindmica, chamada de dindmica extrema, onde a frente é compelida a estar sempre proxima da
criticalidade.

A maneira usual pela qual sistemas sintonizam a si proprios na situacao critica corresponde
a duas escalas de tempo bem distintas. Escala de longa duracdo: o sistema é gradualmente car-
regado por acdo externa, alguma tensdo interna aumenta lentamente. Escala de curta duragdo: o
sistema nao suporta o nivel de tensao atingido e se rompe rapidamente, a tensao volta ao nivel
baixo normal. E o caso do lento movimento das placas tectonicas umas em relagdo as outras, e
os consequentes terremotos[10, 11].

Nos modelos de dindmica extrema, admite-se que cada elemento do sistema tem sua propria
capacidade de resisténcia a tensdo, e a ruptura se dd sempre no elemento atualmente mais fraco,
o menos resistente. Nos modelos de depinning isso se traduz em substituir a for¢a externa
constante, por uma for¢a que aumenta progressivamente com o tempo até que um sitio da frente
se mova, o que corresponde a um evento de depinning. A consequéncia direta € que a frente
se moverd com uma velocidade finita mas préxima de zero. Portanto, a prépria dinamica do
sistema encarrega-se de sintoniza-lo na situac¢do critica.

No capitulo 3, descrevemos detalhes do modelo e da simulacdo. Apresentamos também
nossos resultados; na primeira parte os resultados se referem a morfologia da interface, na
segunda parte estudamos a distribui¢ao espacial e temporal de eventos de depinning, chamada
de mapa de atividade. Por ultimo, estudamos a distribuicdo estatistica das forcas de depinning.

Finalmente, no dltimo capitulo apresentamos nossas conclusdes e perspectivas de trabalhos

futuros.



Capitulo 1

Modelos de Interface

De forma simples, uma superficie ou interface pode ser definida como a separagdo entre
dois meios. A forma das superficies que encontramos no cotidiano tem caracteristicas surpre-
endentes e que as vezes ndo sdo notadas. No entanto, o estudo de interfaces tem aplicagcdes na
inddstria e na tecnologia, e serve para explicar diversos fendmenos naturais como o crescimento
de colonias de bactérias, a propagacdo de rachaduras e as linhas de fluxo em um supercondutor.

A descri¢do quantitativa de uma interface foi um desafio para os fisicos durante muitos
anos. Chegou-se a utilizar mais de 32 parametros e fungdes para caracterizar uma superficie
[12]. Felizmente existem “leis” bdsicas que sdo comuns a muitas superficies. A tarefa de
descrever uma superficie pode ser muito simplificada usando conceitos de geometria fractal e
invariancia de escala.

As superficies podem ser estudadas através de modelos discretos ou por equacdes diferen-
cias. Modelos discretos de deposi¢ao de particulas, que servirdo como um guia inicial para o
nosso estudo, geram superficies que exibem as propriedades essenciais dos modelos de cresci-
mento. A superficie serd definida como um conjunto {h;} de alturas medidas em relagdo a uma
reta de referéncia. Nas equagdes diferenciais continuas esse conjunto de alturas serd substituido

por um campo de alturas h(x).



1.1 Modelos Discretos

Os modelos discretos s@o usualmente definidos em uma rede hiperctibica de d dimensdes
com N = L¢ sitios, onde a cada sitio estd associada uma varidvel h; que representa a altura
da interface no sitio 7. O conjunto de todas as alturas {h;} representa o estado do sistema que
evolui de acordo com certas regras dindmicas estocdsticas.

Para caracterizar a evolugdo da interface quantitativamente definimos a altura média h(t) e

a rugosidade' w(t) :

97 1/2

M0 =5 S, wt = |0 ($Xn0) | . an

Em muitos casos a interface apresenta leis simples. Um modelo didéatico que apresenta
tais leis € a deposi¢ao balistica (DB) que foi inicialmente proposto para o estudo de agregados
coloidais [13]. Nesse modelo particulas sdo soltas de uma posicdo qualquer acima da interface.
A particula segue uma trajetdria retilinea vertical até atingir a superficie, aderindo ao primeiro

sitio ao longo da sua trajetdria que tem um vizinho “ocupado” (veja a figura 1.1).

A B

! !

B/

A/

Figura 1.1: De acordo com a regra da DB, a particula A ird aderir a posi¢ao A’. Depois da
deposicao, A’ se torna parte do agregado. Similarmente B ird aderir a posi¢do B'.

Em sistemas finitos, come¢ando a dindmica com uma rede reta (h; = 0 V 1), a evolucao
temporal da superficie tem dois regimes separados por um tempo transiente ¢,. Um gréfico

tipico da evolucdo temporal da rugosidade € mostrado na figura 1.2.

' A rugosidade é uma grandeza estatistica. O valor de w na verdade é obtido a partir da média de varias medidas
independentes da quantidade acima.
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Figura 1.2: Crescimento da rugosidade como funcio do tempo numa escala log-log, para dife-
rentes tamanhos L; < Ly < Ls.

1. Inicialmente, a rugosidade aumenta como uma poténcia do tempo
w(L,t) ~ t° t < ty, (1.2)

onde o expoente J é chamado de expoente de crescimento. O tempo é definido como o
nimero de particulas depositadas divido por L, ou seja, uma unidade de tempo corres-

ponde a deposicao de L particulas.

2. O crescimento ndo continua indefinidamente, mas € seguido por um regime de saturagao
(a regido horizontal na figura) depois que a interface “esquece ” a configuracdo inicial
e a rugosidade atinge um valor de saturacdo, ws,;. Na figura 1.2, trés curvas diferentes
correspondem a evolugio temporal de superficies obtidas com valores diferentes de L. A
medida que L aumenta, o valor de ws,; também aumenta e a dependéncia segue, outra

vez, uma lei de poténcia, agora espacial,



Weat (L) ~ L >ty (1.3)
onde « € o expoente de rugosidade.

3. O tempo de crossover t, (as vezes chamado de tempo de saturagdo) no qual a interface

muda de comportamento também depende do tamanho do sistema,

ty ~ L7, (1.4)
onde z € o expoente dindmico.
Existe uma maneira de colapsar os dados da figura 1.2 em uma tnica curva:

e Considera-se w(L,t)/wsq (L) como fungdo do tempo, isso resultard em curvas saturadas

no mesmo valor, independente do tamanho do sistema.

e Considera-se a rugosidade como funcao de t/t,, com isso todas as curvas irdo saturar no

mesmo tempo escalonado catacteristico (Veja figura 1.3).

Essas observagdes sugerem que w/w,,; ¢ uma fungdo de t/t, somente, isto é,

M ~ f (i) ’ (1.5)

Wsat (L) t><
onde f(u) é a chamada func@o de escala. Substituindo w; e ¢« por 1.3 e 1.4, obtemos a relagdo

de escala de Family-Vicsek

w(L 1) ~ L*f (Li) | (1.6)

A fungdo de escala tem o comportamento

uw o se u>1
flu) = (L.7)

W’ se u << 1.

Os expoentes «, 3 e z ndo sdo independentes. Na figura 1.3 se nos aproximarmos do ponto

de saturagdo (fy, wsa(tx)) pela esquerda, encontramos, de acordo com a equagdo 1.2, w(ty) ~
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Figura 1.3: Evolugdo temporal da superficie para tamanhos distintos. Escala logaritmica € usada
para que a lei de poténcia possa ser vista como uma linha reta.
ti. No entanto, fazendo o mesmo limite pela direita, temos, da equagdo 1.3, w(tx) ~ L.

Dessas duas relagdes segue que tﬁ ~ L%, o que segundo a equacgdo 1.4, implica que

2= % (1.8)

O procedimento descrito acima para colapsar as curvas, que serd usado varias vezes durante
a dissertac¢ao, foi introduzido pela primeira vez em 1945 por Guggenheim, num gréfico experi-
mental da linha de coexisténcia liquido-vapor de oito substancias diferentes. Em 1965, Widom
fez uma hipétese, chamada de hipétese de escala, que se tornou uma das ferramentas mais usa-
das no estudo das transi¢des de fase continuas [14]. A hipétese de escala foi posteriormente
validada pelo grupo de renormalizacido e rendeu um prémio Nobel para K. Wilson em 1982
[15, 16].

Ainda ndo descrevemos o que significa invariancia de escala. Se uma fungdo f(z,y) tem a

propriedade



flz,y) = Af(A\a, Xy), (1.9)

entdo a fungdo f(x,y) € invariante pela mudanga de escala x — A%z e y — Ay, para um
valor de A arbitrdrio. Na equacdo 1.9, a e b sdo chamados de expoentes criticos. Em linguagem
matematica, dizemos que f(x,y) é uma fungdo homogénea generalizada de = e y. A hipdtese
que Widom fez foi de que nas proximidades do ponto critico, a parte singular do potencial
termodindmico obedece a relagdo 1.9.

Com a hipétese de escala em mente, vamos fazer a transformacao

L—sL =)L, h—N=\h t—=t=Nt (1.10)

na equagao 1.6 temos

w(L ) =L"f (Lt—> = \*LOf (AALt) = \*w(L, 1), (1.11)

o que mostra ser w(L, t) invariante sob a transformagdo 1.10. Leis de poténcia sdo o exemplo
mais comum de fun¢gdes homogéneas generalizadas. Uma forma alternativa de colapsar os

dados da figura 1.2 em uma fun¢do de escala € usar

w(L,t) ~tg <#) ,com ff=a/z. (1.12)

Para deduzir a equagiio acima basta usar a equacdo 1.11 e escolher A\ = ¢~1/%,

A superficie descrita pela fun¢éo h(x) com a propriedade 1.10 € dita autoafim. Em termos
gerais, a equacdo 1.10 indica que um objeto autoafim deve ser reescalado de maneiras diferentes
horizontal e verticalmente: se multiplicarmos = por um fator A horizontalmente temos que
multiplicar & por um fator \* verticalmente para que o objeto seja invariante (Veja a figura
1.4). Em uma figura autoafim deterministica, a invariincia significa que o objeto reescalado é
idéntico ao original. No nosso caso, temos um objeto autoafim aleatério o que significa que
as quantidades estatisticas (rugosidade) sdo as mesmas para o sistema reescalado e o sistema

original. Para o caso especial que @ = 1 o objeto é chamado autossimilar ou fractal.
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Figura 1.4: Exemplo de mudanca de escala em uma fun¢do autoafim. Temos que reescalar o
eixo x e o eixo y com fatores diferentes para que o objeto final reescalado tenha as mesmas
propriedades estatisticas do objeto original.

Vamos considerar dois outros modelos discretos, também definidos em uma rede unidimen-

sional de tamanho L e com condi¢des periddicas de contorno em x. As estruturas resultantes

estdo ilustradas na figura 1.5.

1. Eden model: Uma linha de particulas é colocada na base e fazemos o cluster crescer

escolhendo aleatoriamente um dos sitios do perimetro.

2. Restricted solid-on-solid model (RSOS): Uma coluna € escolhida aleatoriamente e a
altura € aumentada uma unidade desde que a condicé@o |h; — h;11| < 1 ndo seja violada,

ou seja, a diferenca de altura entre sitios adjacentes pode ser no méximo 1.

Apesar da figura 1.5 sugerir mais diferencas que semelhangas e a despeito das diferentes

regras dindmicas em cada modelo, os expoentes que caracterizam a interface sdo aproximada-
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Figura 1.5: A figura ilustra as propriedades de trés modelos discretos diferentes: a) Eden Model,
b) Deposigdo balistica e ¢) RSOS Model.
mente os mesmos [17].

Esses expoentes sdo usados para definir classes de universalidade. Tipicamente cada classe
de universalidade € caracterizada por certas simetrias do sistema e podem ser associadas com
uma equacao diferencial estocdstica. Simula¢des numéricas para a DB em uma dimensao for-

necem os valores [2]:

a=047+0.02, A =0.33%0.06. (1.13)

Uma caracteristica importante da DB e que € comum a outros modelos discretos é que
correlagdes se desenvolvem ao longo da superficie, isso implica que sitios diferentes ndo sao
completamente independentes. Embora a interacdo seja local, a “informac¢do” sobre a altura de
cada sitio se espalha globalmente, o que caracteriza a criticalidade. A distancia tipica em que
um elemento do sistema “sabe sobre” os outros - a distancia caracteristica sobre a qual eles
estdo correlacionados - € chamada comprimento de correlagdo e denotada por &) [2].

A existéncia de correlagcdes no sistema esta por trds do mecanismo que leva a satura¢io. No
comego do crescimento, os sitios ndo estdo correlacionados. Durante o processo & cresce com
o tempo. Para uma rede finita & ndo cresce indefinidamente porque € limitado pelo tamanho

do sistema. Quando ¢ atinge o tamanho do sistema, a superficie toda se torna correlacionada,
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resultando na saturagcdo da rugosidade. Portanto, na saturacgao,

&~ L, t>ty, (1.14)

utilizando a equagdo 1.4 podemos escrever

g ~ 7, t<L ty. (1.15)

Um comprimento de correlacdo perpendicular, £, caracteriza as flutuagdes na direcdo de
crescimento e tem o mesmo comportamento que w(L,t) [2].
Para uma superficie autoafim, hd duas outras maneiras de se estimar o expoente de rugosi-

dade. Uma delas € através do cdlculo da funcdo de correlacao definida por
C(x) = [([h(x + 2') — h(z")]*)]"2 (1.16)

As alturas da interface sdo consideradas no mesmo instante de tempo, por isso ndo vamos
escrever a dependéncia temporal explicitamente. As medidas devem ser feitas no estado estaci-

ondrio. O expoente de rugosidade pode ser determinado pela relacao

C(l‘) ~ $<<§||. (1.17)

Embora a equivaléncia entre o expoente v da equacdo acima e o expoente de rugosidade
nao seja transparente, varios estudos numéricos mostraram que os expoentes S0 0S mesmos.
Na verdade, muitas vezes « € definido pela equagdo 1.17.

Alguns experimentos medem o fator de estrutura S(k) definido como

~

S(k) = |h(k)]?, onde h(k) = \/% / h(z)e**de, (1.18)
T

o fator de estrutura deve obedecer uma lei de escala na forma

S(k) ~ k172, (1.19)
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A equacdo acima fornece um meio alternativo de estimar o expoente «. Para demonstra-la,
considere uma defini¢ao diferente, mas equivalente [18] a equagdo 1.16 para a funcdo de corre-

lacdo,

1/2
C(z) = {% / h(x+x’)h(x’)dx’} = [(h(z + 2')h(z"))ar]? (1.20)

O comportamento de C'(x) continua sendo dado pela equagdo 1.17. Com o teorema de Wiener-
Khinchin podemos relacionar S(k) com a transformada de Fourier do quadrado da fungdo de

correlagdo [19], temos que

S(k) = %/CQ(x)eikxdx. (1.21)

Vamos fazer a mudancga de varidvel z = Az’ na integral 1.21

S(k) L / C2(Az")e™M Ndx' = NS (\E) (1.22)

T or
no dltimo passo usei a relagio C?%(z) ~ x** que implica em C?(\x) ~ A\?*C?(z). Da mesma
forma, vemos que a equacdo 1.22 implica que S(k) se comporta como indicado pela equagio

1.19.

1.2 Modelos Continuos

As teorias continuas representam o limite ¢ — oo e L — oo de modelos discretos. Esse
€ o chamado limite hidrodinamico. Estabelecer links diretos entre os modelos discretos e as
equagdes continuas ndo € simples. No entanto, vimos que o comportamento de escala ndo de-
pende muito dos detalhes microscépicos. Para encontrar a equacao diferencial relacionada com
determinado modelo, usamos o principio de que tal equagdo deve ser a mais simples possivel
compativel com as simetrias do sistema. Se h(x,t) for uma fun¢@o univoca, esperamos que a

equagdo de crescimento tenha a forma:

Oh(z,t)
ot

= G(h,z,t) +n(z,1), (1.23)
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onde G(h, z,t) é uma fungdo geral da altura, da posi¢ao e do tempo. A funcdo 7(x,t) é o termo

de ruido e tem as propriedades

Mz, t))y =0 e (n(z,t)n(x',t)) =2Dd(x —2")o(t —t'), (1.24)

e € o responsdvel por introduzir a aleatoriedade na superficie [20]. Inicialmente, vamos consi-

derar as seguintes simetrias:

1. invariancia translacional no espaco + — x + Ax. Essa simetria elimina a dependéncia

explicita em z na equacgdo de crescimento.
2. invariancia translacional no tempo t — ¢ + At, que elimina a dependéncia em ¢.

3. invaridncia translacional ao longo da dire¢do de crescimento h — h + Ah, eliminara a

dependéncia direta em h.

4. invariancia sob reflexdes no espaco x — —z. Essa simetria vai eliminar as derivadas

impares de h(x).

5. invaridncia sob reflexdes com respeito a altura média h — —h, eliminard as poténcias

pares da derivada de h, termos como (Vh)?2, (Vh)?, etc 2.

As 3 primeiras simetrias sao necessdrias porque a equacao de crescimento niao pode depen-
der da origem do sistema de coordenadas. A quarta simetria traduz a fato que a interface deve
permanecer invariante sob uma rotacao de 180 graus em relacdo ao eixo perpendicular a dire-
cdo de propagacdo. A ultima simetria, pode ser quebrada em alguns modelos como veremos a
seguir.

Com essas consideracdes a forma de G(h, ,t) se reduz a

G(h,z,t) = (V?h) + (V*R) + ... + (V"h) + (V2R)(VR)? + ... + (V*R)(VR)Y.  (1.25)

2Considere a equagdo 9;(h) = (Vh)?, fazendo a transformagdo h — —h, temos 9;(h) = —(Vh)2. Por causa
dessa mudanga no sinal da equagio, o termo (Vh)? deve ser excluido da equagio de crescimento.
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Como dissemos anteriormente, as equagdes diferenciais representam o limite de L — oo e
t — 00, assim conseguimos simplificar ainda mais a equacao 1.25.

O termo V*h ¢ irrelevante em comparagcdo com V2h no limite hidrodinAmico. Irrelevante
quer dizer que esse termo ndo muda os expoentes criticos. Ja4 vimos que a transformacdo r —
a2’ = Az implica, para uma superficie autoafim, que h — A’ = A*h. Como resultado dessa

transformac@o teremos para V'4h/ e V’2h/

V2h — V721 = \*2V?), (1.26)

Vih — VA = \o4V4h. (1.27)

Dai, para escalas de comprimento grandes A — oo, o termo Laplaciano determina o com-
portamento de escala [2].
Argumentos similares eliminam outros termos, restando apenas V25, assim somos levados

a equacdo de Edwards-Wilkinson (EW) [20]:

Oh(z,t)
ot

= vV?h +n(z,t). (1.28)

Aqui v € a tensdo superficial, o termo v¥V?h € uma forga eldstica que tende a suavizar a
superficie [21]. A figura 1.6 ilustra esse efeito. Considere que no tempo ¢ a altura da interface
seja h(x,t) (linha vermelha), em um tempo ¢ + Jt a altura da superficie é h(x,t + 0t) ~
h(z,t) + ot x vV?h(z,t), onde descartamos o termo de ruido. O efeito da tensdo superficial
€ redistribuir a altura da superficie. A equacdo de EW estd associada ao modelo discreto de
deposi¢do com relaxagdo: depois de ser depositada em uma posi¢do 7 qualquer, permitimos que
a particula se mova para um de seus vizinhos proximos 7 — 1 e ¢ + 1 caso a altura desses seja
menor do que em ¢. O processo de relaxacao tem o papel de redistribuir as flutuacdes na altura
da interface, da mesma maneira que o termo vV2h.

Podemos obter os expoentes da equacdo de EW resolvendo-a exatamente ou usando argu-

mentos de escala. Se usarmos a transformacgdo 1.10 na equacio 1.28 teremos
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Figura 1.6: Efeito da tensdo superficial na morfologia da superficie.

Oh(z,t)

)\C{*Z
ot

= VATV L 4 NTYEE (1), (1.29)

O dltimo termo foi obtido usando a equagdo 1.24 e a propriedade d(az) = a 'd(x) da

funcao delta.

Az, N*t)n(\x', N*t')) = 2D6(Ax — Az")o(Nt — N*t')
= 2DA 75 (x — 2)o(t — 1)

= X'z, t)n(, 1), (1.30)

Para que a equacdo 1.29 seja invariante cada termo deve ser independente de A, o que nos

fornece os expoentes (para 1D):

a=1/2, z=2, entdio [=1/4. (1.31)

Em muitos casos a simetria 5 é quebrada por algum mecanismo de crescimento lateral. Dai,

termos ndo lineares sdo incluidos na equagdo de crescimento. Incluindo o termo (Vh)? na
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equacdo 1.28, obtemos a equagdo de Kardar-Parisi-Zhang (KPZ):

Oh(x,t A

Ohlz,t) =vV?h+ =(Vh)* + n(z, 1), (1.32)
ot 2

onde \ é chamado excesso de velocidade. E instrutivo considerar a construcio anterior que

usamos para o termo Laplaciano para interpretar geometricamente o termo ndo linear (veja a

figura 1.7).

— h(z,t)
A(Vh)?
— h(z,t+ dt)

Figura 1.7: Efeito do termo nao linear na morfologia da superficie. Note que mais material €
adicionado nas partes da interface onde a inclinagdo € maior, como resultado, a altura média da
interface aumenta.

Como o termo (Vh)? é sempre positivo, temos um aumento na altura da interface com
adicao de “matéria”. O efeito do termo niao linear é bem diferente do termo Laplaciano que
reorganiza a altura da interface de tal maneira que a massa total permaneca constante.

Infelizmente, a transformacgdo 1.10 ndo funciona na equagdao KPZ, ficaremos com 3 rela-
cdes para 2 expoentes « € 2z, 0 que impossibilita o cdlculo. Os expoentes da equagdo 1.32 s6
sdao conhecidos exatamente em uma dimensdo, através de cdlculos que envolvem o grupo de

renormalizacdo, nesse caso os expoentes sao [20]:

a=1/2, B=1/3 z=23/2. (1.33)
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Comparando com os expoentes obtidos numericamente para a DB (1.13), encontramos uma
semelhanca notével, sugerindo que a DB pertence a mesma classe de universalidade da equacao
KPZ.

Em muitos experimentos, depois das particulas serem depositadas na superficie, elas se
difundem. Essa € a situacdo encontrada, por exemplo, em fendmenos de crescimento MBE
[2, 22]. Vamos supor que depois que as particulas sejam depositadas, ndo podem mais deixar o

substrato. Nesse caso, € 6bvio que o numero de particulas [V, se conserva e serd dado por:

Np:/p(a:)dx, (1.34)

onde p(z) é a densidade de particulas na posi¢do x. A altura da interface no ponto x estard
relacionada com a densidade p. Como o niimero de particulas se conserva, a altura da interface

deve obedecer a equac¢do da continuidade:

oh

—=-V"j. 1.35
5 J (1.35)
A corrente j estd relacionada com o potencial quimico p. A matéria tende a se mover de

regides com maior potencial quimico para regides com menor potencial quimico®. Dito isso, j

deve ser direcionada pelo gradiente do potencial quimico local,

jox V. (1.36)

O movimento de uma regido para outra depende do niimero de ligacdes que uma particula
deve romper para que a difusdo ocorra. O nimero de ligagdes aumenta com a curvatura local
da interface em dado ponto. Se a curvatura é positiva, V2h > 0, o niimero de ligacdes tende a
ser grande, e se V2h < 0 esse nimero é menor (Veja a figura 1.8).

A suposic@o mais simples € que y seja proporcional a V2h

p o< —V2h. (1.37)

Combinando esses resultados, chegamos a equagao:

3Veja a se¢dio 2-8 do livro Thermodynamics and an introduction to thermostatistics de Herbert B. Callen.
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Figura 1.8: Ilustrag¢do das possiveis geometrias locais da frente. Minimos locais sdo mais favo-
rdveis energeticamente porque o nimero de possiveis ligacdes serd maior.

oh
— = —KV*h. L.
5 \V (1.38)

Vamos acrescentar a equacao acima o termo F', que representa o fluxo de particulas, e 1 que

serd a parte responsdvel pela aleatoriedade que € inerente ao processo.

% = F — KV*h +1. (1.39)

A equagdo 1.39 foi proposta de maneira independente por Wolf e Villain [23] , e Das Sarma e
Tamborenea [24].

Junto com a difusdo de particulas, outro processo importante em experimentos de MBE é
a dessor¢do de particulas: depois de depositadas, algumas particulas deixam a superficie. A
probabilidade de dessorcdo vai depender do quio fortemente as particulas estdo ligadas a super-
ficie. Esse fendmeno terd uma conexao com p. Deixando de lado por um momento a difusdo, o

processo de deposi¢ao-dessor¢ao é governado pela diferenca entre o potencial quimico médio

it € o potencial quimico local

= =—Blu—l, (1.40)
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usando a equacdo 1.37 e considerando novamente os outros processos discutidos acima (difu-
sdo, etc), ficamos com a equagao [2]
oh

i vV2h — KV*h + Bji + F + 1. (1.41)

A equacdo 1.41 produz uma interface mais rica, do ponto de vista geométrico, que as outras
equagdes discutidas até agora. A quarta derivada introduz um efeito de competi¢do que leva a
um crossover entre duas regides com expoentes de rugosidade diferentes [2]. Esse efeito serad
discutido mais adiante.

Nos concentramos até agora em modelos que descrevem a deposi¢do de particulas. Na
préxima secdo veremos que interfaces autossimilares também estio presentes em uma situacao

fisica bem diferente.

1.3 Transicao de Depinning

Considere uma particula pontual de massa m sendo empurrada por uma forca externa £’
em uma mesa com atrito. A particula é estaciondria até que a forca externa seja maior que a
forca de atrito estdtico F.. Se a forca externa foi maior que F,, a particula terd a equacdo de
movimento

d*h dh

—C =F—F, —y— 1.42

o ultimo termo do lado direito é a forca de atrito viscoso. Depois de um periodo inicial de
aceleracdo, a particula atingird uma velocidade constante v devido as for¢as de viscosidade.
Nesse regime, a aceleracdo € nula. A transi¢do entre o regime estitico e o regime dindmico é
chamada de transigio de depinning*. O pardmetro de ordem da transicdo € a velocidade, e para

F' perto de F., a velocidade se comportard segundo a lei de poténcia

v~ (F—-F)°, (1.43)

“Em portugués, o termo mais apropriado seria transi¢io de desancoramento, mas esse termo é tio pouco usado
que vamos utilizar o termo em inglés.
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onde # é chamado de expoente de velocidade, no nosso exemplo 6§ = 1.

Vamos generalizar a situacdo anterior: agora, considerando um objeto extenso, ao invés de
uma particula. Supomos que as interagdes entre as partes do objeto nao sao fortes o suficiente
de maneira que o objeto transportado possa ser considerado eldstico. O exemplo mais familiar
seria uma interface em um meio poroso (figura 1.9). Considere que uma forca constante £’
(driving force), seja aplicada no sistema fazendo com que esse se mova. Se F' for pequena,
ela ndo serd suficiente para vencer a resisténcia do meio, algumas partes poderiam se mover
deformando a frente de propagacdo mas eventualmente a interface pararia. Aumentando F/,
alguns segmentos voltariam a se mover parando apenas onde a resisténcia fosse muito forte e se
F fosse grande o suficiente, seria possivel vencer todas os pontos de resisténcia € 0 movimento
continuaria indefinidamente, talvez com alguma velocidade constante v, se a forca for justo a
necessdria para anular a aceleracdo. Existe uma forca F' = F* que separa os regimes onde a

interface fica parada (pinning) ou se move indefinidamente [5].

Forcas elasticas

restauradoras
Forcas de ['4
resisténcia,
- Q@
® ]
_q’
Forga F'
>
Q@ x 1
mpurezas
@
Y Interface —

Figura 1.9: Representagdo esquemadtica de uma interface se movendo em um meio aleatério.

Considere uma linha em duas dimensdes orientada ao longo do eixo z. A configuracio
da linha em um tempo ¢ é descrito pelo campo de alturas h(z,¢). Em muitos casos, onde a
viscosidade predomina sobre o termo de inércia, a velocidade de um ponto da curva serd dada

por

dh(z)
dt

=F+ F,+n(x,h). (1.44)
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O primeiro termo do lado direito € a forca externa uniforme que funciona como parametro de
controle. O meio aleatorio exerce forcas de resisténcia sobre a interface e essas forcas sio repre-
sentadas pelo termo 7(z, h). Com a suposi¢io de que o meio é translacionalmente invariante, a
média desse termo € zero. O termo F; descreve as interacdes eldsticas entre partes diferentes
da linha [25]. A constante v que multiplica o termo 0h/0t, dando a dimensdo correta para a
equacdo 1.44, foi considerada igual a 1 por conveniéncia. Na auséncia de forca externa, a in-
terface ficard parada. Se adicionarmos uma forca externa pequena a interface tende a se mover,
mas eventualmente ficard presa pelas impurezas, Oh /0t = 0 para todos os pontos. Para forcas
maiores que a forga critica /™, a linha se move com uma velocidade média finita (veja a figura
1.10). Se F' > F™, a velocidade crescera linearmente com F'. Nas proximidades de F™*, a

velocidade, que € o pardmetro de ordem da transicdo, segue a equacao

v~ (F —F*)°. (1.45)
4.0
> 20
0.0 =5 :
0.0 F* 2.0 4.0

Figura 1.10: Velocidade da frente como func¢ao da forga externa.

O movimento da interface para F' — F™ pela direita ndo é uniforme. Em um dado momento,
a interface terd partes que estio presas e outras parte que estardo se movendo, quando o efeito
combinado das for¢as que movem o sistema superarem a forca de resisténcia de uma dada
regido, a interface salta para a proxima regido que apresenta uma resisténcia mais forte. No

estado critico, a interface € invariante por mudanca de escala e apresenta 0 comportamento
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descrito na primeira se¢ao.
Denotamos por £ o comprimento de correlacdo que corresponde ao tamanho caracteristico
das regides presas. A medida que nos aproximamos da forga critica, o tamanho dessas regides

diverge como

E~(F—F), (1.46)

onde v é chamado de expoente do comprimento de correlacdo. Os saltos de uma configuracao
para outra podem ser descritos em termos de “avalanches ”. A distribuicdo do tamanho desses
saltos segue uma lei de poténcia. A probabilidade de observar um salto de tamanho r maior do

que um certo tamanho [ € dada por [26]

P(r>1)ocl™". (1.47)

O tempo de duracdo de uma avalanche escala com ¢(£) ~ £*. Dai, os quatro expoentes «, 0,
z e v caracterizam a interface nesse tipo de transi¢ao. Esses expoentes podem ser relacionados

[2, 25], durante um salto de tamanho £ a frente se move uma distancia £ durante um tempo &£°

v~ 2_(: ~|F = F "9 = 0 = p(z — a). (1.48)

Nao podemos terminar esse capitulo sem falar da equacdo quenched KPZ ou QKPZ, que
talvez seja a equac@o mais estudada nesse contexto. A equagdao KPZ ndo pode ser formalmente
“deduzida 7, mas € construida a partir de argumentos de simetria como o que usamos antes. As
simetrias sdo as mesmas da equacdo EW com excec¢do da simetria 5. Se a interface tem uma
velocidade finita, entdo a condi¢do h — —h € quebrada, introduzindo termos ndo-lineares na

equac¢do de movimento [25]. A equacdo QKPZ é dada por

Oh(z,t)

T F 4+ vV2h + %(Vh)Q + n(z, h), (1.49)

onde o ruido térmico 7(x,t) na equagdo KPZ 1.32 é substituido por um ruido fixo (quenched

noise), perto da criticalidade esse tipo de ruido € mais importante que o ruido térmico [27] (ou
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equivalentemente podemos pensar que estamos no limite de temperatura zero).

Varios modelos discretos caem em duas classes de universalidade distintas, ambas descritas
pela equacdo 1.49. Nido vamos entrar em detalhes, mas basicamente o que distingue essas
classes € a relevancia do termo ndo linear. Para a primeira classe temos A = 0 (ou A — 0

quando F' — F™) enquanto na segunda o termo ndo-linear € diferente de zero [20, 28].
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Capitulo 2

Criticalidade auto-organizada e dinamica

extrema

Nesse capitulo faremos uma introdugio sobre o tema criticalidade auto-organizada (SOC)'.
O avanco desse topico pode ser atribuido ao trabalho seminal de Bak, Tang e Wiesenfeld [29]
que introduziram em 1987 um modelo de pilha de areia, considerado como o primeiro exemplo
claro de SOC. Esse trabalho abriu o caminho para uma variedade de modelos computacionais
que também exibem SOC, e entre eles temos a transi¢do de depinning.

O termo criticalidade auto-organizada se refere a uma classe de modelos, onde o sistema
¢ atraido para o estado critico sem que nenhum parametro de controle precise ser ajustado, a
propria dinamica do sistema encarrega-se de sintonizd-lo na situacao critica, depois de um certo
tempo transiente. Durante algum tempo se considerou a SOC como um fendmeno separado,
sem relagdo com as transi¢des de fase usuais. No entanto, na dltima década foram estabelecidas
conexoes entre SOC e modelos que exibem uma transi¢cao de fase para estados absorventes [30]
(um estado absorvente € tal que se o sistema atingir esse estado, ndo pode mais deixa-lo).

Duas classes de SOC podem ser distinguidas. A primeira delas € representada pelos modelos
de pilha de areia. Nesses modelos, particulas (“areia’) sdo depositadas no sistema a uma taxa r €
deixam o sistema a uma taxa €. O estado estaciondrio, que corresponde a densidade de particulas
constante no tempo, € atingido quando hd um balancgo entre as taxas r € €. A dindmica local

consiste em um tipo de redistribui¢do de particulas. No limite em que 7 € ¢ — 07, o sistema

'Do inglés self-organized criticality.
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exibe um padrdo de atividades que € invariante por mudanca de escala. A adicdo e remog¢ao de
particulas acontecem a uma taxa infinitamente lenta quando comparado com a dinamica local
que ocorre a taxa unitaria.

A segunda categoria, exemplificada pelo modelo Bak-Sneppen [31] e pela transicao de de-
pinning, envolve um certo tipo de dindmica chamada extrema, onde o elemento do sistema que

extremiza uma dada quantidade serd o préximo a ser atualizado.

2.1 Pilhas de Areia

Comegamos descrevendo um modelo simples de Caminhantes Aleatérios Ativados (ARW)?.
Cada sitio 5 de uma rede de tamanho L, com condi¢des periddicas de contorno, tem um nimero
z; de caminhantes aleatdrios. Inicialmente, distribuimos N caminhantes aleatorios entre os
sitios. Cada caminhante € independente dos demais, podendo ir para qualquer sitio vizinho
com igual probabilidade. A tunica restri¢do serd que se um sitio tiver z; = 1, ou seja, um tnico
caminhante, entdo esse deve permanecer parado até outro caminhante se juntar a ele [32].

Ha dois tipos de configuragdo: ativa, na qual pelo menos um sitio tem dois ou mais cami-
nhantes; e absorvente, no qual nenhum sitio tem mais de um caminhante e portanto todos os
caminhantes estdo imdveis. Se N > L s6 configuragdes ativas sdo possiveis, € 0 movimento
dos caminhantes continua indefinidamente. Se N < L, as duas configuragdes sdo possiveis.
Vamos considerar a densidade ( = N/L — 1. Se comegamos a dindmica para um dado ¢ no
estado ativo, podemos nos perguntar se o sistema vai permanecer no estado ativo ou se even-
tualmente caird em uma configuragdo absorvente. Ora, se ( for pequena € mais provavel que
o sistema caia na configuracao absorvente, mas parece razodvel que se ¢ for suficientemente
grande, proxima de 1, a probabilidade de atingir o estado absorvente se torne tdo pequena que
o sistema permaneca no estado ativo. O que queremos dizer é que deve existir uma densidade
critica (. que separa essas duas fases.

Realmente, estudos de campo médio sobre ARW e simula¢des de Monte Carlo confirmam
essa intui¢do de que hd uma transi¢do de fase no modelo. Essa transicdo é continua com o

parimetro de ordem dado pela densidade de sitios ativos p,. Para ¢ perto de (., p, se comporta

2do inglés Actived Random Walks.
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como uma lei de poténcia, p, ~ (¢ — ¢.)?, com (., ~ 0.7169 € 3 = 0.43 [32].

O ARW tem um ponto critico tradicional, precisamos ajustar o parametro de ordem ( para
seu valor critico (. a fim observar a transi¢do, o que dificilmente pode ser chamado de criticali-
dade auto-organizada. Para ver a conexao do ARW com SOC, vamos considerar o modelo de
pilhas de areia de Manna que tem a mesma regra dindmica local que ARW [33]. No modelo
de pilhas de areia de Manna a dindmica € feita em paralelo. O ARW também pode ser definido
com dindmica paralela; mesmo com essa mudanca o modelo continua tendo uma transi¢dao de
fase para estados absorventes.

A diferenga fundamental entre 0 modelo de Manna e o ARW € que o modelo de Manna
permite adicdo e remog¢do de caminhantes. O modelo de Manna € definido com condicdes de
contorno abertas, assim quando um caminhante atinge qualquer uma das extremidades, ha uma
probabilidade de 1/4 (em 2 dimensdes) do caminhante deixar o sistema. Se permitimos que iSSo
aconteca, o sistema vai atingir eventualmente o estado absorvente. Quando o sistema atingir
esse estado, adicionamos mais um caminhante em um sitio da rede escolhido ao acaso.

A sequéncia de configuracOes ativas entre duas adi¢des sucessivas de um caminhante é
definida como uma avalanche; as avalanches podem envolver qualquer nimero de sitios, desde
zero até o sistema inteiro. No estado estaciondrio (¢ € constante no tempo) a distribuicao de
avalanches ocorre em todas as escalas, e segue uma lei de poténcia P(s) ~ s”, onde s é o
nimero de sitios envolvidos em uma dada avalanche. Portanto, o modelo de pilhas de areia de
Manna exibe invariancia de escala no estado estacionério.

Diferente do ARW que exibe invariancia de escala somente quando ajustamos a densidade
de sitios para o seu valor critico (., no modelo de Manna a densidade € atraida para seu valor
critico. N@o hd nada de esotérico nisso: na fase ativa onde { > (. temos d(/dt < 0, ja que as
particulas s6 podem deixar o sistema, enquanto que na fase absorvente temos ( < (. e adi¢do
de particulas d(/dt > 0. Conclusdo: a tinica densidade estaciondria possivel serd (..

Quando adicionamos uma particula no sistema fazemos ¢ — ¢ + 1/L. Por outro lado, as
particulas deixam o sistema a uma taxa d¢ /dt oc L™ py,, onde p;, € densidade de sitios ativos na
fronteira. As condic¢des r e ¢ — 07, mencionadas no inicio do capitulo, sdo obtidas no limite

L — o0, 0 que ja é uma exigéncia para que se tenha uma transi¢do de fase. Essa prescricao
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introduz no modelo a separacdo infinita entre duas escalas de tempo que € essencial para o
aparecimento de SOC.

Ha outra variante para o modelo do ARW que também exibe invariincia de escala no estado
estaciondrio. As regras sdo as mesmas do modelo de Manna. A dnica mudanca é que a cada
passo de tempo um sitio ativo (com z; > 2d) transfere um tnico caminhante para cada um dos
seus 2d vizinhos. Vamos chamar isso de desabamento. Agora, a tnica aleatoriedade estd na

configuracdo inicial. Esse € o modelo de pilhas de areia Bak-Tang-Weisenfeld.

2.2 Dinamica Extrema

Vamos considerar uma interface linear, descrita pela equacao 1.44. Para alcangar a transi¢ao
descrita na sec¢do anterior precisariamos ajustar a forca /' para seu valor critico F™. No entanto,
podemos modificar o modelo para que o sistema seja atraido para esse estado. O que vamos
fazer € substituir a for¢a constante F' por um vinculo de velocidade constante v. Quando fizer-
mos o limite v — 0, nos aproximamos da transicdo. Isto é conseguido através de uma dindmica
extrema que consiste em adaptar a forca externa para que s6 um sitio possa se desprender em
cada passo de tempo [32].

A interface € discretizada. Do ponto de vista dindmico podemos pensar que estamos pren-
dendo cada sitio da rede a uma mola e movemos a outra ponta da mola com velocidade V.

Nesse caso, a forga externa serd dada por F' = k(V't — h;) e a equagdo de movimento se escreve

dh;
dt

= Ll + k(Vt — hl) + i,y (21)

onde k € a constante da mola. Se puxarmos a mola com uma velocidade muito grande o mo-
vimento serd suave h = V. Para V — 0 o movimento da interface, serd composto de saltos
como aqueles descritos no capitulo anterior, e a interface exibird invariancia de escala. Aqui V'
faz um papel anédlogo a r nas pilhas de areia. O ajuste de /' em F™* é substituido pelo ajuste de
V' — 0. Parece haver diferengas fundamentais entre os modelos de pilha de areia e 0 modelo
de interface, mas a despeito de todas as diferencas vérias conexdes podem ser feitas. Vamos

explorar a seguir como o modelo BTW pode ser mapeado em equacdo andloga a equacao de
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uma interface.

Considere o modelo BTW em duas dimensdes. vamos chamar de /; o nimero de vezes que
o sitio ¢ liberou uma particula desde do tempo zero. O nimero de ocupacao difere do seu valor
inicial z;(0) devido a perda e ao ganho de particulas. O niimero de particulas que o sitio perdeu
desde ¢t = 0 serd dado por 4H;, porque em cada passo o sitio ¢ sempre perde 4 particulas. O
ganho serd ) | = Hj;, ja que o sitio ¢ ganha uma particula cada vez que um dos seus vizinhos

libera particulas. O nimero de ocupagao do sitio ¢, vai ser dado por:

a(t) = 2(0)—4H,(t)+ Y Hj

= z(0) + VL H;(i), (2.2)

onde V2 H, (i) é a versio discreta do laplaciano. Vamos usar a notagdo % para indicar a taxa
na qual a varidvel H;(t) salta para H;(t) + 1. Essa taxa é igual a 1 se z;(t) > 4 e é igual a zero,

caso contrario. Podemos escrever a equacao dinamica para H; como

dH;
dt

= 0[z(0) + V3 H,(i) — 3], (2.3)

onde a ©(z) = 1 se x > 0 e zero caso contrdrio. Vamos definir /' como { — 3 e 7; como

2;(0) — ¢, com essas defini¢des a equacio 2.3 se escreve:

dH;
dt

= O[VLH,(i) + F +n,). (2.4)

Pensando em H,(t) como a altura discretizada de uma interface a equagdo 2.4 representa
uma interface dinamica como a descrita anteriormente. Ajustando ¢ para seu valor critico (. €
andlogo a ajustar a forga para seu valor critico F™*. Se substituirmos a varidvel discreta H; pela
varidvel continua H (z,t) e substituirmos © pelo seu argumento, temos a equagao de Edwards-
Winkinson para crescimento de superficies com desordem colunar. Essa similaridade sugere
que o modelo BTW e a equacdo de EW pertencem a mesma classe de universalidade, mas isso
¢ uma questdo em aberto. Também € possivel pensar numa representagdo em termos de /; para

o modelo de Manna, embora seja bem mais dificil devido a natureza estocédstica do modelo.
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No préximo capitulo, vamos apresentar o modelo que investigamos. A forga eldstica afeta
a classe de universalidade da transi¢do. Aproximando o tipo mais usado de interacdo eléstica
de longo alcance, chegamos em um tipo de interagdo que inclui primeiros e segundos vizinhos.

Muitos conceitos que foram apresentados até agora serdao usados no nosso estudo.
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Capitulo 3

Descricao do modelo e Resultados

Nesse capitulo vamos apresentar o modelo de transi¢ao de depinning que investigamos. Na
primeira se¢do descrevemos mais detalhes da dindmica do modelo, e em seguida discutimos
o papel exercido pela interacdo eldstica. Na secdo 3.3 estimamos grandezas relacionadas a
morfologia da interface, a rugosidade e a funcdo de correlac@o. Nas se¢des seguintes estudamos

o mapa de atividades e a distribui¢do de forgas.

3.1 Implementacao

Em cada instante de tempo, a interface serd representada por uma fungao i (z). A orientacao
da interface € ao longo do eixo x, enquanto a propaga¢do acontece na dire¢ao perpendicular y.
Para simulagdes numéricas, a frente € discretizada em uma rede regular de tamanho L com
condicdes periddicas de contorno. O tempo também € discretizado e incrementado por uma
unidade a cada movimento da frente. Esse tempo é uma forma simples de ordenar os eventos
sucessivos, mas nao corresponde ao tempo fisico. O movimento da frente para uma dada forca
F depende da competicdo entre a for¢a dos pontos de resisténcia n(x, h(x)) e as interagdes
eldsticas da frente, que discutiremos com mais detalhes na secao 3.2.

Para estudar a transi¢ao de depinning, n6s movemos a frente através de uma dinamica ex-
trema. Como vimos, esse tipo de dindmica consiste em adaptar, a forca externa para que so-
mente um sitio possa se desprender a cada passo de tempo. Dada uma forca externa F', o critério

para desprender uma posic¢ao particular da frente é
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F > Fy(t) = F'(hy) + m:(ha(t)). 3.1)

Podemos definir o sitio extremo i*, h;« tal que F.(t) = F(z*,t) = min,[F;(t)] € a menor
forca externa a ser aplicada para que somente um sitio avance. A dindmica extrema entdo
consiste em adaptar, em cada passo de tempo, a forca externa exatamente em F,.. A dindmica
real pode ser pensada como se a for¢a externa aumentasse progressivamente de 0 até o valor em
que o sitio 7* possa se desprender. O mecanismo pode ser qualquer: poderia ser alguém puxando
uma mola como descrito no capitulo anterior, ou simplesmente aumentar a pressdo exercida
sobre o fluido em um experimento como o de Hele-Shaw'. Essa fase de acumula¢io (aumento
gradativo da forca) é muito lenta de forma que o salto (descarga de tensao) que produzird pode
ser considerado instantaneo. Depois do salto, a forca € reduzida novamente a zero € um novo
ciclo de acumulacdo lenta se inicia.

Podemos estabelecer uma correspondéncia entre o tempo da simulacdo e o tempo fisico.
Supde-se que o for¢a aumenta linearmente com o tempo (fisico). Assim a evolucdo temporal da

forca serd como a mostrada na figura 3.1.

v

Figura 3.1: Desenho esquematico da evolug¢do temporal da forca externa.

O tempo fisico # serd dado por

!Para uma discussio sobre o experimento de Hele-Shaw veja o capitulo 11 da referéncia [2].
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t
0 =AY F.t), (3.2)
=0

onde A é uma constante. O valor de 6 depende da distribuicdo estatistica de F,.. Em todos os tes-
tes que fizemos o tempo fisico € proporcional ao niimero de passos (veja a figura 3.2), de forma
que para todos os efeitos o tempo fisico € proporcional ao tempo de simulacdo. Nao se ob-
serva nenhuma mudanga nos expoentes criticos, por exemplo da rugosidade, se considerarmos

a evolugdo w(6) ou w(t)
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Figura 3.2: O tempo fisico definido na equacdo 3.2 é considerado em funcdo do nimero de
passos t.

A aleatoriedade dos pontos de resisténcia é descrita por um conjunto de pontos distribuidos
de maneira aleatéria. Do ponto de vista numérico, a cada passo de tempo incrementamos a
altura do sitio extremo com um nimero aleatério uniformemente distribuido entre 0 e 1. Assu-
mimos que a amplitude da forca de resisténcia € idéntica. Uma outra alternativa seria considerar
uma distribui¢do uniforme para os pontos de resisténcia (rede regular) mas com magnitudes ale-
atorias. Desde que algum elemento estocdstico seja introduzido ndo observamos uma mudanca

no comportamento critico do sistema [26, 34].

33



A simulag¢do computacional do modelo corresponde a executar a sequéncia:

1. identificar o sitio extremo ¢*.
2. avancar a frente na posi¢ao ¢* com um incremento aleatorio.
3. atualizar o valor de 7;« para o valor correspondente a nova posi¢ao h(i*).

4. atualizar a forca eldstica da frente para levar em consideracao este avango.

A maior parte do tempo € consumido na identificagc@o do sitio extremo. Uma implementacao
numérica eficiente chamada busca bindria [10] pode ser usada para reduzir o custo computaci-

onal em cada iteragdo a log, L operacdes. Veja o apéndice B.1.

3.2 Interacao Elastica

A distor¢do da interface causada pelas impurezas do meio induzem forgas elasticas restau-
radoras na superficie que tendem a suaviza-las. A classe de universalidade € determinada pela
natureza da forca eldstica [4, 26, 34].

Usando a aproximagdo de que a inclinag¢do de h(x) ndo serd muito grande, a forca eldstica

serd linear com respeito a h(x) [26, 34]
Fy= /G(a: — 2 h(z)dx'. (3.3)

Dependendo da situagdo fisica considerada as forgas eldsticas podem ser de curto ou de
longo alcance. Por exemplo, no experimento de Hele-Shaw, temos que G ~ ¢”, a segunda

derivada da func¢do delta de Dirac. Portanto,

2 o 2
Fu= / olw =) gy — Th (3.4)

onde usamos a propriedade da delta

_ / 50 (2 — ') f(2')da. (3.5)
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A interacdo eldstica dada pelo Laplaciano também descreve a tensdo superficial de uma
membrana que € esticada’>. O modelo com esse tipo de intera¢do tem sido exaustivamente
estudado. O expoente de rugosidade nesse caso é 1.25 [34].

No nosso modelo, a interacao eldstica é baseada em um modelo de propagacgado de rachaduras
introduzido por Rice [6]. Na Teoria de Rice a interagdo nao € local na sua formulacao, toda a

frente € incluida na receita de intera¢do através de uma fungdo K () dada por:

* W) = h(z)

@ =

Fy=K(z)= p.V./ dx’, (3.6)

—00
onde p.v. significa valor principal. O tipo de interacdo dada pela equacdo 3.6 € uma das mais
usadas em modelos em que se supde que interacdo seja de longo alcance . A ideia aqui é
truncar essa integral. Se tomarmos uma cadeia discreta, considerarmos a soma 3.6 em 2’ para
cada x e truncd-la apenas nos termos correspondentes aos dois vizinhos ' = x+1ez’ = x—1,
ela se reduz a segunda derivada. Trunca-la um pouco além, com a inclusiode 2/ = x + 2 e
¥’ = x — 2, corresponde a considerar também a quarta derivada e assim por diante, veja o
apéndice A. Considerando s6 os dois primeiros termos a equacao 3.6 se reduz a,
2 4
Q(x) = Iy peh (3.7)

Cda? T da?

a versao discretizada da equagdo acima é

hiv1 — 2h; + h;— hivo — 4h;iq + 6h; — 4h;—1 + h;—
Qi:_ +1 1—|—B +2 +1 1 2'

(Ax)? (Aa)!

(3.8)

Com ingredientes apenas locais na vizinhanca de cada z, ndo a frente toda j4 incluida na
receita de interacdo, esperamos extrair o comportamento critico oriundo apenas da dinamica
sem contaminacOes devidas as correlacdes de longo alcance embutidas na equagao 3.6.

Se a interacdo ja € de longo alcance, os varios elementos do sistema se atraem ou se re-
pelem mesmo muito distantes entre si (gravitagdo, por exemplo) € evidente que esses mesmos
elementos ficardo irremediavelmente correlacionados, uma perturbagao sofrida por um deles se

reflete em todos os outros. Nao € esse tipo de sistemas que nos interessa. Nossas interagdes sao

2Ver o livro The Feynman Lectures on Physics capitulo 12.
SExemplos tipicos sdo encontrados na referéncia [35].
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de curto alcance (no caso de propagacdo de rachaduras fisicas, sdo interagdes eletromagnéticas
entre &tomos ou moléculas neutras, portanto de curto alcance. No caso da evolugdo bioldgica,
cada ser vivo interage apenas com alguns vizinhos e ndo com todos os outros seres vivos). O
que nos interessa € a emergéncia de correlacdes de longo alcance, apesar das intera¢des diretas
serem de curto alcance: durante a evolucdo dindmica, um elemento influencia seu vizinho, este
influencia outro um pouco mais afastado, e assim por diante como uma onda, de forma que a
perturbacao num dado elemento acaba por afetar o sistema todo a longo prazo. A propagacdo
de rachaduras € assim, e a evolugdo biolégica também.

A interpretagdo geométrica do termo V*/ ndo € tdo simples quanto a do termo Laplaciano,
que como j4 foi dito, € responsdvel por redistribuir a altura da interface. Dependendo do valor
de B, os efeitos de cada um dos termos na equagdo 3.7 sdo diferentes e competem entre si. No

espaco de Fourier, a interacdo eléstica serd dada por

F.(k) = E2h(k) + BE*h(k). (3.9)

O termo Laplaciano sera proporcional a k2, enquanto que o termo bi-laplaciano seré propor-
cional a k*, portanto esse termo é dominante em altas frequéncias enquanto que o termo V2h é
dominante para frequéncias baixas. Vamos chamar de £* a frequéncia tal que as duas interagdes
sejam comparaveis. Temos entdo que k* ~ B~'/2. O comprimento associado a essa frequéncia
serd dado por I* ~ B'/2. Esperamos que grandezas como a rugosidade e a funcio de correlacio
tenham dois regimes diferentes: um acima e outro abaixo de [*. A derivada quarta introduz no
modelo essa escala de comprimento caracteristica que € inexistente no caso Laplaciano puro.

Na equacgdo 3.7 deixamos o parametro B livre, mas hd uma condicdo que restringe o in-
tervalo em que B pode representar uma interface autoafim. Devemos escolher o valor dos
coeficientes que multiplicam as segundas e quartas derivadas de tal maneira que a interface ndo
tenha um crescimento instavel, ou seja, que o crescimento nao fique restrito a um sé ponto. Se a
interacdo envolve apenas a segunda derivada, devemos escolher o sinal negativo, caso contrario
o crescimento € instdvel. Fixado o sinal da segunda derivada, restringimos os valores do coefi-
ciente B. Suponha que iniciamos a dinamica com uma interface reta, com excecdo de um tnico

ponto 7%,
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H se i1=1"
h; = (3.10)

0 se nao.

Para essa interface teste, o valor de (); sera

—2H +6BH se i=1"
Qi = BH se i=1"+2 (3.11)
—H —4BH se 1=1"+%1.
Se impusermos que @+ < (+10 € Qi+ < Qi+41, OU s€ja, que o sitio ¢* seja o sitio extremo, o
movimento da interface ficard restrito a esse unico ponto. Aplicando essa imposi¢ao a equagao
3.11 chegamos a B < —0.3. Como um crescimento desse tipo ndo nos interessa, restringimos

todas as simulacgdes a valores de B > —0.3.

3.3 Rugosidade e Funcao de Correlacao

A primeira grandeza que medimos foi a rugosidade definida na equacao 1.1. Comecgando a
simulacdo com uma rede plana, medimos a evolugdo da rugosidade em funcdo do tempo para
varios tamanhos de rede e vérios valores do parametro 5. Para colapsar as curvas, usamos o
procedimento descrito na primeira se¢do. A figura 3.3 mostra os resultados obtidos com o valor
de B = 0 na equacdo 3.7 (caso Laplaciano puro).

O melhor colapso foi obtido usando z = 2.3 e « = 1.25. O valor do expoente de crescimento
 pode ser estimado de duas maneiras distintas: através da relagdo z = «/( ou através de uma
medida direta da inclinacdo da curva mostrada na figura 3.3. Uma técnica util € considerar a
inclinag@o consecutiva f,(t), que nada mais é do que a inclinag@o local da curva log(w) contra
log(t) ajustado sobre uma regido de tamanho s. Metodologicamente, ajustamos uma reta entre
log(t) e log(t + s), depois fazemos o gréfico das inclinagdes obtidas contra log(t). Espera-se
que, na regido onde a forma de escala 1.2 é vdlida, as inclinagdes sucessivas fiquem em torno
de uma linha horizontal na ordenada /3. A figura 3.4 mostra as inclinagdes consecutivas obtidas
a partir da curva 3.3.

Note que a linha reta horizontal, em torno de 0.74, se estende por uma pequena regido, onde
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Figura 3.3: Curva da rugosidade obtida pelo colapso dos dados usando o procedimento descrito
no capitulo 1, foram utilizadas 2000 amostras.
esperdvamos ter um platd bem definido.

Para aplicar a equacdo 1.8, temos que considerar a mesma defini¢do de tempo dada no
capitulo 1, em que um passo de tempo corresponde a deposi¢do de L particulas. Aqui estamos
usando um passo de tempo como sendo um movimento elementar da interface. Vamos chamar
provisoriamente o expoente dindmico do nosso modelo de z’. As duas defini¢cdes do expoente
dindmico estdo relacionadas por 2z’ = z + 1, como discutiremos na se¢io 3.4. O valor indicado
para 3 pela equagdo 1.8 é aproximadamente 0.96, em claro desacordo com o valor de 0.74 que
estimamos através do método das inclinacdes consecutivas.

A verdade € que a rugosidade € uma grandeza problemédtica em modelos de depinning com
dinamica extrema. Relacdes alternativas entre os expoentes para esses casos foram propostas
nas referéncias [36, 37, 38] , onde se conjecturou que a forma de escala de Family-Vicsek nao
se aplica ao estado estaciondrio e na referéncia [35] se faz a hipétese de que ela nunca se aplica.
Portanto, ndo confiamos nos expoentes estimados através da rugosidade.

Felizmente, as informagdes que seriam extraidas do cdlculo da rugosidade podem ser obtidas

a partir de outras grandezas com mais confiabilidade.
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Figura 3.4: Gréfico das inclinagdes sucessivas contra log(t), para o tamanho L = 1600.

O espectro de poténcias de uma superficie autossimilar tem a forma de escala k=172

e no
espaco real a funcdo de correlacdo escala com z“. Primeiro, vamos considerar os resultados
para a fungdo de correlacdo ainda no caso Laplaciano (figura 3.5).

Para obter o colapso para diferentes tamanhos de L, reescalamos as curvas fazendo = —
z/L, C(x) — C(x)/L* com o« = 1.25. Observe que a inclina¢do da reta pontilhada na
figura 3.5 € igual a 1. Nos casos onde o > 1 a relacdo de escala 1.17 deve ser corrigida por
C(x) ~ L* 'z [26]. A figura 3.5 evidencia a validade dessa forma de escala.

S6 para B = 0 o valor @ = 1.25 colapsa bem as curvas. Para os outros valores de 3 ndo é
possivel colapsar as curvas com um tnico expoente, o que é um indicativo de que C'(x) tenha 2
regimes distintos.

Para testar nossa hipétese de crossover, discutida na secio 3.2, estudamos o espectro de
poténcias da interface, a figura abaixo mostra os nossos resultados para B = 0 e B = 1.
Nessa figura fica claro que temos um crossover em um certo ponto k*, com a inclusdo da quarta
derivada. O apéndice B.2 mostra como calcular a transformada de Fourier de um conjunto

discreto de pontos e descreve um método para fazer os calculos de maneira otimizada.

Resta saber se a dependéncia de k* com B tem a forma k* oc B~'/2. A dificuldade desse
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Figura 3.5: Gréfico da funcdo de correlacdo para o caso Laplaciano puro. Usamos 2000 amos-
tras nesse cdlculo.
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Figura 3.6: Espectro de poténcias da interface calculada para B = 0 e B = 1. A inclinagdo da
reta verde € -3.5, o que equivale a um expoente de rugosidade igual a 1.25.

teste é determinar com precisdo o ponto onde acontece a mudanga de comportamento em S(k).

Utilizamos o método das inclina¢des consecutivas. Como temos duas inclinagdes diferentes,

40



espera-se que o grafico das inclinagdes consecutivas tenha duas regides aproximadamente ho-
rizontais. A escolha do tamanho s € muito importante, se escolhermos um valor de s grande
nao podemos determinar com precisdo o valor de £*, escolhendo um valor pequeno ajustamos
a curva em poucos pontos e temos um erro grande associado a essa medida. Nossos resultados
estdo na figura 3.7. Para B = 0, ndo ha desvios do primeiro platd, a medida que aumentamos o
valor de B observamos que um desvio acontece para valores de £ cada vez menores. Definimos

o valor de £*, como o ponto onde comeg¢amos a observar um desvio do primeiro platd.
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= —
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B =1.56---%--
6 e g i ?2 | .
oo E B B=2
. o ek B B=100 ~-®
5k o e T ]
[ 3 - 53] L
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\\v,x x‘:
1k \\\,:‘ -
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0+ . -
71 1 1 1
-5 —4 -3 -2 -1 0
In(k)

Figura 3.7: Gréfico das inclina¢des consecutivas para o espectro de poténcias da frente com
s = 0.25. Usamos uma rede de tamanho 512 e 1000 amostras.

Finalmente construimos o grafico de k* contra B~%° (figura 3.8). Apesar dos desvios,
encontramos a reta da figura 3.8 que apoia nossa hipétese.

Temos dois cut-offs no espectro de poténcias, um relacionado ao tamanho finito da rede
(valores de k pequenos) e outro relacionado a discretizagdo do espaco (valores grandes de k).
Se a interagdo eldstica for Laplaciana temos uma tnica reta entre essas duas regides, quanto
maior a rede maior a extensdo da reta. A reta tem inclinacdo —3.5, o que equivale a o =
1.25. Acrescentando a quarta derivada, temos duas retas na regido entre os cut-offs, com dois
expoentes de rugosidade o e vy, mas precisamos de uma rede enorme para determinar as duas

inclinacdes com precisdo razodvel. Supondo que os dois expoentes sejam bem definidos, ou
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Figura 3.8: Ponto onde ocorre o crossover k* em fungio de B~1/2

uma rede de tamanho 1024.

, usamos 1000 amostras para

seja, o valor dos expoentes € o mesmo para todos os valores de B, poderiamos estimar o valor
de a, considerando uma interac@o onde a contribuicdo da quarta derivada é predominante. Por
exemplo, com B = 100 terfamos novamente uma Unica reta na regido entre os cutoffs, mas
com inclinagdo a. Na figura 3.9, além do espectro de poténcias para B = 100, consideramos
novamente a curva do caso Laplaciano para compararmos as inclinagdes. A estimativa numérica

para a € de 2.25.

3.4 Distribuicao de Atividade

Vimos na secdo 1.3 que perto da transicdo a frente se propaga em avalanches. No contexto
da dindmica extrema, uma avalanche causada pela for¢a F' corresponde a uma sequéncia de
eventos de depinning tal que a F.(t) < F. Uma quantidade diretamente relacionada com as
avalanches serd estuda nessa secao.

Considere que z*(t) seja o sitio ativo* em um certo instante ¢ € z*(¢ + 7) o sitio ativo no

instante ¢ + 7. Para analisar as correlacdes no espaco e nos tempos € interessante estudar a

“a partir de agora, vamos usar também a terminologia sitio ativo como sindnimo para sitio extremo.
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Figura 3.9: Espectro de poténcias para as duas situagcdes discutidas acima, com a segunda ou
a quarta derivada sendo o termo predominante na interagdo eldstica. A estimativa para as € de
2.25. Na construgado do gréfico, utilizamos uma rede de tamanho 1024 e 1000 amostras.
distribuicdo de probabilidades p(r, T) de que, depois de uma sequéncia de 7 movimentos, o
sitio ativo tenha se movido uma distancia r, ou seja, r = |z*(t + 7) — 2*(t)|.

A partir de simula¢des numéricas, observamos que a dependéncia de p(r, 7) pode ser estu-

dada através da seguinte relacao de escala:

p(r,7) = T_I/Z,QZS <r/7’1/z/) (3.12)

onde

2 se rxl
¢(r) = (3.13)
7l se x> 1.

Tal funcdo de escala foi proposta a primeira vez por Furuberg et al. no estudo da percolacao
de invasao [39].
Através da equagdo acima, vemos que no estado estaciondrio a atividade de espalha tipica-

mente sobre uma distancia
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E=(r)= /OO rp(r, 7)dr o< 7Y (3.14)
0

A defini¢do acima € justificdvel, porque se encaixa com a nossa nocdo de comprimento de
correlagdo. Nesse sentido 2’ é o expoente dindmico “real” que governa toda a correspondéncia
entre tempo e espaco no estado estaciondrio. Note, no entanto que uma convencgdo diferente
¢ usada para 2/, por causa da defini¢do do tempo. Em particular, temos que a atividade se
espalha por todo o sistema para um tempo 7 oc L?, dai t = 7/L oc L*~'. Portanto 2’ deve ser
comparado com z + 1. Como vamos nos restringir ao estudo da dindmica extrema, vamos usar
z por simplicidade.

E possivel estabelecer uma conexio entre o expoente de rugosidade a com o expoente di-
namico z. Considere um ponto inicial (xg, y). Apds um tempo 7, a atividade terd se espalhado
por uma distdncia média £(7) ao redor de xy. O niimero de passos necessarios para cobrir a drea
entre as duas frentes no tempo ¢y e ¢y + 7 serd proporcional a AhAz. Como a frente tem um
perfil autoafim com expoente de rugosidade o temos Ah o< Ax®. Como resultado, temos para

T escala como

T = ¢t (3.15)

comparando com 3.14, concluimos que

z=1+4a, (3.16)
essa relagc@o € observada em simulagdes numéricas onde 0 < o < 1. Para valores de o maiores,
temos Ah oc Ax por saturacdo, e dai

z = 2. (3.17)

Para calcular £ medimos a distincia entre a posi¢do do sitio extremo em ¢ € o primeiro sitio
extremo. Essa distincia cresce como uma lei de poténcia e satura em L /4 (veja figura 3.10). A

mesma curva também € obtida medindo-se a distidncia média entre sitios extremos consecutivos
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com a interface ja no estado estaciondrio.

L=100 +
L=200
L=400 *
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Figura 3.10: Gréfico da distancia entre dois sitios ativos consecutivos. A inclinag@o da curva
¢ aproximadamente 0.5, o que corresponde ao expoente z = 2.0, em acordo com o valor da
equacgao 3.17.

A maneira como a atividade estd distribuida no espaco e no tempo € controlada pela distri-
buicdo p(d, 1) de saltos elementares entre dois sitios ativos consecutivos, note que a distancia
r nada mais é que a soma de todos os saltos d; = [z(t; + 1) — x(¢;)] sucessivos. Vamos fa-
zer a hipdtese (crua) de que podemos desprezar as correlagcdes temporais, essa hipdtese serd
confirmada ou rejeitada pelos resultados. Sabemos que a distribui¢do de probabilidade de uma

varidvel x que € a soma de duas varidveis aleatérias independentes x; € x5 com distribuicdes

p1(z1) € pa(z2) é dada por’,

plz) = / T peple — e )dr, s B(z) = Bu(2)a(2), (3.18)

a densidade de probabilidade p(x) é o produto de convoluc@o das densidades de probabilidade
individuais, enquanto a fungdo caracteristica p(z) = [ p(x)e*"dx é simplesmente o produto

das funcdes caracteristicas das duas varidveis. Podemos generalizar esse resultado para a soma

Spara refrescar a memoria leia os primeiros capitulos da referéncia [30].
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de N varidveis aleatérias z = va x;. A distribuicdo resultante serd o produto de convolugao
das N distribui¢des. Usando esse resultado temos entdo que a distribuicao de probabilidades
p(r, 7) pode ser escrita como o produto de convolugdo da distribui¢do p(r, 1) com ela mesma 7
vezes.

A primeira tentativa para determinar a distribui¢@o p(r, 7) seria usar o teorema central do li-
mite. De maneira resumida, esse teorema afirma que se uma sequéncia de N varidveis aleatorias
x1, s, ..., Ty independentes e identicamente distribuidas entdo a varidvel aleatéria x = Zf\] x;

possui a distribuicdo de probabilidades Gaussiana

x — Nxg
202

p(z) ~ exp (— ) , para N > 1, (3.19)

onde x e o sdo a média e variancia de p;(x;). Para que o teorema central do limite seja valido
€ necessario que a média e a variancia existam. Os resultados numéricos mostram que a distri-
bui¢do p(r, 1) se comporta como uma lei de poténcia p(r,1) ~ r~%. O m-ésimo momento de
p(r, 1) é dado por:

m—b+1 |

(r'm) = /OO r™p(r, 1)dr = A i

Tecut m_b+17"c

, (3.20)

ut

na expressao acima 7., € um limite inferior a partir do qual vale a lei de poténcia e A é uma
constante. Vemos que os momentos sé sdo bem definidos para m < b — 1. No nosso caso,
onde 2 < b < 3 s6 a média existe, a variancia € infinita e o teorema central do limite nido
se aplica. Felizmente, existe uma generalizacdo do teorema central do limite [40] mostrado
por Gnedenko e Kolmogorov e que essencialmente € o seguinte: se muitas varidveis aleatdrias
com distribui¢do de probabilidades dadas por p;(z;) ~ |z;]' ™, com 0 < p < 2, sdo somadas,
entdo sua soma serd distribuida de acordo com uma distribuigdo de Lévy L, () estdvel. Uma

distribuicdo € dita estavel se

p(z)dx = pi(z;)dx; com x = ayx;+ by, (3.21)

isto €, se a forma da distribui¢do € invariante por dilatagdo (ay # 1) e por translagio (by # 0).
Existem poucas distribuicdes que sdo estdveis. A condi¢do para que uma distribui¢do seja

estavel é
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distribuigdo estdvel <= p(z) = exp(—alz|"), 0< p < 2. (3.22)

A afirmacdo estd ligeiramente simplificada e cobre somente as distribui¢des que sdo simétricas
ao redor de zero. A distribuicdo gaussiana corresponde a p = 2, as distribui¢des de Lévy
estdveis sdo as que tem ;1 < 2. Em geral, ndo existe representag¢do analitica para a distribuicdo
L, (x). Assintoticamente, as distribui¢cdes de Lévy se comportam como

1

A funcdo caracteristica da distribui¢ao de probabilidade que governa a soma de N varidveis

x; cada uma delas com funcdo caracteristica ﬁu(z) serd dada por
[L,,(2)]" = exp(—aN|z|") (3.24)

e a distribuicdo de probabilidades € dada pela anti-transformada de Fourier,

Lu(x) = / e remaNE" gy, (3.25)

—00

Reescalando as variaveis como
2= ZNYr g =N~k (3.26)

e substituindo na equagdo 3.25, temos:

Lu(z)=N"» / e T el gy = NTVRL (e N7V, (3.27)

— 00

isto é, a distribuicdo da soma de N varidveis aleatérias tem a mesma distribui¢do de uma tnica
variavel sob reescala. Em outras palavras a distribuic@o € autossimilar [41].

Depois desse breve interlidio podemos usar esses conceitos no nosso problema. A distri-
buicdo p(r, 1) converge para uma distribuicdo de Lévy L, ; que no infinito se comporta como

uma lei de poténcia (equacdo 3.23). Usando a relagdo 3.27, com N = 7 e u = b — 1, obtemos:
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1 T
p(?“, T) ~ me—l (m) s (328)

que comparada com a equacgdo 3.12 leva a relagao

b=1+z. (3.29)

A figura 3.11 mostra p(r,7) para 7 = 4, 16 e 64 no caso Laplaciano. O expoente z é
estimado através do colapso das curvas, na figura usamos z = 2 que prediz o valor b = 3.
Observamos nas nossas simulagdes que o expoente b depende do tipo de for¢a de pinning. Se a
distribuicao do médulo das forcas de pinning € aleatdria encontramos b = 2.88, como na figura
3.11. Esse resultado subestima ligeiramente o valor b = 3, o que pode ser interpretado como
quase auséncia de correlagdes. Considerando que a forca de pininng € a mesma em todos os
pontos o expoente b € um pouco menor em torno de 2.65. Nenhuma mudanga significativa foi

encontrada com a adi¢@o da quarta derivada na interagdo elastica.

2 T T T T T T T

T=4 +
r T =16 7
¥ ¥ KK KK K KoKy, T =064 x
5l slope= —2.88

—10

z=20 B=00

—14 I I I I 1 1 1
-3 -1 1 3

Infr/74/%]

ot

Figura 3.11: Distribuicdo p(r,7) para 7 = 4, 16 e 64. Nessa figura consideramos s o termo
Laplaciano na interagdo eldstica e uma distribui¢do de for¢as de pininng aleatéria. Foram usadas
1500 amostras e uma rede de tamanho 512.
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3.5 Distribuicao de Forcas

Na dinamica extrema a cada passo de tempo ajustamos a forgca externa para um valor
F..; = F.(t) tal que somente um sitio pode se mover. Por defini¢do, a forga critica F™* se-
ria a menor for¢a constante a ser aplicada para que a frente se mova indefinidamente, o que
corresponde a maxima forga [, sobre todas as configuragdes: F* = max;[F.(t)]. Na figura
3.12 mostramos o valor da forca externa (ou forca de depinning) em uma sequéncia de 1000
passos da dindmica e na figura (3.13) a distribuicao estatistica dessas forcas. Todos os resultados

dessa secdo correspondem ao caso Laplaciano.

1.0 T T T T T T T T T

0.5 1

—0.5

—1.0 | .

—1.5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 200 400 600 800 1000

Figura 3.12: Sequéncia de forcas externas F.(t). A linha reta corresponde ao valor critico
F* = max; F.(t).

Vamos fazer a hip6tese que perto da forga critica, a distribuicdo P(F.) se comporta como

P(F.) < (F* — F,). (3.30)

Na simulacdo o valor de F* pode ser estimado como o médximo valor de F. sobre todo
o ensemble de eventos de depinning. Como s6 podemos simular um sistema com tamanho
L, nossa estimativa terd efeitos de tamanho finito. Existe um truque para calcular F* com

mais precisdo [4, 42]. Condicionando a distribui¢do de forcas de depinning pela distincia d
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Figura 3.13: Distribuicdo de forcas de depinning, P(F.).

entre sitios ativos consecutivos podemos construir a distribui¢do P(F.|d), em outras palavras:
P(F.|d) é a probabilidade de que a for¢a de depinning seja igual a F. dado que a distincia entre
dois sitios ativos consecutivos € d. Na figura 3.14 sobrepusemos a distribui¢@o original (linha
cheia) e as contribui¢cdes de cada uma das distribui¢des P(F.|d). As curvas tém um formato
similar, a menos de algum fator de escala, podemos supor entdo que as curvas mostradas na
figura 3.14 podem ser colapsadas em uma unica. Na referéncia [26] € proposta a seguinte forma

de escala para P(F,|d):

1  (F*—F.
P(Fc|d):d_a1p( — > (3.31)

Vamos calcular a quantidade 0 F,(d) = (F* — (F.),) a partir da equagéo (3.31):

F*_<Fc>d = /(F*_Fc>daw[<F*_Fc>da]ch

o d. (3.32)
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Figura 3.14: Distribui¢do de forcas de depinning condicionadas pela distancia d. Usamos uma
rede de tamanho 512. Essas distribui¢des ndo estdo normalizadas entdo elas representam sua
contribui¢do para a distribui¢do global resultante (linha cheia).

Um célculo andlogo mostra que o desvio padrio op, = +/(F?2) — (F.)? também escala com

d~®. A principal consequéncia da equacdo (3.31) é que temos uma relacdo linear entre (F,) e

OF..

c

(Fyg=F"— Aop,. (3.33)

Quando o, se anula, temos que (F.) = F'™*, entdo, por extrapola¢do da curva mostrada na
figura 3.15 podemos determinar /™. O resultado obtido é

F*=10.39. (3.34)

Usando o valor acima para £, fizemos o grifico de 0 F,. e o, contra d na escala logaritmica.
Observamos um comportamento linear (Fig. 3.16), correspondendo a leis de poténcias com
um expoente aproximadamente igual a a = 0.75. Vale lembrar aqui que o comprimento de

correlacdo diverge perto de [,
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Figura 3.15: A relac@o linear entre (F,.) e o, nos permite, através de extrapolagdo da curva,
determinar o valor F'™.
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Figura 3.16: (F.) e o, como fungdo da distincia entre sitios ativos sucessivos.

£~ (F* = F)™". (3.35)

No nosso caso, (F,) faz o papel de F', comparando com a equagéo 3.32, podemos identificar
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o expoente 1/a com o expoente v. Ha ainda uma maneira de relacionar v com «. Sobre uma
regido de tamanho L, temos que Ah ~ L 'Ax. Dai, V?h ~ L*2, e a curvatura tipica sobre
uma regido de tamanho ¢ proximo de L serd da ordem de £272. As flutuagdes de forca de
depinning devem ser equilibradas pela forga eldstica para desprender tal segmento: (F*— F') ~

£Y/7 . Portanto,

1
a+—=2. (3.36)
v

Essa relacdo foi proposta na referéncia [25]. O valor a = 2 — « € consistente com a estimativa
numeérica.
Finalmente, verificamos (figura 3.17) que as distribui¢des P(F.|d) podem ser colapsadas

em uma udnica curva.

0.01 : : . . . ; ;
d=8————
d=16
0.008 | d=32 -]
0.006 35\ i
0.004 i
0.002 i
0 1 1 A | e Loy
0 1 3 4

Figura 3.17: Depois de reescaladas as distribui¢cdes de forcas de depinning correspondentes as
distancias d = 8, d = 16 e d = 32 colapsam em uma Unica curva. O tamanho do sistema é
L = 512.

O conhecimento da distribui¢do de distancias p(r, 1) = p(d), discutida na sec¢@o anterior,
nos permite derivar uma relac@o entre o expoente ¢ definido na equacdo 3.30 e o expoente b

(que também foi definido na se¢do anterior). Lembrando que se temos duas varidveis aleatorias
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x e y com densidades de probabilidade p(z) e p(y) entdo

o) = [ plofowp(o)ds (337)
onde p(z|y) é a densidade de probabilidade de = condicionada por y. Dai, podemos escrever

P(F) = [ PEIDRDAL (3.38)

substituindo P(F,|l) pela equacdo 3.31 e p(l) por [, temos

P(F,) = /PWwﬂﬁ—J@Wﬂlwl (3.39)

_ (F* . FC)—1+bl/—l//ul—bV+V+1¢(u)du

x (F* . Fc)(b_l)y_l.

Obtemos, portanto, o comportamento da distribui¢do de forcas de depinning F,. perto do

limiar com a forma descrita pela equagao 3.30. A relacdo entre os expoentes é

e=(0b-1r—1~16. (3.40)

A distribuicao de for¢as ndo € universal e depende da definicdo de avango do sitio extremo

e da intensidade da forca causada pelas impurezas.
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Capitulo 4

Conclusao

Nessa dissertagdo estudamos um modelo de transi¢ao de depinning através de uma dinamica
extrema. Nesses modelos, o tipo de interacao entre os elementos do sistema determina a classe
de universalidade do mesmo. A interacdo eldstica que usamos € uma simplificagdo da formula-
cdo de Rice, onde os elementos interagem entre si através de uma integral sobre toda a frente
de propagacdo. Truncando essa integral restringimos a interagdo aos primeiros e segundos vi-
zinhos, sendo assim o comportamento critico do sistema emerge da prépria dindmica. O tempo
usado na dindmica a principio € artificial, correspondendo apenas a ordenacdo de eventos de
equilibrio sucessivos. No entanto, mostramos que € possivel fazer uma conex@o com o tempo
fisico, e para o cédlculo dos expoentes nao faz diferenca considerarmos um ou o outro.

A interacdo modelada pelo termo Laplaciano foi estudada na literatura, no estado estacio-
ndrio a interface € auto-afim com um expoente de rugosidade o igual a 1.25, com a inclusdo da
quarta derivada na interacdo eldstica, temos um efeito competitivo que introduz uma escala de
comprimento caracteristico no sistema. Apesar da simplicidade do modelo, a interface gerada
a partir dele € muito rica do ponto de vista geométrico. A superficie € auto-similar no estado
estaciondrio com dois expoentes de rugosidade dependendo da escala de comprimento conside-
rada. A rugosidade, que é uma grandeza tipica no estudo de interfaces dindmicas, se mostrou
especialmente dificil de ser trabalhada, com uma relagcao de escala diferente da relagdo classica
de Family-Vicsek. Melhores resultados foram obtidos com o cédlculo da funcdo de correlagdo
no espaco real e de Fourier. No espaco de Fourier observamos um crossover entre dois regimes,

o ponto onde ocorre o crossover € proporcional a raiz de B como era esperado.
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O expoente dinamico parece ser o mais robusto de todos os que foram medidos mantendo
sempre o valor 2, independente da contribui¢do da quarta derivada.

Ainda ha o que ser explorado no problema. O primeiro passo na continuac¢do do trabalho
seria simular o modelo em sistemas maiores para calcular com precisdo o segundo expoente
de rugosidade e o ponto de crossover. Outras grandezas estatisticas podem ser analisadas em
modelos de dindmica extrema. Em particular, se propds [26] que o avango da frente € controlado
por um conjunto de sitios subcriticos que exibe uma estrutura fractal. O papel que a temperatura
exerce também pode ser considerado, as novas propriedades de escala que aparecem com a
introducao da temperatura podem ser discutidas com base na distribui¢do de forcas de depinnig

a temperatura zero.
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Apéndice A
Discretizacao da Funciao K (x)

No nosso modelo a interagdo eldstica € baseada na féormula de Rice, introduzida no contexto

de propagacdo de rachaduras, dada por

K(z) = /Oo ) = @) o0 (A.1)

/ 2
Vamos usar cadeia discreta em uma dimensdo, e denotar por Ax o intervalo entre pontos

sucessivos. Fazendo z,, = nAz e h, = h(nAx) paran = ...,—1,0,1, ..., a expressdo (A.l)

assume a forma

K =K _x:JrOOMA/ A2

Agora, vamos truncar a soma (A.2) nos termos correspondentes a ©’ = x,.1 e x' = x,_1,

isto €,

' =Tp41
hl, — hy, ,
ko= Y e

' =xn_1 z; _:Cn)2
hn+1 - hn hnfl - hn /
= Az A.
(M R & (A

De uma forma mais sugestiva, temos que
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o hn+1 - 2hn + h’n—l /
K, = ( Aoy ) Az, (Ad)

A expressdo entre chaves € a versao discretizada da segunda derivada. Conclusdo: a integral
(A.1) corresponde a segunda derivada se truncada nos primeiros vizinhos. Continuando com o

mesmo procedimento, vamos incluir também os segundos vizinhos, ' = z,,2 e ' = x,_5 em

A2

hn+2 - hn hn+1 - hn hn—l - hn hn—? - hn /
K, = A
< (4Ax)? (Ax)? + (Ax)? + 4(Azx)? ) v
1 5 1
Zhn+2 + hpg1 — §hn + hpoy1 + Z_lhnf% (A.5)

onde de uma linha para outra fizemos Az = 1. A equagdo A.5 é uma combinago linear de

segunda e quarta derivadas discretizadas. Lembrando que a versdo discretizada da derivada

quarta €
d4_h _ Npio — 4hpiq + 6hy, — 4hy 1 + Ay o (A.6)
drt|, (Az)4
temos entao que,
A (hn—i-l - 2hn + hn—l) + B (hn—‘,-Z - 4hn+1 + 6hn - 4h‘n—l + hn—Z)
1 5 1
= ZthrZ + hpy1 — §hn + hpy + Zh"*Q' (A7)
Igualando os termos, obtemos o sistema:
A—4B =1 (A.8)
B = L (A.9)
= 3 )
68 —2A = —g. (A.10)

Resolvendo esse sistema simples, encontramos os valores A = 2 e B = 1/4. Portanto nossa

aproximagao resulta na funcao
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K(x)

2 4 2 4
L dh 1dh_2(dh 1dh)' ALD

= 22— _ = _t ——
dz?  4dz* dz?  8dz*
O fator 2 € irrelevante porque estamos interessados no valor extremo de K (x). Vamos con-

siderar a interacdo um pouco mais geral, e deixar livre o coeficiente que multiplica a quarta

derivada. Dai, nossa interacdo sera

(A.12)
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Apéndice B

Métodos Numericos

Nesse apéndice descrevemos 2 métodos numéricos que usamos para fazer as simulagdes. O
primeiro deles € a busca bindria. Esse método é importante em qualquer problema de dindmica
extrema. O segundo método € a transformada rapida de Fourier (FFT), que usamos para calcular
os expoentes no espaco dos momentos. Para a busca bindria apresentamos as principais rotinas

na linguagem C.

B.1 Busca Binaria

A etapa mais custosa computacionalmente da implementacao é encontrar o valor de F,. em
cada passo de tempo. A implementagdo mais simples seria armazenar todos os valores de F},
o valor da for¢a que age sobre o sitio ¢, em um vetor e varré-lo sequencialmente registrando
a cada passo o valor do sitio com o menor valor de F;. Dessa maneira precisariamos de N
comparacdes, o que dificultaria a simulacdo de sistemas grandes. Uma boa alternativa a essa
busca linear seria a constru¢do de uma arvore bindria com os valores de F;. Nesse apéndice,
discutimos como fazer uma implementagao eficiente do método.

A arvore tem uma raiz, abaixo da qual existem dois sitios, um a esquerda e um a direita,
e assim por diante. Veja a figura (B.1). A primeira entrada serd a raiz. Se a segunda entrada
for maior do que a primeira, entdo ela serd armazenada do lado direito da raiz; caso contrério,
do lado esquerdo. Para cada nova entrada da sequéncia, comparamos seu valor com a raiz,

decidindo se vamos prosseguir a direita ou a esquerda. Depois, repetimos a compara¢ao no
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C D039 HCIC IO )

Figura B.1: Arvore bindria onde a sequéncia 0.52, 0.27, 0.41, 0.75, 0.13, 0.63, 0.39, 0.18, 0.87,
0.79 € armazenada nessa ordem.

novo sitio, decidindo outra vez se vamos para a direita ou esquerda, e assim por diante, até que
um sitio vazio seja encontrado.

Esta construgao torna facil o trabalho de encontrar o menor valor armazenado na drvore: nos
movemos ao longo da arvore para baixo, comec¢ando da raiz, indo sempre para a esquerda até
encontrar o ultimo sitio ocupado. A vantagem sobre a busca linear € seguir apenas um ramo da
arvore. Nao é dificil perceber que um ramo tem em média um tamanho da ordem de log,(N),
muito menor do que /V, principalmente para sistemas grandes. Para implementar o método pre-
cisamos de 3 rotinas, a seguinte rotina na linguagem C encontra o menor valor armazenado na

arvore

unsigned minimum() {

/* encontra o menor valor da arvore binaria =/
unsigned i, J;
j = root;
do i = j; while(j=left[i]);

return(i);

A rotina que insere um elemento na arvore pode ser feita com
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void put (new) unsigned new; {
/* inclui uma nova entrada na arvore binaria */
unsigned i,3,1f,£;
j = root; f£ = Flnew];
do {i = 3;
if (£<F[1i]) {7 = left[il; 1f = 1;}

else {j = right[i]; 1f = 0;}

} while(J);
topl[new] = 1ij;
if(1f) left[i] = new; else right[i] = new;

Ao invés de usar as facilidades do uso de ponteiros em C, definimos explicitamente os
vetores top[], left[] eright[]. Istoimplicaem um custo maior de memoria do com-
putador, mas faz o cédigo ficar mais claro. Além disso, a memdria disponivel nos computadores
pessoais de hoje € mais do que suficiente para nossos propositos. O elemento 1eft [i] arma-
zena a posicdo do sitio a esquerda do i-ésimo elemento da sequéncia, no exemplo da figura,
left [1]=4, porque a esquerda do sitio 1, que tem o valor 0.27, temos o sitio com o valor
0.13 que ocupa a posi¢ao 4 da sequéncia (comecando a contar do zero). Uma terceira rotina é
necessdria para remover uma entrada da arvore. Essa € a rotina mais complicada e merece uma
explicacdo mais cuidadosa. Suponha que queiramos remover a entrada K da arvore. Para isso,
considere as entradas L e R abaixo de K (a direita e a esquerda, respectivamente), e a entrada
A abaixo de L (a direita). Se a posi¢do L estd vazia, K é substituida por R, se ndo por L. Se
L, R e A estdao ocupadas, entdo A ¢é transferida para a primeira posigdo vazia ao longo do ramo

mais a esquerda de R.

void remove (K) unsigned K; {
/* remove uma entrada da arvore binaria x/
unsigned t,L,R,A,1i,];

t = topl[K]; L = left[K]; R = right[K];
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top[K] = left[K] = right[K] = 0;

A = right[L];

if(t) |
1£(L) A
if (K==left[t]) left[t] = L; else right[t] = L;
top[L] = t;
if (R) {top[R] = L; right[L] = R;

if(A) { /* re-position of A =/
J =R

do 1 = j; while(j=left[1]);

top[A] = i; left[i] = A;
}
}
}
else {
top[R] = t;
if (K==left[t]) left[t] = R; else right[t] = R;
}
}
else { /* remove a raiz x/
if (L) {root = L; topl[root] = 0;
if(R) {top[R] = root; right[root] = R;
if(A) |
J =R;

do i = j; while(j=left[i]);

top[A] = i; left[i] = A;
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else {root = R; top[root] = 0;}

B.2 Transformada rapida de Fourier

Nessa se¢do vamos apresentar um método para estimar a transformada de Fourier de um

ndmero discreto de pontos [19]. Suponha que temos NV entradas h;, tal que

hi = h(z;), z;=iA, i=0,1,2,..,N—1. (B.1)

Buscamos por estimativas para os nimeros de onda:

Ky,

(B.2)

n=-——,..,

n N N
AN’ 2 2

Note que temos N + 1 e ndo N valores. Acontece que os dois valores extremos de n nao
sdo independentes (de fato, eles sdo iguais), mas todos os outros valores sdo independentes,

i1sso reduz a conta para N. O proximo passo € a aproximar a integral de Fourier por uma soma

discreta:

o N-1 N-1
F(k‘n) _ / h(x)ei%rknxdx ~ Z hjeiQﬂ'kn:vjA - A Z hjeﬂ”"j/N. (B.3)
o0 =0 =0

O somatorio final é chamado de transformada de fourier discreta (DFT) e é denotada por
H,,
N-1

H, = Z hjei%mj/N. (B4)

j=0
A DFT nio depende de nenhum pardmetro dimensional, tal como a discretizagcdo Az, e tem
as mesmas propriedades de simetria da transformada de Fourier continua.
Até agora, fizemos o indice n variar de —N/2 a N/2, mas é facil notar que (B.4) é periddica

em n com periodo N. Portanto, H_,, = Hy_, comn = 1,2, .... E conveniente, para que H,
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e h; variem sobre o mesmo intervalo, fazer o indice n em H,, variar de 0 a N — 1. Para isso
fazemos n — n + NN e usamos a periodicidade de B.4. Quando essa convencao € seguida n = 0
corresponde ao nimero de onda 0, os nimeros de onda positivos correspondem aos valores
1 <n < N/2—1, e os nimeros de onda negativos correspondema N/2+1<n <N —1.0
valor n = N/2 corresponde aos nimeros de onda +N/2.

A férmula da transformada de Fourier discreta inversa, que recupera o conjunto h; €

2

h; = Hne’Q”"j/N. (B.5)

1
N

3
Il
o

As tnicas diferencas sdo o sinal da exponencial e o fator 1/N. Isso significa que uma rotina
que calcule a DFT serve, com o minimo de modificacdo, para calcular a DFT inversa.

Para fazer um programa que calcule a DFT, basta fazer um laco duplo e calcular, para cada
n, a soma dos produtos de h; pela exponencial. O nimero de operacdes exigidas é da ordem
de N2, o que exige um custo computacional muito grande. E possivel, através de um algoritmo
chamado FFT! reduzir o ndmero de operagdes para uma ordem de N log,(N). Esse algoritmo
ficou conhecido no meio dos anos 60, a partir dos trabalhos de Cooley e Tukey?. Vamos explorar
agora alguns truques que podemos usar para acelerar os calculos.

Uma DFT de tamanho /N pode ser reescrita como duas somas, uma para j par € outra para

j impar, cada soma terd N /2 elementos

N—-1
H, = Zhjei27rjn/N

N/2—1 N/2—1

_ Z h 6127r]n/ N/2 z27rn/N Z h z27rjn/(N/2)' (B6)

Essa divisdo da DFT é chamada de lema de Danielson-Lanczos. O interessante desse lema
€ que ele pode ser aplicado recursivamente: dividimos a soma par nos indices 5 = 0,4, ... €

J = 2,6, ..., e fazemos o mesmo para os indices impares. Por exemplo, para N = §, temos:

ldo inglés Fast Fourier transform.
’Hoje sabemos que métodos para calcular DFT de maneira eficiente foram descobertos antes, de maneira
independente por muitas pessoas, comegando por Gauss em 1805!
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H, = [(ho + hae™) + €2 (hy + hge™) ] + €™ [(hy + hse™) + €2™ (hg + hre'™)]
(B.7)

Agora, temos 3 = log,(8) niveis de somatdrio: o mais profundo entre paréntesis, o do
meio entre colchetes e o mais externo. Em cada nivel o expoente que multiplica o segundo
termo € o mesmo. A observacdo mais importante para acelerar os calculos € a periodicidade
dos expoentes (e?727 = e?).

A exponencial ™ que multiplica o segundo termo da soma que estd entre paréntesis tem
periodo 2, ou seja, ele € a mesma paran = 0,2,4,6 e n = 1,3,5,7. Nesse nivel precisamos
de 8 somas no total (4 somas vezes 2 que € o periodo). Na prética, nesse estdgio, € como se
tivéssemos 4 transformadas de Fourier de tamanho 2. Note ainda que as exponenciais para n

par sdo iguais a 1 e para n impar sdo iguais a -1. O reaproveitamento do fator exponencial é

ilustrado na figura B.2.

h; @ > @ hi+Wh;
}Lj -. W ' .- }Li - Wh]
-1

Figura B.2: Conexao entre as entradas e as saidas em um passo fundamental da FFT, ilustra-
dos em um diagrama chamado butterfly. A letra W na figura representa o modulo do fator
exponencial, no nivel mais interno da soma temos W = 1.

No outro nivel, o expoente ¢™"/?

que multiplica o segundo termo da soma tem periodo 4,

ele ¢ o mesmo paran = 0,4 onde € igual a 1, paran = 2,6 é igual -1, paran = 1,5 vale 7 e

paran = 3,7 vale —i. Teremos outra vez 8 somas no total (2 somas vezes o periodo que € 4).
Por fim, no nivel mais externo temos um expoente para cada n. Temos novamente, 8 somas,

o valor do expoente ™"/

paran = 4,5,6 e 7 é obtido trocando o sinal do valor encontrado
paran = 0, 1,2 e 3 respectivamente.
Entdo, em cada nivel o cédlculo envolve 8 somas. Em termos de N, temos log, (V) niveis

com N somas em cada nivel, o que resulta em um niimero de operagdes da ordem de N log, ().
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ho———— DFT de — o
hy ———— dois pontos Combinagao H
das DFTs
hs DFT do de dois pontos &
hg—————| dois pontos Combinagao f——— Hj
das DFTs
de quatro
hi——— DFT de pontos — H,4
hs———— dois ponfos Combinagao Hs
das DFTs
hs DFT de de dois pontos I
[ —— dois pontos I

Figura B.3: Os 3 estdgios envolvidos no célculo de uma DFT de tamanho de tamanho 8.

Em resumo, temos agora um método para calcular a transformada rapida de Fourier. O método
envolve 3 estdgios: primeiro, o cdlculo de 4 transformadas de Fourier de tamanho 2, depois,
usando o resultado anterior, calculamos 2 transformadas de Fourier de tamanho 4 e, por dltimo,
calculamos a transformada de Fourier de tamanho 8 utilizando o resultado dos passos anteriores.
A combinacgdo das transformadas menores até formar a transforma final € ilustrada na figura B.3

A butterfly geral para a o cdlculo de uma DFT de tamanho 8 € mostrada na figura B.4

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3

ho > . > ) ® H
Wo

:

L
i
H

hy H,y
S oS N

5 1w XK .,
W V’V
- Hj
Lo e 7w SN
~1 -1 -1

Figura B.4: Butterfly geral utilizada no cédlculo da DFT de tamanho 8. No desenho W, = 1,

Wi =v2/2+iv2/2, Wo =ieWs = —/2/2 +iv/2/2.

Para finalizar, temos que descrever a organizacdo da entrada /; na ordem em que aparece na
equacgdo B.7 {ho, hy, ha, hs, ha, hs, he, hr} — {ho, hy, ha, he, h1, hs, hs, h7}. Essanova ordem é

resultado de sucessivas divisdes em termos pares e impares, na representacao bindria o resultado
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disso € inverter a ordem dos bits. Veja a figura esquematica abaixo.

0 | 000 »| 000 | O
1 | o001 100 | 4
2 | 010 /////: 010 | 2
3 | o011 110 | 6
4 | 100 001 | 1
5 | 101 »| 101 | 5
6 | 110 \\\\\* 011 | 3
7 | 111 | 111 | 7

Figura B.5: Reordenamento da entrada na forma adequada para implementar FFT.

Entendemos entdo como o método funciona e a sua utilidade. Para os nossos propdsitos é
suficiente. A FFT é um algoritmo padrao e existem muitos pacotes e softwares que fazem a FFT

de maneira otimizada. Basicamente todos esses pacotes usam a receita descrita nesse apéndice.
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