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de trabalho nada convencionais, e por apoiar meu doutorado sandúıche;
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ter me proporcionado um dos dias mais felizes da minha vida: 06/12/09, data da conquista do

hexa brasileiro;

Ao CNPq, pelo apoio financeiro no Brasil, eà CAPES, pela bolsa de doutorado sanduı́che
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Resumo

Nesta tese estudamos alguns sistemas complexos por meio de simulaç̃oes computacionais
e t́ecnicas oriundas da fı́sica estatı́stica, como hiṕotese de escala e análise de tamanho finito. Os
modelos estudados são variados e envolvem sistemas considerados fı́sicos (percolaç̃ao e mag-
netismo desordenado) e não-f́ısicos (redes de transporte, dinâmica de opinĩoes e propagação de
epidemias). Apesar de apresentarem caracterı́sticas particulares, todos os sistemas analisados
exibem transiç̃oes de fase entre estados distintos. Utilizando as técnicas mencionadas acima,
localizamos os pontos crı́ticos e estimamos os expoentes caracterı́sticos desses modelos. Além
disso, os sistemas estudados foram definidos em diferentes topologias, de regulares a redes
livres de escala. No final, discutimos possı́veis continuaç̃oes no estudo dos modelos apresenta-
dos nesta tese.



Abstract

In this thesis we study some complex systems by means of computer simulations and tech-
niques from statistical physics like scaling hypothesis and finite-size scaling analysis. The stud-
ied models are diverse and involve “classical” physical systems (percolation, disordered mag-
netism) and nonphysical ones (transportation networks, opinion models and epidemic dynam-
ics). Although these models present particular features, all of them undergo phase transitions
between distinct states. By means of the above-mentioned techniques we localized the critical
points and estimated the characteristic exponents of thosemodels. In addition, the systems were
defined on complex and regular topologies. We also discuss some possible extensions of the
models studied in this work.
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Não Associadas̀a Tese

7. Nuno Crokidakis, Phase Transitions in Disordered Systems under Random Magnetic

Fields(LAP Lambert Academic Publishing, Alemanha, 2010).

8. Octavio R. Salmon,Nuno Crokidakis, Fernando D. Nobre.Multicritical behavior in

a random-field Ising model under a continuous-field probability distribution, Journal of

Physics: Condensed Matter 21, 056005 (2009).

9. N. Crokidakis, D. O. Soares-Pinto, M. S. Reis, A. M. Souza, R. S. Sarthour, I. S. Oliveira.

Finite-size analysis of a two-dimensional Ising model withina nonextensive approach,

Physical Review E 80, 051101 (2009).

10. Silvio M. Duarte Queiros,Nuno Crokidakis, Diogo O. Soares-Pinto.Effect of platykur-

tic and leptokurtic distributions in the random-field Isingmodel: Mean-field approach,

Physical Review E 80, 011143 (2009).

11. Nuno Crokidakis, Silvio M. Duarte Queiros,Fat-tailed and compact random-field Ising

models on cubic lattices, arXiv: 1011.3337 (2010).

12. A. P. Lima,N. Crokidakis, M. S. Reis,Zig-zag ferromagneticCu chain of a new com-

pound(em preparaç̃ao).
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equaç̃oes (4.14), com os expoentesδ = 0.19 eγ = 3.84, conforme descrito

no texto. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 41

4.14 Previs̃ao do modelo para as flutuações do tŕafegoσi em torno do fluxo ḿedio
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[77]. A curvay= x1/2+0.5x ajusta bem os dados reais, indicando o mesmo

comportamento previsto pelo nosso modelo (lado direito). .. . . . . . . . . p. 42
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campo magńeticoho fraca (esquerda) e forte (direita) são mostrados. . . . . . p. 49

5.2 Magnetizaç̃ao por spin como funç̃ao da temperatura para o caso da rede

quadrada, comL = 128,σ = 0.0 e alguns valores tı́picos da intensidade do
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Os śımbolos (ćırculo, quadrado, etc) são resultados das simulações, enquanto

que as linhas s̃ao apenas guias para os olhos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 50
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5.4 Magnetizaç̃ao por spin como funç̃ao da temperatura para o caso da rede

quadrada, comσ = 0.2, ho = 2.0 e diferentes tamanhos de rede. Podemos

observar saltos nas curvas para todos os tamanhos. . . . . . . . .. . . . . . p. 53
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retaé o melhor ajuste dos dados, e tem inclinação 2.08. Descartamos o menor

tamanhoL = 32 para o ajuste, para minimizar os efeitos de tamanho finito.. . p. 54
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hadas) representam transições de fase contı́nuas (de primeira ordem). . . . . . p. 57
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L = 60 e valores tı́picos da intensidade de desordemho. Podemos observar
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(b). Ajustando os dados com uma reta, obtemosTc(L) = 0.186+0.424L−1,

que resulta emTc(L) = 0.186 no limite termodin̂amico (L−1 → 0). . . . . . . p. 60



5.12 Susceptibilidadeχ(T) como funç̃ao da temperatura para o caso da rede cúbica,

com L = 40 e ho = 4.0, onde mostramos o salto próximo da temperatura
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7.2 Densidade estacionária de indiv́ıduos Suscetı́veisSestparal = 5 e alguns val-

ores deε na escala log-log. A reta tem inclinação−5 (lado esquerdo). Para a

densidade estacionária de indiv́ıduos InfectadosIest o sistema ñao apresenta

um comportamento do tipo lei de potência com o parâmetroε, como previsto

analiticamente pela equação (7.5). Por outro lado, se plotarmosI∗est= 1− Iest
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A.1 Distribuiç̃ao dos ńumeros gerados a partir do gerador linear congruencial,

equaç̃ao (A.1), coma= 16807,c= 0, m= 231−1 ex0 = 12 (lado esquerdo).

Nesta figura foram geradosN números aleatórios no intervalo[0,1], para

diferentes valores deN. Observe que paraN grande o resultado se aproxima

de uma distribuiç̃ao uniforme. Tamb́em exibimos a correlaçãoC(k) entre os

números gerados (lado direito), de acordo com a equação (A.4). . . . . . . . p. 100
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1 Introdução

O conceito de que muitas leis da natureza têm origem estatı́stica est́a bem fundamen-

tado nos dias de hoje. De fato, as teorias fı́sicas com abordagem estatı́stica, como a meĉanica

quântica e a meĉanica estatı́stica, t̂em obtido um enorme sucesso na descrição de diversos sis-

temas. Poŕem, nosúltimos anos consolidou-se uma tendência em aplicar id́eias e ḿetodos da

fı́sica estatı́stica emáreas do conhecimento além da f́ısica, como a biologia, a sociologia, a

lingúıstica e a computação, entre outras, e comportamentos tı́picos de sistemas fı́sicos apare-

ceram nestes sistemas [1]. Em fenômenos sociais, por exemplo, os constituintes básicos ñao

são part́ıculas, mas indiv́ıduos, e cada indivı́duo interage com um número limitado de outros

indivı́duos. Poŕem, devido a efeitos das interações entre os indiv́ıduos, ocorrem transições

ordem-desordem, como a formação espont̂anea de uma linguagem comum ou a emergência de

consenso sobre um assunto especı́fico, e aparecem comportamentos de escala e universalidade

[2]. Estes fen̂omenos macroscópicos naturalmente exigem uma abordagem da fı́sica estatı́stica

a sistemas sociais e biológicos, entre outros, de forma a entendermos as regularidades obser-

vadas.

Por outro lado, os sistemas conhecidos como complexos são os alvos centrais de grande

parte da pesquisa atual em fı́sica estatı́stica [3, 4, 5, 6, 7]. Muitos sistemas fı́sicos e ñao-f́ısicos

são classificados nesta categoria, dos quais podemos destacar os citados sistemas biológicos,

sociais e econ̂omicos. Apesar de diferentes, todos estes sistemas têm em comum a presença

de um ńumero muito grande de unidades interagentes e não-linearidades. Como unidades in-

teragentes podemos pensar em proteı́nas em uma rede de interação bioĺogica, pessoas com

diferentes opinĩoes, spins em sistemas magnéticos, corretores no mercado financeiro, e muitos
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outros. A ñao-linearidade significa que o comportamento do sistema como um todo, levando

em conta todas as interações com agentes externos e entre as unidades constituintes,é comple-

tamente diferente do comportamento individual de cada unidade interagente.

Muitas t́ecnicas v̂em sendo empregadas no estudo de sistemas complexos, mas semdúvida

as simulaç̃oes computacionais têm papel de destaque neste ponto. Isso se deve, em grande parte,

à grande melhoria dos recursos computacionais existentes,o que nos permite atualmente simu-

lar sistemas com muitas unidades interagentes e ter grande precis̃ao nos resultados numéricos.

Al ém disso, afı́sica computacionaljá é considerada uma base da ciência moderna, ao lado da

fı́sica téorica e da f́ısica experimental [8].

Da mesma forma que os tradicionais sistemas magnéticos, muitos sistemas complexos ex-

ibem transiç̃oes de fase entre estados distintos [6, 9]. O objetivo desta teseé discutir resulta-

dos de simulaç̃oes computacionais para diversos sistemas complexos, definidos em diferentes

topologias. Apesar de serem diferentes, todos estes sistemas exibem transiç̃oes de fase. No

caṕıtulo 2 revisamos brevemente alguns conceitos importantesda teoria de fen̂omenos cŕıticos:

par̂ametro de ordem, expoentes crı́ticos e classes de universalidade. Além disso, discutimos a

técnica de ańalise de escala para sistemas finitos, que será usada em todos os capı́tulos seguintes

(caṕıtulos 3 a 7). No caṕıtulo 3 discutimos a transição de fase geoḿetrica que ocorre em redes

complexas em crescimento onde levamos em conta a idade dos sı́tios. Mostramos, através de

simulaç̃oes computacionais e argumentos de escala, que a transição se d́a em um ponto crı́tico de

primeira ordem, e que esta transição pode ser vista como uma transição de mundo grande para

mundo pequeno. A seguir, vamos propor no capı́tulo 4 um modelo que visa otimizar o trans-

porte de mat́eria em uma rede com uma estrutura unidimensional. A partir de uma formulaç̃ao

Lagrangeana, calculamos os fluxosótimos da rede e mostramos que podemos ver o problema

como uma transiç̃ao ocupaç̃ao-desocupação. No caṕıtulo 5 discutimos as transições de fase de

não-equiĺıbrio que ocorrem em sistemas magnéticos com din̂amica conflitiva, definidos em re-

des regulares. A partir dos resultados obtidos, concluimosque estes modelos se mostram mais

eficientes do que os correspondentes modelos de equilı́brio no que diz respeitòa comparaç̃ao

com dados experimentais. No capı́tulo 6 discutimos resultados de uma modificação em um mo-
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delo de din̂amica de opinĩoes, que exibe uma transição de fase entre dois estados distintos, cada

qual com uma opinião dominante. No capı́tulo 7 discutimos o comportamento crı́tico de um

modelo de propagação de epidemias. Finalmente, após os resultados, discutimos as conclusões

gerais da tese e algumas perspectivas para trabalhos futuros.

Vale ressaltar que os resultados que serão apresentados aqui estão relacionados a parte do

trabalho que foi desenvolvido durante o doutorado. Para quea tese seja concisa, não discutire-

mos aqui a teoria do campo médio [10, 11] e simulaç̃oes [12] de sistemas magnéticos desorde-

nados em equilı́brio termodin̂amico, simulaç̃oes do modelo de Ising utilizando a estatı́stica de

Tsallis [13] e ferromagnetismo em magnetos moleculares [14].
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2 Noç̃oes sobre Transiç̃oes de Fase,
Universalidade e Hiṕotese de Escala
para Sistemas Finitos

Neste caṕıtulo discutiremos algumas noções sobre a teoria de fenômenos cŕıticos, especi-

ficamente a classificação das transiç̃oes de fase, a definição de expoentes crı́ticos e a ańalise de

escala para sistemas finitos. Estas noções s̃ao muitos importantes em fı́sica estatı́stica e ser̃ao

utilizadas durante toda a tese.

2.1 Expoentes Cŕıticos e Classificaç̃ao das Transiç̃oes de Fase

Transiç̃oes de fase são fen̂omenos caracterizados por mudanças descontı́nuas nas quan-

tidades termodin̂amicas de um determinado sistema como resposta a variações cont́ınuas de

alguma condiç̃ao externa, como por exemplo temperatura, pressão, campo magńetico, etc [15].

A classificaç̃ao moderna das transições de fasée devidaà Fisher [16], segundo o qual uma

transiç̃aoé denominada deprimeira ordemse a primeira derivada da energia livreé descontı́nua

no ponto cŕıtico, ou seja, se existem descontinuidades na magnetização e/ou na energia interna

do sistema, por exemplo, quando o sistema está pŕoximo do ponto cŕıtico. Uma conseqûencia

importante dissóe que em transiç̃oes de primeira ordem ocorre uma coexistência de fases, e

o sistema passa de uma fase a outra abruptamente. Como exemplodeste tipo de transição

podemos citar a transição entre os estados sólido e ĺıquido daágua. Neste caso, percebemos

facilmente a coexistência das duas fases, já que gelo éagua podem permanecer presentes ao

mesmo tempo, e observa-se uma descontinuidade na energia interna do sistema. Por outro lado,
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segundo Fisher uma transição é caracterizada comocont́ınua se a derivada da energia livreé

cont́ınua e a derivada segundaé descontı́nua ou divergente, ambas no ponto crı́tico. Neste caso,

não ocorre coexistência de fases, e o sistema passa de uma fase a outra continuamente. Um ex-

emplo cĺassico deste tipo de transiçãoé a sofrida por alguns materiais magnéticos. Neste caso,

o material apresenta magnetização finita abaixo da temperatura crı́tica e,à medida que a tem-

peratura aumenta, a magnetização diminui continuamente até atingir o valor zero exatamente

na temperatura crı́tica. Além disso, observa-se uma divergência da susceptibilidade, queé uma

derivada segunda da energia livre, exatamente neste ponto crı́tico.

Uma forma comum de se caracterizar as fases de um sistemaé por meio de um parâmetro

que possui valor ñao-nulo abaixo do ponto crı́tico e que se anula no ponto crı́tico e acima

dele. Este parâmetroé conhecido como parâmetro de ordem, e foi introduzido inicialmente

por Landau no contexto de teorias do campo médio [17]. Quando estudamos transições de

fase, a principal região de interessée a pŕoxima ao ponto crı́tico, onde devemos analisar o

comportamento do sistema como um todo, devidoàs correlaç̃oes de longo alcance que emergem

nesta regĩao. Resultados experimentais e argumentos do grupo de renormalizaç̃ao sugerem que,

próximo ao ponto cŕıtico, o comportamento das propriedades do sistema pode, emgeral, ser

descrito por leis de potência, o que caracteriza um conjunto deexpoentes crı́ticos. Um exponete

cŕıtico qualquerλ associado a uma certa função f do sistema pode ser obtido a partir da relação

[17]

λ = lim
t→0

ln f (t)
ln t

, (2.1)

ondet = (T −Tc)/Tc é a temperatura reduzida1. Desta forma, o comportamento da grandezaf

nas proximidades do ponto crı́tico é dado por

f (t)∼ |t|λ . (2.2)

Assim, um dado sistemáe representado por um conjunto de expoentes crı́ticos que definem o

comportamento de determinadas grandezas próximo ao ponto cŕıtico. Em um sistema magnético,

1Observe que estamos discutindo o caso da temperatura como o par̂ametro externo ao sistema, mas a equação
(2.1) pode ser generalizada para qualquer outro parâmetro.
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por exemplo, que exiba uma transição de fase contı́nua, as quantidades fı́sicas de interesse, es-

pecificamente a magnetização m, a susceptibilidadeχ, o calor espećıfico C e o comprimento

de correlaç̃ao ξ obedecem, respectivamente,às seguintes relações do tipo lei de potência nas

proximidades da temperatura crı́tica [17],

m ∼ |t|β , (2.3)

χ ∼ |t|−γ , (2.4)

C ∼ |t|−α , (2.5)

ξ ∼ |t|−ν , (2.6)

com os expoentes crı́ticos β , γ, α e ν . Um ponto importante a ser destacadoé que estes

expoentes ñao s̃ao independentes. A partir de argumentos termodinâmicosé posśıvel obter

relaç̃oes rigorosas entre eles [17], dentre as quais podemos destacar a desigualdade de Rush-

brooke,

α +2β + γ ≥ 2 , (2.7)

entre outras. Aĺem disso, muitos sistemas obedecem a relações como a equação (2.7) na forma

de igualdades [15, 17, 18].

Existem tamb́em relaç̃oes envolvendo os expoentes crı́ticos e a dimens̃aod do sistema em

consideraç̃ao, como por exemplo a relação de hiperescala

2β + γ = dν . (2.8)

Uma conclus̃ao importante que podemos obter analisando a equação (2.8)é queγ/ν < d, ou

seja, se a equação (2.8)é válida para um sistema que sofre uma transição de fase contı́nua, ent̃ao

temos queγ/ν < d, já queβ > 0. Por outro lado, se este sistema apresenta uma transição de

fase de primeira ordem, temos queβ = 0, o que implica queγ/ν = d. Esteúltima igualdade

usualmentée utilizada para caracterizar uma transição de primeira ordem [19].

Diversos sistemas já foram estudados na literatura cientı́fica, e percebeu-se que muitas vezes

sistemas distintos apresentam o mesmo conjunto de expoentes cŕıticos, apesar de apresentarem
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diferentes pontos crı́ticos, comoé o caso de sistemas magnéticos e flúıdos [17]. Este fatóe

chamado deuniversalidade, e dizemos então que estes dois sistemas pertecemà mesma classe

de universalidade. Os expoentes crı́ticos, em geral, dependem de poucos parâmetros, como di-

mens̃ao espacial do sistema, dimensionalidade do parâmetro de ordem e alcance das interações

[20]. As classes de universalidade permitem que, através do estudo de sistemas mais simples,

possamos obter informações valiosas sobre as propriedades de sistemas mais complicados nas

proximidades do ponto crı́tico.

2.2 Análise de Tamanho Finito

Quando estudamos sistemas fı́sicos analiticamente,́e natural que em algum momento

tomemos o chamado limite termodinâmico, ou seja, o limiteN → ∞, ondeN é o ńumero de

unidades interagentes. Isto se deve ao fato de que tudo o que foi discutido acima śo vale neste

limite espećıfico. Poŕem, no caso de simulações computacionais, não é posśıvel estudar sis-

temas infinitos, j́a que a capacidade de memória e de processamento dos computadoresé finita.

Assim, o estudo nuḿerico é feito em sistemas com um número finitoN de unidades intera-

gentes.

Para adequar os resultados de simulações computacionais realizadas em sistemas finitosà

teoria de fen̂omenos cŕıticos, que foi desenvolvida para sistemas no limite termodinâmico, como

discutido acima, foi criada a hipótese de escala para sistemas finitos. A idéiaé simples, e vamos

exemplificar aqui para um sistema magnético de dimens̃ao linearL na presença de um banho

térmicoà temperaturaT. Nas proximidades da temperatura crı́tica Tc, assume-se que óunico

comprimento caracterı́stico do sistemáe o comprimento de correlação ξ . Este comprimento

de correlaç̃ao diverge no ponto crı́tico em um sistema infinito (no limite termodinâmico), mas

é limitado pela dimens̃ao linear do sistema no caso de um sistema finito. Espera-se portanto

que efeitos de tamanho finito não sejam relevantes quandoL >> ξ . Poŕem, quandoL << ξ

os efeitos de tamanho finito são fundamentais para as propriedades do sistema. Assim, na

temperatura crı́ticaTc devemos terξ (T = Tc)∼ L, que de fato diverge no limite termodinâmico,
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quandoL → ∞. Da equaç̃ao (2.6), obtemos então a relaç̃ao

ξ ∼ L ∼ (Tc(L)−Tc)
−ν ⇒ Tc(L)−Tc ∼ L−1/ν , (2.9)

que é válida para sistemas finitos de dimensão linearL, nas proximidades do ponto crı́tico.

Observe que, como estamos analisando a equação (2.6) nas proximidades deT =Tc, escrevemos

Tc(L)−Tc ao inv́es det = T −Tc na equaç̃ao (2.9), ondeTc é a temperatura crı́tica no limite

termodin̂amico, ou seja,Tc=Tc(L→∞). A partir da equaç̃ao (2.9), juntamente com as equações

(2.3), (2.4) e (2.5), obtemos as demais equações de escala para sistemas finitos,

m ∼ L−β/ν , (2.10)

χ ∼ Lγ/ν , (2.11)

C ∼ Lα/ν . (2.12)

Observe que as equações (2.9), (2.10), (2.11) e (2.12) são consistentes com o fato de que uma

transiç̃ao de fase, ou seja, uma singularidade emT = Tc, é definida apenas para sistemas infini-

tos. Assim, uma evid̂encia dos efeitos de tamanho finitoé que a altura dos picos da suscepti-

bilidadeχ e do calor especı́fico C (nos pontos ondeT = Tc ou t = 0) cresce como uma lei de

pot̂encia com o tamanho da redeL e que a posiç̃ao deste pico está deslocada de uma quantidade

proporcional aL−1/ν da temperatura crı́tica no limite termodin̂amico (veja a figura 2.1). Em

outras palavras, de acordo com a equação (2.9), a temperatura de transição em uma rede finita

Tc(L) difere da temperatura crı́tica no limite termodin̂amicoTc = Tc(L → ∞) de acordo com a

equaç̃ao

Tc(L)−Tc = a1L−1/ν , (2.13)

ondea1 é uma constante. Uma implicação importante das equações (2.9) a (2.12)́e que elas

podem ser usadas para estimar os expoentes crı́ticos do sistema. Este ḿetodoé conhecido como

ańalise de escala para sistemas finitos (finite size scaling, em ingl̂es). Observe que podemos

reescrever as equações (2.9) a (2.12) como
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Figura 2.1: Forma esquemática da susceptibilidade em um sistema finito. Figura retirada da
refer̂encia [18].

mLβ/ν ∼ a4 , (2.14)

χ L−γ/ν ∼ a3 , (2.15)

CL−α/ν ∼ a2 , (2.16)

(Tc(L)−Tc)L1/ν ∼ a1 , (2.17)

ondea1, a2, a3 e a4 representam constantes. Rigorosamente, porém, as equaç̃oes de escala

(2.14) a (2.17) podem ser escritas como

mLβ/ν = m̃(t L1/ν) , (2.18)

χ L−γ/ν = χ̃(t L1/ν) , (2.19)

CL−α/ν = C̃(t L1/ν) , (2.20)

(Tc(L)−Tc)L1/ν = a1 , (2.21)

ondem̃, χ̃ eC̃ são chamadas de funções de escala, que dependem somente do expoenteν e da

temperature crı́ticaTc. Assim, se obtivermos a partir de simulações curvas da magnetização em
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função da temperatura para vários tamanhos do sistemaL, poderemos reescalar os dados usando

as equaç̃oes (2.18) e (2.21) para obtermos umaúnica curva, ou seja, os dados para diferentes

tamanhos ir̃ao colapsar, o que nos permite determinar os expoentesβ e ν . Analogamente,

podemos obter os expoentesγ e α se colapsarmos as curvas da susceptibilidade e do calor

espećıfico, usando as equações (2.19) e (2.20), respectivamente, juntamente com a equação

(2.21), para diversos tamanhos diferentes.

Esta t́ecnica de ańalise de escala para sistemas finitosé usualmente utilizada em simulações

computacionais, e será portanto usada em todos os capı́tulos de resultados desta tese (capı́tulos

3 a 7).
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3 Transiç̃ao de Fase Geoḿetrica em
Redes em Crescimento com
Envelhecimento dos Śıtios

Neste caṕıtulo discutiremos a transição de fase geoḿetrica que ocorre em redes em

crescimento quando consideramos a idade dos sı́tios. Vamos analisar algumas quantidades

fı́sicas de interesse, localizar o ponto crı́tico do sistema a partir da análise de tamanho finito e

caracterizar a transição atrav́es do par̂ametro de ordem usual de percolação. Os resultados são

baseados na referência [21].

3.1 Introdução

Podemos entender o conceito de rede complexa como uma forma de modelar a na-

tureza onde, dado um grupo de elementos constituintes de um sistema natural qualquer, deve-

mos determinar algumas regras para estabelecer ligações entre estes elementos. Estes elemen-

tos podem ser pessoas, proteı́nas, a internet, aeroportos, entre outros. As ligações dependem

da caracterı́stica que se quer estudar, por exemplo, pessoas podem estarligadas por conex̃oes

de amizade ou devido ao compartilhamento de alguma opinião e aeroportos estarão ligados se

possuem rotas que os conectem. Aárea de redes complexas tem sido a mais ativa da fı́sica

estat́ıstica nosúltimos anos, e muitas técnicas da fı́sica, mateḿatica, estatı́stica e computaç̃ao

vêm sendo empregadas no seu estudo [7, 22].

Uma quantidade importante no estudo de redes complexasé o chamado menor caminho

médio 〈l〉. Dado um par de sı́tios (i, j) de uma rede qualquer, o menor caminho entre elesé
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definido como o menor ńumero de ligaç̃oes que temos que atravessar para sair dei e chegar aj

[23]. Quando fazemos uma média sobre todos os pares de sı́tios da rede, obtemos então o menor

caminho ḿedio da rede. Considerando uma rede regular d-dimensional com tamanho linearL,

ou seja, comN = Ld śıtios, podemos perceber facilmente que o menor caminho médio cresce

linearmente comL, ou seja, temos que〈l〉 ∼ L. Em outras palavras, se aumentarmos a rede por

um fator f qualquer, o menor caminho médio iŕa aumentar tamb́em por um fatorf . Por outro

lado, certas redes complexas possuem menores caminhos médios com comportamentos do tipo

〈l〉 ∼ logN, ou seja, a distância entre todos os pares de sı́tios nestas redes cresce com o tamanho

da rede de uma forma muito mais lenta do que em uma rede regular. Redes com esta carac-

teŕıstica s̃ao chamadas de redes de mundo pequeno, ousmall world, em ingl̂es. Esta pequena

dist̂ancia entre pares de sı́tios faz com que redes de mundo pequeno sejam mais eficientesdo

que redes regulares para processos de transporte, por exemplo [24]. Existem outras redes com-

plexas, chamadas de redes livres de escala (scale free, em ingl̂es), que possuem uma distância

ainda menor entre seus sı́tios, onde o menor caminho médio cresce com〈l〉 ∼ log(logN), o que

alguns autores chamam deultra small world[23, 25].

Uma das propriedades mais estudadas das redes complexasé a distribuiç̃ao de conectivi-

dadesP(k), ou seja, uma funç̃ao que nos d́a a probabilidade de que um sı́tio da rede escolhido

aleatoriamente tenha exatamentek ligações (ouk vizinhos). Muitos modelos geram redes livres

de escala, que tem distribuição de conectividades dada porP(k)∼ k−γ , com diferentes valores

do expoenteγ. Esta distribuiç̃ao nos diz que a rede possui poucos sı́tios com muitos vizinhos,

ao passo de que sı́tios com poucos vizinhos são estatisticamente muito prováveis. Muitas redes

reais apresentam este tipo de comportamento livre de escala, como a internet [26] (γ = 2.1),

redes de colaboração de atores de cinema [27] (γ = 2.3), redes metab́olicas [28] (γ = 2.0−2.4),

redes de interação entre protéınas [29] (γ = 2.4) e muitas outras.

O modelo mais famoso que gera redes livres de escalaé o modelo de Barabási e Albert

(BA) [27] (veja a figura 3.1). No modelo BA, a rede cresce com o tempo, e s̃ao acrescentados

a cada passo temporal sı́tios e ligaç̃oes. Um novo śıtio é ligado a um śıtio pré-existente na rede

com uma probabilidade proporcionalà conectividade do sı́tio antigo. Este procedimento gera
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Figura 3.1: Distribuiç̃ao de conectividades do modelo de Barábasi-Albert [27]. O gŕafico est́a na
escala logarı́tmica nos dois eixos, o que indica que a forma geral desta distribuiçãoéP(k)∼ k−γ ,
sendoγ = 3 para este modelo.

redes comγ = 3 [26, 27]. Efeitos de idade dos sı́tios em redes do tipo BA foram analisados

por alguns autores [30, 31, 32]. A principal motivação é que redes de citações de artigos tem

este comportamento, já queé pouco comum citarmos artigos antigos. Além disso, redes sociais

tamb́em apresentam este comportamento. De fato,é comum termos amigos na nossa mesma

faixa et́aria [33].

Existem tamb́em outros modelos de redes complexas que se tornaram famosos, como o

de Watts e Strogatz (WS) [34]. Este modelo gera redes comP(k) que segue uma distribuição

de Poisson. A redée gerada no modelo WS da seguinte forma: começamos com uma rede

unidimensional fechada (um anel), comN śıtios, ligados cada um am vizinhos (oum/2 à

direita em/2 à esquerda). A seguir, cada ligação à direita de cada sı́tio seŕa religada com

probabilidadep a um outro śıtio escolhido aleatoriamente, sendop o par̂ametro de controle do

modelo. Ḿultiplas e auto-ligaç̃oes ñao s̃ao permitidas. Com este algoritmo são criadas, em

média, pNm/2 ligaç̃oes de longo alcance na rede, e pode-se verificar que o menor caminho

médio nesta redée da ordem do logarı́tmo deN para valores dep> 0, ou seja, o modelo WS

gera redes de mundo pequeno. Na figura 3.2 podemos ver o efeitode se variar o valor dep,
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entre os limitesp= 0 (rede regular) ep= 1 (rede completamente aleatória).

Figura 3.2: Efeitos da variação da probabilidade de reconexão p no modelo de Watts e Strogatz
[34].

Nos últimos 6 anos intensificou-se o interesse pelo estudo de fenômenos cŕıticos em re-

des complexas [9], especialmente transições de fase geoḿetricas, como a percolação. Em re-

des complexas, como em geral não existe uma noção de espaço euclidiano ou um espaço de

incorporaç̃ao evidente, analisa-se a emergência de um aglomerado gigante, ou seja, o aglom-

erado com o maior ńumero de śıtios, que seria o análogo dos aglomerados de percolação em

redesd-dimensionais [35]. A emergência de um aglomerado gigante em topologias complexas

apresenta comportamentos bastante distintos de redes regulares. De fato, muitos modelos de

redes em crescimento caracterizam esta transição como uma transição de fase de ordem infinita

[36, 37, 38, 39], cuja origem ainda nãoé bem compreendida [9]. Além disso, o tamanho ḿedio

dos aglomerados finitos não diverge no ponto crı́tico, como usualmente ocorre em percolação,

mas apresenta valor finito e um descontinuidade neste ponto crı́tico [9].

Como contribuiç̃ao para o estudo de fenômenos cŕıticos em redes complexas discutire-

mos neste capı́tulo um modelo de redes em crescimento com adição de śıtios e ligaç̃oes, onde

śıtios s̃ao conectados entre si com uma probabilidade que depende dassuas idades e das suas

conectividades. Atrav́es de simulaç̃oes computacionais e argumentos de escala descreveremos

a transiç̃ao de fase geoḿetrica que ocorre no sistema, e localizaremos a posição do ponto cŕıtico

utilizando a t́ecnica de ańalise de tamanho finito.
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3.2 Modelo

O algoritmo para construção da redée o seguinte:

• Começamos com uma rede pequena, com 2 sı́tios conectados entre si;

• A cada passo temporal acrescentamos 1 sı́tio e 1 ligaç̃ao. Esta nova ligaç̃ao iŕa conectar

dois śıtios (i , j) escolhidos aleatoriamente com uma probabilidade Γ(ki ,k j ,ai,a j , t) =

Γ(ki ,ai, t)Γ(k j ,a j , t), em que

Γ(k,a, t) =C(t)(A0+k)e−α(t−a) , (3.1)

é a probabilidade de que um sı́tio com k vizinhos e adicionadòa rede no instantea ≤ t

receba um link1, e C(t) é o fator de normalização tal que∑i Γ(ki ,ai, t) = 1. Múltiplas

ligações entre dois sı́tios diferentes e ligaç̃oes entre o mesmo sı́tio (auto-ligaç̃oes) s̃ao

proibidas.

O par̂ametroα faz o papel de inverso de uma certa escala de tempoβ , que suprime a atra-

tividade dos śıtios antigos em relação a novas conexões. O casoα = 0 (β → ∞) foi estudado

analiticamente em [39], onde os autores reportaram uma transição de fase de ordem infinita

quando o ńumero de ligaç̃oes adicionadas a cada passo de tempo era variado em torno de um

certo valor cŕıtico. Neste caṕıtulo iremos analisar o efeito da variação do par̂ametro de meḿoria

dos śıtios α, e iremos descrever a transição que ocorre no ponto crı́tico αc, a ser determinado.

Para cada valor deα, foram geradas redes com tamanhos que variam entre 2000 e 15000

śıtios. Geramos 1000 redes para um dado valor deα eN, a partir do estado inicial (com 2 sı́tios

conectados entre si), e nas medidas das quantidades de interesse consideramos médias sobre

estas 1000 realizações. Como os novos sı́tios ñao s̃ao forçados a se conectarem imediatamente

a śıtios quaisquer pŕe-existentes na rede, como nos modelos tipo BA, sempre há a possibilidade

de gerarmos redes com aglomerados isolados. Para cada valorde α, os aglomerados foram

1Note que uma atratividade inicialA0 é necesśaria para os śıtios novos, que temk= 0, participarem da din̂amica.
Neste caṕıtulo, analisaremos o sistema comA0 = 1.
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Figura 3.3: Tamanho relativo ḿedio do maior aglomerado como função do par̂ametroα. Pode-
mos observar um transição de fase em um certo valorαc(N) onde o aglomerado gigante emerge.
Cada pontóe resultado de um ḿedia sobre 103 realizaç̃oes de redes.

identificados pelo algoritmo de busca em largura [40, 41] (breadth-first search, em ingl̂es), e

calculamos o tamanho ḿedio do maior aglomerado〈S(α)〉, normalizado pelo tamanho da rede

N. Esta quantidade nos dá a probabilidade de que um sı́tio escolhido ao acaso pertença ao

maior aglomerado. Esta quantidadeé a que usualmentée usada como parâmetro de ordem em

problemas de percolação em redes complexas, como discutido na seção anterior.

Como discutido na introdução deste capı́tulo, modelos de redes em crescimento com de-

pend̂encia na idade dos sı́tios t̂em aplicaç̃oes em redes de citações de artigos. Ressaltamos que

uma depend̂encia na probabilidade de conexão como a da equação (3.1), ou seja, com ligação

preferencial e dependência exponencial na idade do sı́tios, foi verificada em redes de citações

de artigos de diferentesáreas, como fı́sica, medicina e engenharia, em um trabalho posterior ao

nosso [42].

3.3 Transição de Fase

Os resultados nuḿericos para o parâmetro de ordem e para o número ḿedio de aglom-

erados em funç̃ao do par̂ametroα são exibidos nas figuras 3.3 e 3.4, respectivamente. Podemos
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Figura 3.4: Ńumero ḿedio de aglomerados como função do par̂ametroα. Assim como na
figura 3.3 podemos observar um transição em um certo valorαc(N) onde o aglomerado gigante
emerge. Cada pontóe resultado de um ḿedia sobre 103 realizaç̃oes de redes.

notar que para pequenos valores deα a redeé fragmentada em muitos aglomerados, enquanto

que aṕos um certo valorαc(N), que depende do tamanho da rede, um aglomerado gigante

emerge. Para determinar os valoresαc(N), analisamos as flutuações do par̂ametro de ordem, ou

seja,χ(α,N) = 〈S2〉− 〈S〉2, e identificamos a posição do ḿaximo deχ comαc(N). Os resul-

tados s̃ao mostrados na figura 3.5. A análise de tamanho finito para transições de fase sugere

um deslocamento do tipo lei de potência do ponto crı́tico para sistemas finitos na forma (ver

caṕıtulo 2)

αc(N) = αc(∞)+A N−1/ν , (3.2)

ondeA é uma constante eν = 1/d para transiç̃oes de fase de primeira ordem [19]. No entanto,

os resultados nuḿericos nos sugerem um comportamento do tipo

lnαc(N) = lnαc(∞)−bN−1 , (3.3)

com lnαc(∞)= 1.7171±0.0003 eb= 516.17±0.15 (veja a figura 3.6). No limite termodinâmico,

ou seja, paraN → ∞, obtemosαc(∞) = αc = 5.5682±0.0072.

Um outro comportamento anômalo desta transição é que o par̂ametro de ordeḿe uma
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Figura 3.5: Flutuaç̃ao do par̂ametro de ordem para redes de diferentes tamanhosN como funç̃ao
deα. As curvas tem um comportamento tı́pico de susceptibilidades, e os máximos se deslocam
no eixox quando aumentamos o tamanho da rede. Cada pontoé resultado de um ḿedia sobre
103 realizaç̃oes de redes.
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Figura 3.6: Posiç̃oes dos ḿaximosαc(N) contra o inverso do tamanho da redeN−1. A reta
corresponde ao melhor ajuste numérico, o que nos d́a ln y= 1.7171−516.17x.

função da raz̃aoα/αc, como pode ser visto na figura 3.7. Isto resulta do fato de que,próximo

a αc, a varíavel de escala do tamanho médio do maior aglomerado〈S〉 é x = log(α), como

podemos ver na equação (3.3). Assim, uma função da dist̂ancia na varíavel x se torna uma

função da raz̃ao na varíavelα. É not́avel que o mesmo comportamento ocorre em percolação

em 1 dimens̃ao [43], onde o comprimento caracterı́stico ξ (p) escala com log(p/pc)
−1, que
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pode ser expandido comoξ (p)∼ |p− pc|−1 quandop é suficientemente próximo depc = 1.
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Figura 3.7: Colapso do parâmetro de ordem〈S〉/N, onde utilizamos a funç̃ao de escala α
αc(N) ,

ondeαc(N) = αce−bN−1
. Os valores dos parâmetros s̃aoαc = 5.5682 eb= 516.17.

A analogia com percolação em um sistema unidimensional fica mais clara quando consider-

amos a distribuiç̃ao relativa de tamanhos de aglomerados, istoé, quando medimos a quantidade

de aglomerados com tamanhos, dividido pelo tamanho da redeN, e analisamos esta quanti-

dade em funç̃ao des (veja a figura 3.8). No limiteα → 0, dependendo do número de ligaç̃oes

l adicionadas̀a rede a cada passo de tempo, o sistema pode apresentar uma fase cŕıtica onde

não existe um aglomerado gigante ou uma fase normal com a presença do aglomerado gigante,

como previsto analiticamente em [39]. Como no nosso caso consideramosl = 1, ñao existe um

aglomerado gigante paraα → 0, de acordo com [39], e a rede consiste de muitos aglomerados

de diferentes tamanhoss, distribúıdos de acordo com uma função exponencial decrescente,

n(s)∼ e−s/ξ (α) . (3.4)

Podemos agora notar que a função geral de escala para a distribuição relativa de tamanhos de

aglomeradośe dada porn(s) ∼ s−τe−s/ξ [43], com um tamanho caracterı́stico ξ que diverge

próximo ao ponto cŕıtico comoξ ∼ |p− pc|−ν , e que em uma dimensão temosν = 1 eτ = 0.



3.3 Transiç̃ao de Fase 20

0 200 400 600 800
s

10
-6

10
-5

10
-4

10
-3

10
-2

n(
s)

α = 1.0
α = 2.5
α = 3.0

0 5000 10000 15000
1e-09

1e-08

1e-07

1e-06

1e-05
α=α

 c

Figura 3.8: Distribuiç̃ao relativa de tamanhos dos aglomeradosn(s) paraN = 15000 śıtios e
alguns valores do parâmetroα, na escala log-linear. O decaimento exponencial den(s) para
todos os valores deα sugerem queτ = 0, como no caso do problema de percolação em 1
dimens̃ao. Em destaque, na figura inserida, temosn(s) no ponto cŕıtico αc.

De acordo com a equação (3.4), considerando a forma geral, também temos no nosso caso

τ = 0. Poŕem, como podemos ver em destaque na figura 3.8 (figura inserida), toda a fase na

regĩao α > αc é cŕıtica no sentido em queξ (α ≥ αc) → ∞. Podemos entender este resultado

notando que, quandoα >> αc, a configuraç̃ao estatisticamente mais provável é um linha de

śıtios conectados, ou seja, cada sı́tio se encontra conectado com o seu vizinho imediatamente

anterior no passado (com idade 1 unidade menor). De fato, podemos fazer uma estimativa da

probabilidade de formação de uma linha. Imagine um certo instante da rede onde temos uma

linha de alguns śıtios conectados. Dado que temos a probabilidade de conectar dois śıtios a e

b dada porP(a,b) =C(1+ ka)(1+ kb)e−α(ta+tb), tais que as idades e as conectividades dea e

b são ta, tb, ka e kb, respectivamente, e desprezando em uma primeira aproximac¸ão os termos

com contribuiç̃oes menores quee−4α , a probabilidadePcon de que um śıtio rećem adicionadòa

rede se conectèa linhaé dada por

Pcon=
4
27

(2e−α +3e−2α +3e−3α +3e−4α) . (3.5)

Por outro lado, a probabilidadePnovode um novo aglomerado se formar, ou seja, a probabilidade
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Figura 3.9: Representação esqueḿatica da transiç̃ao geoḿetrica ocorrida nas redes em cresci-
mento estudadas neste capı́tulo. Consideramos redes comN = 500 śıtios e alguns valores de
α: 0.5 (superior esquerda), 1.0 (superior direita), 2.0 (inferior esquerda) e 3.0 (inferior direita).
Observe que nóultimo caso a rede tem um estrutura unidimensional, como discutido no texto.

de que o novo śıtio não se conectèa linha pŕe-existente,́e dada por

Pnovo=
24
27

(4e−4α) . (3.6)

Podemos notar que estas probabilidades são compaŕaveis para 4< α < 5. Poŕem, como sempre

existe a possibilidade de não conectar o novo sı́tio aos pŕe-existentes, podemos concluir que

para valores maiores deα o sistema deve ter propriedades de escala de percolação em uma

dimens̃ao (em outras palavras, uma linha de sı́tios). Uma representação esqueḿatica desta

transiç̃aoé exibida na figura 3.9, onde mostramos o estado final de redes com N = 500 śıtios e

diferentes valores deα. Observe que para o maior valor deα exibido, a rede tem uma estrutura
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Figura 3.10: Ḿaximos da susceptibilidadeχ(αc(N)) contra o tamanho da redeN na escala
log-log. O melhor ajuste dos dados numéricos indica uma diverĝencia do tipo lei de potência
χ(αc)∼ Nγ , comγ = 1.02±0.02.

unidimensional.

Uma outra quantidade que consideramos foi a divergência da susceptibilidade no ponto

cŕıtico. Observamos um comportamento do tipo lei de potência com o tamanho da rede, ou

seja,

χ(αc)∼ Nγ , (3.7)

comγ = 1.02±0.02, como podemos observar na figura 3.10. Suficientemente perto do ponto

cŕıtico αc, podemos aproximar a equação para o deslocamento do ponto crı́tico para sistemas

finitios, equaç̃ao (3.3), por

ln

(

αc(N)

αc(∞)

)

≈ αc(N)−αc(∞)

αc(∞)
∼ N−1 , (3.8)

e de acordo com a equação (3.2) encontramos queν = 1. Esteé exatamente o resultado es-

perado para um transição de fase de primeira ordem em sistemas unidimensionais, baseado em

argumentos de escala e do grupo de renormalização [19].

No limite α → 0, onde os efeitos de idade se tornam suficientemente pequenos, as ligaç̃oes

entre os śıtios s̃ao adicionadas aleatoriamente, e os aglomerados finitos devem ter a topologia
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Figura 3.11: Comportamento de escala do menor caminho médio entre todos os pares de sı́tios
que pertencem ao maior aglomerado de redes de tamanhoN, para valores deα abaixo (es-
querda) e acima do ponto crı́tico αc (direita). A emerĝencia do aglomerado giganteé acom-
panhada por uma mudança na topologia da rede de estiloárvore para quase unidimensional,
como indica a mudança do comportamento de escala do menor caminho ḿedio 〈l〉 de logN
para linear comN.

do tipoárvore, localmente, no limite de redes grandes [39, 44]. Neste limite, podemos esperar

uma depend̂encia logaritmica com o tamanho da redeN do menor caminho ḿedio 〈l(N,α)〉,

definido como [23]

〈l〉= 1
N(N−1)

N

∑
i, j=1

〈l i j 〉 , (3.9)

ondel i j é o menor ńumero de ligaç̃oes que devemos atravessar para sair do sı́tio i e chegar ao

śıtio j, e〈 〉 representa uma ḿedia sobre realizações. Por outro lado, em uma reded−dimensional

o menor caminho ḿedio é proporcional̀a dimens̃ao linearL. Assim, quando aumentamos

o efeito de envelhecimento na rede, aumentando o parâmetroα, esperamos uma transição

geoḿetrica, de redes de mundo pequeno para mundo grande (small to large world, em ingl̂es)

[32], ou matematicamente uma mudança do comportamento logaritmico para linear do menor

caminho ḿedio em funç̃ao do tamanho da rede. Na figura 3.11 exibimos o menor caminho

médio〈l(N,α)〉 para todos os pares de sı́tios do maior aglomerado da rede, com médias sobre

103 realizaç̃oes. Assim como discutido acima, encontramos um comportamento logaritmico de
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〈l〉 comN paraα < αc, enquanto que〈l〉 ∼ N paraα > αc, o que suporta a analogia feita neste

caṕıtulo sobre a ocorrência de uma transição de primeira ordem na mesma classe de universali-

dade de percolação em uma dimensão.

Como observaç̃ao final a este capı́tulo, a distribuiç̃ao de conectividadesP(k) deste problema

é livre de escala somente paraα = 0, em acordo com o cálculo anaĺıtico da refer̂encia [39]. Para

valores maiores deα, temos uma distribuiç̃aoP(k) exponencial, e que se aproxima de uma delta

de Dirac emk = 2 quandoα → αc, o que tamb́em confirma o caŕater unidimensional da rede

paraα > αc

3.4 Conclus̃oes

Neste caṕıtulo estudamos as propriedades de percolação de redes em crescimento com

envelhecimento dos sı́tios e conex̃ao preferencial de ligações. Assim, śıtios introduzidos an-

teriormente no tempo são exponencialmente menos prováveis de receber novas ligações que

śıtios mais “jovens” e estas ligações conectam preferencialmente sı́tios com maior grau (maior

número de vizinhos). No nosso modelo, um sı́tio e uma ligaç̃ao s̃ao adicionados a cada passo

temporal, e o efeito de envelhecimento em um sı́tio com idadea e k vizinhosé controlado pela

mudança de um expoenteα na probabilidade de conexãoP(k,a) ∝ (1+k)e−αa.

Este modelo apresenta uma transição descontı́nua no tamanho relativo do aglomerado gi-

gante: abaixo de um certo valor crı́tico αc existe um ńumero grande de aglomerados topologi-

camente do tipóarvore, e em um ponto crı́tico de primeira ordem um componente gigante de

śıtios linearmente conectados emerge, ou seja, este aglomerado gigante tem uma estrutura uni-

dimensional. Medidas do menor caminho médio 〈l〉 entre todos os pares de sı́tios situados no

maior aglomerado corroboram este resultado: encontramos um comportamento logaritmico de

〈l〉 com o tamanho da redeN paraα < αc, enquanto que〈l〉 ∼ N paraα > αc.

Analisamos as propriedades desta transição atrav́es de simulaç̃oes computacionais, e enco-

tramos que as flutuações do par̂ametro de ordem, quée o tamanho relativo do maior aglomerado,

escalam linearmente com o tamanho do sistema e que, próximo do ponto cŕıtico, o inverso de
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um comprimento caracterı́stico se anula linearmente com a distância ao ponto crı́tico. Estes

resultados sugerem que a transição pertencèa mesma classe de universalidade do problema de

percolaç̃ao em uma dimensão [43].
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4 Otimizaç̃ao de Fluxos em Redes de
Transporte: Transiç̃ao de Ocupaç̃ao e
Padrões de Flutuaç̃ao

Neste caṕıtulo, iremos estudar um modelo de redes de transporte onde ocusto para

transportar matéria em um dado canalé uma funç̃ao ñao-linear do fluxo neste canal. Otimizando

o custo total de transporte podemos mostrar que ocorre uma transiç̃ao ocupaç̃ao-desocupação

na rede, e que o sistema apresenta comportamentos distintosnas duas fases.

4.1 Introdução

Redes de transporte são sistemas desenvolvidos para realizar fluxo eficiente de matéria,

como carros em rodovias, pacotes na Internet, nutrientes emcélulas, gr̃aos em silos e muitos

outros. Um fen̂omeno comum a todos estes sistemasé o congestionamento do tráfego, causado

pelo volume finito de matéria que pode ser transportada na rede e pela capacitade limitada dos

canais de transporte [45, 46, 47, 48]. Fazer previsões sobre congestionamento de tráfego nesses

sistemaśe um problema de grande interesse prático, e tem motivado uma grande quantidade

de esforços em pesquisas interdisciplinares, baseadas emidéias da f́ısica estatı́stica [45, 49, 50,

51, 52, 53], prinćıpios variacionais [54, 55], teoria de redes [56] e outras. Outra quest̃ao de

interesse téorico e pŕatico diz respeitòa otimizaç̃ao do transporte em redes, o que tem sido alvo

de intensa pesquisa nosúltimos anos [57, 58, 59, 60, 61].

Em prinćıpio, o movimento microsćopico de part́ıculas interagentes fluindo numa certa

regĩao pode ser descrito pelas equações de movimento de Newton, que por sua vez podem
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ser devidamente substituı́das por uma formulação Lagrangeana, onde a distribuição de ve-

locidades das partı́culas, ou mais apropriadamente, o fluxo dos pontos no espaço, é obtido

pela minimizaç̃ao da aç̃ao associadàa Lagrangeana [62]. No entanto, desenvolver uma teoria

similar para o tŕafego veicular, por exemplo, torna-se um desafio já que temos que levar em

consideraç̃ao ñao apenas a velocidade dos veı́culos mas tamb́em o efeito das interações com

os outros motoristas que, ao contrário do que ocorre com interações entre partı́culas,é uma

caracteŕıstica particular de cada motorista [63, 64].

Um conceito que levou a um grande avanço na descrição do tŕafegoé o equiĺıbrio do tŕafego

[54, 65], que diz que cada motorista tende a otimizar a escolha de sua rota para minimizar o

tempo de percurso. Suponha que desejamos descrever um sistema de estradas como um grafo

C(L,N) com L canais (ruas) eN śıtios (interseç̃oes ou acessos de entrada/saı́da de véıculos),

e que fi seja o fluxo num certo canali. A variável que ńos temos que otimizar neste casoé o

tempo total de viagem,
L

∑
i=1

t̂i , (4.1)

onde t̂ = ti( fi) · fi é o tempo necessário para todos os veı́culo atravessarem o canali. Se o

fluxo em um determinado canalé suficientemente baixo, os motoristas não interagem uns com

os outros, e o tempo de viageḿe independente do fluxo no canal. No entanto, acima de um

certo fluxo limite, o canal começa a apresentar congestionamento, e o tempo necessário para

atravesśa-lo passa a depender do fluxo [54, 66, 67]. A forma precisa desta depend̂encia est́a

associada a detalhes das condições da estrada, hora do dia e outros [68, 69], e pode ser escrita

simplificadamente como

ti = t̄i +[a fi +b f2
i + ...]θ( fi − fi c) . (4.2)

Em outras palavras, abaixo de um certo limitefi c o sistema ñao apresenta congestionamento, e

o tempo requerido para um veı́culo atravessar um canali do sistemáe dado por um certo valor

médiot̄i queé uma funç̃ao linear do fluxofi neste canal. Porém, se este fluxofi é maior que um

valor limite fi c, termos ñao-lineares devem ser considerados para modelar o congestionamento.

Esse comportamentóe universal, e geralmente representado em um gráfico conhecido como
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diagrama fundamental do tráfego. Ilustramos na figura 4.1 este diagrama fundamental no plano

fluxo F contra densidadeD de véıculos para um estrada (I-94 sentido leste, saı́da Park ave.) do

estado de Minnesota [70].
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Figura 4.1: Diagrama fundamental do tráfego no plano fluxoF (véıculos por hora) contra den-
sidadeD (véıculos/milha) obtido a partir de dados de uma estrada do estado americano de
Minnesota [70]. Observe que temos uma dependência linearF ∝ D para densidades baixas
(observe a reta preta), mas para densidades altas esta dependência passa a ser não-linear.

Suponhamos que veı́culos entrem e saiam do sistema num certo conjunto de ruasE e S,

respectivamente, e que o fluxo total no sistema sejaI . Ent̃ao, os v́ınculos de conservação do

fluxo podem ser escritos como

fi ≥ 0 ,

∑
i∈E

fi = I ,

∑
i∈S

fi = I ,

∑
i 6=E,S

fi = 0 . (4.3)

Assumindo estes vı́nculos, chegamos a uma formulação de tŕafego em rotas que minimizam

o problema, com fluxośotimos dados pela solução das equaç̃oes (4.1 - 4.3).É importante no-

tar que essas idéias podem ser naturalmente estendidas para qualquer rede de transporte, como

mostrado em [71, 72], onde foram obtidos resultados gerais sobre utilizaç̃ao otimizada destes



4.2 Modelo e Soluç̃ao Geral 29

sistemas, sendo o tráfego em rodovias um exemplo particular, relacionando a topologia efetiva-

mente utilizada da rede de transporte com a concavidade da função de custo, ou seja, relacio-

nando custo e fluxo.

Baseado nestas idéias, seŕa discutida a seguir uma formulação Lagrangeana para otimização

de fluxos em redes de transporte [73]. A interação entre os motoristaśe responśavel por uma

transiç̃ao entre uma fase de ocupação densa da rede, onde cada canal disponı́vel é usado de

forma a evitar congestionamento, e uma fase de ocupação esparsa, onde a optimalidade do

problema faz com que o tráfego ocupe apenas as rotas de menor custo.

4.2 Modelo e Soluç̃ao Geral

Vamos considerar uma rede de transporte geral, com uma dada estrutura espacial, onde

existe um fluxo de matéria nos canais devidòa entrada de alguma correnteI no sistema em cer-

tos pontos (fontes), havendo também alguns pontos de saı́da (sorvedouros). Sejafi ≥ 0 o fluxo

ou corrente em cada canali. O estado da rede de transporteé ent̃ao definido pela configuração

de fluxos{ fi} que satisfazem a conservação de fluxo em cada interseção do sistema e que min-

imiza o tempo necessário para transportar cada unidade que flui no sistema de um ponto inicial

ao seu destino. O tempo de transporte em redes com capacidadefinita de transporte, como

rodovias, depende do fluxofi que atravessa cada canali, como discutido acima, de forma que

podemos escrever o custo total de transporte por unidade de tempoE como

E = ∑
i

ei

(

fi +
1
2

f 2
i

)

, (4.4)

onde usamos a forma geral do tempo de viagemti como funç̃ao do tŕafego fi , dada pela equação

(4.2), reescalado em unidades apropriadas, e negligenciamos os termos de ordem cúbica e su-

perior. Na equaç̃ao (4.4) as quantidadesei são os custos associadosà travessia de um canali.

Estes custos incluem, além do tempo de viagemti, outros custos possı́veis, tais como condiç̃oes

do canal, entre outros. Consideremos então um fluxo injetado na redeI , n canais direcionados

e custose1 < e2 < ... < en como mostrado na figura 4.2. Assumindo equilı́brio do tŕafego,
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a configuraç̃ao de fluxosótimos desse sistema será dada pela minimização do problema de

vı́nculos dados por

I

1

����

����

����

f2

fn

I

f

Figura 4.2: Representação esqueḿatica de um sistema comn canais. Dois śıtios s̃ao conectados
por n canais direcionados com fluxosf1, f2,..., fn e custos intŕınsecose1 < e2 < ... < en. Uma
corrente de entradaI é injetada no śıtio da esquerda e removida no sı́tio da direita, garantindo a
conservaç̃ao do fluxo total.

L(λ ) = ∑
i

ei

(

fi +
1
2

f 2
i

)

+λ
(

∑
i

fi − I
)

, (4.5)

onde ńos introduzimos um multiplicador de Lagrangeλ associado ao vı́nculo

∑
i

fi = I . (4.6)

O ḿınimo local da funç̃ao dada pela equação (4.5), tendoλ como par̂ametro,é obtida pela

soluç̃ao do problema∂L(λ )/∂ fi = 0. Obtemos então

fi =−λ
ei
−1 . (4.7)

O multiplicador de Lagrangeλ pode ser eliminado da equação (4.7) com o uso do vı́nculo (4.6).

Assim, a equaç̃ao (4.7) pode ser escrita finalmente como

fi =−1+
n+ I

ei

(

n

∑
j=1

1
ej

)−1

. (4.8)

Da convexidade da função de custo, equação (4.4), temos que esta soluçãoé um ḿınimo global.

No entanto, a soluç̃ao obtida na forma acima pode conter fluxos negativos e, assim, não ser uma

soluç̃ao v́alida. Da equaç̃ao (4.8) obtemos que a corrente mı́nimaI (k)c consistente com o vı́nculo
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Figura 4.3: Figura superior: representação esqueḿatica de um sistema com 2 canais, onde
os dois śıtios s̃ao conectados por 2 canais direcionados com fluxosf1 e f2, custos intŕınsecos
e1 < e2 e uma correnteI é injetada no śıtio à esquerda. Figura inferior: distribuição de fluxos
que minimiza a funç̃ao de custoE, equaç̃ao (4.4) parai = 2, sujeita ao v́ınculo de conservação
f1+ f2 = I . ParaI < Ic = e2/e1−1, obtemosf1 = I e f2 = 0, e somente o canal mais eficiente
é utilizado (o com menor custo, canal 1). ParaI > Ic, os canais 1 e 2 são utilizados, com fluxos
ótimos f1 = I − f2 e f2 = (I − Ic)/(2+ Ic), respectivamente. Exibimos em destaque, na figura
inserida, a fraç̃ao de canais ñao-utilizados, que cai a zero emI = Ic.

fi > 0 para todoi < k e fi = 0 parai ≥ k é

I (k)c =
k

∑
j=1

(

ek

ej
−1

)

. (4.9)

Desta ańalise podemos ver que existe uma hierarquia de correntesI (k)c (k= 2,3, ...,n) abaixo das

quais os canaisk, ...,n não s̃ao utilizados. Podemos quantificar esta análise qualitativa medindo

a fraç̃ao P de canais ñao-utilizados (comfi = 0) na rede, que neste caso varia no intervalo

1/n< P< 1, quandoI < I (k)c , paraP= 0, quandoI > I (k)c . O sistema mais simples neste caso,

parak = 2, já exibe duas configurações diferentes de fluxośotimos, dependendo da correnteI

injetada e do valor limiteIc = I (2)c = e2/e1−1. Como ilustrado na figura 4.3, a configuração

de fluxosótimos apresenta uma mudança de comportamento: paraI < Ic o sistema explora

apenas um dos canais (P= 1/2), enquanto que paraI > Ic é mais eficiente usar os dois canais

(P= 0). Ficou claro com este exemplo simples de dois canais que a quantidadeIc faz um papel
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Figura 4.4: Rede quadrada direcionada usada nas simulações.

fundamental nesta transição, como veremos a seguir.

Outro ponto importante a ser destacadoé que esta formulação Lagrangeana quantifica uma

situaç̃ao real do dia-a-dia. Considere que existem apenas dois caminhos (1 e 2) entre dois pontos

A e B de uma cidade qualquer, e que o tempo necessário para atravessar estes dois caminhos

sejamt1 et2, de forma quet1 < t2 nos hoŕarios de baixo fluxo. Naturalmente, qualquer motorista

que queira ir do pontoA ao pontoB usaŕa o caminho 1, porque neste caso a otimizaçãoé dada

pela minimizaç̃ao do tempo de percurso, et1 < t2. Assim, a otimizaç̃ao deste processo faz com

que tenhamos um fluxof1 6= 0 no caminho 1 e um fluxof2 = 0 no caminho 2. Porém, se v́arios

motoristas tomarem esta mesma decisão, começaŕa a ocorrer congestionamento no caminho 1,

a partir de um certo ńumero de véıculos (associadòa corrente injetadaI ) neste caminho 1. Para

um fluxo de véıculos maior que este valor limite (associadoà corrente cŕıtica Ic do modelo),

seŕa tamb́em vantajoso utilizar o caminho 2, já que agora o novo tempot
′
2 para atravessá-lo

seŕa da ordem do novo tempot
′
1, considerando o congestionamento que se forma no caminho 1.

Assim, o fluxo no caminho 1 irá diminuir (f
′
1 < f1) e o fluxo no caminho 2 será agora diferente
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Figura 4.5: Evoluç̃ao da fraç̃ao de canais ñao-utilizadosP com o tempo de simulação, para
custos distribúıdos uniformemente no intervalo 0< ei < 1000. Para cada valor deI , mostramos
resultados paraN= 102,103,104 e 105. Podemos notar que os estados estacionários s̃ao obtidos
rapidamente, e que este tempo de relaxação ñao varia muito com os parâmetros do sistema. As
curvas s̃ao resultados de ḿedias sobre 103 realizaç̃oes dos custos{ei}.

de zero (f
′
2 > 0). Esta situaç̃aoé exatamente a mostrada na figura 4.3 (inferior).

Na pŕoxima seç̃ao consideraremos o caso mais simples de uma rede quadrada direcionada,

que tem 2 canais entrando e 2 canais saindo de cada sı́tio.

4.3 Resultados Nuḿericos

Vamos nos concentrar a partir de agora na formulação mais simples do problema geral

apresentado na seção 4.2 [74]. Consideremos então o tŕafego em uma rede quadrada dire-

cionada, como a mostrada esquematicamente na figura 4.4. Esta rede pode ser vista também

como uma rede unidimensional, onde o eixo horizontal representa os śıtios e o eixo vertical

o tempo. A soluç̃ao nuḿerica do problema consiste em considerar que as decisões sobre os

caminhos a serem seguidos são tomadas localmente, e em cada interseção (ou śıtio) resolvemos

um problema com 2 canais para determinar a distribuição de fluxośotimos aṕos a interseç̃ao.

Este problema pode ser formulado através das seguintes regras:
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Figura 4.6: Fraç̃ao ḿediaP de canais ñao-utilizados em funç̃ao da corrente de entrada por sı́tio
na redeI , para custos distribuı́dos uniformemente no intervalo 0< ei < 1000. As simulaç̃oes
sugerem que o parâmetro de ordem ñao depende do tamanho da redeN. Resultados s̃ao ḿedias
temporais em 105 passos, e consideramos 103 realizaç̃oes dos custos{ei}.

1. Injetamos um fluxoI em cada um dosN śıtios na parte superior da rede, como mostra a

figura 4.4;

2. Os custosei de cada canal são distribúıdos uniformemente no intervalo 0< ei < 1000;

3. Calculamos o fluxo que sai de cada sı́tio localizado na parte superior da rede, usando a

equaç̃ao (4.8), e levando em conta a corrente crı́tica I (2)c , dada pela equação (4.9);

4. Calculamos o fluxo que chegaàs interseç̃oes seguintes, e consideramos condições de

contorno períodicas para os sı́tios das bordas da rede;

5. Repetimos o procedimento do item 3 para as próximas interseç̃oes;

6. Após descartar o transiente inicial (veja a figura 4.5), medimos as quantidades de inter-

esse.

A respeito dos tempos transientes, eles dependem da corrente injetada por śıtio I , mas ñao

dependem do tamanho da redeN. De forma geral, os tempos de relaxação para os estados
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.7: Representação esqueḿatica da transiç̃ao ocorrida na rede de transporte com topolo-
gia quadrada direcionada, quando aumentamos o valor da corrente de entrada por sı́tio I : (a)
fase de ocupação esparsa, paraI = 10−4, (b) ocupaç̃ao um pouco maior, comI = 10−2, (c)
ocupaç̃ao perto da total, comI = 0.3 e (d) fase de ocupação densa (P→ 0), paraI = 106.

estaciońarios ñao dependem muito dos parâmetros do sistema, como podemos ver na figura

4.5. Seguindo os passos acima, simulamos o problema em redesquadradas direcionadas com

N = 102,103,104 e 105 śıtios. Os resultados mostram que o comportamento da fração ḿedia de

canais ñao-utilizados ñao depende do tamanho da redeN, como podemos ver na figura 4.6.

Assim, com o aumento da corrente de entrada por sı́tio I ocorre uma transiç̃ao desocupação-

ocupaç̃ao da rede, entre uma fase de ocupação esparsa (comP→ 1, para pequenos valores de

I ), onde a distribuiç̃ao de fluxośotimosé dada pela ocupação de apenas alguns canais, de menor

custo, e uma fase de ocupação densa (P→ 0, para valores maiores deI ), onde o sistema ocupa

todos os canais da rede. Na linguagem de tráfego em estradas, podemos dizer que na fase

esparsa os veı́culos tendem a trafegar em ruas selecionadas, ou seja, aquelas que demandam
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Figura 4.8: Fraç̃ao ḿediaP de canais ñao-utilizados em funç̃ao do par̂ametroT = e2/e1−1 para
diferentes valores deI , para o caso onde temos apenas 2 custos distribuı́dos aleatoriamente.
Os resultados são paraN = 104 śıtios, ḿedias temporais em 105 passos e consideramos 102

realizaç̃oes dos custos{ei}.

menos tempo para serem atravessadas, enquanto que na fase densa a grande maioria das ruas

é utilizada pelos véıculos para evitar congestionamentos, quando a capacidadedas estradaśe

excedida. A figura 4.7 mostra uma situação esqueḿatica desta transição. Na figura 4.7 (a)

temos uma situação de corrente injetada por sı́tio extremamente baixa,I = 10−4, onde somente

poucos canais são utilizados, ou seja, o sistema se encontra na fase de ocupação esparsa. Na

figura 4.7 (b) temos o casoI = 10−2, um fluxo injetado por śıtio um pouco maior, e podemos

ver que mais alguns canais são ocupados, em relação à situaç̃ao (a). Na figura 4.7 (c) o fluxo

injetado por śıtio é I = 0.3, e podemos ver uma situação onde o parâmetro de ordemP tem um

valor pequeno, mas ainda temosP> 0. Finalmente, na figura 4.7 (d) o sistema está na fase de

ocupaç̃ao densa (P→ 0), paraI = 106.

Note que estes resultados são para uma distribuição uniforme dos custos, com 0< ei <

1000. Um outra distribuiç̃ao simples e interessante de ser analisadaé a seguinte. Podemos

considerar apenas dois custos diferentes,e1 ee2, mas eles s̃ao distribúıdos da seguinte maneira:

a cada interseção (śıtio) temos dois canais deixando o sı́tio, e escolhemos aleatoriamente com
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10
-2

10
0

10
2

10
4

10
6

10
8

T

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

χ 
(x

10
-3

)

I = 10
2

I = 10
3

I = 10
4

I = 10
5

Figura 4.9: Flutuaç̃ao do par̂ametro de ordemχ = 〈P2〉−〈P〉2 em funç̃ao deT para diferentes
valores deI , para o caso onde temos apenas 2 custos distribuı́dos aleatoriamente. As curvas têm
comportamento tı́pico de curvas de susceptibilidade magnética. Os resultados são paraN = 104

śıtios, ḿedias temporais em 105 passos e consideramos 102 realizaç̃oes dos custos{ei}.

probabilidade 1/2 o custo de um dos canais, ou seja, de acordo com

P(ei) =
1
2

δ (ei −e1)+
1
2

δ (ei −e2) , (4.10)

de forma que se escolhermose1 (e2) para um dos canais, imediatamente atribuiremose2 (e1)

para o outro. Desta forma, apesar de termos apenas dois custos, eles s̃ao distribúıdos de forma

aleat́oria na rede. Note que, independentemente da escolha dos custos para os canais em cada

interseç̃ao, teremos sempre um mesmo valor de corrente crı́tica, queé dada porIc = I (2)c =

e2/e1 − 1, de acordo com a equação (4.9). Para evitar confusão na notaç̃ao, vamos definir

T ≡ Ic = e2/e1−1.

Podemos então analisar o parâmetro de ordem em função desta quantidadeT. Para isso,

fixamos o valore1 = 0.3, e variamos o valor dee2 a partir dee2 = 0.3, ou seja, começamos as

simulaç̃oes a partir deT = 0, e aumentamos gradativamente o valor deT, para um valor fixo de

corrente de entrada por sı́tio I . Os resultados nuḿericos s̃ao mostrados na figura 4.8. A transição

neste caso ocorre no sentido inverso ao do caso da distribuic¸ão uniforme de custo, ou seja,

temos uma transição de uma fase de ocupação densa, para pequenos valores deT, para a fase
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10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

10
7

I

10
2

10
3

10
4

T
m

ax

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

10
7

I

10
0

P
(T

m
ax

,I)

Figura 4.10: Valores deT correspondentes̀as posiç̃oes dos ḿaximos das flutuaç̃oes do
par̂ametro de ordemP, isto é, χ = 〈P2〉 − 〈P〉2, contra a corrente de entrada por sı́tio I (es-
querda) e os correspondentes valores do parâmetro de ordemP(Tmax, I) (direita), ambos na
escala log-log. As retas são os melhores ajustes obtidos dos resultados numéricos, e nos d̃ao
relaç̃oes do tipo lei de potência entre as quantidades do problema,Tmax∼ Iα eP(Tmax, I)∼ I−β ,
com os expoentesα = 0.3127 eβ = 0.0155, conforme discutido no texto.

de ocupaç̃ao esparsa, para grandes valores deT. Este resultadóe fácil de ser compreendido. Já

que o valor dee1 é sempre fixo, então para termosT pequenóe necesśario quee2 seja pequeno,

da ordem dee1. Neste caso, com os dois custos da mesma ordem, não h́a vantagem em se

escolher apenas um dos dois canais em cada interseção para trafegar, e a rede fica praticamente

toda ocupada (P→ 0). Por outro lado, seT é grande significa que o custoe2 é muito maior que

e1, e neste casóe vantajoso sempre utilizar os canais com custoe1, deixando a rede com uma

ocupaç̃ao esparsa quandoe2 >> e1.

Outra quantidade a ser analisadaé a flutuaç̃ao do par̂ametro de ordem, dada porχ = 〈P2〉−

〈P〉2, em funç̃ao deT para diferentes valores deI . Como podemos observar na figura 4.9,

as curvas t̂em comportamento tı́pico de curvas de susceptibilidade magnética, assim como as

flutuaç̃oes do par̂ametro de ordem do problema discutido no capı́tulo 3. Se analisarmos as

posiç̃oesTmax(I) dos ḿaximos das curvas em função da corrente de entrada por sı́tio I , podemos

observar a relaç̃ao

Tmax ∼ Iα , (4.11)
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Figura 4.11: Colapso das curvas do parâmetro de ordemP em funç̃ao do par̂ametroT = e2/e1−
1 para o caso onde temos apenas 2 custos distribuı́dos aleatoriamente. O melhor colapso foi
obtido baseado nas equações (4.11), (4.12) e (4.13), com os expoentesα = 0.0155 eβ = 0.3127.
Os resultados são paraN = 104 śıtios.

ondeα = 0.3127±0.0007 (veja a figura 4.10, lado esquerdo). Da mesma forma, os correspon-

dentes valores do parâmetro de ordemP nos valoresT = Tmax, ou seja,P(Tmax, I), apresentam

uma relaç̃ao do tipo lei de pot̂encia com as correntesI (veja a figura 4.10, lado direito),

P(Tmax, I) ∼ I−β , (4.12)

ondeβ = 0.0155±0.0008. Em outras palavras, podemos definir uma função de escalaf tal

que

P(T, I) = I−β f (T, I−α) , (4.13)

com os expoentesα e β dados acima. A validade destes valores numéricos para os expoentes

pode ser verificada reescalando o gráfico da figura 4.8 com as equações (4.11) e (4.12). Podemos

ver na figura 4.11 que as curvas para todos os valores deI colapsam muito bem. Assim como

aconteceu com o parâmetro de ordem, que não depende do tamanho da redeN pra nenhuma das

duas distribuiç̃oes de probabilidades para os custos, podemos observar que aequaç̃ao de escala

(4.13) tamb́em ñao depende.
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Figura 4.12: Fraç̃ao ḿediaP dos canais ñao-utilizados em funç̃ao da corrente de entrada por
śıtio I para diferentes valores do parâmetroT = e2/e1− 1, para o caso onde temos apenas 2
custos distribúıdos aleatoriamente. Podemos observar uma transição ocupaç̃ao-desocupação
com o aumento deI , apenas para valores deT no intervalo 10< T < 300. Os resultados são
paraN = 104 śıtios, ḿedias temporais em 105 passos e consideramos 102 realizaç̃oes dos custos
{ei}.

Assim como feito com a distribuição aleat́oria dos custos, podemos estudar para o caso atual

o comportamento do parâmetro de ordem com a corrente de entrada por sı́tio I , dado um valor

fixo deT. Da figura 4.8, podemos notar que, dado um valor fixo deT, aumentando a correnteI

para valores deT no intervalo 10< T < 300, podemos observar uma mudança considerável no

valor do par̂ametro de ordem. De fato, as simulações para valores fixos deT mostraram uma

transiç̃ao desocupação-ocupaç̃ao semelhante ao caso da distribuição aleat́oria dos custos, como

podemos ver na figura 4.12.

Analogamente ao que fizemos anteriormente, também encontramos leis de potência entre

as varíaveis do problema paraP em funç̃ao deI , ou seja,

Imax∼ Tγ ,

P(T, Imax)∼ T−δ , (4.14)
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Figura 4.13: Colapso das curvas do parâmetro de ordemP em funç̃ao da corrente de entrada
por śıtio I para diferentes valores deT, para o caso onde temos apenas 2 custos distribuı́dos
aleatoriamente. O melhor colapso foi obtido baseado nas equaç̃oes (4.14), com os expoentes
δ = 0.19 eγ = 3.84, conforme descrito no texto.

e novamente podemos definir uma função de escalag tal que

P(T, I) = T−δ g(I ,T−γ) , (4.15)

em queγ = 3.84±0.03 eδ = 0.19±0.01. Novamente observamos um bom colapso das curvas

baseado nas equações (4.14) (veja a figura 4.13). Observe que, assim como nas equaç̃oes (4.11),

(4.12) e (4.13), as equações (4.14) e (4.15) também ñao apresentam dependência com o tamanho

do sistema. Isto se deve ao fato de injetarmos uma correnteI por śıtio, ou seja, escalamos o fluxo

total linearmente com o tamanho do sistema de modo que o fluxo médio por canal independe

deste.

Ao investigar este problema, podemos também considerar como flutuações no fluxo total

injetado na rede afetam o fluxo médio em um determinado canali. Este procedimento pode

modelar em um sistema de carros em estradas, por exemplo, flutuaç̃oes no tempo de transporte

(flutuaç̃oes internas) e variações no ńumero de carros nas estradas (flutuações externas). Em

hoŕarios de pico ou em fins de semana e feriados observa-se uma variação grande nestes dois

tipos de flutuaç̃ao em sistemas de estradas reais. Sabemos que os tempos de transporte depen-
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Figura 4.14: Previs̃ao do modelo para as flutuações do tŕafegoσi em torno do fluxo ḿedio
〈 fi〉 em cada canali da rede (lado esquerdo). Cada aglomerado de pontos corresponde a um
valor diferente de corrente injetada por sı́tio, no intervalo 2×10−2 ≤ I ≤ 103, e foram tomadas
médias sobre 500 realizações. Podemos observar o comportamento de escalaσi ∼ 〈 fi〉ν , com
ν = 1/2 para a fase esparsa (P → 1) e ν = 1 para a fase densa (P → 0). Exibimos tamb́em
flutuaç̃oes de tŕafego real obtidas a partir de dados do estado americano de Nova Iorque [77]. A
curvay= x1/2+0.5x ajusta bem os dados reais, indicando o mesmo comportamento previsto
pelo nosso modelo (lado direito).

dem do volume de tráfego [veja a equação (4.2)], e ent̃ao carros que eventualmente entram e

deixam uma determinada estrada provocam flutuações no tempo de tráfego. Por outro lado, se

o volume total de véıculos em uma determinada estrada varia, em horário de pico, por exem-

plo, o tempo de tŕafego tamb́em varia no sistema. Estas duas fontes de flutuações de tŕafego

podem ser modificadas separadamente no modelo [75], permitindo que estudemos independen-

temente seus efeitos em certas propriedades do sistema, como o comportamento das flutuações

do tŕafego em um dado canali, dada por

σi = (〈 f 2
i 〉−〈 fi〉2)1/2 , (4.16)

em funç̃ao do fluxo ḿedio neste canali, 〈 fi〉 [76]. Nós calculamos, para cada canali, o fluxo

médio e a flutuaç̃aoσi para diferentes valores do fluxo de entrada por sı́tio na redeI . O resultado

encontrado foi de que na fase esparsa (P→ 1) as flutuaç̃oes escalam comσi ∼ 〈 fi〉1/2 e na fase

densa (P → 0) as flutuaç̃oes escalam comσi ∼ 〈 fi〉 (veja a figura 4.14, lado esquerdo), assim

como observado em vários sistemas reais, como a internet, por exemplo [76]. Além disso,

coletamos dados de tráfego real em perı́odos de 1 ano (entre 2001 e 2009), com resolução de 1
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hora ou menos, em 1500 segmentos de estrada do estado de Nova Yorque, nos Estados Unidos

[77]. A figura 4.14 (lado direito) mostra a flutuação do tŕafego obtida a partir destes dados.

Observa-se claramente os dois regimes de escala, como reproduzido pelo modelo.

4.4 Conclus̃oes

O objetivo central deste capı́tulo foi determinar distribuiç̃oesótimas de fluxos em redes de

transporte. Propomos uma formulação Lagrangeana para o problema mais geral possı́vel, e

que pode ser resolvido analiticamente. Além disso, simulamos o sistema em redes quadradas

direcionadas comN = 102,103,104 e 105 śıtios. Mostramos que existe um corrente limiteIc

acima da qual o sistema usa os dois canais que saem de cada sı́tio da rede, e abaixo da qual

é mais vantajoso usar apenas um destes dois canais, o que tem omenor custo. Neste sentido,

podemos concluir que a topologia conduz a dinâmica nesta rede de transporte.

A corrente limiteIc est́a relacionada aos custos de utilização dos canais, e mostramos que

esta quantidade tem um papel muito importante no comportamento desta rede de transporte.

Este fato fica bastante claro quando analisamos a fração dos canais ñao-utilizadosP como

função desta corrente limiteIc. Os resultados mostram que uma transição de fase ocorre no

sistema entre uma fase de ocupação densa (P→ 0) e outra de ocupação esparsa (P→ 1). Al-

gumas relaç̃oes do tipo lei de potência foram encontradas entre quantidades importantes do

problema, e determinamos expoentes caracterı́sticos.

Do ponto de vista prático, como por exemplo em aplicações a tŕafego de estradas,é mais

interessante analisar a quantidadeP como funç̃ao do fluxo inicial injetado por sı́tio I na rede.

Neste caso, uma transição de fase tamb́em ocorre na rede. Na linguagem de tráfego de véıculos,

para fluxo total baixo existem muitos caminhos não utilizados, e o tŕafego em caminhos con-

gestionados pode ser reencaminhado para outros caminhos deforma a evitar engarrafamentos, e

ent̃ao o tŕafego relativoσi/〈 fi〉 diminui com o fluxo. Por outro lado, quando o sistema está com

um volume muito grande de veı́culos, como em horários de pico e fins de semana, a maioria

das rotaśe utilizada, e as flutuações escalam linearmente com o fluxo médio. Estes diferentes
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padr̃oes de flutuaç̃ao foram observados em vários sistemas reais [76], e foram corretamente

previstos pelo modelo apresentado neste capı́tulo.

Na fase densa, flutuações no tŕafego total podem induzir fortes flutuações no fluxo que

atravessa cada canal, de forma que os fluxos em alguns determinados canais eventualmente

superam os valores limites, levando a congestinamentos. Assim, a transiç̃ao de uma fase esparsa

para uma fase densa pode ser intrepretada como uma transição topoĺogica na distribuiç̃ao de

fluxos, e pode estar diretamente relacionada com congestionamento.
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5 Transiç̃oes de Fase de Ñao-Equiĺıbrio
em Sistemas Magńeticos com
Dinâmica Conflitiva

Neste caṕıtulo, estudaremos as transições de fase que ocorrem em modelos de spins

na presença de campos magnéticos locais que flutuam no tempo, de acordo com uma certa

distribuiç̃ao de probabilidades. Os resultados são baseados nas referências [79, 80].

5.1 Introdução

Modelos de Ising na presença de campos magnéticos aleat́orios (Random Field Ising

models, ou RFIM’s, em ingl̂es) t̂em sido extensivamente estudados nosúltimos 30 anos [81,

82, 83], especialmente após a realizaç̃ao experimental destes sistemas em antiferromagne-

tos dilúıdos, tais como FexMg1−xCl2 e FexZn1−xF2 [82, 84, 85], na presença de um campo

magńetico uniforme [86, 87]. V́arias t́ecnicas analı́ticas e nuḿericas foram utilizadas para es-

tudar o modelo no equilı́brio, entre as quais destacamos a Teoria do Campo Médio [88, 89,

90, 91, 92], o Grupo de Renormalização [93, 94, 95], as Simulações de Monte Carlo (MC)

[96, 97] e ḿetodos algoritmicos exatos a temperatura nula [98]. Porém, o comportamento

cŕıtico do sistema fora do equilı́brio [99] é pouco conhecido, tendo sido desenvolvida apenas a

Teoria do Campo Ḿedio para o modelo [100], além de estudos exatos em redes unidimensionais

[101, 102, 103].

Considerando os modelo magnéticos de equilı́brio, existem dois tipos de desordem: tem-

perada (quenched, em ingl̂es) e recozida (annealed, em ingl̂es) [81]. Na desordem temperada



5.1 Introduç̃ao 46

as varíaveis aleat́orias flutuam no espaço mas não flutuam no tempo, ou seja, associamos difer-

entes valores das variáveis aleat́orias a diferentes pontos do espaço (em cada sı́tio ou cada

acoplamento, por exemplo), mas durante a evolução temporal do sistema estas variáveis ñao

se alteram, e temos apenas as flutuações relativas̀a mudança de estado dos spins. No caso da

desordem recozida, as variáveis aleat́orias do sistema, além de flutuarem no espaço, também

flutuam no tempo, porém esta flutuaç̃ao no tempóe correlacionada com a flutuação dos spins.

Assim, existem duas escalas de tempo diferentes em sistemasmagńeticos desordenados: uma

para as flutuaç̃oes dos spins e outra para as flutuações das variáveis aleat́orias [18, 81].

Apesar de existir um consenso de que os modelos de equilı́brio com desordem temperada

são boas representações téoricas de situaç̃oes realistas em fı́sica [104], algumas controvérsias

persistem, e a interpretação de resultados experimentais por modelos deste tipo nãoé muito sat-

isfatória [81, 104, 105, 106]. Considerando os vidros de spin, por exemplo, modelos com desor-

dem temperada como o de Edwards-Anderson (EA) [107] negligenciam a difus̃ao de desordem

de ı́ons maǵeticos. Esta difus̃ao modifica constantemente a distância entre cada par de spins

em certos materiais como ligas magéticas dilúıdas (CuMn, por exemplo) e, consequentemente,

podem ocorrer variaç̃oes das interaç̃oes de troca tanto no espaço quanto no tempo [106]. Da

mesma forma, podemos imaginar outros sistemas desordenados nos quais as variáveis aleat́orias

de interesse variam no espaço e no tempo, como modelos com campos magńeticos aleat́orios.

Estes efeitos, porém, ñao s̃ao corretamente descritos pelos modelos de equilı́brio com desor-

dem recozida. Por exemplo, a flutuação no tempo das interações de troca dos spins na versão

recozida do modelo EA [108]́e vinculada ao equilı́brio entre a distribuiç̃ao das interaç̃oes e o

sistema de spins [105]. Assim, a desordem tende a ser fortemente correlacionada, o que não

é observado em sistemas reais [105]. Como consequência, a vers̃ao recozida do modelo EA

não exibe um estado de vidro de spins [108]. Além disso, modelos de equilı́brio com campos

aleat́orios tamb́em apresentam problemas na descrição de resultados experimentais. Enquanto

as vers̃oes recozida e temperada do RFIM prevêem transiç̃oes de fase contı́nuas entre os esta-

dos ordenado e desordenado1 [96, 97, 109], experimentos em antiferromagnetos diluı́dos como

1Existem ainda algumas controvérsias sobre a ordem da transição no RFIM, mas simulações recentes sugerem
fortemente a ocorrência de transiç̃oes cont́ınuas [96, 97].
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FexMg1−xCl2, que s̃ao prot́otipos de realizaç̃oes experimentais de sistemas sob a ação de cam-

pos magńeticos aleat́orios, mostraram que estes materiais exibem transições de fase de primeira

ordem em baixas temperaturas [110].

Assim, existe uma discussão na literatura de que modelos de não-equiĺıbrio podem ser

relevantes para explicar alguns comportamentos macroscópicos ainda ñao completamente en-

tendidos de certos materiais que apresentam desordem microsćopica, como os vidros de spins

e sistemas reais com comportamento tı́pico de sistemas com campos aleatórios [105], como os

citados antiferromagnetos acima. Para este propósito, modelos de ñao-equiĺıbrio na presença

de campos aleatórios (Nonequilibrium Random Field Ising Models, ou NRFIM’s, em ingl̂es),

definidos pelo Hamiltoniano

H =−J ∑
<i, j>

sisj −∑
i

hisi , (5.1)

vêm sendo estudados. Na equação (5.1),si = ±1, a primeira soma representa a interação de

troca (constante) entre pares de primeiros vizinhos e o segundo termo modela a interação com

um campo magńetico local. Observe que o Hamiltoniano acimaé o mesmo que descreve os

modelos de equilı́brio com desordem temperada, que são caracterizados por uma configuração

congelada de desordem{hi}, na qual as variáveis aleat́oriashi flutuam no espaço mas se mantém

fixas no tempo. Em outras palavras, o sistema apresenta diferentes valores de campo magnético

em cada śıtio i, e estes valores se mantém fixos durante a evolução temporal. Por outro lado, o

NRFIM é descrito a cada instante de tempo pelo Hamiltoniano da equação (5.1), e os campos

aleat́orios{hi} são distribúıdos de acordo com uma dada distribuição de probabilidadesP(hi).

A diferença para o modelo de equilı́brio é que neste caso os valores{hi} são, a cada passo

de tempo, um conjunto de variáveis aleat́orias independentes distribuı́das de acordo comP(hi).

Assim, podemos assumir que os spins e o campo local comportam-se independentemente um do

outro, e um estado estacionário é atingido assintoticamente [100, 102]. Istoé consistente com

observaç̃oes de efeitos de não-equiĺıbrio, por exemplo, a inflûencia de detalhes do processo

dinâmico (cińetica) nos estados estacionários de alguns sistemas reais [102].

O estudo de modelos de não-equiĺıbrio definidos pela equação (5.1) mostrou uma rica var-
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iedade de fen̂omenos cŕıticos. Os resultados conhecidos revelam um comportamentocŕıtico

não-universal, que geralmente depende de detalhes da dinâmica como difus̃ao de desordem,

isto é, propriedades da distribuição de probabilidades das variáveis aleat́orias, e das taxas

de transiç̃ao escolhidas. Além disso, modelos de não-equiĺıbrio podem ser relevantes para a

descriç̃ao téorica de certos sistemas reais [105], como materiais magnéticos sob a aç̃ao de cam-

pos magńeticos que flutuam rapidamente no tempo, ou sistemas com uma rápida e aleatória

difusão de desordem, como vidros de spins e sistemas magnéticos que apresentam comporta-

mento t́ıpico de sistemas sob a ação de campos aleatórios [101].

Vale ressaltar tamb́em que modelos de não-equiĺıbrio como os definidos pelo Hamiltoniano

da equaç̃ao (5.1) śo foram estudados no limite de campo médio [100] e em redes unidimen-

sionais [101, 102, 103]. Em simulações de Monte Carlo só foi considerado o caso onde os

acoplamentos entre spins flutuam no espaço e no tempo, na ausência de um campo magnético

externo [106].

Com base nestas motivações, apresentamos neste capı́tulo o estudo do comportamento

cŕıtico de modelos magnéticos de ñao-equiĺıbrio na presença de desordem no campo magnético

local, baseados no Hamiltoniano da equação (5.1). Foram realizadas simulações de Monte

Carlo em sistemas definidos em redes quadradas e cúbicas, e a caracterização das transiç̃oes de

fase que ocorrem no modeloé discutida a seguir.

5.2 Modelo

Vamos consider o sistema na presença de um banho térmicoà temperaturaT e de um

campo magńetico aleat́orio, e quée descrito pelo Hamiltoniano da equação (5.1). Definiremos

este modelo em redes regulares de tamanho linearL, com o campo aleatório {hi} seguindo uma

dada distribuiç̃ao de probabilidadesP(hi), que seŕa definida nas seções seguintes. Qualquer

configuraç̃ao do sistemas= {si} evolui estocasticamente com o tempo por mudanças no estado

dos spins dadas de acordo com a taxa de transição

ω(si →−si) = min{1,exp(−δHi/T)} , (5.2)
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Figura 5.1: Evoluç̃ao da magnetização por spin com o tempo de Monte Carlo para o caso da
rede quadrada comσ = 0.2 eL = 128. Exemplos de intensidades do campo magnéticoho fraca
(esquerda) e forte (direita) são mostrados.

que corresponde ao algoritmo de Metropolis [111], eδHi é o custo associado para virar o spin

na posiç̃ao i (consideramos, por simplicidade, que a constante de Boltzmann é k = 1). Em

outras palavras, se a mudança no estado de um spini diminui a energia do sistema, aceitamos

esta mudança; caso contrário, aceitaremos o novo estado com probabilidade exp(−δHi/T).

Para a implementação nuḿerica do sistema, o algoritmóe o seguinte:

• geramos uma rede de dimensão linearL com os spins orientados aleatoriamente, e con-

sideramos condiç̃oes de contorno periódicas;

• a cada passo de tempo, uma nova configuração de campos aleatórios {hi} é gerada de

acordo com a distribuiç̃ao P(hi). Em seguida, cada sı́tio da redeé visitado, e o spin

correspondentée virado de acordo com a taxa de transição dada pela equação (5.2);

• aṕos atingir o estado estacionário, podemos calcular as quantidades fı́sicas de interesse.

Em outra palavras, as variáveis aleat́orias{hi} não flutuam somente no espaço, mas também flu-

tuam no tempo, istóe, o sistemáe descrito a cada passo de tempo pelo Hamiltoniano da equação

(5.1), com as variáveis{hi} distribúıdas de acordo com uma dada distribuiçãoP(hi). Assim, o

sistema apresenta duas escalas de tempo caracterı́sticas diferentes, uma para as flutuações dos
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Figura 5.2: Magnetizaç̃ao por spin como funç̃ao da temperatura para o caso da rede quadrada,
com L = 128, σ = 0.0 e alguns valores tı́picos da intensidade do campo magnético ho. Para
intensidadesho ≥ 2.0 o sistema se encontra na fase paramagnética, mas para todos os outros
valores menores deho podemos observar uma transição cont́ınua entre as fases ordenada e
desordenada. Os sı́mbolos (ćırculo, quadrado, etc) são resultados das simulações, enquanto que
as linhas s̃ao apenas guias para os olhos.

spins e outra para as flutuações do campo magnético aleat́orio, e neste caso, ao contrário do

que ocorre no modelo de equilı́brio com desordem recozida, estas duas flutuações s̃ao indepen-

dentes uma da outra (uma discussão formal sobre isto pode ser encontrada na referência [105],

caṕıtulo 7).

Nas pŕoximas seç̃oes apresentaremos nossos resultados numéricos.

5.3 Simulaç̃oes na Rede Quadrada

No caso da rede quadrada, temosN = L2 spins no sistema. A distribuição de probabil-

idades que usaremos será uma gaussiana dupla [90],

P(hi) =
1
2

1√
2πσ2

{

exp

[

−(hi −ho)
2

2σ2

]

+exp

[

−(hi +ho)
2

2σ2

]}

, (5.3)

queé dada pela superposição de duas distribuiç̃oes gaussianas centradas em±ho e com largura

σ cada. Esta distribuiç̃ao apresenta como casos limites as distribuições gaussiana (paraho = 0)
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e bimodal (paraσ → 0). Consideramos nas simulaçõesL= 32,64,128,256 e 512, e usamos por

simplicidadeJ = 1. Analisamos os seguintes valores dos parâmetros: 0.0< ho < 3.0, 0.01<

T < 4.0 eσ = 0.0,0.1,0.2,0.3,0.4 e 0.5. Os resultados para todos os valores dos parâmetros

sugerem que os efeitos de tamanho finito são menos pronunciados paraL≥ 128. Podemos testar

a relaxaç̃ao do sistema para os estados estacionários monitorando a magnetização como funç̃ao

do tempo de MC. Encontramos que, dado um valor fixo deσ , os estados estacionários s̃ao

atingidos mais facilmente para menores valores deho, e demoram mais para serem atingidos

para valores maiores deho, como mostrado na figura 5.1. Assim, utilizamos 104 passos de

MC para relaxaç̃ao do sistema e 106 passos de MC para calcular as médias das quantidades de

interesse (aṕos descartar os passos para atingir os estados estacionários).

Vamos começar com o caso mais simples,σ = 0.0, queé o limite da distribuiç̃ao bimodal.

Os resultados para a magnetização por spin como funç̃ao da temperatura são mostrados na

figura 5.2, paraL = 128 e alguns valores deho. Estes resultados sugerem que o sistema passa

continuamente do estado ferromagnético (comm= 1) para o estado paramagnético (comm→

0) para valores da intensidade do campoho <∼ 2.0. Para valores maiores deho, o sistema se

encontra na fase paramagnética.

Se considerarmos uma largura finita para a distribuição dada pela equação (5.3), por exem-

plo σ = 0.2, veremos que o comportamento do sistema muda. De fato, se observarmos os re-

sultados para a magnetização por spin como funç̃ao da temperatura (veja a figura 5.3), podemos

notar que as curvas são qualitativamente similares aos resultados paraσ = 0.0, com transiç̃oes

cont́ınuas entre as fases paramagnética e ferromagńetica. Poŕem, para valores próximos de

ho = 2.0 ocorrem descontinuidades nas curvas da magnetização, o quée um indicativo de que

a transiç̃ao nesta região pode ser de primeira ordem. Os saltos ficam mais claros quando anal-

isamos a magnetização como funç̃ao da temperatura para diferentes tamanhos de rede, como

mostrado na figura 5.4.

Para a correta caracterização da transiç̃ao descontı́nua, devemos analisar as flutuações do
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Figura 5.3: Magnetizaç̃ao por spin como funç̃ao da temperatura para o caso da rede quadrada,
comL= 128,σ = 0.2 e alguns valores tı́picos da intensidade do campo magnéticoho. Podemos
observar quem diminui continuamente com o aumento deT para valores pequenos deho, mas
ocorrem saltos na magnetização para valores próximos deho = 2.0.

par̂ametro de ordem, dadas por

χ(T) = L2 〈m2〉−〈m〉2

T
, (5.4)

em que〈 〉 é a ḿedia temporal ou ḿedia de MC [106]. A susceptibilidade como função da

temperaturáe exibida na figura 5.5 (a)2. Como discutido no capı́tulo 2, as posiç̃oes dos picos

da susceptibilidade crescem com o tamanho linear do sistemana forma

χmax∼ La, (5.5)

ondea= d para transiç̃oes de fase de primeira ordem [19],d é a dimens̃ao da rede (d = 2 no

nosso caso) ea= γ/ν < d para transiç̃oes cont́ınuas. Ajustando os dados numéricos deχmax

nós podemos obter, paraho = 2.0, que [veja a figura 5.5(b)]

χmax∼ Lb, (5.6)

2Mostramos a susceptibilidade para umúnico tamanho de rede,L = 128, porque as curvas crescem muito
rapidamente comL.
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Figura 5.4: Magnetizaç̃ao por spin como funç̃ao da temperatura para o caso da rede quadrada,
comσ = 0.2, ho = 2.0 e diferentes tamanhos de rede. Podemos observar saltos nascurvas para
todos os tamanhos.

em que

b= 2.08±0.03, (5.7)

o queé compat́ıvel com uma transiç̃ao de primeira ordem. Assim, paraσ = 2.0 eho = 2.0, as

simulaç̃oes sugerem que uma transição de fase de primeira ordem ocorre no sistema, em baixas

temperaturas. Verificamos um comportamento similar, ou seja, saltos na magnetização, com os

máximos da susceptibilidade divergindo comL2, para outros valores da largura da distribuição

σ , comoσ = 0.1 e 0.3, com curvas similares̀as apresentadas nas figuras 5.4 e 5.5. Numerica-

menteé dif́ıcil determinar o valor limiteσcrit acima do qual temos somente transições cont́ınuas.

Poŕem, as simulaç̃oes sugerem que paraσ > 0.3 não ocorrem transiç̃oes de primeira ordem [79].

Realizamos tamb́em um ćalculo preliminar dos expoentes crı́ticos na regĩao de campo

magńetico fraco, com o objetivo de verificar se o sistema segue as tradicionais equaç̃oes de

escala para tamanhos finitos de transições cont́ınuas (veja a seção 2.2). Assim, escolhemos os

valoresσ = 0.2 eho = 0.5, para os quais as simulações sugerem transições de fase contı́nuas

(veja a figura 5.3), e calculamos a magnetização e a susceptibilidade para vários tamanhos de

rede. A temperatura crı́tica no limite termodin̂amico,Tc =Tc(L→∞) foi obtida extrapolando os
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Figura 5.5: Susceptibilidadeχ como funç̃ao da temperatura para o caso da rede quadrada, com
σ = 0.2, ho = 2.0 eL = 128 (a) e posiç̃oes do ḿaximos da susceptibilidadeχmax contraL na
escala log-log para alguns tamanhos de rede (b). A retaé o melhor ajuste dos dados, e tem
inclinaç̃ao 2.08. Descartamos o menor tamanhoL = 32 para o ajuste, para minimizar os efeitos
de tamanho finito.

valoresTc(L) dados pelas posições dos ḿaximos da susceptibilidade, e para este caso achamos

Tc = 2.125±0.001. O expoenteν , relacionadòa diverĝencia do comprimento de correlação,

foi calculado por meio do cumulante de Binder [112],

UL = 1−
[ 〈m4〉

3〈m2〉2

]

, (5.8)

que obedecèa seguinte equação de escala para tamanhos finitos:

UL = ŨL((T −Tc) L1/ν), (5.9)

ondeŨL é uma funç̃ao de escala que não depende do tamanho da rede. Na figura 5.6 exibimos

o cumulante de Binder para alguns tamanhos de rede (a) e o melhor colapso dos dados (b),

baseado na equação (5.9), obtido com o valor acima mencionado da temperaturacŕıtica Tc e

ν = 1.027±0.010. O expoenteβ , que caracteriza o comportamento da magnetização pŕoximo

ao ponto cŕıtico Tc, foi calculado de forma a nos dar o melhor colapso dos dados das curvas

da magnetizaç̃ao. Na figura 5.7 ńos mostramos as curvas da magnetização por spin contra

temperatura (a) e o melhor colapso dos dados (b), baseado nasequaç̃oes tradicionais de escala
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Figura 5.6: Cumulante de BinderUL, Eq. (5.8), como funç̃ao da temperatura para o caso da
rede quadrada, comσ = 0.2, ho = 0.5 e alguns tamanhos de rede (a) e o melhor colapso dos
dados (b), baseado na equação (5.9). Os valores crı́ticos s̃ao Tc = 2.125 eν = 1.027, como
discutido no texto.

para tamanhos finitos,

Tc(L) = Tc−a L−1/ν ,

m(T,L) = L−β/νm̃((T −Tc) L1/ν), (5.10)

ondea é uma constante e ˜m é uma funç̃ao de escala (ver seção 2.2). Das equações acima, en-

contramosβ = 0.068±0.003. Assim como no casoσ = 0.2 eho = 2.0, neste caso os ḿaximos

da susceptibilidade crescem muito rapidamente com o tamanho da rede. Assim, exibimos so-

mente um tamanho de rede,L = 128, para compararmos com o casoσ = 0.2 eho = 2.0. Estes

máximos crescem com o tamanho do sistema com a tradicional leide pot̂encia, istóe,

χmax∼ Lγ/ν , (5.11)

ondeγ/ν = 1.715±0.049. Para o valor obtido deν , ν = 1.027, temos queγ = 1.763±0.001.

Em outras palavras, as equações usuais de escala para sistema finitos, no caso de transições

de fase contı́nuas, Eqs. (5.10) e (5.11), são v́alidas no caso deste modelo de não-equiĺıbrio

[79]. Este era o proṕosito deste ćalculo de expoentes; como eles dependem dos parâmetros da

distribuiç̃ao de desordem (σ eho) est́a aĺem dos nossos objetivos.

Para resumir os resultados obtidos, e levando em considerac¸ão as temperaturas crı́ticas cal-
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Figura 5.7: Magnetizaç̃ao por spin como funç̃ao da temperatura para o caso da rede quadrada,
com σ = 0.2, ho = 0.5 e alguns tamanhos de rede (a) e o melhor colapso de dados (b).Este
colapso foi obtido comTc = 2.125,β = 0.068 eν = 1.027, como discutido no texto.

culadas pelo processo de extrapolação discutido acima para vários valores deho e σ , exibimos

na figura 5.8 um esboço do diagrama de fases do modelo, no plano temperaturaT contra intensi-

dade do campo aleatório ho, para alguns valores deσ [79]. Observe que a transição de primeira

ordem, representada por uma linha pontilhada, não ocorre no caso limite da distribuição bi-

modal (σ = 0.0) e nem no casoσ = 0.5, como discutido no texto.

5.4 Simulaç̃oes na Rede Ćubica

No caso da rede cúbica, temosN = L3 spins no sistema. A distribuição de probabili-

dades que usaremos será uma bimodal,

P(hi) =
1
2

δ (hi −ho)+
1
2

δ (hi +ho) . (5.12)

Estudamos sistemas em redes cúbicas de tamanhosL = 10,12,16,20,24,30,40 e 60. Anal-

isamos os seguintes valores dos parâmetros: 0.0< ho < 5.0 e 0.01< T < 10.0. Os resultados

para todos os valores da intensidade do campo magnéticoho sugerem que os efeitos de tamanho

finito são menos pronunciados paraL ≥ 16. Assim como no caso da rede quadrada, testamos

a relaxaç̃ao do sistema para os estados estacionários monitorando a magnetização como funç̃ao

do tempo de MC. Encontramos que os estados estacionários s̃ao atingidos rapidamente para
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Figura 5.8: Esboço do diagrama de fases do modelo para o casoda rede quadrada, separando
as fases Paramagnética (P) e Ferromagńetica (F), paraσ = 0.0,0.2 e 0.5. Os śımbolos (ćırculo,
quadrado e trîangulo) s̃ao resultados das simulações, enquanto as linhas são apenas guias para
os olhos. Linhas cheias (pontilhadas) representam transic¸ões de fase contı́nuas (de primeira
ordem).

valores pequenos e grandes deho, como mostrado na figura 5.9. Assim, utilizamos 5× 103

passos de MC para relaxação do sistema e 3×106 passos de MC para calcular as médias das

quantidades de interesse (após descartar os passos para atingir os estados estacionários).

Os resultados para a magnetização por spin como funç̃ao da temperatura são mostrados

na figura 5.10, paraL = 60 e v́arios valores deho. Estes resultados sugerem que o sistema

passa continuamente do estado ferromagnético (comm= 1) para o estado paramagnético (com

m→ 0) para valores da intensidade do campoho <∼ 3.7. Para maiores valores deho, a transiç̃ao

entre os estados estacionários se torna descontı́nua, o quée um indicativo de que a transição

nesta regĩao pode ser de primeira ordem [veja a figura 5.11 (a)]. Paraho >∼ 4.3 o sistema se

encontra na fase paramagnética.

Assim como fizemos para o caso da rede quadrada, para a corretacaracterizaç̃ao da transiç̃ao

descont́ınua devemos analisar as flutuações do par̂ametro de ordem, dadas por

χ(T) = L3 〈m2〉−〈m〉2

T
. (5.13)
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Figura 5.9: Evoluç̃ao da magnetização por spin com o tempo de Monte Carlo para o caso da
rede ćubica comL = 16. Exemplos de intensidades do campo magnéticoho fraca (esquerda) e
forte (direita) s̃ao mostrados.

A susceptibilidadeχ(T) como funç̃ao da temperaturáe exibida na figuras 5.12 (a) e 5.13 (a),

onde podemos facilmente distinguir entre dois comportamentos diferentes, para transições de-

scont́ınuas (ho = 4.0) e cont́ınuas (ho = 3.5), respectivamente. Como discutido na seção ante-

rior [79], as posiç̃oes dos picos da susceptibilidade crescem com o tamanho linear do sistema

na forma

χmax∼ La, (5.14)

ondea= d para transiç̃oes de fase de primeira ordem [19],d é a dimens̃ao da rede (d = 3 no

nosso caso) ea= γ/ν < d para transiç̃oes cont́ınuas. Ajustando os dados numéricos deχmax

nós podemos obter, paraho = 4.0, que [veja em destaque na figura 5.12(a)]

χmax∼ Lb, (5.15)

em que

b= 3.05±0.05, (5.16)

o queé compat́ıvel com uma transiç̃ao de fase de primeira ordem. Além disso, o caráter de

primeira ordem de transição é confirmado pelo comportamento de outras quantidades: o cu-

mulante de Binder [112], dado pela equação (5.8), que apresenta um mı́nimo bem definido

próximo da temperatura crı́tica [113] e o histograma da magnetização pŕoximo deTc, que ap-
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Figura 5.10: Magnetização como funç̃ao da temperatura para o caso da rede cúbica, comL= 60
e valores t́ıpicos da intensidade de desordemho. Podemos observar transições de fase contı́nuas
entre os estados estacionários ferromagńeticos e paramagnéticos para os menores valores deho,
mas para valores próximos deho = 4.0 o sistema apresenta transições descontı́nuas. Para desor-
dens mais elevadas, o sistema se encontra no estado paramagnético para qualquer temperatura.

resenta dois picos [veja a figura 5.12 (b)]. Por outro lado, para ho = 3.5 encontramos a relação

χmax∼ L2.63 [veja a figura 5.13 (b)], confirmando o caráter cont́ınuo da transiç̃ao [veja tamb́em a

figura 5.14 (a)], como observado anteriormente. A transição descontı́nua tamb́em ocorre no mo-

delo para outros valores deho (3.9,4.1,4.2, por exemplo), e o comportamento discutido acima

(χmax ∼ Ld, histogramas da magnetização m com dois picos e um ḿınimo bem definido do

cumulante de Binder), sugerindo que transições de fase de primeira ordem ocorrem no modelo

para uma pequena faixa de valores da intensidade do campo magnético ho, em baixas tempe-

raturas. Por outro lado, para altas temperaturas a transição é claramente contı́nua, indicando

portanto a ocorr̂encia de um ponto tri-crı́tico a temperatura finita, onde as fases ferromagnética

e paramagńetica se tornam id̂enticas. A localizaç̃ao exata deste ponto tri-crı́tico é dif́ıcil de ser

determinada numericamente, mas as simulações sugerem que ele esteja localizado no intervalo

3.7 < ho < 3.8 (veja a figura 5.14). Este cenário é diferente do apresentado pelo NRFIM na

rede quadrada [79] e na abordagem de campo médio [100], quando consideramos a taxa de

transiç̃ao de Metropolis. Enquanto o caso 2Dé compat́ıvel com uma transiç̃ao cont́ınua entre
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Figura 5.11: Magnetização por spin como funç̃ao da temperatura para o caso da rede cúbica,
comho = 4.0 e alguns tamanhos de redeL, mostrando saltos nas temperaturas pseudo-crı́ticas
Tc(L) (a). Em destaque, na figura inserida, exibimos resultados desimulaç̃oes paraL = 60
considerando um intervalo pequeno entre temperaturas. Também mostramos uma ilustação
do procedimento de extrapolação para determinar a temperatura crı́tica Tc paraho = 4.0 (b).
Ajustando os dados com uma reta, obtemosTc(L) = 0.186+0.424L−1, que resulta emTc(L) =
0.186 no limite termodin̂amico (L−1 → 0).

as fases ordenada e desordenada, e a teoria do campo médio prev̂e uma transiç̃ao de primeira

ordem para qualquer valor deho, nossas simulações sugerem para a rede cúbica a ocorr̂encia de

uma transiç̃ao de fase contı́nua para altas temperaturas e uma transição de primeira ordem para

baixas temperaturas.

No modelo de ñao-equiĺıbrio considerado na seção anterior [79], o ćalculo dos expoentes

cŕıticos na regĩao de intensidade fraca do campo magnético, onde a transição de fasée cont́ınua,

sugeriu que as tradicionais equações de escala para tamanhos finitos, istoé,

Tc(L) = Tc−a L−1/ν ,

m(T,L) = L−β/νm̃((T −Tc) L1/ν), (5.17)

são v́alidas. Baseado nas equações (5.17), calculamos os expoentes crı́ticosβ eν paraho = 2.0,

um valor de desordem para o qual as simulações sugerem uma transição de fase contı́nua (veja

a figura 5.10). A magnetização por spin em funç̃ao da temperatura paraho = 2.0 e v́arios

valores deL é exibida na figura 5.15(a), assim como o melhor colapso dos dados [figura 5.15

(b)], o que prova a validade das equações de escala (5.17). A temperatura crı́tica no limite
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Figura 5.12: Susceptibilidadeχ(T) como funç̃ao da temperatura para o caso da rede cúbica,
com L = 40 e ho = 4.0, onde mostramos o salto próximo da temperatura crı́tica (c). Em
destaque, na figura inserida, também exibimos as posições dos picos da susceptibilidadeχmax

contra tamanho da redeL na escala log-log. A inclinação da retáe 3.05± 0.05, o que sug-
ere uma transiç̃ao de primeira ordem paraho = 4.0. O caŕater de primeira ordem da transição
é confirmado pelo comportamento do cumulante de Binder, que apresenta um ḿınimo carac-
teŕıstico bem definido perto da transição (d). Em destaque, na figura inserida, ainda mostramos
um histograma da magnetização pŕoxima do ponto cŕıtico, onde vemos claramente dois picos,
assinatura de uma transição de primeira ordem.

termodin̂amicoTc = Tc(∞) foi obtida pela extrapolação das temperaturas pseudo-crı́ticasTc(L)

[veja a figura 5.11 (b)], dadas pelas posições dos picos da susceptibilidade, e encontramos neste

casoTc= 2.97±0.11. O expoenteν foi calculado novamente com o uso do cumulante de Binder

[veja a figura 5.16 (a)], cuja equação de escala para tamanhos finitosé dada pela equação (5.9).

Encontramos neste caso o valorν = 1.67± 0.03 [veja a figura 5.16 (b)]. O exponenteβ foi

determinado pelo melhor colapso dos dados da magnetização [veja a figura 5.15 (a)]. O valor

encontrado foiβ = 0.051±0.003. Assim, os resultados do modelo na rede cúbica confirmam

as indicaç̃oes dadas na seção anterior de que a versão de ñao-equiĺıbrio do RFIM obedecèas

tradicionais equaç̃oes de escala para tamanhos finitos na região de campo magnético fraco [80].

Existem importantes diferenças entre o comportamento crı́tico apresentando pelo NRFIM

na presença de um campo aleatório que segue uma distribuição de probabilidades bimodal estu-

dado aqui e o correspondente modelo no equilı́brio, com desordem temperada. Apesar de ainda

haver um certo debate sobre a existência de transiç̃oes de fase de primeira ordem no modelo

no equiĺıbrio, os resultados mais recentes sugerem transições cont́ınuas, e justificam o fato de
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Figura 5.13: Susceptibilidadeχ(T) como funç̃ao da temperatura para o caso da rede cúbica,
comho = 3.5 eL = 40 (a) e as posiç̃oes dos ḿaximos da susceptibilidadeχmax contra tamanho
da redeL na escala log-log (b). A inclinação da retáe 2.63±0.10, o que sugere uma transição
de fase contı́nua paraho = 3.5.

o sistema apresentar caracterı́sticas t́ıpicas de transiç̃oes de primeira ordem como fortes efeitos

de tamanho finito das redes [96, 97]. Por outro lado, nossas simulaç̃oes sugerem fortemente a

exist̂encia de um ponto tri-crı́tico no modelo de ñao-equiĺıbrio. Em outras palavras, a rápida

flutuaç̃ao do campo local, quée peculiar do NRFIM, pode ser responsável pela ocorr̂encia de

transiç̃oes de primeira ordem. Se levarmos em consideração que experimentos em antiferro-

magnetos dilúıdos sob a aç̃ao de campos magnéticos uniformes como FexMg1−xCl2, que s̃ao

protótipos de realizaç̃oes experimentais de sistemas sob a ação de campos aleatórios [82], sug-

erem que transiç̃oes de fase de primeira ordem ocorrem nestes materias em baixas temperaturas

[110], nossos resultados sugerem que o modelo de não-equiĺıbrio pode ser mais apropriado para

a descriç̃ao téorica de sistemas reais do que o modelo no equilı́brio.

Levando em consideração as temperaturas crı́ticas calculadas pelo processo de extrapolação

discutido acima para vários valores deho, exibimos na figura 5.17 um esboço do diagrama de

fases do modelo no planto temperaturaT contra intensidade do campo magnéticoho, separando

as fases ferromagnética e paramagnética [80]. Em destaque, na figura inserida, mostramos a

regĩao pŕoxima ao ponto tri-cŕıtico. Podemos notar também um efeito claro da dimensionali-

dade da rede: a transição de fase de primeira ordem a baixas temperaturas não ocorre no modelo

definido na rede quadrada [79].
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Figura 5.14: Resultados numéricos pŕoximos ao ponto tri-crı́tico para o caso da rede cúbica,
com L = 30 e um intervalo muito pequeno entre temperaturas (∆T = 0.005). Na figura (a)
mostramos o cumulante de Binder para intensidades do campoho = 3.5,3.6 e 3.7, onde pode-se
ver o caŕater cont́ınuo da transiç̃ao, enquanto que em (b) podemos ver comportamentos tı́picos
de transiç̃oes de primeira ordem, paraho = 3.8 e 3.9.

5.5 Conclus̃oes

Neste caṕıtulo discutimos as propriedades crı́ticas de um modelo de Ising na presença

de um campo magnético local que flutua no tempo. O sistema estudado foi definido nas re-

des quadrada e cúbica, com interaç̃oes (constantes) entre primeiros vizinhos, e realizamos

simulaç̃oes de Monte Carlo em redes com tamanhos variados. Este sistema pode ser visto

como a vers̃ao de ñao-equiĺıbrio do tradicional modelo de Ising com desordem temperada.

A evoluç̃ao do sistema em estudoé estoćastica devidòa din̂amica conflitiva que, além das

flutuaç̃oes usuais dos spins devidoà presença do banho térmico, envolve tamb́em a flutuaç̃ao do

campo magńetico local. Esta competição induz uma esṕecie de frustraç̃ao din̂amica que pode

estar presente em sistemas desordenados reais como vidros de spins e materiais que apresentam

comportamento tı́pico de sistemas na presença de campos aleatórios induzidos [102]. Este sis-

tema difere dos modelos usuais de equilı́brio: enquanto o campo localé atribúıdo aleatoriamente

no espaço de acordo com uma certa distribuiçãoP(hi), e esta configuração se mant́em conge-

lada no caso da desordem temperada, eP(hi) cont́em correlaç̃oes no caso da desordem recozida,

onde a distribuiç̃ao de impurezas está em equiĺıbrio com o sistema de spins, o nosso casoé sim-

ilar ao caso da desordem temperada em cada instante de tempo durante o regime estacionário,
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Figura 5.15: Magnetização por spin como funç̃ao da temperatura para o caso da rede cúbica (a)
e colapso dos dados de acordo com as equações (5.17) paraho = 2.0 e v́arios tamanhos de rede
L diferentes (b). O colapso foi obtido comTc = 2.97,β = 0.051 eν = 1.67, como discutido no
texto.

mashi mant́em-se aleatoriamente variando com o tempo, também de acordo comP(hi), em

cada śıtio da redei. Consequentemente, enquanto a frustração e a aleatoriedade tem uma im-

port̂ancia pequena no caso de desordem recozida, elas são fundamentais para o comportamento

do sistema de ñao-equiĺıbrio, de forma que pode produzir diferenças macroscópicas no sistema

em comparaç̃ao ao caso de desordem temperada. De fato, no caso da distribuição bimodal, por

exemplo, no diagrama de fases do sistema recozido [109] a temperatura cŕıtica aumenta quando

a intensidade do campo magnéticoé aumentada, enquanto que no sistema temperado [97] e no

sistema de ñao-equiĺıbrio o aumento da desordem pode destruir o ordenamento ferromagńetico.

No entanto, em baixas temperaturas, acredita-se que o sistema temperado apresenta transições

de fase contı́nuas em 3 dimensões, enquanto que as nossas simulações sugerem a ocorrência de

transiç̃oes de fase de primeira ordem no sistema de não-equiĺıbrio.

No caso do sistema definido na rede quadrada, vimos que as simulações sugerem transições

de primeira ordem somente para pequenos valores deσ > 0.0. Em outras palavras, no lim-

ite da distribuiç̃ao bimodal o sistema não apresenta transição descontı́nua. Por outro lado,

considerando o caso da rede cúbica, os nossos resultados numéricos sugerem a ocorrência de

transiç̃oes de fase de primeira ordem, mas somente em baixas temperaturas [80]. A ordem da

transiç̃ao foi confirmada por três quantidades medidas no sistema, que apresentam comporta-
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Figura 5.16: Cumulante de Binder como função da temperatura para o caso da rede cúbica, com
ho = 2.0 e alguns tamanhos de rede (a) e o melhor colapso dos dados (b), baseado na equação
(5.9). O colapso foi obtido comTc = 2.97,β = 0.051 eν = 1.67, como discutido no texto.

mentos t́ıpicos de transiç̃oes de fase de primeira ordem: (i) o comportamento de escala dos picos

da susceptibilidade, que crescem com o número de spins do sistemaL3 [19]; (ii) o cumulante

de Binder, que apresenta um mı́nimo bem definido pŕoximo deTc [113]; (iii) histogramas da

magnetizaç̃ao por spin, que apresentam dois picos, que indicam coexistência de fases [113].

A ocorr̂encia de transiç̃oes de fase de primeira ordem em baixas temperaturas no caso 3D

sugere a existência de um ponto tri-crı́tico a temperatura finita, cujas coordenadas são dif́ıceis

de se calcular numericamente. No entanto, as simulações sugerem que este ponto está local-

izado no intervalo 3.7< ho < 3.8. Vale ressaltar que o mesmo resultado, ou seja, a ocorrência

de transiç̃oes de fase de primeira ordem em baixas temperaturas, foi verificado experimen-

talmente nos antiferromagnetos diluı́dos FexMg1−xCl2 na presença de um campo magnético

uniforme [110], que s̃ao prot́otipos de realizaç̃oes experimentais de sistemas sob a ação de cam-

pos magńeticos aleat́orios [82]. Este resultado sugere que o modelo de não-equiĺıbrio pode ser

mais apropriado para a descrição téorica de sistemas reais, em comparação com os modelos de

equiĺıbrio.

Realizamos tamb́em um ćalculo preliminar dos expoentes crı́ticos na regĩao de campo

magńetico fraco, para testarmos a validade das equações usuais de escala de tamanhos fini-

tos. O resultado encontrado foi de que o modelo de não-equiĺıbrio obedece a estas equações,
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Figura 5.17: Esboço do diagrama de fases do modelo para o caso da rede ćubica, separando os
estados ferromagnético (F) e paramagńetico (P). Os quadrados são estimativas nuḿericas das
temperaturas de transição, enquanto que a linhaé apenas um guia para os olhos. A linha pon-
tilhada na regĩao de baixas temperaturas representa a região para a qual as simulações sugerem
transiç̃oes de fase de primeira ordem. Em destaque, na figura inserida, mostramos em mais
detalhes a região pŕoxima ao ponto tri-cŕıtico (retiramos os pontos calculados, pra ficar mais
claro), e a linha mais grossa representa o intervalo de valores deho onde esperamos que esteja
localizado o ponto tri-crı́tico.

tanto no caso da rede quadrada [79] quanto no caso da rede cúbica [80].
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6 Efeitos de Reputaç̃ao na Dinâmica de
Opiniões do Modelo de Sznajd

Neste caṕıtulo, discutiremos a formação de consenso no modelo de opiniões de Sznajd

[114], considerando um mecanismo de reputação para os agentes, de forma a limitar sua capaci-

dade de convencimento. Analisaremos a transição de fase usual do problema, e mostraremos

que situaç̃oes realistas são posśıveis utilizando regras muito simples. Os resultados são basea-

dos na refer̂encia [115].

6.1 Introdução

Nos últimos 10 anos, o modelo de socio-fı́sica de Sznajd [114] vem sendo aplicado

com sucesso em diferentesáreas do conhecimento, como polı́tica, economia emarketing(para

revis̃oes, ver [116, 117] e mais recentemente [118]). O maior sucesso do modelóe a emerĝencia

de consenso a partir de uma população de agentes que interagem através de regras locais sim-

ples, baseadas em modelos do tipo Ising. Após a introduç̃ao do modelo original em uma di-

mens̃ao em 2000 [114], muitas modificações foram propostas, como a extensão para as redes

quadrada [119], triangular [120] e cúbica [121], o aumento do alcance das interações [122] e

do ńumero de estados das variáveis (ou do ńumero de opinĩoes) [123, 124, 125], difusão dos

agentes na rede [123, 126], e muitas outras.

O modelo de Sznajd originalé definido de forma que a cada sı́tio de uma rede com estrutura

qualquer (linear, quadrada, cúbica, complexa, etc)́e associado um spin de Ising, que pode ser

+1 ou−1, ou seja, o śıtio representa um agente que pode ter uma de duas opiniões diferentes em
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um determinado assunto. O modelo foi primeiramente estudado em um anel unidimensional,

e foi definido pelas seguintes regras [114]: (1) se 2 agentes vizinhos (i, i + 1) tem a mesma

opinião (ou mesmo spin), os agentes vizinhos a eles, ou seja, os agentes que ocupam os sı́tios

i−1 ei+2 seguem a opinião do par(i, i+1); (2) se 2 agentes vizinhos(i, i+1) tem opinĩoes (ou

orientaç̃oes de spins) contrárias, o agente do sı́tio i−1 segue a opinião do agentei+1 e o agente

do śıtio i+2 segue a opinião do agentei. Apesar de se mostrar um modelo interessante, ele não

apresenta transição de fase, como muitos sistemas em 1d [105, 127], e a dinâmica sempre leva

a um estado ferromagnético (consenso) ou a um estado antiferromagnético [114].

O modelo na rede quadrada foi inicialmente estudado por Stauffer e colaboradores [119].

Considerando que uma plaqueta de 4 sı́tios vizinhos, ou seja, uma plaqueta 2×2, com todos

os spins paralelos, pode convencer os seus oito vizinhos, osautores em [119] encontraram uma

transiç̃ao de fase para uma densidade inicial de spins+1 igual ad = 1/2. Neste modelo, a

transiç̃ao se d́a entre dois estados distintos: um estado onde o consenso comtodos os spins

apontando para cima nuncaé obtido na populaç̃ao (parad < 1/2) e um estado onde este con-

sensoé sempre obtido (parad > 1/2). O modelo bidimensional também foi considerado em

uma rede quadrada diluı́da [128], onde cada sı́tio pode carregar um spin ou estar vazio, e uma

situaç̃ao com correlaç̃oes de longo alcance entre os sı́tios ocupados da rede foi também anal-

isada, mas nos dois casos os resultados obtidos foram muito similares aos resultados em redes

regulares [116]. Uma situação mais realı́stica para o modelo em 2 dimensõesé considerar uma

probabilidade de convencimento. O modelo de Sznajdé robusto nesta situação: se um agente

convence algum outro apenas com probabilidadep, e ñao realiza nenhuma ação com probabil-

idade 1− p, ainda assim o consenso na populaçãoé obtido, poŕem os tempos de relaxação s̃ao

bem maiores que nos casos anteriores [116]. Modelos que consideram mais de duas opiniões

(usando spins de Potts, por exemplo) ou definidos em redes de mundo pequeno [129, 130] foram

investigados de forma a representar um comportamento mais realista de sociedades (veja [116]

e refer̂encias contidas). Ainda com o objetivo de evitar o consenso total na populaç̃ao, e assim

tornar o modelo de Sznajd mais realista, Schneider introduziu agentes especiais na população,

especificamente oportunistas e agentes com opiniões contŕarias [131].
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Poŕem, a din̂amica de relaç̃oes sociais no mundo real apresenta uma grande quantidade de

detalhes e ingredientes que são normalmente negligenciados em muitos modelos. Com o obje-

tivo de estudar um modelo mais realista, neste capı́tulo introduziremos no modelo de Sznajd um

mecanismo de reputação dos agentes, que limita a sua capacidade de convencimento. Esper-

amos que a inclusão de reputaç̃ao torne o modelo de Sznajd mais próximo do comportamento de

um sistema social real, onde não importa apenas o número de indiv́ıduos com a mesma opinião,

mas tamb́em a reputaç̃ao destes agentes com mesma opinião dentro da comunidade, ou seja,

a sua capacidade de convencer outros agentes da sua opinião. Em outras palavras,é natural

que indiv́ıduos mudem a sua opinião em um assunto qualquer somente se são influenciados

por outros indiv́ıduos com alta reputação, ou alto poder de convencimento. De fato, com esta

consideraç̃ao, mostraremos que uma situação de democracia, onde o sistema apresenta ordena-

mento ferromagńetico com a maioria dos spins paralelos (ou seja, com magnetizaç̃ao por spin

menor do que 1),́e posśıvel no modelo usando regras microscópicas simples.

6.2 Modelo

Consideramos o modelo de Sznajd definido em uma rede quadrada com tamanho linear

L, isto é, comL2 agentes. Nosso modelóe baseado em uma regra considerada no trabalho

de Stauffer e colaboradores, a regra Ia da referência [119]. Nesta regra, uma plaqueta 2× 2

com 4 agentes vizinhośe escolhida aleatoriamente, e assim os 8 vizinhos desta plaqueta s̃ao

convencidos a seguir a opinião da plaqueta se os 4 agentes iniciais possuem a mesma opinião

(ou mesmo spin). Caso os agentes da plaqueta não possuam a mesma orientação de spin, nada

acontece. Assim, iremos considerar um número inteiro (R) que é associado a cada agente e

representa a sua reputação na comunidade, em analogia a um estudo recente do chamado Jogo

de Nomeaç̃ao (Naming game, em ingl̂es) [132]. A reputaç̃ao é introduzida como um valor

que varia no tempo. Os agentes iniciam o jogo com uma distribuição aleat́oria de valoresR, e

durante a evoluç̃ao temporal do modelo as reputações de cada agente são modificadas de acordo

com as regras microscópicas explicadas a seguir.
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Figura 6.1: Representação esqueḿatica de uma plaqueta 2× 2 com 4 agentes vizinhos entre
si (spins dentro do retângulo) e os 8 agentes vizinhosà plaqueta considerados na dinâmica do
modelo (representados por spins cheios). Observe que os outros agentes (representados por
spins pontilhados) ñao participam da din̂amica.

1. Escolhemos aleatoriamente uma plaqueta 2× 2 com 4 agentes vizinhos (veja a representação

esqueḿatica na figura 6.1).

2. Se os 4 spins não tem a mesma orientação, nada acontece.

3. Se os 4 spins são paralelos, ou seja, se os 4 agentes escolhidos aleatoriamente tem a

mesma opinĩao, calculamos a reputação ḿediaRM da plaqueta:

RM=
1
4

4

∑
i=1

Ri ,

onde cada termoRi representa a reputação de um dos agentes da plaqueta1.

4. Neste caso, comparamos as reputações de cada um dos oito vizinhos da plaqueta com a

reputaç̃ao ḿediaRM da plaqueta. Se a reputação de um vizinho qualqueŕe menor que

a reputaç̃ao ḿedia da plaqueta, este vizinho segue a orientação da plaqueta, ou seja, ela

adquire a mesma opinião da plaqueta. Para cada indivı́duo convencido, cada um dos

agentes da plaqueta aumenta sua reputação em 1 unidade (em outra palavras, a reputação

média da plaqueta aumenta em 1 unidade).

Assim, mesmo no caso onde todos os spins da plaqueta aleatoriamente escolhida apontam na

mesma direç̃ao, um ńumero varíavel de agentes pode ser convencido, a saber 8, 7, 6, ..., 1 ou

1Note que iremos considerar a parte inteira da razão∑4
i=1Ri/4, já que os ńumerosRde cada agente são inteiros
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Figura 6.2: Evoluç̃ao temporal da magnetização paraL = 53, densidades iniciais de spins+1
iguais ad = 0.4 e d = 0.6 e diferentes realizações (figura do lado esquerdo). Podemos ver
que os estados estacionários mostram situações onde o consenso nãoé obtido, em oposiç̃ao ao
modelo tradicional definido na rede quadrada [119]. Nesta figura tamb́em mostramos situações
onde consensóe obtido, para densidades iniciais de spins+1 iguais ad = 0.1 ed = 0.9 (figura
do lado direito).

nenhum. Como sugerido por Stauffer [116], podemos imaginar que cada agente no modelo

de Sznajd carrega uma opinião, que pode ser relacionada ao spin pra cima (por exemplo, um

eleitor favoŕavel a um candidato da direita) ou para baixo (por exemplo, umeleitor favoŕavel

a um candidato da esquerda), e representa uma de duas possı́veis opinĩoes em uma questão

qualquer. O objetivo dos agentes no jogoé convencer os seus vizinhos da sua opinião. Podemos

esperar que, se um certo grupo de agentes consegue convencermuitos outros agentes, então

a capacidade de convencimento destes agentes aumenta. Assim, a inclus̃ao de reputaç̃ao no

modelo de Sznajd deve capturar esta caracterı́stica do mundo real.

6.3 Resultados

Nas simulaç̃oes, o valor inicial das reputações dos agentes segue uma distribuição

gaussiana centrada em zero com desvio padrãoσ = 5 2. Seguindo a linha dos trabalhos ante-

riores no modelo de Sznajd, começamos analisando a evolução temporal da magnetização por

2Mais a frente, discutimos o efeito da variação do valor deσ .
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spin, ou seja,

m=
1
N

N

∑
i=1

si , (6.1)

ondeN = L2 é o ńumero total de agentes esi =±1. No modelo de Sznajd padrão, definido na

rede quadrada [119], a aplicação da regra discutida acima (regra Ia da referência [119]), com

uma densidade inicial de spins+1 igual ad = 1/2 leva o sistema para os pontos fixos com

todos os spins pra cima ou todos os spins pra baixo com igual probabilidade. O sistema não

muda mais a sua configuração, o que caracteriza um estado absorvente [127]. Parad < 1/2

(> 1/2) o sistema atinge um estado ferromagnético com todos os spins para baixo (para cima)

em todas as realizações do modelo, o que caracteriza uma transição de fase parad = 1/2 no

limite termodin̂amico (L → ∞). Como discutido pelos autores em [119], pontos fixos com

todos os spins paralelos descrevem uma situação de ditadura, o que não é comum nos tempos

atuais. Poŕem, ferromagnetismo com a maioria dos spins paralelos, ou seja, comm< 1 ou

m> −1, corresponde a uma situação de democracia, sendo uma situação bastante comum no

mundo atual. Podemos ver na figura 6.2 o comportamento da magnetizaç̃ao por spin como

função do tempo de simulação no nosso modelo, para várias amostras, considerando as regras

microsćopicas discutidas na seção 6.2. No gŕafico do lado esquerdo da figura 6.2 exibimos

resultados para um valord > 1/2 (< 1/2), onde podemos ver que o consenso com todos os

spins para cima (para baixo) nãoé obtido na populaç̃ao em nenhuma amostra, o que nos sugere

que:

• uma situaç̃ao de democraciáe posśıvel no modelo sem considerar uma mistura de regras

diferentes [119] ou sem incluir agentes especiais no sistema, como agentes que mantém

a opinĩao contŕaria à da maioria e oportunistas, que modificam a sua opinião de acordo

com a maioria [131];

• se uma transiç̃ao de fase tamb́em ocorre no nosso modelo, o ponto de transição deve estar

localizado na regiãod > 1/2.

Ainda na figura 6.2 (gŕafico do lado direito), mostramos situações onde o consensoé obtido

com todos os spins para cima (parad = 0.9) e todos os spins para baixo (parad = 0.1). Isto
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Figura 6.3: Histogramas dos tempos de relaxação paraL = 53 e d = 0.8, obtidos a par-
tir de simulaç̃oes sobre 104 realizaç̃oes, com as reputações iniciais do agentes seguindo um
distribuiç̃ao gaussiana centrada em zero e com diferentes desvios padrõesσ . A distribuiç̃ao
é compat́ıvel com uma funç̃ao log-normal para todos os valores deσ , o que correspondèa
paŕabola observada no gráfico na escala logarı́tmica nos dois eixos.

significa que situaç̃oes de consenso são tamb́em posśıveis no modelo, mas somente para valores

muito altos ou muito baixos da densidade inicial de spins+1. Em outras palavras, situações

realistas de democracia ocorrem no modelo para vários valores ded.

Uma quantidade usualmente analisada em estudos do modelo deSznajdé a distribuiç̃ao dos

tempos de relaxação [114, 116, 119, 133], ou seja, o tempo necessário para encontrar todos os

agentes do sistema com a mesma opinião. Para esta quantidade, consideramos 104 realizaç̃oes

do sistema e medimos o número de passos temporais necessários para que um ponto fixo seja

obtido. Na figura 6.3 exibimos a distribuição dos tempos de relaxação paraL = 53, d = 0.8 e

alguns valores deσ . Podemos observar que a distribuição é compat́ıvel com uma log-normal

para todos os valores deσ , o que correspondèa paŕabola que observamos no gráfico da figura

6.3 na escala log-log. O mesmo comportamento foi também observado em outros estudos do

modelo de Sznajd [119, 131, 133], considerando diferentes regras e/ou topologias. Medimos

tamb́em o tempo ḿedio de relaxaç̃ao τ em funç̃ao do tamanho da redeL. Realizamos nova-

mente ḿedias sobre 104 realizaç̃oes. Na figura 6.4 exibimos os dados paraτ contraL na escala
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Figura 6.4: Tempo ḿedio de relaxaç̃aoτ, com ḿedia realizada sobre 104 realizaç̃oes, contra o
tamanho linear da redeL na escala log-log. A reta tem inclinação 5/2. O resultadóe robusto
com relaç̃aoà escolha de diferentes valores deσ .

logaŕıtimica, onde podemos verificar uma relação do tipo lei de pot̂encia entre estas duas quan-

tidades na formaτ ∼ L5/2, para todos os valores do desvio padrão σ , o que indica que este

resultadóe robusto com relação à escolha de diferentes valores deσ . Destacamos que leis de

pot̂encia entreτ eL são reportadas na literatura em outros estudos do modelo de Sznajd [133].

Para analisarmos em detalhes a possibilidade da ocorrência de uma transição de fase, sim-

ulamos o sistema para diferentes tamanhos de redeL e medimos a fraç̃ao de realizaç̃oes que

apresentam todos os spins para cima ao fim da simulação, quando a densidade inicial de spins

+1 varia no intervalo 0.4≤ d≤ 1.0. Em outras palavras, esta quantidade nos dá a probabilidade

de o sistema terminar no estado absorvente com todos os agentes com opinĩao+1, dado que a

simulaç̃ao começa com uma densidaded de spins pra cima. Ńos consideramos 1000 realizações

paraL = 23, 31 e 53, 500 realizações paraL = 73 e 200 realizaç̃oes paraL = 101 e 121. Os

resultados s̃ao mostrados na figura 6.5. Podemos observar que o ponto de transiç̃ao est́a local-

izado em algum lugar na região d > 1/2, como discutido acima. Para localizar a posição do

ponto cŕıtico, fizemos uma ańalise de tamanho finito, baseado nas equações de escala usuais
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número total de realizaçõesé 1000 (paraL = 23, 31 e 53), 500 (paraL = 73) e 200 (para
L = 101 e 121).
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Figura 6.6: Colapso dos dados paraf , obtido coma= 0.035,b= 0.44 edc = 0.88.
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Figura 6.7: Fraç̃ao f de realizaç̃oes que terminam com todos os spins+1 quando a densidade
inicial d de spins+1 varia no intervalo 0.35≤ d ≤ 1.0, paraL = 23, 1000 realizaç̃oes e alguns
valores deσ . Este resultado mostra que o aumento deσ não modifica o comportamento def ,
ou seja, o comportamento da transição de fase.

[133],

f (d,L) = L−a f̃ ((d−dc) Lb) , (6.2)

dc(L) = dc+a L−b . (6.3)

O resultadóe mostrado na figura 6.6, e encontramos que

dc = 0.88±0.01 , (6.4)

no limite termodin̂amico (L → ∞). O ponto cŕıtico realmente está localizado em um valor

d > 1/2, diferentemente do que ocorre no modelo padrão de Sznajd definido na rede quadrada

[119]. Este fato pode ser facilmente entendido: no nosso modelo, a cada passo de tempo a

plaqueta 2×2 aleatoriamente escolhida pode convencer 8, 7, 6, ..., 1 ou nenhum vizinho, mesmo

se os spins da plaqueta são paralelos. No modelo padrão, se os spins da plaqueta têm a mesma

orientaç̃ao, 8 vizinhos s̃ao imediatamente convencidos, de forma queé necesśaria ent̃ao uma

densidade inicial de spins+1 menor para o sistema atingir o ponto fixo com todos os spins

pra cima. No entanto, a existência de um valor crı́tico dc < 1.0 indica que uma transição de
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fase tamb́em ocorre na nossa versão do modelo de Sznajd [115]. Este resultadoé robusto com

relaç̃aoà escolha de diferentes valores deσ , como podemos ver na figura 6.7.

6.4 Conclus̃oes

Neste caṕıtulo analisamos os efeitos de reputação dos agentes no modelo de socio-

fı́sica de Sznajd, definido na rede quadrada. A reputaçãoé introduzida como um valor (R) que

varia no tempo. Os agentes iniciam o jogo com valores deR seguindo uma distribuição gaus-

siana [132], e durante a evolução temporal do sistema a reputação dos agentes muda de acordo

com a sua capacidade de convencimento, seguindo algumas regras microsćopicas simples. Es-

peramos que a consideração de reputaç̃ao dos agentes torne o modelo social de Sznajd mais

realista. De fato, levando em consideração regras muito simples, situações de democracia, ou

seja, situaç̃oes nas quais o sistema apresenta a maioria dos spins apontando em uma direç̃ao,

emergem espontaneamente no modelo, para uma grande faixa devalores da densidade iniciald

de spins para cima (+1). Situaç̃oes de consenso com todos os spins para cima (para baixo) só

ocorrem se considerarmos grandes (pequenos) valores ded.

Realizamos simulaç̃oes de Monte Carlo em redes quadradas com tamanhos linearesL

no intervalo 23≤ L ≤ 121, e utilizamos tipicamente da ordem de 103− 104 realizaç̃oes para

medirmos as quantidades de interesse. Assim como no modelo usual de Sznajd [119], encon-

tramos uma distribuiç̃ao log-normal dos tempos de relaxação. Além disso, o tempo ḿedio de

relaxaç̃ao τ depende do tamanho da rede na forma de uma lei de potência,τ ∼ L5/2, queé

independente do desvio padrãoσ da distribuiç̃ao inicial de reputaç̃oes dos agentes.

O sistema tamb́em apresenta uma transição de fase, como no modelo usual, entretanto en-

contramosdc = 0.88 para a densidade crı́tica inicial de spins+1, maior que 1/2, o valor encon-

trado por Stauffer e colaboradores para o modelo padrão [119]. Este fato pode ser facilmente

entendido: no nosso modelo, a cada passo de tempo a plaqueta 2×2 aleatoriamente escolhida

pode convencer 8, 7, 6, ..., 1 ou nenhum vizinho, mesmo se os spins da plaqueta são paralelos.

No modelo padr̃ao, se os spins da plaqueta têm a mesma orientação, 8 vizinhos s̃ao imediata-
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mente convencidos, de forma queé necesśaria ent̃ao uma densidade inicial de spins+1 menor

para o sistema atingir o ponto fixo com todos os spins pra cima.No entanto, a existência de

um valor cŕıtico dc < 1.0 indica que uma transição de fase tamb́em ocorre na nossa versão do

modelo de Sznajd [115]. As simulações sugerem que esta transição é robusta com relação à

escolha de diferentes valores deσ .

Como extens̃oes deste trabalho, pode ser interessante explorar o efeitoda topologia da rede

usada para acomodar os agentes do modelo. Diferentes topologias podem ser estudadas, como

por exemplo redes de Barabási [27] e de mundo pequeno [129, 130], que são mais realistas do

que redes regulares como a que consideramos aqui. Situações com agentes com mais de duas

opiniões, usando spins de Potts, por exemplo, podem ser também interessantes para futuros

estudos.
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7 Transiç̃ao de Fase em um Modelo de
Propagaç̃ao de Epidemias

Neste caṕıtulo discutiremos um modelo de propagação de uma epidemia, baseado no

tradicional modelo SIS (Susceptible-Infected-Susceptible, em ingl̂es). Analisaremos o modelo

no limite de campo ḿedio e tamb́em em uma rede quadrada, e mostraremos que o sistema sofre

uma transiç̃ao entre uma fase na qual a doença atinge uma fração finita da populaç̃ao e uma fase

onde a doençáe extinta [134].

7.1 Introdução

Modelos de propagação de epidemias vêm sendo estudados através de t́ecnicas da fı́sica

estat́ıstica nośultimos vinte anos. A abordagem usualé tomar por base os modelos SI (Susceptible-

Infected), SIS (Susceptible-Infected-Susceptible) e SIR (Susceptible-Infected-Recovered) [135,

136]. Apesar da simplicidade destes modelos, eles têm sido aplicados com sucesso a uma var-

iedade de doenças como a dengue [137, 138, 139], a aids [140,141] e mais recentemente a

gripe súına (H1N1) [142, 143].

Uma quest̃ao fundamental na análise de modelos de epidemiasé: a doença se espalhará

pela populaç̃ao ou seŕa extinta? Em outras palavras, existe uma taxa de infecção cŕıtica λc

acima da qual a doença sobrevive? Considerando a formulação mais simples dos modelos

acima mencionados, istóe, levando em conta que cada indivı́duo na populaç̃ao est́a em contato

com todos os outros (em outras palavras, uma abordagem de campo médio), a doença sempre

desaparece no modelo SIR e sobrevive no modelo SIS para uma certa faixa de par̂ametros



7.1 Introduç̃ao 80

[136]. No caso do modelo definido em uma rede quadrada, sempreexiste uma taxa de infecção

cŕıtica para os dois modelos [144, 145]. Por outro lado, os modelos SIS e SIR definidos em

redes livres de escala não apresentam taxa de infecção cŕıtica e sempre uma fração finita da

populaç̃ao permanece infectada, enquanto que no caso de redes aleatórias existe umλc finito

[146, 147, 148, 149, 150, 151].

No modelo SIS, a população é dividida em duas classes: Suscetı́veis (S) e Infectados (I ).

Dado um certo instante de tempot, os indiv́ıduosS são os que estão saud́aveis, mas que estão

proṕıcios a contrair a doença, enquanto que os indivı́duosI são os que j́a est̃ao doentes. No

modelo padr̃ao [135, 136], as transições entre os estadosS e I são dadas de acordo com as

seguintes regras:

1. Se um indiv́ıduo j est́a Infectado num instante de tempot, ele se tornaŕa Suscetı́vel no

instantet +1 com probabilidadeα;

2. Se, por outro lado, um indivı́duo j est́a Suscetı́vel num instante de tempot, ele se tornaŕa

Infectado no instantet + 1 com probabilidadeλ se ele estiver em contato com algum

indivı́duo Infectado;

No caso de termos o modelo definido em uma rede regular qualquer, de acordo com a regra

2 acima um indiv́ıduo Suscetı́vel irá se tornar Infectado dependendo dos vizinhos Infectados.

Um abordageḿe considerar que a probabilidade de um indivı́duo S se tornarI é dada por

mλ/z, ondem é o ńumero de primeiros vizinhos infectados (m= 0,1,2, ...,z) do indiv́ıduo S

em consideraç̃ao ez é o ńumero de coordenação da rede [144, 145]. Outra formaé consid-

erar que o indiv́ıduoS se tornaŕa I com probabilidadeλ se pelo menos um dos seus primeiros

vizinhos estiver no estadoI [147]. Se considerarmos, no entanto, que todos os indivı́duos da

populaç̃ao podem interagir entre si, estaremos no limite de campo médio, para o qual pode-

mos desenvolver uma solução anaĺıtica, baseada nas equações diferenciais ordińarias usuais de

modelos de epidemias [135, 136].

Neste caṕıtulo iremos nos concentrar no modelo SIS, e assim propor umamodificaç̃ao a
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ele. Em particular, vamos considerar uma taxa de infecção λ decrescente no tempo, ou seja,

cada indiv́ıduo j que se recupera da doença e retorna ao estado suscetı́vel em um dado instante

de tempot diminui sua probabilidade de se tornar infectado novamenteno passo de tempo

seguintet + 1 de acordo comλ j(t + 1) = ελ j(t), ondeε é um par̂ametro do modelo. Além

disso, esta diminuiç̃ao na taxa de infecção ocorre um ńumero ḿaximo l de vezes. Estudaremos

o modelo em redes quadradas e no limite de campo médio, e mostraremos que o sistema sofre

uma transiç̃ao de fase em certos valores crı́ticosεc(l) que separam uma fase na qual a doença

atinge uma fraç̃ao finita da populaç̃ao (ε > εc) e uma fase onde a doençaé extinta (ε ≤ εc).

7.2 Modelo e Abordagem de Campo Ḿedio

Agora, incluiremos nossa modificação. As duas regras discutidas na seção anterior s̃ao a

base para o nosso modelo. Porém, iremos agora considerar que cada indivı́duo j começa com

uma probabilidade de infecçãoλ ( j, t = 0) = λ0, masλ varia no tempo, e depende de quantas

vezes este indiv́ıduo j foi infectado anteriormente. Em outras palavras, se um indivı́duo j

sofreu a transiç̃ao I → S em um dado instante de tempot, no instante de tempo seguinte a sua

probabilidade de infecçãoλ seŕa atualizada de acordo com a equação

λ ( j, t +1) = ε λ ( j, t) , (7.1)

em queε é um par̂ametro menor do que 1 que controla o diminuição da probabilidade de

infecç̃ao. Além disso, iremos considerar também que este decaimento ocorre um número

máximo l de vezes, ou seja, cada indivı́duo tem uma capacidade finita de diminuir sua chance

de ser infectado novamente.

Esta din̂amica pode ser relevante para descrever doenças como a gripe, já queé normal que

com o passar do tempo a nossa chance de se infectar com gripe novamente diminui (mas ñao

vai a zero). As regras acima definem um modelo no limite de campo médio, j́a que todos os

indivı́duos interagem com todos os outros. Assim, podemos desenvolver uma soluç̃ao anaĺıtica

baseada nas equações diferenciais ordińarias usuais de modelos do tipo SIS [135, 136]. Vamos
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definirSk como a densidade de indivı́duos Suscetı́veis que j́a se recuperaramk vezes da doença,

ou seja, que passaram pela transição I → S exatamentek vezes. Neste caso, a probabilidade de

infeção destes indiv́ıduosé dada porλk = εkλ0. Considerando que após um longo tempo (que

não tem nada a ver com o estado estacionário do sistema) todos os indivı́duos estar̃ao em dois

estados,I ou Sl , podemos perceber facilmente que aúnica equaç̃ao importante na evolução do

sistemáe a equaç̃ao paraSl , ou seja,

dSl

dt
= αI −λl Sl I . (7.2)

Na equaç̃ao (7.2), o termo do lado esquerdo descreve a evolução temporal da densidade de in-

divı́duosS que j́a sofreram a transição I → S exatamentel vezes (o ńumero ḿaximo de vezes).

Do lado direito da equação, o primeiro termo descreve a regra (1) acima, enquanto queo se-

gundo termo descreve a regra (2) acima. Assim, o número de indiv́ıduos Suscetı́veis Sl irá

aumentar em um dado instantet (com probabilidadeα) se indiv́ıduos Infectados tornarem-se

Suscet́ıveis, enquanto queSl irá diminuir (com probabilidadeλl ) se indiv́ıduos Suscetı́veis en-

trarem em contato com indivı́duos Infectados.

Levando em conta que no estado estacionário do sistema, ou seja, parat → ∞, nós temos

queSl = Sest edSl/dt = dSest/dt = 0, a equaç̃ao (7.2) nos d́a

Iest

(

α − ε l λ0Sest

)

= 0 , (7.3)

onde ńos usamos as notaçõesSest e Iest para representar as densidades estacionárias de in-

divı́duos Suscetı́veis e Infectados, respectivamente, istoé, Sest= S(t → ∞) e Iest= I(t → ∞).

Existem duas soluç̃oes para a equação (7.3): Iest= 0 e Iest= 1− (α/λ0)ε−l , onde usamos a

relaç̃aoS+ I = 1. Podemos ver que a solução ñao-trivial deIest pode se anular para determina-

dos valores crı́ticosεc dados por

εc =

(

α
λ0

)1/l

. (7.4)

Usando este resultado, podemos reescrever a expressão paraIest como

Iest= 1−
(εc

ε

)l
. (7.5)
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Figura 7.1: Densidade de indivı́duos Suscetı́veisS(t) (lado esquerdo, de cima para baixo:ε =
0.80,0.85, ...,1.00) e densidade de indivı́duos InfectadosI(t) (lado direito, de cima para baixo:
ε = 1.00,0.98, ...,0.80) como funç̃oes do tempot para uma população de tamanhoN = 105,
par̂ametro de limitel = 5 e valores t́ıpicos deε. Efetuamos ḿedias sobre 200 realizações.
Neste caso, paraε ≤ 0.87 a doença ñao se espalha pela população. Os par̂ametros utilizados
foramα = 0.05 eλ0 = 0.1.

Em outras palavras, o sistema exibe uma fase onde a doençaé extinta da população, paraε ≤

εc(l), com os valores crı́ticosεc(l) dados pela equação (7.4). Por outro lado, paraε > εc(l) o

sistema se encontra na fase epidêmica, na qual a doença sobrevive e atinge uma fração finita

da populaç̃ao. Considerando novamente a equação S+ I = 1, podemos obter uma relação do

tipo lei de pot̂encia entre a densidade estacionária de indiv́ıduos suscetı́veis e os par̂ametros do

modelo,

Sest=

(

α
λ0

)

ε−l . (7.6)

Após desenvolvermos a solução anaĺıtica do problema, podemos discutir os resultados

numéricos. Simulamos populações de diversos tamanhos, e notamos que o sistema não apre-

senta fortes dependências com o tamanho. Assim, iremos exibir resultados para populaç̃oes de

tamanhosN = 105, com probabilidadesα = 0.05 eλ0 = 0.1 e diferentes valores dos parâmetros

ε e l . Consideramos inicialmente uma fração de 2% de indiv́ıduos Infectados. Em todos os

resultados nuḿericos foram feitas ḿedias sobre 200 realizações. Seguindo as regras apresen-

tadas no ińıcio desta seç̃ao, o algoritmo para simular o problemaé o seguinte: (i) a cada passo

de tempo, cada indivı́duo Infectadoj retorna ao estado Suscetı́vel com probabilidadeα; (ii) ao

mesmo tempo, cada indivı́duo Suscetı́vel j se torna Infectado com probabilidadeλ j se um outro
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Figura 7.2: Densidade estacionária de indiv́ıduos Suscetı́veisSestparal = 5 e alguns valores de
ε na escala log-log. A reta tem inclinação−5 (lado esquerdo). Para a densidade estacionária
de indiv́ıduos InfectadosIesto sistema ñao apresenta um comportamento do tipo lei de potência
com o par̂ametroε, como previsto analiticamente pela equação (7.5). Por outro lado, se plotar-
mos I∗est= 1− Iest como funç̃ao deε, obtemos uma lei de potência, com expoente−5 (lado
direito). Os par̂ametros utilizados foramN = 105, α = 0.05 eλ0 = 0.1. Cada pontóe resultado
de um ḿedia sobre 200 realizações.

indivı́duo aleatoriamente escolhido está Infectado. Aṕos cada transiç̃ao I → S, a probabilidade

de infecç̃ao do indiv́ıduo j diminui de acordo comλ j → ε λ j . Ainda sobre a implementação

computacional, visitamos uma vez cada um dosN indivı́duos da populaç̃ao e atualizamos os

seus estados somente após estasN visitas. Isto define um passo temporal no nosso modelo.

Na figura 7.1 exibimos resultados para a densidade de indivı́duos Suscetı́veisS(t) e a den-

sidade de indiv́ıduos InfectadosI(t) como funç̃oes do tempo de simulaçãot paral = 5 e alguns

valores t́ıpicos deε. Podemos observar que o sistema atinge estados estacionários para todos

os valores deε, e que paraε <∼ 0.87 a doença desaparece do sistema, istoé, ńos temos que

I = 0 para tempost longos. Considerando a solução anaĺıtica apresentada acima, a previsão da

equaç̃ao (7.4) paral = 5 éεc(l = 5)∼= 0.87055, em excelente acordo com o resultado numérico.

Podemos analisar como os valores estacionários da densidade de indivı́duos Suscetı́veis

Sest= S(t → ∞) dependem do parâmetroε. Para isso, consideramos médias temporais da den-

sidade de indiv́ıduos Suscetı́veis (aṕos o sistema atingir o estado estacionário), e fizemos ainda

uma ḿedia sobre 200 realizações do sistema, para cada valor deε. Podemos observar um
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Figura 7.3: Densidade de indivı́duos Suscetı́veisS(t) (lado esquerdo, de cima para baixo:ε =
0.90,0.92, ...,1.00) e densidade de indivı́duos InfectadosI(t) (lado direito, de cima para baixo:
ε = 1.00,0.98, ...,0.90) como funç̃oes do tempot para uma população de tamanhoN = 105,
par̂ametro de limitel = 10 e valores tı́picos deε. Efetuamos ḿedias sobre 200 realizações.
Neste caso, paraε ≤ 0.93 a doença ñao se espalha pela população. Os par̂ametros utilizados
foramα = 0.05 eλ0 = 0.1.

comportamento do tipo lei de potência (veja a figura 7.2, lado esquerdo)

Sest∼ ε−ν , (7.7)

comν = 5 neste caso (l = 5). Por outro lado, no caso dos valores estacionáriosIest= I(t → ∞)

nós ñao observamos uma lei de potência, como previsto analiticamente pela equação (7.5). No

entanto, podemos analisar o comportamento deI∗est= 1− Iest, para o qual a equação (7.5) nos

dá

I∗est=
(εc

ε

)l
, (7.8)

ou, em outras palavras,I∗est∼ ε−l , istoé, o mesmo comportamento que obtivemos anteriormente

paraSest [veja a equaç̃ao (7.6)]. Assim, na figura 7.2 (lado direito), exibimos os resultados das

simulaç̃oes paraI∗est como funç̃ao deε paral = 5. Fazendo o ajuste dos dados com uma reta,

obtemosI∗est∼ ε−5, em acordo com o resultado analı́tico, equaç̃ao (7.8).

Na figura 7.3 exibimos resultados paral = 10 e diferentes valores deε. Novamente, o

sistema atinge estados estacionários para todos os valores deε, mas a doença sobrevive no

sistema e atinge uma fração finita da populaç̃ao paraε >∼ 0.93, um valor maior do que o que
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Figura 7.4: Densidade estacionária de indiv́ıduos Suscetı́veisSest paral = 10 e alguns valores
de ε na escala log-log. A reta tem inclinação−10. Os par̂ametros s̃ao: N = 105, α = 0.05 e
λ0 = 0.1. Cada pontóe resultado de um ḿedia sobre 200 realizações.

encontramos para o casol = 5 [εc(l = 5) = 0.83]. Esteé um resultado esperado, já que agora

coml = 10 os indiv́ıduos apresentam uma maior capacidade de diminuir as suas probabilidades

de reinfecç̃ao. O resultado analı́tico da equaç̃ao (7.4) para este valor crı́tico é εc(l = 10) ∼=

0.93303, novamente em excelente acordo com o resultado numérico.

Considerando os valores estacionáriosSest para diferentes valores deε, novamente obser-

vamos uma lei de potênciaSest∼ ε−ν (veja a figura 7.4), mas agora obtivemos um expoente

diferente,ν = 10 1. Em outras palavras, temos a forma geral

Sest∼ ε−ν(l) , (7.9)

comν(l) = l , resultado confirmado por simulações para outros valores del (veja a figura 7.5,

lado esquerdo). Além disso, a previs̃ao anaĺıtica da equaç̃ao (7.6) ńos d́a o mesmo comporta-

mento do resultado nuḿerico, equaç̃ao (7.9), como podemos ver na figura 7.5 (lado direito).

Levando em conta os resultados numéricos paraα = 0.05, λ0 = 0.1 e diferentes valores

de ε e l , exibimos na figura 7.6 o diagrama de fases do modelo, separando as fases livre da

1Já que o comportamento das quantidadesSest e I∗est como funç̃oes deε é o mesmo, iremos analisar somente a
quantidadeSest.
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Figura 7.5: Densidade estacionária de indiv́ıduos Suscetı́veisSestcomo funç̃ao deε para alguns
valores del . As retas s̃ao ajustes aos dados numéricos, e nos d̃ao Sest∼ ε−ν(l), com ν(l) =
l (lado esquerdo). Na figura do lado direito exibimos o expoente ν como funç̃ao del . Os
quadrados foram estimados a partir dos dados numéricos (ajustes na figura do lado esquerdo),
enquanto que a retáe a previs̃ao anaĺıtica da teoria do campo ḿedio, equaç̃ao (7.6).

doença (I ) e epid̂emica (II ). Os quadrados são os valores crı́ticos εc(l) estimados a partir das

simulaç̃oes, enquanto que a curvaé a previs̃ao anaĺıtica da abordagem de campo médio, equaç̃ao

(7.4). Podemos observar um excelente acordo entre os resultados analı́tico e nuḿerico.

7.3 Simulaç̃oes na Rede Quadrada

Nesta seç̃ao iremos analisar o mesmo modelo apresentado na seção anterior, mas agora ire-

mos estud́a-lo na rede quadrada, de forma a identificar os efeitos da presença de uma vizinhança

no modelo. Assim, teremosN = L2 indivı́duos no sistema, ondeL é o tamanho linear da rede,

e cada indiv́ıduo podeŕa interagir com seus quatro primeiros vizinhos. Simulamos populaç̃oes

de diversos tamanhos, e verificamos que os resultados não possuem dependência para taman-

hos maiores queL = 100. Assim, iremos exibir resultados para o tamanhoL = 400, istoé, as

populaç̃oes consideradas possuemN = 1.6× 105 indivı́duos. Aĺem disso, iremos considerar

as mesmas probabilidades da seção anterior,α = 0.05 eλ0 = 0.1, para diferentes valores dos

par̂ametrosε e l . Consideramos, assim como na seção anterior, que 2% dos indivı́duos est̃ao

inicialmente Infectados. Todos os dados que exibiremos são resultados de ḿedias sobre 200

realizaç̃oes. O algoritmo que iremos consideraré baseado na referência [147], onde os au-
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Figura 7.6: Diagrama de fases do modelo no planoε contral , separando as fases livre da doença
(regĩaoI ) e a fase epid̂emica (regĩaoII ), onde a doença prevalece. Os quadrados foram estima-
dos a partir dos dados gerados pelas simulações, enquanto que a curvaé a previs̃ao anaĺıtica da
teoria do campo ḿedio, equaç̃ao (7.4).

tores consideraram o modelo SIR. Em outras palavras, o algoritmo para simular o problemáe o

seguinte: (i) a cada passo de tempo, cada indivı́duo Infectadoj retorna ao estado Suscetı́vel com

probabilidadeα; (ii) ao mesmo tempo, cada indivı́duo Suscetı́vel j se torna Infectado com prob-

abilidadeλ j se pelo menos um dos seus quatro primeiros vizinhos está infectado. Aṕos cada

transiç̃ao I → S, a probabilidade de infecção do indiv́ıduo j diminui de acordo comλ j → ε λ j .

O passo de tempóe definido da mesma forma que na seção anterior.

Na figura 7.7 exibimos resultados para a densidade de indivı́duos Infectados como função

do tempo paral = 5 (lado esquerdo) el = 10 (lado direito). Podemos ver que, ao menos qualita-

tivamente, os resultados são semelhantes aos resultados obtidos na abordagem de campomédio.

No entanto, podemos observar na figura 7.7 que os valores crı́ticosεc(l) são diferentes. Como

exemplos, temos para o caso 2D os valoresεc(l = 5)∼ 0.74 eεc(l = 10)∼ 0.86, enquanto que

no caso da abordagem de campo médio temosεc(l = 5) ∼ 0.87 eεc(l = 10) ∼ 0.93 (compare

as figuras 7.1, 7.3 e 7.7). Em outra palavras, a diferença entre as duas ańalises aumenta quando

diminúımos os valores del . Estaé a primeira consequência que podemos observar da presença

de uma topologia (vizinhança) no modelo.
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Figura 7.7: Densidade de indivı́duos InfectadosI(t) como funç̃ao do tempo de simulação t
para l = 5 (lado esquerdo, de cima para baixo:ε = 1.00,0.90, ...,0.70) e paral = 10 (lado
direito, de cima para baixo:ε = 1.00,0.95, ...,0.83) para valores tı́picos deε. Os par̂ametros
utilizados foramL = 400, α = 0.05 eλ0 = 0.1. Cada pontóe resultado de uma ḿedia sobre
200 realizaç̃oes.

Seguindo o procedimento da seção 7.2, iremos analisar o comportamento da densidade de

indivı́duos Suscetı́veis Sest como funç̃ao deε, para diferentes valores del . Na figura 7.8 ex-

ibimos resultados paral = 5 (lado esquerdo) el = 10 (lado direito). Podemos observar um

desvio em relaç̃ao ao comportamento do tipo lei de potência simples dado pela equação (7.6).

No entanto, os valores deSest seguem duas leis de potência com expoentes diferentes: um

expoente para valores deε próximos do ponto crı́tico (com maior inclinaç̃ao, veja as retas

tracejadas na figura 7.8), e outro expoente para valores intermedíarios e grandes deε (com

a menor inclinaç̃ao, veja as retas cheias na figura 7.8), para os dois casos analisados (l = 5

e l = 10). Note, poŕem, que o comportamento para valores deε próximos deεc é basica-

mente o mesmo que no caso da abordagem de campo médio, istoé, as maiores inclinações

observadas paraSest no caso 2D s̃ao as mesmas observadas na formulação de campo ḿedio do

modelo. De fato, ńos temos queSest(l = 5)∼ ε−5 e Sest(l = 10)∼ ε−10 para o caso do campo

médio eSest(l = 5)∼ ε−5.2 e Sest(l = 10)∼ ε−10.4 para o caso do modelo considerado na rede

quadrada. Podemos entender este fato da seguinte forma. Considerando o modelo definido na

rede quadrada, para valores deε acima e pŕoximos deεc (e portanto, dentro da fase epidêmica),

o sistema apresenta um número pequeno de indivı́duos infectados. Assim, a probabilidade de

um certo indiv́ıduo Suscetı́vel ter ao menos um vizinho Infectadoé muito pequena, comparável
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Figura 7.8: Densidade estacionária de indiv́ıduos Suscetı́veis Sest paral = 5 (lado esquerdo)
e l = 10 (lado direito), para alguns valores deε, na escala log-log. Os cı́rculos representam
a localizaç̃ao dos pontos crı́ticos de cada caso. Observe queSest não apresenta somente uma
lei de pot̂encia como funç̃ao deε, como acontece no limite de campo médio. No entanto,
existem dois comportamentos distintos, ambos do tipo lei depot̂encia (retas cheias e alternadas,
com inclinaç̃oes exibidas nas legendas da figuras). Os parâmetros utilizados foramL = 400,
α = 0.05 eλ0 = 0.1. Cada pontóe resultado de uma ḿedia sobre 200 realizações.

à probabilidade de um indivı́duo escolhido ao acaso ser Infectado, queé exatamente o proced-

imento usado na abordagem de campo médio. Por outro lado, para valores maiores deε (e

portanto, longe da fronteira de transição), existem no sistema muitos indivı́duos Infectados, e

a presença de uma vizinhança (topologia) muda o comportamento deSest. Observe que este

resultado tamb́emé um reflexo da din̂amica utilizada, que considera uḿunico ”vizinho” para

o caso do campo ḿedio e quatro vizinhos para o caso bidimensional. De fato, verificamos que,

se sortearmos quatro ”vizinhos” ao invés de um para o caso do campo médio, obtemos também

duas leis de potência paraSest. Da mesma forma, se considerarmos que no caso 2D a prob-

abilidade de infecç̃ao de um indiv́ıduo suscetı́vel j qualquer num instante de tempot é dada

por mλ (t)/4, ondem é o ńumero de vizinhos infectados do indivı́duo j no instantet, obtemos

tamb́em duas leis de potência paraSest, poŕem ñao observamos um comportamento similar ao

de campo ḿedio nas proximidades deεc.

Na figura 7.9 exibimos um diagrama de fases comparativo dos casos da rede quadrada e

do campo ḿedio, no planoε contra l . Podemos observar que a diferença entre os valores

numéricos deεc das duas abordagens aumenta quando diminuı́mos o valor del , como discutido
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Figura 7.9: Diagrama de fases comparativo no planoε contra l , separando as fases livre da
doença (regĩaoI ) e a fase epid̂emica (regĩaoII ), onde a doença prevalece. Os sı́mbolos (ćırculos
para o campo ḿedio e quadrados para o caso 2D) foram estimados a partir das simulaç̃oes.
Observe que a fase epidêmica aumenta no caso da rede quadrada, como discutido no texto.

anteriormente, e que a fase epidêmicaé maior no caso bidimensional. Estas diferenças podem

ser entendidas se nos basearmos na discussão do paŕagrafo anterior, e podemos realmente es-

perar que a presença de uma topologia modifique o comportamento do sistema. De fato, na

rede quadrada cada indivı́duo tem sempre os mesmos quatro vizinhos, e cada um destes vizin-

hos pode infectar o indivı́duo central com probabilidadeλ (t). Por outro lado, na abordagem

de campo ḿedio ńos escolhemos aleatoriamente umúnico ”vizinho” para infectar um certo in-

divı́duo com probabilidadeλ (t), e cada indiv́ıduo pode ter diferentes ”vizinhos” em diferentes

passos de tempo. Assim, os indivı́duos na rede quadrada têm mais chances de serem infectados,

o que faz com que a fase epidêmica seja maior que no caso de campo médio.

7.4 Conclus̃oes

Neste caṕıtulo estudamos uma versão modificada do modelo SIS (Susceptible-Infected-

Susceptible) na qual consideramos que cada indivı́duo na populaç̃ao que se recupera da doença

diminui a sua chance de reinfecção. Esta diminuiç̃ao ocorre um ńumero ḿaximo l de vezes

para cada indiv́ıduo. Assim, a cada recuperação da doença, na qual o indivı́duo deixa o estado
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Infectado e retorna ao estado Suscetı́vel, a probabilidade de infeçãoλ diminui de acordo com

a formaλ → ελ , e esta diminuiç̃ao é limitada a um ńumero ḿaximo del vezes para cada

indivı́duo da populaç̃ao. Esta din̂amica pode ser relevante para descrever doenças como a gripe

comum, para a qual a nossa chance de reinfecção diminui com o aumento da idade.

Estudamos o problema definido na rede quadrada e também no limite de campo ḿedio. No

caso da abordagem de campo médio, em que cada indivı́duo pode interagir com todos os outros

indivı́duos, analisamos o problema analiticamente através de equaç̃oes diferenciais ordińarias

e tamb́em atrav́es de simulaç̃oes. Considerando a probabilidade de infecção inicialλ0 (para a

transiç̃ao S→ I ) e a probabilidade de recuperação α (para a transiç̃ao I → S), obtemos uma

depend̂encia do tipo lei de potência entre a densidade estacionária de indiv́ıduos Suscetı́veis

Sest e o par̂ametroε que controla a diminuiç̃ao da probabilidade de infecção na formaSest=

(α/λ0)ε−l . Além disso, mostramos que o sistema sofre uma transição de fase em certos valores

cŕıticos dados porεc(l) = (α/λ0)
1/l , que separam uma fase onde a doença prevalece e atinge

uma fraç̃ao finita da populaç̃ao (chamada de fase epidêmica, paraε > εc) de uma fase onde a

doençáe extinta do sistema (chamada de fase livre da doença, paraε ≤ εc). Todos os resultados

anaĺıticos foram confirmados por simulações computacionais.

No caso do sistema definido na rede quadrada nós estudamos o modelo somente através

de simulaç̃oes. A evoluç̃ao temporal da densidade de indivı́duos Suscetı́veis e Infectadośe

qualitativamente semelhanteà evoluç̃ao da abordagem de campo médio, mas a presença de uma

vizinhança (topologia) modifica algumas caracterı́sticas do modelo. Em particular, os valores

cŕıticosεc(l) são menores que no caso de campo médio, o que implica em um aumento da fase

epid̂emica. Aĺem disso, os valores estacionáriosSest seguem duas leis de potência distintas:

uma para valores deε próximos do ponto crı́tico e outra para valores intermediários e grandes

deε. No entanto, o comportamento para valores deε próximos deεc é o mesmo observado na

abordagem de campo médio. Estas difereças ocorrem devidoà topologia èa din̂amica adotada

no caso 2D.
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8 Discuss̃ao Final, Conclus̃oes e
Perspectivas

Nesta tese analisamos, por meio de simulações computacionais e técnicas oriundas

da f́ısica estatı́stica, como hiṕotese de escala e análise de tamanho finito, as transições de fase

que ocorrem em diversos sistemas complexos. Estes sistemasforam definidos em diferentes

topologias, e cada um deles apresentou um comportamento distinto no que se referèa natureza

da transiç̃ao.

No caṕıtulo 2 fizemos uma breve introdução a alguns conceitos da teoria de fenômenos

cŕıticos. Definimos ordem de uma transição de fase, que pode ser classificada em contı́nua ou

de primeira ordem, e discutimos teoria de escala, expoentescŕıticos e classes de universalidade.

Al ém disso, descrevemos uma técnica muito importante e que foi utilizada em todos os capı́tulos

de resultados da tese, a análise de escala para sistemas finitos. Com esta técnica, determinamos

expoentes crı́ticos e a localizaç̃ao dos pontos crı́ticos dos sistemas complexos estudados.

No caṕıtulo 3 discutimos um modelo de redes complexas em crescimento onde levamos

em conta a idade dos sı́tios desde o seu nascimento. Em outras palavras, a rede cresce com o

tempo devidòa adiç̃ao de śıtios e ligaç̃oes, e a probabilidade de dois sı́tios serem conectados

é proporcional̀a conectividade (ńumero de vizinhos) dos sı́tios e à exponencial da diferença

entre as suas idades, multiplicada por um parâmetroα. Este par̂ametro leva a uma transição

de fase geoḿetrica, onde a estrutura da redeé drasticamente modificada: em uma fase a rede

apresenta v́arios aglomerados isolados e na outra fase existe umúnico algomerado gigante que

ocupa toda a rede. Este aglomerado gigante emerge em um pontocŕıtico de primeira ordem,

que foi identificado usando a técnica de ańalise de escala para sistemas finitos. Medidas do
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menor caminho ḿedio entre todos os pares de sı́tios pertencentes ao aglomerado gigante nos

mostraram que essa transição pode ser vista também como uma transição mundo grande-mundo

pequeno, j́a que o menor caminho ḿedio escala com logN paraα < αc e escala comN para

α > αc, ondeN é o ńumero de śıtios da rede eαc é o ponto cŕıtico que separa as duas fases.

Al ém disso, os resultados numéricos sugerem que as flutuações do par̂ametro de ordem, que

é o tamanho relativo do maior aglomerado, escalam linearmente com o tamanho do sistema,

e que nas proximidades do ponto crı́tico o inverso de um comprimento caracterı́stico se anula

linearmente com a distância ao ponto crı́tico. Baseado nestes resultados, podemos concluir que

a transiç̃ao observada pertenceà mesma classe de universalidade do problema de percolação

em uma dimens̃ao.

No caṕıtulo 4 estudamos um modelo que visa otimizar o transporte demat́eria em uma

rede com estrutura dimensional 1+ 1, ou seja, uma dimensão espacial e uma dimensão tem-

poral, mas que pode ser vista também como uma rede quadrada direcionada. A partir de uma

formulaç̃ao Lagrangeana, resolvemos analiticamente o problema local na sua forma mais geral,

e a partir de simulaç̃oes estudamos a transição ocupaç̃ao-desocupação que ocorre na rede. En-

contramos algumas relações do tipo lei de potência entre certas quantidades fı́sicas de interesse,

e vimos que estas quantidades de interesse não dependem do tamanho da rede, mas somente

dos par̂ametros do modelo. Analisamos também as flutuaç̃oes do tŕafego em diversos canais da

rede, e observamos diferentes padrões: estas flutuações escalam com〈 fi〉1/2 para fluxo de en-

trada na rede baixo, e escalam com〈 fi〉 para fluxo de entrada alto, onde〈 fi〉 é o fluxo ḿedio de

mat́eria atrav́es de um determinado canali da rede. O mesmo tipo de comportamento foi obser-

vado em v́arios sistemas reais, como a Internet e sistemas reais de estradas, e foi corretamente

previsto pelo nosso modelo.

No caṕıtulo 5 discutimos modelos magnéticos com desordem no campo magnético local.

Este campo local flutua no espaço e no tempo de acordo uma dadadistribuiç̃ao de probabili-

dades, o que mantém o sistema fora do equilı́brio. Consideramos o sistema definido nas redes

quadrada e ćubica, e utilizamos as distribuições gaussiana dupla e bimodal, respectivamente,

para atribuir os valores para os campos locais{hi} em cada śıtio i. No caso da rede quadrada, as
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simulaç̃oes sugerem a ocorrência de transiç̃oes de fase de primeira ordem para alguns valores

deσ > 0, ondeσ é a largura das gaussianas. No caso da rede cúbica, a transiç̃ao descontı́nua

já ocorre para a distribuição bimodal. Estas transições, nos dois casos, ocorrem na região de

baixas temperaturas e campo magnético intenso. Ainda considerando o caso 3D, analisamos

as transiç̃oes em detalhes, e já que temos transição cont́ınua em altas temperaturas, então o

sistema apresenta um ponto tri-crı́tico a temperatura finita. Determinamos a localização aprox-

imada deste ponto por meio da análise de quantidades fı́sicas tais como a magnetização, o

cumulante de Binder e a susceptibilidade. Vale ressaltar também que esta transição de fase de

primeira ordem em sistemas magnéticos na presença de campos aleatórios foi prevista experi-

mentalmente nos antiferromagnetos diluı́dos FexMg1−xCl2, que s̃ao realizaç̃oes experimentais

de sistemas de spins sob a ação de campos magnéticos aleat́orios. Este resultado nos sugere

que estes modelos desordenados de não-equiĺıbrio podem ser mais relevantes para a descrição

teórica destes materiais do que os correspondentes modelos deequiĺıbrio, que por sua vez não

prev̂eem esta transição.

No caṕıtulo 6 discutimos um modelo de dinâmica de opinĩoes, o chamado modelo de Sz-

najd, baseado em spins do tipo Ising. Propomos uma generalizaç̃ao onde levamos em conta um

mecanismo de reputação, que limita a capacidade de convencimento dos agentes. A reputaç̃aoé

introduzida como um ńumero inteiro que varia durante a dinâmica do sistema, de acordo com as

regras do modelo. Utilizando regras muito simples, e sem a necessidade de incluir agentes es-

peciais (contŕarios e oportunistas, por exemplo, como feito em outras generalizaç̃oes do modelo

de Sznajd), o modelo foi capaz de prever situações realistas de democracia, onde a maioria dos

spins aponta em uma direção, para uma grande faixa de valores dos parâmetros. Ressaltamos

que situaç̃oes de consenso, onde todos os spins apontam na mesma direção, e que s̃ao resultado

de muitas generalizações do modelo de Sznajd, não s̃ao situaç̃oes realistas, pois representam

uma ditadura, ou seja, todos os indivı́duos da populaç̃ao t̂em a mesma opinião, como por ex-

emplo, escolhem um mesmo candidato entre dois possı́veis. Assim, o modelo apresentado se

mostra mais realista do que alguns outros encontrados na literatura.

Finalmente, no capı́tulo 7 discutimos o comportamento crı́tico de um modelo de propagação
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de epidemias. O nosso modelo foi baseado no tradicional modelo de epidemias SIS. Propomos

uma modificaç̃ao na probabilidade de infecção, de forma que ela diminua com o tempo. Assim,

os indiv́ıduos da populaç̃ao aumentam suas resistências a reinfecç̃oes. Tratamos o modelo em

duas situaç̃oes diferentes: no limite de campo médio e na rede quadrada. No primeiro caso,

resolvemos o problema analiticamente, e obtivemos relações do tipo lei de potência entre quan-

tidades de interesse do problema e os parâmetros. Aĺem disso, mostramos que o sistema sofre

uma transiç̃ao entre uma fase na qual a doença atinge uma fração finita da populaç̃ao e uma fase

onde a doençáe extinta. Todos os resultados analı́ticos foram confirmados por simulações. No

caso da rede quadrada, tratamos o sistema somente através de simulaç̃oes. Observamos algu-

mas diferenças para o modelo no limite de campo médio, diferenças estas devidasà din̂amica

adotada no caso 2D eà presença de uma vizinhança (topologia). No entanto, a transiç̃ao de fase

tamb́em ocorre neste caso, mas as fases possuem extensões diferentes, com a fase epidêmica

sendo maior no caso da rede quadrada.

Algumas extens̃oes dos resultados apresentados nesta tese podem ser interessantes de serem

analisadas, a saber:

• Em relaç̃ao às redes em crescimento do capı́tulo 3, podemos analisar os efeitos de um

termo ñao-linear na probabilidade de conexão, da formaΓ(k,a, t) ∝ (A0+ k)δ e−α(t−a),

com um expoenteδ a ser variado. Aĺem disso, podemos também analisar os menores

caminhos ḿedios entre śıtios separados por uma distância temporal∆t, o que nos dará

mais informaç̃oes a respeito da estrutura geométrica da rede e da transição de fase.

• Em relaç̃aoàs redes de transporte do capı́tulo 4, pretendemos estudar a otimização global

da funç̃ao de custo. Podemos fazer isso utilizando diferentes técnicas, como por exemplo

programaç̃ao quadŕatica, o que nos daria uma solução exata, e arrefecimento simulado

(simulated annealing, em ingl̂es), o que nos daria uma solução aproximada do problema.

• Em relaç̃ao aos modelos magnéticos do caṕıtulo 5, podemos considerar também flutuaç̃oes

nas interaç̃oes entre os spins, o que seria uma versão de ñao-equiĺıbrio de um vidro de

spins. Aĺem disso, tamb́em seria interessante considerar outras distribuições de proba-
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bilidades para os campos aleatórios, assim como obter a solução anaĺıtica via teoria do

campo ḿedio para o problema já estudado numericamente no capı́tulo 5.

• Em relaç̃ao ao modelo social do capı́tulo 6, pretendemos buscar uma solução anaĺıtica

do problema, assim como considerar resistência dos agentes ao convencimento e efeitos

externos.

• Em relaç̃ao à din̂amica de epidemias apresentada no capı́tulo 7, pretendemos estudar o

modelo em redes regulares de dimensãod, considerando que a probabilidade de infecção

diminui com o tempo mas depende do número de vizinhos infectados. Pretendemos de-

terminar a dimens̃ao cŕıtica superior do modelo. Além disso, pretendemos considerar

um modelo com duas populações diferentes de vı́rus, de forma a tornar o problema mais

realista.

Para finalizar, ressaltamos que algumas das idéias apresentadas acima já começaram a ser

desenvolvidas.
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APÊNDICE A -- Geradores de Ńumeros Aleat́orios

O objetivo deste ap̂endicée fazer uma breve discussão sobre geradores de números aleatórios,

que s̃ao ferramentas indispensáveis em simulaç̃oes computacionais. Em todos os capı́tulos de

resultados desta tese (capı́tulos 3 a 7) foram realizadas simulações computacionais utilizando

números aleatórios. Basicamente qualquer simulação ou ḿetodo que faça uso de variáveis

aleat́orias para a solução de algum problemáe denominado deMonte Carlo [8], em analo-

gia à suposta aleatoriedade das roletas na cidade do principadode Mônaco. Na aplicaç̃ao de

métodos do tipo Monte Carlo a sistemas de interesse fı́sico, dependemos da geração de uma

grande quantidade de números aleatórios de boa qualidade. Assim,é importante o uso de um

gerador de confiança, para evitar resultados espúrios.

Qualquer gerador de números aleatórios produz um sequência de ńumeros onde cada um

destes ńumeros pode ser representado por um conjunto den bits. Estes bits, por sua vez, pro-

duzem pelo menos 2n outros ńumeros, no intervalo entre 0 e 2n− 1. No entanto, em algum

momento, usualmente antes de serem gerados 2n números, qualquer algoritmo para geração de

números aleatórios iŕa produzir um dos ńumeros gerados anteriormente, o que define operı́do

do gerador. Assim, um gerador de números aleaŕorios seŕa bom quando tiver um perı́odo grande.

O gerador mais utilizado atualmenteé baseado no ḿetodo linear congruencial [152]. A

idéia é que, dado um ńumero inicialx0, chamado desemente do gerador, cada ńumero na

seqûenciaé determinado pela relação

xn = (axn−1+c) modm , (A.1)

ondea, c e m são inteiros. A operaç̃ao “y modz” nos d́a o resto inteiro da divis̃ao dey por
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z, o que define a nomenclatura mod na equação (A.1). A equaç̃ao (A.1) é caracterizada por

3 par̂ametros: o multiplicadora, o incrementoc e o ḿodulo m. Observe que, analisando a

equaç̃ao (A.1), podemos notar quem é o maior inteiro gerado, de forma que o maior perı́odo

que podemos obter com a equação (A.1) é m. Poŕem, em geral, o perı́odo depende dos 3

par̂ametrosa, c e m. Por exemplo, se utilizarmosa = 3, c = 4, m= 32 ex0 = 1, a seqûencia

gerada pela equação (A.1)é

1,7,25,15,17,23,9,31,1,7,25, ... , (A.2)

e portanto o perı́odo seria 8, bem menor que o máximo posśıvel que seriam= 32. Assim,

devemos escolher com cuidado os valoresa, c e m de forma a obtermos o ḿaximo peŕıodo,

o que faria com que todos os números inteiros entre 0 em−1 ocorram na sequência gerada.

Al ém disso, como normalmente estamos interessados em números aleatórios r no intervalo

0≤ r < 1 ao inv́es de ńumeros inteiros,́e natural fazermos com que o gerador retorne os valores

r = xn/m, que s̃ao sempre menores do que 1. Este procedimentoé útil em simulaç̃oes de Monte

Carlo porque sempre comparamos os números gerados com probabilidades, e estas por sua vez

est̃ao sempre no intervalo[0,1].

Algumas regras para a escolha dos númerosa, c em foram discutidas em diversos trabalhos,

dentre os quais se destaca a referência [153]. Um bom gerador de números aleatórios deve

possuir as seguintes propriedades:

• Acima de tudo, os ńumeros devem parecer distribuı́dos uniformemente entre 0 e 1, e não

devem exibir qualquer correlação entre eles. Caso contrário, o resultado da simulação

pode ser completamente inválido;

• Ser ŕapido e ñao necessitar de muito armazenamento;

• Permitir repetir a geração de uma dada sequência de ńumeros. Isto facilita a depuração

do programa que simula o modelo, e permite a comparação de sistemas diferentes quando

submetidos aos mesmos eventos.
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Figura A.1: Distribuiç̃ao dos ńumeros gerados a partir do gerador linear congruencial, equaç̃ao
(A.1), com a = 16807,c = 0, m= 231− 1 e x0 = 12 (lado esquerdo). Nesta figura foram
geradosN números aleatórios no intervalo[0,1], para diferentes valores deN. Observe que
paraN grande o resultado se aproxima de uma distribuição uniforme. Tamb́em exibimos a
correlaç̃aoC(k) entre os ńumeros gerados (lado direito), de acordo com a equação (A.4).

Assim, um bom gerador que segue as regras acimaé baseado nos números [153]

a = 16807,

c = 0 ,

m = 231−1 . (A.3)

Como teste deste gerador, exibimos na figura A.1 (lado esquerdo) a distribuiç̃ao dos ńumeros

aleat́orios gerados a partir da equação (A.1) utilizando os ńumeros dados pela equação (A.3).

Observe que para uma quantidade grandeN de ńumeros gerados o resultado se aproxima de uma

distribuiç̃ao uniforme. Em relaç̃aoàs correlaç̃oes entre os ńumeros gerados, elas são calculadas

a partir da relaç̃ao

C(k) =
〈xi+kxi〉−〈xi〉2

〈xixi〉−〈xi〉〈xi〉
, (A.4)

ondexi é o i−ésimo ńumero da seqûencia e tomamos a ḿedia sobre todos os númerosi. De

acordo com a equação (A.4), um bom gerador de números aleatórios deve nos dar

C(k) =











1 , sek= 0

0 , sek> 0
(A.5)
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Baseado no gerador linear congruencial da equação (A.1) e utilizando as escolhas da equação

(A.3) paraa, c em, exibimos na figura A.1 (lado direito) a funçãoC(k) para alguns valores dek.

Observe que obtemos exatamente o comportamento desejado, dado pela equação (A.5). Assim,

o uso do gerador discutido nesta seção nos garante que podemos obter resultados confiáveis nas

nossas simulaç̃oes.
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[96] L. Herńandez, H. Ceva, Phys. A387, 2793 (2008).

[97] N. G. Fytas, A. Malakis, Eur. Phys. Journ. B61, 111 (2008).

[98] M. Alava, P. M. Duxbury, C. F. Moukarzel, H. Rieger, emPhase Transitions and Crit-
ical Phenomena: Volume 18, editado por C. Domb e J. L. Lebowitz (Academic Press,
Londres, 2001).

[99] P. L. Garrido, J. Marro, Phys. Rev. Lett.62, 1929 (1989).

[100] J. J. Alonso, J. Marro, J. Phys.: Condens. Matter4, 9309 (1992).
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