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Resumo

Nesta tese estudamos alguns sistemas complexos por mermwdages computacionais
e tecnicas oriundas désica estastica, como hiptese de escala e@ise de tamanho finito. Os
modelos estudado$as variados e envolvem sistemas consideratisok (percolago e mag-
netismo desordenado) aefisicos (redes de transporte, dimica de opirbes e propagap de
epidemias). Apesar de apresentarem carstieas particulares, todos os sistemas analisados
exibem transiges de fase entre estados distintos. Utilizand@esitas mencionadas acima,
localizamos os pontositicos e estimamos 0s expoentes carastieos desses modelos.&kh
disso, os sistemas estudados foram definidos em diferepetgias, de regulares a redes

livres de escala. No final, discutimos pb&ss continuages no estudo dos modelos apresenta-
dos nesta tese.



Abstract

In this thesis we study some complex systems by means of demgimulations and tech-
nigues from statistical physics like scaling hypothesis famte-size scaling analysis. The stud-
ied models are diverse and involve “classical’” physicateys (percolation, disordered mag-
netism) and nonphysical ones (transportation networkisi@pmodels and epidemic dynam-
ics). Although these models present particular featudesf hem undergo phase transitions
between distinct states. By means of the above-mentionéditpes we localized the critical
points and estimated the characteristic exponents of thosiels. In addition, the systems were
defined on complex and regular topologies. We also discuse gmssible extensions of the
models studied in this work.
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actefstico bem definido perto da tranaig (d). Em destaque, na figura in-
serida, ainda mostramos um histograma da magnéatizaxima do ponto
critico, onde vemos claramente dois picos, assinatura de ansigo de

primeiraordem. . . . . . . .. e p.61

5.13 Susceptibilidadg(T) como fun@o da temperatura para o caso da rédeaa,
comhy =35 elL =40 (a) e as posies dos raximos da susceptibilidade
Xmax contra tamanho da redena escala log-log (b). A inclin&p da reteé

2.63+0.10, o que sugere uma trardade fase comua pardy,=3.5. ... p.62

5.14 Resultados nuanicos pdximos ao ponto tri-dtico para o caso da redéluica,
comL = 30 e um intervalo muito pequeno entre temperatukds=€ 0.005).
Na figura (a) mostramos o cumulante de Binder para intenssddaleampo
ho =3.5,3.6 e 37, onde pode-se ver o @er coninuo da transigo, enquanto
que em (b) podemos ver comportamentipscbs de transiges de primeira

ordem, pardn, =3.8€39. . . . . ... p.63

5.15 Magnetiza@o por spin como furip da temperatura para o caso da rede
clbica (a) e colapso dos dados de acordo com as 8q8d6.17) para, =
2.0 e varios tamanhos de redediferentes (b). O colapso foi obtido com

T.=297,8=0.051 ev =167, como discutidonotexto. . .. .. ... .. p. 64



5.16 Cumulante de Binder como flingda temperatura para o caso da reédeaa,
comhy = 2.0 e alguns tamanhos de rede (a) e o melhor colapso dos dados (b)
baseado na equag (5.9). O colapso foi obtido coiipg = 2.97,8 = 0.051 e

v =167, comodiscutidonotexto. . . ... ... ... ... ... .. ..., p. 65

5.17 Esboco do diagrama de fases do modelo para o caso daltddae, sepa-
rando os estados ferromagito () e paramagetico (P). Os quadradosa®
estimativas nurericas das temperaturas de tradsigenquanto que a lint&a
apenas um guia para os olhos. A linha pontilhada n&cede baixas tem-
peraturas representa a r&gipara a qual as simuldgs sugerem transies
de fase de primeira ordem. Em destaque, na figura inseridstrantmos em
mais detalhes a re@d poxima ao ponto tri-dtico (retiramos os pontos cal-
culados, pra ficar mais claro), e a linha mais grossa repesedntervalo de

valores deh, onde esperamos que esteja localizado o pontoiticar . . . . p.66

6.1 Representap esquesdtica de uma plaquetax22 com 4 agentes vizinhos
entre si (spins dentro do ggtgulo) e os 8 agentes vizinhagplagueta con-
siderados na damica do modelo (representados por spins cheios). Observe
gue os outros agentes (representados por spins ponti)hamparticipam

dadirimica. . . . . . . . ... e e p.70

6.2 Evolu@o temporal da magnetizag pardl = 53, densidades iniciais de spins
+1 iguais ad = 0.4 ed = 0.6 e diferentes realizées (figura do lado es-
querdo). Podemos ver que os estados estadmsmostram situégs onde
0 consensodmé obtido, em opos#p ao modelo tradicional definido na rede
quadrada [119]. Nesta figura taérh mostramos situées onde consen$o
obtido, para densidades iniciais de spirisiguais ad = 0.1 ed = 0.9 (figura
doladodireito). . . . . . . .. p. 7



6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

7.1

Histogramas dos tempos de reléd@para. = 53 ed = 0.8, obtidos a par-

tir de simula@es sobre 1Prealiza@es, com as reputées iniciais do agentes
seguindo um distribufgo gaussiana centrada em zero e com diferentes desvios
paddeso. A distribuicaoé compatvel com uma fungo log-normal para to-

dos os valores de, 0 que corresponda paabola observada no a@fico na

escalalogdtmicanosdoiseixos. . . . . . .. . ... oo p.73

Tempo radio de relaxa&o 1, com nedia realizada sobre 10ealiza@es,
contra o tamanho linear da retlena escala log-log. A reta tem inclirég

5/2. O resultad@ robusto com rel@pa escolha de diferentes valoresale. p.74

Fra@o f de realizages que terminam com todos os spink quando a den-

sidade iniciald de spins+1 varia no intervalo @ < d < 1.0, para alguns
tamanhos de rede O nuUmero total de realizégsé 1000 (pard = 23,31 e

53),500 (pard. =73) e 200 (parh =101e121). . .. .. .. ... .... p.75

Colapso dos dados paraobtido coma=0.035,b=0.44ed.=0.88. ... p.75

Fra@o f de realizages que terminam com todos os spifk quando a den-
sidade iniciald de spins+1 varia no intervalo B5<d < 1.0, paraL = 23,
1000 realizages e alguns valores de. Este resultado mostra que o au-
mento deo nao modifica 0 comportamento de ou seja, 0 comportamento

datransi@odefase. . . . . . . . ... p. 76

Densidade de indiduos SuscéteisS(t) (lado esquerdo, de cima para baixo:
€ =0.80,0.85,...,1.00) e densidade de indduos Infectados(t) (lado dire-
ito, de cima para baixoe = 1.00,0.98, ...,0.80) como fun@es do tempa
para uma popul@p de tamanhdl = 10°, pa@metro de limitd =5 e val-
ores fpicos dee. Efetuamos radias sobre 200 realizdgs. Neste caso, para
€ < 0.87 a doenca @ se espalha pela populac Os pametros utilizados

forama =0.05eAo=0.1. . . . . . . . ... p.83



7.2

7.3

7.4

7.5

Densidade estaciana de indivduos Suscéteis S.stparal =5 e alguns val-
ores dee na escala log-log. A reta tem inclirig—5 (lado esquerdo). Para a
densidade estaciana de indivduos Infectadoes; 0 sistema 80 apresenta
um comportamento do tipo lei de @oicia com o paimetrog, como previsto
analiticamente pela equag (7.5). Por outro lado, se plotarmids = 1 — lest
como fun@o deg, obtemos uma lei de p&mcia, com expoente5 (lado di-
reito). Os pa@metros utilizados foramd = 10°, a = 0.05 eAg = 0.1. Cada

pontoé resultado de um édia sobre 200 realizaées. . . . . . ... ... ..

Densidade de indiduos SuscéteisS(t) (lado esquerdo, de cima para baixo:
€=0.90,0.92,...,1.00) e densidade de indduos Infectados(t) (lado dire-
ito, de cima para baixog = 1.00,0.98, ...,0.90) como funges do tempa
para uma popul@p de tamanhdl = 10°, pa@metro de limitd = 10 e val-
ores tpicos dec. Efetuamos radias sobre 200 realizégs. Neste caso, para
€ < 0.93 a doenca@o se espalha pela popudac Os pametros utilizados

forama =0.05eAo=0.1. . . . . . . .. ...

Densidade estaciana de indivduos Suscéteis S5t paral = 10 e alguns
valores des na escala log-log. A reta tem inclirieg—10. Os paametros
s30: N = 1P, a = 0.05 ey = 0.1. Cada ponte@ resultado de um édia

sobre 200 realiz@Es. . . . . . . . .

Densidade estaciana de indivduos Suscéteis S;s;como fun@o dee para
alguns valores de As retas 80 ajustes aos dados n@rtos, € Nos&o S.si~

V1), comv(l) =1 (lado esquerdo). Na figura do lado direito exibimos o

expoentev como fun@o del. Os quadrados foram estimados a partir dos

dados nuraricos (ajustes na figura do lado esquerdo), enquanto qua & re

a previgio andtica da teoria do campo@io, equago (7.6). . . . . . . . ..

p.84

p.85



7.6 Diagrama de fases do modelo no plaremntral, separando as fases livre da
doenca (rediol) e a fase epigimica (regholl ), onde a doenca prevalece. Os
guadrados foram estimados a partir dos dados gerados pelda@es, en-

quanto que a curva a previfio anditica da teoria do campo@&dio, equago

7.7 Densidade de indiguos Infectadok(t) como fun@o do tempo de simulag
t paral =5 (lado esquerdo, de cima para bai@= 1.00,0.90,...,0.70) e
paral = 10 (lado direito, de cima para baixa:= 1.00,0.95,...,0.83) para
valores tpicos des. Os paémetros utilizados forarh = 400, a = 0.05 e

Ao = 0.1. Cada pont@ resultado de umaduia sobre 200 realizées. . . . .

7.8 Densidade estaciana de indivduos Suscéteis St paral = 5 (lado es-
guerdo) d = 10 (lado direito), para alguns valores &ena escala log-log.
Os drculos representam a localiZzsgdos pontos @icos de cada caso. Ob-
serve quesssthao apresenta somente uma lei degpata como fungo dese,
como acontece no limite de camp@dio. No entanto, existem dois compor-
tamentos distintos, ambos do tipo lei de@matia (retas cheias e alternadas,
com inclina@es exibidas nas legendas da figuras). O&armatros utilizados
foramL = 400,a = 0.05 eAg = 0.1. Cada pont@ resultado de uma &dlia

sobre 200 realiz@Es. . . . . . . . ..

7.9 Diagrama de fases comparativo no plaremntral, separando as fases livre
da doenca (regol) e a fase epi@mica (regholl ), onde a doenca prevalece.
Os smbolos (¢rculos para o campo@dlio e quadrados para o caso 2D) foram
estimados a partir das simui@s. Observe que a fase epigica aumenta no

caso da rede quadrada, como discutidonotexto. . . . . . .. .. . ...

p. 90

p.91



A.1 Distribuicdo dos ameros gerados a partir do gerador linear congruencial,
equaéo (A.1), coma=16807,c=0,m= 231—1 exy = 12 (lado esquerdo).
Nesta figura foram geradd$ numeros aledtrios no intervalo[0, 1], para
diferentes valores dd. Observe que pand grande o resultado se aproxima
de uma distribuigo uniforme. Tamém exibimos a correl@pC(k) entre os

nimeros gerados (lado direito), de acordo com a equéh.4). . . . . . .. p. 100



1 Introducao

O conceito de que muitas leis da naturezma torigem estatica esh bem fundamen-
tado nos dias de hoje. De fato, as teoriagchs com abordagem esgtica, como a mémica
guantica e a meanica estastica, €m obtido um enorme sucesso na deserige diversos sis-
temas. Pd&m, noslltimos anos consolidou-se uma téndia em aplicar igias e nétodos da
fisica estdstica emareas do conhecimentoéah da fsica, como a biologia, a sociologia, a
linguistica e a comput@p, entre outras, e comportamentigécos de sistemassicos apare-
ceram nestes sistemas [1]. Em demenos sociais, por exemplo, 0s constituintasidns &o
sao partculas, mas indiduos, e cada indiduo interage com umimmero limitado de outros
individuos. Poem, devido a efeitos das intefsgs entre os indiduos, ocorrem transigs
ordem-desordem, como a forn@acesporénea de uma linguagem comum ou a erapaip de
consenso sobre um assunto e, e aparecem comportamentos de escala e universalidade
[2]. Estes febmenos macrogépicos naturalmente exigem uma abordagenisied estdstica
a sistemas sociais e baglicos, entre outros, de forma a entendermos as regulagdauser-

vadas.

Por outro lado, os sistemas conhecidos como compléo®s alvos centrais de grande
parte da pesquisa atual emita estdstica [3, 4, 5, 6, 7]. Muitos sistemaisicos e @o-fisicos
sao classificados nesta categoria, dos quais podemos dessaciégados sistemas baticos,
sociais e ecabmicos. Apesar de diferentes, todos estes sisteémem comum a presenca
de um rumero muito grande de unidades interagentedelimearidades. Como unidades in-
teragentes podemos pensar em prate em uma rede de inteéa; biobgica, pessoas com

diferentes opirdes, spins em sistemas métjnos, corretores no mercado financeiro, e muitos
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outros. A rao-linearidade significa que o comportamento do sistemaagmtodo, levando
em conta todas as inte@s com agentes externos e entre as unidades constitéictasple-

tamente diferente do comportamento individual de cadaagi@dnteragente.

Muitas €cnicas em sendo empregadas no estudo de sistemas complexos, madisvieam
as simulages computacionaiéin papel de destaque neste ponto. Isso se deve, em graraje part
a grande melhoria dos recursos computacionais existentgg nos permite atualmente simu-
lar sistemas com muitas unidades interagentes e ter graedi€p nos resultados naricos.
Alem disso, disica computaciongla & considerada uma base daraia moderna, ao lado da

fisica térica e dafsica experimental [8].

Da mesma forma que os tradicionais sistemas ®@@gys, muitos sistemas complexos ex-
ibem transi@es de fase entre estados distintos [6, 9]. O objetivo destk tdiscutir resulta-
dos de simula@es computacionais para diversos sistemas complexosiddsfiem diferentes
topologias. Apesar de serem diferentes, todos estes aistexibem transaes de fase. No
cagtulo 2 revisamos brevemente alguns conceitos importalaésoria de febmenos dticos:
palametro de ordem, expoentesticos e classes de universalidadeéel disso, discutimos a
tecnica de aalise de escala para sistemas finitos, qua ssada em todos os éapos seguintes
(cagtulos 3 a 7). No cajulo 3 discutimos a transip de fase geoatrica que ocorre em redes
complexas em crescimento onde levamos em conta a idadétidss Mostramos, atrés de
simula@es computacionais e argumentos de escala, que a #asgié em um ponto ¢tico de
primeira ordem, e que esta trar@icpode ser vista como uma trar@ggde mundo grande para
mundo pequeno. A seguir, vamos propor noittdp 4 um modelo que visa otimizar o trans-
porte de matria em uma rede com uma estrutura unidimensional. A partimda formulago
Lagrangeana, calculamos os fluxasnos da rede e mostramos que podemos ver o problema
como uma transipo ocupago-desocupap. No caftulo 5 discutimos as trangies de fase de
nao-equilbrio que ocorrem em sistemas matjnos com diamica conflitiva, definidos em re-
des regulares. A partir dos resultados obtidos, concluppesestes modelos se mostram mais
eficientes do que os correspondentes modelos dellatuiho que diz respeita comparago

com dados experimentais. No ¢abo 6 discutimos resultados de uma modif@agm um mo-
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delo de didimica de opirbes, que exibe uma tranaig de fase entre dois estados distintos, cada
gual com uma opido dominante. No cajulo 7 discutimos o comportamentoitico de um
modelo de propagap de epidemias. Finalmente 0&pos resultados, discutimos as contlss

gerais da tese e algumas perspectivas para trabalhosstuturo

Vale ressaltar que os resultados quésapresentados aqui @strelacionados a parte do
trabalho que foi desenvolvido durante o doutorado. Paradase seja concisaaa discutire-
mMos aqui a teoria do campoadio [10, 11] e simulaies [12] de sistemas magfitos desorde-
nados em equibrio termodiramico, simulages do modelo de Ising utilizando a egtta de

Tsallis [13] e ferromagnetismo em magnetos molecularels [14



2 Nog@es sobre Transiges de Fase,
Universalidade e Hiptese de Escala
para Sistemas Finitos

Neste cafiulo discutiremos algumas nd€s sobre a teoria de f@menos dticos, especi-
ficamente a classificag das transiies de fase, a defirdig de expoentesiticos e a aalise de
escala para sistemas finitos. Estasdesciio muitos importantes enisfca estadstica e seio

utilizadas durante toda a tese.

2.1 Expoentes Citicos e Classificago das Transi@es de Fase

Transi@es de fase@ ferbmenos caracterizados por mudancas desuoaes nas quan-
tidades termodiamicas de um determinado sistema como resposta a dasiaprinuas de
alguma condigo externa, como por exemplo temperatura, @@ssampo magdatico, etc [15].

A classifica@o moderna das transies de fas& devidaa Fisher [16], segundo o qual uma
transi@oé denominada derimeira ordense a primeira derivada da energia lierdescorntua

no ponto citico, ou seja, se existem descontinuidades na magnatizgou na energia interna
do sistema, por exemplo, quando o sistema p&ximo do ponto dtico. Uma consedencia
importante diss@ que em transl@es de primeira ordem ocorre uma coexigia de fases, e

0 sistema passa de uma fase a outra abruptamente. Como edssf#otipo de transhp
podemos citar a transip entre os estadoslglo e liquido daagua. Neste caso, percebemos
facilmente a coexigéncia das duas fase§, ue gelo éagua podem permanecer presentes ao

mesmo tempo, e observa-se uma descontinuidade na enéegraido sistema. Por outro lado,
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segundo Fisher uma tranaié caracterizada commonfnua se a derivada da energia livee
confnua e a derivada segundalescorihua ou divergente, ambas no pontiico. Neste caso,
nao ocorre coexigncia de fases, e o sistema passa de uma fase a outra comtiieabim ex-
emplo chssico deste tipo de tranaige a sofrida por alguns materiais m&goos. Neste caso,
o material apresenta magnetiaadinita abaixo da temperaturdtara e,a medida que a tem-
peratura aumenta, a magneti@aagliminui continuamente @tatingir o valor zero exatamente
na temperatura ttica. Alem disso, observa-se uma divengia da susceptibilidade, ggeima

derivada segunda da energia livre, exatamente neste pidtito.c

Uma forma comum de se caracterizar as fases de um sigt@mameio de um pametro
gue possui valor @o-nulo abaixo do ponto itico e que se anula no pontoitico e acima
dele. Este p@metroé conhecido como pametro de ordem, e foi introduzido inicialmente
por Landau no contexto de teorias do campedio [17]. Quando estudamos trariss de
fase, a principal re@o de interessé a pbxima ao ponto dtico, onde devemos analisar o
comportamento do sistema como um todo, deasloorrelages de longo alcance que emergem
nesta redio. Resultados experimentais e argumentos do grupo de raliao sugerem que,
proximo ao ponto dtico, o comportamento das propriedades do sistema podegeesh ser
descrito por leis de péhcia, o que caracteriza um conjuntoepoentes gticos Um exponete
critico qualquer associado a uma certa fiigf do sistema pode ser obtido a partir da rétac

[17]

A — lim In f(t)
t—0 Int

: (2.1)

ondet = (T —T¢)/Tc &€ a temperatura reduzidaDesta forma, o comportamento da grandéza

nas proximidades do pontoitico & dado por
f(t) ~ |t . (2.2)

Assim, um dado sistem@representado por um conjunto de expoentegkas que definem o

comportamento de determinadas grandez@&simo ao ponto dtico. Em um sistema magtico,

lObserve que estamos discutindo o caso da temperatura coam@nogiro externo ao sistema, mas a e§oag
(2.1) pode ser generalizada para qualquer outrarpatro.
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por exemplo, que exiba uma trarésicde fase coimiua, as quantidadessicas de interesse, es-
pecificamente a magnetizagm, a susceptibilidadg, o calor espdéico C e 0 comprimento
de correlago ¢ obedecem, respectivamenés, seguintes rel@es do tipo lei de péhcia nas

proximidades da temperaturdtaa [17],

m ~ [tf, (2.3)
X ~ It (2.4)
C ~ [t|79, (2.5)
& ~ [t (2.6)

com 0s expoentes iticos 3, y, o e v. Um ponto importante a ser destaca@l@ue estes
expoentes #I0 R0 independentes. A partir de argumentos terntodinosé possvel obter
relag@des rigorosas entre eles [17], dentre as quais podemosaeatadesigualdade de Rush-
brooke,

a+2+y>2, (2.7)

entre outras. AAm disso, muitos sistemas obedecem a éelagomo a equag (2.7) na forma

de igualdades [15, 17, 18].

Existem tambm relages envolvendo os expoentesticos e a dimerisod do sistema em

considerago, como por exemplo a rekag de hiperescala

2B+y=dv. (2.8)

Uma conclu@o importante que podemos obter analisando a @gug:8)é quey/v < d, ou
seja, se a equag (2.8)é valida para um sistema que sofre uma tra@sige fase coiriua, eréo
temos quey/v < d, ja quep > 0. Por outro lado, se este sistema apresenta uma Bande;
fase de primeira ordem, temos gBe= 0, o que implica que//v = d. Estelltima igualdade

usualmente utilizada para caracterizar uma tra@sigle primeira ordem [19].

Diversos sistemagjfforam estudados na literatura cifiof, e percebeu-se que muitas vezes

sistemas distintos apresentam 0 mesmo conjunto de expga#ititos, apesar de apresentarem
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diferentes pontos t@ticos, comoé o caso de sistemas magicos e flidos [17]. Este fat@
chamado deniversalidadee dizemos efdip que estes dois sistemas perteeemesma classe
de universalidade. Os expoenteRicos, em geral, dependem de poucosapatros, como di-
men&o espacial do sistema, dimensionalidade dampatro de ordem e alcance das intées;
[20]. As classes de universalidade permitem que, asraw estudo de sistemas mais simples,
possamos obter informaes valiosas sobre as propriedades de sistemas mais cadgglicas

proximidades do ponto ttico.

2.2 Analise de Tamanho Finito

Quando estudamos sistemasidos analiticamente& natural que em algum momento
tomemos o chamado limite termodimico, ou seja, o limit&N — o, ondeN & o rimero de
unidades interagentes. Isto se deve ao fato de que tudo @igdisdutido acima® vale neste
limite espedico. Poém, no caso de simulées computacionais,an & possvel estudar sis-
temas infinitos,d que a capacidade de mefia e de processamento dos computader@sita.
Assim, o estudo nugrico é feito em sistemas com unumero finitoN de unidades intera-

gentes.

Para adequar os resultados de simi#gsccomputacionais realizadas em sistemas fiaitos
teoria de febmenos dticos, que foi desenvolvida para sistemas no limite teinédico, como
discutido acima, foi criada a hiyese de escala para sistemas finitos.éaé simples, e vamos
exemplificar aqui para um sistema matjoo de dimer&o linearL na presenca de um banho
termicoa temperaturd . Nas proximidades da temperaturd@ica T, assume-se que mico
comprimento caractestico do sistem& o comprimento de correlag é. Este comprimento
de correlago diverge no ponto @iico em um sistema infinito (no limite termo@imico), mas
é limitado pela dimer&o linear do sistema no caso de um sistema finito. Esperarsnfm
gue efeitos de tamanho finit@&a sejam relevantes quantdo>> &. Poem, quandd. << &
os efeitos de tamanho finitds fundamentais para as propriedades do sistema. Assim, na

temperatura ¢tica T, devemos te€ (T = T¢) ~ L, que de fato diverge no limite termodimico,
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guandoL — «. Da equago (2.6), obtemos eatb a relago
Enlm (T(L)-Te) Y = Te(L) - Te~ LYY, (2.9)

gue € valida para sistemas finitos de dimandinearL, nas proximidades do pontoitico.
Observe que, como estamos analisando a @qu@c6) nas proximidades de= T, escrevemos
Te(L) — Tc ao inves det = T — T¢ na equago (2.9), ond€l; &€ a temperatura itica no limite
termodiramico, ou sejal; = T¢(L — ). A partir da equago (2.9), juntamente com as eqtieg

(2.3), (2.4) e (2.5), obtemos as demais e@eagle escala para sistemas finitos,

m ~ LBV, (2.10)
X ~ L, (2.12)
C ~ LIV, (2.12)

Observe que as equizes (2.9), (2.10), (2.11) e (2.12A® consistentes com o fato de que uma
transi@o de fase, ou seja, uma singularidadeTlem T, € definida apenas para sistemas infini-
tos. Assim, uma eviehcia dos efeitos de tamanho fingajue a altura dos picos da suscepti-
bilidade x e do calor espéfico C (nos pontos ond& = T out = 0) cresce como uma lei de
potencia com o tamanho da rede que a pos#@o deste pico eatdeslocada de uma quantidade
proporcional a.~/V da temperatura tiica no limite termodiimico (veja a figura 2.1). Em
outras palavras, de acordo com a eGua2.9), a temperatura de trar&gem uma rede finita
Te(L) difere da temperaturaitica no limite termodiamico T, = T¢(L — o) de acordo com a
equa@o

Te(L)—Te=a L7, (2.13)

ondea; & uma constante. Uma implicg importante das equaes (2.9) a (2.12& que elas
podem ser usadas para estimar os expoeritgsrdo sistema. Estegtodoé conhecido como
aralise de escala para sistemas finitfisite size scalingem ingkes). Observe que podemos

reescrever as equaes (2.9) a (2.12) como



2.2 Aralise de Tamanho Finito 9

X
A
L--lhr‘
L
T
y £
<— [ IV —)l T

Figura 2.1: Forma esquéitica da susceptibilidade em um sistema finito. Figuraaddirda
refeéncia [18].

mLY ~ as, (2.14)
XL ~ ag, (2.15)
CL Y ~ a, (2.16)
(Te(L) ~T)LYY ~ ay, (2.17)

ondea;, az, ag € a4 representam constantes. Rigorosamentegmpprs equdies de escala

(2.14) a (2.17) podem ser escritas como

mLAY = mitLYY), (2.18)
XLV = gLV, (2.19)
cL v = &LV, (2.20)
(Te(L) —Te) LYY = ay, (2.21)

ondem, ¥ eC sio chamadas de fudies de escala, que dependem somente do expoenta

temperature ¢tica T.. Assim, se obtivermos a partir de simubag curvas da magnetizagem
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funcdo da temperatura paranos tamanhos do sisterhapoderemos reescalar os dados usando
as equages (2.18) e (2.21) para obtermos utmaca curva, ou seja, 0os dados para diferentes
tamanhos @0 colapsar, 0 que nos permite determinar os expoghtes. Analogamente,
podemos obter os expoentgse a se colapsarmos as curvas da susceptibilidade e do calor
espedico, usando as equaes (2.19) e (2.20), respectivamente, juntamente com a&gua

(2.21), para diversos tamanhos diferentes.

Esta &cnica de aalise de escala para sistemas fingagsualmente utilizada em simutess
computacionais, e sgportanto usada em todos os italps de resultados desta tese (taps

3a’).
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3 Transicao de Fase Geogtrica em
Redes em Crescimento com
Envelhecimento dos os

Neste cajiulo discutiremos a transa@ de fase geoatrica que ocorre em redes em
crescimento quando consideramos a idade @tisss Vamos analisar algumas quantidades
fisicas de interesse, localizar o pontdico do sistema a partir da alise de tamanho finito e
caracterizar a transaQ atraes do paimetro de ordem usual de perc@ag Os resultadosie

baseados na refemcia [21].

3.1 Introducao

Podemos entender o conceito de rede complexa como uma femedelar a na-
tureza onde, dado um grupo de elementos constituintes déstema natural qualquer, deve-
mos determinar algumas regras para estabelecebbgantre estes elementos. Estes elemen-
tos podem ser pessoas, pioses, a internet, aeroportos, entre outros. As bgagdependem
da caractéstica que se quer estudar, por exemplo, pessoas podentigetais por conédes
de amizade ou devido ao compartilhamento de algumaapmiaeroportos estar ligados se
possuem rotas que os conectem.aka de redes complexas tem sido a mais ativasizaf
estatstica noslltimos anos, e muitagtnicas daisica, materatica, estastica e computaip

vém sendo empregadas no seu estudo [7, 22].

Uma quantidade importante no estudo de redes comp&xashamado menor caminho

médio (I). Dado um par deisos (i, j) de uma rede qualquer, 0 menor caminho entre &les
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definido como o menornmero de ligages que temos que atravessar para saiedehegar g

[23]. Quando fazemos umaadia sobre todos os pares (ks da rede, obtemos &t o menor
caminho nédio da rede. Considerando uma rede regular d-dimensiomataroanho lineat,,

ou seja, conN = LY sitios, podemos perceber facilmente que o menor camirddiarcresce
linearmente conk, ou seja, temos qug) ~ L. Em outras palavras, se aumentarmos a rede por
um fator f qualgquer, o0 menor caminhoédio ira aumentar taném por um fatorf. Por outro
lado, certas redes complexas possuem menores camirgtiesiecom comportamentos do tipo
(I) ~logN, ou seja, a disincia entre todos os pares @#os nestas redes cresce com o tamanho
da rede de uma forma muito mais lenta do que em uma rede redléddes com esta carac-
teristica §0 chamadas de redes de mundo pequenspwll world em ingEs. Esta pequena
distancia entre pares déiss faz com que redes de mundo pequeno sejam mais eficibmtes
que redes regulares para processos de transporte, porlef@dip Existem outras redes com-
plexas, chamadas de redes livres de escakdd free em ingks), que possuem uma distia
ainda menor entre seusigs, onde o menor caminho&dio cresce conl) ~ log(logN), o que

alguns autores chamam dkra small world[23, 25].

Uma das propriedades mais estudadas das redes comglexdistribui@qo de conectivi-
dadesP(k), ou seja, uma furéip que nos @ a probabilidade de que uritis da rede escolhido
aleatoriamente tenha exatamektgyagdes (owk vizinhos). Muitos modelos geram redes livres
de escala, que tem distriba@ig de conectividades dada pe(k) ~ kY, com diferentes valores
do expoentey. Esta distribuio nos diz que a rede possui poucii®s com muitos vizinhos,
ao passo de quétms com poucos vizinhosie estatisticamente muito prveis. Muitas redes
reais apresentam este tipo de comportamento livre de escel a internet [26]Y = 2.1),
redes de colaborag de atores de cinema [2§]€ 2.3), redes metailicas [28] = 2.0—2.4),

redes de inter&p entre protmas [29] { = 2.4) e muitas outras.

O modelo mais famoso que gera redes livres de egcalanodelo de Barasi e Albert
(BA) [27] (veja a figura 3.1). No modelo BA, a rede cresce corarmpo, e 80 acrescentados
a cada passo temporatiss e ligages. Um novoisio € ligado a um ®io pré-existente na rede

com uma probabilidade proporciorialconectividade doitso antigo. Este procedimento gera
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Figura 3.1: Distribuigo de conectividades do modelo de &aasi-Albert [27]. O dafico esh na
escala logdtmica nos dois eixos, o que indica que a forma geral dest@igaoé P(k) ~ k™Y,
sendoy = 3 para este modelo.

redes comny = 3 [26, 27]. Efeitos de idade do&iss em redes do tipo BA foram analisados
por alguns autores [30, 31, 32]. A principal motigag@ que redes de citées de artigos tem
este comportamentd@ gueé pouco comum citarmos artigos antigoséml disso, redes sociais

tamkem apresentam este comportamento. De fatoomum termos amigos na nossa mesma

faixa efaria [33].

Existem tambm outros modelos de redes complexas que se tornaram fancoses o
de Watts e Strogatz (WS) [34]. Este modelo gera redesRdnque segue uma distrib@o
de Poisson. A redé gerada no modelo WS da seguinte forma: comecamos com uma red
unidimensional fechada (um anel), cawsitios, ligados cada um m vizinhos (oum/2 a
direita em/2 a esquerda). A seguir, cada ligaca direita de cadaito se@ religada com
probabilidadep a um outro #io escolhido aleatoriamente, senplo@ paémetro de controle do
modelo. Miltiplas e auto-liga@es rdo €0 permitidas. Com este algoritmécscriadas, em
média, pNny2 ligagdes de longo alcance na rede, e pode-se verificar que 0 memarhca
médio nesta redé da ordem do logamo deN para valores d@ > 0, ou seja, 0 modelo WS

gera redes de mundo pequeno. Na figura 3.2 podemos ver o @ééegte variar o valor de,
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entre os limitegp = 0 (rede regular) @ = 1 (rede completamente aléah).

Regular Smali-world Random

Increasing randomness

Figura 3.2: Efeitos da variap da probabilidade de recor@q no modelo de Watts e Strogatz
[34].

Nos Ultimos 6 anos intensificou-se o interesse pelo estudo derfenos dticos em re-
des complexas [9], especialmente trafeg; de fase geogtricas, como a percolag. Em re-
des complexas, como em gera@mexiste uma n@p de espaco euclidiano ou um espaco de
incorpora@o evidente, analisa-se a entargia de um aglomerado gigante, ou seja, o aglom-
erado com o maiorimero de Bios, que seria 0 @logo dos aglomerados de perc@agm
redesd-dimensionais [35]. A eme#mcia de um aglomerado gigante em topologias complexas
apresenta comportamentos bastante distintos de reddaresguDe fato, muitos modelos de
redes em crescimento caracterizam esta trangsiomo uma transi@ de fase de ordem infinita
[36, 37, 38, 39], cuja origem aind@&oé bem compreendida [9]. Ain disso, o tamanho&udio
dos aglomerados finitosan diverge no ponto @ico, como usualmente ocorre em percaag

mas apresenta valor finito e um descontinuidade neste patitm ¢9].

Como contribui@o para o estudo de femenos dticos em redes complexas discutire-
mos neste cdfulo um modelo de redes em crescimento comaalige &ios e ligages, onde
sitios 90 conectados entre si com uma probabilidade que dependeamsiades e das suas
conectividades. Atra@s de simula@es computacionais e argumentos de escala descreveremos
a transi@o de fase geoatrica que ocorre no sistema, e localizaremos a posip ponto dtico

utilizando a écnica de a@lise de tamanho finito.
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3.2 Modelo

O algoritmo para constrap da red€ o seguinte:

» Comegamos com uma rede pequena, cofiti@sconectados entre si;

» A cada passo temporal acrescentamogi e 1 ligag@o. Esta nova ligap ira conectar
dois stios (i , j) escolhidos aleatoriamente com uma probahiéda(k;, k;, a;, aj,t) =

I (ki,a,t)r (kj,aj,t), em que
M(kat)=C(t)(Ag+kje * (3.1)

€ a probabilidade de que uritis comk vizinhos e adicionada rede no instanta <t
receba um link, e C(t) & o fator de normalizaép tal quey; I (k;,a,t) = 1. Multiplas
ligacbes entre doisisos diferentes e ligdies entre o mesmdt® (auto-ligades) §o

proibidas.

O pa@metroa faz o papel de inverso de uma certa escala de tefymue suprime a atra-
tividade dos #ios antigos em rel&p a novas conées. O casa = 0 (8 — ) foi estudado
analiticamente em [39], onde os autores reportaram umai¢éande fase de ordem infinita
guando o amero de ligages adicionadas a cada passo de tempo era variado em torno de u
certo valor cttico. Neste cafulo iremos analisar o efeito da var@agdo paametro de medria

dos §tios a, e iremos descrever a tran&que ocorre no pontoitico ac, a ser determinado.

Para cada valor de, foram geradas redes com tamanhos que variam entre 200M@ 150
sitios. Geramos 1000 redes para um dado valar édN, a partir do estado inicial (com 2ti®s
conectados entre si), e nas medidas das quantidades desggteronsideramosédias sobre
estas 1000 realizées. Como os novost®s rao 1.0 forcados a se conectarem imediatamente
a dtios quaisquer f@-existentes na rede, como nos modelos tipo BA, senmgpegdossibilidade

de gerarmos redes com aglomerados isolados. Para cadalgaloros aglomerados foram

INote que uma atratividade inici&h &€ necesaria para ositios novos, que terk= 0, participarem da démica.
Neste cajiulo, analisaremos o sistema cégm= 1.
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Figura 3.3: Tamanho relativo@dio do maior aglomerado como fiido paametroa. Pode-
mos observar um trangig de fase em um certo valag(N) onde o aglomerado gigante emerge.
Cada ponte resultado de um étia sobre 19realiza@es de redes.

identificados pelo algoritmo de busca em largura [40, bidddth-first searchem ingEs), e
calculamos o tamanhoédio do maior aglomerad@&(a)), normalizado pelo tamanho da rede
N. Esta quantidade nosaca probabilidade de que urtis escolhido ao acaso pertenga ao

maior aglomerado. Esta quantida&la que usualmenteusada como pametro de ordem em

problemas de percolag em redes complexas, como discutido naseqterior.

Como discutido na introd@p deste cdpulo, modelos de redes em crescimento com de-
pencéncia na idade dostos ©m aplicafes em redes de citdgs de artigos. Ressaltamos que
uma depen@ncia na probabilidade de cor@excomo a da equag (3.1), ou seja, com ligag
preferencial e depe@dcia exponencial na idade dibias, foi verificada em redes de citaes
de artigos de diferentégeas, comaiica, medicina e engenharia, em um trabalho posterior ao

nosso [42].

3.3 Transicao de Fase

Os resultados nuémicos para o pametro de ordem e para Gmero nédio de aglom-

erados em furiio do paametroa sao exibidos nas figuras 3.3 e 3.4, respectivamente. Podemos



3.3 Transiéio de Fase 17

300G T T T T T T T T T
c-©oN = 2000 |
2500~ =2 N = 3000 —
I ~4N=5000]| |
v+ N = 10000
2000 <N =15000
/\—
Co 1500~ —
V L
1000 -
500> -
0 2 4 0 12

Figura 3.4: Nimero nédio de aglomerados como fuieg do pagmetroa. Assim como na
figura 3.3 podemos observar um tra@siem um certo valaw:(N) onde o aglomerado gigante
emerge. Cada pon®resultado de um étlia sobre 19realizades de redes.
notar que para pequenos valoresoda redeé fragmentada em muitos aglomerados, enquanto
que apds um certo valow:(N), que depende do tamanho da rede, um aglomerado gigante
emerge. Para determinar os valoog&N ), analisamos as flutuées do peéametro de ordem, ou
seja,x(a,N) = () — (9?2, e identificamos a posip do naximo dey comac(N). Os resul-
tados &0 mostrados na figura 3.5. A@ise de tamanho finito para trandgs de fase sugere
um deslocamento do tipo lei de pocia do ponto ¢tico para sistemas finitos na forma (ver
caftulo 2)

ac(N) = ac(o) + ANV (3.2)

ondeA & uma constantee= 1/d para transiges de fase de primeira ordem [19]. No entanto,

0s resultados nuéricos nos sugerem um comportamento do tipo

Inac(N) = Inag(e) —bN™, (3.3)

com Inag(e) =1.7171+0.0003 eb=51617+0.15 (veja a figura 3.6). No limite termodimico,

ou seja, par&l — o, obtemos;(o) = ac = 5.5682+ 0.0072.

Um outro comportamento amalo desta transip &€ que o paametro de ordeng uma
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Figura 3.5: Flutua@o do paametro de ordem para redes de diferentes tamaxicosno fun@o
dea. As curvas tem um comportamentpito de susceptibilidades, e osirimos se deslocam
no eixox quando aumentamos o tamanho da rede. Cada gomsultado de um édia sobre
10° realizaes de redes.
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Figura 3.6: Posies dos raximosac(N) contra o inverso do tamanho da rele!. A reta
corresponde ao melhor ajuste nenco, o que nosalny=1.7171-51617x.

funcdo da raaoa/ac, como pode ser visto na figura 3.7. Isto resulta do fato degogimo

a dac, a varavel de escala do tamanhcédio do maior aglomerad({® & x = log(a), como
podemos ver na equag (3.3). Assim, uma fu@ da disincia na vaével x se torna uma
funcao da radao na vaavel a. E notavel que 0 mesmo comportamento ocorre em peraola¢

em 1 dimen&o [43], onde o comprimento caradsgtico & (p) escala com logp/pc) 2, que
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pode ser expandido conddp) ~ |p— pc| ! quandop & suficientemente primo depe = 1.
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Figura 3.7: Colapso do pametro de ordentS) /N, onde utilizamos a furép de escalgj—N),
ondea¢(N) = ace PN Os valores dos pametros &oa¢ = 5.5682 eb = 516.17.

A analogia com percol@p em um sistema unidimensional fica mais clara quando cansid
amos a distribuigo relativa de tamanhos de aglomerados,astjuando medimos a quantidade
de aglomerados com tamanbodividido pelo tamanho da redg, e analisamos esta quanti-
dade em fungo des (veja a figura 3.8). No limiter — 0, dependendo doimero de ligages
| adicionadasx rede a cada passo de tempo, o sistema pode apresentar arétifzes onde
nao existe um aglomerado gigante ou uma fase normal com angeede aglomerado gigante,
como previsto analiticamente em [39]. Como no nosso casodsyasnod = 1, nAo existe um
aglomerado gigante pama— 0, de acordo com [39], e a rede consiste de muitos aglomerados

de diferentes tamanhasdistribudos de acordo com uma fulag exponencial decrescente,

n(s) ~ e ¥¢(@) (3.4)

Podemos agora notar que a fanggeral de escala para a distrithogrelativa de tamanhos de
aglomerado€ dada pon(s) ~ s Te~%¢ [43], com um tamanho caracistico & que diverge

proximo ao ponto dtico comoé ~ |p— pc| ™Y, e que em uma dime#és temosy =1 e1 =0.
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Figura 3.8: Distribuigo relativa de tamanhos dos aglomerad@ paraN = 15000 §tios e
alguns valores do pametroa, na escala log-linear. O decaimento exponenciah(@g para
todos os valores da sugerem qua = 0, como no caso do problema de percaagem 1
dimen&o. Em destaque, na figura inserida, tem(@$ no ponto citico dc.

De acordo com a equag (3.4), considerando a forma geral, t@&mbtemos no nosso caso
T = 0. Poeém, como podemos ver em destaque na figura 3.8 (figura inseioda a fase na
regido o > o, € ciitica no sentido em qué&(a > a.) — . Podemos entender este resultado
notando que, quande >> a¢, a configurago estatisticamente mais pémel &€ um linha de
sitios conectados, ou seja, cadficsse encontra conectado com o seu vizinho imediatamente
anterior no passado (com idade 1 unidade menor). De fat@nposi fazer uma estimativa da
probabilidade de form&@p de uma linha. Imagine um certo instante da rede onde temas u
linha de algunsisios conectados. Dado que temos a probabilidade de cortxtastios a e

b dada porP(a,b) = C(1+ka)(1+ky)e @tath)  tais que as idades e as conectividadea de

b sdot,, ty, ka € ky, respectivamente, e desprezando em uma primeira aprgkinusctermos
com contribuifes menores que 4%, a probabilidadd®:on de que um &io rec@m adicionadé

rede se coneci@linhaé dada por

4
Peon= 2—7(2(370 +3e720 4 3730 4 36‘740{) . (3.5)

Por outro lado, a probabilidadRg,,, de um novo aglomerado se formar, ou seja, a probabilidade
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Figura 3.9: Representag esquei@tica da transi&o geongtrica ocorrida nas redes em cresci-
mento estudadas neste ttafp. Consideramos redes cdw= 500 stios e alguns valores de
a: 0.5 (superior esquerda),d(superior direita), D (inferior esquerda) e.@ (inferior direita).
Observe que ndltimo caso a rede tem um estrutura unidimensional, conoutitk no texto.

de que o novoisio nao se conecta linha pé-existenteé dada por

24
Provo = 2—7(49740) . (3.6)

Podemos notar que estas probabilida@escompaaveis para & a < 5. Poém, como sempre
existe a possibilidade dein conectar o novoitso aos pé-existentes, podemos concluir que
para valores maiores de o sistema deve ter propriedades de escala de peédmkEm uma
dimen&o (em outras palavras, uma linha dgos). Uma representag esquerdtica desta
transi@oé exibida na figura 3.9, onde mostramos o estado final de redehl e= 500 stios e

diferentes valores de. Observe que para o maior valor deexibido, a rede tem uma estrutura
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Figura 3.10: Maximos da susceptibilidade(ac(N)) contra o tamanho da red¢ na escala
log-log. O melhor ajuste dos dados nenicos indica uma divegmcia do tipo lei de péncia
X (ac) ~NY, comy=1.02+0.02.

unidimensional.

Uma outra quantidade que consideramos foi a d&meec@g da susceptibilidade no ponto
critico. Observamos um comportamento do tipo lei deépoia com o tamanho da rede, ou
seja,

x(ac) ~ N, (3.7)

comy = 1.02+0.02, como podemos observar na figura 3.10. Suficientemerite gieeponto
critico a¢, podemos aproximar a equgpara o deslocamento do ponttico para sistemas

finitios, equago (3.3), por

In (“C(N)) ~ O’C(NOZ ZOSC(“) ~NT (3.8)

e de acordo com a equae (3.2) encontramos que= 1. Esteé exatamente o resultado es-
perado para um trangig de fase de primeira ordem em sistemas unidimensionasata em

argumentos de escala e do grupo de renormaz§L9].

No limite a — 0, onde os efeitos de idade se tornam suficientemente pexjueni@mades

entre os gios S0 adicionadas aleatoriamente, e 0os aglomerados finitesrder a topologia
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Figura 3.11: Comportamento de escala do menor camirdthaentre todos os pares déas
gue pertencem ao maior aglomerado de redes de tamdnpara valores der abaixo (es-
guerda) e acima do pontoitico a. (direita). A emer@ncia do aglomerado giganéeacom-
panhada por uma mudanca na topologia da rede de éstitwe para quase unidimensional,
como indica a mudanca do comportamento de escala do memimteanédio (I) de logN
para linear coni.

do tipoarvore, localmente, no limite de redes grandes [39, 44]teNanite, podemos esperar
uma depen@ncia logaritmica com o tamanho da rédelo menor caminho édio (I(N,a)),

definido como [23]

1 N
()= m”z_l('iﬂ ; (3.9)

ondeljj € o menor amero de ligages que devemos atravessar para saiititvise chegar ao
sitio j, e () representa umaedia sobre realizégs. Por outro lado, em uma redledimensional

0 menor caminho &dio &€ proporcionala dimen&o linearL. Assim, quando aumentamos

o efeito de envelhecimento na rede, aumentando anpetroa, esperamos uma tranaig
geonetrica, de redes de mundo pequeno para mundo granul (o large world em ingEs)

[32], ou matematicamente uma mudanca do comportamendoitimgco para linear do menor
caminho nédio em fun@o do tamanho da rede. Na figura 3.11 exibimos o menor caminho
médio (I(N, a)) para todos os pares deigs do maior aglomerado da rede, coradias sobre

10° realiza®es. Assim como discutido acima, encontramos um comportanhegaritmico de



3.4 Concludes 24

(I) comN paraa < ac, enquanto qué) ~ N paraa > ac, 0 que suporta a analogia feita neste
cagtulo sobre a ocoéncia de uma transd@ de primeira ordem na mesma classe de universali-

dade de percol@p em uma dime@®.

Como observap final a este cafulo, a distribui@o de conectividadd¥ k) deste problema
e livre de escala somente para= 0, em acordo com catculo anditico da refeéncia [39]. Para
valores maiores de, temos uma distribudip P(k) exponencial, e que se aproxima de uma delta
de Dirac enmk = 2 quandoa — ac, 0 que tambm confirma o caater unidimensional da rede

paraa > ac

3.4 Conclu®es

Neste cafiulo estudamos as propriedades de peré&alale redes em crescimento com
envelhecimento dodtfos e cone&o preferencial de ligégs. Assim, #ios introduzidos an-
teriormente no tempoa® exponencialmente menos paweis de receber novas ligas que
sitios mais “jovens” e estas ligaes conectam preferencialmentgos com maior grau (maior
numero de vizinhos). No nosso modelo, uttiose uma liga@o $io adicionados a cada passo
temporal, e o efeito de envelhecimento em tio €om idadea e k vizinhosé controlado pela

mudanc¢a de um expoentena probabilidade de conaaP(k,a) O (1+k)e 92,

Este modelo apresenta uma traisiglesconhua no tamanho relativo do aglomerado gi-
gante: abaixo de um certo valofitito a. existe um fimero grande de aglomerados topologi-
camente do tip@rvore, e em um ponto itico de primeira ordem um componente gigante de
sitios linearmente conectados emerge, ou seja, este agldmgigante tem uma estrutura uni-
dimensional. Medidas do menor caminhédio (I) entre todos os pares dgigs situados no
maior aglomerado corroboram este resultado: encontramamportamento logaritmico de

(1) com o tamanho da redéparaa < ac, enquanto quél) ~ N paraa > dc.

Analisamos as propriedades desta traasigtraes de simulaes computacionais, e enco-
tramos que as flutuaes do paametro de ordem, queeo tamanho relativo do maior aglomerado,

escalam linearmente com o tamanho do sistema e qoeinpw do ponto dtico, o inverso de
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um comprimento caractistico se anula linearmente com a @éistia ao ponto @ico. Estes
resultados sugerem que a tra@sipertenc& mesma classe de universalidade do problema de

percolag@o em uma dime® [43].
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4  Otimiza@o de Fluxos em Redes de
Transporte: Transi@o de Ocupago e
Padrdes de Flutuaéo

Neste capulo, iremos estudar um modelo de redes de transporte ordsto para
transportar ma&ria em um dado canaluma fun@o rao-linear do fluxo neste canal. Otimizando
0 custo total de transporte podemos mostrar que ocorre @amsi¢o ocupago-desocupap

na rede, e que o sistema apresenta comportamentos disiagasias fases.

4.1 Introducao

Redes de transportas sistemas desenvolvidos para realizar fluxo eficiente thrima
como carros em rodovias, pacotes na Internet, nutrienteselrias, gaos em silos e muitos
outros. Um fedmeno comum a todos estes sistemascongestionamento dé@fego, causado
pelo volume finito de mé&tia que pode ser transportada na rede e pela capacitatidbinaios
canais de transporte [45, 46, 47, 48]. Fazer pfmgssobre congestionamento dddgo nesses
sistema£ um problema de grande interessatjgo, e tem motivado uma grande quantidade
de esforcos em pesquisas interdisciplinares, basead@e=® da fisica estastica [45, 49, 50,
51, 52, 53], pringpios variacionais [54, 55], teoria de redes [56] e outrastr®quesio de
interesse t@rico e patico diz respeit@ otimiza@o do transporte em redes, o que tem sido alvo

de intensa pesquisa nakimos anos [57, 58, 59, 60, 61].

Em prindpio, 0 movimento microsipico de paitulas interagentes fluindo numa certa

regiao pode ser descrito pelas egdegs de movimento de Newton, que por sua vez podem
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ser devidamente substitlas por uma formul@p Lagrangeana, onde a distrikkicde ve-
locidades das pddulas, ou mais apropriadamente, o fluxo dos pontos no espagbtido
pela minimiza@o da ag@o associada Lagrangeana [62]. No entanto, desenvolver uma teoria
similar para o tafego veicular, por exemplo, torna-se um desdigye temos que levar em
considerago rao apenas a velocidade dosotdos mas tamém o efeito das interégs com

0s outros motoristas que, ao c@rto do que ocorre com interdgs entre paitulas,é uma

caracteistica particular de cada motorista [63, 64].

Um conceito que levou a um grande avanco na deszdo thfegoé o equilbrio do tiafego

[54, 65], que diz que cada motorista tende a otimizar a eaabghsua rota para minimizar o
tempo de percurso. Suponha que desejamos descrever umasdgeestradas como um grafo
C(L,N) comL canais (ruas) &l sitios (interse@es ou acessos de entradalaade véculos),
e quef; seja o fluxo num certo canal A variavel que Bs temos que otimizar neste caso
tempo total de viagem,

iLfi , (4.1)

i=
ondef = t;(f;) - fi € o tempo neceésio para todos os ¥eulo atravessarem o canal Se o
fluxo em um determinado can@lsuficientemente baixo, os motorist@orinteragem uns com
0s outros, e o tempo de viagamindependente do fluxo no canal. No entanto, acima de um
certo fluxo limite, o canal comeca a apresentar congestiento, e 0 tempo neces® para
atravesa-lo passa a depender do fluxo [54, 66, 67]. A forma precista dkpendncia est
associada a detalhes das cobddg da estrada, hora do dia e outros [68, 69], e pode seraescrit
simplificadamente como

=t +[afi+bf24+..]0(fi—fi.) . (4.2)

Em outras palavras, abaixo de um certo linfjteo sistema &o apresenta congestionamento, e
o tempo requerido para umieello atravessar um caniatlo sistema dado por um certo valor
médiot; queé uma funéo linear do fluxdf; neste canal. Pém, se este fluxé & maior que um
valor limite fj., termos @&o-lineares devem ser considerados para modelar o canmgEsento.

Esse comportament® universal, e geralmente representado em uafiagr conhecido como
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diagrama fundamental doafega Ilustramos na figura 4.1 este diagrama fundamental no plano
fluxo F contra densidadP de véculos para um estrada (I-94 sentido lestéja&ark ave.) do

estado de Minnesota [70].

800

6000

4000

F (veiculos/hora)

2000

l L l

| L | L |
20 30 40
D (veiculos/milha)

10 60

Figura 4.1: Diagrama fundamental dafego no plano fluxé (veiculos por hora) contra den-
sidadeD (veiculos/milha) obtido a partir de dados de uma estrada dal@stmericano de
Minnesota [70]. Observe que temos uma degewdh linearF [0 D para densidades baixas
(observe a reta preta), mas para densidades altas estal@legiarpassa a seéao-linear.

Suponhamos que i@ilos entrem e saiam do sistema num certo conjunto deEw&as,
respectivamente, e que o fluxo total no sistema kefanto, os ¥nculos de conservap do

fluxo podem ser escritos como

fi

fi

= 0. (4.3)

v
o

i£E,S

Assumindo estesimculos, chegamos a uma formuacde tafego em rotas que minimizam
o problema, com fluxoétimos dados pela solag das equdges (4.1 -4.3) E importante no-
tar que essas @las podem ser naturalmente estendidas para qualqueraédamsporte, como

mostrado em [71, 72], onde foram obtidos resultados geohieautiliza@o otimizada destes
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sistemas, sendo dcafiego em rodovias um exemplo particular, relacionando aloga efetiva-
mente utilizada da rede de transporte com a concavidadendadfule custo, ou seja, relacio-

nando custo e fluxo.

Baseado nestaséihs, san discutida a seguir uma formubagLagrangeana para otimiZa;
de fluxos em redes de transporte [73]. A int@@entre os motoristasresponavel por uma
transi@o entre uma fase de ocupacdensa da rede, onde cada canal disgb@ usado de
forma a evitar congestionamento, e uma fase de o@apagparsa, onde a optimalidade do

problema faz com que oédfego ocupe apenas as rotas de menor custo.

4.2 Modelo e Solugo Geral

Vamos considerar uma rede de transporte geral, com uma sladuea espacial, onde
existe um fluxo de métia nos canais devidbentrada de alguma corremteo sistema em cer-
tos pontos (fontes), havendo taemb alguns pontos deisk (sorvedouros). Seja> 0 o fluxo
ou corrente em cada canalO estado da rede de transpatentio definido pela configurag
de fluxos{ fi} que satisfazem a conser@acde fluxo em cada intersegdo sistema e que min-
imiza o tempo neceésio para transportar cada unidade que flui no sistema de oto pucial
ao seu destino. O tempo de transporte em redes com capafiitaele transporte, como
rodovias, depende do fluxip que atravessa cada canatomo discutido acima, de forma que

podemos escrever o custo total de transporte por unidasegmE como
1o
|

onde usamos a forma geral do tempo de viagemmo fun@o do tafegof;, dada pela equag
(4.2), reescalado em unidades apropriadas, e negligeosiastermos de ordentisica e su-
perior. Na equ&do (4.4) as quantidades sao 0s custos associadadravessia de um canal
Estes custos incluem,&@h do tempo de viagely outros custos posseis, tais como condaes
do canal, entre outros. Consideremosaerim fluxo injetado na rede n canais direcionados

e custose; < & < ... < , como mostrado na figura 4.2. Assumindo eidib do téafego,
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a configurago de fluxosbtimos desse sistema &edada pela minimiz&p do problema de
vinculos dados por

fy

N

v

Figura 4.2: Representag esquemtica de um sistema comcanais. Dois$ios 20 conectados
por n canais direcionados com fluxds, f»,..., f, € custos infinsecos; < & < ... < g,. Uma
corrente de entradaé injetada noisio da esquerda e removida ritie da direita, garantindo a
conservago do fluxo total.

L()\):Zei(fi+%fi2)+)\<2fi—l>, (4.5)

onde s introduzimos um multiplicador de Lagranyessociado aoinculo

S fi=1. (4.6)

O minimo local da fungo dada pela equag (4.5), tendoA como paametro,é obtida pela

solugo do problema@L(A)/d fi = 0. Obtemos efdio

A
iz g1 (4.7)

O multiplicador de Lagrangg pode ser eliminado da equag;(4.7) com o uso darculo (4.6).

Assim, a equéado (4.7) pode ser escrita finalmente como

1
n+1 (2 1
fi= -1+~ (-ZE;) . (4.8)

Da convexidade da fudg de custo, equag (4.4), temos que esta sdag um mnimo global.

No entanto, a sol@p obtida na forma acima pode conter fluxos negativos e, asdmser uma

solu@o \alida. Da equéado (4.8) obtemos que a correnténimalék) consistente com oimculo
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Figura 4.3: Figura superior: represeritagesquesdtica de um sistema com 2 canais, onde
os dois #ios sa0 conectados por 2 canais direcionados com flixasf,, custos intinsecos

€1 < e e uma correnté € injetada noisio a esquerda. Figura inferior: distribéig de fluxos
gue minimiza a fungo de custd, equa@o (4.4) para = 2, sujeita ao inculo de conservap

fi+ fo=1. Paral <I.=e/e; — 1, obtemosf; = | e f, =0, e somente o canal mais eficiente
e utilizado (o com menor custo, canal 1). Paralc, os canais 1 e Za® utilizados, com fluxos
otimosfi =1—fae fo= (1 —1¢)/(2+1c), respectivamente. Exibimos em destaque, na figura
inserida, a frago de canaisao-utilizados, que cai a zero dre-= I.

fi >0 paratoda < ke fi=0parai > ké

=3 <;5] —1) . (4.9)

=1
Desta aalise podemos ver que existe uma hierarquia de coer@ﬂeﬂs: 2,3,...,n) abaixo das
guais os canaik, ...,n nao s0 utilizados. Podemos quantificar estala® qualitativa medindo
a frago P de canais ao-utilizados (comf; = 0) na rede, que neste caso varia no intervalo
1/n< P <1, quandd < Iék), paraP = 0, quandd > Iék). O sistema mais simples neste caso,
parak = 2, ja exibe duas configuraes diferentes de fluxagimos, dependendo da correite
injetada e do valor limité; = Iéz) =ey/e; — 1. Como ilustrado na figura 4.3, a configuaac
de fluxoso6timos apresenta uma mudanca de comportamento: | park o sistema explora

apenas um dos canaB £ 1/2), enquanto que pata> | € mais eficiente usar os dois canais

(P =0). Ficou claro com este exemplo simples de dois canais quargidadd. faz um papel
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Figura 4.4: Rede quadrada direcionada usada nas sideslac

fundamental nesta trangig, como veremos a seguir.

Outro ponto importante a ser destac&dgue esta formul@p Lagrangeana quantifica uma
situag@o real do dia-a-dia. Considere que existem apenas doisltasr{ibe 2) entre dois pontos
A e B de uma cidade qualquer, e que o tempo neg@spara atravessar estes dois caminhos
sejant; ety, de forma qué; < t; nos hoarios de baixo fluxo. Naturalmente, qualquer motorista
gue queira ir do ponté ao pontoB usaé o caminho 1, porque neste caso a otimazagdada
pela minimizag@o do tempo de percursote< to. Assim, a otimizago deste processo faz com
gue tenhamos um fluxfy % 0 no caminho 1 e um fluxé, = 0 no caminho 2. P@m, se arios
motoristas tomarem esta mesma d&gjcomecar a ocorrer congestionamento no caminho 1,
a partir de um certoimmero de vieulos (associada corrente injetadB neste caminho 1. Para
um fluxo de véculos maior que este valor limite (associadgoorrente dtica | do modelo),
sela tamiem vantajoso utilizar o caminho 23 gue agora o0 novo tempé_) para atravesslo
se@& da ordem do novo temp/g considerando o congestionamento que se forma no caminho 1.

Assim, o fluxo no caminho 1ardiminuir (fi < f1) e o fluxo no caminho 2 saragora diferente
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Figura 4.5: Evolugo da frago de canais @o-utilizadosP com o tempo de simulagp, para
custos distribtdos uniformemente no intervalo0g < 1000. Para cada valor demostramos
resultados parl = 107, 10%,10* e 1. Podemos notar que os estados estéeion $0 obtidos
rapidamente, e que este tempo de relara@o varia muito com os pametros do sistema. As
curvas &0 resultados de @dias sobre frealiza@es dos custoge }.

de zero (é > 0). Esta situagoé exatamente a mostrada na figura 4.3 (inferior).

Na proxima se@o consideraremos 0 caso mais simples de uma rede quadrciartida,

gue tem 2 canais entrando e 2 canais saindo de (@ola s

4.3 Resultados Numricos

Vamos nos concentrar a partir de agora na fornadanais simples do problema geral
apresentado na sag 4.2 [74]. Consideremos éat o tafego em uma rede quadrada dire-
cionada, como a mostrada esquematicamente na figura 4 refiet pode ser vista tagrn
como uma rede unidimensional, onde o eixo horizontal reptesos gios e o eixo vertical
0 tempo. A solugo nunérica do problema consiste em considerar que as @Eisobre os
caminhos a serem seguid@domadas localmente, e em cada intéisdou §io) resolvemos
um problema com 2 canais para determinar a distrémge fluxosbtimos ajbs a intersefo.

Este problema pode ser formulado aésdas seguintes regras:
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Figura 4.6: Frago nediaP de canais &o-utilizados em furigo da corrente de entrada ptics
na redel, para custos distribdos uniformemente no intervalo9g < 1000. As simulages
sugerem que o pametro de ordemao depende do tamanho da rétleResultados@o nedias
temporais em 1Dpassos, e consideramos®18aliza@es dos custobs }.

1. Injetamos um fluxd em cada um dohl sitios na parte superior da rede, como mostra a

figura 4.4;
2. Os custog de cada canakB® distribudos uniformemente no intervalo0g < 1000;

3. Calculamos o fluxo que sai de cadtioslocalizado na parte superior da rede, usando a

equa@o (4.8), e levando em conta a correnfiéica Iéz), dada pela equag (4.9);

4. Calculamos o fluxo que cheg@a interse@es seguintes, e consideramos code;de

contorno pefhdicas para osisos das bordas da rede;
5. Repetimos o procedimento do item 3 para @sipnas interseges;
6. ApbOs descartar o transiente inicial (veja a figura 4.5), mediawquantidades de inter-

esse.

A respeito dos tempos transientes, eles dependem da einggtada por isio |, mas @o

dependem do tamanho da rele De forma geral, os tempos de rela&iagpara os estados
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Figura 4.7: Representag esquerdtica da trans&o ocorrida na rede de transporte com topolo-
gia quadrada direcionada, quando aumentamos o valor dent®mle entrada poit® |: (a)
fase de ocup@p esparsa, pafa= 104, (b) ocupado um pouco maior, corh= 102, (c)
ocupa&o perto da total, corh= 0.3 e (d) fase de ocup&o densaR — 0), paral = 10°.
estacioarios rao dependem muito dos @anetros do sistema, como podemos ver na figura
4.5. Seguindo os passos acima, simulamos o problema emqedésadas direcionadas com

N = 107,103 10* e 10 sitios. Os resultados mostram que o comportamento dadragdia de

canais Ao-utilizados ao depende do tamanho da rétlecomo podemos ver na figura 4.6.

Assim, com 0 aumento da corrente de entrada piorlsocorre uma transép desocupap-
ocupa@o da rede, entre uma fase de oc@maesparsa (com — 1, para pequenos valores de
1), onde a distribuigo de fluxo$timosé dada pela ocupag de apenas alguns canais, de menor
custo, e uma fase de ocupacdensal — 0, para valores maiores dlg onde o sistema ocupa
todos os canais da rede. Na linguagem déego em estradas, podemos dizer que na fase

esparsa os Veulos tendem a trafegar em ruas selecionadas, ou sejdasques demandam
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Figura 4.8: Frago nediaP de canais &o-utilizados em furfip do paametroT =e,/e; —1 para
diferentes valores dg para o caso onde temos apenas 2 custos digtdbualeatoriamente.
Os resultadosz® paraN = 10* sitios, médias temporais em ¥(assos e consideramos?10
realiza@es dos custogs }.

menos tempo para serem atravessadas, enquanto que narfsae@dgande maioria das ruas
€ utilizada pelos Jeulos para evitar congestionamentos, quando a capacitiedestradas
excedida. A figura 4.7 mostra uma sitéacesquer@tica desta transip. Na figura 4.7 (a)
temos uma situ@p de corrente injetada pdtie extremamente baixd= 104, onde somente
poucos canaisa® utilizados, ou seja, 0 sistema se encontra na fase degdcupsparsa. Na
figura 4.7 (b) temos o cado= 102, um fluxo injetado poritio um pouco maior, e podemos
ver que mais alguns canai@ssocupados, em relaga situa@o (a). Na figura 4.7 (c) o fluxo
injetado por gio €1 = 0.3, e podemos ver uma situEgonde o pametro de order® tem um

valor pequeno, mas ainda ten®s- 0. Finalmente, na figura 4.7 (d) o sistemaaasa fase de

ocupa@o densaR — 0), paral = 10,

Note que estes resultadagospara uma distribugp uniforme dos custos, comQg <
1000. Um outra distribuigo simples e interessante de ser analigadaseguinte. Podemos
considerar apenas dois custos difererggs,e,, mas eles@&o distribados da seguinte maneira:

a cada intersép (stio) temos dois canais deixando i@, e escolhemos aleatoriamente com
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Figura 4.9: Flutua&@o do pa&metro de ordery = (P?) — (P)? em fungo deT para diferentes
valores dd, para o caso onde temos apenas 2 custos digtdbaleatoriamente. As curvasn
comportamentdpico de curvas de susceptibilidade matira. Os resultado&se paraN = 10*
sitios, medias temporais em ¥@assos e consideramos’@aliza@es dos custogs }.

probabilidade 12 o custo de um dos canais, ou seja, de acordo com

P(a)=%5(a—e1)+%5<a—ez>, (4.10)

de forma que se escolhermes(ey) para um dos canais, imediatamente atribuireeo®;)
para o outro. Desta forma, apesar de termos apenas dois,cele®ao distribidos de forma
aleabria na rede. Note que, independentemente da escolha dos pasa 0os canais em cada
interse@o, teremos sempre um mesmo valor de correntear queé dada pole = Ic(z) =

ex/e1 — 1, de acordo com a equag (4.9). Para evitar confas na notago, vamos definir
T=lc=e/e1—1.

Podemos e analisar o pametro de ordem em fufg desta quantidade. Para isso,
fixamos o valor; = 0.3, e variamos o valor de, a partir dee; = 0.3, ou seja, comegamos as
simula@es a partir d& = 0, e aumentamos gradativamente o valoT dpara um valor fixo de
corrente de entrada pdtis |. Os resultados nuemicos §i0 mostrados na figura 4.8. A trarésic
neste caso ocorre no sentido inverso ao do caso da dig&duiiforme de custo, ou seja,

temos uma transép de uma fase de ocuj@axcdensa, para pequenos valoreg deara a fase
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Figura 4.10: Valores dd correspondenteas posifes dos raximos das flutudies do
pafimetro de ordenP, isto &, x = (P?) — (P)?, contra a corrente de entrada pétics! (es-
querda) e os correspondentes valores dé@mpatro de orden(Tmax,|) (direita), ambos na
escala log-log. As retasie os melhores ajustes obtidos dos resultadosenioos, e nos @b
relag@des do tipo lei de péncia entre as quantidades do problefay~ 19 € P(Tmax | ) ~ 177,
com os expoentes = 0.3127 ef3 = 0.0155, conforme discutido no texto.

de ocupago esparsa, para grandes valore3 deste resultadé facil de ser compreendidoa J
gue o valor de; &€ sempre fixo, e@b para termo$ pequena necesaio quee, seja pequeno,
da ordem dee;. Neste caso, com os dois custos da mesma ordamjfnvantagem em se
escolher apenas um dos dois canais em cada infergaga trafegar, e a rede fica praticamente
toda ocupadaR — 0). Por outro lado, s& & grande significa que o cus®€é muito maior que

€1, € neste caseé vantajoso sempre utilizar os canais com cestaeixando a rede com uma

ocupa@o esparsa quandgp >> €.

Outra quantidade a ser analis#@da flutuado do pa&metro de ordem, dada pjpr= (P?) —
(P)2, em fun@o deT para diferentes valores de Como podemos observar na figura 4.9,
as curvasé@m comportamentdgico de curvas de susceptibilidade matica, assim como as
flutuag@es do paametro de ordem do problema discutido noitidp 3. Se analisarmos as
posi@esTmax(l) dos maximos das curvas em fuaig da corrente de entrada pdicsl, podemos

observar a rela@p

Tmax ~ 19, (4.11)
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Figura 4.11: Colapso das curvas dograetro de order® em fun@o do padmetrol =ey/e; —

1 para o caso onde temos apenas 2 custos digtabwaleatoriamente. O melhor colapso foi
obtido baseado nas eqé@&s (4.11), (4.12) e (4.13), com os expoemtes0.0155 e = 0.3127.
Os resultadosz® para = 10* sitios.

ondea = 0.3127+0.0007 (veja a figura 4.10, lado esquerdo). Da mesma forma,rosspon-

dentes valores do pametro de order® nos valoresI = Tpnax 0U sejaP(Tmax | ), apresentam

uma rela@o do tipo lei de pd@ncia com as correntégveja a figura 4.10, lado direito),
P(Tmax,|) ~ 17P, (4.12)

ondef = 0.01554+ 0.0008. Em outras palavras, podemos definir umadomge escald tal
que

P<T7I) =P f(Tvl_a) ) (4.13)

com o0s expoentes e 3 dados acima. A validade destes valores artions para 0s expoentes
pode ser verificada reescalando afgro da figura 4.8 com as equmss (4.11) e (4.12). Podemos
ver na figura 4.11 que as curvas para todos os valorésdapsam muito bem. Assim como
aconteceu com o pametro de ordem, quéin depende do tamanho da rétlpra nenhuma das
duas distribui@es de probabilidades para os custos, podemos observaequa@o de escala

(4.13) tamiém rao depende.
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Figura 4.12: Frago mediaP dos canais &o-utilizados em furiip da corrente de entrada por
gitio | para diferentes valores do panetroT = ey/e; — 1, para 0 caso onde temos apenas 2
custos distribidos aleatoriamente. Podemos observar uma tiamsicupago-desocupa&p
com o aumento dg apenas para valores deno intervalo 10< T < 300. Os resultadosis
paraN = 10° sitios, médias temporais em ¥@assos e consideramos’18aliza®es dos custos

{a}.

Assim como feito com a distriblép aleabria dos custos, podemos estudar para o caso atual
0 comportamento do pametro de ordem com a corrente de entrada fpior Is dado um valor
fixo deT. Da figura 4.8, podemos notar que, dado um valor fixd de@umentando a corrente
para valores d& no intervalo 10< T < 300, podemos observar uma mudanga conagiag#ino
valor do paametro de ordem. De fato, as simuiag para valores fixos de mostraram uma
transi@o desocupap-ocupago semelhante ao caso da distria@leabria dos custos, como

podemos ver na figura 4.12.

Analogamente ao que fizemos anteriormente, tamkencontramos leis de @oicia entre

as varaveis do problema pafem fun@o del, ou seja,

|maxN Ty )

P(T, Imax) ~ T2, (4.14)
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Figura 4.13: Colapso das curvas dograetro de order? em fun@o da corrente de entrada
por dtio | para diferentes valores de para o caso onde temos apenas 2 custos digtdbu
aleatoriamente. O melhor colapso foi obtido baseado nasgégsi (4.14), com 0s expoentes
0 =0.19 ey = 3.84, conforme descrito no texto.

e novamente podemos definir uma fangle escalg tal que
P(T.1)=T°g(1,T), (4.15)

em quey = 3.84+0.03 ed = 0.194+0.01. Novamente observamos um bom colapso das curvas
baseado nas equizes (4.14) (veja afigura 4.13). Observe que, assim como nagis (4.11),
(4.12) e (4.13), as equades (4.14) e (4.15) tardin rio apresentam depegmtia com o tamanho

do sistema. Isto se deve ao fato de injetarmos uma cofreotestio, ou seja, escalamos o fluxo
total linearmente com o tamanho do sistema de modo que o fléionpor canal independe

deste.

Ao investigar este problema, podemos t@&mbconsiderar como flutuées no fluxo total
injetado na rede afetam o fluxoéatio em um determinado canal Este procedimento pode
modelar em um sistema de carros em estradas, por exemplages no tempo de transporte
(flutuagdes internas) e varid@es no emero de carros nas estradas (flues;externas). Em
horarios de pico ou em fins de semana e feriados observa-se uiacivagrande nestes dois

tipos de flutuago em sistemas de estradas reais. Sabemos que os tempasperteadepen-
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Figura 4.14: Prev&o do modelo para as flutu@es do tafegog; em torno do fluxo radio
(fi) em cada candlda rede (lado esquerdo). Cada aglomerado de pontos cordespam
valor diferente de corrente injetada pdic no intervalo 2< 102 < | < 103, e foram tomadas
médias sobre 500 realizégs. Podemos observar o comportamento de esgald f;)V, com

v =1/2 para a fase esparsB {~ 1) ev = 1 para a fase dens® (~ 0). Exibimos tambm
flutuagdes de tafego real obtidas a partir de dados do estado americanowidelbrgue [77]. A
curvay = x/2 + 0.5x ajusta bem os dados reais, indicando 0 mesmo comportamevistp
pelo nosso modelo (lado direito).

dem do volume de &fego [veja a equ@p (4.2)], e eréio carros que eventualmente entram e
deixam uma determinada estrada provocam fldtesqo tempo dedfego. Por outro lado, se
o volume total de vieulos em uma determinada estrada varia, enarimide pico, por exem-
plo, o tempo de &fego tambm varia no sistema. Estas duas fontes de fldescle tafego
podem ser modificadas separadamente no modelo [75], pedmiue estudemos independen-
temente seus efeitos em certas propriedades do sistemaocoomportamento das flutuzes

do trafego em um dado canldada por
o = ((f?) — (f)3)Y2, (4.16)

em fun@o do fluxo nédio neste canal (f;) [76]. Nos calculamos, para cada canab fluxo
médio e a flutuago g; para diferentes valores do fluxo de entrada @y sa redd. O resultado
encontrado foi de que na fase espaPax 1) as flutuaes escalam com; ~ (fi)l/ 2 e nafase
densa P — 0) as flutuages escalam corm; ~ (f;) (veja a figura 4.14, lado esquerdo), assim
como observado emavios sistemas reais, como a internet, por exemplo [76EmAdlisso,

coletamos dados deafiego real em pévdos de 1 ano (entre 2001 e 2009), com resmwge 1
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hora ou menos, em 1500 segmentos de estrada do estado dedqua,hos Estados Unidos
[77]. A figura 4.14 (lado direito) mostra a flutuiag do thfego obtida a partir destes dados.

Observa-se claramente os dois regimes de escala, comduemo pelo modelo.

4.4 Conclud®es

O objetivo central deste c#plo foi determinar distribui@esétimas de fluxos em redes de
transporte. Propomos uma formu@agLagrangeana para o problema mais geralipelsse
gue pode ser resolvido analiticamente el disso, simulamos o sistema em redes quadradas
direcionadas conN = 107,10°,10* e 1@ sitios. Mostramos que existe um corrente limlige
acima da qual o sistema usa os dois canais que saem deitadagede, e abaixo da qual
€ mais vantajoso usar apenas um destes dois canais, 0 quatienoo custo. Neste sentido,

podemos concluir que a topologia conduz &dica nesta rede de transporte.

A corrente limitel; est relacionada aos custos de utilizaglos canais, e mostramos que
esta quantidade tem um papel muito importante no compontantkesta rede de transporte.
Este fato fica bastante claro quando analisamos @draQs canais &o-utilizadosP como
funcao desta corrente limitg. Os resultados mostram que uma traasigde fase ocorre no
sistema entre uma fase de ocugaglensal — 0) e outra de ocupap esparsal — 1). Al-
gumas relages do tipo lei de pé@hcia foram encontradas entre quantidades importantes do

problema, e determinamos expoentes carestieos.

Do ponto de vista fatico, como por exemplo em aplidsgs a tafego de estradag, mais
interessante analisar a quantidd&&eomo fun@o do fluxo inicial injetado porigo | na rede.
Neste caso, uma trangig de fase tarmém ocorre na rede. Na linguagem deféigo de vieulos,
para fluxo total baixo existem muitos caminh@rutilizados, e o &fego em caminhos con-
gestionados pode ser reencaminhado para outros caminfarsdea evitar engarrafamentos, e
eno o téfego relativag; / ( fi) diminui com o fluxo. Por outro lado, quando o sistema esim
um volume muito grande de Milos, como em harios de pico e fins de semana, a maioria

das rota utilizada, e as flutu@gs escalam linearmente com o fluxédio. Estes diferentes
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padides de flutua@o foram observados enaros sistemas reais [76], e foram corretamente

previstos pelo modelo apresentado nestétahp

Na fase densa, flutuaes no tafego total podem induzir fortes flutuz&s no fluxo que
atravessa cada canal, de forma que os fluxos em alguns dedonricanais eventualmente
superam os valores limites, levando a congestinamente#mAa transigo de uma fase esparsa
para uma fase densa pode ser intrepretada como uma &arsfobgica na distribuigo de

fluxos, e pode estar diretamente relacionada com congastamto.
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5 Transigdes de Fase de &b-Equilibrio
em Sistemas Maggeticos com
Dinamica Conflitiva

Neste capulo, estudaremos as trandgs de fase que ocorrem em modelos de spins
na presenca de campos maticos locais que flutuam no tempo, de acordo com uma certa

distribuicdo de probabilidades. Os resultadas baseados nas redecias [79, 80].

5.1 Introducao

Modelos de Ising na presenca de campos ratigos aledirios (Random Field Ising
models ou RFIM’s, em ingks) €m sido extensivamente estudados alhisnos 30 anos [81,
82, 83], especialmente ap a realizago experimental destes sistemas em antiferromagne-
tos diluidos, tais como Fkélg: xCl, e F&Zn; «F» [82, 84, 85], na presenca de um campo
magretico uniforme [86, 87]. ¥rias €cnicas andicas e nurricas foram utilizadas para es-
tudar o modelo no equbrio, entre as quais destacamos a Teoria do Cam@didv[88, 89,
90, 91, 92], o Grupo de RenormaliZax;[93, 94, 95], as Simulées de Monte Carlo (MC)
[96, 97] e netodos algoritmicos exatos a temperatura nula [98].&gro comportamento
critico do sistema fora do eqilirio [99] & pouco conhecido, tendo sido desenvolvida apenas a
Teoria do Campo Mdio para o modelo [100], & de estudos exatos em redes unidimensionais

[101, 102, 103].

Considerando os modelo magitos de equibrio, existem dois tipos de desordem: tem-

perada quenchegdem ingEs) e recozidaannealed em ingEs) [81]. Na desordem temperada



5.1 Introdug@o 46

as varaveis aledirias flutuam no espaco madmflutuam no tempo, ou seja, associamos difer-
entes valores das varieis aledirias a diferentes pontos do espaco (em catia su cada
acoplamento, por exemplo), mas durante a eZwugmporal do sistema estas @agis rao

se alteram, e temos apenas as flubeacrelativas mudanca de estado dos spins. No caso da
desordem recozida, as vaveis aledirias do sistema, @i de flutuarem no espaco, taeni
flutuam no tempo, p@m esta flutugo no tempa correlacionada com a flutuias dos spins.
Assim, existem duas escalas de tempo diferentes em sisteagagticos desordenados: uma

para as flutudies dos spins e outra para as flufiegdas vaaveis aledirias [18, 81].

Apesar de existir um consenso de que os modelos deleimitom desordem temperada
sa0 boas representaes téricas de situdies realistas enidica [104], algumas contrévsias
persistem, e a interprefag de resultados experimentais por modelos deste &ipé muito sat-
isfatoria [81, 104, 105, 106]. Considerando os vidros de spin, yem@lo, modelos com desor-
dem temperada como o de Edwards-Anderson (EA) [107] negligs a difuio de desordem
deions magticos. Esta difBo modifica constantemente a distia entre cada par de spins
em certos materiais como ligas nédigas dilddas (CuMn, por exemplo) e, consequentemente,
podem ocorrer varides das interdgs de troca tanto no espaco quanto no tempo [106]. Da
mesma forma, podemos imaginar outros sistemas desordenasiquais as vaveis aledirias
de interesse variam no espacgo e no tempo, como modelos coposanagaticos aledirios.
Estes efeitos, pém, rdo €0 corretamente descritos pelos modelos de ibgiailcom desor-
dem recozida. Por exemplo, a flutéacno tempo das interaes de troca dos spins na \&os
recozida do modelo EA [108 vinculada ao equbrio entre a distribuigo das interdaies e o
sistema de spins [105]. Assim, a desordem tende a ser fartemerrelacionada, o qué&o
€ observado em sistemas reais [105]. Como corésenia, a verdo recozida do modelo EA
nao exibe um estado de vidro de spins [108]éaldisso, modelos de edjbitio com campos
aleabrios tamlem apresentam problemas na degwide resultados experimentais. Enquanto
as verdes recozida e temperada do RFIM f@remn transiges de fase coimuas entre os esta-

dos ordenado e desordendd®6, 97, 109], experimentos em antiferromagnetosidda como

LExistem ainda algumas conté@ngias sobre a ordem da trarggigno RFIM, mas simuld@gs recentes sugerem
fortemente a ocoéncia de transiiges corinuas [96, 97].
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FeMg1_xCl,, que &o probtipos de realizaes experimentais de sistemas sobaoate cam-
pos mageticos aledirios, mostraram que estes materiais exibem traaeside fase de primeira

ordem em baixas temperaturas [110].

Assim, existe uma discuds na literatura de que modelos d&gorequilbrio podem ser
relevantes para explicar alguns comportamentos maapasts ainda ao completamente en-
tendidos de certos materiais que apresentam desordensmdigica, como 0s vidros de spins
e sistemas reais com comportamenpico de sistemas com campos atests [105], como 0s
citados antiferromagnetos acima. Para estesitp, modelos dedo-equilbrio na presenca
de campos aleatios (Nonequilibrium Random Field Ising Modelsu NRFIM’s, em ingks),
definidos pelo Hamiltoniano

H=-J Z SSj —Zhis, (5.1)

vém sendo estudados. Na eqaag¢5.1),s = +1, a primeira soma representa a int@@cle
troca (constante) entre pares de primeiros vizinhos e anslegiermo modela a interag com
um campo maggtico local. Observe que o Hamiltoniano acijm@ mesmo que descreve 0s
modelos de equiibrio com desordem temperada, q@e saracterizados por uma configwrac
congelada de desordefh; }, na qual as vaaiveis alediriash; flutuam no espagco mas se mamt
fixas no tempo. Em outras palavras, o sistema apresentartisrvalores de campo magico
em cada#io i, e estes valores se mant fixos durante a evolag temporal. Por outro lado, o
NRFIM & descrito a cada instante de tempo pelo Hamiltoniano dacaqys.1), e os campos
aleabrios {h;} sao distribidos de acordo com uma dada distritagge probabilidadeB(hy).

A diferenca para o modelo de edbiiio & que neste caso os valorfg} sdo, a cada passo
de tempoum conjunto de vaaveis aledirias independentes distrilolas de acordo cofA(hy;).
Assim, podemaos assumir que 0s spins e o campo local compsdamlependentemente um do
outro, e um estado estacemp € atingido assintoticamente [100, 102]. Istgonsistente com
observages de efeitos deao-equilbrio, por exemplo, a infiéncia de detalhes do processo

dinamico (ciretica) nos estados estacains de alguns sistemas reais [102].

O estudo de modelos déo-equilbrio definidos pela equag (5.1) mostrou uma rica var-



5.2 Modelo 48

iedade de fedbmenos dticos. Os resultados conhecidos revelam um comportancettitco
nao-universal, que geralmente depende de detalhes denia como difudo de desordem,
isto &, propriedades da distrib@ig de probabilidades das \areis aledirias, e das taxas
de transi@o escolhidas. &m disso, modelos dean-equilbrio podem ser relevantes para a
descri@o teérica de certos sistemas reais [105], como materiais gtags sob a &p de cam-
pos mageticos que flutuam rapidamente no tempo, ou sistemas com apidare aledltria
difusdo de desordem, como vidros de spins e sistemas @tiags que apresentam comporta-

mento tpico de sistemas sob ad@gde campos algaios [101].

Vale ressaltar tarréim que modelos dei-equilbrio como os definidos pelo Hamiltoniano
da equago (5.1) & foram estudados no limite de camp@aio [100] e em redes unidimen-
sionais [101, 102, 103]. Em simuldes de Monte Carlotsfoi considerado o caso onde os
acoplamentos entre spins flutuam no espaco e no tempo, @acésle um campo magtico

externo [106].

Com base nestas motiviags, apresentamos neste itap o estudo do comportamento
critico de modelos maggticos de ao-equilbrio na presenca de desordem no campo reggm
local, baseados no Hamiltoniano da e@@¢5.1). Foram realizadas simuies de Monte
Carlo em sistemas definidos em redes quadradabieas, e a caracterizag das transiges de

fase que ocorrem no modedadiscutida a seguir.

5.2 Modelo

Vamos consider o sistema na presenca de um bd@mnhodoa temperaturd e de um
campo magetico aleabrio, e quee descrito pelo Hamiltoniano da eqéag5.1). Definiremos
este modelo em redes regulares de tamanho Ilneaom o campo aleétio {h;} seguindo uma

dada distribuigo de probabilidadeB(h;), que sea definida nas sées seguintes. Qualquer

configura@o do sistema= {s} evolui estocasticamente com o tempo por mudancas no estado

dos spins dadas de acordo com a taxa de traosic

w(s — —s) =min{1,exp(—dH;/T)}, (5.2)
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Figura 5.1: Evolugo da magnetiz&p por spin com o tempo de Monte Carlo para o caso da
rede quadrada com = 0.2 eL = 128. Exemplos de intensidades do campo nétigah, fraca
(esquerda) e forte (direitaie mostrados.

gue corresponde ao algoritmo de Metropolis [1113,}€ € o custo associado para virar o spin
na posi@oi (consideramos, por simplicidade, que a constante de Batzria& = 1). Em
outras palavras, se a mudancga no estado de um gpmnui a energia do sistema, aceitamos

esta mudanca; caso camtio, aceitaremos 0 novo estado com probabilidad€-e&p(/T).

Para a implementag nuné&rica do sistema, o algoritméo seguinte:

» geramos uma rede de dim@aslinearL com os spins orientados aleatoriamente, e con-

sideramos condiges de contorno périlicas;

» a cada passo de tempo, uma nova configwade campos aleaios {h;} & gerada de
acordo com a distribueip P(h;). Em seguida, caddt® da redeé visitado, e o spin

correspondente virado de acordo com a taxa de traBsiglada pela equag (5.2);

» apos atingir o estado estaciano, podemos calcular as quantidadsgchs de interesse.

Em outra palavras, as vatieis aledirias{h; } nao flutuam somente no espaco, mas tamifiu-
tuam no tempo, ist8, o sistem& descrito a cada passo de tempo pelo Hamiltoniano da&guag
(5.1), com as vadveis{h;} distribuidas de acordo com uma dada distriai@(h;). Assim, o

sistema apresenta duas escalas de tempo castices diferentes, uma para as fluides dos
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Figura 5.2: Magnetizap por spin como furép da temperatura para o caso da rede quadrada,
comL = 128, 0 = 0.0 e alguns valorespicos da intensidade do campo méatico h,. Para
intensidade#$, > 2.0 o sistema se encontra na fase pararatiga, mas para todos os outros
valores menores dB, podemos observar uma trarBiccontnua entre as fases ordenada e
desordenada. O&sbolos (¢rculo, quadrado, etck® resultados das simufsgs, enquanto que

as linhas 8o apenas guias para os olhos.

spins e outra para as flutuss do campo ma@tico aleabrio, e neste caso, ao coatio do

que ocorre no modelo de edbitio com desordem recozida, estas duas fldeago indepen-
dentes uma da outra (uma discis$ormal sobre isto pode ser encontrada na éef@a [105],

cagtulo 7).

Nas pbximas seges apresentaremos nossos resultado€noos.

5.3 Simulag@es na Rede Quadrada

No caso da rede quadrada, terhbs: L2 spins no sistema. A distribliag de probabil-

idades que usaremos &ama gaussiana dupla [90],

gueé dada pela superpoaig de duas distribuies gaussianas centradas-£hg e com largura

o cada. Esta distribusip apresenta como casos limites as distriesggaussiana (pahng = 0)
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e bimodal (para — 0). Consideramos nas simutasL = 32,64,128 256 e 512, e usamos por
simplicidadeJ = 1. Analisamos os seguintes valores dosipeetros: @ < h, < 3.0, 0.01 <
T<40e0=0.0,01,0.2,0.3,0.4 e Q5. Os resultados para todos os valores doamatros
sugerem que os efeitos de tamanho fingto ;ienos pronunciados para 128. Podemos testar
a relaxa@o do sistema para os estados estagios monitorando a magnetizagcomo fungo

do tempo de MC. Encontramos que, dado um valor fixasgd®s estados estacianos §0
atingidos mais facilmente para menores valorebglee demoram mais para serem atingidos
para valores maiores dg, como mostrado na figura 5.1. Assim, utilizamog passos de
MC para relaxado do sistema e fassos de MC para calcular agdias das quantidades de

interesse (afs descartar 0s passos para atingir os estados estacg)n

Vamos comecgar com o0 caso mais simptes; 0.0, queé o limite da distribuigo bimodal.
Os resultados para a magnet@agoor spin como furépp da temperaturéde mostrados na
figura 5.2, pard. = 128 e alguns valores dg. Estes resultados sugerem que o0 sistema passa
continuamente do estado ferromatjoo (comm = 1) para o estado paramagito (comm —
0) para valores da intensidade do cange<~ 2.0. Para valores maiores tig, 0 sistema se

encontra na fase paramagica.

Se considerarmos uma largura finita para a distramugada pela equag (5.3), por exem-
plo o = 0.2, veremos que o comportamento do sistema muda. De fatossevabmos os re-
sultados para a magnetiZegpor spin como furép da temperatura (veja a figura 5.3), podemos
notar que as curva@e qualitativamente similares aos resultados pata0.0, com transiges
confinuas entre as fases paramétiga e ferromaggtica. Poem, para valores pkimos de
ho = 2.0 ocorrem descontinuidades nas curvas da magnatzacque2 um indicativo de que
a transi@o nesta re@io pode ser de primeira ordem. Os saltos ficam mais clarosiquearal-
Isamos a magnetizag como fun@o da temperatura para diferentes tamanhos de rede, como

mostrado na figura 5.4.

Para a correta caracteriZa;da transi@o desconhua, devemos analisar as flutGag do
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Figura 5.3: Magnetizap por spin como furép da temperatura para o caso da rede quadrada,
comL = 128,0 = 0.2 e alguns valoresyicos da intensidade do campo maticoh,. Podemos
observar quen diminui continuamente com o aumento Tgara valores pequenos bg mas
ocorrem saltos na magnetiZagpara valores pximos deh, = 2.0.

palametro de ordem, dadas por
(5.4)

em que( ) & a nedia temporal ou &dia de MC [106]. A susceptibilidade como f@gda
temperatura@ exibida na figura 5.5 (&) Como discutido no cafulo 2, as posiges dos picos

da susceptibilidade crescem com o tamanho linear do sistarffama

Xmax ~ La, (5.5)

ondea = d para transiges de fase de primeira ordem [18]¢ a dimengo da reded = 2 no
Nosso caso) a= y/v < d para transiges corihuas. Ajustando os dados nartos dexmax

nos podemos obter, pahg = 2.0, que [veja a figura 5.5(b)]

Xmax ~ Lb, (5.6)

2Mostramos a susceptibilidade para @mico tamanho de redé, = 128, porque as curvas crescem muito
rapidamente corh.
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Figura 5.4: Magnetizap por spin como furép da temperatura para o caso da rede quadrada,
comao = 0.2, hy = 2.0 e diferentes tamanhos de rede. Podemos observar saltosmas para
todos os tamanhos.

em que

b=2.08+0.03 (5.7)

0 queé compaditvel com uma trans#o de primeira ordem. Assim, pava= 2.0 eh, = 2.0, as
simula@es sugerem que uma trar@igde fase de primeira ordem ocorre no sistema, em baixas
temperaturas. Verificamos um comportamento similar, cay sejtos na magnetizag, com os
maximos da susceptibilidade divergindo caf) para outros valores da largura da distriBiic

o, comoo = 0.1 e 03, com curvas similaregs apresentadas nas figuras 5.4 e 5.5. Numerica-
mentee dificil determinar o valor limiter.i; acima do qual temos somente tradgis corinuas.

Porem, as simulaies sugerem que pasa> 0.3 ndo ocorrem trans@es de primeira ordem [79].

Realizamos taméam um @lculo preliminar dos expoentesitizos na recao de campo
magretico fraco, com o objetivo de verificar se 0 sistema segueadsicionais equdies de
escala para tamanhos finitos de tra@sg; coriinuas (veja a sé&p 2.2). Assim, escolhemos os
valoresg = 0.2 ehy = 0.5, para 0s quais as simufs sugerem trangies de fase comtuas
(veja a figura 5.3), e calculamos a magnetizage a susceptibilidade paranos tamanhos de

rede. A temperaturaitica no limite termodiamico, T, = T¢(L — o) foi obtida extrapolando os
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Figura 5.5: Susceptibilidade como fun@o da temperatura para o caso da rede quadrada, com
0=0.2,hp=2.0elL =128 (a) e posiges do maximos da susceptibilidadgnax contraL na
escala log-log para alguns tamanhos de rede (b). A&etanelhor ajuste dos dados, e tem
inclinagdo 208. Descartamos o menor tamarithe 32 para o ajuste, para minimizar os efeitos
de tamanho finito.

valoresT;(L) dados pelas podies dos raximos da susceptibilidade, e para este caso achamos
T, = 2.1254+0.001. O expoent®, relacionada divergncia do comprimento de corretas;

foi calculado por meio do cumulante de Binder [112],

U =1— [32@2} : (5.8)

gue obedeca seguinte equag de escala para tamanhos finitos:

U =U (T = Te) LYY, (5.9)

ondeU, & uma fundo de escala quein depende do tamanho da rede. Na figura 5.6 exibimos
o cumulante de Binder para alguns tamanhos de rede (a) e omeellapso dos dados (b),
baseado na equag (5.9), obtido com o valor acima mencionado da temperatitiea T; e

v =1.027+0.010. O expoent§, que caracteriza o0 comportamento da magneiaaoximo

ao ponto citico T, foi calculado de forma a nos dar o melhor colapso dos dadeswaas

da magnetizép. Na figura 5.7 @s mostramos as curvas da magnefipapor spin contra

temperatura (a) e o melhor colapso dos dados (b), baseadguages tradicionais de escala
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Figura 5.6: Cumulante de Bind&l, Eq. (5.8), como fur@@o da temperatura para o caso da
rede quadrada, com = 0.2, hy = 0.5 e alguns tamanhos de rede (a) e o melhor colapso dos
dados (b), baseado na eqaa5.9). Os valores tticos f.0 To = 2.125 ev = 1.027, como
discutido no texto.

para tamanhos finitos,

T(L) = Te—aL Y,

m(T,L) = L PVm((T -To) LYY), (5.10)

ondea & uma constantem € uma fun@o de escala (ver s&g 2.2). Das equées acima, en-
contramog3 = 0.068+-0.003. Assim como no casw = 0.2 eh, = 2.0, neste caso 0samimos
da susceptibilidade crescem muito rapidamente com o taondaede. Assim, exibimos so-
mente um tamanho de rede= 128, para compararmos com o case- 0.2 eh, = 2.0. Estes

maximos crescem com o tamanho do sistema com a tradiciord® lgd€ncia, istcg,
Xmax~ LYY, (5.11)

ondey/v = 1.71540.049. Para o valor obtido de v = 1.027, temos qug = 1.763+ 0.001.
Em outras palavras, as eqoas usuais de escala para sistema finitos, no caso de fresisic
de fase conhuas, Eqgs. (5.10) e (5.11)as validas no caso deste modelo d&orequilbrio
[79]. Este era o prajsito deste &@lculo de expoentes; como eles dependem ddpetros da

distribuicdo de desordeno(e hy) es& aém dos nossos objetivos.

Para resumir os resultados obtidos, e levando em consiteasdemperaturasiticas cal-
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Figura 5.7: Magnetizap por spin como furéip da temperatura para o caso da rede quadrada,
como = 0.2, hy = 0.5 e alguns tamanhos de rede (a) e o melhor colapso de daddsste).
colapso foi obtido confe = 2.125,8 = 0.068 ev = 1.027, como discutido no texto.

culadas pelo processo de extrapalagdiscutido acima paraavios valores dé, e o, exibimos

na figura 5.8 um esboc¢o do diagrama de fases do modelo, rotglaperaturd contra intensi-
dade do campo algaio h,, para alguns valores de[79]. Observe que a trangig de primeira

ordem, representada por uma linha pontilhadea acorre no caso limite da distrib&ig bi-

modal (@ = 0.0) e nem no caso = 0.5, como discutido no texto.

5.4 Simula@es na Rede Qbica

No caso da redelbica, temosN = L3 spins no sistema. A distribtiag de probabili-

dades que usaremos @ema bimodal,

P(hi) = %6(hi —ho)+%5(hi +ho). (5.12)

Estudamos sistemas em redébicas de tamanhds= 10,12 16,20,24,30,40 e 60. Anal-
isamos os seguintes valores dosgmaetros: @M < h, < 5.0 e Q01 < T < 10.0. Os resultados
para todos os valores da intensidade do campo étagrn, sugerem que os efeitos de tamanho
finito sho menos pronunciados pdra> 16. Assim como no caso da rede quadrada, testamos
a relaxa@o do sistema para os estados esta@sios monitorando a magnetizag;como fungo

do tempo de MC. Encontramos que 0s estados estaiien®o atingidos rapidamente para
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Figura 5.8: Esboco do diagrama de fases do modelo para adeasule quadrada, separando
as fases Paramagiica P) e Ferromageética §), parac = 0.0,0.2 e 05. Os $mbolos (érculo,
guadrado e téingulo) §o resultados das simufzgs, enquanto as linha&sapenas guias para
os olhos. Linhas cheias (pontilhadas) representam {@sside fase comtuas (de primeira
ordem).

valores pequenos e grandeslge como mostrado na figura 5.9. Assim, utilizamos 50°
passos de MC para relaxardo sistema e 8 10° passos de MC para calcular agdias das

guantidades de interesse @aplescartar 0s passos para atingir os estados estac&)n

Os resultados para a magnet@agor spin como furéip da temperaturéde mostrados
na figura 5.10, pard = 60 e \arios valores dén,. Estes resultados sugerem que o sistema
passa continuamente do estado ferrongétign (comm= 1) para o estado paramagito (com
m— 0) para valores da intensidade do carhpe:~ 3.7. Para maiores valores tg a transi@o
entre os estados estacioins se torna descdntia, o quee um indicativo de que a trangig
nesta re@o pode ser de primeira ordem [veja a figura 5.11 (a)]. Rara~ 4.3 0 sistema se

encontra na fase paramagica.

Assim como fizemos para o caso da rede quadrada, para a camatterizago da transigo

descorihua devemos analisar as flutbas do paametro de ordem, dadas por

X(T) =18 (5.13)
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Figura 5.9: Evolugo da magnetiz&p por spin com o tempo de Monte Carlo para o caso da
rede déibica comL = 16. Exemplos de intensidades do campo nééigo h, fraca (esquerda) e
forte (direita) 0 mostrados.

A susceptibilidadey (T) como fun@o da temperatur@ exibida na figuras 5.12 (a) e 5.13 (a),
onde podemos facilmente distinguir entre dois comportansetiferentes, para transigs de-
scontnuas b, = 4.0) e contnuas b, = 3.5), respectivamente. Como discutido nazgeante-

rior [79], as posiges dos picos da susceptibilidade crescem com o tamanlao tioesistema

na forma

~ L2

(5.14)

Xmax

ondea = d para transiges de fase de primeira ordem [18]é a dimen&o da reded = 3 no
nosso caso) a= y/v < d para transiges corinuas. Ajustando os dados nértos dexXmax

nos podemos obter, pahg = 4.0, que [veja em destaque na figura 5.12(a)]

Xmax~ L®, (5.15)

em que

b= 3.05-+0.05, (5.16)

0 queé compditvel com uma transipo de fase de primeira ordem. &h disso, o caater de
primeira ordem de transa@ &€ confirmado pelo comportamento de outras quantidades: o cu-
mulante de Binder [112], dado pela eqaa¢5.8), que apresenta ummmo bem definido

proximo da temperatura itica [113] e o histograma da magnetiaagbximo deT;, que ap-
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Figura 5.10: Magnetiz&p como fungo da temperatura para o caso da rdd®eaa, conlL = 60

e valoresipicos da intensidade de desordiegnPodemos observar trandgs de fase comtuas
entre os estados estacawins ferromagaticos e paramaggticos para 0s menores valoresge
mas para valores Pximos deh, = 4.0 o0 sistema apresenta trarigég descoimuas. Para desor-
dens mais elevadas, o sistema se encontra no estado pa&ic@gara qualquer temperatura.
resenta dois picos [veja a figura 5.12 (b)]. Por outro ladm pg= 3.5 encontramos a relag
Xmax~ L2932 [veja a figura 5.13 (b)], confirmando o &er coriinuo da transi&o [veja tambm a
figura 5.14 (a)], como observado anteriormente. A trawsdesconhua tam@m ocorre no mo-
delo para outros valores dhg (3.9,4.1,4.2, por exemplo), e o comportamento discutido acima
(Xmax ~ LY, histogramas da magnetiZazm com dois picos e um mimo bem definido do
cumulante de Binder), sugerindo que tradsi de fase de primeira ordem ocorrem no modelo
para uma pequena faixa de valores da intensidade do camp@ticady,, em baixas tempe-
raturas. Por outro lado, para altas temperaturas a teansiclaramente comua, indicando
portanto a oco@ncia de um ponto tri-cico a temperatura finita, onde as fases ferroréiga

e paramagética se tornam ihticas. A localizago exata deste ponto trittico € dificil de ser
determinada numericamente, mas as sindgdagugerem que ele esteja localizado no intervalo
3.7 < hg < 3.8 (veja a figura 5.14). Este cano € diferente do apresentado pelo NRFIM na

rede quadrada [79] e na abordagem de campdion[100], quando consideramos a taxa de

transi@o de Metropolis. Enquanto o caso 2xompaitvel com uma trans#o contnua entre
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Figura 5.11: Magnetiz&p por spin como furéip da temperatura para o caso da regaa,
comhy = 4.0 e alguns tamanhos de reldemostrando saltos nas temperaturas pseuiticas
Te(L) (a). Em destaque, na figura inserida, exibimos resultadasndelages paral = 60
considerando um intervalo pequeno entre temperaturas.béfanmostramos uma ilustag
do procedimento de extrapobag para determinar a temperaturéica T parahy, = 4.0 (b).
Ajustando os dados com uma reta, obtefigk) = 0.186-+ 0.424L 1, que resulta erii(L) =
0.186 no limite termodiamico L~ — 0).

as fases ordenada e desordenada, e a teoria do caétio pre uma transigo de primeira
ordem para qualquer valor thg, nossas simuldgs sugerem para a redgbica a oco@ncia de
uma transi@o de fase coitua para altas temperaturas e uma trasde primeira ordem para

baixas temperaturas.

No modelo de ao-equilbrio considerado na sag anterior [79], o &lculo dos expoentes
criticos na recho de intensidade fraca do campo n&tipo, onde a transép de fasé@ contnua,

sugeriu que as tradicionais eqbae de escala para tamanhos finitos, &sto

T(l) = Te—aL ™,

m(T,L) = L™BVm(T —To) LYY), (5.17)

sao \alidas. Baseado nas eqoas (5.17), calculamos os expoentégaws e v parah, = 2.0,

um valor de desordem para o qual as simodeszsugerem uma trand de fase coimua (veja
a figura 5.10). A magnetizag por spin em furfio da temperatura parg = 2.0 e \arios
valores dd. € exibida na figura 5.15(a), assim como o melhor colapso didssdéigura 5.15

(b)], o que prova a validade das eqbas de escala (5.17). A temperaturgéica no limite
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Figura 5.12: Susceptibilidade(T) como fun@o da temperatura para o caso da relsaa,
comL = 40 ehy = 4.0, onde mostramos o saltogximo da temperatura itica (c). Em
destaque, na figura inserida, ta@nio exibimos as posiges dos picos da susceptibilidaggax
contra tamanho da redena escala log-log. A inclinép da reteé 305+ 0.05, o que sug-

ere uma trans#po de primeira ordem patg = 4.0. O caater de primeira ordem da tranga;

é confirmado pelo comportamento do cumulante de Binder, guesemta um mmimo carac-
teristico bem definido perto da tranaig (d). Em destaque, na figura inserida, ainda mostramos
um histograma da magnetiZagpibxima do ponto dtico, onde vemos claramente dois picos,
assinatura de uma tranagde primeira ordem.

termodiramicoT; = T¢(0) foi obtida pela extrapol@&p das temperaturas pseudaicasT¢(L )

[veja afigura5.11 (b)], dadas pelas p@ss dos picos da susceptibilidade, e encontramos neste
casol.=2.974+0.11. O expoente foi calculado novamente com o uso do cumulante de Binder
[veja a figura 5.16 (a)], cuja equiag de escala para tamanhos finikodada pela equag (5.9).
Encontramos neste caso o valoe 1.67+ 0.03 [veja a figura 5.16 (b)]. O exponengefoi
determinado pelo melhor colapso dos dados da magnatiZaeja a figura 5.15 (a)]. O valor
encontrado fo3 = 0.051+0.003. Assim, os resultados do modelo na redgica confirmam

as indica@es dadas na s&g anterior de que a vérs de @o-equilbrio do RFIM obedecas

tradicionais equdies de escala para tamanhos finitos néede campo magtico fraco [80].

Existem importantes diferengas entre o comportamefiticacipresentando pelo NRFIM
na presenca de um campo atead que segue uma distrib@ig de probabilidades bimodal estu-
dado aqui e o correspondente modelo no éopid, com desordem temperada. Apesar de ainda
haver um certo debate sobre a exgtia de transfies de fase de primeira ordem no modelo

no equilbrio, os resultados mais recentes sugerem traasicorinuas, e justificam o fato de
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Figura 5.13: Susceptibilidade(T) como fun@o da temperatura para o caso da relsaa,
comhy = 3.5 eL =40 (a) e as posies dos raximos da susceptibilidaggnax contra tamanho
da redel. na escala log-log (b). A inclin@p da retée 263+ 0.10, 0 que sugere uma traniag
de fase connhua pard, = 3.5.

0 sistema apresentar caragdéicas tpicas de transiges de primeira ordem como fortes efeitos
de tamanho finito das redes [96, 97]. Por outro lado, nossadapes sugerem fortemente a
exiséncia de um ponto tri-eico no modelo de @o-equilbrio. Em outras palavras, apida
flutuagdo do campo local, que peculiar do NRFIM, pode ser respamsl pela oco@&ncia de
transies de primeira ordem. Se levarmos em consi@eragie experimentos em antiferro-
magnetos dilidos sob a &po de campos magticos uniformes como kMg; xClo, que §o0
prototipos de realizaies experimentais de sistemas sobaoafe campos algaios [82], sug-
erem que trans@ges de fase de primeira ordem ocorrem nestes materias eas bamperaturas

[110], nossos resultados sugerem que o model@&deaquilbrio pode ser mais apropriado para

a descri@o térica de sistemas reais do que o modelo no @ujigl.

Levando em considerag as temperaturasiticas calculadas pelo processo de extraggmac
discutido acima paraarios valores dé,, exibimos na figura 5.17 um esboco do diagrama de
fases do modelo no planto temperatlireontra intensidade do campo mé&gjnoh,, separando
as fases ferroma@tica e paramagtica [80]. Em destaque, na figura inserida, mostramos a
regiao pixima ao ponto tri-dtico. Podemos notar tareln um efeito claro da dimensionali-
dade darede: a trangig de fase de primeira ordem a baixas temperat@ascorre no modelo

definido na rede quadrada [79].
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Figura 5.14: Resultados ni@mcos pbximos ao ponto tri-Gtico para o caso da redéilmica,
comL = 30 e um intervalo muito pequeno entre temperatufds-€ 0.005). Na figura (a)
mostramos o cumulante de Binder para intensidades do chgmp8.5,3.6 e 37, onde pode-se
ver o caater coninuo da transi@o, enquanto que em (b) podemos ver comportameipicss
de transifes de primeira ordem, paing = 3.8 e 39.

55 Conclues

Neste cajiulo discutimos as propriedadestiras de um modelo de Ising na presenca
de um campo magdatico local que flutua no tempo. O sistema estudado foi definak re-
des quadrada e(bica, com interafges (constantes) entre primeiros vizinhos, e realizamos
simula@es de Monte Carlo em redes com tamanhos variados. Este @iptaie ser visto

como a verao de @o-equilbrio do tradicional modelo de Ising com desordem temperada

A evolugao do sistema em estuécestoastica devida diramica conflitiva que, &m das
flutuagdes usuais dos spins devid@resenca do banhertnico, envolve tamém a flutuago do
campo magatico local. Esta compefip induz uma egzie de frustrago diramica que pode
estar presente em sistemas desordenados reais como \@dieisisl e materiais que apresentam
comportamentaipico de sistemas na presenca de campos@aleatinduzidos [102]. Este sis-
tema difere dos modelos usuais de dtpib: enquanto o campo localatribido aleatoriamente
no espaco de acordo com uma certa distridoiRg(h;), e esta configur&p se mar@m conge-
lada no caso da desordem temperad®hg) coném correlages no caso da desordem recozida,
onde a distribuigo de impurezas e&stm equilbrio com o sistema de spins, 0 N0sSso casam-

ilar ao caso da desordem temperada em cada instante de tenambedo regime estaciario,
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Figura 5.15: Magnetiza@®p por spin como furéip da temperatura para o caso da radeaa (a)

e colapso dos dados de acordo com as dips(5.17) parl, = 2.0 e varios tamanhos de rede
L diferentes (b). O colapso foi obtido cofg= 2.97, 3 = 0.051 ev = 1.67, como discutido no
texto.

mash; maném-se aleatoriamente variando com o tempo, &ambe acordo cor(h;), em

cada #io da redei. Consequentemente, enquanto a frusivag a aleatoriedade tem uma im-
portancia pequena no caso de desordem recozida,@dsisdamentais para o0 comportamento
do sistema dedo-equilbrio, de forma que pode produzir diferencas madpsg@as no sistema

em compara@o ao caso de desordem temperada. De fato, no caso da dsiibimodal, por
exemplo, no diagrama de fases do sistema recozido [109]@etatara dtica aumenta quando

a intensidade do campo magitoé aumentada, enquanto que no sistema temperado [97] e no
sistema de &o-equilbrio o aumento da desordem pode destruir 0 ordenamentarfagrético.

No entanto, em baixas temperaturas, acredita-se que mais¢éenperado apresenta traiggig

de fase conhuas em 3 dimei@®s, enquanto que as nossas sintgagugerem a oc@mcia de

transi@es de fase de primeira ordem no sistemaateequilbrio.

No caso do sistema definido na rede quadrada, vimos que daghesisugerem trangies
de primeira ordem somente para pequenos valores d€0.0. Em outras palavras, no lim-
ite da distribui@o bimodal o sistemadw apresenta trangig desconhua. Por outro lado,
considerando o caso da redga, 0s N0ssos resultados rannos sugerem a oc@mcia de
transi@es de fase de primeira ordem, mas somente em baixas teurper@0]. A ordem da

transi@o foi confirmada por &s quantidades medidas no sistema, que apresentam comporta
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Figura 5.16: Cumulante de Binder como fénga temperatura para o caso da redeaa, com
ho = 2.0 e alguns tamanhos de rede (a) e o melhor colapso dos dagbagbado na equag
(5.9). O colapso foi obtido cofy = 2.97, 3 = 0.051 ev = 1.67, como discutido no texto.

mentosipicos de transiges de fase de primeira ordem: (i) 0 comportamento de esgalsicbs
da susceptibilidade, que crescem comimero de spins do sistenid [19]; (i) o cumulante

de Binder, que apresenta unimmo bem definido g@ximo deT; [113]; (iii) histogramas da

magnetizago por spin, que apresentam dois picos, que indicam céagistde fases [113].

A ocorréncia de transiies de fase de primeira ordem em baixas temperaturas nobaso 3

sugere a exigéhcia de um ponto tri-aico a temperatura finita, cujas coordenadis dificeis
de se calcular numericamente. No entanto, as sirdakgugerem que este pontoadsical-
izado no intervalo ¥ < hy < 3.8. Vale ressaltar que o mesmo resultado, ou seja, aéuoa
de transifes de fase de primeira ordem em baixas temperaturas, ficado experimen-
talmente nos antiferromagnetos didas FeMg;_xCl, na presenca de um campo matico

uniforme [110], que &o probtipos de realizaies experimentais de sistemas sobaoale cam-
pos mageticos aledirios [82]. Este resultado sugere que o modelod@®equilbrio pode ser

mais apropriado para a desérigtérica de sistemas reais, em compamcom os modelos de

equilibrio.

Realizamos taméam um @lculo preliminar dos expoentesitizos na reao de campo
magretico fraco, para testarmos a validade das egemgisuais de escala de tamanhos fini-

tos. O resultado encontrado foi de que o modelo @e-@quilbrio obedece a estas eqoas,
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Figura 5.17: Esboco do diagrama de fases do modelo paraaeagde @bica, separando os
estados ferromagmico ) e paramagetico (P). Os quadradosa® estimativas nuaricas das
temperaturas de trangig, enquanto que a linflaapenas um guia para os olhos. A linha pon-
tilhada na redio de baixas temperaturas representa @oggara a qual as simulags sugerem
transies de fase de primeira ordem. Em destaque, na figura inser@dramos em mais
detalhes a regb pxima ao ponto tri-dtico (retiramos os pontos calculados, pra ficar mais
claro), e a linha mais grossa representa o intervalo deesbigh, onde esperamos que esteja
localizado o ponto tri-gtico.

tanto no caso da rede quadrada [79] quanto no caso dalbiba ¢80].
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6 Efeitos de Reputaio na Dinamica de
Opinides do Modelo de Sznajd

Neste capulo, discutiremos a form@gp de consenso no modelo de opas de Sznajd
[114], considerando um mecanismo de repaitggara os agentes, de forma a limitar sua capaci-
dade de convencimento. Analisaremos a tratsie fase usual do problema, e mostraremos
gue situades realistasa® possreis utilizando regras muito simples. Os resultaduslzasea-

dos na refegncia [115].

6.1 Introducao

Nos tltimos 10 anos, o modelo de socisi€a de Sznajd [114] vem sendo aplicado
com sucesso em diferentaseas do conhecimento, comoitich, economia enarketing(para
revioes, ver [116, 117] e mais recentemente [118]). O maior soasmodel@ a emergncia
de consenso a partir de uma pop@agie agentes que interagem adide regras locais sim-
ples, baseadas em modelos do tipo Ising.6#\p introdugo do modelo original em uma di-
men&o em 2000 [114], muitas modificdgs foram propostas, como a ex@mpara as redes
guadrada [119], triangular [120] éibica [121], o aumento do alcance das intees;[122] e
do nimero de estados das \@areis (ou do fimero de opirbes) [123, 124, 125], dif@® dos

agentes na rede [123, 126], e muitas outras.

O modelo de Sznajd originéldefinido de forma que a cadéid de uma rede com estrutura
qualquer (linear, quadradajlmica, complexa, etd associado um spin de Ising, que pode ser

+1o0u—1, ou seja, oisio representa um agente que pode ter uma de dua$epidiferentes em
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um determinado assunto. O modelo foi primeiramente estudadum anel unidimensional,
e foi definido pelas seguintes regras [114]: (1) se 2 agerit@shes (i,i + 1) tem a mesma
opiniao (ou mesmo spin), 0s agentes vizinhos a eles, ou seja, oeaggie ocupam o#ties
i—1ei+2seguem a opiab do pafi,i+1); (2) se 2 agentes vizinhds i + 1) tem opindes (ou
orienta@es de spins) cordérias, 0 agente ddto i — 1 segue a opidio do agente+ 1 e o0 agente
do stio i + 2 segue a opidio do agente Apesar de se mostrar um modelo interessante a&e n
apresenta transa@ de fase, como muitos sistemas em 1d [105, 127], edardoa sempre leva

a um estado ferromagtico (consenso) ou a um estado antiferronéigo [114].

O modelo na rede quadrada foi inicialmente estudado poirf8tacolaboradores [119].
Considerando que uma plaqueta ddt#bs vizinhos, ou seja, uma plaquetx 2, com todos
0s spins paralelos, pode convencer 0s seus 0ito vizinh@sitoses em [119] encontraram uma
transi@o de fase para uma densidade inicial de spiisgual ad = 1/2. Neste modelo, a
transi@o se & entre dois estados distintos: um estado onde o consenstodosos spins
apontando para cima nunézobtido na populdép (parad < 1/2) e um estado onde este con-
sensocé sempre obtido (pard > 1/2). O modelo bidimensional tarén foi considerado em
uma rede quadrada ditla [128], onde caddt® pode carregar um spin ou estar vazio, e uma
situa@o com correla@es de longo alcance entre d8as ocupados da rede foi tagrn anal-
isada, mas nos dois casos os resultados obtidos foram mitares aos resultados em redes
regulares [116]. Uma situag mais reastica para o modelo em 2 diméesé considerar uma
probabilidade de convencimento. O modelo de Szeajobusto nesta situag: se um agente
convence algum outro apenas com probabilidade rao realiza nenhuma ag com probabil-
idade 1— p, ainda assim 0 consenso ha popalag obtido, poem os tempos de relaxag S0
bem maiores que nos casos anteriores [116]. Modelos quélecss mais de duas opoes
(usando spins de Potts, por exemplo) ou definidos em redeamidopequeno [129, 130] foram
investigados de forma a representar um comportamento gadista de sociedades (veja [116]
e refeéncias contidas). Ainda com o objetivo de evitar o consentsb ha populago, e assim
tornar o modelo de Sznajd mais realista, Schneider intiadagentes especiais na popdag

especificamente oportunistas e agentes com@gsrgontarias [131].
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Porem, a diamica de rela@es sociais no mundo real apresenta uma grande quantidade de
detalhes e ingredientes gquiosnormalmente negligenciados em muitos modelos. Com o obje-
tivo de estudar um modelo mais realista, nestétabpintroduziremos no modelo de Sznajd um
mecanismo de reputag dos agentes, que limita a sua capacidade de convenciniesyer-
amos que a incl@ de reputeo torne o modelo de Sznajd mai$pimo do comportamento de
um sistema social real, ondamimporta apenas aimero de indiiduos com a mesma opéo,
mas tamBm a reputa®o destes agentes com mesma @urdentro da comunidade, ou seja,

a sua capacidade de convencer outros agentes da suaocopkn outras palavrag, natural

gue indiMiduos mudem a sua opao em um assunto qualquer somente & iafluenciados

por outros indivduos com alta reputag, ou alto poder de convencimento. De fato, com esta
considerago, mostraremos que uma sitéagle democracia, onde o sistema apresenta ordena-
mento ferromagetico com a maioria dos spins paralelos (ou seja, com magigdi por spin

menor do que 1§ pos$vel no modelo usando regras micropas simples.

6.2 Modelo

Consideramos o modelo de Sznajd definido em uma rede quadnadamanho linear
L, isto & comL? agentes Nosso model@ baseado em uma regra considerada no trabalho
de Stauffer e colaboradores, a regra la da ésfeia [119]. Nesta regra, uma plaqueta 2
com 4 agentes vizinhas escolhida aleatoriamente, e assim os 8 vizinhos destagtao
convencidos a seguir a opaid da plaqueta se os 4 agentes iniciais possuem a mesmaacopini
(ou mesmo spin). Caso os agentes da plaquitgppnssuam a mesma orierdage spin, nada
acontece. Assim, iremos considerar utmero inteiro R) que € associado a cada agente e
representa a sua repudacna comunidade, em analogia a um estudo recente do chaogao J
de Nomeago (Naming gamgem ingks) [132]. A reputago € introduzida como um valor
gue varia no tempo. Os agentes iniciam o jogo com uma digtéiblaleabria de valoresR, e
durante a evolugo temporal do modelo as repubag de cada agentasmodificadas de acordo

com as regras micro8picas explicadas a seguir.
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Figura 6.1: Representag esquer@tica de uma plaqueta>22 com 4 agentes vizinhos entre
si (spins dentro do rahgulo) e os 8 agentes vizinhagplaqueta considerados naalinica do
modelo (representados por spins cheios). Observe que s @gentes (representados por
spins pontilhados)ao participam da démica.

1. Escolhemos aleatoriamente uma plaguets22om 4 agentes vizinhos (veja a represeiac

esquenratica na figura 6.1).
2. Se 0s 4 spinsdao tem a mesma orientag, nada acontece.

3. Se 0s 4 spinsad® paralelos, ou seja, se 0os 4 agentes escolhidos aleaot@mem a

mesma opirdo, calculamos a reputag mediaRM da plaqueta:

1 4
RM=>FR
4i;R. ;
onde cada termPB, representa a reputag de um dos agentes da plagueta

4. Neste caso, comparamos as repigagde cada um dos oito vizinhos da plagueta com a
reputa@o mediaRM da plaqueta. Se a repuazde um vizinho qualquer menor que
a reputago nmedia da plaqueta, este vizinho segue a ori€émala plaqueta, ou seja, ela
adquire a mesma opiéw da plagueta. Para cada iridivo convencido, cada um dos
agentes da plaqueta aumenta sua repotagn 1 unidade (em outra palavras, a ref@dac

média da plaqueta aumenta em 1 unidade).

Assim, mesmo no caso onde todos 0s spins da plaqueta a@atote escolhida apontam na

mesma dirego, um rumero varavel de agentes pode ser convencido, a saber 8, 7, 6, ..., 1 ou

Note que iremos considerar a parte inteira dﬁoﬂ‘leiM, ja que os aimerosk de cada agentés inteiros
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Figura 6.2: Evolugo temporal da magnetizag paral = 53, densidades iniciais de spind
iguais ad = 0.4 ed = 0.6 e diferentes realizégs (figura do lado esquerdo). Podemos ver
gue os estados estac@ios mostram situ@gs onde o consensamée obtido, em opos#p ao
modelo tradicional definido na rede quadrada [119]. Nestadigaml&m mostramos situaes
onde consense obtido, para densidades iniciais de spifisiguais ad = 0.1 ed = 0.9 (figura

do lado direito).

nenhum. Como sugerido por Stauffer [116], podemos imaginaraada agente no modelo
de Sznajd carrega uma oA, que pode ser relacionada ao spin pra cima (por exemplo, um
eleitor favoavel a um candidato da direita) ou para baixo (por exemplogelaitor favoavel

a um candidato da esquerda), e representa uma de dudsespindes em uma quesb
gualquer. O objetivo dos agentes no j@agoonvencer 0s seus vizinhos da sua gunPodemos
esperar que, se um certo grupo de agentes consegue conmantss outros agentes, @at

a capacidade de convencimento destes agentes aumenta, Assiclufo de reputao no

modelo de Sznajd deve capturar esta carestiea do mundo real.

6.3 Resultados

Nas simulages, o valor inicial das reputdes dos agentes segue uma distridaic
gaussiana centrada em zero com desviogmdr= 5 2. Seguindo a linha dos trabalhos ante-

riores no modelo de Sznajd, comecamos analisando a @mtagmporal da magnetizag por

2Mais a frente, discutimos o efeito da va@acdo valor deo.
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spin, ou seja,
1 N

m= 5 i;s , (6.1)
ondeN = L2 & o rimero total de agentesse= +1. No modelo de Sznajd pdily, definido na
rede quadrada [119], a apliéag;da regra discutida acima (regra la da &fera [119]), com
uma densidade inicial de spinsl igual ad = 1/2 leva o sistema para os pontos fixos com
todos os spins pra cima ou todos 0s spins pra baixo com igabapilidade. O sistemaan
muda mais a sua configu@g o0 que caracteriza um estado absorvente [127]. dPard /2
(> 1/2) o sistema atinge um estado ferrométizp com todos o0s spins para baixo (para cima)
em todas as realizées do modelo, o que caracteriza uma trasige fase pard = 1/2 no
limite termodiramico C — «). Como discutido pelos autores em [119], pontos fixos com
todos os spins paralelos descrevem uma sitoiag ditadura, 0 quean &€ comum nos tempos
atuais. Paem, ferromagnetismo com a maioria dos spins paralelos, jay g@mm < 1 ou
m> —1, corresponde a uma sit@de democracia, sendo uma siiapastante comum no
mundo atual. Podemos ver na figura 6.2 o comportamento daatiz&yfio por spin como
funcao do tempo de simulag no nosso modelo, paranas amostras, considerando as regras
micros®picas discutidas na s&g 6.2. No gafico do lado esquerdo da figura 6.2 exibimos
resultados para um valar > 1/2 (< 1/2), onde podemos ver que o0 consenso com todos 0s
spins para cima (para baixodmé obtido na populd&p em nenhuma amostra, 0 que nos sugere

que:

* uma situago de democracia possvel no modelo sem considerar uma mistura de regras
diferentes [119] ou sem incluir agentes especiais no s&teomo agentes que mant
a opingo contariaa da maioria e oportunistas, que modificam a sua apide acordo

com a maioria [131];

* se uma trans#p de fase taméim ocorre no nosso modelo, o ponto de traisigeve estar

localizado na regiod > 1/2.

Ainda na figura 6.2 (grfico do lado direito), mostramos sitis onde o consengoobtido

com todos os spins para cima (para- 0.9) e todos os spins para baixo (para- 0.1). Isto
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Figura 6.3: Histogramas dos tempos de relavaparalL = 53 ed = 0.8, obtidos a par-

tir de simulages sobre 1Drealiza@es, com as reputées iniciais do agentes seguindo um
distribuicdo gaussiana centrada em zero e com diferentes desvidsepadr A distribuicdo

€ compatvel com uma fungo log-normal para todos os valores dgo que corresponda
paabola observada no&fico na escala logamica nos dois eixos.

significa que situdes de consens@s tamlteém poss/eis no modelo, mas somente para valores
muito altos ou muito baixos da densidade inicial de spils Em outras palavras, situ#gs

realistas de democracia ocorrem no modelo pares valores del.

Uma quantidade usualmente analisada em estudos do mod&todiek a distribui@o dos
tempos de relaxap [114, 116, 119, 133], ou seja, 0 tempo neagegara encontrar todos 0s
agentes do sistema com a mesma GuiniPara esta quantidade, consideramdsddliza®es
do sistema e medimos @mero de passos temporais neéess para que um ponto fixo seja
obtido. Na figura 6.3 exibimos a distrib@ig dos tempos de relaxag paral = 53,d = 0.8 e
alguns valores de. Podemos observar que a distritho@ compaitvel com uma log-normal
para todos os valores de o que correspondi paabola que observamos naafjco da figura
6.3 na escala log-log. O mesmo comportamento foi tambbservado em outros estudos do
modelo de Sznajd [119, 131, 133], considerando diferemigsas e/ou topologias. Medimos
tamkem o tempo radio de relaxa@o 1 em fun@o do tamanho da rede Realizamos nova-

mente nédias sobre Trealizages. Na figura 6.4 exibimos os dados pagontral na escala
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Figura 6.4: Tempo i&dio de relaxa®o T, com neédia realizada sobre 1@ealizages, contra o
tamanho linear da rede na escala log-log. A reta tem incliréag 5/2. O resultadé robusto
com rela@oa escolha de diferentes valoresale

logaiitimica, onde podemaos verificar uma reélaglo tipo lei de pd@ncia entre estas duas quan-
tidades na forma ~ L%?2, para todos os valores do desvio @gaxlo, o que indica que este

resultadcé robusto com relap a escolha de diferentes valoresaleDestacamos que leis de

potencia entre e L sdo reportadas na literatura em outros estudos do modelondgd3133].

Para analisarmos em detalhes a possibilidade dageoa de uma transp de fase, sim-
ulamos o sistema para diferentes tamanhos de lrezlenedimos a frego de realiza@es que
apresentam todos o0s spins para cima ao fim da si@ojagiando a densidade inicial de spins
+1 varia nointervalo @ < d < 1.0. Em outras palavras, esta quantidade r&oa grobabilidade
de o sistema terminar no estado absorvente com todos oeagem opirdo +1, dado que a
simula@o comeca com uma densidatige spins pra cima. &s consideramos 1000 realides
paraL = 23, 31 e 53, 500 realizées pard. = 73 e 200 realizapes pard. = 101 e 121. Os
resultados & mostrados na figura 6.5. Podemos observar que o pontandedmesa local-
izado em algum lugar na régd > 1/2, como discutido acima. Para localizar a pasiglo

ponto citico, fizemos uma alise de tamanho finito, baseado nas eGaage escala usuais
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Figura 6.5: Frago f de realizages que terminam com todos os spink quando a densidade
inicial d de spins+1 varia no intervalo @& < d < 1.0, para alguns tamanhos de rdde O
nimero total de realizégsé 1000 (pard. = 23, 31 e 53), 500 (parh = 73) e 200 (para
L=101e 121).

,:;ra o 6 A<

Figura 6.6: Colapso dos dados pdrabtido coma = 0.035,b = 0.44 ed; = 0.88.
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Figura 6.7: Frago f de realizages que terminam com todos os spifk quando a densidade
inicial d de spins+1 varia no intervalo B5< d < 1.0, paraL = 23, 1000 realiza@es e alguns
valores deo. Este resultado mostra que o aumentadeao modifica o0 comportamento de
ou seja, 0 comportamento da tragggle fase.

[133],

f(d,L) = L2f((d—d) L), (6.2)

de(L) = de+al™®. (6.3)
O resultadae mostrado na figura 6.6, e encontramos que
d. =0.88+0.01, (6.4)

no limite termodidmico L — o). O ponto citico realmente eétlocalizado em um valor

d > 1/2, diferentemente do que ocorre no modelo padfe Sznajd definido na rede quadrada
[119]. Este fato pode ser facilmente entendido: no nosscefopa cada passo de tempo a
plagueta %2 aleatoriamente escolhida pode convencer 8, 7, 6, ..., &muum vizinho, mesmo

se os spins da plaquetacsparalelos. No modelo padr, se os spins da plaquetat a mesma
orienta@o, 8 vizinhos 8o imediatamente convencidos, de forma §ueecesdria enio uma
densidade inicial de spinsl menor para o sistema atingir o ponto fixo com todos os spins

pra cima. No entanto, a ex@&icia de um valor @ico d. < 1.0 indica que uma transa@ de
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fase tamBm ocorre na nossa vésdo modelo de Sznajd [115]. Este resultédobusto com

relaggoa escolha de diferentes valoresalecomo podemos ver na figura 6.7.

6.4 Concludes

Neste cafiulo analisamos os efeitos de rep@aglos agentes no modelo de socio-
fisica de Sznajd, definido na rede quadrada. A repotagntroduzida como um valoRj que
varia no tempo. Os agentes iniciam o0 jogo com valoreR deguindo uma distribuép gaus-
siana [132], e durante a evohugtemporal do sistema a repldagdos agentes muda de acordo
com a sua capacidade de convencimento, seguindo algurmas meigrosopicas simples. Es-
peramos que a considetacde reputego dos agentes torne o modelo social de Sznajd mais
realista. De fato, levando em considé&ragegras muito simples, situ@s de democracia, ou
seja, situa@es nas quais o sistema apresenta a maioria dos spins ajmetanuma dirego,
emergem espontaneamente no modelo, para uma grande faiaoks da densidade inicidl
de spins para cimatl). Situa@es de consenso com todos 0s spins para cima (para béixo) s

ocorrem se considerarmos grandes (pequenos) valoks de

Realizamos simuld@ges de Monte Carlo em redes quadradas com tamanhos lirleares
no intervalo 23< L < 121, e utilizamos tipicamente da ordem dé 0L0* realizades para
medirmos as quantidades de interesse. Assim como no mosiehb de Sznajd [119], encon-
tramos uma distribuio log-normal dos tempos de rela&a¢ Aleém disso, o tempo édio de
relaxa@o T depende do tamanho da rede na forma de uma lei dmpiat T ~ L2, queé

independente do desvio padro da distribui@o inicial de reputdies dos agentes.

O sistema tam&m apresenta uma trandade fase, como no modelo usual, entretanto en-
contramogl; = 0.88 para a densidadeitica inicial de spinst-1, maior que 12, o valor encon-
trado por Stauffer e colaboradores para o modelogmaflr19]. Este fato pode ser faciimente
entendido: no nosso modelo, a cada passo de tempo a plaguetaeéatoriamente escolhida
pode convencer 8, 7, 6, ..., 1 ou nenhum vizinho, mesmo seirs & plaquetado paralelos.

No modelo padio, se os spins da plaquegart a mesma orientag, 8 vizinhos 8o imediata-
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mente convencidos, de forma ga@@ecesaria enfio uma densidade inicial de spird menor
para o sistema atingir o ponto fixo com todos os spins pra cMmentanto, a exiéhcia de
um valor citico d. < 1.0 indica que uma transa@ de fase tan#m ocorre na nossa véis do
modelo de Sznajd [115]. As simul@dgs sugerem que esta tra@&i@ robusta com rel@p a

escolha de diferentes valoresde

Como extenges deste trabalho, pode ser interessante explorar o é&itpologia da rede
usada para acomodar os agentes do modelo. Diferentesg@®pmdem ser estudadas, como
por exemplo redes de Baradi [27] e de mundo pequeno [129, 130], qée mais realistas do
gue redes regulares como a que consideramos aqui. &#siagm agentes com mais de duas
opinides, usando spins de Potts, por exemplo, podem seletanmiieressantes para futuros

estudos.
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7/  TransicAdo de Fase em um Modelo de
Propaga@o de Epidemias

Neste cafiulo discutiremos um modelo de propagage uma epidemia, baseado no
tradicional modelo SISSusceptible-Infected-Susceptilden inges). Analisaremos o modelo
no limite de campo i&dio e tambm em uma rede quadrada, e mostraremos que o sistema sofre
uma transi@o entre uma fase na qual a doenca atinge umadrfagita da populago e uma fase

onde a doenca extinta [134].

7.1 Introducao

Modelos de propagag de epidemiasém sendo estudados atesvde écnicas daisica
estatstica nodiltimos vinte anos. A abordagem useédbmar por base os modelos Suéceptible-
Infected, SIS Susceptible-Infected-Suscept)eSIR Susceptible-Infected-Recovey¢ti3s,
136]. Apesar da simplicidade destes modelos, &esdido aplicados com sucesso a uma var-
ledade de doencas como a dengue [137, 138, 139], a aidsJ44De mais recentemente a

gripe stina (H1N1) [142, 143].

Uma quesio fundamental na afise de modelos de epidemias a doenca se espalhar
pela populago ou sei extinta? Em outras palavras, existe uma taxa de iaéecgtica A¢
acima da qual a doenca sobrevive? Considerando a forBmlag@is simples dos modelos
acima mencionados, istg levando em conta que cada iridivo na popula®go esh em contato
com todos os outros (em outras palavras, uma abordagem ¢® cegdio), a doenca sempre

desaparece no modelo SIR e sobrevive no modelo SIS para utaafai®a de paametros
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[136]. No caso do modelo definido em uma rede quadrada, sesrigte uma taxa de infe@g
critica para os dois modelos [144, 145]. Por outro lado, os tosdelS e SIR definidos em
redes livres de escald@a apresentam taxa de inf@cccitica e sempre uma frag finita da
popula@o permanece infectada, enquanto que no caso de reddgiakeakiste um finito

[146, 147, 148, 149, 150, 151].

No modelo SIS, a populag € dividida em duas classes: Su$eeis (S) e Infectadosl().
Dado um certo instante de tempms indiMduosS sao 0s que edb saudveis, mas que &sb
propcios a contrair a doenca, enquanto que os iddios! sio os qued eséo doentes. No
modelo padiio [135, 136], as transies entre os estad&e | sdo dadas de acordo com as

seguintes regras:

1. Se um indiiduo j esh Infectado num instante de tempcele se tornax Suscével no

instantet + 1 com probabilidader;

2. Se, por outro lado, um indduo j esk Suscétel num instante de tempoele se torna
Infectado no instante+ 1 com probabilidadel se ele estiver em contato com algum

individuo Infectado;

No caso de termos 0 modelo definido em uma rede regular quatbpiacordo com a regra
2 acima um indiiduo Susceével ira se tornar Infectado dependendo dos vizinhos Infectados.
Um abordageng considerar que a probabilidade de um iidlimo S se tornarl € dada por
mA /z, ondem & o rimero de primeiros vizinhos infectadas € 0,1,2,...,7) do individuo S
em considerado ez € o rumero de coordenag da rede [144, 145]. Outra forngaconsid-
erar que o indilduo S se tornaa | com probabilidad@ se pelo menos um dos seus primeiros
vizinhos estiver no estado[147]. Se considerarmos, no entanto, que todos osithalds da
popula@o podem interagir entre si, estaremos no limite de camgdion para o qual pode-
mos desenvolver uma sokug andiltica, baseada nas eqédas diferenciais ordarias usuais de

modelos de epidemias [135, 136].

Neste capiulo iremos nos concentrar no modelo SIS, e assim proporraodificago a
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ele. Em particular, vamos considerar uma taxa de id@acdecrescente no tempo, ou seja,
cada indivduo j que se recupera da doenca e retorna ao estadoiseseat um dado instante
de tempot diminui sua probabilidade de se tornar infectado novameatpasso de tempo
seguintet + 1 de acordo com(t+ 1) = €Aj(t), ondee & um paametro do modelo. A&m
disso, esta diminu@p na taxa de infe@&p ocorre um amero naximol de vezes. Estudaremos

0 modelo em redes quadradas e no limite de campdion e mostraremos que o sistema sofre
uma transigo de fase em certos valoredticos (1) que separam uma fase na qual a doenca

atinge uma frago finita da popul&p € > &) e uma fase onde a doengaxtinta € < &).

7.2 Modelo e Abordagem de Campo Mdio

Agora, incluiremos nossa modifiGag. As duas regras discutidas nad&se@nterior 80 a
base para o0 nosso modelo. €wr, iremos agora considerar que cada itttlie j comeca com
uma probabilidade de infe@g A (j,t = 0) = Ag, masA varia no tempo, e depende de quantas
vezes este indiduo j foi infectado anteriormente. Em outras palavras, se unviiddo |
sofreu a transi@o| — S em um dado instante de tempao instante de tempo seguinte a sua

probabilidade de infe@p A seia atualizada de acordo com a eciac
A(j,t+1) =€ A(),1), (7.1)

em queg € um paametro menor do que 1 que controla o dimidwigda probabilidade de
infeci@o. Alem disso, iremos considerar ta@mbh que este decaimento ocorre ugmero
maximo| de vezes, ou seja, cada indiuo tem uma capacidade finita de diminuir sua chance

de ser infectado novamente.

Esta diramica pode ser relevante para descrever doencas com@gaj@peé normal que
com o passar do tempo a nossa chance de se infectar com gvgraerde diminui (masao
vai a zero). As regras acima definem um modelo no limite de oamgdio, j que todos os
individuos interagem com todos os outros. Assim, podemos ddgenuma solugo anaittica

baseada nas equigs diferenciais ordarias usuais de modelos do tipo SIS [135, 136]. Vamos
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definir §c como a densidade de indliluos Suscéteis que f se recuperarakivezes da doenca,
ou seja, que passaram pela traasic— S exatament& vezes. Neste caso, a probabilidade de
infecilo destes indiduosé dada poi, = £kAg. Considerando que ap um longo tempo (que
nao tem nada a ver com o estado estag@imndo sistema) todos os indiluos esta@o em dois
estados| ou §, podemos perceber facilmente quéraca equago importante na evol@g do

sistemaé a equag@o paraS, ou seja,

ds
5 =9l -ASI. (7.2)

Na equago (7.2), o termo do lado esquerdo descreve a egoltemporal da densidade de in-
dividuosS que pa sofreram a transdp| — S exatamenté vezes (0 amero naximo de vezes).
Do lado direito da equa@p, o primeiro termo descreve a regra (1) acima, enquant@ gae
gundo termo descreve a regra (2) acima. Assimimero de inditduos Suscéteis § ira
aumentar em um dado instaritécom probabilidadex) se individuos Infectados tornarem-se
Susceiveis, enquanto qu§ ira diminuir (com probabilidad#,) se indiMduos Suscéteis en-

trarem em contato com induos Infectados.
Levando em conta que no estado estamiindo sistema, ou seja, para> o, nds temos

que§ = SstedS/dt = dSs/dt = 0, a equago (7.2) nos d

|est<a - 3|A0%st) =0, (7.3)

onde s usamos as notEs Ss; € lest para representar as densidades estadias de in-
dividuos Suscéteis e Infectados, respectivamente, i8f&Gst= St — ©) € lest= | (t — ).
Existem duas soldies para a equag (7.3): lest= 0 elest=1— (a/Ag)e~!, onde usamos a

rela@@oS+1 = 1. Podemos ver que a sograo-trivial delestpode se anular para determina-

1/l
£o = (Aﬁo) . (7.4)

Usando este resultado, podemos reescrever a e&prpasdes; COMo

dos valores dticos &; dados por

lost=1— (%)I . (7.5)
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Figura 7.1: Densidade de indduos Suscéteis S(t) (lado esquerdo, de cima para baixo=
0.80,0.85,...,1.00) e densidade de indduos Infectados(t) (lado direito, de cima para baixo:
£ =1.00,0.98, ...,0.80) como fundes do tempad para uma popul@p de tamanh® = 10°,
paametro de limitel = 5 e valoresipicos des. Efetuamos radias sobre 200 realizags.
Neste caso, para< 0.87 a doenca o se espalha pela popuda; Os paametros utilizados
forama = 0.05 eAg=0.1.

Em outras palavras, o sistema exibe uma fase onde a déesxtata da populdp, paras <
&(l), com os valores @ticos &:(l) dados pela equag (7.4). Por outro lado, pag> &(l) o
sistema se encontra na fase @pitica, na qual a doenca sobrevive e atinge umadrdipita
da populago. Considerando novamente a e+ | = 1, podemos obter uma rekg do

tipo lei de poéncia entre a densidade estaéna de indivduos suscéteis e os paimetros do

modelo,

Sest= <)%) e, (7.6)

Apobs desenvolvermos a sohm andltica do problema, podemos discutir os resultados
numéricos. Simulamos populées de diversos tamanhos, e notamos que o sistémapre-
senta fortes depegdcias com o tamanho. Assim, iremos exibir resultados payala@es de
tamanho$N = 10°, com probabilidadeg = 0.05 eAq = 0.1 e diferentes valores dos panetros
€ el. Consideramos inicialmente uma féacde 2% de indiuos Infectados. Em todos os
resultados nugricos foram feitas &dias sobre 200 realizags. Seguindo as regras apresen-
tadas no iitio desta seqp, 0 algoritmo para simular o probler@a seguinte: (i) a cada passo
de tempo, cada indiguo Infectadoj retorna ao estado Sustatl com probabilidader; (i) ao

mesmo tempo, cada indduo Suscével j se torna Infectado com probabilidadlese um outro
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Figura 7.2: Densidade estac@&ta de indivduos Suscéteis S.s¢paral = 5 e alguns valores de
€ na escala log-log. A reta tem incliriag—5 (lado esquerdo). Para a densidade estacian
de indiMduos Infectadoks;0 sistema Bo apresenta um comportamento do tipo lei dépait
com o paametrog, como previsto analiticamente pela egaa€7.5). Por outro lado, se plotar-
mos s = 1— lest cOmo fun@o deeg, obtemos uma lei de pgacia, com expoente5 (lado
direito). Os pa@imetros utilizados foram = 10°, o = 0.05 eAg = 0.1. Cada pont@ resultado

de um nédia sobre 200 realizaes.

individuo aleatoriamente escolhido@$hfectado. Aps cada transéo| — S, a probabilidade
de infec@o do indivduo j diminui de acordo comj — £ Aj. Ainda sobre a implementag
computacional, visitamos uma vez cada um Nomdividuos da populdép e atualizamos 0s

seus estados somentéaestad visitas. Isto define um passo temporal no nosso modelo.

Na figura 7.1 exibimos resultados para a densidade deidhutis Suscéteis St) e a den-
sidade de indilduos Infectados(t) como fun@es do tempo de simulagt paral =5 e alguns
valores tpicos dee. Podemos observar que o sistema atinge estados estagfpara todos
os valores de, e que par& <~ 0.87 a doenca desaparece do sistema,&stds temos que
| =0 para temposlongos. Considerando a soligcanaditica apresentada acima, a préasia

equa@o (7.4) pard=5é¢&:(l =5) = 0.87055, em excelente acordo com o resultadoéico.

Podemos analisar como os valores estamios da densidade de indtiwos Suscéteis
Sest= St — ») dependem do pametroe. Para isso, consideramodias temporais da den-
sidade de indiduos Suscéteis (afs o sistema atingir o estado estaéoa), e fizemos ainda

uma mnedia sobre 200 realizaes do sistema, para cada valor dle Podemos observar um
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Figura 7.3: Densidade de indduos Suscéteis S(t) (lado esquerdo, de cima para baixo=
0.90,0.92,...,1.00) e densidade de indduos Infectados(t) (lado direito, de cima para baixo:
£ =1.00,0.98,...,0.90) como fun@es do tempad para uma popul@p de tamanh® = 10°,
paametro de limitd = 10 e valoresipicos des. Efetuamos radias sobre 200 realizégs.
Neste caso, para< 0.93 a doenca o se espalha pela popua; Os paametros utilizados
forama = 0.05 eAg = 0.1.

comportamento do tipo lei de ficia (veja a figura 7.2, lado esquerdo)

Sest~ €, (7.7)

comyv = 5 neste casd & 5). Por outro lado, no caso dos valores estamiosles;= | (t — o)
nds rio observamos uma lei de patia, como previsto analiticamente pela e§oa@.5). No
entanto, podemos analisar o comportamenttide- 1 — les;, para o qual a equag (7.5) nos
da

w= (%) (7.8)

£

ou, em outras palavra,~ £ ', isto&, 0 mesmo comportamento que obtivemos anteriormente
paraS:st[veja a equago (7.6)]. Assim, na figura 7.2 (lado direito), exibimos asuteados das
simula@es pardsg; como fun@o des paral = 5. Fazendo o ajuste dos dados com uma reta,

obtemod s~ £7°, em acordo com o resultado aftiab, equado (7.8).

Na figura 7.3 exibimos resultados pdra: 10 e diferentes valores d& Novamente, o
sistema atinge estados estaénas para todos os valores de mas a doenca sobrevive no

sistema e atinge uma frag finita da populego paras >~ 0.93, um valor maior do que o que
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Figura 7.4: Densidade estac@ia de indivduos Suscéteis S.s¢paral = 10 e alguns valores
de £ na escala log-log. A reta tem inclirig—10. Os paéimetros &o: N = 10°, o = 0.05 e
Ao = 0.1. Cada pont@ resultado de um edia sobre 200 realizéaes.

encontramos para o cabe- 5 [e:(I = 5) = 0.83]. Esteé um resultado esperadé, gue agora
coml = 10 os indivduos apresentam uma maior capacidade de diminuir as satzehjirdades

de reinfec@o. O resultado ariéico da equago (7.4) para este valoritco € &(I = 10) =

0.93303, novamente em excelente acordo com o resultadénmon

Considerando os valores esta@aons Sss; para diferentes valores de novamente obser-
vamos uma lei de péhciaSssi~ €7V (veja a figura 7.4), mas agora obtivemos um expoente

diferente,v = 101. Em outras palavras, temos a forma geral
Sest~ e V0, (7.9)

comv(l) =1, resultado confirmado por simufags para outros valores Héveja a figura 7.5,
lado esquerdo). Am disso, a prevéo andtica da equaio (7.6) rbs ca 0 mesmo comporta-

mento do resultado nugnico, equago (7.9), como podemos ver na figura 7.5 (lado direito).

Levando em conta os resultados rarnos paraa = 0.05, Ao = 0.1 e diferentes valores

de ¢ el, exibimos na figura 7.6 o diagrama de fases do modelo, sefmemnfases livre da

1Ja que o comportamento das quantidaigse I, como fun@es des & o mesmo, iremos analisar somente a
quantidadeS.g
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Figura 7.5: Densidade estac@ma de indivduos Suscéteis Sss;como fun@o dee para alguns
valores dd. As retas 80 ajustes aos dados néritos, e nos @ Ssi~ € V() com v(l) =

| (lado esquerdo). Na figura do lado direito exibimos o expwentomo fun@o del. Os
guadrados foram estimados a partir dos dadosémigws (ajustes na figura do lado esquerdo),
enquanto que a refaa previfo andiltica da teoria do campo@dio, equago (7.6).

doenca ) e epicemica (1). Os quadradosa® os valores @ticos &:(1) estimados a partir das
simula@es, enquanto que a cu@a prevido andtica da abordagem de campe@dio, equago

(7.4). Podemos observar um excelente acordo entre osagassilanatico e nunérico.

7.3 Simulag@es na Rede Quadrada

Nesta sego iremos analisar o mesmo modelo apresentado @a sexterior, mas agora ire-
mos estud-lo na rede quadrada, de forma a identificar os efeitos dapga de uma vizinhanca
no modelo. Assim, teremad$ = L? individuos no sistema, ondeé o tamanho linear da rede,
e cada inditduo podea interagir com seus quatro primeiros vizinhos. Simulanumua@es
de diversos tamanhos, e verificamos que os resultaé@lopossuem depeédcia para taman-
hos maiores que = 100. Assim, iremos exibir resultados para o tamanhke400, istoé, as
popula@es consideradas possudin= 1.6 x 10° individuos. AEm disso, iremos considerar
as mesmas probabilidades dad&eanteriora = 0.05 eAg = 0.1, para diferentes valores dos
paametrose el. Consideramos, assim como na&@e@nterior, que 2% dos indduos esio
inicialmente Infectados. Todos os dados que exibirerdosresultados de @dias sobre 200

realiza@es. O algoritmo que iremos consideéabaseado na refeamcia [147], onde os au-
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Figura 7.6: Diagrama de fases do modelo no planontral, separando as fases livre da doenca
(regidol) e a fase epi@mica (regaoll ), onde a doenca prevalece. Os quadrados foram estima-
dos a partir dos dados gerados pelas sinfidagenquanto que a cur@a prevido andtica da
teoria do campo &dio, equago (7.4).

tores consideraram o modelo SIR. Em outras palavras, o tigopara simular o problen&o
seguinte: (i) a cada passo de tempo, cadaiddivinfectadqg retorna ao estado Susbeti com
probabilidadex; (i) ao mesmo tempo, cada indiluo Suscével j se torna Infectado com prob-
abilidadeA; se pelo menos um dos seus quatro primeiros vizinh@siefctado. Aps cada

transi@ol — S, a probabilidade de infeép do indiiduo j diminui de acordo comj — € Aj.

O passo de temp® definido da mesma forma que na&@eanterior.

Na figura 7.7 exibimos resultados para a densidade deichaig Infectados como fuagQ
do tempo pard=>5 (lado esquerdo) le= 10 (lado direito). Podemos ver que, ao menos qualita-
tivamente, os resultado&ssemelhantes aos resultados obtidos na abordagem de wéaipo
No entanto, podemos observar na figura 7.7 que os valdteosie:(l) sdo diferentes. Como
exemplos, temos para o caso 2D os valeggls= 5) ~ 0.74 eg;(l = 10) ~ 0.86, enquanto que
no caso da abordagem de campedio temoss(l = 5) ~ 0.87 eg:(I = 10) ~ 0.93 (compare
as figuras 7.1, 7.3 e 7.7). Em outra palavras, a diferenca astduas aalises aumenta quando
diminuimos os valores de Estaé a primeira conse@ncia que podemos observar da presenca

de uma topologia (vizinhancga) no modelo.
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Figura 7.7: Densidade de indduos Infectados$(t) como fun@o do tempo de simulagt
paral =5 (lado esquerdo, de cima para baixo= 1.00,0.90,...,0.70) e pard = 10 (lado
direito, de cima para baixce = 1.00,0.95,...,0.83) para valoresipicos dec. Os paametros
utilizados foramL = 400, a = 0.05 eAg = 0.1. Cada pont@ resultado de uma&dlia sobre
200 realizages.

Seguindo o procedimento da 8e¢7.2, iremos analisar o comportamento da densidade de
individuos Suscéteis Sst como fun@o deg, para diferentes valores dle Na figura 7.8 ex-
ibimos resultados parfa= 5 (lado esquerdo) €= 10 (lado direito). Podemos observar um
desvio em rela@o ao comportamento do tipo lei de @otia simples dado pela eqéag(7.6).

No entanto, os valores d&s; seguem duas leis de @oicia com expoentes diferentes: um
expoente para valores deproximos do ponto dtico (com maior inclinago, veja as retas
tracejadas na figura 7.8), e outro expoente para valoresmietiarios e grandes de (com

a menor inclinago, veja as retas cheias na figura 7.8), para os dois casadsadoal( = 5

el = 10). Note, poem, que 0 comportamento para valoresedproximos deg; € basica-
mente 0 mesmo que no caso da abordagem de carédaristoé, as maiores inclinédgs
observadas para.s;no caso 2D 0 as mesmas observadas na formadade campo &dio do
modelo. De fato, 6s temos qu&s(l = 5) ~ £ % e Ssfl = 10) ~ £ 10 para o caso do campo
médio eSes(l = 5) ~ £7>? e Sesf| = 10) ~ £7194 para o caso do modelo considerado na rede
guadrada. Podemos entender este fato da seguinte formad€ransio o modelo definido na
rede quadrada, para valoresgdacima e pbximos des; (e portanto, dentro da fase epidica),

0 sistema apresenta umimero pequeno de indiduos infectados. Assim, a probabilidade de

um certo indivduo Suscével ter ao menos um vizinho Infectadanuito pequena, comgarel
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Figura 7.8: Densidade estac@ia de indivduos Suscéteis St paral = 5 (lado esquerdo)
el =10 (lado direito), para alguns valores éena escala log-log. Odrculos representam
a localiza@o dos pontos @icos de cada caso. Observe (g nao apresenta somente uma
lei de poéncia como fungo deg, como acontece no limite de campa@dio. No entanto,
existem dois comportamentos distintos, ambos do tipo Ipotncia (retas cheias e alternadas,
com inclina@es exibidas nas legendas da figuras). Oarpatros utilizados forarh = 400,

o =0.05 eAp =0.1. Cada pont@ resultado de umaduia sobre 200 realizaes.

a probabilidade de um indiduo escolhido ao acaso ser Infectado, guxatamente o proced-
imento usado na abordagem de campadim. Por outro lado, para valores maioresed@
portanto, longe da fronteira de trargsi), existem no sistema muitos indiuos Infectados, e
a presenca de uma vizinhanga (topologia) muda o compernendeS.s; Observe que este
resultado tamém é um reflexo da diamica utilizada, que considera umico "vizinho” para

0 caso do campo adio e quatro vizinhos para o caso bidimensional. De fatificemos que,
se sortearmos quatro "vizinhos” ao @wde um para o caso do campedio, obtemos tanmém
duas leis de pé@ncia pareS.st Da mesma forma, se considerarmos que no caso 2D a prob-
abilidade de infecgo de um indiiduo susceével j qualquer num instante de temp@& dada
pormaA (t)/4, ondemé o rimero de vizinhos infectados do indivo j no instante, obtemos

tamtkem duas leis de pencia pareé&.s;, porem riio observamos um comportamento similar ao

de campo radio nas proximidades dg.

Na figura 7.9 exibimos um diagrama de fases comparativo dsissada rede quadrada e
do campo redio, no plance contral. Podemos observar que a diferenca entre os valores

numéricos deg. das duas abordagens aumenta quando dimiosio valor dé, como discutido
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Figura 7.9: Diagrama de fases comparativo no plarmontral, separando as fases livre da
doenca (rediol) e a fase epi@mica (regholl ), onde a doenca prevalece. @mbolos (¢rculos
para o campo gdio e quadrados para o caso 2D) foram estimados a partiirdaiages.
Observe que a fase epigica aumenta no caso da rede quadrada, como discutidotao tex
anteriormente, e que a fase d@aiticaé maior no caso bidimensional. Estas diferencas podem
ser entendidas se nos basearmos na didouds paagrafo anterior, e podemos realmente es-
perar que a presenca de uma topologia modifique o compartarde sistema. De fato, na
rede quadrada cada intliwio tem sempre os mesmos quatro vizinhos, e cada um dexstes vi
hos pode infectar o indiduo central com probabilidade(t). Por outro lado, na abordagem
de campo radio ros escolhemos aleatoriamente Umico "vizinho” para infectar um certo in-
dividuo com probabilidad (t), e cada indiiduo pode ter diferentes "vizinhos” em diferentes
passos de tempo. Assim, os inidivos na rede quadradam mais chances de serem infectados,

0 que faz com que a fase epidica seja maior que no caso de camulio.

7.4 Conclues

Neste cafiulo estudamos uma v&rs modificada do modelo SISS(sceptible-Infected-
Susceptiblena qual consideramos que cada indiwo na populago que se recupera da doenca
diminui a sua chance de reinfée; Esta diminuigo ocorre um amero naximo| de vezes

para cada indiMduo. Assim, a cada recupegeacda doenca, na qual o indivo deixa o estado
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Infectado e retorna ao estado Susadt a probabilidade de infap A diminui de acordo com
a formaA — €A, e esta diminuigo é limitada a um aGmero naximo del vezes para cada
individuo da populago. Esta diamica pode ser relevante para descrever doengas comaa grip

comum, para a qual a nossa chance de reiaf@dgminui com o aumento da idade.

Estudamos o problema definido na rede quadrada ecamio limite de campo édio. No
caso da abordagem de campédio, em que cada indduo pode interagir com todos 0s outros
individuos, analisamos o problema analiticamente asgale equdies diferenciais ordarias
e tami&m atraes de simulaiies. Considerando a probabilidade de ind&cipicial Ag (para a
transi@go S— 1) e a probabilidade de recupedagy (para a transéo | — S), obtemos uma
depenéncia do tipo lei de pé@ncia entre a densidade estaéna de indivduos Susceéteis
Sest € 0 paBmetroe que controla a diminu#o da probabilidade de infegg na formaSsst=
(a/Ao)e~!. Além disso, mostramos que o sistema sofre uma ti@msig fase em certos valores
criticos dados pog(l) = (a/Ag)Y', que separam uma fase onde a doenca prevalece e atinge
uma fra@o finita da populdo (chamada de fase epidica, pare& > &) de uma fase onde a
doencée extinta do sistema (chamada de fase livre da doencag paeg). Todos os resultados

analticos foram confirmados por simuldgs computacionais.

No caso do sistema definido na rede quadramestudamos o modelo somente &gV
de simulades. A evolugo temporal da densidade de iridiwos Suscéteis e Infectadog
gualitativamente semelhardesvolu@o da abordagem de campédio, mas a presenca de uma
vizinhanca (topologia) modifica algumas caraistizas do modelo. Em particular, os valores
criticos &:(1) sAo menores que no caso de camggin, o que implica em um aumento da fase
epicemica. AeBm disso, os valores estac#ins S.s; seguem duas leis de f@oicia distintas:
uma para valores de proximos do ponto ético e outra para valores interméadbs e grandes
dee. No entanto, o comportamento para valores geoximos des; € 0 mesmo observado na
abordagem de campoédio. Estas diferecas ocorrem devaltopologia e dirimica adotada

no caso 2D.
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8 Discus$o Final, Conclues e
Perspectivas

Nesta tese analisamos, por meio de simgdaccomputacionais €dnicas oriundas
da fisica estastica, como hiptese de escala e @ise de tamanho finito, as trandes de fase
gue ocorrem em diversos sistemas complexos. Estes sisteraas definidos em diferentes
topologias, e cada um deles apresentou um comportametitdalizo que se refera natureza

da transigo.

No captulo 2 fizemos uma breve introdag a alguns conceitos da teoria dedem®nos
criticos. Definimos ordem de uma trargsicde fase, que pode ser classificada emicoatou
de primeira ordem, e discutimos teoria de escala, expoentess e classes de universalidade.
Além disso, descrevemos unganica muito importante e que foi utilizada em todos o$talys
de resultados da tese, &atine de escala para sistemas finitos. Com ést@ida, determinamos

expoentes éticos e a localize@o dos pontos @icos dos sistemas complexos estudados.

No captulo 3 discutimos um modelo de redes complexas em crestinemle levamos
em conta a idade do$ti®s desde o seu nascimento. Em outras palavras, a rede a@s o
tempo devidaa adig@o de #ios e liga@es, e a probabilidade de doisi@s serem conectados
e proporcionak conectividade @mero de vizinhos) dosit®s ea exponencial da diferenca
entre as suas idades, multiplicada por umap@troa. Este paametro leva a uma trangig
de fase geo#trica, onde a estrutura da regl@rasticamente modificada: em uma fase a rede
apresentaarios aglomerados isolados e na outra fase existanioo algomerado gigante que
ocupa toda a rede. Este aglomerado gigante emerge em umaggiticto de primeira ordem,

gue foi identificado usando @cdnica de aalise de escala para sistemas finitos. Medidas do
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menor caminho i&dio entre todos os pares déias pertencentes ao aglomerado gigante nos
mostraram que essa trarigpode ser vista tarein como uma transi@ mundo grande-mundo
pequeno,q que o menor caminhoé&dio escala com ldg paraa < ac e escala conN para

a > dac, ondeN & o rimero de ®ios da rede a; € 0 ponto citico que separa as duas fases.
Além disso, os resultados nantos sugerem que as flut@egs do paametro de ordem, que

€ o tamanho relativo do maior aglomerado, escalam linedar@m o tamanho do sistema,

e que nas proximidades do pontdtico o inverso de um comprimento carag¢séico se anula
linearmente com a didhcia ao ponto @tico. Baseado nestes resultados, podemos concluir que
a transi@o observada pertenéemesma classe de universalidade do problema de peioolac

em uma dimer#o.

No captulo 4 estudamos um modelo que visa otimizar o transportena@éria em uma
rede com estrutura dimensionak-11, ou seja, uma dimeés espacial e uma dimeis tem-
poral, mas que pode ser vista ta@nibocomo uma rede quadrada direcionada. A partir de uma
formulagao Lagrangeana, resolvemos analiticamente o problemienasaia forma mais geral,

e a partir de simuldies estudamos a trand@ ocupago-desocupap que ocorre na rede. En-
contramos algumas reldgs do tipo lei de pé@ncia entre certas quantidadesdas de interesse,

e vimos que estas quantidades de interegsedependem do tamanho da rede, mas somente
dos paametros do modelo. Analisamos ta@ni as flutua@ies do tafego em diversos canais da
rede, e observamos diferentes i estas flutuégs escalam corff;)%/? para fluxo de en-
trada na rede baixo, e escalam cOin para fluxo de entrada alto, ondg) & o fluxo neédio de
matria atraes de um determinado canala rede. O mesmo tipo de comportamento foi obser-
vado em \arios sistemas reais, como a Internet e sistemas reaisrddasste foi corretamente

previsto pelo hosso modelo.

No captulo 5 discutimos modelos magticos com desordem no campo matjco local.
Este campo local flutua no espaco e no tempo de acordo umadddbuicao de probabili-
dades, o que magmn o sistema fora do eqibrio. Consideramos o sistema definido nas redes
guadrada e lhica, e utilizamos as distribiies gaussiana dupla e bimodal, respectivamente,

para atribuir os valores para os campos lo¢hj$ em cada#io i. No caso da rede quadrada, as
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simula@es sugerem a oc@mcia de transies de fase de primeira ordem para alguns valores
deo > 0, ondeo é a largura das gaussianas. No caso da rébie&, a trans@o desconhua

ja ocorre para a distribtd@ bimodal. Estas trangies, nos dois casos, ocorrem na aegile
baixas temperaturas e campo metigo intenso. Ainda considerando o caso 3D, analisamos
as transiges em detalhes, @ jque temos transd@ contnua em altas temperaturas, &mto
sistema apresenta um ponto tritio a temperatura finita. Determinamos a localéaagprox-
imada deste ponto por meio daaddise de quantidadessfcas tais como a magnetiZax; o
cumulante de Binder e a susceptibilidade. Vale ressaltdiéangue esta transip de fase de
primeira ordem em sistemas ma&gicos na presenca de campos dlgas foi prevista experi-
mentalmente nos antiferromagnetos wihs FeMg:1_«Cl,, que $0 realizades experimentais

de sistemas de spins sob @agle campos magticos aledirios. Este resultado nos sugere
gue estes modelos desordenadosateequilbrio podem ser mais relevantes para a dedoric
tedrica destes materiais do que os correspondentes modedogiidibrio, que por sua vezao

preveem esta transip.

No captulo 6 discutimos um modelo de dimica de opirdes, o chamado modelo de Sz-
najd, baseado em spins do tipo Ising. Propomos uma gereggaipnde levamos em conta um
mecanismo de reputag, que limita a capacidade de convencimento dos agenteputaigoé
introduzida como umimero inteiro que varia durante a @imica do sistema, de acordo com as
regras do modelo. Utilizando regras muito simples, e sentass@&lade de incluir agentes es-
peciais (confirios e oportunistas, por exemplo, como feito em outrasrgépages do modelo
de Sznajd), o modelo foi capaz de prever siescrealistas de democracia, onde a maioria dos
spins aponta em uma di&g, para uma grande faixa de valores dosupetros. Ressaltamos
que situades de consenso, onde todos os spins apontam na mesn@deegie o resultado
de muitas generalizaes do modelo de Sznajdam s0 situades realistas, pois representam
uma ditadura, ou seja, todos os indivos da populd&p £m a mesma opiab, como por ex-
emplo, escolhem um mesmo candidato entre doisiyeiss Assim, 0 modelo apresentado se

mostra mais realista do que alguns outros encontradosenailita.

Finalmente, no cdpulo 7 discutimos o comportamentdtizo de um modelo de propadag



8 Discuséo Final, Concluses e Perspectivas 96

de epidemias. O nosso modelo foi baseado no tradicional lmdde=pidemias SIS. Propomos
uma modificago na probabilidade de infeig, de forma que ela diminua com o tempo. Assim,
os indiMduos da popul@p aumentam suas regigtias a reinfedges. Tratamos 0 modelo em
duas situa@es diferentes: no limite de campcdio e na rede quadrada. No primeiro caso,
resolvemos o problema analiticamente, e obtivemos@ekado tipo lei de péhcia entre quan-
tidades de interesse do problema e osipeatros. Aém disso, mostramos que o sistema sofre
uma transi@o entre uma fase na qual a doenca atinge umadrfagita da populago e uma fase
onde a doenca extinta. Todos os resultados dtiabs foram confirmados por simul@es. No
caso da rede quadrada, tratamos o sistema somentésattasimulages. Observamos algu-
mas diferencas para o modelo no limite de cam@alioy diferencas estas devidasliramica
adotada no caso 2Daepresenca de uma vizinhanca (topologia). No entantanaitfio de fase
tamkem ocorre neste caso, mas as fases possuem @etedderentes, com a fase epidica

sendo maior no caso da rede quadrada.

Algumas extenSes dos resultados apresentados nesta tese podem sesatées de serem

analisadas, a saber:

* Em rela@o as redes em crescimento do tajp 3, podemos analisar os efeitos de um
termo rio-linear na probabilidade de codex da formd (k,a,t) O (Ag+ k)%e a3,
com um expoent® a ser variado. Am disso, podemos tarim analisar os menores
caminhos radios entre isios separados por uma discia temporalit, 0 que nos dar

mais informades a respeito da estrutura gexrica da rede e da tranaig de fase.

* Emrela@oas redes de transporte do tafo 4, pretendemos estudar a otimidaglobal
da fun@o de custo. Podemos fazer isso utilizando difereg@sdas, como por exemplo
programago quadatica, o que nos daria uma sclucexata, e arrefecimento simulado

(simulated annealingem ingks), o que nos daria uma saiwcaproximada do problema.

» Em rela@o aos modelos magticos do caftulo 5, podemos considerar taégra flutua@es
nas interages entre 0s spins, 0 que seria uma &erde 1&o-equilbrio de um vidro de

spins. ABm disso, tamem seria interessante considerar outras distiifmsigle proba-
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bilidades para os campos al@abs, assim como obter a sol andltica via teoria do

campo nidio para o problemajestudado numericamente no italp 5.

* Em rela@o ao modelo social do caplo 6, pretendemos buscar uma s@lo@nadltica
do problema, assim como considerar ré&sista dos agentes ao convencimento e efeitos

externos.

* Em rela@o a diramica de epidemias apresentada ndtoép 7, pretendemos estudar o
modelo em redes regulares de dinnd, considerando que a probabilidade de indecc
diminui com o tempo mas depende danmero de vizinhos infectados. Pretendemos de-
terminar a dimer#o ciitica superior do modelo. Am disso, pretendemos considerar
um modelo com duas popul@es diferentes deinus, de forma a tornar o problema mais

realista.

Para finalizar, ressaltamos que algumas des#&apresentadas acindagomecaram a ser

desenvolvidas.
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APENDICE A - Geradores de Kimeros Aleabrios

O objetivo deste éndicee fazer uma breve disciEssobre geradores demeros aledtrios,
gue $io ferramentas indispeigeis em simulaies computacionais. Em todos os itales de
resultados desta tese (tiayos 3 a 7) foram realizadas simulses computacionais utilizando
numeros aledtrios. Basicamente qualquer simlacou nétodo que faca uso de vaveis
aleabrias para a soldp de algum problema denominado d&onte Carlo [8], em analo-
gia a suposta aleatoriedade das roletas na cidade do princifgatitbnaco. Na aplicaéo de
métodos do tipo Monte Carlo a sistemas de interesseof dependemos da gedacde uma
grande quantidade déimeros aled@trios de boa qualidade. Assifa,importante o uso de um

gerador de confianca, para evitar resultado§ésg.

Qualquer gerador delimeros aledtrios produz um sedncia de ameros onde cada um
destes imeros pode ser representado por um conjunto lofes. Estes bits, por sua vez, pro-
duzem pelo menos"2utros rimeros, no intervalo entre 0 € 2 1. No entanto, em algum
momento, usualmente antes de serem geratingrderos, qualquer algoritmo para geiagle
numeros aledfrios ira produzir um dos timeros gerados anteriormente, o que defiperado

do gerador. Assim, um gerador demeros aledrios sea bom quando tiver um pedo grande.

O gerador mais utilizado atualmeréebaseado no @todo linear congruencial [152]. A
idéia & que, dado umimero inicialxg, chamado desemente do geradpcada fimero na

sequenciaé determinado pela relag
Xn = (aX%—1+C) modm, (A1)

ondea, c e m sAo inteiros. A operdp “y modZz’ nos ca o resto inteiro da divé dey por
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z, 0 que define a nomenclatura mod na e@uaA.1). A equago (A.1)é caracterizada por
3 pa@metros: o multiplicadoa, o incrementac e o nbdulom. Observe que, analisando a
equa@o (A.1), podemos notar gum &€ o maior inteiro gerado, de forma que o maioripeo
gue podemos obter com a eqg@iag(A.1) € m. Poiem, em geral, o pedo depende dos 3
palmetrosa, ¢ e m. Por exemplo, se utilizarmas= 3,c =4, m= 32 exp = 1, a segéncia

gerada pela equag (A.1)é

1,7,25,15,17,23,9,31,1,7,25, ... , (A.2)

e portanto o péodo seria 8, bem menor que carimo poss/el que seriam = 32. Assim,
devemos escolher com cuidado os valaaes e m de forma a obtermos o amimo pefrodo,

0 que faria com que todos osimeros inteiros entre 0@ — 1 ocorram na sed@ncia gerada.
Além disso, como normalmente estamos interessadostemerns aled@trios r no intervalo
0<r < 1aoines de fimeros inteirose natural fazermos com que o gerador retorne os valores
r = Xp/m, que §i0 sempre menores do que 1. Este procedinatbem simulades de Monte
Carlo porque sempre comparamos ameros gerados com probabilidades, e estas por sua vez

estio sempre no interval®, 1].

Algumas regras para a escolha daserosa, c e mforam discutidas em diversos trabalhos,
dentre os quais se destaca a refieia [153]. Um bom gerador ddimeros aledtrios deve

possuir as seguintes propriedades:

» Acima de tudo, osiimeros devem parecer distridos uniformemente entre 0O e 1, &mn
devem exibir qualquer correlag entre eles. Caso coatio, 0 resultado da simulag

pode ser completamente &ldo;
» Ser @pido e @o necessitar de muito armazenamento;

» Permitir repetir a gerap de uma dada segcia de Gameros. Isto facilita a depurag
do programa que simula o modelo, e permite a comparde sistemas diferentes quando

submetidos aos mesmos eventos.
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Figura A.1: Distribui@o dos fimeros gerados a partir do gerador linear congruenciahgaqu
(A.1), coma = 16807,c =0, m= 2%1 — 1 exg = 12 (lado esquerdo). Nesta figura foram
geradosN numeros aledtrios no intervald0, 1], para diferentes valores dé Observe que
paraN grande o resultado se aproxima de uma distrimigniforme. Tamém exibimos a
correla@oC(k) entre os imeros gerados (lado direito), de acordo com a euéd.4).

Assim, um bom gerador que segue as regras aeibr@seado nosimeros [153]

a = 16807,
c = 0,
m = 221-1. (A.3)

Como teste deste gerador, exibimos na figura A.1 (lado esguardistribui@o dos fimeros
aleabrios gerados a partir da eg@acg(A.1) utilizando os ameros dados pela equerg(A.3).
Observe que para uma quantidade gravwde rimeros gerados o resultado se aproxima de uma

distribuicdo uniforme. Em rel@pas correlages entre osimeros gerados, eladscalculadas

a partir da rela@o

C(XigXi) — (%)
M = e~ a1 04)

ondex; € oi—ésimo rumero da secgncia e tomamos a @dia sobre todos osimerosi. De

(A.4)

acordo com a equag (A.4), um bom gerador ddimeros aledfrios deve nos dar

1 ,sek=0
Ck) = (A.5)
0 ,sek>0
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Baseado no gerador linear congruencial da egoidé.1) e utilizando as escolhas da ea@¢
(A.3) paraa, cem, exibimos na figura A.1 (lado direito) a fuigC(k) para alguns valores die
Observe que obtemos exatamente o comportamento desegadgpela equap (A.5). Assim,

o uso do gerador discutido nesta®eqos garante que podemos obter resultadosta@idinas

nossas simuldags.
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