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O queé Tomografia?
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O que é a tomografia?
« Tomografia = tomos + graphein
* tomos = corte, talho;, graphein = escrita, grafia

* Processo pelo qual se ént uma representag
grafica de sees de um corpo tridimensional.
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O que é a tomografia?

» “Qualquer €cnica de gerao de imagens que
simule a estrutura interna de um corpo a partir de
dados colhidos externamente”.

* O problema da reconstrag do interior de um
objeto atraes de proje@es surge emariasareas
das céncias, tals como diagsticos nedicos,
pesquisa geogicas, microscopia, entre outros.
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Técnicas para Gerao de

Imagens em Medicina
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Técnicas para Geracao de Imagens para Medicina
« Radiografia,
« Tomografia por Transmiae — CT,
« Tomografia por Emis® — ECT E6PECT, PEJ;

» Ultra-sonografia
« Electrical Impedance Tomography — EIT,;
« RessoAncia Magetica — MRI.
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Técnicas para Geracao de Imagens em Medicina Nuclear

» Single Photon Emission Tomography — SPECT
» Positron Emission Tomograpy — PET

* Medicina Nuclear — Material radioativ®introduzido no
paciente e metabolizado palgao sob investigéap. A
radia@o gama emitidé registrada por umaamera SPECT
que gira em torno do paciente. &hica PET funciona de
modo amlogo, sendo o agente metabolizado um emissor de
positrons.

* Principal aplica@o: presenca e extaas de tumores.
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Tomografia por Transmias
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CT:. Tomografia por Transmissao
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Fig. 1. Methods of conventional tomography.{a) In X-ray tomography the tube and the film
cassette move simultanecusly in opposite directions such that points in the focal point plane X do
not move with respect (o the film cassette, while points outside the planc (4 and B) do move and
are blurred. (b} In emission tomography the holes in the collimator have a fixed focus point ( f)
such that photons outside the focal plane are nol detected as efficiently, again resulting in a
blurring effect.
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Thomas Hinz
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Fig. 4. Muachine generations. (a) In first-generation CT scanners, the X-ray source and the
detector were rigidly attached to each other by a gantry and moved in & translate rotate motion.
{b} Second-generation scanners continued the translate rotate motion but added muliiple
detectors. (¢} In third-generation machines the fan beam source and deteclor array moved together

on 4 fixed circular path. 1d) Fourth-gencration machines provided a fixed circular detecior array
wilh 2 movable source.
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Um “c” de hisbria
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Um “&” de historia
Nada disso existiria se.

« Ondas ettromageticas o tivessem sido
previstas por James Clark Maxwell em 1862 e
observadas experimentalmente por Heinrich
Hertz em 1887,

* Os Ralos-X @ao tivessem sido descobertos
acidentalmente por W. K. Roentgen, em 1895.
Por esta descoberta, ele ganhou @b Nobel
em 1901,
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Um “<” de historia
Nada disso existiria se .
* As primeiras écnicas de reconstrag rao

tivessem sido desenvolvidas por Bracewell
(1956), em adio-astronomia;

« Essasécnicas Ao tivessem sido aplicadas na
microscopia elebmica, para a reconstrag da
estrutura de mekulas
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Um “<” de historia

Uma etapa fundamental para o desenvolvimento dos
processos de reconsta@de imagens foi atingida em
1963, a partir do trabalho de Allan Cormack, da
Universidade de Tufts, quando desenvolveu

MODELOS MATEMATICOS que permitiram obter
Imagens muito mais precisas.
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Um “<” de historia

Esses modelos foram utilizados no primeiro
equipamento de tomografia por Raios-X, corislou
em 1972, por Hounsfield, nos labarabs EMI,
Inglaterra.

Por esses desenvolvimentos, Cormack e Hounsfield
receberam o Bmio Nobel de medicina em 19709.
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Intera@o dos Ralos-X com Matia
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Tipos de interacao de Raios-X com a matéria

 Efeito Fotoegtrico (raios-X de alta energia— CT),
» Espalhamento de Compton (raios-X de alta

energia— CT),
» Produ@o de Pares (raios-X de @al$ima energia —
ECT),

» Foto-desintegréio (raios-X de alssima energia
— ECT).
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Efeito fotoelétrico
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Espalhamento de Compton
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Modelo Matenatico para CT
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O Modelo Matematico para CT

O foton, considerado como partila, pode ser
caracterizado por:

» sua localizagox = (x1,x9,x3),
* sua dire@o de deslocamento= (w;,ws,ws);
e aenergia de seu movimento.
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O Modelo Matematico para CT

A funcdop(t,w, x) denota a densidade de radiac
emz, ha dire@ow e no instante. A quantidade de
fotons que se deslocam na d&eg e que no instante

t se encontram em uma régiV’. C R° & dada por

/ o(t,w,x)dV.
»

—p. 31/79



O Modelo Matematico para CT

Para estabelecer a eqaaque descreve a dmica
da radia@o, precisamos introduzir o conceito de
Densidade de Fluxo de Radar:

J(t,w,x) = vpp(t,w, T)w.

Pt

/
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O Modelo Matematico para CT

- Os fotons que MO esBo interagindo com o
corpo satisfazem a equaag do transporte:

0
a—f(t,w,az) +w - Vyp(t,w,z) =0

 cuja solu@o expicita é:

o(t,w,x) = po(r — tw).
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Onda Livre
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Onda Livre

/\

—p. 36/79



Onda Livre
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Onda Livre
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Onda Livre
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Onda Livre
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Onda Livre
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O Modelo Matematico para CT

* No caso da interap com o corpo, mas
desconsiderando-se o espalhamento, temos a
equag@o do transporte com termo de absmt

%
ot

 cuja solu@o expicita é:

—(t,w, x)+w-Veo(t,w, z)+q(x)p(t,w,z) =0,

SIZ‘SQ}

o(t,w,x) = po(xr — tw)e = Joal

* q(x) & o0 “coeficiente total de extidag’.
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Onda Dissipada
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Onda Dissipada
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Onda Dissipada
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Onda Dissipada
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Onda Dissipada
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Onda Dissipada
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Onda Dissipada
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Onda Dissipada
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O Modelo Matematico para CT

* No caso da interap com o corpo
considerando-se o espalhamento, temos a
equaa@o linear de Boltzmann:

a ~
2 (t,w,7) +w - Vgt 0, 2) + () (t w,2)

:/f(x,w,w’)gp(t,w’,x) du’

N

e ondef(x,w',w) &0 “nlcleo de coliao’.
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O Modelo Matematico para CT

* No caso da interap com o corpo
considerando-se o espalhamento, a smuem a
forma:

Sp(ta W, Qj) — SOO(ZE i tw)e - fot do=sw)ds + R(tv W, Qf)

« Na piatica, considera-sk(t,w, z) comoruido.
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O Modelo Matematico para CT
« Densidade de radiap emitida de: na dire@ow:

I(z) = po(x)
» Densidade de radiao detectada:

Id(x) _ QO()(ZIZ‘)G_ ffooo q(x—sw)ds

e Valor calculado:

lez) _ [~ r — sw)ds
= Iy(z) /oo A )d
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O Modelo Matematico para CT

O problema se reduz quesiio de determinaf(x) a
partir do conhecimento de suas integrais de linha que
passam pela regos)
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A Transformada Raios-X
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A Transformada Raio-X

e Problemak possvel determinar uma furdp

q(x) com domnio emS2 a partir de suas integrais
de linha?

* A solucao deste problema foi obtida em 1917
pelo matemtico austiaco J. Radon, nos seus
estudos de reconstrag de imagens para as
equag@es do campo gravitacional.
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A Transformada Raio-X enR?

« No caso bi-dimensionat, = (x4, z2),
w = (cosf,senb)

Pylq](x): :/ q(x1 +tcos,xe + tsenf)dt

0.9

. ProblemaE possvel determinar(x)
conhecendo-se a sua Transformada Raio-X,
Pylq|(x), para todac e para todd?
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Funcdes radiais: exercicio

* No caso de funges radiaig : B — R
e B={(z1,29); 27 + 23 < 1}.

o q(z1,32) = p(r) = p(\/2? + y?)
 Neste caso

g(r) = Palq)(r) = 2/Omp (\/r2 + t?) dt

- E facil inverter a brmula acima (exefcio):

O p— d{ _90) ds},VrE(O,l).

rmdr r \/32—r2
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Problemas mateaticos
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Problemas matematicos

* Densidade de radiap emitida de: na dire@ow:

Ie(z) = po(x)
» Densidade de radiap detectada:

La(w) = go(w)e” S ttomslt

e Valor calculado:

lez) _ [~ T — sw)ds
ln]d(x)—/ooq( )d
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Problemas Matematicos

Neste caso, o problema se re@uquesio de
determinak(x) a partir do conhecimento de suas

Integrais de linha que passam pela &&q§?, problema
que foi resolvido por J. Radon em 1917.
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Problemas Matematicos

Problema 1E pos$vel determinar o coeficientg )
sem desconsiderar os espalhamento?

Problema 2E pos$vel determinar o coeficiente de
espalhamentd(z, w'w)?
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Problemas matematicos

e )=85xQ, X=5x00;
* X ={(w,0) €X;w-v(o) <0}
e Xt ={(w,0) €X;w-v(o) >0}

P @
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Problemas matematicos

° %er-vqurqu:Kf[u]
u(0,w, z) =0
u(t,w,o) =p(t,w,o), t €(0,T), (w,o0) € X~
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Problemas matematicos

° %er-vqurqu:Kf[u]
u(0,w, z) =0
u(t,w,o) =p(t,w,o), t €(0,T), (w,o0) € X~

« Mede-seau(t,w, o) sobre(w, o) € X7

O operadoA\lbedo A, ¢[p] = u|s+
Considera-se a fuap A : (q, f) — A, ¢.
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O Problema da Determinacao de Parametros

* |dentifica@o: injetividade deA,
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O Problema da Determinacao de Parametros

* |dentifica@o: injetividade deA,
« Caracterizago: Descri@o da imagem dd;
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O Problema da Determinacao de Parametros

* |dentifica@o: injetividade deA,
« Caracterizago: Descri@o da imagem d4,;
« Estabilidadecontinuidade ded=!;

—p. 65/79



O Problema da Determinacao de Parametros

Identifica@o: injetividade deA,
Caracterizago: Descri@o da imagem dd,;

Estabilidadecontinuidade ded:

Reconstrugo: formula ou processo para
determinar os coeficientes a partir.de
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O Problema da Determinacao de Parametros

* O Problema de Identificap:

AQ1,f1 [g] — AQQ,fz [g] — qd1 = 42, fl — f2
Choulli-Stefanov, Comm. PDE (96),
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O Problema da Determinacao de Parametros

* O Problema de Identificap:

AQ1>f1 [g] — AQQ,fz [g] — qd1 = 42, fl — f2
Choulli-Stefanov, Comm. PDE (96),

e O Problema de Estabilidade:

H(h — QQH T Hfl — fQH < \IJ(HAQhﬁ i AQ2>f2H)
Mathias-Roberty-Eu, Rev. Mat. Complut. (2006),
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O Problema da Determinacao de Parametros

* O Problema de Identificap:

AQ1>f1 [g] — AQQ,fz [g] — qd1 = 42, fl — f2
Choulli-Stefanov, Comm. PDE (96),

e O Problema de Estabilidade:

H(h — QQH T Hfl — fQH < \IJ(HAQhﬁ i AQ2>f2H)
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—p. 66/79



Numero finito de medidas

. Problema 1E pos$vel determinar(x) a partir
de um mumero finito de integrais de linha?

—p. 67/79



Numero finito de medidas

. Problema 1E pos$vel determinar(x) a partir
de um mumero finito de integrais de linha?

o Dadasn dire@@eswy, . .. ,w,,, € possvel
encontrar uma furépq(x) tal quer,, |q] = 0.
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Numero finito de medidas

. Problema 1E pos$vel determinar(x) a partir
de um mumero finito de integrais de linha?

o Dadasn dire@geswy, . . . ,w,,, € possvel
encontrar uma furépq(x) tal quer,, |q] = 0.

« Problema 2E poss$vel determinat(x) a partir
de um mumero finito de integrais de linha,
sabendo-se qugepertence a um espaco vetorial
de dimenao finita?
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Numero finito de medidas

. Problema 1E pos$vel determinar(x) a partir
de um mumero finito de integrais de linha?

o Dadasn dire@geswy, . . . ,w,,, € possvel
encontrar uma furépq(x) tal quer,, |q] = 0.

« Problema 2E poss$vel determinat(x) a partir
de um mumero finito de integrais de linha,
sabendo-se qugepertence a um espaco vetorial
de dimenao finita?

° (Computational & Applied Mathematics,
V. 25, 2006, 331-351.)
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Problemas nuricos
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Resolucéo numérica

¢ QZU?:le) (917(927"'76)717
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Resolucéo numérica

¢ Q:U;nlej) (917(927"'79717

*q(@) = 20 X, (@),
PH@' [Q] (SIZ’) — Z;ﬂjzl ajPHi I:XQJ](Qj) — Z;nzl D%y
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Resolucdo numeérica

Tem-sen equa@es en incognitas;
Em geraln > m (sistema sobre-determinado),
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O meétodo de Kaczmarz
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O meétodo de Kaczmarz
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Exemplo: dados exatos
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Exemplo: dados calculados
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Exemplo: dados exatos
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Exemplo: dados calculados

—p. 76/79



Exemplo: dados exatos
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Exemplo: dados calculados
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