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Resumo

Foram estudados modelos de bósons correlacionados em uma rede a temperatura nula
(T = 0). Partimos da hamiltoniana do modelo de Hubbard adaptada para bósons.
Em T = 0 observa-se que a inclusão da interação repulsiva permite o aparecimento
de um estado isolante onde a prinćıpio o estado fundamental seria sempre superfluido.
O modelo é resolvido em diversas aproximações de campo médio e apresentamos um
tratamento utilizando Grupo de Renormalização de Campo Médio que permite ana-
lisar melhor a transição quântica isolante-superfluido e estimar valores de expoentes
cŕıticos. O trabalho apresenta também a solução exata para um modelo de bósons cor-
relacionados interagindo por um potencial de alcance infinito e neste caso estudamos
algumas propriedades em temperaturas finitas. Em T = 0 indicamos as semelhanças
entre a solução deste modelo idealizado e o modelo de Hubbard com interações locais.
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Sistemas de bósons interagentes

A principal motivação de estudar sistemas de bósons interagentes é entender me-
lhor as propriedades de sistemas representados por esse tipo de part́ıculas. Temos
exemplos de sistemas desse tipo como He4 [1], supercondutores granulares comuns [2]
e supercondutores de alta temperatura cŕıtica (High-Tc) [3] onde os pares de Cooper
se comportam aproximadamente como bósons.

No caso de sistemas bosônicos a inclusão de interação em geral enriquece muito
os resultados obtidos por modelos teóricos explicando novos aspectos de sistemas me-
didos experimentalmente. Em um sistema puro de bósons, por exemplo, o estado
fundamental a T = 0 é sempre superfluido na ausência de interações. A inclusão de
uma interação repulsiva permite o aparecimento de uma nova fase isolante que ex-
plica o recente interesse no estudo de transições superfluido-isolante para sistemas de
bósons [4] (a análoga a este tipo de transição para sistemas fermiônicos é transição
metal-isolante). Vamos considerar neste trabalho efeitos de localização devidos exclu-
sivamente a interações e não levaremos em conta os efeitos de desordem. A transição
superfluido-isolante neste caso é então uma transição de Mott pois a fase isolante
aparece apenas em decorrência da interação repulsiva em questão.

Como procedemos em sistemas de férmions o primeiro passo que imaginamos que
permite incluir interações é considerar um modelo de “gás de bósons em uma rede”
do tipo:

H =
∑

i,j

Jijb
†
ibj +

1

2

∑

i6=j

V (ri − rj) (1.1)

onde o primeiro termo representa a energia cinética que permite o movimento dos
bósons pela rede 1 e o segundo o potencial de interação entre part́ıculas. Podemos uti-
lizar transformadas de Fourier para escrever o modelo em uma forma mais interessante

1Os operadores em segunda quantização b e b† estão definidos com mais detalhes na próxima
seção.

1
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no espaço dos momentos (o que será de utilidade nos caṕıtulos posteriores):

H =
∑

k

εkb†
kbk +

1

2

∑

k,k′,q

Vqb
†
k−qb

†
k′+qbk′bk (1.2)

onde

Vq =
1

2π

∫

eiq·(ri−rj)V (ri − rj)d(ri − rj). (1.3)

Usaremos esta hamiltoniana no estudo da teoria de Bogoliubov para a condensação
(fase superfluida a T = 0) e para encontrar a solução exata do modelo no limite em
que o alcance da interação é infinito. Para este último é notável a solução exata para
elétrons a temperaturas finitas e em qualquer dimensão [5]. Repetindo os passos para
o sistema de bósons a solução é trivial em T = 0 mas o cálculo da função de partição
para temperaturas finitas se torna mais complicado na medida que a soma é feita
sobre um número de ocupação ilimitado em cada estado. Mesmo assim, no sistema
de bósons, estudamos numericamente algumas grandezas a temperaturas finitas que
permitem boa comparação com o modelo de elétrons exatamente solúvel e até mesmo
com sistemas reais de bósons.

Outro modelo muito utilizado que é um ponto de partida para estudo destes siste-
mas corresponde à adaptação do modelo de Hubbard para bósons. Para este modelo
fazemos aqui uma introdução mais detalhada visto que dele vamos extrair os principais
resultados deste trabalho.

1.2 Modelo de Hubbard para bósons

1.2.1 Hamiltoniana do modelo

O modelo de Hubbard foi originalmente introduzido como uma descrição dos elé-
trons em metais de transição para o entendimento de propriedades magnéticas. Para
sistemas de bósons é comum adaptar o modelo para part́ıculas sem spin (s=0) através
da seguinte hamiltoniana:

HB = −J
∑

<ij>

b†
ibj − µ

∑

i

ni +
U

2

∑

i

ni(ni − 1) (1.4)

onde bl é um operador que aniquila bósons no śıtio l de uma rede regular de dimensão d
e b†

l é o operador que cria bósons no śıtio l. Temos as seguintes relações de comutação
para esses operadores:

[bi, b
†
j] = δij (1.5)

[bi, bj] = [b†
i, b

†
j] = 0 (1.6)
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e podemos também escrever o operador número:

ni = b†
ibi. (1.7)

A aplicação do operador número em um autoestado |n〉 fornece n|n〉.
O primeiro termo é responsável pelos saltos de bósons entre os śıtios da rede. Os

operadores criam e destroem bósons nos śıtios primeiros vizinhos i e j. O parâmetro
J é a constante de “hopping” que determina a probabilidade com que estas part́ıculas
mudam de śıtio e por isso está relacionada com a energia cinética. A notação 〈ij〉
representa a soma entre os vizinhos mais próximos.

O segundo termo representa o potencial qúımico dos bósons. Mudando o valor de µ
podemos alterar o número total de part́ıculas no sistema. Enfatizamos que o potencial
qúımico para um gás de bósons sem interação deve ser sempre negativo ou nulo mas
a inclusão da interação U elimina essa restrição2.

O último termo é o mais interessante pois representa um potencial de interação
que atua apenas em bósons no mesmo śıtio. Esta interação de curto alcance simplifica
de fato o problema e em geral é a interação dominante como argumentado por J.
Hubbard (1963) [6] (apesar da argumentação ter sido originalmente feita para elétrons
em metais, o modelo se mostra também eficiente na discussão de outros sistemas).

O estudo do modelo de Hubbard para bósons neste trabalho é feito pela hamiltoni-
ana (1.4) e envolve a solução aproximada em campo médio no limite U → ∞, a solução
no limite de dimensao infinita [4]; campo médio para um [7] e dois śıtios utilizando
técnicas de funções de Green e finalmente a utilização do Grupo de Renormalização
de Campo Médio para as aproximações de 1 e 2 śıtios.

1.2.2 Solução do modelo sem “hopping” (J = 0)

Antes de entrarmos no estudo mais detalhado do modelo de Hubbard para bósons
que será feito nos próximos caṕıtulos é interessante avaliar alguns aspectos qualitativos
do diagrama de fases resultante do modelo. Algumas caracteŕısticas interessantes
podem ser derivadas da solução sem “hopping” onde o sistema está em um estado
isolante visto que não permitimos movimento dos bósons pelos śıtios.

Observamos que fazendo J = 0 a hamiltoniana envolve apenas operadores número.
Supomos nesse caso que os autoestados |mi〉 são soluções que diagonalizam a hamil-
toniana HB. Aplicando o operador HB por śıtio nos autoestados |mi〉 temos:

2Comentamos mais sobre esta restrição no caṕıtulo 4 onde estudamos uma solução exata para
bósons interagentes em uma rede d dimensional.
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HB|mi〉 = −µnbi|mi〉 +
U

2
nbi(nbi − 1)|mi〉

HB|mi〉 = −µmi|mi〉 +
U

2
mi(mi − 1)|mi〉

E0
B = 〈mi|HB|mi〉 = −µmi +

U

2
mi(mi − 1) (1.8)

O número de ocupação do estado fundamental deve ser aquele que minimiza a energia
por śıtio E0

B. Para encontrar esse valor derivamos a energia em relação ao número de
ocupação mi encontrando

∂E0
B

∂mi

= −µ+
U

2
(2mi − 1).

Minimizando temos
∂E0

B

∂mi

= 0 → mi =
µ

U
+

1

2
(1.9)

Como mi é um número inteiro a solução é do tipo:

m0(µ/U) =







0 se µ/U ≤ 0
1 se 0 ≤ µ/U ≤ 1
...

...
n se n− 1 ≤ µ/U ≤ n

(1.10)

onde fizemos mi = m0(µ/U) independente do śıtio. Portanto o sistema está em um
estado isolante e o número de part́ıculas por śıtio é igual para todos os śıtios sendo
determinado pela solução (1.10).

Se µ/U = inteiro temos dois estados degenerados para cada śıtio diferindo de um
bóson de ocupação entre eles. Podemos avaliar a energia para adicionar ou retirar uma
part́ıcula nesta solução (J = 0). Já conhecemos a energia para n bósons por śıtio:

En = −µn+
U

2
n(n− 1) (1.11)

e se adicionamos uma part́ıcula no śıtio:

En+1 = −µ(n+ 1) +
U

2
(n+ 1)n. (1.12)

A diferença de energia é então:

∆E+ = −µ+ Un (1.13)

e como, de acordo com (1.10), n− 1 ≤ µ/U ≤ n, obtemos:

0
︸︷︷︸
µ
U

=n

≤ ∆E+ ≤ U
︸︷︷︸

µ
U

=n−1

(1.14)
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Se, por outro lado, retiramos uma part́ıcula, obtemos a energia:

En−1 = −µ(n− 1) +
U

2
(n− 1)(n− 2) (1.15)

e a diferença de energia é agora:

∆E− = µ− U(n− 1) (1.16)

portanto
0
︸︷︷︸

µ
U

=n−1

≤ ∆E− ≤ U
︸︷︷︸
µ
U

=n

. (1.17)

Observamos que no extremo µ/U = n é posśıvel criar uma part́ıcula com energia de
excitação nula e no extremo µ/U = n − 1 é posśıvel criar um buraco com energia de
excitação nula. Essas regiões de µ/U = inteiro devem estar então no estado superfluido
se fizermos J 6= 0 mesmo que arbitrariamente pequeno.

Para as outras regiões (µ/U 6= inteiro) há um gap de energia para criar uma
part́ıcula ou buraco e a energia necessária para passar para o estado superfluido do
sistema aumenta quando nos afastamos dos pontos de µ/U = inteiro sendo máxima
no ponto médio. Quando fazemos J 6= 0 mas pequeno, a energia cinética (≈ J) pode
ser insuficiente para adicionar ou remover uma part́ıcula e por isso deve haver uma
região finita (com J 6= 0) no diagrama de fase onde temos ainda a fase isolante.

1.2.3 Estudo qualitativo do diagrama de fase

De acordo com a solução com J = 0 da seção anterior podemos esperar um di-
agrama de fase similar ao esboçado na Figura 1.1. Podemos explicar sucintamente

Figura 1.1: Diagrama de fases para o modelo de Hubbard de bósons interagentes a T = 0

alguns aspectos deste diagrama:

• Na seção anterior observamos que nos pontos com µ/U 6= inteiro precisamos de
alguma energia para passar para o estado superfluido. Esta energia repulsiva
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pode ser compensada pela energia cinética relacionada com J . Existe então uma
região no plano em que a energia cinética não é suficiente para vencer este “gap”
e por isso estamos, mesmo a J 6= 0, em um estado isolante. Os ventres da
figura são explicados então pelo fato da energia repulsiva ser máxima nos pontos
µ/U = semi-inteiro e nula nos pontos µ/U = inteiro. O formato exato destes
ventres isolantes deve ser encontrado resolvendo-se o modelo, por isso, é claro,
os ventres da Figura 1.1 são apenas um esboço previsto do resultado. As fases
isolantes têm outra caracteŕıstica importante: são fases incompresśıveis, isto é,
∂ρ/∂µ = 0 (o número de bósons por śıtio é constante). Essas regiões isolantes
com um valor de densidade quantizado e um gap de energia para as excitações
são conhecidas como Isolantes de Mott.

• Podemos observar os gaps de energia Ep (energia necessária para adicionar uma
part́ıcula no sistema) ou Eh (energia necessária para criar um buraco no sistema)
na Figura 1.2. Essas energias são exatamente a diferença entre uma reta que
passa pela linha de µ/U = constante e o ponto imediatamente acima ou abaixo
no limite da fase isolante. Notamos isso pois se aumentarmos µ continuamente
mantendo J constante chegamos eventualmente a um ponto nesta fronteira onde
há energia suficiente para adicionar uma part́ıcula no sistema e por isso permitir
uma transição para a fase superfluida. Da mesma forma, diminuindo µ, podemos
criar um buraco que provoca a mesma transição.

Figura 1.2: Gaps de energia e linhas de número de ocupação no diagrama de fase

• Note que a fase superfluida se extende até J = 0 nos pontos onde µ/U = inteiro.
Isso acontece pois, como encontramos na seção anterior, se µ/U = inteiro, é
energeticamente idêntico ter n ou n − 1 part́ıculas por śıtio. Por isso nestes
pontos não há barreira a adição ou remoção de part́ıculas ocorrendo então uma
transição para a fase superfluida para J arbitrariamente pequeno. Na verdade
quando estudamos a solução com J = 0 encontramos explicitamente que nestes
pontos a energia para criar uma part́ıcula ou um buraco é nula.

• Podemos observar ainda na Figura 1.2 as curvas de densidade constante do di-
agrama de fase (linhas indicadas). Cada linha 〈N〉 = n encontra a fronteira do
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Isolante de Mott no ponto com J máximo. Isso deve acontecer pois se esta linha
encontrasse a fronteira em outro ponto podemos mostrar que a compressibili-
dade ∂ρ/∂µ próxima ao topo seria negativa (ver Figura 1.3). Para densidades
não inteiras entre n e n+ 1 a curva acompanha a fronteira na região superfluida
terminando no eixo J = 0 no ponto especial µ/U = inteiro.

Figura 1.3: Se a linha com número de ocupação inteira da fase superfluida não tocar a fron-
teira no topo do ventre podemos imaginar uma transição em que teŕıamos compressibilidade
negativa.

• Distinguimos dois tipos de transição superfluido-isolante: uma delas é conhecida
como transição genérica e ocorre em qualquer ponto de fronteira excetuando o
topo do ventre isolante do diagrama de fase. Pode ser entendida como a adição
ou remoção de part́ıculas no Isolante de Mott e faz com que a densidade mude
continuamente do valor fixo inteiro de part́ıculas por śıtio quando cruzamos a
fronteira. O outro tipo de transição, que chamaremos de transição especial ou
transição a densidade fixa, ocorre no topo do ventre e não há mudança de den-
sidade pois é nesse ponto que a linha de 〈N〉 = n toca a fronteira. Nesse caso
J suficientemente grande permite que os bósons vençam a repulsão e se loco-
movam na rede produzindo um estado superfluido sem a adição ou remoção de
part́ıculas. Este outro tipo de transição é movida então por uma f́ısica diferente
e por isso pode pertencer a uma diferente classe de universalidade [4].

O principal objetivo do próximo caṕıtulo, além de uma breve revisão a respeito
de transições de fase quânticas, é construir a teoria de escala para as transições que
discutiremos aqui.



Caṕıtulo 2

Transições de fase quânticas

2.1 Transições de fase

Grande parte deste trabalho procura caracterizar a transição quântica entre a fase
isolante e a superfluida do modelo de Hubbard para bósons. Antes disso vamos então
comentar alguns aspectos das transições de fase quânticas e transições de fase em
geral1.

Nos referimos usualmente a transições de fase quando observamos uma mudança
brusca das propriedades de um sistema. Essas transições podem ser estudadas pela
termodinâmica e são caracterizadas por singularidades nos potenciais termodinâmicos
e, consequentemente, por singularidades também nas grandezas f́ısicas no ponto de
transição. Uma transição de fase “clássica” é movida pelo efeito térmico e portanto
é caracterizada por uma temperatura de transição (temperatura cŕıtica). Por isso,
próximo a uma transição dessa espécie, procuramos descrever o comportamento sin-
gular das grandezas f́ısicas do sistema através de comportamentos assintóticos em
função de uma variável térmica

t =
(Tc − T )

Tc
. (2.1)

Para algumas grandezas importantes o comportamento assintótico é descrito por:

• Calor espećıfico (campo nulo):
c ∝ t−α (2.2)

• Susceptibilidade isotérmica:
χ ∝ t−γ (2.3)

1Não estamos interessados aqui em uma longa revisão sobre os diversos métodos de estudo de
transições de fase, para isso há longa bibliografia especializada.

8



Caṕıtulo 2. Transições de fase quânticas 9

Definimos em muitos casos também, para caracterizar as transições, um parâmetro
φ, conhecido como parâmetro de ordem. O parâmetro de ordem caracteriza a fase
do sistema assumindo o valor φ = 0 em toda região de uma das fases e qualquer
valor φ 6= 0 na região da fase oposta. No caso de um ferromagneto, por exemplo,
o parâmetro de ordem pode ser a magnetização m que assume um valor não nulo
na fase “ordenada” (T < Tc) e um valor nulo na fase “desordenada” (T > Tc). O
comportamento assintótico do parâmetro de ordem também é estudado:

φ ∝ tβ (2.4)

Na presença de campos externos estamos interessados ainda no comportamento as-
sintótico do parâmetro de ordem em relação ao campo conjugado na isoterma cŕıtica:

φ(t = 0) ∝ |He|1/δsgn(He) (2.5)

onde He é o campo externo2 e sgn(x) é a função sinal.
Observamos que o comportamento assintótico das funções termodinâmicas é deter-

minado pelos expoentes das relações acima conhecidos como expoentes cŕıticos. Estes
expoentes não são independentes e estão relacionados entre si por algumas desigual-
dades derivadas da termodinâmica:

• Desigualdade de Rushbrooke

α + 2β + γ ≥ 2 (2.6)

• Primeira desigualdade de Griffiths

α + β(1 + δ) ≥ 2 (2.7)

• Segunda desigualdade de Griffiths

γ ≥ β(δ − 1) (2.8)

• Desigualdade de Fisher
γ ≥ (2 − η)ν (2.9)

• Desigualdade de Josephson
dν ≥ 2 − α. (2.10)

Nas duas últimas relações d é a dimensão e os expoentes ν e η são expoentes referentes
ao comportamento assintótico respectivamente do:

• Comprimento de correlação ξ
ξ ∝ |t|−ν (2.11)

2Esse campo não é necessariamente um campo magnético mas muitas vezes um campo externo
“generalizado”. Neste trabalho vamos considerar, por exemplo, o termo de energia cinética do modelo
de Hubbard para bósons como um campo externo em caṕıtulos posteriores.
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• Função de correlação Γ(r) = 〈Φ(r)Φ(0)〉 − 〈Φ(0)〉2

Γ(r) ∝ 1

rd−2+η
(2.12)

É interessante observar que na criticalidade (t = 0) essas desigualdades entre expoentes
cŕıticos são satisfeitas como igualdades e conhecidas como leis de escala.

Observamos finalmente que de forma geral o expoente cŕıtico associado ao com-
portamento assintótico de uma grandeza F é obtido por

λ = lim
t→0

ln|F (t)|
ln|t| . (2.13)

Relação utilizada em caṕıtulos posteriores.

2.2 Transições a temperatura nula

Transições de fase podem ocorrer também a T = 0. Essas transições envolvem
uma mudança no estado fundamental através da variação de um ou mais parâmetros
da hamiltoniana do sistema. Este parâmetro pode ser por exemplo a dopagem em um
supercondutor de alta temperatura cŕıtica ou a desordem em um condutor próximo
a sua transição metal isolante. As transições a temperatura nula apresentam como
principal diferença (em relação as transições a temperaturas finitas) a necessidade
imprescind́ıvel de levar em conta os efeitos quânticos do sistema. Na verdade é dif́ıcil
saber exatamente a que temperatura os efeitos quânticos se tornam importantes na
descrição de um sistema mas é certo que a T = 0 esses efeitos são relevantes. Por
isso nos referimos a transições a T = 0 como transições de fase quânticas enquanto as
demais transições a temperaturas finitas são denominadas “clássicas” mesmo quando
envolvem sistemas essencialmente quânticos como hélio ĺıquido ou supercondutores.
Transições de fase a temperatura finita em sistemas quânticos desse tipo podem ser
perfeitamente explicadas pela mecânica estat́ıstica clássica visto que as transições de
fase em geral3 são usualmente acompanhadas por um comprimento e um tempo de
correlação divergentes. Neste caso as correlações de grande comprimento de onda
são bem capturadas classicamente. Podemos dizer resumidamente que um sistema
quântico se comporta classicamente quando a “temperatura” excede as “frequências”
de interesse, isto é

h̄ω∗ << KBTc (2.14)

onde ω∗ é a frequência associada as flutuações quânticas. Como vimos, se a transição
é acompanhada por um tempo de correlação divergente ω∗ → 0 quando T → Tc e por
isso para qualquer transição com T 6= 0 encontramos uma temperatura suficientemente

3Quando nos referimos a “transições de fase em geral” queremos dizer tanto as transições de fase
clássicas quanto as quânticas.
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próxima de Tc tal que a relação (2.14) é satisfeita. Ou seja, sempre encontramos uma
temperatura suficientemente próxima de Tc para qual o sistema se comporta quase
classicamente. Para transições em T = 0 não podemos dizer o mesmo, o que torna
este tipo de transição de fase diferente e justificando sua referência por transição de
fase quântica4.

Os métodos utilizados no tratamento de transições e modelos essencialmente quân-
ticos são bem descritos no recente artigo de revisão de Sachdev [8] e em seu livro [7].

2.3 Função de partição

A função de partição de um sistema pode ser calculada de acordo com a expressão
geral

Z = Tre−βH =
∑

n

〈n|e−βH|n〉. (2.15)

Um desenvolvimento interessante para o cálculo da função de partição em modelos
quânticos é a formulação por meio de integrais de trajetória. O que fazemos é associar
o parâmetro β a uma “propagação temporal quântica”. Seguimos então a mesma
idéia desenvolvida por Feynman para calcular a amplitude de transição entre dois
estados do sistema observando que a única diferença é que a evolução temporal comum
é substituida pelo evolução em um “tempo” imaginário τ = −ih̄β. Escrevemos o
operador:

e−βH = [e−(1/h̄)δτH]M (2.16)

onde dividimos o intervalo τ em M pedaços infinitesimais (M → ∞). A função de
partição (2.15) pode ser escrita então como

Z =
∑

n

∑

m1,m2...mM

〈n|e−(1/h̄)δτH|m1〉〈m1|e−(1/h̄)δτH|m2〉 . . .

. . . 〈mM |e−(1/h̄)δτH|n〉 (2.17)

e observamos que podemos continuar entendendo a relação como uma soma por todas
as configurações posśıveis do sistema se considerarmos o “tempo” como uma dimensão
extra que se estende até h̄β. O interessante é que para T = 0 esta direção extra diverge
e podemos considerar de fato o sistema quântico como um sitema clássico de d + 1
dimensões. Na maioria das vezes, no entanto, a dimensão temporal é anisotrópica em
relação as dimensões espaciais e neste caso a transcrição do modelo quântico para um
modelo clássico de dimensão maior é mais complicada.

É útil então observar a expressão da função de partição neste novo formalismo. No
apêndice B derivamos a relação para a função de partição entre os estados coerentes

4Para temperaturas muito baixas os efeitos quânticos são observados experimentalmente e influem
até mesmo em transições térmicas se Tc ≈ 0.
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do sistema5. O resultado para a função de partição é

Z =

∫

D(φ∗
α(τ))D(φα(τ))e

−
� βh̄
0 [h̄ � α φ

∗
α(τ) ∂

∂τ
φα(τ)+H(φ∗α(τ),φα(τ))] (2.18)

onde observamos que a ação efetiva possui além da hamiltoniana escrita em um formato
de segunda quantização um termo extra relacionado com a nova dimensão temporal
que pode ser complexo e anisotrópico nesta nova dimensão.

2.4 Teoria de escala para as transições

de fase quânticas

As transições de fase quânticas, como discutimos nas seções anteriores, são carac-
terizadas por divergências de um comprimento e um tempo caracteŕısticos:

ξ ∼ δ−ν (2.19)

τ ∼ δ−νz (2.20)

que definem respectivamente os expoentes cŕıticos ν e z. Repare que o expoente z é
definido devido a posśıvel anisotropia entre a dimensão temporal e as dimensões espa-
ciais. No caso isotrópico temos simplesmente z = 1 e a divergência do “comprimento
de correlação temporal” na criticalidade é idêntica a divergência do comprimento de
correlação espacial.

A variável que mede a distância do ponto cŕıtico δ é do tipo J − Jc onde J é um
parâmetro da hamiltoniana. De acordo com a hipótese de Kadanoff é posśıvel reescalar

J ′ = b−yJ (2.21)

δ′ = baδ (2.22)

τ ′ = bzτ (2.23)

onde o fator de escala b = (L/L′), L e L′ são as dimensões lineares do sistema original
e do sistema reescalado respectivamente. Podemos relacionar estes expoentes y e a
com os expoentes cŕıticos. O comprimento de correlação deve escalar como

ξ′(|δ′|) =
ξ(|δ|)
b

(2.24)

para um valor de b arbitrário. Usando (2.22) temos

ξ′(ba|δ|) =
ξ(|δ|)
b

(2.25)

5Usamos a relação para a função de partição entre estados coerentes neste trabalho pois as hamil-
tonianas se encontram em um formato de segunda quantização.
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e fazendo ba|δ| = 1 ou b = |δ|−1/a encontramos para o comportamento do comprimento
de correlação próximo da criticalidade

ξ = |δ|−1/aξ′. (2.26)

Portanto, de acordo com (2.19) o expoente ν é

ν =
1

a
. (2.27)

Para encontrar a relação com o expoente z basta exigir que a incerteza

∆E∆τ ≥ h̄ (2.28)

seja invariante de escala. Observamos que ∆E (uma energia) deve escalar como J
(outra energia) em (2.21) e o tempo caracteŕıstico escala como (2.23) na medida que
podemos escrever

∆E ′∆τ ′ = ∆E∆τ (invariante de escala)

⇒ b(z−y)∆E∆τ = ∆E∆τ

⇒ z = y. (2.29)

A parte singular da energia livre a T = 0 se comporta como:

fs =
Fs
Ld

= Jf(δ) (2.30)

e por isso reescalando por L′ = L/b temos

f ′
s =

Fs
(L′)d

= bdfs = J ′f(|δ′|). (2.31)

Usando (2.21) e (2.22) encontramos

bdfs = b−yJf(ba|δ|) (2.32)

e fazendo b = |δ|−1/a temos
fs
J

= |δ| y+d
a f(1). (2.33)

Mas a parte singular da densidade de energia se comporta como

fs ∝ |δ|2−α (2.34)

o que define o expoente α. Com o uso das relações para z e ν (2.27) e (2.29) em (2.33)
obtemos que a densidade de energia livre escala como

fs ∝ |δ|ν(d+z) (2.35)



Caṕıtulo 2. Transições de fase quânticas 14

e portanto os expoentes satisfazem a igualdade

2 − α = ν(d+ z). (2.36)

Podemos observar que esta relação é idêntica a desigualdade de Josephson satisfeita
como igualdade com uma dimensão efetiva d + z. Como já argumentamos, é carac-
teŕıstica das transições a T = 0, onde a dinâmica do sistema deve obrigatoriamente ser
levada em conta, que o “tempo” seja tomado como uma dimensão. Se z = 1, tempo e
espaço são isotrópicos, e o modelo quântico de d dimensões pode ser tratado como um
modelo clássico em (d+ 1) dimensões, isso deve incluir as relações entre os expoentes
cŕıticos que devem valer para a dimensão efetiva d+1. A relação de escala acima para
as transições de fase quânticas é conhecida como relação de hiperescala por envolver
uma dimensão efetiva diferente da dimensão espacial do sistema6.

2.5 Teoria de escala no modelo de

Hubbard para bósons

No modelo de Hubbard para bósons definimos a variável cŕıtica δ como

δ =
µ− µc
U

(2.37)

para as transições genéricas onde a densidade muda quando cruzamos a fronteira entre
as fases e

δ =
J − Jc
U

(2.38)

para a transição especial feita com µ constante e passando pelo topo do ventre isolante
onde não há variação da densidade. Há sentido nesta definição na medida que U
representa a energia de repulsão que tende a organizar as part́ıculas em um estado
isolante e os outros parâmetros competem com esta repulsão. Para um determinado
valor da razão Jc/U ou µc/U esperamos então que ocorra uma transição de fases.

Associamos às flutuações quânticas um tempo de correlação divergente τ ∝ δ−νz,
por isso a frequência associada se anula como ω∗ ∝ δνz. As energias que também se
anulam na transição de fase estão assim relacionadas com h̄ω∗ e por isso o “gap” de
energia da fase isolante deve se anular com

Eg ∝ δνz. (2.39)

Esse resultado permite estimar o produto νz como faremos na seção 6.4.3.
De acordo com a teoria de escala usual esperamos ainda que as funções de correlação

exibam formas de escala. A susceptibilidade (em relação ao parâmetro de ordem)
definida como

χ(r, τ) = 〈Tτφr(τ)φ†
0(0)〉 − 〈φr(τ)〉〈φ†

0(0)〉 (2.40)

6Para um estudo completo das teorias de escala em transições quânticas nos referimos à [9].
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deve se comportar proximo à criticalidade como

χ(r, τ) ∼ r−(d+z−2+η)g(rξ−1, τξ−z) (2.41)

definindo o expoente η de forma que a lei de escala γ = ν(2 − η) seja válida com γ
caracterizando a divergência da susceptibilidade estática a campo nulo. Também é
interessante considerar o efeito de um campo externo h que corresponde a um termo
na hamiltoniana da forma

Hext = −
∑

i

h (φ∗
i + φi) (2.42)

onde a dependência temporal e da posição dos campos foi omitida para simplificar a
notação. Na presença deste campo a parte singular da energia livre escala de forma
completa como

fs(δ, h) ∼ δν(d+z)Y (hδ−λh) (2.43)

que se reduz a forma anterior (2.35) quando h = 0. Observando que

χ(ω = 0) ∼ ∂2fs
∂h2

(2.44)

temos

∂2fs
∂h2

=
∂

∂h

[

δν(d+z)
∂Y

∂(hδ−λh)

∂(hδ−λh)

∂h

]

= δν(d+z)δ−λh
∂2Y

∂2(hδ−λh)

∂(hδ−λh)

∂h

= δν(d+z)δ−2λh
∂2Y

∂2(hδ−λh)

∂2fs
∂h2

= δν(d+z)−2λhY ′′(hδ−λh). (2.45)

Se h = 0

χ(ω = 0) =
∂2fs
∂h2

∼ δ−γ (2.46)

e encontramos λh em função dos expoentes conhecidos

2λh = γ + ν(d+ z). (2.47)

O parâmetro de ordem é M ∝ 〈b〉 ∼ ∂fs/∂h. Derivando a forma de escala completa
da energia livre na presença do campo encontramos

∂fs
∂h

∼ δν(d+z)−λhY ′(hδ−λh) (2.48)

e a campo nulo (h = 0) a forma de escala é dada pelo expoente β:

M ∼ δβ. (2.49)
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Encontramos agora para λh
λh = ν(d+ z) − β. (2.50)

As duas relações para λh permitem generalizar a lei de hiperescala entre β e η:

2β = ν(d+ z − 2 + η) (2.51)

onde usamos a lei supostamente válida para γ:

γ = ν(2 − η). (2.52)

Outros observáveis podem ter a forma de escala derivada de (2.43). A parte singular
da compressibilidade κs, por exemplo, é dada por

κs =
∂2f

∂µ2
. (2.53)

Para as transições genéricas onde δ = µ−µc a derivação em relação a µ é equivalente
a derivação em relação a δ o que permite escrever a campo nulo

κs ∼
∂2f

∂δ2
∼ δν̃(d+z̃)−2. (2.54)

Como por outro lado fs ∝ δ2−α̃ esperamos a forma de escala

κs ∼ δ−α̃. (2.55)

Portanto podemos generalizar para as transições genéricas a relação de hiperescala

α̃ = 2 − ν̃(d+ z̃). (2.56)

Enfatizamos, no entanto, que para a transição especial, com δ = J − Jc, a construção
da lei de hiperescala acima não é válida visto que a derivação em relação a µ não
é equivalente a derivação em relação a δ. Para evitar esse tipo de confusão usamos
expoentes com o til (˜) para as transições genéricas a partir deste ponto.

2.6 Densidade do superfluido e compressibilidade

É posśıvel também encontrar o comportamento de escala da densidade do super-
fluido assim como o comportamento geral da compressibilidade do modelo. A den-
sidade do superfluido é um observável f́ısico importante visto que neste caso está
intimamente relacionada ao parâmetro de ordem que por sua vez é dif́ıcil de se ob-
servar diretamente. Mostramos no apêndice D que a densidade do superfluido está
ligada a uma “rigidez” sobre a rotação espacial do parâmetro de ordem complexo
φ(r) = φ0(r)eiϕ [10]. Da mesma forma observamos que a compressibilidade está
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ligada a variação na direção temporal da fase ϕ do parâmetro de ordem [4]. Os resul-
tados do apêndice permitem então descrever a variação da densidade de energia livre
da ação efetiva em função de ϕ como:

δf = ih̄ρϕ̇+
1

2
κ(h̄ϕ̇)2 +

1

2
(h̄ρs/m)(∇ϕ)2 + . . . (2.57)

Isto é, escrevemos a ação efetiva da função de partição entre os estados coerentes (veja
apêndice B) próxima a fase ordenada como

S =

∫

ddr

∫ βh̄

0

dτ [ih̄ρϕ̇+
1

2
κ(h̄ϕ̇)2 +

1

2
(h̄ρs/m)(∇ϕ)2 + . . .] (2.58)

e com este resultado podemos extrair formas de escala para a compressibilidade total
e densidade do superfluido.

Começamos impondo uma rotação na direção temporal da fase ϕ de ∆ϕ = θ entre
τ = 0 e τ = βh̄. Fica evidente que a densidade de energia varia como

δf ≈ 1

2
κ(h̄〈ϕ̇〉)2 (2.59)

para variações pequenas. Portanto como

〈ϕ̇〉 =
θ

βh̄
(2.60)

encontramos um comportamento da densidade de energia livre como

δf ∼ κ

β2
(2.61)

O que fazemos é utilizar que a derivação dessas relações para compressibilidade e
densidade utilizam um sistema finito (pois temos que impor condições de contorno
nas paredes para conseguir a variação de fase do parâmetro de ordem complexo como
descrevemos no apêndide D). Isso permite, de acordo com uma teoria de finite-size
scaling usual7, dizer que a densidade de energia livre tem um comportamento de
escala

fs(δ, L, β) ∼ δν(d+z)Y (ξ/L, ξz/βh̄) (2.62)

onde Ld é a dimensão espacial e βh̄ é a dimensão temporal do sistema. A variação ∆f
para o sistema finito se comporta então como

∆f ∼ δν(d+z)Ỹ (ξ/L, ξz/βh̄) (2.63)

onde Ỹ e a diferença entre as funções de escala nas duas paredes. Finalmente, para
L → ∞ e β → ∞, esperamos comportamento equivalente a (2.61) em função da
extensão temporal β:

κ

β2
∼ δν(d+z)Ỹ (ξ/L, ξz/βh̄). (2.64)

7Para uma boa discussão sobre finite-size scaling nos referimos novamente à [10].
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Isso indica claramente que a função de escala Ỹ deve se comportar como

Ỹ ∼ (ξz/βh̄)2 (2.65)

quando β → ∞, resultando em uma forma de escala para a compressibilidade do tipo

κ ∼ ξ2zδν(d+z) (2.66)

e como ξ ∼ δ−ν podemos deduzir que

κ ∼ δν(d−z). (2.67)

Podemos utilizar o mesmo racioćınio e impor uma mudança de fase espacial do
parâmetro de ordem complexo obtendo

δf ∼ ρs
β2

(2.68)

e a função de escala Ỹ se comportaria agora quando L→ ∞ como

Ỹ ∼ (ξ/L)2 (2.69)

e deduzimos então o comportamento de escala para a densidade do superfluido

ρs ∼ ξ2δν(d+z)

⇒ ρs ∼ δν(d+z−2). (2.70)

2.7 Expoentes cŕıticos

As relações de escala anteriores permitem obter um resultado interessante para o
produto de expoentes cŕıticos z̃ν̃ da transição genérica. Usamos que as fases isolantes
de Mott são incompresśıveis (κ = 0) e por isso a compressibilidade total não tem parte
anaĺıtica na transição. Isso permite igualar as formas de escala obtidas para a parte
singular (2.54) e para a compressibilidade total (2.67):

ν̃(d+ z̃) − 2 = ν̃(d− z̃)

ν̃z̃ = 1. (2.71)

Este é um resultado exato que deve ser consistente enquanto as relações de escala (2.54)
e (2.67) forem válidas. Na verdade, a igualdade vale até mesmo quando essas relações
são violadas (acima da dimensão cŕıtica superior) [4]. Esse resultado permite também
encontrar a dimensão cŕıtica superior para essa transição usando, por exemplo, o
comportamento de escala da densidade (2.70) e procurando o valor de d tal que os
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expoentes assumam seus valores de campo médio. Neste caso, como α̃ = 0 e ρs ∼ δ1−α̃

temos ρs ∼ δ1 e portanto:
δν̃(d+z̃−2) ∼ δ1 (2.72)

Usando o resultado ν̃z̃ = 1 e o valor de campo médio ν̃ = 1/2 encontramos:

d̃c = 2. (2.73)

Para a transição especial, é posśıvel mostrar, devido a natureza complexa do parâmetro
de ordem da transição superfluida, que estamos na mesma classe de universalidade do
modelo XY em (d+ 1) dimensões e dc = 3 [4].
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Fase superfluida

3.1 Superfluidez do hélio

Podemos liquefazer o hélio a pressão atmosférica (1 atm) reduzindo a temperatura
para menos de 4.2 Kelvin. Reduzindo ainda mais a temperatura (≈ 2.17 Kelvin)
observamos que o comportamento do hélio (nos referimos ao 4He) muda de uma fase
ĺıquida normal para uma nova fase com propriedades interessantes. O hélio nesta nova
fase é denomindado superfluido devido a suas propriedades anormais para um ĺıquido1,
como por exemplo a viscosidade extremamente baixa.

Para explicar o comportamento do superfluido alguns modelos se destacaram como
o desenvolvido por Landau em 19412 que construiu uma hidrodinâmica quântica para o
hélio ĺıquido a baixas temperaturas estudando seus ńıveis de energia. Landau explicou
várias das propriedades do superfluido desta forma. De outra maneira, Fritz London
(London F., Superfluids, New York, Dover, volume I - 1961) usou métodos de mecânica
estat́ıstica quântica e mostrou que bósons, como o 4He, sofrem um tipo de condensação
no espaço dos momentos a baixas temperaturas similar ao fenômeno de condensação
no espaço real.

Vamos analisar a fase superfluida aqui utilizando essa idéia de condensação do sis-
tema no estado fundamental (condensação de Bose-Einstein) e um modelo de bósons
interagentes a baixas temperaturas desenvolvido e resolvido por Bogoliubov. A apro-
ximação de Bogoliubov será resolvida, no entanto, utilizando técnicas de função de
Green. Para isso fazemos no apêndice A breve introdução ao Método das Funções de
Green para Estado Sólido.

1Para uma análise interessante das propriedades do superfluido de 4He veja por exemplo Zemansky
M. W.,Heat and Thermodynamics, quinta edição.

2Veja por exemplo: Landau L. D., Lifshits E. M., Statistical Physics, Addison-Wesley (1959).

20
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3.2 Teoria de Bogoliubov para a superfluidez

3.2.1 Hamiltoniana de Bogoliubov

Os problemas de bósons correlacionados podem ser descritos pela hamiltoniana

H =
∑

k

εkb†
kbk + +

1

2

∑

k,k′,q

Vqb
†
k−qb

†
k′+qbk′bk (3.1)

onde εk é a energia cinética e no segundo termo Vq é dado por

Vq =
1

Ω

∫

eiq·rV (r)d3r com r = ri − rj (3.2)

e descreve a interação entre os bósons. Quando estamos a baixas temperaturas os
bósons começam a se condensar no estado fundamental do sistema. Os fenômenos
de superfluidez começam a ser observados quando um número macroscópico dessas
part́ıculas está no estado fundamental. Por isso, em 1946, Bogoliubov foi capaz de ex-
plicar a superfluidez a partir de simples considerações. Ele considerou que se queremos
estudar o sistema no estado superfluido podemos desprezar termos na hamiltoniana de
ordem menor em relação ao número N0 de part́ıculas no estado fundamental. Ou seja,
N0 >> Ne (número de part́ıculas no estado fundamental é muito maior que o número
de part́ıculas nos estados excitados) e por isso os termos da soma na hamiltoniana que
não contém N0 podem ser desprezados. Para avaliar se os termos contém ou não N0

dividimos a segunda soma da hamiltoniana em outras somas como se segue:

H =
∑

k

εkb†
kbk +

1

2

∑

k=k′=0,q

Vqb
†
−qb

†
qb0b0

+
1

2

∑

k 6=0 ou k′ 6=0,q

Vqb
†
k−qb

†
k′+qbk′bk (3.3)

Avaliando os somatórios separadamente temos para a segunda soma

1

2

∑

k=k′=0,q

Vqb
†
−qb

†
qb0b0 =

1

2
V0b

†
0b

†
0b0b0

︸ ︷︷ ︸

k=k′=q=0

+

+
1

2

∑

q 6=0

Vqb
†
−qb

†
qb0b0

e podemos utilizar as relações entre o número N0 e os operadores

b†
0b0 = N 0 (3.4)

b0b
†
0 = (N 0 − 1) ≈ N 0 (3.5)

b0b0 ≈ b†
0b

†
0 ≈ N 0 (3.6)



Caṕıtulo 3. Fase superfluida 22

a última relação se torna válida pois por exemplo o operador b†
0b

†
0 atuando em um

estado com N0 part́ıculas com k = 0 fornece
√

(N0 + 1)(N0 + 2) vezes o autoestado
com N +2 part́ıculas. Como N0 >> 2 é válida a aproximação acima. A segunda soma
fica então:

1

2

∑

k=k′=0,q

Vqb
†
−qb

†
qb0b0 =

1

2
V0N

2
0 +

+
1

2
N0

∑

q 6=0

Vqb
†
−qb

†
q (3.7)

Para a terceira soma
∑

k 6=0 ou k′ 6=0,q

Vqb
†
k−qb

†
k′+qbk′bk =

=
∑

k′=0,k 6=0,q

Vqb
†
k−qb

†
qb0bk +

+
∑

k=0,k′ 6=0,q

Vqb
†
−qb

†
k′+qbk′b0 +

∑

k′ 6=0 e k 6=0,q

Vqb
†
k−qb

†
k′+qbk′bk

e podemos observar que encontramos N0 para q = 0 e k = q na primeira soma, q = 0 e
k′ = −q na segunda soma e k = −k′ = q 6= 0 para a última soma. Desprezamos todos
os demais termos e obtemos:

∑

k 6=0 ou k′ 6=0,q

Vqb
†
k−qb

†
k′+qbk′bk ≈ V0

∑

k′=0,k 6=0,q=0

b†
kb†

0b0bk +

+
∑

k′=0,k=q 6=0,q

Vqb
†
0b

†
qb0bq + V0

∑

k=0,k′ 6=0,q=0

b†
0b

†
k′bk′b0 +

+
∑

k=0,k′=−q 6=0,q

Vqb
†
−qb

†
0b−qb0 +

∑

k=−k′=q 6=0,q

Vqb
†
0b

†
0b−qbq

e portanto supondo Vq = V−q
∑

k 6=0 ou k′ 6=0,q

Vqb
†
k−qb

†
k′+qbk′bk ≈ 2V0N0

∑

k 6=0

b†
kbk +

+2N0

∑

k 6=0

Vkb†
kbk +N0

∑

k 6=0

Vkb−kbk. (3.8)

Finalmente substituindo (3.7) e (3.8) em (3.3) encontramos

H =
∑

k

εkb†
kbk +

1

2
V0N

2
0 + V0N0

∑

k 6=0

b†
kbk +

+N0

∑

k 6=0

Vkb†
kbk +

N0

2

∑

k 6=0

Vk(b†
−kb†

k + b−kbk) (3.9)
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Podemos melhorar ainda a forma da hamiltoniana com a aproximação

1

2
V0N

2
0 + V0N0

∑

k 6=0

b†
kbk =

N0V0

2

(

N0 + 2
∑

k 6=0

nk

)

≈ 1

2
N2V0 (3.10)

válida pois N0 ≈ N e N0 + 2Ne ≈ N . Definindo finalmente

N0Vk = ηk (3.11)

ηk + εk ≈ h̄ωk, (3.12)

no limite N0 >> Ne, encontramos a hamiltoniana estudada por Bogoliubov:

H =
1

2
N2

0V0 +
∑

k

h̄ωkb†
kbk +

1

2

∑

k

ηk(b†
−kb†

k + bkb−k). (3.13)

Observamos que o terceiro termo da hamiltoniana ainda representa uma dificuldade
para solução do problema. O estudo perturbativo leva a representações conhecidas
como “diagramas perigosos”. Bogoliubov conseguiu então resolver o problema direta-
mente mostrando que era posśıvel diagonalizar a hamiltoniana através da definição de
um novo conjunto de operadores

αk = (cos θk)bk − (sin θk)b†
−k (3.14)

que permitia escrever a hamiltoniana como:

H =
∑

k

h̄ωkα
†
kαk (3.15)

ajustando os valores de ωk e θk.

3.2.2 Solução pelo Método da Função de Green

O problema representado pela hamiltoniana (3.13) pode ser resolvido através da
técnica das funções de Green no lugar das Transformações de Bogoliubov. O termo da
hamiltoniana que nos causa problemas é representado pelos produtos de operadores
bkb−k e b†

−kb†
k e por isso é interessante calcular a função de Green 〈〈bk(t)|b−k(0)〉〉

ou 〈〈b†k(t)|b†−k(0)〉〉 (vamos nesta seção retirar a notação de negrito para vetores e ope-
radores quando não houver risco de confusão). Portanto vamos partir para a solução
do problema a partir do cálculo de 〈〈bk(t)|b−k(0)〉〉. Para isso vamos encontrar sua
cadeia de equações do movimento.

i
d

dt
〈〈bk(t)|b−k(0)〉〉 = iδ(t)〈[bk(t), b−k(0)]

︸ ︷︷ ︸

=0

〉 + 〈〈[bk(t),H]|b−k(0)〉〉 (3.16)
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onde fizemos como usualmente h̄ = 1. Calculando o comutador

[bk(t),H] = ωkbk(t) + ηkb
†
−k(t) (3.17)

a primeira equação é dada por

i
d

dt
G

(1)
k (t) = ωkG

(1)
k (t) + ηkG

(2)
k (t) (3.18)

onde definimos

〈〈bk(t)|b−k(0)〉〉 = G
(1)
k (t) (3.19)

〈〈b†−k(t)|b−k(0)〉〉 = G
(2)
k (t). (3.20)

Da mesma forma calculamos a equação do movimento para G
(2)
k (t). Encontramos

i
d

dt
G

(2)
k (t) = iδ(t) − ω−kG

(2)
k (t) − ηkG

(1)
k (t) (3.21)

e observamos que a cadeia de equações se fecha visto que aparece na segunda equação a
função de Green G

(1)
k (t). Como Vk = V−k escrevemos o sistema de equações diferenciais

para as funções G
(1)
k (t) e G

(2)
k (t):

i
d

dt
G

(1)
k (t) = ωkG

(1)
k (t) + ηkG

(2)
k (t)

i
d

dt
G

(2)
k (t) = iδ(t) − ωkG

(2)
k (t) − ηkG

(1)
k (t). (3.22)

Esse sistema de equações pode ser resolvido utilizando-se as tranformadas de Fourier
das funções de Green:

GAB(E) =
1

2π

∫ ∞

−∞

eiEtGAB(t)dt (3.23)

GAB(t) =

∫ ∞

−∞

e−iEtGAB(E)dE (3.24)

encontrando o novo sistema:

EG
(1)
k (E) = ωkG

(1)
k (E) + ηkG

(2)
k (E)

EG
(2)
k (E) =

i

2π
− ωkG

(2)
k (E) − ηkG

(1)
k (E) (3.25)

que tem solução para G
(1)
k (E)

G
(1)
k (E) =

i

2π

ηk
E2 − (ω2

k − η2
k)
. (3.26)
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Podemos comparar esta solução com a função de Green do oscilador harmônico G0(E)
— equação (A.37). Obtivemos então excitações a partir do estado fundamental seme-
lhantes a de part́ıculas bosônicas de energia

h̄Ωk =
√

h̄2ω2
k − η2

k (3.27)

o que é equivalente a solução direta de Bogoliubov!
Retornando as variáveis iniciais do problema temos

h̄Ωk =
√

(εk +N0Vk)2 − (N0Vk)2 (3.28)

ou

h̄Ωk =
√

ε2
k + 2εkN0Vk. (3.29)

Escolhendo Vk como na Figura 3.1-a, a energia cinética sendo dada por

εk =
h̄2k2

2m
, (3.30)

encontramos uma relação de dispersão como a da Figura 3.1-b. As propriedades de
superfluidez do He4 podem ser explicadas por esta relação de dispersão. As part́ıculas
sofrem o efeito de viscosidade através de colisões, no entanto, no estado fundamen-
tal, a Figura 3.1-b mostra que precisamos de muita energia para as excitações em
relação a quantidade de momento transportada. Isso implica que part́ıculas abaixo
de uma certa velocidade cŕıtica dada pelo coeficiente angular da reta tracejada na
figura não colidem, não sofrendo portanto efeitos de viscosidade. Em adição, a quan-
tidade de movimento carregada deve ser muito grande visto que as part́ıculas de hélio
são “part́ıculas pesadas”. Então, em baixas temperaturas, temos poucas part́ıculas
com momento suficiente para sofrerem espalhamento e consequentemente os efeitos
de viscosidade. De fato, a baixas temperaturas, o ĺıquido de He4 se comporta como
superfluido abaixo de uma certa velocidade cŕıtica como prevê a teoria. O valor dessa
velocidade cŕıtica no entanto não está de acordo com os experimentos na medida que a
hamiltoniana de Bogoliubov não leva em conta todos os tipos de excitação do sistema.

Observamos também que para pequenos valores de k (limite hidrodinâmico) po-
demos desprezar a energia ε2

k visto que deve ser proporcional a k4 já que nesta fase
εk ≈ h̄2k2/2M . Encontramos nesse caso

ωk ≈
√

N0Vk

M
k (3.31)

e as excitações se parecem mais com excitações coletivas (como fônons) do que com
excitações de part́ıcula livre. As excitações em torno do mı́nimo da relação de dispersão
Landau denominou de rótons. Os rótons são excitações associadas a um momento h̄k
que se parecem com fônons mas possuem “velocidade de grupo nula” devido ao mı́nimo
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Figura 3.1: (a)-Potencial t́ıpico de interação entre part́ıculas. (b)-Relação de dispersão
correspondente ao potencial de (a)

da relação de dispersão onde dω/dk = 0. A inclusão dessas excitações de energia
maior, interações róton-róton e róton-fônon permitem explicar diversas caracteŕısticas
do superfluido3.

3Veja por exemplo Feynman R. P., Statistical Mechanics, A Set of Lectures, Editora W. A. Ben-
jamin (1972).
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Modelo de bósons interagentes com
potencial de alcance infinito

4.1 Modelo de potencial de alcance infinito

No estudo de problemas de f́ısica que não possuem solução exata utilizamos diversas
aproximações que, algumas vezes, não deixam clara a validade da solução obtida. Logo
é importante estudar modelos, mesmo idealizados, que apresentem solução simples e
exata. Encontramos a solução para esses modelos nos baseando em métodos confiáveis
e portanto podemos usar o resultado para averiguar a validade de algumas soluções
de modelos semelhantes embora mais realistas.

Apresentamos aqui um modelo de bósons interagindo através de um potencial de
alcance infinito. Esse potencial idealizado é o que torna o problema exatamente solúvel
pelo menos para temperaturas nulas (T = 0). Modelos semelhantes para elétrons
fortemente correlacionados já foram exatamente resolvidos e vamos nos basear no
modelo apresentado por Hatsugai e Kohmoto [5] para um sistema eletrônico do tipo:

He = −t
∑

〈ij〉,σ

c†
iσcjσ + h.c.+

U

Ld

∑

j1,j2,j3,j4

δj1+j3,j2+j4c
†
j1↑cj2↑c

†
j3↓cj4↓ (4.1)

onde o primeiro termo representa o movimento dos elétrons para śıtios primeiros vizi-
nhos de uma rede hipercúbica de dimensão d. O segundo termo representa a interação
repulsiva de alcance infinito indicada pelo fator δj1+j3,j2+j4 que implica uma soma sobre
os śıtios que satisfazem a condição rj1 + rj3 = rj2 + rj4.

A solução deste modelo pode ser obtida exatamente desde que podemos introduzir
a representação no espaço de momentos desses operadores e nesta representação cada
modo k é desacoplado. O desacoplamento permite encontrar o estado fundamental e
grandezas termodinâmicas a qualquer dimensão d.

27
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Vamos generalizar este modelo para bósons escrevendo uma hamiltoniana do tipo:

H = −t
∑

〈ij〉

b†
ibj +

U

2Ld

∑

j1,j2,j3,j4

δj1+j3,j2+j4b
†
j1bj2b

†
j3bj4. (4.2)

Introduzido as transformadas de Fourier dos operadores e suas inversas

b†
j =

1

Ld/2

∑

k

e−ik·rjb†
k (4.3)

bj =
1

Ld/2

∑

k

eik·rjbk (4.4)

b†
k =

1

Ld/2

∑

j

eik·rjb†
j (4.5)

bk =
1

Ld/2

∑

j

e−ik·rjbj (4.6)

encontramos
H =

∑

k

Hk (4.7)

onde

Hk = εknk +
U

2
nk

2 (4.8)

com

εk = −2t
d∑

l=1

cos(k · al). (4.9)

Os vetores al são vetores de rede (a é o parâmetro de rede) em cada uma das direções
da rede hipercúbica de d dimensões. Com um deslocamento do potencial qúımico
podemos utilizar uma hamiltoniana mais elegante:

Hk = εknk +
U

2
nk (nk − 1) . (4.10)

Nesta nova representação observamos uma repulsão entre bósons no mesmo estado k
dada pelo segundo termo. Observamos também que apenas o caso repulsivo (U > 0)
é interessante pois as part́ıculas tendem a se alojar no estado de menor energia e
se houvesse atração essa tendência seria apenas reforçada. No caso U > 0 a repulsão
passa a competir com a tendência de condensação no estado de menor energia podendo
criar a T = 0 um estado diferente do superfluido.
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4.2 Simetria part́ıcula-buraco

O sistema é considerado em um estado superfluido se temos part́ıculas livres para
transitar pela rede, ou, de forma equivalente, se temos buracos que podem transi-
tar livres pela rede. É preciso então que os modelos descrevam a equivalência entre
part́ıculas e buracos, o que pode ser feito escrevendo uma hamiltoniana simétrica em
relação a troca

b ↔ b† (4.11)

que é equivalente a troca de uma part́ıcula por um buraco. A hamiltoniana (4.10) não
é simétrica pois quando efetuamos a troca encontramos:

H̃k = εkbkb
†
k +

U

2
bkb

†
k

(

bkb
†
k − 1

)

e usando a relação de comutação

[bk, b
†
k′ ] = δk,k′ (4.12)

obtemos
H̃k = Hk − Unk + εk. (4.13)

Como εk apenas desloca cada ńıvel k de um valor constante e não envolve operadores
número esse termo não é importante para a hamiltoniana. A hamiltoniana H̃ corres-
ponde a “hamiltoniana para buracos” o que indica que simetrizamos a hamiltoniana
geral deslocando o potencial qúımico para buracos de acordo com

µb = µ− U, (4.14)

permitindo assim que H = H̃ exceto por termos constantes. Em sistemas eletrônicos
é posśıvel escrever uma hamiltoniana simétrica [5] em virtude das relações de antico-
mutação para férmions. No caso de bósons, no entanto, não conseguimos simetrizar
diretamente a hamiltoniana e devemos então, ao tratar buracos, deslocar o potencial
qúımico de acordo com (4.14).

4.3 Estado fundamental (T = 0)

A hamiltoniana (4.7–4.10) envolve apenas operadores número o que torna simples
a caracterização de seu estado fundamental. Vamos primeiro estudar os casos em que
no sistema há um número de part́ıculas igual ou menor ao número de estados acesśıveis
na banda. Para fazer este estudo definimos Uc como a energia do ńıvel k mais alto
quando preenchemos os estados com 1 bóson por ńıvel de acordo com a Figura 4.1-a.
Em analogia com o caso eletrônico vamos dizer que se temos o número de part́ıculas
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equivalente ao número de estados na banda temos um preenchimento semi-cheio (tal-
vez um abuso de linguagem visto que bósons não obedecem o prinćıpio da exclusão
que é a razão para o qual esta nomenclatura é utilizada em sistemas fermiônicos).
Observamos então que se a repulsão U for maior que a energia Uc, o estado fundamen-
tal do sistema contém exatamente um bóson por ńıvel para preenchimentos menores
(Figura 4.1-a) ou equivalentes (Figura 4.1-b) ao preenchimento semi-cheio. Isso acon-
tece pois dois bósons no mesmo ńıvel teriam repulsão U > Uc e por isso é sempre
energeticamente lucrativo colocar um bóson no próximo estado de energia. No caso
U < Uc o estado fundamental é um tanto mais complicado envolvendo ocupações de
vários bósons nos estados de menor energia como na Figura 4.1-c.

Figura 4.1: Representação de posśıveis estados fundamentais do sistema de bósons.

Ainda para o caso em que o preenchimento é menor ou igual ao semi-cheio avaliamos
as excitações do estado fundamental e observamos que se U > Uc e não estamos no pre-
enchimento semi-cheio (exatamente um bóson por ńıvel na banda) ou se U < Uc para
qualquer preenchimento, sempre há estados desocupados na banda permitindo uma
excitação part́ıcula-buraco com gap igual a diferença energética entre ńıveis. Neste
caso, como a distância entre os ńıveis vai a zero no limite termodinâmico (estados
cont́ınuos), conclúımos que o estado do sistema é sempre superfluido. Entretanto, no
caso especial em que temos preenchimento semi-cheio e U > Uc = W (W = largura da
banda = 2t), temos todos os estados ocupados por exatamente um bóson. A primeira
excitação a partir desse estado sem mudar o número de part́ıculas do sistema seria
retirar uma part́ıcula do ńıvel mais alto e colocá-la no ńıvel mais baixo. Podemos
observar que agora temos uma diferença de energia finita caracterizando um gap para
esta excitação que de acordo com nossa solução pode ser calculado:
Energia para adicionar uma part́ıcula no ńıvel de energia mais baixo:

∆E+ = U ⇒ ∆Ep = U (4.15)

Energia para retirar uma part́ıcula (criar um buraco) no ńıvel de energia mais alto:

∆E− = −W ⇒ ∆Eb = W (4.16)

e portanto
∆E = ∆Ep − ∆Eb = U −W. (4.17)
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Como U > W a diferença é não nula!
Podemos ainda encontrar um diagrama de fases similar ao obtido qualitativamente

na seção 1.2.3 permitindo variações do potencial qúımico. Nesses termos a variação
de energia pode ser feita pela variação no potencial qúımico o que torna posśıvel a
excitação através da criação de part́ıculas e buracos. A região de fronteira entre a fase
isolante e a superfluida deve ser dada por

∆E = ∆µ = U −W (4.18)

que corresponde a variação exata no potencial qúımico para permitir a criação de
uma part́ıcula e um buraco. No caso de buracos, no entanto, a hamiltoniana deve ser
simetrizada com a troca µ = µb +U de maneira que ∆µ = µ− µb = U −W é posśıvel
apenas se

µ = U − W

2
(variação para criar uma part́ıcula) (4.19)

µb =
W

2
(variação para criar um buraco) (4.20)

o que fornece o diagrama da Figura 4.2. Observamos que para W = U , ou seja,

Figura 4.2: Região isolante correspondente ao preenchimento semi-inteiro.

no ponto do diagrama W/U = 1 estamos no ponto máximo da fase isolante. Isso
é verdade pois como argumentamos anteriormente esta fase só existe para W < U ,
isto é, W/U < 1. O gap de energia, que pode ser observado no diagrama como a
distância horizontal (∆E) ou vertical (∆µ) até a fronteira entre as fases, aumenta
quando diminúımos W/U e, é claro, é nulo em W/U = 1. Em µ/U = 1/2 o gap
∆µ é máximo pois nesta linha é tão dif́ıcil criar part́ıculas (∆µ > 0) quanto buracos
(∆µ < 0). A região isolante deve conter também exatamente um bóson em cada ńıvel
da banda (preenchimento semi-cheio) e por isso é um isolante de Mott com nk = 1.

Em um estudo de forma semelhante para preenchimentos maiores que o “semi-
cheio” observamos que também temos um gap diferente de zero quando temos um
preenchimento de 2, 3 . . . “n” bósons por ńıvel. Por isso temos regiões isolantes no
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diagrama de fases para estes preenchimentos também. O caso de n bósons em cada
ńıvel fornece os seguintes resultados gerais:

• A energia para adicionar uma part́ıcula no ńıvel de mais baixa energia é nU
e para retirar uma part́ıcula no ńıvel de mais alta energia é −W − U(n − 1).
Portanto a energia de excitação part́ıcula buraco é ∆E = U −W (idêntica a do
caso n = 1 que estudamos anteriormente).

• As regiões isolantes existem apenas para W < U como no caso n = 1 pois
para W > U argumentamos que o sistema é sempre superfluido visto que existe
sempre na banda de energia um estado acima com n − 1 part́ıculas permitindo
uma excitação de energia nula.

• Para permitir preenchimentos maiores o potencial qúımico do sistema deve ser
maior e por isso a região isolante com n part́ıculas por ńıvel deve estar acima
da região com n − 1 part́ıculas por ńıvel como mostra a Figura 4.3. Todas as

W/U
0

1

2

3

1

µ/U

M.I. 3

M.I. 2

M.I. 1

Figura 4.3: Diagrama de fases do modelo de interação de alcance infinito a T = 0 para
qualquer dimensão.

regiões são constrúıdas como no caso particular n = 1 mas escrevendo o potencial
qúımico na forma

µ = nU − W

2
(variação para criar uma part́ıcula) (4.21)

µb = (n− 1)U +
W

2
(variação para criar um buraco) (4.22)

de maneira que sempre
∆E = ∆µ = U −W. (4.23)

e
µb = µ− U. (4.24)
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Observamos na Figura 4.3 que para este modelo o zênite das regiões isolantes
correspondentes a valores fixos de n não diminui com o aumento de n como es-
perado para o modelo de Hubbard para bósons (seção 1.2.3). A prinćıpio isto
parece estranho pela semelhança dos modelos. No entanto, lembramos que uma
diferença fundamental é que no modelo de interação de alcance infinito os auto-
estados |n〉 são os autoestados exatos do problema. A região correspondente a
n = 1, no entanto, corresponde exatamente a da solução do modelo de Hubbard
(repulsão apenas entre part́ıculas do mesmo śıtio) quando fazemos U → ∞, ou
seja, quando permitimos que haja no máximo uma part́ıcula por śıtio1. Outra
observação interessante é que a forma reta do diagrama fornece para o compor-
tamento do gap de energia, de acordo com a teoria de escala da seção 2.5, νz = 1
(discutiremos mais sobre expoentes cŕıticos no caṕıtulo 6).

4.4 Termodinâmica

Com o objetivo de estudar as propriedades do modelo para temperaturas finitas
escrevemos a função de partição Z:

Z(β, µ) = Tre−β(H−µN). (4.25)

Fazendo o traço nos autoestados |nk〉, pois desacoplamos a hamiltoniana neste espaço,
temos:

Z(β, µ) =
∑

{nk}

〈nk|e−β[ � k(Hk−µnk)]|nk〉

=
∑

n0

〈n0|e−β(H0−µn0)|n0〉 . . .
∑

nk′

〈nk′ |e−β(Hk′−µnk′ )|nk′〉 . . .

=
∏

k

∑

nk

〈nk|e−β(Hk−µnk)|nk〉

Z(β, µ) =
∏

k

∑

nk

e−β(Ek−µnk) (4.26)

onde na última linha usamos a normalização dos autoestados 〈nk|nk〉 = 1. Como

Ek = 〈nk|Hk|nk〉 = εknk +
U

2
nk(nk − 1) (4.27)

podemos escrever a função de partição do modelo como

Z(β, µ) =
∏

k

∑

nk

e−β(εknk+U
2
nk(nk−1)−µnk). (4.28)

1Estudamos a solução do modelo de Hubbard no limite U → ∞ no caṕıtulo 5.
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Onde a soma se estende de n = 0 até n = ∞ (Para férmions a soma é feita de 0 a 1 e
por isso é trivial).

Observamos que para U = 0 temos

Z(β, µ) =
∏

k

∑

nk

e−β(εknk−µnk) (4.29)

e a soma neste caso é simples (soma infinita de uma progressão geométrica):

Z(β, µ) =
∏

k

1

1 − e−β(εk−µ)
. (4.30)

Recuperamos neste caso o resultado para bósons livres. Por exemplo, o número médio
de part́ıculas em cada estado k é dado por

〈nk〉 = − 1

β

∂

∂εk
lnZ (4.31)

e portanto

〈nk〉 =
1

eβ(εk−µ) − 1
. (4.32)

A soma em (4.29) é finita apenas se o argumento da expoencial é negativo. Isso exige
a restrição um tanto estranha µ < εk (para bósons livres o potencial qúımico não pode
assumir qualquer valor). Observamos que a inclusão da interação repulsiva elimina
essa restrição pois observamos que a soma em (4.28) converge para qualquer valor de
µ se U > 0 e quanto mais alto o valor de U mais rápida a convergência. Para um valor
“alto” de U aproximamos muito bem a série por uma soma finita de seus primeiros
termos e podemos calcular quantidades f́ısicas interessantes.

De (4.28) temos

lnZ =
∑

k

lnfk (4.33)

onde fk é a soma

fk =
∑

nk

e−β(εknk+U
2
nk(nk−1)−µnk). (4.34)

e podemos calcular a densidade de part́ıculas por śıtio

ρ =
1

βLd
∂

∂µ
lnZ

ρ =
1

βLd

∑

k

∂

∂µ
lnfk

ρ =
1

βLd

∑

k

1

fk

∂fk
∂µ

ρ(µ, T ) =
1

Ld

∑

k

sk
fk
. (4.35)
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onde

sk =
1

β

∂fk
∂µ

=
∑

nk

nke
−β(εknk+U

2
nk(nk−1)−µnk). (4.36)

No limite termodinâmico a soma em k pode ser transformada em uma integral de
acordo com

∑

k

→ Ld
∫ π

−π

dk1

2π
. . .

∫ π

−π

dkd
2π

= Ld
∫

[−π,π]d

(
dk

2π

)d

. (4.37)

e portanto

ρ(µ, T ) =

∫ (
dk

2π

)d
sk
fk

(4.38)

com as somas fk e sk dadas por (4.34) e (4.36) respectivamente2. Encontramos nume-
ricamente para U = 8t (U > Uc) e T = 0.1t (baixa temperatura) o comportamento
da densidade de part́ıculas em função do potencial qúımico em d = 1 (Figura 4.4).
Reconhecemos as fases isolantes quando aumentamos µ e o valor da densidade de

−2 0 2 4 6 8 10 12 14 16
 µ

0

1

2

3

 ρ

Figura 4.4: Variação da densidade em função do potencial qúımico em d = 1 para U = 8t
e T = 0.1t.

part́ıculas permanece constante. Observamos os intervalos de potencial qúımico cor-
respondentes as fases isolantes com densidade constante ρ = 1, ρ = 2 . . . ρ = n e
notamos que os intervalos não diminuem com o aumento de n concordando com a
solução a temperatura exatamente nula na qual Uc = W independente do número
de ocupação. A seguir, na Figura 4.5, obtivemos em d = 1 a variação da densidade
em função da temperatura3 para alguns valores de µ. Para µ/U = 1/2 estamos no
centro da fase isolante de ρ = 1 e observamos que a simetria é respeitada para baixas
temperaturas. As integrações não apresentam dificuldades de forma que resultados
semelhantes podem ser obtidos para dimensões mais altas.

2Para U = 8t e d = 1 o quinto termo das somas sk e fk já são praticamente nulos se µ ≤ 16.
Aproximamos neste caso as somas pelos seus quatro primeiros termos.

3A temperatura é medida em unidades do “hopping” t.
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Figura 4.5: Variação da densidade em função da temperatura em d = 1 para U = 8t.

Outra quantidade facilmente calculada é a energia por śıtio. De (4.28) temos

E = − 1

Ld
∂

∂β
lnZ +

µ

βLd
∂

∂µ
lnZ

E = − 1

Ld

∑

k

1

fk

∂fk
∂β

+ µ · ρ

E(µ, T ) = −
∫ (

dk

2π

)d
sek
fk

+ µ · ρ. (4.39)

onde sek é dada por

sek =
∂fk
∂β

=
∑

nk

(

µnk − εknk −
U

2
nk(nk − 1)

)

e−β(εknk+U
2
nk(nk−1)−µnk) (4.40)

É interessante calcular a energia referente às configurações com densidade de part́ıculas
constante. Precisamos para tanto obter o potencial qúımico em função da densidade,
ou seja, a função µ(ρ, T ), que pode ser calculada através da inversão de (4.38). Com
este resultado em (4.39) encontramos a Figura 4.7 que descreve o comportamento da
energia por śıtio como função da temperatura em d = 1 para U = 8t > Uc e diversos
preenchimentos ρ. Observe que pela simetria na energia entre part́ıculas e buracos, no
estado fundamental (T → 0 no gráfico), temos E(ρ) = E(1 − ρ). Outras quantidades
f́ısicas podem ser calculadas de forma semelhante com a função de partição Z.

Repetimos os cálculos para U = t em uma dimensão. Neste caso U < W = 2t,
ou seja, U < Uc e não existe fase isolante de acordo com nosso argumento a T = 0.
Apresentamos o resultado para a densidade na Figura 4.8. As somas neste caso devem
ser aproximadas por muito mais termos (utilizamos 23 termos e o erro está no quarto
algarismo significativo). A inexistência do isolante é confirmada pois não aparecem
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Figura 4.6: Variação do potencial qúımico em função da temperatura em d = 1 para U = 8t.
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Figura 4.7: Comportamento da energia em função da temperatura em d = 1 para U = 8t.
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Figura 4.8: Comportamento da densidade em função do potencial qúımico em d = 1 para
U = t e T = 0.1t.

regiões na Figura 4.8 em que a densidade de part́ıculas é constante para variações do
potencial qúımico.

Finalmente observamos que, para esse modelo, só garantimos a existência da fase
superfluida exatamente a T = 0 pois não investigamos a condensação de Bose a tem-
peraturas não nulas. Para as figuras deste caṕıtulo a T 6= 0 não distinguimos então as
fases superfluida ou normal.



Caṕıtulo 5

Modelo de Hubbard para bósons
em campo médio

5.1 Introdução

No primeiro caṕıtulo apresentamos o modelo de Hubbard adaptado para bósons.
Este modelo é muito utilizado como ponto de partida para o estudo de sistemas de
bósons interagentes e por isso dedicamos a grande parte deste trabalho para o estudo
do modelo.

Neste caṕıtulo enfatizamos o estudo através de teorias de campo médio onde apre-
sentamos as aproximações de dimensão infinita [4] e campo médio usual (aproximação
de 1 śıtio [7]). De forma original introduzimos ainda uma nova aproximação de campo
médio para 2 śıtios que permite o uso, no caṕıtulo posterior, do Grupo de Renorma-
lização de Campo Médio.

5.2 Representação por integrais de trajetória

e limite de dimensão infinita

Escrevemos a hamiltoniana do modelo de Hubbard para bósons na forma

H0 = −µ
∑

i

ni +
U

2

∑

i

ni(ni − 1) (5.1)

H1 = −
∑

i,j

Ji,jb
†
ibj (5.2)

onde separamos a parte local (H0) da parte acoplada (H1). Nosso objetivo é resolver
exatamente a parte local e tratar perturbativamente a parte que acopla os śıtios i, j.
Para isso vamos usar a representação de interação dos operadores. Convém ressaltar

39
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que a teoria de perturbação geralmente utilizada é oposta a que fizemos aqui. Usu-
almente o termo “livre” representado por H1 é resolvido exatamente e o termo de
interação entre as part́ıculas é tratado perturbativamente. Aqui tratamos o termo de
energia cinética pura (termo “livre”) perturbativamente em oposição ao método usual.

Segundo o desenvolvimento apresentado no apêndice C podemos escrever a função
de partição na representação de interação como:

Z = Tr
(

e−βH0Tτ

[

e−
1
h̄

� h̄β
0 H

(I)
1 (τ)dτ

])

(5.3)

e
H(I)

1 = eτH0H1e
−τH0 . (5.4)

Essa expressão equivale a

Z = Z0

〈

Tτ

[

e−
1
h̄

� h̄β
0 H

(I)
1 (τ)dτ

] 〉

0
(5.5)

onde a média 〈. . .〉0 é feita no limite local do modelo (H = H0). Utilizando a de-
finição (5.2) temos

H(I)
1 (τ) = eτH0

(

−
∑

i,j

Ji,jb
†
ibj

)

e−τH0

H(I)
1 (τ) = −

∑

i,j

Ji,jb
†
i (τ)bj(τ) (5.6)

onde os operadores de criação e aniquilação estão escritos agora na representação de
interação. Escrevemos então para o modelo de Hubbard a função de partição exata
na representação de interação como

Z = Z0

〈

Tτ

[

e
1
h̄

� h̄β
0 � i,j Ji,jb

†
i (τ)bj(τ)dτ

] 〉

0
. (5.7)

Podemos desacoplar a exponencial através da transformação de Hubbard-Stratanovich
introduzindo os campos complexos auxiliares φi(τ)

〈

Tτ

[

e
1
h̄

� h̄β
0 Ji,jb

†
i (τ)bj(τ)dτ

] 〉

0
=

=
1

det[J−1
i,j ]

∫ N∏

i=1

dφ∗
i dφi

2πi
Tτ

〈

e
�
(−φ∗i (τ)(J−1

i,j )φj(τ)+φi(τ)b
†
i (τ)+φ

∗
i (τ)bi(τ))dτ

〉

0
(5.8)

onde as somas estão impĺıcitas pela repetição de ı́ndices e fizemos h̄ = 1 por economia
de notação. J−1

i,j é a inversa da matriz de hopping. Como as médias são feitas nos
operadores podemos escrever

〈

Tτ

[

e
1
h̄

� h̄β
0 � i,j Ji,jb

†
i (τ)bj(τ)dτ

] 〉

0
=

=
1

det[J−1
i,j ]

∫ N∏

i=1

dφ∗
i dφi

2πi
e
− � ij

�
φ∗i (τ)(J−1

i,j )φj(τ)dτ+ � i ln

〈

Tτ exp[
�
(φi(τ)b

†
i (τ)+φ

∗
i (τ)bi(τ))dτ ]

〉

0 .

(5.9)
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Tomando o argumento da exponencial como uma ação efetiva:

S(φ) =
∑

i,j

∫

φ∗
i (τ)(J

−1
i,j )φj(τ)dτ −

∑

i

ln
〈

Tτexp[

∫

(φi(τ)b
†
i (τ) + φ∗

i (τ)bi(τ))dτ ]
〉

0

(5.10)
e usando a definição

∫
∏

i

D(φ∗
i (τ))D(φi(τ)) =

1

det[J−1
i,j ]

∫
∏

i

dφ∗
i dφi

2πi
(5.11)

encontramos para a função de partição do modelo

Z = Z0

∫
∏

i

D(φ∗
i (τ))D(φi(τ))e

−S(φ). (5.12)

Até o momento não utilizamos nenhuma aproximação de forma que a função de
partição (5.12) com a ação (5.10) descrevem exatamente o modelo.

Conseguimos extrair resultados interessantes de (5.12) no limite de dimensão in-
finita. Neste limite Jij = J/N , ou seja, o hopping tem alcance infinito, e a parte de
interação da hamiltoniana é desacoplada1

H1 = − J

N

(
∑

i

b†i (τ)

)(
∑

i

bi(τ)

)

. (5.13)

No apêndice E apresentamos a solução completa e mostramos que a ação pode ser
escrita como uma expansão do tipo Landau

S0(φ) = Nβh̄

{[

N

J
− 1

N

∑

i

(
mi + 1

Umi − µ
+

mi

µ− U(mi − 1)

)]

|φ|2 + . . .

}

(5.14)

e desta forma a fronteira do diagrama de fases é encontrada fazendo-se

N

J
− 1

N

∑

i

(
mi + 1

Umi − µ
+

mi

µ− U(mi − 1)

)

= 0. (5.15)

Obtemos curvas similares a da Figura 1.1. Observamos a seguir que a solução neste
limite equivale a solução de campo médio usual.

5.3 Campo médio — aproximação de 1 śıtio

5.3.1 Desacoplamento

1No caṕıtulo 4 encontramos a solução exata do modelo por um argumento semelhante mas fazendo,
ao contrário, o potencial de interação de muitos corpos ter alcance infinito.
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Consideramos a hamiltoniana

HB = −J
∑

<ij>

b†
ibj − µ

∑

i

ni +
U

2

∑

i

ni(ni − 1) (5.16)

onde os Jij são considerados iguais, ou seja, o bóson tem a mesma possibilidade de
saltar para qualquer śıtio vizinho próximo da rede. Aplicamos a teoria de campo médio
desacoplando os operadores bj e b†

i da seguinte forma:

b†
ibj =

1

2

(
b†
i〈bj〉 + 〈b†

i〉bj
)
− 〈bj〉〈b†

i〉. (5.17)

Obtemos para o primeiro termo:

= −ZJ
2

(

〈bj〉
∑

i

b†
i + 〈b†

j〉
∑

i

bi

)

+ ZJ
∑

i

〈bj〉〈b†
i〉

e assim escrevemos a hamiltoniana de campo médio como:

HB ≈
∑

i




−µni +

U

2
ni(ni − 1) − 1

2

ψ∗

︷ ︸︸ ︷

ZJ〈b†
j〉 bi −

1

2

ψ
︷ ︸︸ ︷

ZJ〈bj〉 b†
i + ZJ〈bj〉〈b†

j〉






onde Z é o número de primeiros vizinhos e definimos ψ e ψ∗ como na equação acima
de forma que:

HB ≈
∑

i

(

−µni +
U

2
ni(ni − 1) − 1

2
ψ∗bi −

1

2
ψb†

j +
ψ2

ZJ

)

(5.18)

5.3.2 Solução pela matriz da hamiltoniana

Construção da matriz

Observamos na seção anterior que podemos desacoplar a hamiltoniana do modelo
utilizando uma aproximação de campo médio e obtendo uma hamiltoniana desacoplada
do tipo:

Hcm =
∑

i

Hi (5.19)

onde Hi é uma hamiltoniana por śıtio:

Hi =
U

2
ni(ni − 1) − µni −

1

2
ψ∗bi −

1

2
ψb†i +

ψ2

ZJ
(5.20)



Caṕıtulo 5. Modelo de Hubbard para bósons em campo médio 43

Não estamos usando mais a notação em negrito para operadores quando não há risco
de confusão. Calculando os elementos de matriz de Hi obtemos:

〈n|Hi|m〉 =
U

2
m(m− 1)δn,m − µmδn,m +

−1

2
ψ
√
m · δn,m−1 −

1

2
ψ∗

√
m+ 1 · δn,m+1 +

ψ2

ZJ
δn,m (5.21)

e escrevemos desta forma a matriz infinita:









−µ+ ψ2

ZJ
−1

2

√
2ψ 0 · · ·

−1
2

√
2ψ U − 2µ+ ψ2

ZJ
−1

2

√
3ψ · · ·

0 −1
2

√
3ψ 3U − 3µ+ ψ2

ZJ
· · ·

0 0 −1
2

√
4ψ · · ·

...
...

...
. . .










Para encontrar a energia do estado fundamental temos agora que diagonalizar esta
matriz, identificar o menor autovalor e minimizá-lo em relação a ψ. Identificamos a
região minimizada com ψ = 0 como fase isolante e a região minimizada com ψ 6= 0
como fase superfluida. Este procedimento é feito, em geral, numericamente, em virtude
da dificuldade do processo de diagonalização de matrizes [11].

Solução com U → ∞

A dificuldade reside em diagonalizar a matriz. Podemos observar que a matriz tem
dimensão infinita pois o número de ocupação dos bósons pode ir de zero a infinito.
Como aproximação podemos então supor a repulsão U muito grande e assim o número
de bósons por śıtio é pequeno. Justifica-se portanto um truncamento da matriz em,
por exemplo, n=2, (

−µ+ ψ2

ZJ
−1

2

√
2ψ

−1
2

√
2ψ U − 2µ+ ψ2

ZJ

)

.

Diagonalizando esta matriz obtemos o menor autovalor

E =
ψ2

ZJ
− µ+

1

2
(U − µ−

√

(U − µ)2 + ψ2) (5.22)

e minimizando este autovalor obtemos:

dE

dψ
= 0 → ψ2 =

{
0
1
4
(ZJ)2 − (U − µ)2.

(5.23)

Estas duas soluções indicam que podemos minimizar a energia com ψ = 0 (fase iso-
lante) ou ψ 6= 0 (fase superfluida). Para encontrarmos nesta situação as regiões mi-
nimizadas com cada valor de ψ basta calcularmos a derivada segunda e testarmos a
concavidade. Para ψ = 0 a região com derivada segunda positiva é:

|U − µ| > 1

2
ZJ (5.24)
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e para ψ 6= 0:

|U − µ| < 1

2
ZJ (5.25)

Na Figura 5.1 mostramos um esboço dessas regiões.

Figura 5.1: Regiões encontradas através do cálculo aproximado (repulsão muito grande).

Simetria part́ıcula-buraco

Observamos que as regiões encontradas não concordam de maneira nenhuma com o
diagrama de fases que esperávamos qualitativamente (descrito no caṕıtulo 1). Podemos
apelar novamente (como na seção 4.2) para o falta de simetria part́ıcula buraco na
hamiltoniana a fim de explicar esse fato. Avaliando a simetria para a troca

bi ↔ b†
i (5.26)

observamos que não é posśıvel escrever uma hamiltoniana simétrica2

H̃B = −J
∑

<ij>

b
†
ibj

︸ ︷︷ ︸

termo invariante

−µ
∑

i

(1 + ni) +
U

2

∑

i

nbi(nbi + 1)

H̃B = HB + Uni + cte. (5.27)

Isto sugere que novamente a troca do potencial qúımico

µ = µb + U (5.28)

2Na verdade o cálculo abaixo não prova esta afirmação. Para mostrar que a construção de uma
hamiltoniana simétrica não é posśıvel neste caso basta presumir que a construção é posśıvel e deixar
os parâmetros constantes livres. Transformando a hamiltoniana mostramos então que é imposśıvel
ajustar os parâmetros de forma que a simetria seja observada.
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simetriza a hamiltoniana. Refazendo agora a conta permitindo a criação de buracos
com este potencial qúımico obtemos para a região superfluida:

µ/U <
1

2
ZJ/U e µ/U > −1

2
ZJ/U (5.29)

e fazendo a interseção com o resultado anterior encontramos o diagrama da Figura 5.2
que está em acordo com o diagrama esperado sendo Jc = U/Z. Repare que obtivemos

Figura 5.2: Diagrama de fases aproximado com simetria part́ıcula buraco.

apenas o ventre com n = 1 pois consideramos a energia de repulsão muito grande.
Essa solução é a correspondente ao limite U → ∞ onde só é posśıvel existir um bóson
por śıtio.

Generalização do diagrama U → ∞

Para tentar generalizar o diagrama encontrado na seção anterior podemos supor
que os demais ventres superfluidos tenham formato similar ao do ventre correspondente
a n = 1. Já sabemos que eles são simétricos em relação ao ponto médio µ/U = semi-
inteiro e precisamos portanto encontrar apenas o valor de J cŕıtico correspondente.
Isso é equivalente a calcular o valor de J para o qual a energia cinética se iguala a
energia necessária para criar uma part́ıcula ou um buraco neste ponto. Esta energia
foi calculada na seção 1.2.2 e vale U/2. Devemos estimar então a energia cinética.
Vamos fazer uma construção do tipo

Ec =

∫ J

0

D(ε)εdε (energia cinética) (5.30)

e a densidade de estados D(ε) em um śıtio com n bósons deve satisfazer a relação

∫ J

0

D(ε)dε = n. (5.31)

É razoável supor que a densidade de estados é simétrica em relação ao J/2 como por
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Figura 5.3: Posśıvel densidade de estados simétrica.

exemplo a que observamos na Figura 5.3. Com esta hipótese a energia cinética vale

Ec =
nJ

2
(5.32)

e então J cŕıtico é encontrado igualando esta energia a energia necessária para criar
uma part́ıcula ou um buraco neste śıtio com n bósons:

nJc
2

=
U

2

Jc ∼
U

n
(5.33)

Podemos agora generalizar o diagrama para outros ventres isolantes observando que
nosso resultado indica que o valor de Jc decresce com n segundo a relação (5.33) de
tal forma que quanto maior o número de bósons por śıtio mais fácil será deslocalizar
estas quasi-part́ıculas e produzir o estado superfluido. Podemos observar um diagrama
deste tipo na Figura 5.4.

Figura 5.4: Diagrama de fases generalizado para a aproximação de repulsão muito grande.
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5.3.3 Solução por funções de Green

Campo externo

Na seção anterior mostramos como encontrar o diagrama de campo médio através
da diagonalização de uma matriz infinita. Apesar do algoŕıtimo ser simples o cálculo
e a minimização do menor autovalor de matrizes relativamente grandes não é trivial.
Por isso efetuamos apenas este cálculo na aproximação U → ∞ o que representa uma
grande limitação. Outro método aplicável é o uso de funções de Green. Este método
oferece de maneira mais simples e direta uma boa aproximação para o diagrama como
veremos a seguir.

Nossa hamiltoniana de campo médio pode ser escrita na forma:

Hcm =
∑

i

(
U

2
ni(ni − 1) − µni) + Hext (5.34)

onde Hext é

Hext =
∑

i

(

−1

2
ψ∗bi −

1

2
ψb†i +

ψ2

ZJ

)

(5.35)

Se considerarmos agora na hamiltoniana acima ψ como um campo e b = χψ; onde χ
é uma susceptibilidade generalizada, escrevemos o valor esperado da energia por śıtio
como:

E = Elocal(n) +
ψ2

ZJ
− χψ2

E = Elocal(n) +

(
1

ZJ
− χ

)

ψ2 (5.36)

que pode ser comparada a uma expansão usual de Landau em potências do parâmetro
de ordem ψ. Anulando o segundo termo conseguimos encontrar a fronteira da transição
de fase. Encontramos essa fronteira então através da relação:

1

ZJ
− χ = 0. (5.37)

Para tanto, precisamos calcular a susceptibilidade χ.

Cálculo da função de Green

No apêndice F deduzimos a relação para a susceptibilidade generalizada dependente
da frequência na presença de um campo externo dependente do tempo. Nesta seção
estamos interessados nas propriedades estáticas e por isso utilizamos (F.17) e (F.18)
que se referem ao limite em que ω = 0. Temos então:

χ0 =

∫ ∞

−∞

dt′
∑

j

χij(t− t′) (5.38)
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onde a função de Green χij é

χij(t− t′) = iθ(t− t′)〈[bi(t), b†j(t′)]〉. (5.39)

Para calcular a susceptibilidade precisamos encontrar a função de Green dos operadores
b e b† no limite atômico. Neste limite (J=0) já encontramos os autoestados soluções
do problema e assim calculamos esta função de Green diretamente de sua definição

χij(t− t′) = iθ(t− t′)〈n|[b(x, t), b†j(t′)]|n〉. (5.40)

Onde os |n〉 são os autoestados com n bósons por śıtio que são soluções no limite
atômico. Já conhecemos como atuam os operadores b e b† nestes autoestados:

b|n〉 =
√
n · |n− 1〉 (5.41)

b†|n〉 =
√
n+ 1 · |n+ 1〉. (5.42)

e assim calculamos a função de Green

χij(t− t′) = iθ(t− t′)(〈n|bi(t)b†j(t′)|n〉 − 〈n|b†j(t′)bi(t)|n〉)

e retornando a representação de Schroedinger b(t) = eiHtbe−iHt reescrevemos a função
de Green como

χij(t− t′) = iθ(t− t′)(〈n|eiHtbie−iH(t−t′)b†je
−iHt′ |n〉 +

−〈n|eiHt′b†jeiH(t−t′)bie
−iHt|n〉) (5.43)

como H agora é a hamiltoniana local (J=0), aplicando os operadores em |n〉 encon-
tramos:

χij(t− t′) = iθ(t− t′)((n+ 1)e−i(t−t
′)(En+1−En) − ne−i(t−t

′)(En−En−1))δi,j (5.44)

e podemos então calcular a susceptibilidade χ0:

χ0 =

∫ ∞

−∞

dt′
∑

j

χij(t− t′) =

∫ ∞

−∞

dt′iθ(t− t′)((n+ 1)e−i(t−t
′)Ωn+1 − ne−i(t−t

′)Ωn−1)

(5.45)
onde definimos Ωn+1 = En+1 − En e Ωn−1 = En − En−1. Usando a representação de
integral complexa da função degrau

θ(t− t′) =
i

2π

∫ ∞

−∞

dω
e−iω(t−t′)

ω + iε
(5.46)

e substituindo em (5.45) obtemos:

χ0 = i

∫ ∞

−∞

(
i

2π

∫ ∞

−∞

dω
e−iω(t−t′)

ω + iε

)(

(n+ 1)e−iΩn+1(t−t′) − ne−iΩn−1(t−t′)
)

dt′. (5.47)
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Finalmente, via uma integração em dω (utilizando o plano complexo) encontramos

χ0 = i

∫ ∞

−∞

(

(n+ 1)e−i(Ωn+1−iε)(t−t′) − ne−i(Ωn−1−iε)(t−t′)
)

dt′

χ0 =
n+ 1

Ωn+1 − iε
+

n

−Ωn−1 + iε
(5.48)

mas

Ωn+1 = En+1 − En = −µ+ Un (5.49)

Ωn−1 = En − En−1 = −µ+ U(n− 1) (5.50)

e assim escrevemos a susceptibilidade como

χ0 =
n+ 1

−µ+ Un− iε
+

n

µ− U(n− 1) + iε
. (5.51)

Para encontrar as fronteiras da Figura 1.1 temos então que resolver a equação (5.37)
para um número de bósons por śıtio dado pela solução 1.10 para n(µ/U). Para
n(µ/U) = N encontramos:

Y =
N [X − (N − 1)] −X[X − (N − 1)]

X + 1
(5.52)

onde Y = ZJ/U e X = µ/U . Fazendo o gráfico desta equação para os vários valores
de N encontramos as fronteiras da Figura 5.5. Podemos observar que não temos uma
simetria perfeita visto que os máximos de Y não são exatamente os pontos µ/U =
semi-inteiro. Na verdade estes máximos se comportam como

Xmax =
√

N(N + 1) − 1 (5.53)

o que sempre subestima o valor esperado Xmax = N−1/2. Observamos no entanto que
para N → ∞ este valor tende para o valor correto, isto é, melhora para os sucessivos
ventres quando aumentamos N . Isso pode ser atribúıdo a teoria de campo médio
utilizada que tem melhores resultados quanto maior o número de bósons no sistema.

Para o valor máximo de Y , ou seja, o valor de J cŕıtico, obtemos

Ymax = 2N + 1 − 2
√

N(N + 1) (5.54)

e podemos observar que para N muito grande temos a dependência em 1/N :

Ymax(N → ∞) =
1

4N
. (5.55)

Essa dependência em 1/N era esperada de acordo com a análise qualitativa do dia-
grama feita na seção 5.3.2 onde generalizamos o diagrama para U → ∞ permitindo
que cada śıtio contenha mais que um bóson. Os resultados obtidos aqui tratando o
termo de hopping como um campo externo depois da aplicação de campo médio são
equivalentes aos obtidos por Sachdev [7]. O resultado também pouco difere do obtido
no limite de dimensão infinita [4] onde o formato parabólico das regiões isolantes é
idêntico3.

3No caṕıtulo posterior discutimos o formato do diagrama e a caracterização de expoentes cŕıticos
de acordo com a teoria de escala produzida no caṕıtulo 2.
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Figura 5.5: Diagrama de fases de campo médio obtido por funções de Green.

5.4 Campo médio — aproximação de 2 śıtios

5.4.1 Introdução

Nas seções anteriores utilizamos a aproximação de campo médio na sua versão mais
simples onde consideramos que cada śıtio da rede sofre em média o mesmo efeito do
campo generalizado ψ. Conseguimos, através de uma técnica um pouco diferente das
até então utilizadas, reproduzir resultados conhecidos. Procuramos a seguir, neste
trabalho, uma melhor aproximação que consiste em calcular o modelo para um par de
śıtios e supor que este par interage com os outros através de uma média que simula
o restante da rede. Esta nova aproximação pode levar a resultados melhores para
o diagrama de fases (por exemplo resultados que dependem da dimensão espacial
representada pelo número de coordenação da rede) assim como permitir um estudo
através de Grupo de Renormalização de Campo Médio que será introduzido no próximo
caṕıtulo.

Vamos então considerar um conjunto de 2 śıtios. A hamiltoniana para essa confi-
guração é:

H1,2 = −J
2

Z−1∑

j,j 6=2

(
b†

1bj + b†
jb1

)
− J

2

Z−1∑

j,j 6=1

(
b†

2bj + b†
jb2

)
+

−J
2

(
b†

1b2 + b†
2b1

)
− µ(n1 + n2) +

U

2
[n1(n1 − 1) + n2(n2 − 1)] (5.56)



Caṕıtulo 5. Modelo de Hubbard para bósons em campo médio 51

e em campo médio temos o seguinte desacoplamento:

−J
2

Z−1∑

j,j 6=l

(
b†
ibj + b†

jbi
)
≈ −J

2
(Z − 1)

[
b†

i〈bj〉 + b†
j〈bi〉 − 2〈b†

j〉〈bj〉
]

(5.57)

Novamente definimos o parâmetro ψ como

ψ =
J

2
(Z − 1)〈bj〉 (5.58)

e encontramos substituindo em (5.56)

H = Hl + Hext (5.59)

onde a “hamiltoniana local” Hl e a “hamiltoniana externa” Hext agora são definidas
como

Hl = −J
2

(
b†

1b2 + b†
2b1

)
− µ(n1 + n2) +

+
U

2
[n1(n1 − 1) + n2(n2 − 1)] (5.60)

e Hext = −ψ(b†
1 + b†

2) − ψ(b1 + b2) +
8ψ2

(Z − 1)J
. (5.61)

Para efetuar os cálculos como procedemos no caso de 1 śıtio devemos conhecer
uma base |φn〉 de autoestados para a hamiltoniana local. Podeŕıamos assim usar uma
relação semelhante as (F.17–F.18) para a susceptibilidade. No caso de 1 śıtio não
era dif́ıcil observar que os autoestados |φn〉 que diagonalizavam a hamiltoniana local
eram os estados |n〉 que definem um número n de bósons por śıtio. Como conhecemos
como atuam os operadores b† e b nestes estados o cálculo da susceptibilidade através
de (F.17–F.18) se tornava trivial. Entretanto agora observamos que a hamiltoniana
local não envolve apenas operadores número e por isso verificamos que estados da
forma |n1, n2〉 que definem o número de bósons nos dois śıtios não são os autoestados
desta nova hamiltoniana. A diagonalização desta parte local não é simples como no
caso em que estudamos sistemas de spins [19]. Isso acontece principalmente porque
os operadores de spin em geral assumem poucos valores distintos contrastando, em
nosso caso de bósons, com o operador número, que assume valores de zero a infinito.
Por outro lado, se a parte local envolvesse apenas operadores número, os autoestados
seriam mais uma vez os estados |n〉 e os valores de n dados pelos valores que minimizam
a energia. Logo, vamos supor que todo nosso problema reside em encontrar autoestados
para o primeiro termo da hamiltoniana local onde encontramos os operadores

O = b†
1b2 + b†

2b1. (5.62)



Caṕıtulo 5. Modelo de Hubbard para bósons em campo médio 52

5.4.2 Autoestados da hamiltonina local Hl

O problema de autovalor para o operador O pode ser resolvido quando observamos
que este operador não altera o número total de bósons nos śıtios 1 e 2:

O|(n1 + n2)〉(i) =
∑

j

λj|(n1 + n2)〉(j), (5.63)

isto é, aplicando O em um estado com um número total de bósons nos dois śıtios
nt = n1 + n2, encontramos uma combinação de estados com o mesmo número total nt
de bósons por śıtio. Por isso é posśıvel montar uma base para este operador com os
autoestados |(n1 + n2)〉(j).

Para nt = 0 o único estado posśıvel é o |0, 0〉 que é autoestado com autovalor zero.
Para nt = 1 há dois estados que podemos combinar: |1, 0〉 e |0, 1〉. Observamos

que
O(|1, 0〉 + |0, 1〉) = |1, 0〉 + |0, 1〉, (5.64)

logo |φ1〉 = |1, 0〉 + |0, 1〉 é outro autoestado com autovalor 1. E assim por diante

|φ2〉 = |2, 0〉 +
√

2|1, 1〉 + |0, 2〉 (5.65)

O|φ2〉 = 2|φ2〉 (5.66)
...

O|φn〉 = n|φn〉. (5.67)

Podemos também verificar a atuação dos operadores da hamiltoniana externa nestes
estados definindo B = (b1 + b2) e B† = (b†

1 + b†
2):

B|φ0〉 = 0

B|φ1〉 = 2|φ0〉
B|φ2〉 = 2

√
2|φ1〉

...

B|φn〉 = 2
√
n|φn−1〉 (5.68)

e

B†|φ0〉 = |φ1〉
B†|φ1〉 =

√
2|φ2〉

B†|φ2〉 =
√

3|φ3〉
...

B†|φn〉 =
√
n+ 1|φn+1〉. (5.69)

Finalmente podemos calcular o efeito da hamiltoniana local nestes autoestados do
operador O. Observamos que a aplicação do último termo (termo de repulsão entre
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bósons do mesmo śıtio) em um desses estados não fornece o mesmo estado. Isso
acontece pois esse termo não pode ser escrito como uma função de nt. Vamos então
utilizar aproximação do tipo

[n1(n1 − 1) + n2(n2 − 1)] ≈ (n1 + n2)
2 − (n1 + n2) − 2〈n1〉〈n2〉 (5.70)

que permite escrever este termo em função do operador nt. Obtemos assim

Hl|φn〉 =

{

−J
2

(n1 + n2) − µ(n1 + n2)+

+
U

2
[n1(n1 − 1) + n2(n2 − 1)]

}

|φn〉 (5.71)

Podemos agora prosseguir como fizemos na aproximação de 1 śıtio: Calculamos os
valores de n1 e n2 tal que minimizem a energia E1,2 = 〈φn|Hl|φn〉 e depois estamos
prontos para calcular a nova susceptibilidade com a equação (F.17–F.18), substituindo
os b e b† pelos novos operadores B e B†.

5.4.3 Cálculo da susceptibilidade para a
aproximação de 2 śıtios

A susceptibilidade relevante a ser calculada é:

χij(t− t′) = iθ(t− t′)〈[Bi(t), B
†
j (t

′)]〉. (5.72)

Os ı́ndices i e j se referem agora a um determinado conjunto de śıtios i, j e os operadores
B e B† estão definidos como

B = b1 + b2 (5.73)

B† = b†
1 + b†

2. (5.74)

Conhecemos os estados |φn〉 e também a forma como B e B† operam nestes estados
de maneira que podemos encontrar χij(t− t′) pela definição acima. Calculamos então

χij(t− t′) = i
θ(t− t′)

〈φn|φn〉
〈φn|[Bi(t), B

†
j (t

′)]|φn〉

χij(t− t′) = 2iδi,jθ(t− t′)
[

(nt + 1)e−i(t−t
′)(En+1−En) +

−nte−i(t−t
′)(En−En−1)

]

(5.75)

e assim

χ
(2)
0 = 2

(
nt + 1

En+1 − En − iε
+

nt
En−1 − En + iε

)

. (5.76)
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E como a minimização da hamiltoniana local fornece n1 = n2 = n e

En+1 − En = −J
2
− µ+ Un (5.77)

En−1 − En =
J

2
+ µ+ U(1 − n) (5.78)

obtemos para a susceptibilidade

χ
(2)
0 = 4

(
2n+ 1

−J − 2µ+ 2Un
+

2n

J + 2µ− 2U(n− 1)

)

(5.79)

que comparada com a obtida na aproximação de um śıtio, equação (5.51), apresenta
agora o termo cinético J no denominador.

5.4.4 Diagrama de fases na aproximação de 2 śıtios

Ainda podemos encontrar, da mesma forma que fizemos na aproximação simples
de campo médio, o diagrama de fases para esta aproximação de 2 śıtios. Escrevemos
B = χ(2)ψ e B† = χ(2)ψ† encontrando a hamiltoniana total

H = Hl − 2χ(2)ψ2 +
8ψ2

(Z − 1)J
(5.80)

e a equação de fronteira para as fases é

χ(2) =
4

(Z − 1)J
. (5.81)

Observamos que o resultado do diagrama de fases agora é dependente da dimensão
visto que não podemos normalizá-lo pelo número Z de primeiros vizinhos como no caso
anterior. A Figura 5.6 mostra uma comparação entre o diagrama anterior e o obtido
na aproximação de dois śıtios para três dimensões (Z = 6).

Podemos extrair resultados interessantes desta nova equação para a fronteira das
fases:

- O valor de (µ/U)max é mais simétrico que o anterior a partir de d=2 e melhora
para dimensões maiores.

- O valor de J/U cŕıtico — (J/U)c, diminui com o aumento da dimensão. Já espe-
ravamos este resultado qualitativamente pois o aumento da dimensão aumenta
a quantidade de śıtios vizinhos para os quais os bósons podem saltar tornando
a fase isolante mais instável para dimensões maiores.
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Figura 5.6: Comparativo entre o diagrama de fases obtido nesta segunda aproximação (linha
cheia) com o diagrama obtido na aproximação simples de campo médio (linha pontilhada).

- Obtemos o mesmo comportamento anterior para (µ/U)max e (J/U)c quando
n→ ∞:

(µ/U)max ∼ n− 1/2 (5.82)

(J/U)c ∝
1

4n
(5.83)

concordando mais uma vez com resultados qualitativos anteriores das seções
5.3.2 e 1.2.3.

Os resultados obtidos nesta nova aproximação de campo médio de 2 śıtios são me-
lhores que os anteriores na medida que são mais simétricos (refletindo melhor a simetria
part́ıcula-buraco) e os valores cŕıticos (J/U)c estão mais próximos de resultados obti-
dos por métodos mais sofisticados como Monte Carlo Quântico ([17] [18]) e técnicas
de perturbação [16] (veja conclusão, Tabela 7.1). Os expoentes cŕıticos, no entanto,
são os mesmos de campo médio como observaremos no caṕıtulo seguinte. Essa nova
aproximação permite ainda, como faremos no próximo caṕıtulo, estudar o sistema com
o Grupo de Renormalização de Campo Médio que pode fornecer estimativas melhores
dos expoentes cŕıticos.



Caṕıtulo 6

Grupo de Renormalização de
Campo Médio

6.1 Visão geral de Hipótese de Escala e Grupo de

Renormalização

No estudo de transições de fases estamos interessados não apenas no compor-
tamento geral de um sistema mas especialmente em seu comportamento próximo a
criticalidade, ou seja, próximo a ocorrência da transição. Esse comportamento é ob-
servado através de leis de potências para algumas grandezas f́ısicas como enfatizado
na seção 2.1. Logo a caracterização de um sistema próximo a criticalidade é feita
pelos valores dos expoentes dessas leis de potência (expoentes cŕıticos). Com o apa-
recimento de algumas soluções exatas e novas técnicas experimentais observou-se que
teorias clássicas como a Teoria de Landau forneciam expoentes cŕıticos distintos dos
expoentes exatos. Iniciou-se então uma série de estudos teóricos sobre o assunto. Em
1965, B. Widom [12] formulou de forma fenomenológica uma hipótese que se mos-
trou bem eficiente. Basicamente ele percebeu que era posśıvel obter as leis de escala
supondo que a energia livre era uma função homogênea generalizada em suas variáveis:

gs(t,H) = λgs(λ
xt, λyH). (6.1)

Essa hipótese conhecida como Hipótese de Escala se mostrou eficiente tanto com os
resultados experimentais como nos modelos exatamente solúveis. A generalidade da
hipótese mostrou também que diversas classes de sistemas f́ısicos apresentavam con-
juntos semelhantes de expoentes cŕıticos e por isso podiam ser agrupados em diferentes
Classes de Universalidade.

Finalmente em 1966 L. P. Kadanoff forneceu justificativa para a Hipótese de Escala
e as Classes de Universalidade [13] lançando as bases f́ısicas para o posterior desen-
volvimento da teoria do Grupo de Renormalização [14]. Essa justificativa baseou-se
no fato de que existe apenas um comprimento caracteŕıstico próximo à transição, o

56
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comprimento de correlação, que diverge no ponto cŕıtico. A forte correlação do sis-
tema próximo à criticalidade permite então fazer transformações de escala como a da
Figura 6.1.

Figura 6.1: Mudança de escala em um sistema próximo da criticalidade.

Vamos observar por exemplo o modelo de Ising com campo externo descrito pela
hamiltoniana

H = −J
∑

〈ij〉

sisj −H
∑

i

si. (6.2)

Próximo do ponto cŕıtico os spins devem estar fortemente correlacionados pois o com-
primento de correlação ξ é muito maior que o parâmetro de rede b. Vamos redefinir
cada célula como na Figura 6.2. Neste caso em cada célula temos bd spins fortemente

Figura 6.2: Grupo de spins fortemente correlacionados si representados pelo spin θ1 após a
transformação do Grupo de Renormalização.

correlacionados (d é a dimensão da rede). Esta forte correlação permite supor que o
spin resultante em cada célula assume os mesmos valores dos spins individuais:

θα = ±1;

α = 1, 2, 3, · · ·N/bd
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e que nova hamiltoniana tenha a mesma forma que a original

H = −J ′
∑

〈αβ〉

θαθβ −H ′
∑

α

sα. (6.3)

Logo deve haver relações entre J ′, H ′ ↔ J,H e t′, H ′ ↔ t,H. Para que esta renorma-
lização seja válida esperamos que a energia livre não mude com a transformação, de
forma que

G(t,H,N) = G(t′, H ′, N ′) ⇒ G(t,H,N)

N
=
G(t′, H ′, N ′)

N ′

N ′

N
⇒ g(t,H) = g(t′, H ′)b−d ⇒ g(t′, H ′) = bdg(t,H)

e se as variáveis se transformam de acordo com t′ = bλ1t e H ′ = bλ2H (o que é
conhecido como hipótese da similaridade), encontramos a relação:

g(bλ1t, bλ2H) = bdg(t,H) (6.4)

Para encontrar a forma de Widom da equação (6.1) fazemos b−d = λ, x = −λ1/d e
y = −λ2/d para obter finalmente

g(t,H) = λg(λ−λ1/dt, b−λ2/dH)

g(t,H) = λg(λxt, λyH). (6.5)

6.2 Grupo de Renormalização de Campo Médio

O Grupo de Renormalização, de uma forma bastante simplificada, consiste em
encontrar relações entre os parâmetros relevantes da hamiltoniana do sistema sob uma
transformação de escala. Foram desenvolvidas diversas maneiras de implementar o
esquema de renormalização tanto no espaço dos momentos como no espaço real. Em
1982, Indekeu [15] formulou um método simples que ficou conhecido como Grupo de
Renormalização de Campo Médio (GRCM). Este esquema é semelhante a chamada
renormalização fenomenológica e se baseia na comparação entre sistemas de tamanhos
diferentes e finitos. Consideramos dois blocos de tamanho N e N ′ (para o modelo de
Ising por exemplo N é o número de spins em um bloco — Figura 6.3), calculamos para
cada bloco o parâmetro de ordem relativo a transição que desejamos estudar. Para
isso colocamos o bloco sujeito a condições de contorno que contenham a simetria do
modelo, simulando assim o efeito de um sistema infinito (exatamente como fazemos
na abordagem de campo médio). Para o modelo de Ising consideramos por exemplo
que os spins vizinhos ao sistema finito têm um valor fixo b = 〈s〉. Calculamos então
a magnetização correspondente. A hipótese principal é considerar que o parâmetro de
ordem ψ (magnetização) e o valor médio do campo b se reescalam da mesma forma:

ψN ′(K ′, b′) = ξψN(K, b) (6.6)

b′ = ξb (6.7)
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Figura 6.3: Aproximações de 1 e 2 śıtios. Os valores b (campo médio) simulam o restante
do sistema.

Com esta hipótese podemos chegar a relação

∂ψN ′

∂b′
(K ′, 0) =

∂ψN
∂b

(K, 0) (6.8)

que é independente do fator de escala ξ e por isso pode ser entendida como uma
relação direta entre as constantes de acoplamento K para cada sistema. Desta relação
podemos extrair os pontos fixos K∗. De acordo ainda com o procedimento usual
podemos calcular os expoentes relacionados com o escalamento dos parâmetros da
hamiltoniana

dK ′

dK

∣
∣
∣
K=K∗

=

(
N

N ′

)yk

, (6.9)

que por sua vez se relacionam com os expoentes cŕıticos. O cálculo de expoentes e
do ponto cŕıtico fornecem valores em geral melhores que os métodos de campo médio
simples, existindo ainda a possibilidade de melhorar os valores obtidos estudando-se
blocos cada vez maiores.

6.3 Susceptibilidade dinâmica

Como observaremos em seções posteriores a relação de recorrência do GRCM en-
volve as susceptibilidades dinâmicas de 1 e 2 śıtios. Por isso nesta seção calculamos
tais susceptibilidades utilizando as relações deduzidas no apêndide F e tomando agora
o caso dinâmico (ω 6= 0):

χ(ω) =

∫ ∞

−∞

dt′
∑

j

χij(t− t′, ω) (6.10)

onde a função de Green χij(t− t′, ω) é

χij(t− t′, ω) = iθ(t− t′)〈[bi(t), b†j(t′)]〉e−iω(t−t′). (6.11)



Caṕıtulo 6. Grupo de Renormalização de Campo Médio 60

Observamos que esta definição para susceptibilidade dinâmica (6.10) difere da
estática apenas do fator e−iω(t−t′) pois agora utilizamos ω 6= 0. O cálculo da função
de Green χij(t− t′, ω) para o modelo de Hubbard é então equivalente ao efetuado nas
seções 5.3.3 e 5.4.3 onde encontramos

χij(t− t′) = iθ(t− t′)
[

(n+ 1)e−i(t−t
′)(En+1−En) − ne−i(t−t

′)(En−En−1)
]

δi,j (6.12)

para 1 śıtio, e

χij(t− t′) = 2iθ(t− t′)
[

(nt + 1)e−i(t−t
′)(Ẽn+1−Ẽn) +

−nte−i(t−t
′)(Ẽn−Ẽn−1)

]

δi,j (6.13)

para 2 śıtios (colocamos os sinais de til nas energias da susceptibilidade de 2 śıtios
– Ẽ – para enfatizar que as energias de remoção e adição de part́ıculas nesse caso não
são iguais as da susceptibilidade de 1 śıtio). Por isso as funções de Green dinâmicas
são:

χij(t− t′, ω) = iθ(t− t′)
[

(n+ 1)e−i(t−t
′)(En+1−En+ω) +

− ne−i(t−t
′)(En−En−1+ω)

]

δi,j (6.14)

para 1 śıtio, e

χij(t− t′, ω) = 2iθ(t− t′)
[

(nt + 1)e−i(t−t
′)(Ẽn+1−Ẽn+ω) +

−nte−i(t−t
′)(Ẽn−Ẽn−1+ω)

]

δi,j (6.15)

para 2 śıtios. E com a integração no tempo dt′ encontramos

- Susceptibilidade dinâmica na aproximação de 1 śıtio

χ(1)(ω) =
n+ 1

−µ+ Un+ ω
+

n

µ− U(n− 1) − ω
(6.16)

- Susceptibilidade dinâmica na aproximação de 2 śıtios

χ(2)(ω) = 4

(
2n+ 1

−J − 2µ+ 2Un+ 2ω
+

2n

J + 2µ− 2U(n− 1) − 2ω

)

. (6.17)
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6.4 Grupo de Renormalização de Campo Médio no

modelo de Hubbard para bósons

6.4.1 Relação de recorrência

Neste caṕıtulo aplicaremos o Grupo de Renormalização de Campo Médio ao pro-
blema de bósons na rede utilizando os cálculos que efetuamos no caṕıtulo 5 para 1 e 2
śıtios. Para isso fazemos algumas analogias com as grandezas discutidas na seção 6.2.
Observamos que o parâmetro de ordem fundamental em nossos cálculos é 〈b〉 ou 〈b†〉
e supomos que esse parâmetro se escala como

b′ = ξb (6.18)

Para o campo externo ψ hav́ıamos definido

ψ = ZJ〈b〉 (6.19)

para um śıtio e

ψ =
J

2
(Z − 1)〈b〉 (6.20)

para dois śıtios. Precisamos de um parâmetro que escale como em (6.18) para que
possamos encontrar a relação de Grupo de Renormalização independente do fator de
escala. Na tentativa de usar ψ surgem dois problemas:

- A definição de ψ não permite um reescalamento idêntico a (6.18) visto que
o parâmetro não tem o mesmo significado f́ısico que b (a definição envolve o
parâmetro de energia J que impõe uma forma de escala diferente para ψ).

- Definimos ψ de forma diferente para um e dois śıtios por comodidade nos cálculos
dos diagramas de fase. Para comparar parâmetros entre os dois casos precisamos
de uma definição única.

Resolvemos estes problemas através da redefinição deste “campo externo” (que agora
chamamos de φ):

φ = Z〈b〉. (6.21)

Esta definição permite encontrar as mesmas equações para os diagramas de fase através
de cálculos de susceptibilidades, que agora são adimensionais, em contraste com as
anteriores que tinham unidade de inverso de energia. A seguir mostramos como isso é
posśıvel:

aproximação de 1 śıtio
O desacoplamento permite escrever a hamiltoniana externa

Hext =
∑

i

(

−1

2
ZJ〈b†j〉bi −

1

2
ZJ〈bj〉b†i + ZJ〈bj〉〈b†j〉

)

(6.22)
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Com a definição para φ temos

Hext = J
∑

i

(

−1

2
φ∗bi −

1

2
φb†i +

φ2

Z

)

. (6.23)

A susceptibilidade agora relaciona b e φ

b = χ̃φ (6.24)

de forma que obtemos

Hext = J
∑

i

(

−χ̃φ2 +
φ2

Z

)

(6.25)

e para o diagrama de fases a equação

χ̃ =
1

Z
. (6.26)

Esta equação é equivalente a anterior porque, como ψ(x, t) = Jφ, a nova susceptibili-
dade adimensional é obtida pela adição do parâmetro J na definição anterior:

χ̃ = J

(
n+ 1

−µ+ Un
+

n

µ− U(n− 1)

)

. (6.27)

Ou seja
χ̃ = Jχ (6.28)

onde χ é a susceptibilidade anterior. Substituindo em (6.26) encontramos a equa-
ção (5.37) que fornece a fronteira da Figura 5.5.

aproximação de 2 śıtios
O desacoplamento permite escrever a hamiltoniana externa para cada conjunto de 2
śıtios como

Hext =

{

−J
2

(Z − 1)
[

b†1〈bj〉 + b1〈b†j〉 − 2〈b†〉〈b〉
]

+

− J

2
(Z − 1)

[

b†2〈bj〉 + b2〈b†j〉 − 2〈b†〉〈b〉
]}

(6.29)

Com a definição para φ temos

Hext = J
(Z − 1)

Z

(

−1

2
φ∗Bi −

1

2
φB†

i + 2
φ2

Z

)

. (6.30)

A susceptibilidade agora relaciona B e φ

B = χ̃(2)φ (6.31)
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de forma que obtemos

Hext = J
(Z − 1)

Z

(

− ˜χ(2)φ2 + 2
φ2

Z

)

(6.32)

e para o diagrama de fases a equação

χ̃(2) =
2

Z
. (6.33)

Esta equação também é equivalente a equação anterior para a fronteira do diagrama
na aproximação de 2 śıtios porque a nova definição se relaciona com a anterior por

ψ(x, t) =
(Z − 1)

2Z
Jφ (6.34)

e na dedução da susceptibilidade encontramos o mesmo resultado vezes esse novo fator

χ̃(2) =
(Z − 1)

2Z
Jχ(2) (6.35)

onde χ(2) é a susceptibilidade anterior. Substituindo em (6.33) encontramos a equa-
ção (5.81).

Finalmente podemos supor agora que φ escala como em (6.18)

φ′ = ξφ. (6.36)

Escrevemos b′ = χ̃(1)φ′ para um śıtio e para dois śıtios consideramos B = χ̃(2)φ. Como
o operador B é definido como B = b1 +b2 e 〈b1〉 = 〈b2〉 podemos tomar B = 2b e assim

b =
χ̃(2)

2
φ, (6.37)

encontrando, de acordo com (6.18),

χ̃(1)φ′ = ξ
χ̃(2)

2
φ. (6.38)

Então, dividindo (6.38) por (6.36) obtemos finalmente:

χ̃(1)(n, J ′, U ′, µ′, ω′) =
χ̃(2)(n, J, U, µ, ω)

2
(6.39)

que pode ser considerada como uma relação de recorrência de Grupo de Renorma-
lização. Como possúımos apenas essa relação não determinamos completamente o
fluxo dos parâmetros, entretanto, é interessante observar as superf́ıcies cŕıticas de
onde podemos extrair estimativas de pontos e expoentes cŕıticos.
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6.4.2 Superf́ıcies cŕıticas

As superf́ıcies cŕıticas são encontradas através da relação de recorrência (6.39)
fazendo

J = J ′

U = U ′

µ = µ′, (6.40)

ou seja,

χ̃(1)(n, J, U, µ, ω′) =
χ̃(2)(n, J, U, µ, ω)

2
. (6.41)

Para encontrar as propriedades estáticas fazemos ω → 0 e encontramos a relação

J

(
(n+ 1)

−µ+ Un
+

n

µ− U(n− 1)

)

=

=
J(Z − 1)

Z

(
2n+ 1

−J − 2µ+ 2Un
+

2n

J + 2µ− 2U(n− 1)

)

. (6.42)

Como fizemos nos outros casos é posśıvel normalizar toda a equação por U definindo

Y =
J

U
(6.43)

X =
µ

U
(6.44)

e encontrando uma equação para superf́ıcies cŕıticas em função de X e Y da forma

Y

(
(n+ 1)

−X + n
+

n

X − (n− 1)

)

=

=
Y (Z − 1)

Z

(
2n+ 1

−Y − 2X + 2n
+

2n

Y + 2X − 2(n− 1)

)

(6.45)

para cada dimensão (especificada pelo número de primeiros vizinhos Z da rede hi-
percúbica) e para cada ventre isolante (especificado pelo número inteiro de ocupação
n). Para n = 1, caso mais interessante visto que foi estudado por vários outros
métodos, observamos para qualquer dimensão duas soluções como as da Figura 6.4.
Notamos a falta de simetria part́ıcula-buraco nesta solução. Notamos também que a
curva superior parece se referir a “criação de part́ıculas” que permite a transição para
o estado superfluido pois decai com o aumento do potencial qúımico e em µ/U = 1
se anula (como esperávamos de acordo com os argumentos da seção 1.2.3). De forma
análoga a curva inferior parece se referir a “criação de buracos” que permite a transição
(decai quando diminúımos o potencial qúımico e se anula em µ/U = 0). Essa hipótese
sobre as curvas é bastante reforçada quando procuramos as soluções para os demais
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Figura 6.4: Superf́ıcies cŕıticas para n = 1 e d = 2.

ventres isolantes e obtemos curvas semelhantes deslocadas e se anulando em X = n
e X = n − 1. Construindo as soluções por esse argumento obtemos a Figura 6.5
para a região isolante com n = 1 e duas dimensões (obtemos figuras semelhantes para
as demais regiões com um número n de bósons por śıtio). Podemos observar, como
nas aproximações de campo médio anteriores, a falta de simetria em relação ao ponto
X = 1/2 (ou X = n− 1/2 para os demais ventres). Entretanto, os valores de X para
os quais temos Yc são melhorados, ou seja, mais próximos do valor simétrico n − 1/2
do que nas aproximações anteriores. Os valores de Yc encontrados são bem mais altos
que os encontrados para as aproximações de campo médio1. Em geral o campo médio
superestima a fase ordenada pois despreza as flutuações . Neste caso lembramos que
isso ainda pode ter sido agravado quando utilizamos a aproximação (5.70).

6.4.3 Comportamento do gap de energia e expoente νz

De acordo com a teoria de escala desenvolvida no caṕıtulo 2 o gap de energia no
estado isolante deve se anular assintoticamente na criticalidade como

Eg ∼ (J̃c − J)νz. (6.46)

onde J̃c é o valor de fronteira de J para um valor fixo de µ/U ( J̃c = Jc se µ/U = semi-
inteiro, ou seja, a transição ocorre pelo topo do ventre). Em adição, argumentamos
na seção 1.2.3 que o gap para criar uma part́ıcula (buraco) é exatamente a diferença
entre uma reta que passa pelo ponto µ/U = constante e o ponto imediatamente acima
(abaixo) no limite da fase isolante (Figura 6.6). Como obtivemos analiticamente as

1Veja a Tabela 7.1 para uma śıntese dos principais valores encontrados.
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Figura 6.5: Diagrama para n = 1 e d = 2 obtido pelo GRCM

Figura 6.6: Redução do gap com o aumento de J

curvas de fronteira do diagrama possúımos um método direto de cálculo do produto
de expoentes cŕıticos νz. Esse cálculo pode ser feito para as duas aproximações de
campo médio (onde esperamos que z e ν assumam seus valores de campo médio) e
para as superf́ıcies obtidas com o Grupo de Renormalização de Campo Médio2.

Começamos calculando νz para a aproximação de campo médio de um śıtio. Defi-
nimos as variávies cŕıticas

x = X −Xc (6.47)

y = Yc − Y (6.48)

onde lembramos que X e Y são definidos como em (6.43) e (6.44) respectivamente3.

2A forma anaĺıtica do diagrama permite encontrar o expoente do gap para os dois tipos de
transição. Lembre que estamos utilizando a nomenclatura ν̃z̃ para transição genérica e νz para
a transição especial.

3Note também que definimos a variável y de maneira diferente. Isso foi feito pois dessa forma
y > 0 o que evita escrever formas assintóticas em função de (−y).
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A equação do diagrama dada por

Y =
n[X − (n− 1)] −X[X − (n− 1)]

X + 1
(6.49)

se altera:

Yc − y =
n[(x+Xc) − (n− 1)] − (x+Xc)[(x+Xc) − (n− 1)]

(x+Xc) + 1
. (6.50)

e de acordo com nosso argumento x corresponde ao próprio gap. Resolvemos então
a equação anterior para x e obtemos para a variação do gap como na Figura 6.7. O
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y

Figura 6.7: Comportamento de campo médio do gap de energia da fase isolante.

expoente cŕıtico associado a esse gap é calculado através da relação (2.13):

νz = lim
y→0

ln|x(y)|
ln|y| (6.51)

fornecendo
νz = 1/2 (6.52)

como esperávamos pois os valores de campo médio [4] para z e ν são

z = 1 (6.53)

ν = 1/2. (6.54)

Para a aproximação de campo médio de 2 śıtios procedemos de maneira análoga
encontrando o mesmo valor para o produto νz da transição especial. Enfatizamos
que para qualquer aproximação do tipo campo médio os expoentes cŕıticos assumem
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os mesmos valores, não importando quantos śıtios da rede tomamos ou quanto mais
sofisticada é a aproximação. Podemos observar isso pelo formato do diagrama obtido
na aproximação de campo médio. Para qualquer solução de campo médio obtemos
ventres isolantes parabólicos caracterizando o expoente νz = 1/2. Mas observando
o formato do diagrama de fases obtido com o Grupo de Renormalização de Campo
Médio (Figura 6.5) temos expectativa diferente. Isso porque o diagrama claramente
não é parabólico e neste caso νz 6= 1/2.

A equação da fronteira encontrada com o GRCM é:

Y

(
(n+ 1)

−X + n
+

n

X − (n− 1)

)

=

=
Y (Z − 1)

Z

(
2n+ 1

−Y − 2X + 2n
+

2n

Y + 2X − 2(n− 1)

)

. (6.55)

e definimos novamente as variáveis cŕıticas x e y. Encontramos neste caso para a
transição especial em qualquer dimensão d

νz = 1 (6.56)

resultado que coincide com o esperado para uma transição genérica a qualquer di-
mensão4. Não encontramos expoentes diferentes para os dois tipos de transição o que
supostamente engloba as duas transições na mesma classe de universalidade diferindo
do que esperávamos com a previsão anterior (caṕıtulo 2). Nas seções posteriores calcu-
lamos z e ν separadamente próximo ao ponto especial no cume do ventre pelo método
usual de Grupo de Renormalização de Campo Médio.

6.4.4 Expoente cŕıtico ν

Prosseguimos estudando as propriedades estáticas do sistema de onde podemos
extrair separadamente uma estimativa para o expoente de escala do comprimento de
correlação ν. No modelo de Hubbard para bósons o parâmetro cŕıtico δ escala como

δ′ = L1/νδ (6.57)

de acordo com (2.22) e (2.27) com L representando o fator de escala. Para as transições
especiais δ = (Jc−J)/U = Yc−Y por isso para encontrar o expoente cŕıtico ν usamos
a relação de Grupo de Renormalização de Campo Médio (6.9) para o parâmetro J

dY ′

dY

∣
∣
∣
Y=Y ∗

=

(
N

N ′

)1/ν

. (6.58)

Temos formas anaĺıticas para J e J ′ obtidas com os resultados de campo médio para
1 e 2 śıtios que permitem estimativas do expoente ν para uma transição por qualquer

4Para a transição genérica o GRCM também fornece ν̃z̃ = 1.
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ventre isolante e a qualquer dimensão. O cálculo é simples. Utilizamos a relação de
recorrência encontrada

Y ′

(
(n+ 1)

−X ′ + n
+

n

X ′ − (n− 1)

)

=

=
Y (Z − 1)

Z

(
2n+ 1

−Y − 2X + 2n
+

2n

Y + 2X − 2(n− 1)

)

(6.59)

e resolvemos para Y ′ para um determinado ventre (especificado por n), para uma
determinada dimensão (especificada por Z) e em X = X ′. Para d = 1 (Z = 2) e n = 1
temos por exemplo

Y ′ =
3

4

Y (Y + 2X + 4)(X − 1)X

(Y + 2X − 2)(Y + 2X)(X + 1)
(6.60)

e usando a relação (6.58) encontramos para ν no ponto cŕıtico calculado pelo Grupo
de Renormalização

ν ≈ 0.566. (6.61)

Na Tabela (7.2) estão compilados os resultados mais importantes.

6.4.5 Expoente cŕıtico dinâmico z

Usando a relação de recorrência dinâmica calculamos também separadamente o
expoente z. Fazemos

χ̃(1)(n, µ′, U ′, J ′, 2z/dω) =
1

2
· χ̃(2)(n, µ, U, J, ω). (6.62)

A equação deve ser resolvida para z. A maneira mais fácil de fazer isso é utilizar que
próximo a transição ω → 0 e expandir as susceptibilidades:

χ̃(1)(2z/dω) = χ̃(1)(ω = 0) +
dχ̃(1)

dω

∣
∣
∣
ω=0

· ω′ + . . . (6.63)

χ̃(2)(ω) = χ̃(2)(ω = 0) +
dχ̃(2)

dω

∣
∣
∣
ω=0

· ω + . . . (6.64)

Substituindo em (6.62) temos em primeira ordem em ω

2(z/d)dχ̃
(1)

dω

∣
∣
∣
ω=0

=
1

2

dχ̃(2)

dω

∣
∣
∣
ω=0

(6.65)

pois para os primeiros termos (parte estática) já garantimos

χ̃(1)(ω = 0) =
1

2
χ̃(2)(ω = 0). (6.66)
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Com os valores calculados das susceptibilidades (6.65) fica

2(2z/d)

{
n

[µ+ U(n− 1)]2
− n+ 1

[−µ+ Un]2

}

=

=
Z − 1

Z

{
4n

[J + 2µ− 2U(n− 1)]2
− 2(2n+ 1)

[−J − 2µ+ 2Un]2

}

. (6.67)

Mais uma vez é posśıvel normalizar por U de maneira que obtemos, multiplicando os
dois lado por U 2,

2(2z/d)

{
n

[X + (n− 1)]2
− n+ 1

[−X + n]2

}

=

=
Z − 1

Z

{
4n

[Y + 2X − 2(n− 1)]2
− 2(2n+ 1)

[−Y − 2X + 2n]2

}

. (6.68)

Encontramos o expoente z então colocando X = X∗ e Y = Y ∗. Por exemplo, pa-
ra d = 1 e n = 1 encontramos z ≈ 1.82. O método parece ser muito mais eficaz na
análise de propriedades estáticas (foi desenvolvido com a intensão de estudar transições
térmicas) pois o expoente z difere muito do esperado para a transição especial (z = 1)
mas se aproxima do valor para a transição genérica z = 2 (o GRCM parece colocar as
duas transições na mesma classe de universalidade). Notamos ainda que o valor de z
encontrado aqui e o valor de ν da seção anterior fornecem νz ≈ 1.03 concordando com
o resultado do produto νz = 1. Para duas dimensões não há concordância tão boa e
estimamos o melhor valor de z baseado no produto νz = 1 e o valor de ν. Na conclusão
deste trabalho resultados para z também se encontram compilados (Tabela 7.2).



Caṕıtulo 7

Resultados e conclusão

Neste trabalho obtivemos diversos resultados para sitemas de bósons interagentes
a T = 0 descritos pelo modelo de Hubbard. Nesta seção tabelamos esses resultados,
comparamos com valores calculados por outros métodos e também observamos se eles
se encontram dentro do esperado de acordo com a análise dos caṕıtulos 1 e 2.

A seguir tabelamos os resultados gerais para o ponto cŕıtico associado com a
transição superfluido-isolante especial para o caso n = 1 (Tabela 7.1) assim como
seus expoentes ν e z (Tabela 7.2).

método ponto cŕıtico (Ymax = Jc/U)
CM (1 śıtio) ≈ 0.086 (d=1) ≈ 0.043 (d=2)
CM (2 śıtios) ≈ 0.202 (d=1) ≈ 0.068 (d=2)

GRCM ≈ 0.761 (d=1) ≈ 0.606 (d=2)
Cálculo perturbativo [6] ≈ 0.215 (d=1) ≈ 0.136 (d=2)

Monte Carlo Quântico [7] [8] ≈ 0.215 (d=1) ≈ 0.122 (d=2)

Tabela 7.1: Resultados de ponto cŕıtico para a fase isolante de n = 1.

A comparação foi feita com os resultados obtidos por cálculo perturbativo da ener-
gia cinética [16] e Monte Carlo Quântico em d = 1 [17] e d = 2 [18]. Observe que o
Grupo de Renormalização de Campo Médio superestima o valor de Jc de acordo com
o comentário da seção 6.4.2. O mais interessante da utilização do GRCM é portanto
poder calcular os expoentes cŕıticos associados a transição. Observamos que para a
transição genérica argumentamos na seção 2.7 que ν̃z̃ = 1 para qualquer dimensão. En-
contramos este resultado para os dois tipos de transição embora esperássemos νz 6= 1
para a transição especial (o GRCM parece colocar as duas transições na mesma classe
de universalidade). O GRCM permite calcular também os expoentes ν e z separada-
mente para a transição especial. Os valores encontrados desta maneira para o expoente
z são muito altos e de acordo com cálculos em outros modelos quânticos (veja, por
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exemplo, em sistemas de spins [19]) o método se aplica melhor no estudo das propri-
edades estáticas1. Os valores obtidos para o expoente ν são portanto mais confiávies
assim como o produto νz obtido pelo formato do diagrama. A melhor estimativa de
z é então encontrada utilizando o resultado νz = 1 (que segundo os cálculos com o
GRCM vale também para a transição especial) e o valor do expoente ν calculado sepa-
radamente. Estes são os valores da Tabela 7.2. Lembramos que o cálculo do expoente

produto νz expoente ν expoente z

qualquer d d=1 d=2 d=1 d=2

Trans. genérica 1 — — — —

Trans. especial 1 ≈ 0.566 ≈ 0.485 ≈ 1.767 ≈ 2.062

Tabela 7.2: Resultados do GRCM para os expoentes cŕıticos da fase isolante de n = 1.

α é posśıvel através do uso da relação de hiperescala (2.36)

2 − α = ν(d+ z)

e, por exemplo, para d = 1 temos α ≈ 0.43 e para d = 2 temos α ≈ 0.03.
Entre os resultados de campo médio podemos comparar também os comportamen-

tos de Xmax = (µ/U)max (Valor de X para qual temos o topo dos ventres) e Ymax
(Valor cŕıtico Jc/U) em função do número de part́ıculas por śıtio n em d = 3 (Ta-
bela 7.3). Os resultados para dimensões mais baixas são semelhantes. É interessante

— CM (1 śıtio) CM (2 śıtios)

Xmax(n)
√

n(n + 1) − 1 −(9/5)n − (6/5) + (7/5) ·
√

2n(2n + 1)

Xmax(n → ∞) n − 1/2 n − 1/2

Ymax(n) 2n + 1 − 2
√

n(n + 1) (8/5)n + (2/5) − (4/5) ·
√

2n(2n + 1)

Ymax(n → ∞) ∼ 1/n ∼ 1/n

Tabela 7.3: Comparação entre os resultados de ponto cŕıtico em campo médio a d = 3.

notar que os resultados para Xmax estão sempre abaixo do simétrico (n − 1/2), mas
tendem para este valor quando n→ ∞. A dependência em 1/n de Ymax para n grande
também parece ser uma caracteŕıstica de campo médio. Lembramos que mais do que
valores cŕıticos, obtivemos para cada aproximação formas anaĺıticas para o diagrama
de fases. As aproximações de campo médio fornecem formas parabólicas (Figura 5.6)
que de acordo com a seção 2.7 devem ser os formatos reais a partir da dimensão cŕıtica
superior dc = 3. Os expoentes para as duas transições (para a transição genérica
estimamos d̃c = 2) assumem neste caso os valores de campo médio. Para dimensões

1De fato os valores de ν estão em melhor acordo com os esperados. Por exemplo, para d = 2,
temos ν ≈ 0.49 em melhor acordo com o valor do modelo XY em d = 3 no qual ν ≈ 0.66.



Caṕıtulo 7. Resultados e conclusão 73

abaixo da dimensão cŕıtica a forma do diagrama de fases não deve mais ser parabólica.
A forma da linha cŕıtica encontrada com o Grupo de Renormalização de Campo Médio
(Figura 6.5) está em concordância com [16] e [17].

Além de estudar o sitema de bósons correlacionados através do modelo de Hubbard,
com o qual obtivemos os principais resultados, apresentamos a solução exata de um
modelo (caṕıtulo 4), que apesar de idealizado, demonstra as principais caracteŕısticas
das outras soluções (comparare por exemplo os diagramas das Figuras 1.1 e 4.3).
Neste caso foi posśıvel ainda avaliar o comportamento do sistema para temperaturas
diferentes de zero, oportunidade esta que não tivemos para o modelo de Hubbard pois
torna os cálculos muito mais complicados.

Apresentamos também a Teoria de Bogoliubov para a fase superfluida. O modelo,
em lugar do truque original de Bogoliubov, foi resolvido pela técnica das funções
de Green para Estado Sólido que também está brevemente resumida neste trabalho
(apêndice A). A solução da aproximação de Bogoliubov, além de um bom exemplo
do poder da técnica das funções de Green, permite explicar algumas propriedades
interessantes da fase superfluida como por exemplo a viscosidade nula (caṕıtulo 3).

Há ainda muitas possibilidades de estudo para esse sistema. A continuação natural
seria, ainda a T = 0, a inclusão de desordem [4] que permite o aparecimento de uma
nova fase (Bose Glass). O estudo a temperaturas finitas do modelo de Hubbard para
bósons também seria muito interessante pois não há como saber a prinćıpio se existe,
para este modelo, condensação em T 6= 0. Caso exista superfluido a T 6= 0 o estudo
da transição térmica entre a fase superfluida e a normal também entra em foco.



Apêndice A

Método das Funções de Green para
Estado Sólido

A.1 Definição para as funções de Green em estado

sólido

Em problemas de estado sólido encontramos diversos modelos que envolvem ope-
radores quânticos e, por isso, muitas vezes as grandezas que desejamos derivar desses
modelos envolvem valores médios desses operadores. Um poderoso método de cálculo
de algumas dessas médias é o Método das Funções de Green. O Método das Funções
de Green não só permite o cálculo de diversos valores médios como também permite
“compactar” outras informações sobre o sistema na função obtida.

Vamos considerar os operadores A(t) e B(t′) na representação de Heisenberg. Po-
demos escrever a equação do movimento de Heisenberg como:

i
dA(t)

dt
= [A(t),H]. (A.1)

Visto que estamos interessados em valores médios relativos a esses operadores definimos
a função de correlação temporal como:

FA,B(t, t′) = 〈A(t)B(t′)〉. (A.2)

Podemos reparar que essa função de correlação temporal depende apenas da diferença
t− t′ da seguinte forma:

FA,B(t, t′) = Tr{A(t)B(t′)e−βH} = Tr{eiHtA(0)e−iHteiHt
′

B(0)e−iHt
′

e−βH}

e uma vez que permutações ćıclicas dos fatores do traço não alteram seu valor:

FA,B(t, t′) = Tr{A(0)e−iH(t−t′)B(0)eiH(t−t′)e−βH} = FA,B(t− t′). (A.3)
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Diferenciando esta função de correlação e utilizando a equação do movimento de Hei-
senberg obtemos a seguinte cadeia infinita de equações diferenciais:

i
d

dt
〈A(t)B(t′)〉 = 〈[A(t),H]B(t′)〉;

i
d

dt
〈[A(t),H]B(t′)〉 = 〈[[A(t),H],H]B(t′)〉;

... (A.4)

Essa cadeia de equações não é necessariamente infinita. Em alguns modelos mais
simples a cadeia se fecha com um determinado número de relações revelando-se um
sistema finito de equações diferenciais. No entanto, na maioria dos casos a cadeia de
equações é de fato infinita e as relações envolvem cada vez mais operadores. Nesses
casos costuma-se finalizar a cadeia utilizando-se alguma aproximação.

Definimos de forma semelhante às funções de correlação as funções de Green:

• Função de Green retardada:

G
(r)
A,B(t, t′) = 〈〈A(t)|B(t′)〉〉(r) = θ(t− t′)〈[A(t), B(t′)]η〉 (A.5)

• Função de Green avançada:

G
(a)
A,B(t, t′) = 〈〈A(t)|B(t′)〉〉(a) = −θ(t′ − t)〈[A(t), B(t′)]η〉 (A.6)

• Função de Green causal:

G
(c)
A,B(t, t′) = 〈〈A(t)|B(t′)〉〉(c) = 〈TηA(t)B(t′)〉 (A.7)

onde

[A(t), B(t′)]η = A(t)B(t′) − ηB(t′)A(t); (A.8)

TηA(t)B(t′) = θ(t− t′)A(t)B(t′) + ηθ(t′ − t)B(t′)A(t); (A.9)

η = 1 operadores bosônicos

η = −1 operadores fermiônicos

e θ(x) é a função degrau que assume o valor nulo se x < 0 e um se x > 0. As funções
de Green, assim como as funções de correlação temporal, são funções de t− t′ e têm a
definição linear:

GA+B,C(t− t′) = GA,C(t− t′) +GB,C(t− t′) (A.10)

Como no caso das funções de correlação podemos calcular seu valor diretamente pela
definição se conhecemos os autoestados do sistema ou apelar para a equação de mo-
vimento, ou melhor, para a cadeia de equações envolvendo os valores médios dos
operadores. Observamos que qualquer uma das funções de Green definidas possue a
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mesma cadeia infinita de equações de movimento que é semelhante a das funções de
correlação:

i
d

dt
〈〈A(t)|B(t′)〉〉 = iδ(t− t′)〈[A(t), B(t′)]η〉 + 〈〈[A(t),H]|B(t′)〉〉;

i
d

dt
〈〈[A(t),H]|B(t′)〉〉 = iδ(t− t′)〈[[A(t),H], B(t′)]η〉 + 〈[[A(t),H],H]|B(t′)〉;

...

(A.11)

Como no caso da cadeia de equações para as funções de correlação temporal esta cadeia
poderá terminar com um número finito de equações ou será necessária a utilização de
alguma aproximação.

Neste trabalho vamos calcular soluções em funções de Green por esses dois meios.
No cálculo da susceptibilidade do modelo de Hubbard para bósons local utilizamos
diretamente a definição das funções de Greeen e para caracterizar o estado superfluido
resolvemos um modelo de bósons interagentes na aproximação de Bogoliubov para esta
fase utilizando a cadeia de equações do movimento. Neste caso a cadeia se fecha na
segunda equação permitindo uma solução simples.

A.2 Representação espectral das funções de Green

Podemos escrever o valor médio dos operadores A(t) e B(t′) da seguinte maneira:

〈B(t′)A(t)〉 = Q−1Tr
(
B(t′)A(t)e−βH

)

= Q−1
∑

ν

〈φν |B(t′)A(t)|φν〉e−βεν (A.12)

onde os |φν〉 são os autoestados de energia H|φν〉 = εν |φν〉 e Q é a função de partição
do sistema. Inserindo a relação de fechamento nesta base podemos escrever esse valor
médio como

〈B(t′)A(t)〉 = Q−1
∑

ν,µ

〈φν |B(t′)|φµ〉〈φµ|A(t)|φν〉e−βεν , (A.13)

com os operadores na representação de Heisenberg O(t) = eiHtOe−iHt. Explicitando
as dependências temporais temos

〈B(t′)A(t)〉 = Q−1
∑

ν,µ

〈φν |B|φµ〉〈φµ|A|φν〉e−βενe−i(t−t
′)(εν−εµ). (A.14)

De forma semelhante, para 〈A(t)B(t′)〉, encontramos

〈A(t)B(t′)〉 = Q−1
∑

ν,µ

〈φν |B|φµ〉〈φµ|A|φν〉e−βεµe−i(t−t
′)(εν−εµ). (A.15)
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A representação espectral dessas funções de correlação é

〈B(t′)A(t)〉 =

∫ ∞

−∞

IAB(E ′)e−iE
′(t−t′)dE ′ (A.16)

〈B(t′)A(t)〉 =

∫ ∞

−∞

IAB(E ′)eβE
′

e−iE
′(t−t′)dE ′ (A.17)

onde IAB(E) é a função de densidade espectral

IAB(E) = Q−1
∑

ν,µ

〈φν |B|φµ〉〈φµ|A|φν〉e−βενδ(εν − εµ − E). (A.18)

Usando a representação espectral podemos demonstrar um importante resultado
para as funções de Green conhecido como “teorema do salto”. Por exemplo, da de-
finição da função de Green retardada, vamos escrever a transformada de Fourier

G
(r)
AB(E) =

1

2π

∫ ∞

−∞

eiE(t−t′)θ(t− t′)〈[A(t), B(t′)]η〉dt (A.19)

e com a representação espectral das funções de correlação temos

G
(r)
AB(E) =

1

2π

∫

eiE(t−t′)θ(t− t′)

[∫

IAB(E ′)
(

eβE
′ − η

)

e−iE
′(t−t′)dE ′

]

dt (A.20)

onde as integrais têm o limite −∞ a ∞ que será omitido por economia de notação.
Para escrever essa representação espectral de forma mais adequada vamos utilizar a
representação de integral de contorno para a função degrau

θ(t) =
i

2π

∫

dE
e−iEt

E + iε
. (A.21)

Podemos calcular a integral em dt utilizando o caminho no plano complexo da Fi-
gura A.1 e em seguida fazendo o raio do semićırculo ir a infinito. Como resultado
encontramos

G
(r)
AB(E) =

i

2π

∫

IAB(E ′)
(

eβE
′ − η

) dE ′

E − E ′ + iε
. (A.22)

Refazendo esses cálculos para a função de Green avançada (a integral no plano
complexo é efetuada desta vez no semiplano inferior), obtemos:

G
(a)
AB(E) =

i

2π

∫

IAB(E ′)
(

eβE
′ − η

) dE ′

E − E ′ − iε
. (A.23)

Reparamos que a função de Green retardada é anaĺıtica em todo semiplano superior e
a função de Green avançada é anaĺıtica em todo semiplano inferior de forma que, com
a combinação destes resultados,

GAB(E) =

{

G
(r)
AB(E) se Im(E) > 0

G
(a)
AB(E) se Im(E) < 0

, (A.24)
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Figura A.1: Caminho de integração para o cálculo da Transformada de Fourier da função
de Green retardada.

ou seja, GAB(E) apresenta polos apenas no eixo real. Dessa forma GAB(E) pode ser
escrita como:

GAB(E) =
i

2π

∫

IAB(E ′)
(

eβE
′ − η

) dE ′

E − E ′
. (A.25)

Finalmente podemos calcular GAB(E + iε) −GAB(E − iε):

GAB(E + iε) −GAB(E − iε) =

∫

IAB(E ′)
(

eβE
′ − η

)[ dE ′

E − E ′ + iε
− dE ′

E − E ′ − iε

]

e usando relação conhecida para a “função” Delta

1

x± iε
= P

(
1

x

)

∓ iπδ(x) (A.26)

encontramos

IAB(E) =
GAB(E + iε) −GAB(E − iε)

(eβE′ − η)
. (A.27)

A densidade espectral pode ser calculada então através das funções de Green. Este
resultado é conhecido como “teorema do salto” e é útil para o cálculo de valores médios
por meio das funções de Green correspondentes pois substituindo (A.27) em (A.16)
encontramos:

〈B(t′)A(t)〉 =

∫ ∞

−∞

dE ′ e
−iE′(t−t′)

eβE′ − η
(GAB(E ′ + iε) −GAB(E ′ − iε)) . (A.28)

Podemos observar ainda que como consequência direta de (A.27) a densidade espectral
está relacionada com os polos da transformada de Fourier das funções de Green, fato
que utilizaremos a seguir para caracterizar as excitações fundamentais do oscilador
harmônico.

A.3 Função de Green do oscilador harmônico
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Como um exemplo interessante vamos aplicar o método para encontrar a função
de Green de um oscilador harmônico. Começamos com a hamiltoniana

H0 =
∑

i

(
p2
i

2M
+

1

2
MΩ2

0u
2
i

)

. (A.29)

A função de Green que queremos calcular desta vez seria, por exemplo, a função causal

〈〈ui(t)|ui(0)〉〉(c) = 〈Tη[ui(t)ui(0)]〉 (A.30)

onde podemos fazer t′ = 0 sem perda de generalidade. Introduzimos como de costume
operadores adimensionais

ξi = ui
√

MΩ0

pξ,i =
pi√
MΩ0

onde fizemos as unidades tal que h̄ = 1. Definimos também de forma padrão os
operadores de criação e aniquilação de part́ıculas

bi =
1√
2
(ξi + ipξ,i) (A.31)

b†i =
1√
2
(ξi − ipξ,i) (A.32)

e obtemos a hamiltoniana na forma:

H0 =
∑

i

Ω0

(

b†ibi + 1/2
)

. (A.33)

A função de Green para o estado fundamental é:

〈〈ui(t)|ui(0)〉〉(c) =
1

2MΩ0

〈0|T [(bi(t) + b†i (t))(bi + b†i )]|0〉, (A.34)

e pode ser calculada utilizando que

b(t) = eiH0tbe−iH0t ;

b|0〉 = 0 ;

〈0|b† = 0 .

Assim encontramos

G0(t) = 〈〈ui(t)|ui(0)〉〉(c) =
1

2MΩ0

e−iΩ0|t| (A.35)

para t > 0 ou t < 0.
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As transformadas de Fourier das funções de Green apresentam propriedades inte-
ressantes portanto vamos calcular a transformada da função de Green para o oscilador
harmônico obtida em (A.35):

G0(E) =
1

2π

∫ ∞

−∞

G0(t)e
iEtdt . (A.36)

Tomando o devido cuidado de usar variáveis complexas visto que essa transformada não
existe para um número E real (devemos adicionar uma parte complexa infinitesimal),
obtemos

G0(E) =
1

4πMΩ0

∫ 0

−∞

ei(E+Ω0−iη)tdt+
1

4πMΩ0

∫ ∞

0

ei(E−Ω0+iη)tdt =

=
i

2πM(E2 − Ω2
0 + iη)

. (A.37)

Observamos que a adição da parte infinitesimal simplesmente desloca os polos de
G0(E) do eixo real permitindo que as integrais convirjam. É interessante observar que
desta forma a transformada de Fourier da função de Green apresenta como polos as
energias de excitação para o sistema, neste caso E = Ω0 (fizemos h̄ = 1). Em casos
mais gerais esses polos podem estar a uma distância finita no plano complexo o que
representaria um amortecimento na função de Green G0(t), ou seja, um tempo de vida
finito do estado.

Esta apresentação da solução simples para o oscilador harmônico, além de ter
caráter ilustrativo do método, será útil como forma de comparação quando analisarmos
neste trabalho a teoria de Bogoliubov para o estado superfluido utilizando funções de
Green.



Apêndice B

Função de partição entre estados
coerentes do sistema

B.1 Estados coerentes do sistema

Para uma hamiltoniana geral de muitas part́ıculas escrita em um formato de se-
gunda quantização a relação para a função de partição no formalismo de integrais
de trajetória também pode ser obtida. Na representação usual, com a hamiltoniana
escrita em função dos operadores de momento e posição, o traço seria feito entre os
autoestados destes operadores, resultando na integral conhecida

Z =

∫

D[x(τ)]D[p(τ)]e
1
h̄

�
dτ[ � i pi(τ)

∂
∂τ
xi(τ)+H(p,x)]. (B.1)

A expressão acima só é útil, no entanto, quando trabalhamos com uma hamiltoniana
escrita em função dos operadores de momento e posição. Quando trabalhamos com
expressões em segunda quantização os operadores que guardam a f́ısica do problema
não são mais os operadores de posição ou momento mas os operadores de criação e
aniquilação de part́ıculas nos estados do sistema. Fazemos portanto, para expressões
em segunda quantização, o traço entre os autoestados dos operadores de aniquilação
que são conhecidos como estados coerentes do sistema1. Sem detalhar mais a definição
de estados coerentes usamos aqui os resultados conhecidos para a relação de fechamento

1

N

∫
∏

α

dφ∗
αdφαe

− � α φ
∗
αφα |φα〉〈φα| = 1 (B.2)

para a média de operadores escritos em segunda quantização

〈φ|A(b†α, bα)|φ′〉 = A(φ∗
α, φ

′
α)e

� α φ
∗
αφ

′
α (B.3)

1Veja por exemplo Negele J. W. e Orland H., Quantum Many-Particle Systems, Addison-Wesley
Publishing Company, caṕıtulo 1; para introdução completa sobre segunda quantização e estados
coerentes do sistema.
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e para o traço de um operador entre os estados coerentes

Tr(A) =

∫
∏

α

dφ∗
αdφαe

− � α φ
∗
αφα〈φα|A|φα〉. (B.4)

B.2 Operador de evolução temporal

Para encontrarmos a expressão da função de partição no formalismo de integrais de
trajetória é preciso calcular a evolução temporal nos estados coerentes entre os tempos
inicial (ti) e final (tf )

U(φ∗
f , tf ;φi, ti) = 〈φf |e−

i
h̄
H·(tf−ti)|φi〉. (B.5)

Observamos que para o traço precisamos calcular expressão similar fazendo iguais os
estados final e inicial e a evolução em um tempo imaginário

τ = it = h̄β. (B.6)

A matriz dos elementos do operador de evolução temporal (B.5) não pode ser calculada
exatamente entre tempos finitos. A idéia desenvolvida por Feynman foi então dividir
o intervalo em tempos infinitesimais de forma que em cada intervalo a evolução possa
ser calculada exatamente. Dividimos a evolução (B.5) em M intervalos

U(φ∗
f , tf ;φi, ti) = lim

M→∞
〈φf |

(

e−
iε
h̄
H
)M

|φi〉 (B.7)

onde ε = (tf − ti)/M . A expressão equivale a um produto entre exponenciais de
evolução entre tempos infinitesimais ε = tN − tN−1

U = lim
M→∞

〈φf |e−
i
h̄
H·(tf−tM−1)e−

i
h̄
H·(tM−1−tM−2) . . . e−

i
h̄
H·(t1−ti)|φi〉 (B.8)

Inserimos uma relação de fechamento (B.2) entre cada intervalo obtendo

U =

lim
M→∞

〈φf |e−
i
h̄
(tf−tM−1)H 1

N

∫
∏

α

dφ∗
α,M−1dφα,M−1e

− � α φ
∗
α,M−1φα,M−1 |φα,M−1〉〈φα,M−1| ×

×e− i
h̄
(tM−1−tM−2)H 1

N

∫
∏

α

dφ∗
α,M−2dφα,M−2e

− � α φ
∗
α,M−2φα,M−2 |φα,M−2〉〈φα,M−2| . . .

. . .× 1

N

∫
∏

α

dφ∗
α,1dφα,1e

− � α φ
∗
α,1φα,1 |φα,1〉〈φα,1|e

−i
h̄
H(t1−ti)|φi〉
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ou como todos intervalos são iguais a ε temos

U = lim
M→∞

∫ M−1∏

j=1

∏

α

1

N dφ∗
α,jdφα,je

− � M−1
j=1 � α φ

∗
α,jφα,j

M∏

j=1

〈φj|e−
iε
h̄
H(b†α,bα)|φj−1〉

Para uma hamiltonina na ordem normal fazemos uso de (B.3)

= lim
M→∞

∫ M−1∏

j=1

∏

α

1

N dφ∗
α,jdφα,je

− � M−1
j=1 � α φ

∗
α,jφα,j

M∏

j=1

e−
iε
h̄
H(φ∗α,j ,φα,j−1)e � α φ

∗
α,jφα,j−1

= lim
M→∞

∫ M−1∏

j=1

∏

α

1

N dφ∗
α,jdφα,je

− � M−1
j=1 � α φ

∗
α,jφα,je � M

j=1( � α φ
∗
α,jφα,j−1−

iε
h̄
H(φ∗α,j ,φα,j−1)).

Separando o último termo da segunda soma o expoente pode ser escrito como

∑

α

φ∗
α,Mφα,M−1 −

iε

h̄
H(φ∗

α,M , φα,M−1) +

+iε
M−1∑

j=1

[

i
∑

α

φ∗
α,j

(
φα,j − φα,j−1

ε

)

− 1

h̄
H(φ∗

α,j, φα,j−1)

]

. (B.9)

Fazendo ε→ 0 e introduzindo a notação

(
φα,j − φα,j−1

ε

)

=
∂

∂t
φα(t) (B.10)

H(φ∗
α,j, φα,j−1) = H(φ∗

α(t), φα(t)) (B.11)

encontramos para o expoente

∑

α

φ∗
α(tf )φα(tf ) +

i

h̄

∫ tf

ti

dt

[
∑

α

ih̄φ∗
α(t)

∂

∂t
φα(t) −H(φ∗

α(t), φα(t))

]

. (B.12)

Finalmente a expressão geral para os elementos de matriz do operador de evolução
temporal é

U =

∫

D(φ∗
α(t))D(φα(t))e

� α φ
∗
α(tf )φα(tf )+ i

h̄

� tf
ti

dt[ � α ih̄φ
∗
α(t) ∂

∂t
φα(t)−H(φ∗α(t),φα(t))] (B.13)

onde
∫

D(φ∗
α(t))D(φα(t)) = lim

M→∞

∫ M−1∏

j=1

∏

α

1

N dφ∗
α,jdφα,j. (B.14)
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B.3 Função de partição

Utilizando os resultados anteriores derivamos facilmente a relação para a função de
partição entre os estados coerentes. Para calcular a função de partição nosso primeiro
passo é substituir a evolução temporal real (B.13) por uma evolução em um tempo
imaginário como em (B.6). Com esta troca escrevemos U como:

U =

∫

D(φ∗
α(τ))D(φα(τ))e

� α φ
∗
αφα−

1
h̄

�
dτ[ � α h̄φ

∗
α(τ) ∂

∂τ
φα(τ)+H(φ∗α(τ),φα(τ))] (B.15)

que representa a evolução do operador e−βH onde β foi dividido em intervalos infini-
tesimais. Como

Z = Tr(e−βH) (B.16)

devemos calcular o traço deste operador. A expressão (B.4) para o traço entre os
estados coerentes é semelhante a evolução temporal calculada entre os mesmos estados
final e inicial. Na forma de integral isto é feito pela imposição de condições de contorno
periódicas nos limites de integração2. Há equivalência entre as integrais e o primeiro
termo do expoente se cancela com o expoente do traço fornecendo:

Z =

∫

D(φ∗
α(τ))D(φα(τ))e

− 1
h̄

� τf
τi

dτ[ � α h̄φ
∗
α(τ) ∂

∂τ
φα(τ)+H(φ∗α(τ),φα(τ))]. (B.17)

Finalmente τ corre de 0 a βh̄ e encontramos a expressão final para a função de partição
entre os estados coerentes do sistema

Z =

∫

D(φ∗
α(τ))D(φα(τ))e

− 1
h̄

� βh̄
0 dτ[ � α h̄φ

∗
α(τ) ∂

∂τ
φα(τ)+H(φ∗α(τ),φα(τ))]. (B.18)

Observamos que esta expressão transforma o problema de cálculo da função de partição
quântica, que usualmente é um complicado problema de autovalor, em uma também
complicada integral. Existem, entretanto, diversas técnicas para resolver esse tipo de
integral e além disso uma observação do problema em uma representação diferente
sempre pode fornecer uma nova aproximação ou com mais sorte um novo método
exato.

2Para férmions as condições de contorno e outros passos da demonstração feita aqui são diferentes.
Não estamos, no entanto, interessados no caso fermiônico.



Apêndice C

Função de partição na
representação de interação

C.1 Representação de interação

Em muitas ocasiões encontramos hamiltonianas que podem ser expressas como a
soma de dois termos

H = H0 + HI (C.1)

e sabemos resolver H0 exatamente. Para tratar o problema com o novo “termo de
interação” é útil usar uma nova representação tal que

|ψI(t)〉 = eiH0t/h̄|ψS(t)〉 (C.2)

onde |ψS(t)〉 é o estado na representação de Schrödinger e |ψI(t)〉 é o estado na repre-
sentação de interação. Nesta representação derivamos a equação do movimento como
se segue:

ih̄
∂

∂t
|ψI(t)〉 = −H0e

iH0t/h̄|ψS(t)〉 + eiH0t/h̄

(

ih̄
∂

∂t
|ψS(t)〉

)

= eiH0t/h̄ (−H0 + H) |ψS(t)〉

ih̄
∂

∂t
|ψI(t)〉 = HI(t)|ψI(t)〉. (C.3)

Em uma linguagem de operadores podemos escrever a equação anterior para o operador
de evolução temporal do estado de interação |ψI(t)〉 = U(t)|ψI(0)〉 como:

ih̄
dU

dt
= HI(t)U(t). (C.4)

Essa equação é importante para a determinação da função de partição como fazemos a
seguir. Para encontrar mais detalhes sobre a representação de interação nos referimos
à [21] e [22].
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C.2 Função de partição na representação

de interação

A função de partição canônica é definida por

Z = Tr(e−βH) (C.5)

e se tratamos um sistema em que o número de part́ıculas não é fixo usamos a ha-
miltoniana em um formato grande canônico H → H − µN p, onde N p é o operador
que fornece o número total de part́ıculas no sistema. Na representação de interação
procuramos uma forma para o operador e−βH do tipo

e−βH = e−β(H0+HI) = e−βH0U(βh̄). (C.6)

O operador e−βH é equivalente ao operador de evolução temporal que tratamos na
seção anterior desde que utilizemos um “tempo imaginário”

βh̄ = ∆τ = it (C.7)

e por isso deve obedecer a uma equação da forma de (C.4) onde efetuamos esta troca.
Podemos derivar novamente (C.4) com o tempo imaginário encontrando a equação
obedecida por U(τ)

dU

dτ
= −1

h̄
HI(τ)U(τ). (C.8)

Para encontrar U(τ) temos então que resolver a equação integral

U(τf ) − U(τ0) = −1

h̄

∫ τf

τ0

HI(τ)U(τ)dτ (C.9)

e as condições de contorno requerem τ0 = 0, τf = βh̄ e U(0) = 1, fornecendo

U(βh̄) = 1 − 1

h̄

∫ βh̄

0

HI(τ)U(τ)dτ. (C.10)

De acordo com o procedimento geral resolvemos a equação integral iterativamente

U(βh̄) = 1 − 1

h̄

∫ βh̄

0

HI(τ1)dτ1 +
1

h̄2

∫ βh̄

0

HI(τ1)dτ1

∫ τ1

0

HI(τ2)dτ2 +

− 1

h̄3

∫ βh̄

0

HI(τ1)dτ1

∫ τ1

0

HI(τ2)dτ2

∫ τ2

0

HI(τ3)dτ3 + . . . (C.11)

e em geral o n-ésimo termo pode ser escrito como

U (n) =

(−1

h̄

)n ∫ βh̄

0

dτ1

∫ τ1

0

dτ2 . . .

∫ τn−1

0

dτn[HI(τ1)HI(τ2) . . .HI(τn)]. (C.12)
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Observe que se as hamiltonianas em tempos diferentes (que são operadores) comutam
(como funções comuns), podemos permutar as integrações de n! maneiras de forma
que é posśıvel escrever

U (n) =
1

n!

(−1

h̄

)n ∫ βh̄

0

dτ1

∫ βh̄

0

dτ2 . . .

∫ βh̄

0

dτn[HI(τ1)HI(τ2) . . .HI(τn)] (C.13)

onde fazemos todas integrações até βh̄ o que é compensado pelo fator 1/n!. Entretanto
em geral essas hamiltonianas não comutam. Neste caso o ordenamento temporal é
importante e só é permitido escrever uma expressão como (C.13) com o aux́ılio do
operador de ordenamento cronológico de Wick1. Isto é:

U (n) =
1

n!

(−1

h̄

)n ∫ βh̄

0

dτ1

∫ βh̄

0

dτ2 . . .

∫ βh̄

0

dτnTτ [HI(τ1)HI(τ2) . . .HI(τn)]. (C.14)

Escrevemos a solução formalmente como

U(βh̄) =
∑

n

U (n)

U(βh̄) = Tτ

{

exp

[

−1

h̄

∫ βh̄

0

HI(τ)dτ

]}

(C.15)

onde utilizamos que a série de termo geral (C.14) corresponde exatamente a função ex-
ponencial. Finalmente, com esta solução e as relações (C.5) e (C.6), podemos escrever
a função de partição na representação de interação:

Z = Tr

(

e−βH0Tτ

{

exp

[

−1

h̄

∫ βh̄

0

HI(τ)dτ

]})

. (C.16)

1Veja [21] ou [20].



Apêndice D

Parâmetro de ordem complexo

D.1 Parâmetro de ordem em um sitema isotrópico

O estudo de diversos problemas de estado sólido indica que a simetria dos modelos
é responsável por caracteŕısticas importantes dos sistemas que descrevem. Por exem-
plo, um sistema de Ising bidimensional (simetria discreta) possui transição de fase
a temperatura finita, enquanto que um sistema descrito pelo modelo de Heisenberg
(simetria cont́ınua) não apresenta ordem a temperaturas finitas em duas dimensões
não possuindo transição. No primeiro caso o parâmetro de ordem é um escalar mas
no segundo o parâmetro de ordem deve ser um vetor (em geral complexo). O caráter
vetorial do parâmetro de ordem normalmente reflete a simetria cont́ınua de um sistema
isotrópico e por isso, como a hamiltoniana de Heisenberg é invariante sob rotação dos
spins, o parâmetro de ordem também deve ser invariante sob uma rotação do tipo
φ(r) → eiϕφ(r). O objetivo deste apêndice não é detalhar a definição de parâmetros
de ordem para sistemas isotrópicos mas observar que a densidade do superfluido e
a compressibilidade estão ligadas a “rigidez” de rotação deste parâmetro, ou seja, a
mudança da fase ϕ.

Começamos a discussão definindo o módulo de helicidade [10] e como ligamos esta
definição com a densidade do superfluido.

D.2 Módulo de helicidade

Para estudar a variação da fase do parâmetro de ordem complexo consideramos um
sistema finito (na região espacial Ω) onde as condições de contorno podem requerer
uma rotação do parâmetro de ordem. Para condições de contorno que estabelecem
fases iguais em duas paredes, por exemplo (ϕ+, ϕ+) ou (ϕ−, ϕ−), as energias livres
totais são equivalentes

F++(Ω) = F−−(Ω). (D.1)
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Mas se as condições impõem fases (ϕ+, ϕ−) uma “rotação” do parâmetro de ordem é
de alguma forma induzida. Consideramos esta configuração diferente, ou seja, há uma
diferença na energia livre

∆F (Ω) = F+−(Ω) − F++(Ω). (D.2)

O modulo de helicidade M é definido tal que

∆F (Ω) =
1

2
M〈〈∇ϕ〉〉2V (Ω) (D.3)

onde argumentamos que a energia livre é proporcional ao volume da região e ao qua-
drado da média da variação da fase. De fato é fácil entender que a variação da energia
livre deve ser de alguma forma proporcional a variação da fase. A dependência do
quadrado é justificada pois ∆F deve ser uma função par de ∇ϕ. Para uma definição
detalhada nos referimos à [10].

Observamos que a helicidade é uma medida da “rigidez” de rotação espacial do
parâmetro de ordem complexo. Para um superfluido mostramos abaixo que sua den-
sidade está ligada com a helicidade e por isso também é uma medida dessa rigidez.

D.3 Densidade superfluida

Para um superfluido, se φ0(r) é a função de onda normalizada de uma part́ıcula,
podemos efetuar uma mudança de fase

φ0(r) → φ(r) = eiq·rφ0(r) (D.4)

e temos
∇ϕ = q. (D.5)

Mas observe que a velocidade de grupo é

v = 〈φ|p/m|φ〉 = − ih̄
m

∫

φ∗(r)∇φ(r)dr

v = − ih̄
m

∫

φ∗(r)
(
iqφ(r) + eiq·r∇φ(r)

)
dr

v =
h̄q

m
+

∫

φ∗
0(r)∇φ0(r)dr

v =
h̄q

m
+ v0 (D.6)

e portanto, se a velocidade associada a φ0 (v0) é nula, a fase carrega toda velocidade
da part́ıcula

vs =
h̄q

m
=
h̄∇ϕ
m

. (D.7)
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Finalmente a energia de um superfluido é escrita como uma energia cinética

∆F ≈ 1

2
M · (vs)2 =

1

2
ρV · (vs)2 =

1

2
ρV ·

(
h̄

m

)2

(∇ϕ)2 (D.8)

onde definimos a densidade como ρ = M/V . Por comparação com (D.3) encontramos:

ρ = (m/h̄)2M (D.9)

que indica que a densidade do superfluido é também uma medida da “rigidez” do
parâmetro de ordem complexo em relação a um deslocamento de fase.

No sistema estudado neste trabalho é mais útil definir a densidade como ρs = Np/V
onde Np é o número total de part́ıculas no sistema. Neste caso temos

∆F ≈ 1

2
M · (vs)2 =

1

2
ρsmV · (vs)2 =

1

2
ρsV ·

(
h̄2

m

)

(∇ϕ)2, (D.10)

ou seja, a densidade de energia pode ser escrita como

∆f ≈ 1

2m
ρsh̄

2(∇ϕ)2, (D.11)

resultado que usaremos neste trabalho.

D.4 Compressibilidade e deslocamento de fase na

direção “temporal”

Vamos utilizar uma abordagem similar a anterior para mostrar que a variação
temporal da fase do parâmetro de ordem complexo também está ligada a observáveis
f́ısicos. De acordo com o resultado do apêndice B, a função de partição pode ser escrita
como

Z =

∫

D(φ∗
α(τ))D(φα(τ))e

−S
h̄ (D.12)

onde a ação efetiva S é dada por

S =

∫ βh̄

0

dτ

[
∑

α

h̄φ∗
α(τ)

∂

∂τ
φα(τ) + H(φ∗

α(τ), φα(τ))

]

. (D.13)

Observamos que para que a ação seja invariante sob uma mudança de fase no parâmetro
de ordem complexo do tipo

φ→ φ′ = φeiϕ (D.14)

devemos efetuar um deslocamento no potencial qúımico

µ→ µ′ = µ+ ih̄

(
∂ϕ

∂τ

)

(D.15)
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pois

Hef =
∑

i

h̄φ∗
i

∂

∂τ
φi + H(φ∗

i , φi)

→ H′
ef =

∑

i

h̄φ′∗
i

∂

∂τ
φ′
i + H(φ′∗

i , φ
′
i).

O primeiro termo se reduz a
∑

i

h̄φ′∗
i

∂

∂τ
φ′
i =

∑

i

h̄φ∗
i e

−iϕ ∂

∂τ

(
φie

iϕ
)

=
∑

i

h̄φ∗
i e

−iϕ

(

φi
∂

∂τ
eiϕ + eiϕ

∂

∂τ
φi

)

=
∑

i

h̄φ∗
i e

−iϕeiϕ
(

i

(
∂ϕ

∂τ

)

φi +
∂

∂τ
φi

)

=
∑

i

h̄φ∗
i

∂

∂τ
φi + ih̄

(
∂ϕ

∂τ

)
∑

i

φ∗
iφi (D.16)

e por isso o potencial qúımico na hamiltoniana deve sofrer a variação (D.15) para que a
ação seja invariante. Isso mostra que a imposição de condições de contorno que levam
a “rotação ” do parâmetro de ordem (mudança da fase ϕ) entre τ = 0 e τ = βh̄ é
equivalente a um deslocamento do potencial qúımico da forma µ→ µ′ = µ−ih̄∆ϕ/∆τ .
Isto é,

µ→ µ′ = µ− ih̄ϕ̇

δµ = −ih̄ϕ̇. (D.17)

Este resultado permite o cálculo da variação da densidade de energia livre em função
da mudança de fase do parâmetro de ordem complexo:

δf =
∂f

∂µ
︸︷︷︸

−ρ

δµ+
1

2

∂2f

∂µ2

︸︷︷︸

−κ

δµ2 + . . . (D.18)

e de acordo com (D.17) encontramos

δf = ih̄ρϕ̇+
1

2
κ(h̄ϕ̇)2 + . . . (D.19)

Observamos que o primeiro termo é imaginário e portanto a variação real da energia
livre é proporcional a ϕ̇2 com a “rigidez” temporal dada pela compressibilidade κ.

Utilizando este resultado e o resultado da seção anterior observamos que a densi-
dade de energia livre pode ser expandida em termos da variação da fase do parâmetro
de ordem complexo como:

δf = ih̄ρϕ̇+
1

2
κ(h̄ϕ̇)2 +

1

2m
ρsh̄

2(∇ϕ)2 + . . . (D.20)

relação utilizada no caṕıtulo 2.



Apêndice E

Solução do modelo de Hubbard
para bósons no limite de dimensão
infinita

Apresentamos neste apêndice a solução do modelo de Hubbard no limite de di-
mensão infinita. A partir de (5.12), o limite de dimensão infinita sugere fazer Jij =
J/N , e a parte de interação da hamiltoniana é desacoplada

H1 = − J

N

(
∑

i

b†i (τ)

)(
∑

i

bi(τ)

)

. (E.1)

Com isso apenas um campo complexo é necessário na transformação de Hubbard-
Stratanovich tal que

S(φ) =
N

J

∑

i

∫

φ∗
i (τ)φj(τ)dτ −

∑

i

ln
〈

Tτexp[

∫
(
φi(τ)b

†
i (τ) + φ∗

i (τ)bi(τ)
)
dτ ]
〉

0
.

(E.2)
O segundo termo pode ser calculado como uma expansão de cumulantes de maneira
que para um campo independente do tempo φ(τ) = φ e T → 0 encontramos para a
ação uma expansão do tipo Landau.

Nosso objetivo é expandir o segundo termo da ação

y = ln
〈

Tτexp[

∫
(
φi(τ)b

†
i (τ) + φ∗

i (τ)bi(τ)
)
dτ ]
〉

0
. (E.3)

Para isso escrevemos formalmente a exponencial ordenada temporalmente como

〈

Tτexp

[∫

dτV
(
b†i (τ), bi(τ)

)
] 〉

0
=

=
∞∑

n=0

1

n!

∫ βh̄

0

dτ1 . . . dτn〈TτV
(
b†i (τ1), bi(τ1)

)
. . . V

(
b†i (τn), bi(τn)

)
〉 (E.4)
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com
V
(
b†i (τl), bi(τl)

)
= φi(τl)b

†
i (τl) + φ∗

i (τl)bi(τl). (E.5)

Isto é, em (E.3) temos

y = ln

[

1 +

∫ βh̄

0

dτ1〈V (τ1)〉 +
1

2

∫ βh̄

0

dτ1〈TτV (τ1)V (τ2)〉 + . . .

]

(E.6)

onde simplificamos a notação de V
(
b†i (τ), bi(τ)

)
. As médias são feitas nos autoestados

de H0. Não é dif́ıcil notar então que os termos ı́mpares se anulam por envolver um
número ı́mpar de operadores de criação e aniquilação. Por exemplo, a média do termo
de ordem 1 pode ser escrita como

〈V (τ)〉 =

∑〈N |e−βH0
(
φi(τ)b

†
i (τ) + φ∗

i (τ)bi(τ)
)
|N〉

∑〈N |e−βH0|N〉 (E.7)

e o número ı́mpar de operadores fornece sempre no numerador um produto entre
estados ortogonais, portanto 〈V (τ)〉 = 0. O mesmo argumento se aplica aos demais
termos de ordem ı́mpar.

A seguir calculamos o termo de segunda ordem

1

2

∫ βh̄

0

dτ1dτ2〈TτV (τ1)V (τ2)〉 =

=
1

2

∫ βh̄

0

dτ1dτ2〈Tτ [φi(τ1)b†i (τ1) + φ∗
i (τ1)bi(τ1)][φi(τ2)b

†
i (τ2) + φ∗

i (τ2)bi(τ2)]〉

=
1

2

∫ βh̄

0

dτ1dτ2[〈Tτb†i (τ1)bi(τ2)〉 + 〈Tτbi(τ1)b†i (τ2)〉]|φ|2. (E.8)

Na última linha tomamos o campo independente do tempo e mantivemos apenas as
médias não nulas. Este termo é então proporcional a |φ|2 e pode ser calculado a partir
das funções de Green causais

〈Tτb†i (τ1)bi(τ2)〉 = 〈〈b†i (τ1)bi(τ2)〉〉(c) (E.9)

〈Tτbi(τ1)b†i (τ2)〉 = 〈〈bi(τ1)b†i (τ2)〉〉(c) (E.10)

definidas no apêndice A. Observamos também, que trocando τ1 por τ2 (variáveis mudas
na integração), as duas funções são equivalentes e por isso basta calcular uma delas.
Escrevemos, por essa razão, o termo de segunda ordem como

X2|φ|2 =

(∫ βh̄

0

dτ1dτ2〈〈bi(τ1)b†i (τ2)〉〉
)

|φ|2. (E.11)

E a expansão, separando os termos de mesma ordem em |φ|,

ln
[
1 +X2|φ|2 +X4|φ|4 + . . .

]
= X2|φ|2 +

(

X4 −
1

2
X2

2

)

|φ|4 + O(|φ|6). (E.12)
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Calculando a função de Green (E.9) em unidades com h̄ = 1 temos

〈〈b†i (τ1)bi(τ2)〉〉(c) =

=
1

Z0

∑

nj

[

θ(τ1 − τ2)〈nj|e−βH0b†i (τ1)bi(τ2)|nj〉 + θ(τ2 − τ1)〈nj|e−βH0bi(τ2)b
†
i (τ1)|nj〉

]

=
1

Z0

∑

nj

[
θ(τ1 − τ2)(nj + 1)e−βEnj e−Ω+(τ1−τ2) + θ(τ2 − τ1)nje

−βEnj e−Ω−(τ2−τ1)
]

onde Ω+ = Enj+1 − Enj
e Ω− = Enj−1 − Enj

. Para calcular X2 devemos integrar esta
equação obtendo

X2 =
1

∑

nj
e−βEnj

{∑

nj

nj + 1

Ω+

e−βEnj

[

β +
e−βΩ+ − 1

Ω+

]

+

+
∑

nj

nj
Ω−

e−βEnj

[

β +
e−βΩ− − 1

Ω−

]}

. (E.13)

No limite T → 0 apenas os termos com a ocupação mi que minimiza a energia (estado
fundamental) são relevantes

lim
β→∞

X2 =
1

e−βEmi

{mi + 1

Ω0
+

e−βEmi

[

β +
e−βΩ0

+ − 1

Ω0
+

]

+

+
mi

Ω0
−

e−βEmi

[

β +
e−βΩ0

− − 1

Ω0
−

]
}

(E.14)

e encontramos

→ 1

e−βEmi

{mi + 1

Ω0
+

[

βe−βEmi +
e−βEmi+1 − e−βEmi

Ω0
+

]

+

+
mi

Ω0
−

[

βe−βEmi +
e−βEmi−1 − e−βEmi

Ω0
−

]}

(E.15)

onde observamos facilmente que quando β → ∞ os termos relevantes são apenas

lim
β→∞

X2 = β

(
mi + 1

Ω0
+

+
mi

Ω0
−

)

. (E.16)

Usamos ainda que

Ω+ = Enj+1 − Enj
= Umi − µ , (E.17)

Ω− = Enj−1 − Enj
= µ− U(mi − 1) (E.18)

o que permite escrever (E.12) em T → 0 como

ln
[
1 +X2|φ|2 +X4|φ|4 + . . .

]
=

= β

(
mi + 1

Umi − µ
+

mi

µ− U(mi − 1)

)

|φ|2 + O(|φ|4). (E.19)
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Finalmente a substituição direta deste resultado em (E.2) com os campos φ indepen-
dentes do tempo fornecem a expansão

S0(φ) = Nβh̄

{[

N

J
− 1

N

∑

i

(
mi + 1

Umi − µ
+

mi

µ− U(mi − 1)

)]

|φ|2 + . . .

}

(E.20)

que é uma expasão do tipo Landau em potências do novo parâmetro de ordem φ.
Encontramos então a fronteira entre as fases procurando os valores de Jij/U e µ/U
que anulam o termo de segunda ordem da expansão para um determinado valor de
mi dado pela solução (1.10). O resultado fornece um diagrama de fases como o da
Figura 1.1.



Apêndice F

Dedução da susceptibilidade

Queremos encontrar a susceptibilidade em relação a um campo ψ. Vamos escrever
o termo com o campo externo de uma maneira bem geral:

Hext = −
∫

(ψ∗(x, t)b(x) + ψ(x, t)b†(x))d3x (F.1)

onde
b(x) =

∑

i

δ(x− xi)bi (F.2)

e da mesma forma para b†. Temos que calcular o valor esperado deste operador para
ligá-lo com o campo ψ, assim

〈b(x, t)〉 = 〈Ψ(t)|b(x)|Ψ(t)〉. (F.3)

Como a hamiltoniana H é a soma H = Hlocal + Hext podemos escrever

|Ψ(t)〉 = e−iH
localtUext(t)|Ψ〉 (F.4)

e o valor esperado é

〈b(x, t)〉 = 〈Ψ|U †
ext(t)e

iHlocaltb(x)e−iH
localtUext(t)|Ψ〉

〈b(x, t)〉 = 〈Ψ|U †
ext(t)b(x, t)Uext(t)|Ψ〉. (F.5)

Substituindo (F.4) na equação de evolução temporal

i
d|Ψ(t)〉
dt

= H|Ψ(t)〉

encontramos a equação para Uext(t)

i
dUext(t)

dt
= HextUext(t). (F.6)
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Equivalentemente a equação integral obedecida por Uext(t) é:

Uext(t) = 1 − i

∫ t

−∞

Hext(t′)Uext(t
′)dt′. (F.7)

Note que Uext → 1 se Hext → 0 o que é consistente com as condições da equação
diferencial. Resolvemos a equação integral iterativamente:

Uext = 1 − i

∫ t

−∞

Hext(t′)

(

1 − i

∫ t′

−∞

Hext(t′′)
(
1 − . . .

)

)

(F.8)

e tomando a solução em primeira ordem temos:

Uext = 1 − i

∫ t

−∞

Hext(t′)dt′. (F.9)

O valor esperado (F.5) fica então:

〈b(x, t)〉 = 〈Ψ|
(

1 + i

∫ t

−∞

Hext(t′)dt′
)

b(x, t)

(

1 − i

∫ t

−∞

Hext(t′)dt′
)

|Ψ〉 (F.10)

e retendo apenas termos até primeira ordem em Hext obtemos:

〈b(x, t)〉 = 〈b(x, t)〉Hext=0 + i

∫ t

−∞

dt′〈[Hext(t′), b(x, t)]〉. (F.11)

É posśıvel ainda calcular o comutador

[Hext(t′), b(x, t)] =

∫ ∞

−∞

d3x′[b(x, t), b†(x′, t′)]ψ(x′, t′). (F.12)

Substituindo no valor esperado obtemos a equação geral que fornece a resposta de
〈b(x, t)〉 ao campo externo ψ(x, t):

〈b(x, t)〉 = 〈b(x, t)〉Hext=0 + i

∫ t

−∞

dt′
∫

d3x′〈[b(x, t), b†(x′, t′)]〉ψ(x′, t′). (F.13)

Os casos estudados neste trabalho envolvem operadores localizados nos śıtios da rede
tais que

b†(x′, t′) =
∑

j

δ(x′ − xj)b
†
j(t

′)

e escrevemos então

〈b(x, t)〉 = 〈b(x, t)〉0 +

∫ ∞

−∞

dt′
∑

j

iθ(t− t′)〈[b(x, t), b†j(t′)]〉ψ(x′, t′) (F.14)
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onde trocamos o limite de integração superior incluindo a função degrau θ(t − t′). A
equação (F.14) fornece a variação do valor médio do operador b(x, t) em função do
campo ψ(x, t) em primeira ordem. Para o estudo das propriedades estáticas, vamos
tomar o campo externo como uma constante ψ(x′, t′) = ψ e podemos escrever, a partir
de (F.14), a resposta linear

〈bi(t)〉 = 〈bi(t)〉0 +

(
∫ ∞

−∞

dt′
∑

j

iθ(t− t′)〈[bi(t), b†j(t′)]〉
)

ψ. (F.15)

Em comparação com
〈bi(t)〉 = χ0ψ (F.16)

definimos a susceptibilidade χ0:

χ0 =

∫ ∞

−∞

dt′
∑

j

χij(t− t′) (F.17)

onde χij é

χij(t− t′) = iθ(t− t′)〈[bi(t), b†j(t′)]〉. (F.18)

A função χij é a função de Green dos operadores b e b† calculada no limite atômico
(H = Hlocal) e χ0 é a susceptibilidade do modelo local sujeito ao campo externo ψ que
permite o hopping entre os śıtios da rede.

Para um tratamento mais geral lembramos que nas transições de fase quânticas
não podemos desvincular as propriedades termodinâmicas da dinâmica do sistema.
Entretanto, quando efetuamos cálculos de susceptibilidade a campo médio para as
configurações de 1 e 2 śıtios no caṕıtulo 5, desprezamos esse fato, pois calculamos a
susceptibilidade estática. Vamos então agora generalizar a dedução para permitir o
cálculo das susceptibilidades dinâmicas para 1 e 2 śıtios o que no esquema de Grupo
de Renormalização será indispensável para a estimativa do expoente z.

Considerando que o campo externo tem uma oscilação ω escrevemos:

Hext = −
∫

(ψ∗(x, t)b(x) + ψ(x, t)b†(x))d3x (F.19)

onde

ψ(x, t) = ψeiωt (F.20)

ψ∗(x, t) = ψ∗e−iωt. (F.21)

E agora utilizamos este campo no valor esperado da equação (F.14)

〈b(x, t)〉 = 〈b(x, t)〉0 +

∫ ∞

−∞

dt′
∑

j

iθ(t− t′)〈[b(x, t), b†j(t′)]〉ψ(x′, t′), (F.22)
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que com a substituição ψ(x, t) = ψeiωt pode ser escrita como

〈b(x, t)〉 = 〈b(x, t)〉0 +

(
∫ ∞

−∞

dt′
∑

j

iθ(t− t′)〈[b(x, t), b†j(t′)]〉e−iω(t−t′)

)

ψ(x, t). (F.23)

Desta equação podemos definir a susceptibilidade dinâmica

χ(ω) =

∫ ∞

−∞

dt′
∑

j

χij(t− t′, ω) (F.24)

onde a função de Green χ
(d)
ij (t− t′, ω) é

χij(t− t′, ω) = iθ(t− t′)〈[bi(t), b†j(t′)]〉e−iω(t−t′). (F.25)

A susceptibilidade dinâmica difere da susceptibilidade estática apenas pelo fator extra
e−iω(t−t′) que fornece a dependência temporal do campo.
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