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Capítulo 1
Introdução

"Nem todos ontentam-se om a própria aparênia, mas todosontentam-se om o próprio érebro."(provérbio ídihe)A natureza da Luz enanta a humanidade desde o iníio dos tempos1. Vemosregistros desse fasínio na mitologia grega e na mitologia judaio-ristã. Não énenhuma surpresa essa misti�ação da luz, o homem tem por hábito misti�ar aquiloque não onhee ou não entende bem. Aos pouos fomos aprendendo omo a luz seomporta e omeçamos a tirar proveito disso. Em 1990 A. C. os egípios fabriavamespelhos, o livro do Êxodo 38:8 (1200 A. C.), possui um passagem onde os espelhossão itados. Os �lósofos gregos em 300 A. C. desenvolveram inúmeras teorias sobrea natureza da luz e suas propriedades. Nessa époa a propagação retilínea da luzjá era onheida por Eulides, assim omo a lei da re�exão. Nos séulos seguintes aóptia geométria foi estudada pela antiga ivilização Romana. Do Oriente tambémsurgiram ontribuições para melhor entender a natureza da luz, há registros dedesobertas feitas por Muçulmanos por volta de 642 D. C. [17℄.1Se é que houve um iníio. 1



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O 2Os séulos XVII e XVIII foram rios em desobertas em diverssas áreas da Físia.Kepler, Desartes, Newton, Huygens, e muitos outros, observaram e expliaramos fen�menos da interferênia, difração e absorção. Foi também nessa époa quedesobriu-se o aráter vetorial da luz e que alguns tipos de materiais podiam mu-dar a sua polarização. O mistério da �nitude da veloidade da luz omeçou a serdesvendado pelo dinamarquês Christensen Romer (1644-1710). Estudando Io, umadas luas de Júpiter, Romer enontrou evidênias de que a luz propaga om veloi-dade �nita.No séulo XIX Thomas Young (1773-1821), em suas apresentações a Royal Soi-ety, expliou o fen�meno da interferênia om base na teoria ondulatória de Huygens.Augustin Jean Fresnel (1788-1827) uni�ou os oneitos inerentes à desrição on-dulatória de Huygens ao prinípio de interferênia. Fresnel modelou a propagaçãode uma onda primária em termos de suessivas ondas esférias seundárias, que sesobrepõem e interferem para, alguns instantes mais tarde, reonstruir uma ondaidêntia à primeira. Também foram realizações de Fresnel a formulação matemátiapara alular os padrões de difração devidos à vários obstáulos e aberturas, as-sim omo uma expliação satisfatória para a propagação retilínea da luz. ArmandHippolyte Fizeau (1819-1896), em 1849, fez a primeira medida, sobre a Terra, àenontrar um resultado �nito para veloidade da luz, o valor de sua medida foi de315300 km/s.O estudo da eletriidade e do magnetismo estava sendo feito em paralelo oma óptia, neste período. Em 1845, Mihael Faraday (1791-1867) estabeleeu umarelação entre o eletromagnetismo e a luz, ao desobrir que a polarização de um feixepodia ser alterada por um ampo magnétio em um meio. James Clerk Maxwell(1831-1879) aglutinou, brilhantememte, todos os oneitos experimentais onhei-dos até então, em um onjunto oniso de equações matemátias. Com base nestasequações, Maxwell foi apaz de deduzir a veloidade de propagação da luz em ter-



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O 3mos de propriedades elétrias e magnétias do meio. Quando Maxwell substituíu osvalores experimentais onheidos na époa, hegou a um resultado igual ao deter-minado experimentalmente para a veloidade da luz. Com isto Maxwell uni�ou oeletromagnetismo e a óptia. Passamos então a tratar a luz omo uma onda eletro-magnétia que se propagava em um meio om propriedades físias muito peuliares.O éter, omo era hamado, preisava ser muito tenue para não afetar o movimentodos orpos elestes, mas também devia suportar vibrações om freqüênias óptiasda ordem de 1015Hz, que viajavam a 299274 km/s. Infelizmente, Maxwell mor-reu edo demais para ver a on�rmação de sua teoria por Heirih Rudolf Hertz(1857-1894). Hertz produziu e detetou ondas eletromagnétias em uma série deexperiênias publiadas em 1888.No último ano de sua vida, Maxwell esreveu uma arta à D. P. Todd do U.S. Nautial Almana O�e sugerindo a medida da veloidade do sistema solar emrelação ao éter. O físio estado-unidense Albert Abraham Mihelson (1852-1931),om 26 anos, desenvolveu a idéia. Levando em onta a veloidade de translaçãoda Terra, Mihelson publiou seu primeiro resultado em 1881, onde não detetavanenhum movimento da Terra em relação ao éter. Devido a um erro de áluloenontrado por Lorentz, Mihelson repetiu a medida em 1887, juntamente om ofísio Edward Willian Morley (1838-1923). Os resultados, mais uma vez, foramnegativos.O séulo XX, ainda "riança", saudiu os alieres da Físia om as teorias darelatividade e a quântia. Jules Henri Poinaré (1854-1912) talvez tenha sido oprimeiro a ompreender todas as impliações da inexistênia do éter. Em 1900, elea�rmou: "O éter existirá na verdade? Não aredito que observações maispreisas possam revelar algo mais do que movimentos relativos."



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O 4Em 1905, Albert Einstein (1879-1955) apresentou ao mundo sua teoria da rela-tividade restrita [11℄, om a qual também rejeitava a hipótese do éter:"A introdução de um "éter" será supérfula, uma vez que o pontode vista aqui desenvolvido não requer sequer um espaço em repousoabsoluto."No mesmo trabalho, Einstein aressenta:"(..) a luz se propaga no vazio om uma veloidade  bem de�nida,independente do estado de movimento de sua fonte."As experiênias de Mihelson e Morley foram perfeitamente expliadas dentroda inemátia relativístia de Einstein.Em 14 de dezembro de 1900, numa reunião da Soiedade Alemã de Físia, emBerlim, Max Karl Ernst Ludwig Plank (1858-1947) apresentou à PhysikalisheGesellshaft o trabalho "Sobre a Teoria da Lei de Distribuição de Energia do Espe-tro Normal". Neste trabalho, Plank introduz um das idéias mais revoluionáriasdaquele séulo, o quantum de energia. Em 1905, Einstein apresentava uma novateoria orpusular para a luz. O quantum de energia, mais tarde batizado de fótonpor G. N. Lewis [24℄, estava relaionado om a frequênia da luz, através da éle-bre equação E = hν, onde h é a famosa onstante de Plank. No �nal dos anosvinte, Bohr, Born, Heisenberg, Shrödinger, De Broglie, Pauli, Dira transformarama teoria quântia de Plank em uma Meânia Quântia bem fundamentada. Nestaépoa o momento angular da luz omeçou a ser estudado, o experimento de Beth[7℄ mostra om primor que luz irularmente polarizada possui momento angulardiferente de zero.



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O 5Os anos seguintes foram reheados de feitos memoráveis, na espetrosopia asraias espetrais foram expliadas de maneira satisfatória, o oneito de freqüêniaespaial surgiu nos aos inquenta e a análise de Fourier deixou de ser uma ferramentaexlusiva das teleominuações e ganhou espaço na óptia.Juntamente om a onstrução do primeiro laser [34℄, em 1958, nasia a óptianão-linear. A utilização de fontes oerentes de alta potênia permitiu a desoberta denovos efeitos omo a geração de segundo harm�nio, por M. Bass et al [4℄, e a misturade ondas, por J. A. Armstrong et al [3℄, ambos em 1962. Com o aprimoramentodas ténias de onstrução dos ressoadores óptios, para a onstrução de avidadesóptias para os lasers, foi possível gerar luz que também possuia momento angularorbital.Apesar da onexão feita por Einstein entre a óptia e a teoria quântia, a primeirafoi desenvolvida mais ou menos independente da segunda. Com a EletrodinâmiaQuântia, a Óptia Físia sofreu uma mudança revoluionária. Com a união destesramos da Físia surgiu a Óptia Quântia, que forneia uma outra visão das pro-priedades de oerênia da luz, e deu origem a teorias sobre a estatístia de fótons, aoestudo e a produção de estados omprimidos e ao estudo do ruído quântio. Muitasdas ténias desenvolvidas nesta área foram, e ainda são, usadas para onstruiraparatos de medida ultra-sensíveis, e para testar aspetos fundamentais da teoriaquântia e da �loso�a. Muita oisa foi desoberta desde os trabalhos dos pensadoresgregos. No �nal do séulo XX a Óptia Quântia, juntamente om outras áreasda Físia, deu origem a uma nova revolução ientí�a, a teoria da Informação ea Computação foram extendidas, e oisas omo o teletransporte e o omputadorquântio2, antes assuntos de histórias de �ção ientí�a, passaram a ser enaradosomo possibilidades onretas de realização.2Sem falar na riptogra�a quântia, que hoje é de extremo interesse de governos e banos emtodo o mundo.



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O 6O tema da dissertação foi inspirado no trabalho de Martinelli et al [27℄. Nestetrabalho os autores fazem um estudo, teório e experimental, da transferênia demomento angular orbital do feixe de bombeio para os feixes onvertidos de umosilador paramétrio óptio OPO om asamento de fase tipo II. O experimentorealizado por Martinelli et al, onsistia em bombear, om um modo de Laguerre-Gauss, um ristal de KTP, om asamento de fase tipo II para 532nm e 1064nm,em um avidade de espelhos esférios na on�guração onfoal.A transferênia de momento angular orbital é fortemente afetada pela avidade epela anisotropia do meio não-linear. Na �gura 1.1 podemos ver o per�l de intensidadee o padrão de interferênia dos feixes gerados pelo OPO em quatro regimes distintosde operação.O momento angular orbital é transferido total (imagens 1 e 4) ou parialmente(imagem 2) do feixe de bombeio para o feixe idler, que possui a mesma polarizaçãoque o bombeio. Contudo, o momento angular orbital não é transferido para ofeixe signal (imagem 3), uja polarização é ortogonal à do bombeio. Este efeito éexpliado, por Martinelli et al, em termos do astigmatismo provoado pelo ristal.Nesta dissertação estudamos a dinâmia de feixes om momento angular orbitalem um OPO om sinal injetado. No apítulo 2 falaremos sobre o momento angularorbital da luz, omo ele se enquadra no ontexto da óptia paraxial e omo pro-duzir vórties óptios, isto é, feixes om momento angular orbital. No apítulo 3desreveremos as prinipais araterístias de um OPO e de sua dinâmia. No apí-tulo 4 mostraremos omo estudar a dinâmia de modos transversais num OPO eos resultados obtidos no estudo da dinâmia não-linear de ino modos transversaisom injeção de sinal, assim omo a onjugação da fase geométria dos feixes geradosem um OPO. Finalmente, no apítulo 5 apresentaremos nossas onlusões sobre otrabalho.



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O 7

Figura 1.1: (a) Intensidade dos feixes signal (direita) e idler (esquerda). (b) padrãode auto-interferênia mostrando a presença (ou não) de singularidade de fase nosfeixes.



Capítulo 2
Momento Angular da Luz
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CAPÍTULO 2. MOMENTO ANGULAR DA LUZ 92.1 Momento Angular da LuzSabemos, do eletromagnetismo de Maxwell, que o ampo eletromagnétio arregaenergia. Entretanto, é mais omum falarmos em �uxo de energia eletromagnétia.Este �uxo de energia é dado pelo vetor de Poynting [17℄, que pode ser expresso emtermos dos ampos elétrio e magnétio. No sistema de unidades internaional (SI),ele tem a forma
~S (~r, t) = c2ǫ0

[

~E (~r, t)× ~B (~r, t)
]

. (2.1)Em meios isotrópios o vetor de Poynting é paralelo ao vetor de onda, porém istodeixa de ser verdade em meios anisotrópios. Nestes meios o fen�meno onheidoomo "walk o�"[27℄, faz om que o �uxo de energia não seja paralelo à direção depropagação da onda eletromagnétia.Além da energia, o ampo eletromagnétio também arrega momento linear emomento angular. A densidade de momento linear ~p (~r, t) do ampo eletromagnétio,em meios isotrópios, é proporional ao vetor de Poynting [26℄:
~p (~r, t) =

~S (~r, t)

c2
= ǫ0

[

~E (~r, t)× ~B (~r, t)
]

. (2.2)O momento linear total do ampo é dado pela integral volumétria de ~p (~r, t).
~P (~r, t) =

∫

V

ǫ0

[

~E (~r, t)× ~B (~r, t)
]

dv . (2.3)A densidade de momento angular do ampo eletromagnétio, assim omo naMeânia Clássia, é dada por,
~l (~r, t) = ~r × ~p (~r, t) = ~r × ǫ0

[

~E (~r, t)× ~B (~r, t)
]

. (2.4)O momento angular total é obtido da integral volumétria de~l (~r, t). A deomposiçãodo momento angular do ampo eletromegnétio, também pode ser feita de maneira



CAPÍTULO 2. MOMENTO ANGULAR DA LUZ 10análoga ao momento angular de um sistema de N-partíulas [26, 21℄
~L = ǫ0

∫

V

~r ×
[

~E (~r, t)× ~B (~r, t)
]

dv = ~Ls + ~Lo . (2.5)Se esrevermos o ampo magnétio em termos do seu potênial vetor ~A (~r, t), asomponentes ~Ls e ~Lo tomam a seguinte forma
~Ls = ǫ0

∫

V

~E (~r, t)× ~A (~r, t) dv (2.6)e
~Lo = ǫ0

∫

V

Ei (~r, t)
[

~r × ~∇
]

Ai (~r, t) dv . (2.7)A omponente ~Ls é independente da esolha de uma origem, e por esse motivorepresenta o momento angular intrínseo, ou de spin, do ampo eletromagnétio.Esta omponente é assoiada ao estado de polarização do fóton, e ao seu spin [7℄.Devido ao apareimento do operador ~r×~∇, a omponente ~Lo é assoiada ao momentoangular orbital do ampo. Repare que ~Lo depende da distribuição transversal doampo, ou seja, depende da sua estrutura1. Uma onda plana omo a da �gura 2.1(a)não possui momento angular orbital, ao passo que a onda da �gura 2.1(b) possuimomento angular orbital diferente de zero. Em ambos os asos a estrutura dasfrentes de onda é o fator determinante para que haja momento angular orbital.
(a) (b)Figura 2.1: Em (a) vemos frentes e os vetores de onda de uma onda plana. Em (b)vemos a frente de onda de um modo de Laguerre-Gauss.1Na Meânia Clássia essa dependênia se dá através do tensor de inéria.



CAPÍTULO 2. MOMENTO ANGULAR DA LUZ 11Com o advento do Laser [34℄ foi possível gerar feixes de luz om araterístiasbem diferentes das lâmpadas inandeentes e a gás, no que se refere à sua monoro-matiidade, direionalidade, intensidade, propriedades estatístias e oerênia. Estaúltima desempenha um papel entral na deteção da vortiidade e da polarização deum feixe. Sem ela não se de�nir um estado de polarização para o feixe, nem se podeestudar a estrutura da frente de onda do mesmo. Além disso, o estudo do momentoangular orbital da luz só foi possível depois do desenvolvimento de avidades óptiasde boa qualidade.Desreveremos agora os modos de Laguerre-Gauss [36℄ e omo estes satisfazema equação de onda na aproximação paraxial, antes porém faremos uma pequenadigressão e falaremos um pouo sobre a aproximação paraxial.2.2 Óptia ParaxialQuando o primeiro laser foi posto a funionar no �m da déada de 50, muitosdiziam que era apenas mais uma ferramenta de valor apenas aadêmio. Hoje pode-mos dizer que o laser foi uma das maiores invenções do séulo XX. Ele nuna deixoude ser um grande ferramenta aadêmia para o estudo das leis fundamentais da na-tureza. Além disso, resultou em inúmeras apliações em prazos extremamente urtosem diversas áreas omo a metrologia (relógios at�mios e medidas interferométri-as), topogra�a (medidas de distânia), teleomuniações (�bras óptias), mediina(irurgias de orreção visual), omputação (mídias laser e iruitos óptios), indús-tria (ontrole de qualidade), eletrodoméstios (dis laser) e até na indústria bélia(sistemas de posiionamento e sistemas de direionamento de mísseis).Na óptia o laser é largamente utilizado omo fonte de feixes "bem omportados",ou seja, produz luz oerente om uma freqüêia bem de�nida. Sendo uma radiação



CAPÍTULO 2. MOMENTO ANGULAR DA LUZ 12eletromagnétia, a equação de onda é quem governa o sua dinâmia [17℄
∇2E (~r, t)− 1

v2

∂2E (~r, t)

∂t2
= 0 . (2.8)Um laser é onstituído de três partes básias: 1) um meio de ganho; 2) umsistema de bombeio de energia e 3) uma avidade ressonante. Na primeira delaso fen�meno onheido omo emissão estimulada é o responsável pela oerênia daluz laser. O sistema de bombeio fornee a energia neessária para a inversão depopulação dentro do meio de ganho. A inversão de população em um meio deganho se dá quando o número de átomos2 exitados passa a ser maior que o númerode átomos no estado desexitados. A última parte, a avidade ressonante, impõeondições de ontorno sobre a equação de onda. Estas ondições impõem vínulossobre as freqüênias de osilação do laser dando origem aos modos longitudinais,que orrespondem a ondas estaionárias ao longo da avidade. Este é um dos fa-tores responsáveis pela sua monoromatiidade. Além dos modos longitudinais, aavidade sustenta no seu interior modos transversais ou modos TEM (TransversalEletromagneti), on�gurações do ampo perpendiulares3 ao eixo de propagação.Em linhas gerais, a óptia paraxial se aplia quando as dimensões transversais dofeixe são muito menores do que as distânias longitudinais típias sobre as quais oampo muda signi�ativamente o valor da sua amplitude. A equação paraxial rege apropagação da luz no regime de validade desta aproximação. A seguir estudaremoseste regime de validade e as onseqüênias desta aproximação na óptia físia.2Moléulas no aso de lasers gasosos, e elétrons e buraos no aso de lasers de estado sólido.3~k · ~E = 0



CAPÍTULO 2. MOMENTO ANGULAR DA LUZ 132.2.1 A Equação ParaxialA óptia paraxial, também onheida omo óptia Gaussiana, é a maneira maissimples de desrever a óptia físia. Um grande número de livros texto ontém apí-tulos inteiros sobre este tema [17, 36, 40℄. Contudo a abordagem dada por eles levaa uma inonsistênia om as equações de Maxwell. Mostraremos esta inonsistên-ia nas linhas seguintes e em seguida mostraremos uma abordagem alternativa queaorda integralmente om as leis do eletromagnetismo.Partimos das equações de Maxwell do ampo eletromagnétio no váuo,
~∇× ~E = −∂

~B

∂t
, (2.9)

~∇× ~B = µ0ǫ0
∂ ~E

∂t
, (2.10)

~∇ · ~E = 0 , (2.11)
~∇ · ~B = 0 , (2.12)onde ~E = ~E(~r) exp[i(kz − ωt)] e ~B = ~B(~r) exp[i(kz − ωt)]. Se quisermos os amposfísios, basta tomarmos as partes reais.Se tomarmos o rotaional da equação (2.9), num meio isotrópio, obtemos

~∇× ~∇× ~E = ~∇(~∇ · ~E)−∇2 ~E =
(ω

c

)2
~E . (2.13)Esta é onheida omo equação de Helmholtz, obtida a partir da equação (2.11).Se analisarmos soluções do tipo ~E = (Ex, 0, 0), a equação (2.10) impõe que

∂By

∂x
=
∂Bx

∂y
= 0 , (2.14)logo Ex deve ser independente de x. Soluções do tipo onda plana estão em plenoaordo om este resultado. Contudo o anzatz usado para soluções propagantes nadireção z é

Ex = ψ(x, y, z)eikz . (2.15)



CAPÍTULO 2. MOMENTO ANGULAR DA LUZ 14Note que ∂xEx 6= 0 é proibido pela divergênia de ~E, equação (2.11). Ignorando esteproblema a dedução da equação paraxial segue alulando-se o laplaiano de Ex.Lembrando que k = ω/c,
∇2[ψ(~r)eikz] =

[

∇2ψ(~r) + 2ik
∂ψ(~r)

∂z
− k2ψ(~r)

]

eikz . (2.16)Neste ponto ostuma-se fazer a aproximação
∣
∣
∣
∣

∂2ψ

∂z2

∣
∣
∣
∣
≪ 2k

∣
∣
∣
∣

∂ψ

∂z

∣
∣
∣
∣
,

∣
∣
∣
∣

∂2ψ

∂x2

∣
∣
∣
∣
,

∣
∣
∣
∣

∂2ψ

∂y2

∣
∣
∣
∣
, (2.17)que é onheida omo aproximação paraxial. A equação obtida om esta aproxi-mação é a equação paraxial,

∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
+ 2ik

∂ψ

∂z
= 0 . (2.18)A solução fundamental4 desta equação é uma gaussiana nas oordenadas transver-sais (x, y). Apesar da aparente inonsistênia om a equação (2.11), este resultadoestá, uriosamente, de aordo om o que é observado experimentalmente. Para evitaras passagens on�itantes om as equações de Maxwell, vamos deduzir a aproximaçãoparaxial de uma maneira alternativa, seguindo de perto a referênia [22℄.Vamos partir novamente das equações de Maxwell, separando o ampo elétrioe o operador nabla em omponentes transversal, ρ = (x, y), e longitudinal, ẑ.

~E =
[

~ψ⊥(~r) + ẑψz(~r)
]

ei(kz−ωt) (2.19)
~∇ = ~∇⊥ + ẑ

∂

∂z
, (2.20)onde t india a omponente transversal. Usando as expressões anteriores, alu-lamos o rotaional da equação (2.9) e obtemos obtemos duas equações, uma para a4Esta equação é muito pareida om a equação de Shrödinger para uma partíula livre. Estanomenlatura se baseia nesta semelhança, que será explorada mais adiante.



CAPÍTULO 2. MOMENTO ANGULAR DA LUZ 15omponente transversal e outra para a omponente longitudinal.
~∇⊥

[

~∇⊥ · ~ψ⊥ +
∂ψz
∂z

+ ikψz

]

−∇2
⊥
~ψ⊥ −

∂2 ~ψ⊥

∂z2
− 2ik

∂ ~ψ⊥

∂z
= 0 (2.21)

∂(~∇⊥ · ~ψ⊥)

∂z
−∇2

⊥ψz + ik~∇⊥ · ~ψ⊥ − k2ψz = 0 . (2.22)Como estamos interessados apenas em feixes Gaussianos, vamos usar a intura dofeixe5, w0, para reesalonar as oordenadas transversais e a distânia de Rayleigh6,
zR = kw2

0/2, para reesalonar a oordenada longitudinal.
x = w0ξ , y = w0η e z = zRζ . (2.23)Após efetuarmos o reesalonamento, multipliamos a equação para as ompo-nentes transversais por w3

0/zR e a equação para a omponente longitudinal por
w4

0/z
2
R. Feito isto, as novas equações em termos das oordenadas adimensionais

(ξ, η, ζ) são
~∇τ

[

h~∇τ · ~ψτ + h2∂ψζ
∂ζ

+ 2iψζ

]

− h∇2
τ
~ψτ − h3∂

2 ~ψτ
∂ζ2

− 4ih
∂ ~ψτ
∂ζ

= 0 (2.24)
h3∂(

~∇τ · ~ψτ )
∂ζ

− h2∇2
τψζ + 2ih~∇τ · ~ψτ − 4ψζ = 0 . (2.25)onde h = w0/zR e
~∇τ ≡ x̂

∂

∂ξ
+ ŷ

∂

∂η
(2.26)Estamos interessados em regimes onde o feixe está bem olimado, ou seja,

w0 ≪ zR ∴ w0 ≪
πw2

0

λ
∴ λ≪ w0 , (2.27)neste regime h torna-se, naturalmente, um parâmetro de expansão

~ψτ =

∞∑

n=0

hn ~ψ(n)
τ (2.28)

ψζ =

∞∑

m=0

hnψ
(n)
ζ . (2.29)5Do inglês "beam waist".6zR é um omprimento araterístio assoiado à difração do feixe, ou seja, zR é o omprimentoque o feixe deve propagar para que o seu diâmetro aumente de um fator √2.



CAPÍTULO 2. MOMENTO ANGULAR DA LUZ 16Substituindo as expressões (2.28) e (2.29) nas equações (2.24) e (2.25), veremosque podemos manter apenas os termos pares da expansão de ~ψτ e apenas os termosímpares da expansão de ψζ .Após este proedimento reunimos os termos proporionais à h e obtemos,
∇2
τ
~ψ(0)
τ + 4i

∂ ~ψ
(0)
τ

∂ζ
= 0 (2.30)

ψ
(1)
ζ =

i

2
~∇τ · ~ψ(0)

τ . (2.31)Comparando a eq. (2.30), de ordem zero, om a eq. (2.18) podemos ver que heg-amos à equação paraxial, por um proesso que obedee as imposições feitas pelasequações de Maxwell. Note que a solução de ordem zero, ~ψ(0)
τ , fornee um ampotransversal dependente das oordenadas transversais. A primeira orreção, ψ(1)

ζ ,mostra que há uma omponente na direção de propagação do feixe. O termo seguinteda série leva em onta efeitos de difração maiores,
∇2
τ
~ψ(2)
τ + 4i

∂ ~ψ
(2)
τ

∂ζ
= −∂

2 ~ψ
(0)
τ

∂ζ2
(2.32)

ψ
(3)
ζ =

i

2
~∇τ · ~ψ(2)

τ +
i

2

∂ψ
(1)
ζ

∂ζ
. (2.33)A equação (2.30) é invariante sob rotações em torno do eixo z, portanto soluçõesirularmente, eliptiamente e linearmente polarizadas são igualmente permitidas.Por simpliidade vamos onsiderar uma solução linearmente polarizada

~ψ(0)
τ = ~AeiS , (2.34)onde ~A e S são reais. Substituindo a expressão (2.34) na (2.30) obtemos uma equaçãoomplexa onde as partes real e imaginária devem ser satisfeitas separadamente

∇2
τ
~A− (~∇τS)2 ~A− 4

(
∂S

∂ζ

)

~A = 0 (2.35)e
2(~∇τS · ~∇τ ) ~A +∇2

τS
~A+ 4

(

∂ ~A

∂ζ

)

= 0 . (2.36)



CAPÍTULO 2. MOMENTO ANGULAR DA LUZ 17Fazendo o produto esalar destas equações om ~A, podemos reesrevê-las omo
(~∇τS)2 + 4

(
∂S

∂ζ

)

= ( ~A · ∇2
τ
~A)A−2 (2.37)e

~∇τ · (A2~∇τS) + 2

(
∂A2

∂ζ

)

= 0 . (2.38)A equação (2.37) é análoga a equação eikonal [15℄ da óptia geométria om umtermo de difração, e a equação (2.38) é uma equação de transporte que representaa onservação da densidade de energia eletromagnétia.A equação (2.37) tem a mesma forma funional da equação de Hamilton-Jaobipara uma partíula livre [23℄. As analogias entre a óptia geométria e a meânialássia levaram Shrödinger a formular a sua Meânia Ondulatória em analogiaom a óptia físia. Posteriormente, junto om os trabalhos de Heisenberg, Born,Jordan e Dira, a Meânia Ondulatória de Shrödinger deu origem à MeâniaQuântia omo a onheemos hoje. No limite lássio (~ → 0) a equação deShrödinger se reduz à equação de Hamilton-Jaobi , om a fase da função de ondaoinidindo om a ação lássia [23℄. Desta forma é de se esperar que as soluçõesde ambas as equações tenham a mesma forma funional. Baseado nisso olharemospara as soluções da equação (2.30) semelhantes às da equação de Shrödinger parauma partíula livre7.2.2.2 O Modo FundamentalDestaamos anteriormente a semelhança entre a equação paraxial e a equação deShrödinger para uma partíula livre. Com isto em mente, onstruimos um "ansatz"para a solução da equação (2.18).7Numa visão bastante simplista, o quantum de energia eletromagnétia pode ser representadopor uma partíula de Shrödinger om massa de repouso nula. Nesta visão o ampo eletromagnétiopode ser interpretado omo sendo a função de onda do fóton



CAPÍTULO 2. MOMENTO ANGULAR DA LUZ 18Suponhamos que a solução seja
ψ(~r) = A exp

{

i

[
kr2

2q(z)
+ P (z)

]}

, (2.39)onde A é uma onstante e q(z) e P (z) serão determinados a posteriori. Substituindoesta expressão na equação paraxial, obtemos
{

k2

q2(z)

[
dq(z)

dz
− 1

]

r2 − 2k

[
dP (z)

dz
− i

q(z)

]}

= 0 . (2.40)Para que (2.39) seja solução da (2.18), q(z) e P (z) devem satisfazer as seguintesequações difereniais ordinárias
dq(z)

dz
= 1 (2.41)e

dP (z)

dz
=

i

q(z)
. (2.42)Resolvendo a eq. (2.41) vemos que q(z) deve ter a seguinte forma,

1

q(z)
=

1

z − izR
=

z

z2 + z2
R

+ i
zR

z2 + z2
R

=
1

R(z)
+ i

2

kw2(z)
. (2.43)As funções

w(z) = w0

√
√
√
√

[

1 +

(
z

zR

)2
] (2.44)e

R(z) = z

[

1 +
(zR
z

)2
] (2.45)são, respetivamente, o raio do feixe e o raio da urvatura da frente de onda, ambosno plano z, w0 é a intura do feixe e zR = kw2

0/2 é a distânia de Rayleigh8.Uma vez de posse de q(z) podemos determinar P (z),
P (z) = i ln

[

1 +

(
z

zR

)2
]

− arctan

(
z

zR

) (2.46)8O fato de zR ser real esta relaionado om a �nitude das soluções da equação paraxial. Isto�ará evidente quando enontrarmos a solução para o modo fundamental.p



CAPÍTULO 2. MOMENTO ANGULAR DA LUZ 19Vemos que a fase do ampo próximo ao eixo z omporta-se da seguinte maneira
E ∼ 1

R
exp(ikz) exp

(

i
kr2

2R

)

. (2.47)Nos feixes Gaussianos a origem de R varia om a propagação onforme a equação(2.45). Repare que apenas quando z ≫ zR o feixe paree ter a sua origem em z = 0.Quando aminhamos na direção de z = 0 o raio de urvatura passa por um mínimoem z = zR e em seguida diverge quando nos aproximamos ainda mais de z = 0,onde ele se torna in�nito e a frente de onda se torna plana, �gura(2.2).

Figura 2.2: Plano foal do feixe Gaussiano [28℄.Note que a origem do raio de urvatura muda om a propagação da onda, em
z = 0 e z → ∞ ele tende ao in�nito, nestes dois regimes as frentes de onda sãoplanas. A expressão para R(z) mostra que entre esses dois extremos a frente deonda é aproximadamente esféria. Vejamos, o ampo elétrio de uma onda esféria,�gura(2.3) pode ser representado omo

E ∼ 1

R
exp(ikR) (2.48)



CAPÍTULO 2. MOMENTO ANGULAR DA LUZ 20onde R2 = r2 + z2. Para distânias grandes, R ∼ z ≫ r, podemos fazer umaexpansão binomial de R
R = z

(

1 +
r2

z2

)1/2

≈ z +
1

2

r2

z
≈ z +

1

2

r2

R
. (2.49)

Figura 2.3: Onda esféria [39℄.Determinados os parâmetros q(z) e P (z), determinamos "o modo fundamen-tal9"da equação paraxial. A solução da equação paraxial é [36℄
Ex(~r) = E0

w0

w(z)
exp

[ −r2

w(z)

]

︸ ︷︷ ︸

fator de amplitude

exp







i







kz − arctan

(
z

zR

)

︸ ︷︷ ︸

fase longitudinal

+
kr2

2R(z)
︸ ︷︷ ︸

fase radial














, (2.50)que tem a distribuição de intensidade mostrada na �gura 2.4.O fator de amplitude garante que a energia que atravessa um dado plano zarbitrário seja onstante. Em partiular, quando z ≫ zR, o fator w0/w(z) tendepara o valor assintótio de zR/z (limite de onda esféria), �gura(2.2), o que nos leva9Veremos adiante que essa nomenlatura se deve a uma analogia om o problema da partíulalivre de Shrödinger.
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Figura 2.4: Per�l de intensidade Gaussiano.à
θ ≃ tan(θ) =

dw(z)

dz
=
w0

zR
=

λ

πw0
. (2.51)Onde θ é o oe�iente angular da assíntota que de�ne o diâmetro do feixe para

z ≫ zR. Este diâmetro mínimo do feixe, 2w0, pode ser interpretado omo uma on-sequênia do prinípio de inerteza de Heisenberg para a posição e o momento lineardo fóton. Voltando à analogia om o problema da partíula livre de Shrödinger[10℄,perebemos que os dois sistemas são ompletamente análogos10, segundo a seguinteregra de orrespondênia.
ψM.Q.(~r, t) ←→ E(~r, t)

|ψM.Q.(~r, t)|2 ←→ |E(~r, t)|2

z ←→ t

w(z) ←→ ∆x(t)Agora que já estamos de posse do modo fundamental da equação paraxial, pode-10Cohen-Tannoudji, Quantum Mehanis, vol. 1, omplemento GI, página 61.



CAPÍTULO 2. MOMENTO ANGULAR DA LUZ 22mos passar para os modos de ordem superior, onheidos omo modos de Hermite-Gauss e modos de Laguerre-Gauss.2.2.3 Os Modos de Hermite-GaussJá que há uma grande semelhança da equação paraxial om a equação de Shrödinger,podemos esperar que a solução enontrada na seção anterior não seja a únia soluçãopara a equação paraxial. De fato, assim omo na equação de Shrödinger, existe umonjunto ompleto de soluções ortogonais para equação paraxial.Para obter este onjunto de soluções vamos usar o ansatz a seguir
ψ(~r) = A g

(
x

w(z)

)

h

(
y

w(z)

)

exp

{

i

[
kr2

2q(z)
+ P (z)

]}

, (2.52)onde w(z) e q(z) já são onheidos, ou seja, o raio de urvatura e o diâmetro dofeixe são os mesmos11. O fato de g e h serem, respetivamente, funções de x/w(z) e
y/w(z) signi�a que o padrão de intensidade de (2.52) esalona om o diâmetro dofeixe.Seguindo o mesmo proedimento da seção anterior, hegamos às expressões de ge h

g

(
x

w(z)

)

= Hn

(√
2

x

w(z)

)

. (2.53)
h

(
y

w(z)

)

= Hm

(√
2

y

w(z)

)

. (2.54)Onde Hn(x) e Hm(y) são os polin�mios de Hermite [2℄.A função P (z) agora depende da ordem dos modos
P (z) = i ln

(√

1 +
z2

z2
R

)

− (n+m+ 1) arctan

(
z

zR

)

. (2.55)11Na verdade w0 de�ne um onjunto de soluções ortogonais da equação paraxial.



CAPÍTULO 2. MOMENTO ANGULAR DA LUZ 23A solução geral da equação paraxial, em oordenadas artesianas, é então
ψn,m =

An,m
w(z)

Hn

(√
2

x

w(z)

)

Hm

(√
2

y

w(z)

)

exp

[

−x
2 + y2

w2(z)

]

exp

{

i

[
k(x2 + y2)

2R(z)
− (n+m+ 1) arctan

(
z

zR

)]}

, (2.56)
An,m é uma onstante de normalização.Note que se �zermos n = m = 0 na expressão anterior, nós reuperamos a soluçãodada pela equação (2.50), portanto aquela solução é de fato o modo fundamental. Na�gura 2.5 podemos ver os padrões de intensidade gerados por alguns destes modos.

(a)

(b) (c)

(d) (e) (f)Figura 2.5: Per�s de intensidade dos modos de Hermite-Gauss. Em (a) vemoso modo fumdamental (n,m) = (0, 0), em (b) e () os modos de primeira ordem,
(n,m) = (1, 0) e (n,m) = (0, 1), respetivamente. Em (d), (e) e (f) os modos desegunda ordem, (n,m) = (2, 0), (n,m) = (1, 1) e (n,m) = (0, 2), respetivamente.2.2.4 Os Modos de Laguerre-GaussA equação (2.30) adimite soluções em oordenadas ilíndrias, estas soluçõessão onheidas omo os modos de Laguerre-Gauss, os quais passaremos a desrever



CAPÍTULO 2. MOMENTO ANGULAR DA LUZ 24agora.Nas oordenadas ilíndrias, a equação paraxial tem a seguinte forma
1

r

∂

∂r

(

r
∂ψ

∂r

)

+
1

r2

∂2ψ

∂φ2
+ 2ik

∂ψ

∂z
= 0 . (2.57)Partindo do ansatz

ψ(~r) = χ

(
2r2

w2(z)

)

exp

{

i

[
kr2

2R(z)
+ P (z) + lφ

]}

, (2.58)e seguindo o proedimento das duas seções anteriores, enontramos
χlp

(
2r2

w2(z)

)

=

[√
2r

w(z)

]|l|

exp

[

− r2

w2(z)

]

L|l|
p

(
2r2

w2(z)

) (2.59)e
P (z) = i ln

(√

1 +
z2

z2
R

)

− (2p+ |l|+ 1) arctan

(
z

zR

)

, (2.60)onde L|l|
p são os polin�mios assoiados de Laguerre. No apêndie A mostramos deforma detalhada que 2.58 é solução da equação paraxial em oordenadas ilíndrias.Com estes resultados podemos esrever as soluções da equação paraxial em o-ordenadas ilíndrias
Ex =

√

2p!

πw2(z)(p + |l|)!

[√
2r

w(z)

]|l|

exp

[

− r2

w2(z)

]

L|l|
p

(
2r2

w2(z)

)

×

× exp

{

i

[

kz − (2p+ |l|+ 1) arctan

(
z

zR

)

+
kr2

2R(z)
+ lφ

]} (2.61)A �gura 2.6 mostra a distribuição de intensidade de algumas ordens dos modos deLaguerre-Gauss. O modo fundamental dado pela equação (2.50) também é ontem-plado nesta solução, basta fazer p = 0 e l = 0.Assim omo os modos de Hermite-Gauss (HG), os modos de Laguerre-Gauss(LG) são ortonormais entre si e também formam um onjunto ompleto de soluçõesda equação de paraxial. Estas duas araterístias são su�ientes para que qualquer
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(a)

(b) (c)

(d) (c) (f)Figura 2.6: Per�s de intensidade dos modos de Laguerre-Gauss. Em (a) vemoso modo fumdamental, (p, l) = (0, 0). Em (b) e () os modos de primeira ordem,
(p, l) = (0, 1) e (p, l) = (0,−1), respetivamente. E em (d), (e) e (f) os modos desegunda ordem, (p, l) = (0, 2), (p, l) = (1, 0) e (p, l) = (0,−2), respetivamente.ombinação linear destes modos também seja solução da equação paraxial 12. Defato, existe uma ombinação linear de polin�mios de Hermite que gera um polin�miode Laguerre [1℄.

n+m∑

k=0

(2i)kP n−k,m−k
k (0)Hn+m−k(x)Hk(y) = 2n+m ×

×







(−1)mm!(x+ iy)n−mLn−mn (x2 + y2) para n ≥ m

(−1)nn!(x− iy)m−nLm−n
n (x2 + y2) para m > n ,

(2.62)onde
P n−k,m−k
k (0) =

(−1)k

2kk!

dk

dtk
[(1− t)m(1 + t)n] |t=0 (2.63)são os polin�mios de Jaobi.12Isto arateriza a base de um espaço vetorial. Indiando que os modos LG também formamuma base de soluções da equação paraxial.
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+i −→

-i −→

Figura 2.7: Relação entre os modos HG e os modos LG de primeira ordem.Para os modos de primeira ordem13 a relação entre as bases HG e LG, é bastantesimples.
1√
2

(HG1,0 ± i HG0,1) = LG±1
0 (2.64)A �gura 2.7 ilustra o signi�ado da equação anterior.Também podemos esrever modos HG de 1a ordem rodados de um ângulo θ, emtermos dos modos HG0,1 e HG1,0 [1℄. Em partiular, quando θ=45◦(135◦), temos

HG45◦
0,1 =

1√
2

(HG0,1 +HG1,0) (2.65)
HG135◦

0,1 =
1√
2

(HG0,1 −HG1,0) (2.66)13A ordem de um modo é dada por n+m, onde m e n são os índies dos polin�mios de Hermite.



CAPÍTULO 2. MOMENTO ANGULAR DA LUZ 272.2.5 A Esfera de Poinaré para Modos EspaiaisO estado de polarização de um feixe monoromátio pode ser totalmente ara-terizado pelos parâmetros de Stokes [17℄.
s1 =

I0◦ − I90◦
I0◦ + I90◦ (2.67)

s2 =
I45◦ − I135◦
I45◦ + I135◦ (2.68)

s3 =
I�− I	
I� + I	

, (2.69)onde I0◦ , I90◦ , I45◦ e I135◦ são, respetivamente, as intensidades das omponentes depolarização do feixe medidas segundo as direções 0◦, 90◦, 45◦e 135◦.Para feixes totalmente polarizados, os parâmetros de Stokes se relaionam daseguinte maneira
s2
1 + s2

2 + s2
3 = 1 (2.70)Esta equação bastante familiar sugere que os parâmetros de Stokes podem ser in-terpretados omo as oordenadas Cartesianas de uma superfíie esféria de raiounitário, onde ada ponto da superfíie representa um dado estado de polarizaçãode feixe. Esta esfera é onheida omo a esfera de Poinaré [8℄, �gura 2.8(a).Os pólos norte e sul da esfera de Poinaré são análogos aos autoestados do mo-mento angular de spin, luz irularmente polarizada à esquerda e luz irularmentepolarizada à direita. Qualquer estado de polarização de um feixe totalmente polar-izado, e portanto qualquer ponto na esfera de Poinaré, pode ser entendido omouma superposição de polarizações irulares à esquerda e à direita. Os pontos noequador da esfera representam os estados de polarização linear, a orientação da po-larização é determinada pela fase relativa entre os estados de polarização irularessuperpostos para gerar o estado de polarização linear.Os modos transversais (HG e LG) de primeira ordem são isomorfos aos estados depolarização, onde os modos HG fazem o papel da polarização linear e os modos LG



CAPÍTULO 2. MOMENTO ANGULAR DA LUZ 28o da polarização irular. Assim sendo é possível onstruir uma esfera de Poinarépara estes modos [30℄, �gura 2.8(b).

(a) (b)Figura 2.8: Esfera de Poinaré para os estados de polarização e para os modostransversos de 1a ordem.As oordenadas Cartesianas desta esfera também podem ser interpretadas omoparâmetros de Stokes.
p1 =

IHG0◦
1,0
− IHG90◦

1,0

IHG0◦
1,0

+ IHG90◦
1,0

(2.71)
p2 =

IHG45◦
1,0
− IHG135◦

1,0

IHG45◦
1,0

+ IHG135◦
1,0

(2.72)
p3 =

ILG1
0
− ILG−1

0

ILG1
0
+ ILG−1

0

. (2.73)2.3 Produção e Deteção de Modos Laguerre-GaussA �gura 2.7 mostra omo onstruir os modos LG±1
0 a partir dos modos HG deprimeira ordem. Porém, a grande maioria dos lasers omeriais são onstruídospara funionarem no modo fundamental. Então, omo gerar um modo de Laguerre-Gauss?



CAPÍTULO 2. MOMENTO ANGULAR DA LUZ 29A seguir vamos desrever dois destes métodos, um holográ�o e outro que utilizaomponentes óptios astigmátios para fazer a onversão. Veremos que este últimomuito assemelha-se om o método utilizado para mudar o estado de polarizaçao deum feixe através de plaas de retardo.2.3.1 Método Holográ�oUm dos métodos mais simples para gerar feixes om momento angular orbitalé o método holográ�o, que utiliza plaas zonais espirais (PZE) omo as da �gura2.9, que são uma variação das plaas zonais de Fresnel [18, 20℄, �gura(2.9).Para a fabriação das PZE seguimos a seguinte reeita. Primeiro geramos numomputador as �guras (2.9(b) e 2.9()), depois as imprimimos em uma impressoraom uma boa resoluçãoe em seguida fotografamos as impressões. Após revelarmoso �lme, usamos os próprios negativos omo másaras para gerar os modos LG.A geração das espirais é feita através de um programa de omputador (ApêndieB) que alula os pontos onde a função
|1 + ei(αr

2+lθ)| ∝ cos

(
αr2 + lθ

2

) (2.74)é igual a zero. Fisiamente, esta equação representa o padrão de interferênia entreuma onda esféria e um feixe de Laguerre-Gauss, os pontos onde ela tem valor nulorepresentam as regiões a intensidade é nula. Estes pontos são dados por
αr2 + lθ

2
= (n+

1

2
)π ⇒ r =

√

(2n+ 1)π − lθ
α

, n = 0 . . . (2l − 1) . (2.75)Nas equações aima r e θ são as oordenadas polares da �gura, α é a esala radialda �gura, l é a heliidade do feixe que queremos gerar e n é um inteiro que varia dezero até o número de regiões laras e esuras.
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(a) (b) (c)

(d)Figura 2.9: Másaras usadas para gerar os modos LG. Em (a) uma plaa zonal deFresnel. Em (b) e em () temos duas plaas zonais espirais (PZE) om heliidade+1 e +2, respetivamente. Em (d) o arranjo experimental básio para produção domodo LG. Assim omo as plaas zonais de Fresnel, as PZE também foalizam ofeixe, sendo neessário reolima-lo após a passagem pela másara.O programa gra�a as urvas dadas pela equação anterior, para o valor de ldesejado, e então pinta de preto as regiões neessárias. O produto �nal desta rotinaé um arquivo Postsript pronto para ser impresso e fotografado.A �gura(2.10(a)) mostra outro tipo de holograma apaz de gerar modos om mo-mento angular. Este holograma funiona omo uma rede de difração, �gura(2.10(b)),onde a ordem zero da rede é o modo Gaussiano fundamental, e as ordens lateraissão os modos LG [18℄. Este holograma é gerado por omputador através do grá�o



CAPÍTULO 2. MOMENTO ANGULAR DA LUZ 31de densidades14 da seguinte função15
|1 + ei[α(r2+r sinβ)+lθ]| ∝ cos

(
αr2 + lθ

2

)

. (2.76)A heliidade das ordens de difração deste tipo de másara diferem do módulo de lentre si, omo mostra a �gura(2.10(b)).
(a) (b)Figura 2.10: Rede de difração bifurada. Em (a) a rede de difração om defeitotopológio gerada por omputador. Em (b) um desenho esquemátio do funiona-mento da rede, onde m é a vortiidade do feixe.Este método é bastante vantajoso devido ao usto e pratiidade. Porém, quandotrabalhamos num regime de alta intensidade não é mais possível utiliza-lo, pois oplástio do �lme derrete. Isto restringe a utilização das másaras a experimentosonde o regime de intensidade é baixo. Há uma outra desvantagem na utilizaçãodas másaras. Como estas são uma variação da plaa zonal de fresnel, desperdiçamuma quantidade onsiderável de luz. Além disso para que o feixe gerado seja de boaqualidade preisamos iluminar a másara om uma onda plana, e para isso temos queexpandir o feixe que nela inide desperdiçando ainda mais potênia. Uma possívelsolução para estes problemas é a onfeção de plaas zonais de fase16 [29℄, estas não14Em programas omo Maple e Mathematia os grá�os podem ser feitos esrevendo-se

r = |x + iy| e θ = arg(x + iy).15Note que as PZE também podem ser geradas por este proesso, basta fazer β = 016Plaas zonais de fase podem ser enontradas em aparelhos de retroprojeção. A plaa zonaldestes aparelhos é a superfíie onde oloamos as transparênias.



CAPÍTULO 2. MOMENTO ANGULAR DA LUZ 32desperdiçariam tanta luz quanto as plaas zonais de amplitude apresentadas aqui,porém o usto de onfeção deste tipo de másara é alto omparado as másarasapresentadas aqui.2.3.2 Conversor de Modos por AstigmatismoPara ontornarmos as desvantagens do método holográ�o de produção de modosLG num regime de altas intensidades podemos usar, além das plaas zonais de fase,um método alternativo que utiliza lentes ilíndrias para transformar um modo
HG0,1 em um modo LG0,1.

Figura 2.11: Conversor de modos om lentes ilíndrias.As equações (2.62) e (2.64) mostram omo as duas bases se relaionam, e o quedeve ser feito para se obter um modo através do outro. A fase relativa introduzidaentre os omponentes da deomposição pode ser obtida explorando-se a fase deGouy17, ϕ(z).17Em 1890 Gouy mostrou que um onda eletromagnétia foalizada adquire uma fase axial adi-ional de π em relação a onda plana, quando passa pelo foo, porém até hoje não foi feito umainterpretação físia satisfatória da fase de Gouy. Na introdução do trabalho de A. B. Ru�n et al[33℄ podem ser enontradas referênias sobre o assunto.



CAPÍTULO 2. MOMENTO ANGULAR DA LUZ 33Para um feixe Gaussiano isotrópio (não astigmátio) a fase de Gouy é dada por[5℄
(n +m+ 1)ϕ(z) , (2.77)onde ϕ(z) = arctan(z/zR). Para um feixe astigmátio a situação é um pouo difer-ente. Considere um modo HG astigmátio, om as linhas nodais paralelas ao eixo deastigmatismo (um feixe Hermite-Gaussiano que passou por uma lente ilíndria). Aamplitude deste feixe pode ser onsiderada separadamente em dois planos de propa-gação perpendiulares (x, z) e (y, z). Tal feixe tem fases de Gouy diferentes em adaplano de propagação

(n+m+ 1) ϕ(z)→ (n+ 1/2) ϕx(z) + (m+ 1/2) ϕy(z) , (2.78)onde
ϕx(z) = (n+ 1/2) arctan

(
z

zRx

)

, (2.79)
ϕy(z) = (m+ 1/2) arctan

(
z

zRy

)

. (2.80)Nestas equações zRx e zRy são as distânias de Rayleigh nos planos (x, z) e (y, z),respetivamente. Os onversores de modos por astigmatismo exploram esta deom-posição da fase de Gouy para transformar os ampos, fazendo-o astigmátio apenasem uma região on�nada do espaço é isotrópio fora desta região, isto pode ser feitoom lentes ilindrias, �gura 2.11. Inidimos o modo HG0,1 em um par de lentesilindrias rodadas de 45◦ em relação a linha nodal do modo. Quando o feixe passapela região entre as lentes, uma diferença de fase é introduzida entre as omponentesdo modo, equações (2.65), [5℄. Se a fase introduzida entre as omponentes for iguala π/2, o onversor transforma um modo HG rodado de 45◦(135◦) num modo LG±1
0 ,e vie-versa. Chamaremos este onversor de "onversor π/2". O onversor π intro-duz uma fase de π entre as omponentes do modo, isto inverte a heliidade de um
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Figura 2.12: Efeito produzido pelos onversores de modo. No topo vemos o efeitoproduzido por um onversor π em um modo HG135◦ . ao meio o efeito do mesmoonversor sobre um modo LG−1, e na base o efeito de um onversor π/2 sobre ummodo HG135◦ .modo LGp,l para LGp,−l e roda de 90◦ a linha nodal de um modo HG45◦(135◦) (de
HG

45◦(135◦)
n,m para HG45◦(135◦)

m,n ), �gura (2.12).A fase introduzida pelos onversores depende da distânia d entre as lentes ilín-drias. Para um modo HG45◦
0,1 podemos onstruir um onversor π/2 oloando aslentes ilíndrias a uma distânia d = f

√
2, onde f é a distânia foal das lentes,�gura(2.13a). O funionamento das lentes pressupõe uma intura araterístia parao feixe inidente, portanto é preiso usar uma lente para adaptar o modo espaialdo feixe ao onversor astigmátio. A de�nição de uma w0 para o feixe é equivalentea de�nição de um zR para o mesmo, isso se deve a estreita relação existente entreessas duas grandezas representada pela equação zR = kw2

0/2.Um onversor π pode ser onstruído oloando-se as lentes ilíndrias a umadistânia d = 2f , �gura(2.13b). O onversor π só funiona próximo ao limite daótia geométria, para ontornar esta di�uldade podemos usar um prisma de Dove,que produz o mesmo efeito de um onversor π, �gura 2.14.
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Figura 2.13: (a) Conversor π/2, e (b) Conversor π [5℄.Como a polarização e os modos de ordem 1 são isomórfos, o papel dos onver-sores é totalmente análogo ao das plaas de retardo usadas para mudar o estado depolarização da luz.

Figura 2.14: Prisma de DovePara que os onversores om lentes ilíndrias transformem um modoHG45◦(135◦)
0,1em um modo LG0,±1, preisamos de um laser que opere no modo HG0,1. Paraontornar essa di�uldade, podemos simular um modo HG45◦

0,1 , seguindo a referênia[32℄.Um feixe no modo HG45◦
0,1 é equivalente a soma de um HG0,1 om um HG1,0

HG45◦
0,1 ∝

[

2
√

2(x+ y)

w(z)

]

exp

[

−x
2 + y2

w2(z)

] (2.81)onde w(z), dado pela equação (2.44), é o raio do feixe.



CAPÍTULO 2. MOMENTO ANGULAR DA LUZ 36Usando dois feixes no modo Gaussiano fundamental, om uma diferença de fasede π entre eles, loalizados, respetivamente, nos pontos de máximo e mínimo doampo da equação (2.81), obtemos
HG45◦

0,1 ∼ exp

[

−(x− w0/
√

2)2 + (y − w0/
√

2)2

w2
0

]

− exp

[

−(x+ w0/
√

2)2 + (y + w0/
√

2)2

w2
0

] (2.82)Esta on�guração é uma boa aproximação do ampo desrito na equação (2.81), epode ser obtida através do arranjo experimental mostrado na �gura 2.15.

Figura 2.15: Arranjo experimental para produção de modos LG de primeira ordem.O ajuste da fase relativa entre os feixes é feito pelo BS2.O interfer�metro visto na �gura é o responsável pela produção do modo HG45◦
0,1 .Um espelho móvel no interfer�metro tem a função de ajustar a fase entre os dois"spots" Gaussianos.



CAPÍTULO 2. MOMENTO ANGULAR DA LUZ 372.3.3 DeteçãoApós a produção de um modo LG é neessária uma averiguação do produto �nal.Não basta detetarmos um per�l de intensidade omo os da �gura 2.6, preisamosanalisar a fase do ampo e enontrar estruturas omo as da �gura 2.16. Para fazeristo, basta interferir o feixe om ele mesmo em um interfer�metro de Mihelsonligeiramente desalinhado, de modo a sobrepor a singularidade de fase vinda de umdos braços do interfer�metro sobre o anel de intensidade vindo do outro braço, e vie-versa, �gura(2.16()). Este proedimento produz um padrão de interferênia omoo das �guras (2.16(a)). Se interferirmos um modo LG olinearmente om uma ondaesféria, �gura(2.16(d)), obtemos os padrões de interferênia das �guras (2.16(b)).Já que estes padrões são os mesmos obtidos na onfeção das PZE, podemos garantirque geramos um dos modos de Laguerre-Gauss [9℄.No apítulo seguinte passaremos à desrição do Osilador Paramétrio Óptio eda dinâmia dos modos de Laguerre-Gauss neste ontexto.
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(a) (b)

(c) (d)Figura 2.16: Em (a) vemos o padrão gerado pela interferênia, (), entre modos LG,o número de bifurações é igual ao módulo da heliidade. Em (b) temos interferên-ias, (d), do modo om uma onda esféria, o módulo da heliidade dos feixes é igualao número de espirais laras ou esuras.



Capítulo 3
Ampli�ação e OsilaçãoParamétria
Contents3.1 Ampli�ação Paramétria . . . . . . . . . . . . . . . . . . 403.2 Osilação Paramétria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44Quando feixes de luz interagem dentro de meios não-lineares, harm�nios e sub-harm�nios do feixe original podem ser gerados. Isto é o que aontee dentro de umosilador paramétrio óptio (OPO). Constituído por uma avidade óptia, respon-sável pela realimentação do sistema, om um ristal não-linear no seu interior, umfeixe de bombeio gera os feixes signal e idler pela interação om um meio que possuiuma não-linearidade do tipo χ2. Este proesso é uma importante fonte de estadosomprimidos da luz.Neste apítulo desreveremos o funionamento de um OPO omeçando pelo es-tudo da interação da luz om um meio não linear, seguido do omportamento da luzdentro de avidades óptias, enerrando o apítulo om a osilação paramétria.39



CAPÍTULO 3. AMPLIFICAÇ�O E OSCILAÇ�O PARAMÉTRICA 403.1 Ampli�ação ParamétriaA óptia não-linear estuda os fen�menos que oorrem devido a modi�ações daspropriedades óptias dos sistemas materiais pela presença da luz. Efeitos óptiosnão-lineares são aqueles em que a resposta do sistema material ao ampo eletromag-nétio apliado depende não-linearmente do ampo. Exemplos típios são a geraçãode segundo harm�nio, a soma e subtração de freqüênias, a mistura de ondas e aampli�ação paramétria [37, 40℄.Os fen�menos eletromagnétios são governados pelas equações de Maxwell paraos ampos ~E e ~B
~∇× ~E = −∂

~B

∂t
(3.1)

~∇× ~B = µ0
~J + µ0ǫ0

∂ ~E

∂t
(3.2)

~∇ · ~E =
ρ

ǫ0
(3.3)

~∇ · ~B = 0 , (3.4)onde ~J e ρ estão relaionados pela equação da ontinuidade
~∇ · ~J +

∂ρ

∂t
= 0 . (3.5)A densidade de orrente ~J e a densidade de argas ρ podem ser esritas omouma expansão em multipólos [21℄ ou em termos de uma polarização generalizada P,onde

~J = ~Jdc +
∂P

∂t
(3.6)onde ~Jdc é uma densidade de orrente estaionária e, pela equação da ontinuidade,

ρ = −~∇ · P . (3.7)A resposta de um meio material a ampos apliados a ele é desrita pela pola-rização, P, do meio. Em geral, a polarização é uma função não-linear de ~E. Quando



CAPÍTULO 3. AMPLIFICAÇ�O E OSCILAÇ�O PARAMÉTRICA 41estamos num regime em que o ampo elétrio é su�ientemente frao, podemosesrever a polarização omo uma série de potênias de ~E.
P = ~PL + ~PNL , (3.8)onde
(

~PL

)

l
= ǫ0χlmEm (3.9)e

(

~PNL

)

l
= χlmnEmEn + χlmnoEmEnEo + · · · (3.10)O aráter tensorial de χlm dá onta dos efeitos de bi-refringênia e astigmatismo domeio [13℄.Em partiular, se estivermos lidando om meios não-lineares de segunda ordem,iluminados por ampos osilantes do tipo

~E(ωs)(~r, t) =
1

2

[

~E(ωs)ei(ωst−ksz) + ~E(ωs)∗e−i(ωst−ksz)
] (3.11)

~E(ωp)(~r, t) =
1

2

[

~E(ωp)ei(ωpt−kpz) + ~E(ωp)∗e−i(ωpt−kpz)
]

, (3.12)podemos representar (PNL)l omo
(PNL)l = χlmnE

(ωs)
m E(ωp)

n (3.13)
=

χlmn
4

[
E(ωs)
m E(ωp)

n ei[(ωp+ωs)t−(npkp+nsks)z] (3.14)
+E(ωs)∗

m E(ωp)∗
n e−i[(ωp+ωs)t−(npkp+nsks)z] (3.15)

+E(ωs)
m E(ωp)∗

n e−i[(ωp−ωs)t−(npkp−nsks)z] (3.16)
+E(ωs)∗

m E(ωp)∗
n ei[(ωp−ωs)t−(npkp−nsks)z]

]
, (3.17)onde nj (j = p, s, i) são os respetivos índies de refração do meio para os ampos.Esta polarização não-linear serve de fonte para novos ampos1 gerados no ma-terial, om freqüênias ω = ωs + ωp e ω = ωs − ωp. Para que o proesso oorra1Ao longo do texto adotaremos a nomenlatura Signal (s), Idler (i) e Bombeio (p) para repre-sentar os ampos envolvidos no proesso estudado aqui.



CAPÍTULO 3. AMPLIFICAÇ�O E OSCILAÇ�O PARAMÉTRICA 42e�ientemente, é neessário que o ampo gerado numa dada posição do ristal in-ter�ra onstrutivamente om o ampo gerado nas posições subsequentes. Quandoisto oorre, dizemos que há "asamento de fase". A relação de dispersão no materialdesempenha um papel fundamental para a observânia desta ondição. Por exem-plo, para que a geração de diferença de frequênia seja e�iente, é neessário que asfrequênias envolvidas satisfaçam a
n(ωp)ωp − n(ωs)ωs = n(ωp − ωs)(ωp − ωs) (3.18)ou ainda,

npkp − nsks = niki , (3.19)onde ki = ωi/c, ni = n(ωi) e ωi = ωp − ωs. Normalmente esta ondição não é satis-feita quando os ampos envolvidos no proesso possuem todos a mesma polarização.Contudo é possível ontornar esta di�uldade valendo-se do efeito de birrefringênia.Na prátia, para ristais não-lineares, podemos esolher o tipo de efeito, soma oudiferença de freqüênias, usando um ristal om o orte desejado2.Nesta tese estaremos interessados na geração de diferença de frequênia, tambémhamada de "onversão paramétria desendente".O método desenvolvido na seção 2.2.1 do apítulo 2, para a dedução da equaçãoparaxial também pode ser feito quando lidamos ommeios não-lineares [22℄. Seguindoaquele método para meios não ondutores, e esrevendo as omponentes do ampoelétrio gerado no ristal omo E
(ωi)
l = E

(ωi)
l (~r) exp[i(ωit− nikiz)], hegamos a

∇2
tE

(ωi)
l − 2iniki

∂E
(ωi)
l

∂z
= −µ0ω

2
iχlmnE

(ωs)∗
m E(ωp)

n e−i∆kz (3.20)que é a mesma equação paraxial obtida na seção 2.2.1, mas agora om um termo defonte quadrátio no ampo. Nesta equação ∆k = npkp − nsks − niki é o desaordode fase entre os ampos e ∇2
t é o operador laplaiano transverso.2O orte segundo uma dada direção em relação aos planos ristalográ�os determina que tipode asamento de fase o ristal terá.



CAPÍTULO 3. AMPLIFICAÇ�O E OSCILAÇ�O PARAMÉTRICA 43Como dissemos no apítulo anterior, os modos normais de propagação de umfeixe eletromagnétio formam uma base ortogonal de soluções da equação paraxial,isso nos permite deompor o ampo em termos de suas omponentes nestas bases[35℄. No entanto, devemos lembrar que agora estamos lidando om a propagaçãodo ampo dentro de um meio não-linear. Tal meio atua omo um mediador nastroas de energia entre os ampos envolvidos no proesso em questão. Sendo assimdevemos onsiderar o efeito destas troas de energia entre os ampos através demudanças nas suas amplitudes a medida em que se propagam dentro do meio não-linear. Desta forma, esreveremos o ampo elétrio omo uma superposição de seusmodos de propagação.
E(~r) =

∑

β

ψβ(~ρ, z)Aβ(z) , (3.21)onde ~ρ = (x, y), β é um onjunto de índies que identi�am um dado modo e
ψβ(~ρ, z) pode representar tanto um modo de Hermite-Gauss (2.56) quanto um modode Laguerre-Gauss (2.61).Sendo assim, basta alularmos as derivadas pariais da equação (3.20) e projetaro ampo em uma base HG ou LG, levando em onta a ortogonalidade das funções
ψn,m. Este proedimento nos leva à seguinte equação para Aβ(z)

dAβ
dz

= −iΓβ
∑

γ,σ

Λβ,γ,σ(z)A
∗
γAσe

−i∆kz , (3.22)onde
Γj =

µ0ωjcχj
2nj

, (j = β, γ, σ) , (3.23)é a onstante de aoplamento de�nida pelo ristal, e a integral de reobrimento
Λβ,γ,σ(z) =

∫

d2ρ ψ∗
β(~ρ, z)ψ

∗
γ(~ρ, z)ψσ(~ρ, z) (3.24)determina o aoplamento entre os modos de propagação.Neste trabalho estamos interessados em efeitos não-lineares de segunda ordem,nos quais apenas três ampos partiipam do proesso. Sendo assim, devemos resolver



CAPÍTULO 3. AMPLIFICAÇ�O E OSCILAÇ�O PARAMÉTRICA 44três equações idêntias a (3.22) para ada ampo orrespondente às freqüênias
ωβ, ωγ e ωσ. Isso pode ser feito muito failmente se estivermos trabalhando ommeios não-lineares em que o aoplamento entre os ampos seja frao. Neste regimede aoplamento frao, podemos admitir que, ao passar pelo meio não-linear, asamplitudes dos ampos não sofrem mudanças signi�ativas. Sendo assim, podemosaproximar a integração da equação (3.22) para

Aβ(lc) = Aβ(0)− iξβ,γ,σA∗
γ(0)Aσ(0) (3.25)

Aγ(lc) = Aγ(0)− iξγ,β,σA∗
β(0)Aσ(0) (3.26)

Aσ(lc) = Aσ(0)− i (ξσ,β,γ)∗Aβ(0)Aγ(0) . (3.27)Onde supomos um omprimento lc para o meio não-linear e ξβ,γ,σ são os aoplamentosdos ampos, dadas por
ξβ,γ,σ =

µ0ωβcχ

2nβ

∫ lc

0

dz Λβ,γ,σ(z)e
−i∆kz . (3.28)3.2 Osilação ParamétriaQueremos modelar a dinâmia dos ampos intraavidade através de equações demovimento onstruídas a partir da interação não linear desrita na seção anterior.Isso pode ser feito ontabilizando as mudanças sofridas pelos ampos em uma voltaompleta numa avidade de omprimento óptio Lo = L + (n − 1)lc, �gura 3.1.



CAPÍTULO 3. AMPLIFICAÇ�O E OSCILAÇ�O PARAMÉTRICA 45Mantendo apenas os termos lineares na onstante de aoplamento, obtemos
Aβ(2Lo) =

[

rβ1 r
β
2Aβ(2Lo)− irβ1 rβ2 ξβ,γ,σA∗

γ(0)Aσ(0)e−i∆ka

−irβ1 rγ2rσ2 ξβ,γ,σA∗
γ(0)Aσ(0)e−i∆klc+∆k0(a+2b)

]

e−2ikβ[(a+b)+nβ lc] (3.29)
Aγ(2Lo) =

[
rγ1r

γ
2Aγ(2Lo)− irγ1rγ2ξγ,β,σA∗

β(0)Aσ(0)e−i∆ka

−irγ1rβ2 rσ2 ξγ,β,σA∗
β(0)Aσ(0)e−i∆klc+∆k0(a+2b)

]

e−2ikγ [(a+b)+nγ lc] (3.30)
Aσ(2Lo) =

[
rσ1 r

σ
2Aσ(2Lo)− irσ1 rσ2 (ξσ,β,γ)

∗Aγ(0)Aσ(0)e−i∆ka

−irσ1 rσ2 rσ2 (ξσ,β,γ)
∗Aγ(0)Aβ(0)e−i∆klc+∆k0(a+2b)

]
e−2ikσ [(a+b)+nσlc](3.31)onde rj1(2) é a re�etividade dos espelhos de entrada e saída da avidade, �gura 3.1,para j = β, γ, σ.

Figura 3.1: Cavidade do OPO. r1(2) e t1(2) são, respetivamente, os oe�ientes dere�exão e transmissão do espelho 1(2).Se a avidade for de alta qualidade, os espelhos que a ompõem tem um oe-�iente de re�exão muito próximo da unidade. Isso nos permite fazer a seguinteaproximação
r =
√

1− t2 ≈ 1− t2

2
⇒ r1r2 ≈

(

1− t21
2

)(

1− t22
2

)

≈ 1− T1 + T2

2
(3.32)onde t1(2) é o oe�iente de transmissão e T1(2) é a transmitânia dos espelhos.Uma avidade óptia, omo dissemos anteriormente, impõe restrições às freqüên-ias que podem ressoar dentro dela. A freqüênia araterístia, ωc, da avidade, é



CAPÍTULO 3. AMPLIFICAÇ�O E OSCILAÇ�O PARAMÉTRICA 46dada em termos do tempo de perurso de ida e volta por ωc = 2πm/τ , onde m éinteiro. Então, para um ampo quase ressonante om a avidade, nós temos
2kLo = 2mπ + ∆φ ⇒ ∆φ = (ω − ωc)τ . (3.33)onde ω é a freqüênia angular do ampo.O último passo na onstrução das equações dinâmias do OPO é efetuar aderivada "oarse grain", que onsiste em subtrair o ampo iniial do ampo apósuma volta ompleta na avidade, dividindo o resultado pelo tempo de perurso, τ ,dos ampos dentro da avidade, isto é

dA

dt
≈ A(2Lo)− A(0)

τ
. (3.34)Feito isso obtemos as equações para os modos dentro da avidade.

dAβ
dt

= −(κβ + i∆β)Aβ − iζβ,γ,σA∗
γAσ (3.35)

dAγ
dt

= −(κγ + i∆γ)Aγ − iζγ,β,σA∗
βAσ (3.36)

dAσ
dt

= −(κσ + i∆σ)Aσ − iζ∗σ,β,γAβAγ (3.37)om κj e ∆j dados por
κj =

T1j + T2j

2τ
(3.38)

∆j = ωj − ωc (3.39)para j = β, γ e σ, respetivamente, são as taxas de deaimento dos ampos dentroda avidade e as dessintonias entre os ampos e a avidade. A nova onstante deaoplamento é dada por
ζβ,γ,σ =

2

τβ
ξβ,γ,σe

−i[∆k0(a+b)+∆klc/2] cos(∆k0b+ ∆klc/2) (j = β, γ, σ) . (3.40)As equações anteriores tomam uma forma mais simples quando as re-esrevemosem termos de amplitudes de número de fótons, αβ = |αβ|e−iθβ , que se relaionam



CAPÍTULO 3. AMPLIFICAÇ�O E OSCILAÇ�O PARAMÉTRICA 47om as amplitudes lentamente variáveis, Aβ , através de
αβ = −i

√

2nβǫ0cτβ
~ωβ

Aβ , (3.41)onde |αβ|2 é numeriamente igual ao número de fótons no modo β. Nestas variáveis,a onstante de aoplamento é dado por
χefβ,γ,σ = χ

√

~ωσωγωβ
2ǫ0cnσnγnbetaτστγτβ

(
µ0

ǫ0

)

× e−i[∆k0(a+b)+∆klc/2] cos(∆k0b+ ∆klc/2)

×
∫ lc

0

Λβ,γ,σ(z)e
−i∆kzdz . (3.42)As equações de movimento nas novas variáveis são

dασ
dt

= −(κσ + i∆σ)ασ + χσ,β,γαγαβ (3.43)
dαγ
dt

= −(κγ + i∆γ)αγ − χγ,β,σα∗
βασ (3.44)

dαβ
dt

= −(κβ + i∆β)αβ − χβ,γ,σα∗
γασ . (3.45)No próximo apítulo faremos um estudo teório da dinâmia de modos em umaavidade OPO onfoal. Neste regime de operação, as ressonânias dos amposintraavidade estão dispostos omo na �gura 3.2. Repare que na �gura 3.2 os amposestão triplamente ressonantes, os pios de ressonânia pares do feixe de bombeiooinidem om os pios de ressonânia ímpares3 dos feixes onvertidos. Além disto,em primeira ordem no aomplamento entre os modos, a integral de reobrimento(3.24) impõe uma regra de seleção de paridade para os ampos ressonantes, o produtode funções ψβ(~ρ, z)ψ∗

γ(~ρ, z)ψ
∗
σ(~ρ, z) deve ser uma função par, para que Λβ,γ,σ(z) sejadiferente de zero, por exemplo, ψl=−1(~ρ, z)ψ

∗
l=+1(~ρ, z)ψ

∗
l=0(~ρ, z).Quando oloamos o ristal dentro da avidade, a posição dos pios de ressonân-ia sofre um pequeno desloamento devido à anisotropia do ristal. Este efeito pode3A paridade de um pio é dada pela paridade da ordem do seu modo. No aso dos modos HGa paridade do modo é dada por, m + n, e no aso dos modos LG por, 2p + l.
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Figura 3.2: Simulação dos pios de ressonânia intraavidade em função do ompri-mento da da avidade em unidades arbitrárias. Os pios maiores são as ressonâniasdos modos pares e os pios menores as ressonânias dos modos ímpares. Note quehá ressonânias pares do feixe de bombeio (verde) oinidindo om ressonâniasímpares dos feixes onvertidos (vermelho).ser ompensado mudando-se o asamento de fase do ristal, através de um sistemaque regula a sua temperatura. Portanto o estudo da dinâmia de modos será feitosupondo um regime triplamente ressonante, om o feixe de bombeio no modo fun-damental e os feixes onvertidos nos modos LG de primeira ordem.



Capítulo 4
Dinâmias de Modos Transversos

"O que torna uma resolução tão difíil é não sabermos o quequeremos e o quanto queremos."Nilton Bonder, rabino.Contents4.1 Dinâmias dos Modos sem Injeção . . . . . . . . . . . . . 504.2 Dinâmias dos modos om Injeção . . . . . . . . . . . . . 554.2.1 Análise de Estabilidade Linear . . . . . . . . . . . . . . . 644.3 Conjugação de Fase Geométria . . . . . . . . . . . . . . . 66Neste apítulo desreveremos, lassiamente, a dinâmia dos modos dentro daavidade OPO em dois regimes. O primeiro apenas om injeção do feixe de bombeio(p), onde veremos omo se omportam as soluções estaionárias dos ampos on-vertidos, a existênia de um limiar de osilação bem de�nido, e omo interpretaras soluções obtidas a partir dos parâmetros de Stokes e da esfera de Poinaré. Nosegundo regime faremos o mesmo estudo da dinâmia do OPO, porém agora omuma injeção no feixe signal (s). 49



CAPÍTULO 4. DINÂMICAS DE MODOS TRANSVERSOS 504.1 Dinâmias dos Modos sem InjeçãoVamos supor uma avidade OPO, bombeada por um modo TEM0,0, e onsiderarum regime de operação no qual os modos onvertidos osilem em modos de 1a ordem.Neste aso, desreveremos a dinâmia dos ampos onvertidos na base LG. Issofaz om que tenhamos ino equações dinâmias para o OPO, onde os termos deaoplamento são todos do tipo
χef = χef−1,+1,0 = χ

√

~ωσωγωβ
2ǫ0cnσnγnbetaτστγτβ

(
µ0

ǫ0

)

× e−i[∆k0(a+b)+∆klc/2] cos(∆k0b+ ∆klc/2)

×
∫ lc

0

Λ−1,+1,0(z)e
−i∆kzdz . (4.1)o que nos permite omitir os índies na onstante de aoplamento dos modos. Aesolha dos modos espaiais têm onseqüênias diretas sobre o limiar de osilação.Quanto maior a diferença entre a ordem dos modos, menor é o valor da integral dereobrimento (3.24), diminuindo o aoplamento entre os ampos dentro do ristal.Além disso estamos interessados em estudar o regime de freqüênias degeneradas,em que ωs = ωi = ω e κs = κi = κ. As equações dinâmias do OPO são então,

dαp0
dt

= −(κp + i∆p)α
p
0 + χ∗

ef

(
αs+1α

i
−1 + αs−1α

i
+1

)
+ ηpα

p
in (4.2)

dαs+1

dt
= −(κ + i∆)αs+1 − χefαi∗−1α

p
0 (4.3)

dαs−1

dt
= −(κ + i∆)αs−1 − χefαi∗+1α

p
0 (4.4)

dαi+1

dt
= −(κ + i∆)αi+1 − χefαs∗−1α

p
0 (4.5)

dαi−1

dt
= −(κ + i∆)αi−1 − χefαs∗+1α

p
0 (4.6)onde ηp =

√
TP1/τp é o aoplamento do ampo injetado om o espelho de entrada.Para estudarmos o omportamento estaionário dos modos, podemos supor, emprimeira aproximação, um regime ressonante, onde todos os ampos estão em sinto-



CAPÍTULO 4. DINÂMICAS DE MODOS TRANSVERSOS 51nia om a avidade, ou seja, ∆ = ∆p = 0. Os valores estaionários dos ampos sãodados pelas soluções do sistema de equações algébrias não-linear a seguir.
αp0 =

χef
κp

[
αs+α

i
− + αs−α

i
+

]
+
ηp
κp
αpin (4.7)

αs+ = −χef
κ

[
αi∗−α

p
0

] (4.8)
αs− = −χef

κ

[
αi∗+α

p
0

] (4.9)
αi+ = −χef

κ

[
αs∗−α

p
0

] (4.10)
αi− = −χef

κ

[
αs∗+α

p
0

]
, (4.11)mais os omplexos onjugados das equações. Os índies ±1 foram substituídossimplesmente por ±.Se analisarmos as fases destas equações, fazendo θpin = 0, veremos que

θp = θpin = 0 (4.12)
θs+ + θi− = ϕ (4.13)
θs− + θi+ = ϕ , (4.14)onde ϕ é a fase de χef .Multipliando a equação para αs+ por αi− e a equação para αs− por αi+ e subtraindoos resultados, veremos que
|αs+| = |αi−| = A (4.15)
|αs−| = |αi+| = B , (4.16)e portanto
αs+ = Aeiθ

s
+ (4.17)

αs− = Beiθ
s
− (4.18)

αi+ = Aei(θ
i
++ϕ) (4.19)

αi− = Bei(θ
i
++ϕ) . (4.20)



CAPÍTULO 4. DINÂMICAS DE MODOS TRANSVERSOS 52Substituindo estes resultados na equação para αp0, lembrando que no regimeressonante αp0 está em fase om a injeção, obtemos a solução estaionária para obombeio
|αp0| =

κ

|χef |
. (4.21)Usando esta solução para o bombeio hegamos a

A2 +B2 =
|χef |
κp

(
ηp
κp
|αpin| −

κ

|χef |

)

, (4.22)ou seja, é impossível determinar A e B individualmente. Uma possível expliaçãopara o que oorreria nesta situação é que, devido à simetria do proesso, os fótonsonvertidos têm probabilidades iguais de popular os modos LG0,±1 ou qualquerombinação linear destes modos, e assim estariam igualmente distribuídos na esferade Poinaré para os modos de 1a ordem, desrita na seção 2.2.5 do apítulo 2. Nestaabordagem simpli�ada do proesso de onversão, podemos esperar que o momentoangular orbital se onserve, e que esta onservação restrinja as ombinações de paresonvertidos. De fato, esta onservação aparee quando analisamos os parâmetros deStokes destes modos.
p1 =

IHG0◦
1,0
− IHG90◦

1,0

IHG0◦
1,0

+ IHG90◦
1,0

(4.23)
p2 =

IHG45◦
1,0
− IHG135◦

1,0

IHG45◦
1,0

+ IHG135◦
1,0

(4.24)
p3 =

ILG1
0
− ILG−1

0

ILG1
0
+ ILG−1

0

. (4.25)Na base de Laguerre-Gauss, os ampos onvertidos são esritos da seguinte forma
Es = AψLG+1 e

iθs
+ +BψLG−1 e

iθs
− (4.26)

Ei = BψLG+1 e
iθi

+ + AψLG−1 e
iθi

− , (4.27)onde θs± e θi± são dados pelas (4.13 e 4.14), respetivamente. Usandos as relações
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ψLG± =

ψHGV ± iψHGH√
2

(4.28)
ψHG45◦(135◦) =

ψHGV ± ψHGH√
2

, (4.29)dadas na seção 2.2.4 do apítulo 2, enontramos os seguintes parâmetros de Stokespara os modos onvertidos.
ps1 =

−2AB

A2 +B2
cos(θs+ − θs−) (4.30)

ps2 =
−2AB

A2 +B2
sin(θs+ − θs−) (4.31)

ps3 =
A2 −B2

A2 +B2
, (4.32)para o signal, e

pi1 =
−2AB

A2 +B2
cos(θi+ − θi−) (4.33)

pi2 =
−2AB

A2 +B2
sin(θi+ − θi−) (4.34)

pi3 =
B2 −A2

A2 +B2
, (4.35)para o idler. Note que pelas eqs. (4.13) e (4.14), temos θs+−θs− = θi+−θi−. Portanto,

ps1 = pi1 (4.36)
ps2 = pi2 (4.37)
ps3 = −pi3 . (4.38)O sinal troado de p3 mostra que, apesar da distribuição uniforme dos amposonvertidos na esfera de Poinaré, existe uma orrelação entre eles em onsequêniada onservação do momento angular orbital. Esta orrelação india que as onver-sões devem estar dispostas em pontos simetrios ao equador da esfera. Signal eidler devem possuir o mesmo per�l de intensidade, de modo a maximizar o reobri-mento dos modos, porém heliidades opostas, garantindo a onservação de momentoangular orbital.
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Figura 4.1: Correlação entre signal e idler na esfera de Poinaré. A igualdade de
p1 e p2 faz om que a integral de reobrimento seja máxima.Sabemos que o proesso de onversão páramétria desendente (CPD), que oorredentro do ristal, onserva a heliidade do feixe de bombeio. Isto foi demonstradopor Mair et al [25℄ na onversão paramétria desendente espontânea, e por Caetanoet al [9℄ na onversão paramétria desendente estimulada. Ou seja, no regime deontagem de fótons (CPD espontânea) as oinidênias só eram observadas entre osanais de deteção para os quais

ls + li = lp , (4.39)onde lj (j = p, s, i) é a heliidade do feixe orrespondente. Na CPD estimu-lada, mostramos que a mesma relação entre as heliidades é observada no regimemarosópio.O limiar de osilação dos modos onvertidos pode ser obtido a partir da equação
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|αpin|lim =

κκp
ηp|χef |

. (4.40)4.2 Dinâmias dos modos om InjeçãoNa seção anterior vimos que a onservação do momento angular orbital nadinâmia do OPO se traduz em uma orrelação entre os parâmetros de Stokes dosampos onvertidos. Nesta seção vamos mostrar os resultados obtidos quando que-bramos a simetria do sistema, injetando um ampo dentro da avidade OPO.As equações para o OPO om sinal injetado são as seguintes
dαp0
dt

= −(κp + i∆p)α
p
0 + χ∗

ef

(
αs+1α

i
−1 + αs−1α

i
+1

)
+ ηpα

p
in (4.41)

dαs+1

dt
= −(κ + i∆)αs+1 − χefαi∗−1α

p
0 + ηsα

Sin

+ (4.42)
dαs−1

dt
= −(κ + i∆)αs−1 − χefαi∗+1α

p
0 + ηsα

sin

− (4.43)
dαi+1

dt
= −(κ + i∆)αi+1 − χefαs∗−1α

p
0 (4.44)

dαi−1

dt
= −(κ + i∆)αi−1 − χefαs∗+1α

p
0 (4.45)onde ηs =

√
Ts/τs representa a transmissão do ampo signal injetado na avidade.Antes de resolvermos o estado estaionário destas equações, vamos fazer umamudança de variáveis, uidadosamente esolhida para tirar proveito da orrelaçãoentre signal e idler.Suponhamos que o ampo signal injetado na avidade seja preparado em ummodo de 1a ordem, representado pelos ângulos polar θ e azimutal φ na esfera dePoinaré. Em analogia om a esfera de Bloh para uma partíula de spin 1/2, oampo injetado pode ser representado omo
Ein
s = |αins |

[

cos

(
θ

2

)

e−i
φ
2ψLG+ + sin

(
θ

2

)

ei
φ
2ψLG−

]

. (4.46)
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αs = cos

(
θ

2

)

ei
φ
2αs+ + sin

(
θ

2

)

e−i
φ
2αs− (4.47)

αi = sin

(
θ

2

)

ei
φ
2αi+ + cos

(
θ

2

)

e−i
φ
2αi− (4.48)

α′
s = − sin

(
θ

2

)

ei
φ
2αs+ + cos

(
θ

2

)

e−i
φ
2αs− (4.49)

α′
i = cos

(
θ

2

)

ei
φ
2αi+ − sin

(
θ

2

)

e−i
φ
2αi− , (4.50)e obter as equações dinâmias para as novas variáveis

dαp
dt

= −(κp + i∆p)αp + χ∗
ef (αsαi − α′

sα
′
i) + ηpα

in
p (4.51)

dαs
dt

= −(κ + i∆)αs − χefα∗
iαp + ηs|αins | (4.52)

dαi
dt

= −(κ+ i∆)αi − χefα∗
sαp (4.53)

dα′
s

dt
= −(κ + i∆)α′

s − χefα′∗
i αp (4.54)

dα′
i

dt
= −(κ+ i∆)α′

i − χefα′∗
s αp . (4.55)Note que om a mudança de variáveis das equações (4.47-4.50), passamos a terapenas 2 termos de fonte nas equações dinâmias. No regime estaionário temos

αp =
χ∗
ef

ρp
e−iγp (αsαi − α′

sα
′
i) +

ηp
ρp
αinp e

−iγp (4.56)
αs = −χef

ρ
e−iγα∗

iαp +
ηs
ρ
|αins |e−iγ (4.57)

αi = −χef
ρ
e−iγα∗

sαp (4.58)
α′
s = −χef

ρ
e−iγα′∗

i αp (4.59)
α′
i = −χef

ρ
e−iγα′∗

s αp , (4.60)om ρp = |(κp + i∆p)|, ρ = |(κ+ i∆)|, γp = arg(κp + i∆p) e γ = arg(κ + i∆).Se substituirmos o omplexo onjugado da equação (4.60) na (4.59), obtemos
α′
s

(

1− |χef |
2

ρ2
|αp|2

)

= 0 . (4.61)
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s|2 =

ρ2

|χef |2
, é a solução do aso não injetado. Aoutra, α′

s = 0, mostra que os modos α′
s e α′

i não são ampli�ados quando há injeçãode sinal.Este resultado revela o papel da injeção na quebra de simetria do sistema, on-forme o omentário que segue a equação (4.22). A injeção favoree o seu modoonvertido e o seu par, em detrimento dos outros modos. Isto faz om que o OPOopere apenas om três modos, mantendo as orrelações entre signal e idler na esferade Poinaré. Portanto, o sistemas de ino equações anteriores se transforma emsistemas de três equações efetivas
dαp
dt

= −(κp + i∆p)αp + χ∗
efαsαi + ηpα

in
p (4.62)

dαs
dt

= −(κ + i∆)αs − χefα∗
iαp + ηs|αins | (4.63)

dαi
dt

= −(κ + i∆)αi − χefα∗
sαp , (4.64)para as equações dinâmias, o que leva a

αp =
χ∗
ef

ρp
e−iγpαsαi +

ηp
ρp
αinp e

−iγp (4.65)
αs = −χef

ρ
e−iγα∗

iαp +
ηs
ρ
|αins |e−iγ (4.66)

αi = −χef
ρ
e−iγα∗

sαp , (4.67)para o estado estaionário.Tomando o omplexo onjugado da equação (4.67) e substituindo na equação(4.66), enontramos αs e αi em função de αp
αs =

ηsρ|αins |e−iγ
(ρ2 − |χef |2|αp|2)

(4.68)
αi =

−ηsχef |αins |αp
(ρ2 − |χef |2|αp|2)

, (4.69)
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θs = −γ (4.70)
θp − θI = −ϕ− π , (4.71)ou seja, o ampo signal tem a sua fase desloada, em relação à sua injeção, de-vido à dessintonia da avidade. Se apliarmos estes resultados à equação (4.65)enontramos uma equação omplexa que de�ne αp

|αp|5 −
ηp|αinp |ei(θ

in
p −θp−γp)

ρp
|αp|4 −

2ρ2

|χef |2
|αp|3 +

2ηpρ
2|αinp |ei(θ

in
p −θp−γp)

ρp|χef |2
|αp|2+

+

[

ρ4

|χ4
ef |

+
η2
s |αins |2e−i(γ+γp)

|χ|2

]

|αp| −
ηpρ

4ei(θ
in
p −θp−γp)

ρp|χef |4
= 0 .(4.72)No regime em que as dessintonias do bombeio e dos onvertidos satisfazem a

∆

κ
+

∆p

κp
= 0 , (4.73)de modo que γ = γp, a fase do feixe pump pode ser determinada failmente1, θp =

θinp −γp. A fase do pump se omporta omo a fase do feixe signal, �ando desloadaem relação à fase da injeção pela ação da dessintonia. Neste regime, fase e amplitudese desaoplam, restando apenas a amplitude de αp para ser determinada.Multipliando a equação resultante por |χef |5/ρ5, e fazendo uma mudança devariáveis do tipo
xj =

|χef |
ρ
|αj| j = p, s, i (4.74)

a =
ηp|αinp ||χef |

ρρp
(4.75)

b =
ηs|αins ||χef |
ρ
√
ρρp

, (4.76)para lidarmos apenas om quantidades adimensionais, hegamos a uma equação dequinta ordem na variável x.
p5(xp) = (xp − a)(xp − 1)2(xp + 1)2 = −b2xp (4.77)1A solução θp = θin

p − γp + π leva a uma solução não físia, onde a amplitude da αp é negativa.



CAPÍTULO 4. DINÂMICAS DE MODOS TRANSVERSOS 59As soluções desta equação são os estados estaionários do feixe de bombeio. Noteque reaímos no aso sem injeção quando fazemos b = 0. As soluções para o pumppara este aso são
xp = a (4.78)
xp = ±1 . (4.79)A solução xp = −1 não é uma solução físia, as soluções xp = a e xp = 1 or-respondem, respetivamente, às soluções estaionárias abaixo e aima do limiar parao aso não injetado.
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(c)Figura 4.2: A interseção entre o polin�mio p5(xp) e a reta −b2xp fornee a soluçãoestaionária para pump no aso injetado. Em (a) temos a = 0, 5 (abaixo do limiar),em (b) temos a = 1 (no limiar) e em () temos a = 2 (aima do limiar).Não há na literatura um algoritmo para enontrar, analitiamente, raízes deequações de quinto grau, por isso vamos busar soluções aproximadas para o prob-lema em questão levando em onta a forma do polin�mio p5(xp) mostrado na �gura



CAPÍTULO 4. DINÂMICAS DE MODOS TRANSVERSOS 604.2. As soluções exatas da equação p5(xp) = −b2xp são as interseções mostradasna �gura 4.2. Através do grá�o vemos que, para um bombeio abaixo do limiar doaso não injetado (a < 1), existe apenas uma solução possível, ao passo que paraum bombeio aima do limiar do aso não injetado (a > 1) existem três soluçõespossíveis.
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(b)Figura 4.3: Em (a) a aproximação linear para p5(xp), abaixo do limiar do aso não-injetado, om a = 0, 5 e b = 0, 25. A aproximação de primeira ordem (em rosa)aorda satisfatoriamente om a solução exata (numéria). Em (b) o erro relativoentre a solução numéria exata e a aproximada.Segundo a �gura 4.3, a solução da equação (4.77) pode ser aproximada à solução
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p1(xp) = (xp − a)(a2 − 1)2 = −b2xp , (4.80)onde aproximamos p5(x) à reta p1(xp), nos pontos próximos a xp = a. A soluçãodesta equação é

xp =
a

1 + b2

(a2−1)2

. (4.81)Note que se �zermos b = 0, nós reuperamos a solução do aso não injetado (x = a).Esta solução é uma boa aproximação para a solução exata quando estamos numregime em que a < 0, 5 e b < 0.25.Este resultado india que o pump é levemente depletado quando injetamos umampo na avidade.Segundo a �gura 4.4, no regime a > 1, podemos aproximar o polin�mio p5(xp),nos pontos próximos à xp = 1, à uma parabola, e busar as soluções aproximadaspara os valores estaionários do pump nas interessões entre ela e a reta −b2xp, ouseja,
p2(xp) = 4(1− a)(xp − 1)2 = −b2xp . (4.82)As soluções desta equação do segundo grau são,

xp =
8(a− 1) + b2

8(a− 1)






1±

√

1−
[

8(a− 1)

8(a− 1) + b2

]2






(4.83)Novamente se �zermos b = 0, nós reuperamos a solução do aso não injetado(xp = 1). O regime de validade desta aproximação esta restrito à b < 25% de a. Na�gura 4.5 podemos omparar as regiões de validade das soluões aproximadas oma solução numéria ompleta.Vamos agora às soluções estaionárias dos feixes onvertidos, substituindo assoluções enontradas para o pump nas equações (4.68) e (4.69), esritas nas novas
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(c)Figura 4.4: Em (a) vemos uma representação grá�a da aproximação quadrátia para
p5(x) na região próxima ao limiar (urva inza), e a aproximação linear próximaa xp = a (urva rosa . Em (b) e em () os erros perentuais entre as soluçõesaproximadas e as soluções exatas, alulados numeriamente.variáveis adimensionais,

xs =

√
ρp
ρ

b

1− x2
p

(4.84)
xi =

√
ρp
ρ

bxp
1− x2

p

. (4.85)Para as soluções em torno de xp = a, om a≪ 1, enontramos
xs =

b
[

(a2 − 1)2 + ρp

ρ
b2
]

(1− a)(a2 − 1)2 + b2

√
ρp
ρ

(4.86)
xi =

ba(a2 − 1)2

(1− a)(a2 − 1)2 + b2

√
ρp
ρ

. (4.87)
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Figura 4.5: Estado estaionário do feixe de bombeio (xp) em função do parâmetrode bombeio (a). Comparação das aproximações linear e quadrátia om a soluçãonuméria. O parâmetro de injeção é b = 0, 2.Para as soluções aima do limiar em torno de xp = 1, enontramos
xs =

√
ρp
ρ

[
bD2

D2 − (1±
√

1−D2)2

] (4.88)
xi =

√
ρp
ρ

[
bD(1±

√
1−D2)

D2 − (1±
√

1−D2)2

]

, (4.89)om
D =

8(a− 1)

8(a− 1) + b2
. (4.90)No limite b → 0, xs − xi → 0, om era de se esperar, pois no aso não injetado aenergia do bombeio é repartida igualmente entre os feixes onvertidos.O método baseado na análise grá�a do polin�mio p5(xp) nos permite inferirqual é a solução estaionária para os ampos em um regime de operação próximo aolimiar do aso não injetado. Primeiramente tentamos uma aproximação de tereirograu para p5(xp), porém a aproximação de quarto grau em torno do ponto xp =
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a = 1 (limiar do aso não injetado), além de mais aurada, forneeu um resultadosurpreendentemente simples.

xlimp = 1−
(
b

2

)2/3

. (4.91)No limiar os feixes onvertidos têm as soluções estaionárias aproximadas dadaspor
xlims =

b1/3

21/3 − 2−4/3b2/3

√
ρp
ρ

(4.92)
xlimi =

(
b1/3

21/3 − 2−4/3b2/3
− b

2− 2−2/3b2/3

)√
ρp
ρ

. (4.93)4.2.1 Análise de Estabilidade LinearPara podermos fazer a análise de estabilidade das soluções apresentadas nestaapítulo, é neessário primeiro uma linearização das equações. Isso é feito da seguinteforma:1. Supomos que estamos próximos à estaionariedade, onde αj = αestj + δαj (j =

p, s, i), om αestj sendo a solução estaionária em questão e δαj = eiθ
est
j (δ|αj|+

i|αestj |δθj) uma pequena perturbação.2. Substituímos os αj nas equações dinâmias do OPO om sinal injetado, equações(4.62), e desartamos os termos om grau maior que 1 nas variáveis δαj .Este proedimento resulta no seguinte sistema de equações difereniais linearesaoplado2.
˙δ|αp| = −κp|δαp| − |χef |(|α0

s|δ|αi|+ |α0
i |δ|αs|) (4.94)

˙δ|αs| = −κ|δαs|+ |χef |(|α0
i |δ|αp|+ |α0

p|δ|αi|) (4.95)
˙δ|αi| = −κ|δαi|+ |χef |(|α0

s|δ|αp|+ |α0
p|δ|αs|) , (4.96)2Analisaremos apenas o aso ressonante, pois neste regime há um desaoplamento entre as fasese as amplitudes.
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˙δθp = −κpδθp − |χef |

|α0
s||α0

i |
|α0
p|

(δθs + δθi) (4.97)
˙δθs = −κδθs + |χef |

|α0
i ||α0

p|
|α0
s|

(δθp − δθi) (4.98)
˙δθi = −κδθi + |χef |

|α0
s||α0

p|
|α0
i |

(δθp − δθs) , (4.99)para as fases.A análise de estabilidade das soluções estaionárias se dá através da análise dosautovalores do problema. Uma solução é estavel se todos os autovalores assoiadosa ela têm a parte real negativa. O teorema de Routh-Hurwitz [12, 19℄ nos permiteveri�ar o sinal da parte real de um autovalor sem preisar alula-lo. Este teoremanos diz que, dada a equação araterístia da matriz An×n.
|λI− A| = λn + b1λ

n−1 + . . .+ bn−1λ+ bn = 0 (4.100)Os autovalores λ terão as partes reais negativas se, e somente se,
bk > 0 (4.101)e

∆k > 0 , (4.102)onde k = 1, 2, ..., n e
∆k =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

b1 1 0 0 0 0 · · · 0

b3 b2 b1 1 0 0 · · · 0

b5 b4 b3 b2 b1 1 · · · 0... ... ... ... ... ... . . . ...
b2k−1 b2k−2 b2k−3 b2k−4 b2k−5 b2k−6 · · · bk

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

. (4.103)
Analisando as equações linearizadas, hegamos a quatro ondições de estabili-dade para as soluções estaionárias. As ondições advindas das equações linearizadas
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2
[
(K + 1)2 − x2

p

]
(1− x2

p)
2 + b2

[
1− x2

p +K(1 + x2
p)
]
> 0 (4.104)

K(1− x2
p)

3 + b2(1 + 3x2
p) > 0 , (4.105)onde K = κp/κ, e as ondições advindas das equações linearizadas para as fases são,

2
[
(K + 1)2 − x2

p

]
(1− x2

p)
2 + b2

[
(K + 3)x2

p +K + 1)
]
> 0 (4.106)

[
K(1− x2

p)
2 + b2

]
(1− x2

p) > 0 . (4.107)Para que a solução seja estável, as quatro ondições anteriores devem ser satisfeitassimultâneamente. Para xp < 1 todas as 4 desigualdades são satisfeitas. para xp > 1a última delas, equação (4.107), é violada. Isto mostra que apenas as soluções om
xp < 1, são soluções estáveis.4.3 Conjugação de Fase GeométriaAlguns sistemas físios quando submetidos a transformações ílias adiabátias,adquirem uma fase onheida omo fase geométria [6, 16℄. Esta fase está relaionadaom a trajetória desrita pelo sistema no seu espaço de parâmetros.A primeira disussão sobre fases geométrias surgiu em 1956 no trabalho deS. Panharatnam [31℄. A fase de Panharatnam surge quando fazemos mudançasílias na polarização de uma onda plana que se propaga em uma direção �xa.O espaço de parâmetros para a polarização é a esfera de Poinaré, e a fase ganhapelo feixe é igual à metade do ângulo sólido de�nido pela urva, que representa astransformações ílias.Na referênia [38℄, van Enk propõe o surgimento de uma fase geométria paramodos transversais, quando estes sofrem mudanças ílias, enquanto a polarização



CAPÍTULO 4. DINÂMICAS DE MODOS TRANSVERSOS 67e a direção de propagação não são afetadas. No mesmo trabalho van Enk propõeque, para modos de 1a ordem, esta fase está ligada à troa de momento angularorbital entre o feixe e os elementos óptios usados para efetuar as mudanças ílias.Este efeito foi on�rmado experimentalmente para modos de 1a ordem por Galvezet al em [14℄, em analogia om a fase de Panharatnam.Se efetuarmos mudanças ílias no ampo de injeção que equivalem a variar θ e
φ na equação(4.46), este feixe ganhará uma fase geométria. O proesso não-linearque oorre dentro do ristal do OPO transfere esta informação de fase para os feixesgerados dentro do ristal. Enquanto o feixe signal arrega a mesma fase geométriada injeção, o feixe idler arrega esta fase geométria onjugada. Isto aontee graçasà orrelação entre os parâmetros de Stokes dos ampos onvertidos onforme asequações (4.33), (4.34) e (4.35). Enquanto o feixe signal desreve uma urva emum dado sentido na esfera de Poinaré, o feixe idler perorre uma urva semelhanteem sentido ontrário, �gura 4.6. Esta é mais uma onsequênia da onservação domomento angular orbital.

Figura 4.6: Conjugação de fase geométria no OPO.



CAPÍTULO 4. DINÂMICAS DE MODOS TRANSVERSOS 68Em futuro próximo, tentaremos medir esta onjugação de fase, om o experi-mento mostrado na �gura 4.7, no OPO que está sendo montado Laboratório de Óp-tia Quântia da UFF. Este OPO será bombeado por um laser, da mara Innolightmodelo Diabolo 1000. Este laser de NdYAG, operando na faixa do infravermelhoom o omprimento de onda de 1064nm, possui uma avidade de dobramento in-terna, onde é produzido um feixe om omprimento de onda de 532nm. Uma partedo feixe infravermelho é separada e aoplado para fora, forneendo assim dois feixesque possuem uma relação de fase entre si. Usaremos o feixe verde (532nm) omobombeio e o feixe infravermelho omo injeção. Faremos om que o feixe de injeçãoperorra o aminho ABCDA mostrado na �gura 4.8, usando um par de prismas deDove.

Figura 4.7: Arranjo experimental para produção uma fase geométria variável. R(θ)é um par de prismas de Dove responsáveis pela transformação dos modos.Como foi dito anteriormente, ao passar por um prisma de Dove, um modo LGde 1a ordem tem a sua vortiidade é invertida, ou seja, um modo LG0,+1, loalizadono pólo norte da esfera, é transformado em um modo LG0,−1, loalizado no pólo sulda esfera. Esta transformação se dá através de um dado meridiano (ABC). Se em



CAPÍTULO 4. DINÂMICAS DE MODOS TRANSVERSOS 69seguida passarmos este feixe por um segundo prisma de Dove rodado de um ângulo
α/4, o aminho desrito pelo feixe será um outro meridiano da esfera (CDA), rodadoem relação ao primeiro de α radianos.

Figura 4.8: Variando-se a abertura da urva ABCDA sobre a esfera de Poinaré,variamos a fase geométria dos feixes onvertidos.Após esta sequênia de transformações ílias, o feixe de injeção será enviadoao OPO para estimular a geração dos feixes gêmeos. A saída deste OPO injetado,om asamento de fase tipo I3, será um modo de Hermite-Gauss. A orientação destemodo HG dependerá da fase relativa entre os feixes onvertidos. A onjugação dafase geométria será on�rmada se, dada uma fase geométria, φg, produzida pelosprismas de Dove, a orientação do modo HG na saída do OPO for rodada de 2φg emrelação a orientação original, �gura 4.9.3Em um OPO om asamento de fase tipo I os feixes gerados têm as suas polarizações ortogonaisao feixe de bombeio. No OPO om asamento de fase tipo II, um dos feixes gerados tem a mesmapolarização do bombeio, enquanto o outro tem a sua polarizaçao ortogonal ao feixe de bombeio.
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Figura 4.9: Efeito produzido pela onjugação da fase geométria dos feixes onver-tidos.



Capítulo 5
Conlusões

"L'essentiel est invisible pour les yeux."Antoine de Saint-ExupéryNesta dissertação desrevemos as prinipais araterístias de vórties óptiosom momento angular orbital, no regime paraxial, assim omo ténias de baixousto para a produção e araterização de tais feixes.Fizemos um estudo teório da dinâmia de vórties óptios em osiladores paramétri-os óptios. Apresentamos as soluções estaionárias para os ampos pump, signal eidler, em um OPO sem injeção nos modos onvertidos. Para um OPO om injeçãoem um dos sinais onvertidos, obtivemos expressões aproximadas (om as respeti-vas avaliações de erro) para as soluções estaionárias nos regimes abaixo e aima dolimiar. A análise de estabilidade linear das soluções mostrou que apenas a soluçãoestaionária de mais baixa intensidade é estável, sendo instáveis as demais.Mostramos também, que as orrelações entre os ampos gerados dentro de umOPO om sinal injetado sugerem uma onjugação da fase geométria do feixe deinjeção. 71



CAPÍTULO 5. CONCLUSÕES 72Sugerimos, ainda, um experimento para a medida desta onjugação da fase ge-ométria, omo uma proposta para o iníio do doutorado.



Apêndie A
Solução da Equação Paraxial
A.1 Os Modos de Laguerre-GaussOs modos de propagação formam um onjunto ompleto de soluções da equaçãoparaxial. Neste onjunto estão inluídos o modo fundamental e os modos de ordemsuperior.Os modos de Laguerre-Gauss são soluções da equação paraxial em sistemas omgeometria ilíndria. Em tal sistema de oordenadas, a equação paraxial toma aseguinte forma.

1

r

∂

∂r

(

r
∂ψ

∂r

)

+
1

r2

∂2ψ

∂φ2
+ 2ik

∂ψ

∂z
= 0 (A.1)E suas soluções são.
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)
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) (A.2)
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(
z
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)
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]} (A.3)73
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w(z) = w0

√

1 +
z2

z2
R

, (A.4)
zR =

kw0

2
(A.5)é a distânia de Rayleigh, uma espéie de medida da esala de divergênia dofeixe, k é o número de onda,

R(z) = z

[

1 +
z2
R

z2

] (A.6)é o raio de urvatura e
Alp =

√

2p!

π(p+ |l|)! (A.7)uma onstante de normalização.Dividindo (A.6) por (A.4) obtemos a seguinte relação.
kw2(z)

2R(z)
=

z

zR
(A.8)Na equação paraxial (eq.A.2), o termo L|l|

p

(
2r2

w(z)

) é um polin�mio assoiado deLaguerre. Esses polin�mios são soluções de equação assoiada de Laguerre.
x
d2

dx2
L|l|
p (x) + (|l|+ 1− x) d

dx
L|l|
p (x) + pL|l|

p (x) = 0 (A.9)Podemos oloar a equação aima numa forma auto-adjunta utilizando umafunção peso na de�nição do produto esalar dos polin�mios assoiados de Laguerre.
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〈L|l|

p (x)|L|l|
q (x)〉 =

∫ ∞

0

e−xx|l|L|l|
p (x)L|l|

q (x)dx =
(p+ |l|)!

p!
δpq (A.10)A utilização desta desta função peso equivale a de�niçào do que hamaremos defunções de Laguerre

χ|l|
p (x) = e−

x
2x

|l|
2 L|l|

p (x) (A.11)que são soluções da seguinte equação auto-adjunta.
x
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p (x) +
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p (x) +

(−x
4

+
2p+ |l|+ 1

2
− l2

4x

)

χ|l|
p (x) = 0 (A.12)De�nidas as funções de Laguerre, podemos re-esrever os modos de propagação

ψlp(~r) de uma forma onde �am explíitos sua amplitude e fase.
ψlp(~r) =
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)

Φl
p(~r) (A.13)ou seja
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=
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z
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]} (A.15)



APÊNDICE A. SOLUÇ�O DA EQUAÇ�O PARAXIAL 76A.2 ψlp(~r) é solução da equação Paraxial?Antes de substituirmos (A.13) equação paraxial para onstatar sua validade omosolução desta equação, olhemos para as eqs. (A.11) e (A.12). Podemos ver queas funções de Laguerre são de�nidas para apenas uma variável. Isso sugere queefetuemos uma mudança de variáveis da seguinte maneira.
ρ = 2r2

w2(z)
, ϕ = φ , η = zDesta forma a eq.(A.14) reupera o formato "original"das funções de Laguerre.
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p (ρ) (A.16)a fase Φl

p(~r) também passa a ter uma aparênia diferente da eq. (A.15).
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]} (A.17)As relações entre os novos e os antigos operadores diferenias estão expostasabaixo.
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APÊNDICE A. SOLUÇ�O DA EQUAÇ�O PARAXIAL 79A.2.4 A equação Paraxial nas novas variáveisEsrevendo a eq. (A.1) por extenso temos
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= 0 (A.22)Os operadores que apareem na equação aima foram alulados anteriormente,portanto se substituirmos esses operadores antigos pelos novos obtemos.
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= 0 (A.23)Esta é a equação paraxial nas novas variáveis ρ, ϕ e η.A.2.5 As Parelas da Equação ParaxialAs derivadas de ψlp
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As parelas da equação ParaxialCaluladas as derivadas de ψlp(~r) em relação as suas novas variáveis, podemos es-rever ada parela da equação (A.23) multipliando ada uma das equações (A.24)�(A.27) pelos seus respetivos "oe�ientes".
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• 2a Parela
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• 3a Parela
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• 4a Parela
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• 5a Parela
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p (A.32)Onde usamos a equação (A.5).
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Somando as 5 parelas ontidas nas equações (A.28)�(A.32), obtemos:
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= 0E assim mostramos que o ψlp(~r) é, de fato, solução da equação paraxial.



Apêndie B
Como Gerar as Másaras

Nós usamos três rotinas para gerar as másaras espirais, duas delas devem es-ritas para serem exeutadas sobre a plataforma de matemátia MapleTM e umadelas deve ser exeutada sobre a plataforma matemátia MathematiaTM.B.0.6 A Rotina#########parametros da masara##############p:=2: #arga topologia (> 0):n:=5: #numero de voltas das zonas esuras:step:=0.1: #passoarq:=`D:L-G1.ps`: #nome do arquivo de saida1:="%!":2:="%":3:="300 500 translate": # origem no entro do papel4:="0.00002 setlinewidth stroke": # espessura da linha5:="0 0 moveto": 85
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fopen(arq,WRITE) :

fprintf(arq, ”%s\n”, c1) :

fprintf(arq, ”%s\n”, c2) :

fprintf(arq, ”%s\n”, c3) :

fprintf(arq, ”%s\n”, c4) :

fprintf(arq, ”%s\n”, c5) :

s := p/P i :

rmax := evalf(Re(sqrt(s ∗ 2 ∗ n ∗ Pi− 1))) :

for j from 1 to p do

phi := Pi/p :

res := −1 :

while res < 0 do

r := evalf(Re(sqrt(s ∗ phi− 1)))/rmax :

Lx := evalf(r ∗ cos(phi+ j ∗ 2/s)) :

Ly := evalf(r ∗ sin(phi+ j ∗ 2/s)) :

fprintf(arq, ”%f %f lineto \n”, Lx ∗ 200, Ly ∗ 200) :

#lprint(phi, r ∗ delta, Lx, Ly);

delta := evalf(step/sqrt(s4/(4 ∗ (r2 + 0.0000001)) + r2)) :

phi := evalf(phi+ delta) :

res := evalf(phi− 2 ∗ n ∗ Pi) :

od :

while phi > 0 do

delta := evalf(step/sqrt(s4/(4 ∗ (r2 + 0.0000001)) + r2)) :
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phi := evalf(phi− delta) :

r := evalf(Re(sqrt(s ∗ phi)))/rmax :

Lx := evalf(r ∗ cos(phi+ j ∗ 2/s)) :

Ly := evalf(r ∗ sin(phi+ j ∗ 2/s)) :

fprintf(arq, ”%f %flineto\n”, Lx ∗ 200, Ly ∗ 200) :

#lprint(phi, r ∗ delta, Lx, Ly);

od :

fprintf(arq, ”%s\n”, c6) :

fprintf(arq, ”%s\n”, c5) :

od :

fprintf(arq, ”stroke\n”) :

fprintf(arq, ”showpage”) :

fclose(arq) :

fclose(arq) :
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