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Resumo

Neste trabalho a abordagem da mecanica quantica para o conhecido Dilema
do Prisioneiro, um dos exemplos basicos que ilustra os conceitos da teoria
dos jogos, ¢ implementada com uso da nao separabilidade de feixes paraxiais
classicos cuja estrutura recentemente foi denominada como emaranhamento
nao quantico entre graus de liberdade de polarizacao e modos transversos,
também chamados modos “spin-orbita”. O conceito de emaranhamento é
fundamental na versao quantica do Dilema do Prisioneiro, que traz um rico
universo de estratégias. Como mostraremos, essa riqueza pode ser alcancada
num contexto inesperado, que ¢ o de modos paraxiais de spin-6rbita na 6p-
tica classica. Apresentaremos a descricao de feixes paraxiais e como os graus
de liberdade de polarizacao e de modos transversos podem ser usados no
processamento de informacao quantica. Discutiremos brevemente o Dilema
do Prisioneiro classico e quantico. Demonstraremos e apresentaremos uma
realizacao experimental do Dilema do Prisioneiro Quantico com o uso do

emaranhamento nao quantico em modos paraxiais classicos.

Palavras-chave: Modos paraxiais, Dilema do Prisioneiro, Jogos Quanticos,

Informacao Quantica.
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Abstract

In this work, the approach of quantum mechanics to the well known Pri-
soner’s Dilemma, one of the basic examples that illustrates the concepts of
game theory is implemented with the use of the non separability of a classical
paraxial beam whose structure was recently called non quantum entangle-
ment between the polarization and transverse mode degree of freedom, also
called spin-orbit. Entanglement is fundamental in the quantum version of
the Prisoner’s Dilemma, which brings a rich strategies universe. As we will
show, this wealth can be achieved in a unexpected context: the paraxial
spin-orbit mode in classical optics. We will present the description of the
paraxial beam and the polarization and transverse mode degrees of freedom
that can be used in quantum information processing. We will briefly discuss
the Classical and Quantum Prisoner’s Dilemma. We will present a experi-
mental realization of Quantum Prisoner’s Dilemma and also demonstrate it

with non quantum entanglement in classical paraxial modes.

Keywords: Paraxial Modes, Prisoner’s Dilemma, Quantum Games, Quan-

tum Information.
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Capitulo 1

Introducao

Uma das mais recentes aplicacoes da mecanica quantica é seu uso em in-
formacao e computacao quantica através da implementagao de algoritmos
computacionais, como por exemplo, a fatoragdo de nimeros primos [1] e a
busca em banco de dados [2]. A vantagem de tal implementacao é a veloci-
dade de efetuar os céalculos computacionais sobretudo devido o paralelismo
obtido pela superposicao de estados e o emaranhamento quantico. Este é
uma propriedade usualmente atribuida a sistemas quanticos compostos que
nao sao descritos separadamente, ou seja, que nao podem ser descritos por
um vetor de estado em termos de um produto tensorial de vetores. Esta pro-
priedade é sensivel a medidas locais nao unitarias realizadas em cada parte
do sistema composto, mas nao é afetada por operacoes locais unitarias.

Intimeros protocolos de informacao quantica dependem do emaranha-
mento. A teleportacdo quantica [3] € um exemplo de protocolo conhecido que
dependem do emaranhamento quantico. Os protocolos de teleportacao sao
obtidos com o uso de estados emaranhados, comunicacao classica seguindo
operagoes locais unitarias e medidas. Em alguns casos, a criptografia quan-

tica [4] usa estados quanticos emaranhados.



No que se refere a luz, uma aplicagdo de grande interesse é o uso de
seus graus de liberdade, em geral a nivel de foto-contagem, em operacoes
logicas como também foi proposto por Zeilinger et al. na referéncia [5].
Por exemplo, na conversao paramétrica descendente espontanea, onde pares
de fotons sao gerados a partir de um feixe de bombeamento que carrega
momento angular orbital, os estados dos fétons apresentam emaranhamento
neste grau de liberdade de cada foton que compde o par gerado [6]. Com
os modos espaciais do campo eletromagnético carregando momento angular
orbital podemos obter emaranhamento multidimensional. Assim, definimos
um espaco de Hilbert discreto multidimensional. O momento angular orbital
oferece um sistema de multiestados que pode ser combinado com o momento
angular intrinseco (spin) ou outros graus de liberdade.

Embora frequentemente atribuidos a sistemas quanticos, emaranhamento
tem sido identificado em Optica classica como uma superposicao coerente de
modos paraxiais com perfil espacial transversal e polarizacao ortogonal de
um feixe luminoso. Na literatura, esta superposicao é referida como Modos
Paraziais “Spin-Orbita”. O uso dos modos paraxiais spin-6rbita como um
recurso Optico cléssico para investigar inimeros fenémenos ja é evidenciado
na literatura, como a fase topologica adquirida por um estado emaranhado
seguindo uma evolugdes ciclicas dentro de operacoes locais unitarias 7] e
para demonstrar criptografia quantica BB84 livre de alinhamento [8|. Além
disso, uma desigualdade tipo Bell para modos “spin-6rbita” foi investigada
em dominios classicos [9].

Na descricao da teoria eletromagnética da luz, a energia pode ser identifi-
cada com uma direcao normal da frente de onda. Se a aproximacao paraxial
garante que as direcoes de propagacao da onda eletromagnética sao todas

exclusivamente ao mesmo eixo de referéncia, a equacao da onda eletromag-



nética, obtida a partir das equacoes de Maxwell, pode ser substituida por
uma equacao diferencial de segunda ordem, a Fquacao Parazial de Helmholtz.
Esta equacao descreve, por exemplo, a propagacao de feixes lasers.

Se considerarmos um feixe laser monocromaético se propagando ao longo
da diregao z, usualmente, podemos descrevé-lo pelo seu vetor unitario de po-
larizacao € e seu modo espacial (7). Os modos espaciais ou modos transver-
sos em coordenadas cartesianas sao as solu¢oes de Hermite-Gauss (HG) da
equacao paraxial da onda e, em coordenadas cilindricas, sao as solucoes de
Laguerre-Gauss (LG). O subespago dos modos espaciais de primeira ordem
tém uma estrutura de qubit similar ao espaco de modos da polarizacao. A
combinagao dos dois espagos de modos podemos gerar um modo paraxial
spin-orbita nao separavel.

Para estudos de situacoes de conflito e tomadas de decisoes, a teoria
de jogos tem um importante papel. Os conceitos de teorias de jogos estao
presentes em diferentes dreas de conhecimento. Como a economia [10] e a
a biologia evolucionaria [11]. A agdo de dois ou mais jogadores pode ser
modulada em regras tipicas de um determinado campo e podemos simular
estes jogos em sistemas fisicos.

A teoria de jogos é um bom cendario para aplicar conceitos da mecanica
quantica. A versao quantica [12] do Dilema do Prisioneiro ¢ um exemplo
onde a aplicagdo da mecanica quantica favorece aos jogadores terem um
sucesso maior do que na versao classica desse jogo. A versao quantica usa o
emaranhamento como um recurso fundamental e as estratégias dos jogadores
para atuarem em um sistema quantico sdo operagoes unitarias [13].

Sabendo, entdao, que podemos associar informacao, sobre tudo, infor-
macao quantica codificada nos graus de liberdade de um feixe luminoso,

propomos assim uma implementacao 6ptica para a versao quantica do Dilema



do Prisioneiro. Além de sermos capazes de preparar o estado emaranhado,
elemento fundamental do jogo quantico, podemos efetuar as estratégias dos
jogadores por meio de operacoes unitarias locais associadas a acao de ele-
mentos Opticos sobre feixes.

Até o momento, na literatura, ocorreram duas realizacoes experimentais
da versao quantica do Dilema do Prisioneiro: uma usando um computador
quantico por Ressonancia Magnética Nuclear [14] e a outra na computagio
quéantica unidirecional (“one-way”) [15]. Neste ultimo, usando estados “clus-
ters”, onde foi empregado o emaranhamento de pares de foétons produzidos
por conversao paramétrica descendente. Na implementacao experimental do
Dilema do Prisioneiro apresentada nesta dissertacao, o nimero de decisoes de
cada jogador foi aumentado e, obtivemos um total de vinte e cinco jogadas,
nove a mais do que na ultima implementacao obtida pelo grupo de Zeilinger
[15].

Outra motivacao para implementar o Dilema do Prisioneiro Quéantico
¢ que acredita-se que muitos problemas em informacao quantica podem ser
considerados como jogos quanticos, por exemplo clonagem quantica [16], crip-
tografia quantica [4] e algoritmos quanticos [13].

A dissertagao estd organizada da seguinte maneira: no Capitulo 2, apre-
sentaremos uma revisao de propagacao de feixes lasers, além do seu rico
potencial para aplicacao em informacao quantica considerando um modo pa-
raxial “spin-6rbita”. No capitulo 3, apresentaremos os conceitos bésicos de um
jogo cléssico e quantico, em especial o problema do Dilema do Prisioneiro.
No capitulo 4, abordaremos a implementacao experimental do Dilema do
Prisioneiro Quantico usando um modo paraxial “spin-6rbita” maximamente
entranhado. Por fim, no Capitulo 5, apresentaremos as principais conclusoes

e perspectivas deste trabalho.



Capitulo 2

Descricao Paraxial de um feixe

luminoso

A descricao classica do campo eletromagnético é completamente feita pelas
equacoes de Maxwell que sao generalizagoes de resultados experimentais.
Em regioes do espago onde nao ha carga ou corrente, isto é, no vacuo, as

equagoes de Maxwell sdo escritas como [17]:

~ ... OB(7.t)
V x E(T,t) = T, (21)
V x B(F,t) = Mogan GL : (2.2)
ot
V- B(7t) =0 (2.3)
[§]
V- E(7t) =0, (2.4)

onde o ¢ a permeabilidade magnética do vacuo, €y é a permissidade elétrica

do vacuo, 7= xi + yj + zk é o vetor posicao. Nestas equagoes notamos que



existe um elevado grau de simetria entre os campos elétrico Ee magnético B ,
diferenciando-se por uma constante. Sao equacoes de primeira ordem forte-
mente acopladas, definindo uma auto sustentagao entre as duas grandezas
fisicas.

As equacoes de Maxwell podem ser manipuladas matematicamente obtendo-
se duas equagoes compactas, para construir estas equacoes, basta aplicar o

rotacional sobre os membros das Equacées (2.1) e (2.2), de modo que obtemos

. O*E(F,t
V2E(7,t) = pogo 81(52 ) (2.5)
€ —
. O*B(Tt
VQB(T’,t) = Ho&o 81(';2 ), (26)

onde usamos a identidade vetorial
Vx(xV)=V(V:) - V2.

As Equagoes (2.5) e (2.6) sao separadas para o campos elétrico e magnético,
porém, agora, as equagoes sao de segunda ordem.
Se compararmos as Equagoes (2.5) e (2.6) com a equagao de onda tridi-

mensional
1 0%

v2 o2’

V) = (2.7)

concluimos que as componentes do campo eletromagnético sao solucoes de
uma equacao de onda, a Equacao da Onda Eletromagnética. Além disso, a

velocidade de propagacao da onda eletromagnética, isto é,

v =1/y/f0o,



que é precisamente a velocida da luz c.
As Equagoes (2.5) e (2.6) representam seis equagoes escalares, em qual-
quer sistema de coordenada, seja esta, cartesiana, cilindrica ou esférica.
Considerando o tipo mais simples de ondas em trés dimensoes, as ondas
planas, e usando o eixo z como a direcao de propagacao, além de garantir
que os campos sao uniformes em todos os planos perpendiculares a direcao
de propagacao, a onda plana pode ser representada pela seguinte amplitude

do campo elétrico (solu¢ao da Equacao 2.5):

—

E(7,t) = Ey et (2.8)

onde EO ¢ a amplitude do campo elétrico no plano perpendicular ao eixo de
propagacao e (kz — wt) expressa a fase da mesma, sendo que kK = 27/\ é o
modulo do vetor de onda e w é a frequéncia da onda eletromagnética.
Justamente devido a extensao tranversal de EO ser limitada no infinito,
a Equagao (2.8) nao descreve um feixe laser. Uma solugao mais apropriada
serd discutida na Secao 2.1, a fim de se obter uma equagao que descreva um

feixe laser.

2.1 Aproximacao Paraxial

As ondas planas s@o solucoes muito importantes do ponto de vista mate-
mético. Porém, elas apresentam complicacoes quando analisamos fenomeno-
logicamente, pois nao tém significado fisico, ja que a energia das ondas planas
¢ infinita ao longo da sua evolucao espacial devido sua amplitude ser uniforme
em todo o plano infinito de fase constante nesse plano. Para um feixe laser,
nao encontramos essa complicacao. A distribuicao da sua intensidade, em

qualquer plano tranversal, é representada por uma funcao gaussiana com



simetria circular centrada em torno do eixo de propagacao do feixe. De

acordo com esse comportamento, o campo pode ser escrito como:
E(Ft) = eu(x,y, z) e ™, (2.9)

onde u(z,y, z) é a dependéncia espacial.
Substituindo a Equagdo (2.9) na Equagao (2.5) obtemos a Equacdo de
Helmholtz
V2u + k*u = 0. (2.10)

Para o feixe laser se propagando na dire¢ao do eixo z, a equacao acima

tem solucao da forma

u(z,y,2) = Y(x,y, 2)e”"*. (2.11)

Fazendo o uso desta solucao na Equacao (2.10), obtemos a seguinte

equacao:
Py O P . I
ox? * Oy? * 022 ZZH@ N

0, (2.12)

onde 1 é a amplitude do campo elétrico. Para um feixe laser cuja amplitude
varia lentamente ao longo da direcao de propagacao em comparagao com um

comprimento de onda A\, podemos aplicar a aproximacao

8%

022

o
< Jrg|, (2.13)

onde desprezamos o termo 0%¢/0z°. Esta ¢ a chamada aprozimagdio paraxial.

Sendo assim, isto resulta na equacao

O Py O

w 8y2 Zli& = O, (214)



que é a chamada de Fquacao Parazial da equacao de Helmholtz. Podemos

reescrever esta equagao como:

. oY
Vi — 2ir— =0, (2.15)

onde V% é o Laplaciano nas coordenadas transversais (z,y).
A Equacao (2.15) é analoga a equacdo de Schrodinger para um particula
livre com z fazendo o papel de tempo, sendo que a solucao desse tipo de

equacao é tem a seguinte forma:

2

Y(z,y,z) = AExp {—ip(z) — ff2qp<z)} : (2.16)

onde, p?> = 22 + 9% é a dependéncia transversal e A é uma constante. O
parametro p(z) representa uma mudanca de fase complexa que esta associado
com a propagacao do feixe luminoso, e ¢(z) € um parametro complexo do feixe
que descreve variagao gaussiana na intensidade do feixe com a distancia p do
eixo optico [18]. Este ¢ o chamado feize parazial.

Quando substituimos a Equacdo (2.16) na Equagao (2.14) e analisamos
os coeficientes que possuem a mesma poténcia em p, obtemos as equagoes

que determinam p(z) e q(2)

d 1 1
dp(z) _ i
FEa _q(z) (2.17b)

O sistema de Equacgao (2.17) é a forma reduzida da Equagao (2.5) para um
feixe de luz coerente e monocromatico, isto é, a diferenca de fase é constante
no espacgo e no tempo de ondas eletromagnéticas que apresentam apenas um

comprimento de onda.



2.1.1 Feixes Gaussianos

O perfil transversal da intensidade 6ptica é descrito por uma funcao gaus-
siana, Figura 2.1, também chamado de Modo transverso fundamental de

propagacao.

Intensidade Luminosa

Figura 2.1: Distribui¢ao de intensidade optica com perfil gaussiano. W é a
distancia a partir do eizo do feixe ao ponto onde a intensidade do campo cai
1/€? do walor mdzimo.

As solugoes das equagoes reduzidas, Equagao (2.17), estao disponiveis na

referéncia [19]. Para ¢(z), temos a seguinte fun¢ao complexa:
q(z) = z+izpg, (2.18)

onde zp = W/, chamado de comprimento de Rayleigh, é a distancia da
cintura do feize,' W, aumentada por um fator v/2. A cintura do feixe é o
local em que o raio do feixe é minimo, obtido na regiao focal. Estas duas
constantes estao ilustradas na Figura 2.2.

A expressdo para p(z) é encontrada substituindo a Equagao (2.18) na

Equacao (2.17), que resulta

LCintura do feixe, que em inglés é Beam Waist, razdo pela qual ¢ identificada pela letra
Wo.
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. 2123 . <R
—ip(z) =—Iny /[ 1+ =3 +iarctan <—> : (2.19)

z

onde usamos a propriedade iln(a 4+ ib) = Inva? + b? + i arctan(b/a).
Neste momento, obtidas as expressoes para ¢(z) e p(z), uma solucao da
equagdo paraxial, Equacao (2.16), estd completa. Para facilitar a descrigdo

e compreensao de um feixe gaussiano vamos escrever a razao 1/¢(z) como:

= —i (2.20)

onde
212%
R(Z)ZZ(l#‘;),

¢ um parametro real conhecido como Raio de Curvatura da frente de onda e

22
W(Z) = W() 1 + 2_2’
R

que também é um parametro real, interpretado como a Largura do feize.
A frente de onda é esférica, logo, R(z) e W(z) variam conforme o feixe se
propaga (divergindo ou convergindo) de acordo com a diregao z. Na distancia
em que p = W(z), a amplitude do campo toma o valor 1/e em relagao a
distancia p = Wj.

Para o fator que envolve a fungao p(z), seguindo a referéncia [20], temos:

(2.21)

onde

11



Wiz)

Figura 2.2: Propagacao de um feixe gaussiano na regiao em que estd focali-
zado. Nesta regiao, o feize laser tem a caracteritica principal de uma onda
plana, a frente de onda € plana. Wy € a cintura do feixe, localizada no foco,
Zr € o comprimento de Reyleigh, a distancia em que W(z) = V2Wy.

é conhecida como fase de Gouy. Esta fase € uma mudanca de fase adicional

que um feixe gaussiano adquire ao longo da sua dire¢ao de propagacao.
Agora, com todos estes resultados para o feixe gaussiano fundamental,

podemos reescrever a expressao para a solucao da equacao de Helmholtz

como

2 2

p P .
W) WQR(Z) +ip(2)] .

(x,y,z)=A o Exp |—ikz —

T (2.22)

Feixes gaussianos deste tipo sao produzidos por muitos lasers que oscilam
no modo transverso fundamental [21]. Por meio da Figura 2.2 podemos
identificar todos parametros associados ao feixe gaussiano. A intensidade
I do feixe fundamental é proporcional ao modulo quadrado da amplitude.

Tomando o modulo quadrado de ¢ na Equagao (2.22), obtemos:

2

(2,9, 2) o [z, y, )2 = 2|A|2#20(2)Exp [—2W§—(Z)] L @)

Como consideramos anteriormente, a intensidade tem um perfil gaussiano,

12



como ilustrado na Figura 2.1.

2.2 Graus de Liberdade de um Feixe Paraxial

Um modo paraxial possui estruturas muito mais ricas que um feixe gaus-
siano. Estas estruturas podem ser usadas como graus de liberdade para ma-
nipulacao e aplicacao em diversos problemas. Vamos apresentar nesta secao
os principais graus de liberdade de feixes paraxiais e seu uso para informacao

quantica.

2.2.1 Momento Angular

Uma das propriedades mais significante da teoria de Maxwell é que prediz
que a onda eletromagnética transporta energia e momento [22]. O momento
total da luz é composto por momento linear e momento angular. O momento

angular total J de um campo eletromagnético é dado por

J= 60/F>< [E x E} &7 (2.24)

A expressao entre colchetes é a taxa temporal do fluxo de energia eletro-
magnética por unidade de area denominada como o vetor de Poynting. O

momento angular relacionado com o campo de radiacao é dado por:
J_1:ad = [_:rad + grada (225)

com

grad = €O/d3FEJ_ X AJ_, (226&)

13



7

Lysa=20 Y | d*FE} (7 x V)Af (2.26D)
j=ty
onde A, é potencial vetor transversal e obedece a seguinte relagao entre o
campo elétrico: .
= 0A,
E, = - T
O momento angular total é composto pelas partes intrinseca grad ¢ a parte
orbital L4, extrinseca, Equacoes (2.26a) e (2.26b), respectivamente. A parte
intrinseca nao depende da definicao da origem do sistema de coordenadas, o
que ¢ diferente para a parte orbital [23]. O momento angular intrinseco esta
associado com os estados de polarizagao circular, j& momento angular orbital
esta associado com a estrutura espacial da frente de onda. Nas proximas duas

subsecoes abordaremos os modos paraxiais com estrutura espacial da frente

de onda bem definida e seus estados de polarizagoes.

2.2.2 Modos Transversos

As caracteristicas espaciais de um feixe laser estdo estritamente rela-
cionadas com os modos transversos do feixe, como a divergéncia, o didmetro
e a distribuicao transversal de energia.

Até agora obtivemos apenas a expressao matemética para um feixe de
luz em que o perfil de intensidade em qualquer secao transversal do feixe
é dado por uma func¢ao gaussiana, Equagao (2.22). Ou seja, a variacao da
amplitude do campo depende somente da distancia de z e da distancia p do
eixo. Existem outros tipos de solugoes da Equagao (2.14), isto é, solugdes

mais gerais com propriedades similares. Estas solucoes formam um conjunto

14



completo de funcoes que sao chamadas de Modos Transversos de Propogacao
[18]. Nesta segdo, veremos as representacoes matematicas dos modos de
propagacao nos sistemas de coordenadas cartesianas e cilindricas. Os modos
Hermite-gaussianos e Laguerre-gaussianos sao, matematicamente, as solugoes
exatas e ao mesmo tempo conveniente para equagao de onda paraxial no

espaco livre.

2.2.2.1 Modos Hermite-gaussianos

As solucoes da equagao paraxial em coordenadas cartesianas sao produtos
de polinémios de Hermite com funcgoes gaussianas, chamadas assim, fungoes

de Hermite-Gauss:

? +y me + y?
W2(z) 2R(z)

X exp {— +ip(m,n, z)] . (227)

onde H,(z) é o polinomio de Hermite [24]. Na literatura, os modos sio
designados por HG,,,,, em que os indices m e n representam niimero de linhas
nodais de intensidade do feixe na direcao vertical e na direcao horizontal,
respectivamente, determinando, assim, a forma do perfil transverso nesta
duas direcoes. Ainda na equagao acima, temos A,,, como sendo a constante
de normalizagao. A soma dos indices do modo, N = n 4+ m, indica a ordem
do modo, por exemplo, N = 0; Ordem zero ou fundamental, N = 1; Primeira
Ordem, e assim sucessivamente.

Alguns polinémios de Hermite de ordem inferior sao apresentados abaixo

15



Os parametros R(z) e W (z) nao sao alterados para os modos de ordem
superior, ou seja, a curvatura da frente de onda permanece como para um
modo fundamental, ocorre apenas uma modificacao na estrutura transversa

do feixe e a fase de Gouy ¢ é fungao dos indices de m e n, descrita por:

o(m,n, ) = (N + 1)arctan (%) | (2.29)

™ Wo

Isto significa que a velocidade de fase aumenta com a de ordem do modo.
A Figura 2.3(a) apresenta a distribui¢ao espacial de energia para as primeiras
ordens do modo hermite-gaussiano. Como podemos ver, eles apresentam
simetria retangular. O ntimero de linhas nodais ¢ igual a ordem N do modo
HG,,,. Quanto maior a ordem transversa, mais complexa é a estrutura do
modo. Outra caracteristica que podemos destacar é que o modo transverso
fundamental é obtido fazendo m = 0 e n = 0, que é o modo gaussiano descrito
na Se¢ao 2.1, como estd ilustrado na Figura 2.3(a).

Os modos hermite-gaussianos nao carregam momento angular orbital,

apenas momento angular intrinseco, dependendo de sua polarizagao.
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Hermite-Gauss Laguerre-Gauss Ordem

-
" — - =2
.. -
m=2 n=0 m=1,n=1 m=f n=2 =2 p=0 I=0 p=1 I[=-2 p=0

“w S @ ©

m=1n=0 m=0 n=1 =1, p=0 [|=-1, p=0
® ® N=0
m=0 n=0 I=0, p=0
(a) (b)

Figura 2.3: A regigo escura indica a presenca de luminosidade. (a) Dis-
tribuicao espacial de intensidades do modo de um feize laser com simetria
retangular, HG . (b) Distribuicao espacial de intensidade do modo de um
feize laser com simetria cilindrica, LG,.

2.2.2.2 Modos Laguerre-gaussianos

As solugoes da Equagio (2.14) em coordenadas cilindricas sdo os modos

laguerre-gaussianos

@/)lp(P,Q, z) _ Wz;llp (\/_p L )) 0 ¢

2

p ikp?
xexp{ W22) 2R() zgp(l,p,z)], (2.30)

onde as relagoes entre as coordenadas cilindricas e cartesianas sao

p= VTP, (2.31)

0 = tan™! (%) (2.32)
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z=2z. (2.33)

A solucao, agora, contém os Polinomios de Laguerre Li) [24], por esse
motivo leva o nome de Modos de Laguerre-Gauss, LGj,. Os indices p e [ sao
respectivamente os indices radial (nimero de anéis existentes na distribuigao
de intensidade) e azimutal (helicidade), sendo que p > 0 e ambos nimeros
inteiros. A constante A;, ¢ a constante de normalizacao.

Alguns polinémios de Laguerre de ordem inferior sao apresentados abaixo:

Li(v) =1, (2.34a)
L) =1+1-v, (2.34b)
Li(v) = %(Z+1)(Z+2) —(+2v+ %y{ (2.34c)

L) = é(z PO+ +3) — %(z (43 + %(z b3t ézﬁ

(2.34d)

Nesse sistema de coordenada, os parametros R(z) e W(z) do feixe também
permanecem inalterados, apenas a fase de Gouy é modificada novamente,
como ocorreu em coordenadas cartesianas. A expressao para a fase de Gouy

fica, agora, como uma funcao dos indices dos modos laguerre-gaussianos

Az
o(l,p,z) = 2p+ || + 1) arctan (WW(%) : (2.35)

A ordem do modo é dada por N = 2p + |l| e, 0 modo transverso fun-
damental também ¢é obtido fazendo [ = 0 e p = 0, que consequentemente
coincide com o feixe gaussiano, apresentado anteriormente.

O termo [ na Equacao (2.30), é conhecido como a carga topologica. Se [
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for zero, a indefini¢ao de 0, Equagao (2.32), na origem do plano transverso im-
plica em uma singularidade que se apresenta como uma regiao cuja radiancia
¢ nula.

Na Figura 2.3(b) encontramos a distribui¢ao de intensidade das primeiras
ordens dos modos de Laguerre-Gauss. Como podemos ver, a distribuicao de
intensidade apresenta simetria cilindrica e o niimero de anéis que aparece na
estrutura radial é igual ao valor de p. Para p = 0, a singularidade aumenta
de acordo com o aumento do indice [. Na Figura 2.3(b), o modo laguerre-
gausssiano de primeira ordem possui singularidade fase ao longo do eixo de
propagacgao. Portanto, quando [ # 0, o vetor de onda K executa um movi-
mento espiral em torno do eixo de propagacao com helecidadade [. Estes
feixes sdo chamados de Vdrtices Opticos [25] e sdo ditos possuidores de mo-
mento angular orbital. A Figura 2.4(b) ilustra a frente de onda deste tipo
de feixe. Para um feixe que nao possui momento angular orbital, a frente de

onda ¢é representada na Figura 2.4(a).

gEz7
!Wm

()
’:"n'l'

jgzz
7 I
i o i

Figura 2.4: (a) Feize com singularidade de fase nula, | = 0, o vetor de
onda coincide com o eixo de propagacdo, € o caso do modo transversos fun-
damental. (b) Feize com singularidade | # 0, o vetor de onda execula um
mowvimento espiral em torno de eixo de propagacao. Créditos para Padgett e
Allen na referéncia [26].
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2.2.2.3 Producao dos Modos Transversos

A producao dos modos tranversos pode ser realizada por diferentes méto-
dos. Podemos citar os métodos que utilizam meios de fase homogénea, como
por exemplo, placas de fase espiral [27] e placas-Q [28]. Os métodos mais
comumente usados nos laboratorios sao o método holografico [29] e o método
astigmatico [30].

No método hologréfico, utiliza-se uma maéscara [31] na qual foi gravada
um padrao de interferéncia entre o campo desejado e um campo de refe-
réncia. Inicialmente a interferéncia é simulada computacionalmente [32]. O
campo de referéncia normalmente ¢ uma onda plana ou um modo transverso
fundamental do laser colimado. Ao incidirmos o campo de referéncia na
méscara hologréfica, as ordens de difracao terao o perfil transverso usado
para gerar as mascaras. Em nosso trabalho, o campo desejado foi o modo
hermite-gaussiano de primeira ordem, HG1g. Assim, experimentalmente us-
amos uma mascara de difracao para a producao de um feixe com perfil
hermite-gaussiano. A Figura 2.5(a) ilustra esquematicamente a produgao

de um feixe com perfil HG e, para LG, Figura 2.5(b).

(a) (b)

Figura 2.5: (a) Mdscara de difracio para a produgdo experimental de um
modo hermite-gaussiano, HG. (b) Mascdra de difragao para a produgao ex-
perimental de um modo laguerre-gaussiano, LG.

Antes de apresentar o outro método de conversao de modos tranversos,
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vamos entender um pouco da decomposicao dos modos. Vimos que os mo-
dos hermite-gaussianos formam um conjunto completo ortogonal de modos,
ou seja, qualquer feixe de luz monocromaético pode ser entendido com uma
superposicao de modos HG com o mesmo eixo Optico, mesmo tamanho e
posicao da cintura, apenas com os indices do modo n e m diferentes. O con-
junto de solugoes de Laguerre-Gauss também formam um conjunto completo,
com as mesmas propriedades do feixe, com os indices [ e p.

Usando as relacoes entre os polindmios de Hermite e Laguerre é possivel
mostrar que os modos LG podem ser decompostos em uma soma de modos

HG e vice-versa [30]:

N
Uiy (x,y,2) = Zz’”b(m, n, k)Y (7, Y, 2), (2.36)

k=0

onde o fator " ¢é diferenca de fase relativa entre as componentes do modo e

o termo b(m,n, k) é um coeficiente real dado por

2N pim! =" 1+ 1", (2.37)

(N — k)!k&! 12 1da"
k! dtr

b(m,n, k) = (

Se usarmos as relagoes entre os produtos dos polinomios de Hermite,
verificamos que o modo HG, cujo o eixo principal forma um angulo de 45°

com o plano (x,y), pode ser decomposto dentro do mesmo conjunto

N
wm,n (x\_/’_éy7 ‘r—\;ﬁ:y7 Z) = ; b(m7 n? /i)w]n\,fbfﬁ,ﬂ(m? y? Z), (2'38)

onde a unica diferenca entre a Equagao (2.36) é que as componentes sucessivas
estao em fase. Na Figura 2.6 temos alguns exemplos de decomposicao de

modos de primeira ordem.
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Figura 2.6: Ezemplos de decomposicio de LGy19 e HG

Experimentalmente, as decomposi¢oes entre os modos transversos sao re-
alizadas por um conjunto de lentes cilindricas, que irao formar os Conversores
Astigmdticos de modos [22]. Os conversores de modos alteram a fase de Gouy
relativa para transformar modos hermite-gaussianos em laguerre-gaussianos
e vice-versa.

O conversor astigméatico de lentes cilindricas é construido fazendo a ex-
ploracao da diferenca da fase de Gouy dos termos sucessivos na Equagao

(2.36). A diferenca de fase total é determinada por

¢ =2 [arctan <, / %) — arctan (1 / %)] , (2.39)

que varia de 0 a 7. Na equacao acima, d é a distancia da cintura do feixe as
lentes e f é a distancia focal das lentes. O conversor é chamado astigmético
justamente por que o feixe é astigmético entre as lentes cilindricas. Experi-
mentalmente, o modo que entra no conversor é adptado pelo uso de lentes

esféricas no processo conhecido como “casamento de modos”.
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Entao, se a diferenca de fase é igual a /2, implica que da Equagao (2.39)
que d = f/+/2. Este conversor é chamado de Conversor /2, que transforma
um HGE em um LG 1. Porém, se a diferenga de fase é m, o conversor é
chamado de Conversor m, e d = f. Este transforma LG, em LG _1y. Outro
exemplo de transformacao do conversor 7 é: quando rodado por um angulo
0, ele transforma HG em um outro HG, porém, o modo é rodado de 26. Os

dois tipos de conversores estao ilustrados na Figura 2.7.

@ (b)

Figura 2.7:  Conversores astigmdticos: (a) Conversor /2 e (b) Conversor .
Ambos 0s conversores sao compostos por duas lentes cilindricas com distincia
focal f. A distancia entre as lentes é f+/2 para o conversor ©/2 e 2f para
o conversor w. O conversor 7/2 transforma um HGE em um LG, i e o
conversor w leva LG 19 em LG _yy.

A Figura 2.8 ilustra a transformagdo que um conversor astigmatico /2.
Um modo transverso HGE” ao passar por conjunto de lentes cilindricas é
transformado em um modo LG,19. Obteriamos esta mesma transformacao,

rodando de 45° o conjunto de lentes e incidindo um modo HGy;.
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Figura 2.8: Conversor Astigmdtico w/2 de modo com lentes cilindricas. O
conversor /2 transforma um HGE’ em um LG 19. A cintura do feize Wy
estd situada no foco das lentes, z = 0.

Um outro tipo de conversor m de modo é o prisma de Dove, DP (do
inglés Dove prism). Este componente 6ptico atua no perfil espacial flipando-
o. Quando a base do prisma estd rodada por um angulo # em relacao a
horizontal, além de flipar o perfil transverso ele gira-o por um angulo de 26,
como esperado para um conversor 7. A Figura 2.9 ilustra um prisma de Dove
operando em uma transformacao HGy em HGg.

y

DP »

: T :

Figura 2.9: Conversor m de modo espacial: Prisma de Dove. Ele estd rodado
de um dngulo de 45° com a horizontal. O modo incidente ¢ HG1o apds passar
pelo prisma se torna HGy;.

Com estes componentes podemos transformar os modos HG e LG de
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primeira ordem uns nos outros.

2.2.3 Polarizacao

As caracteristicas espaciais de feixes no espaco livre sao descritas pelas
solucoes da equacao de Helmholtz escalar tanto para um sistema com sime-
tria retangular (z,y, z), modos HG,,,, quanto para um sistema de simetria
cilindrica (p, 0, z), modos LGj,. A equagdo de Helmholtz escalar também
¢ usada para descrever a propagacao de onda eletromagnética linearmente
polarizada de uma tinica componente cartesiana de um campo vetorial arbi-
trario [33].

Como vimos na Secao 2.1, a onda plana, para o campo elétrico, Equacao

(2.8), ¢ dada por

—

E(7,t) = Egelmm=wt), (2.40)

Da mesma forma, para o campo magnético temos
B(7,t) = By "=t (2.41)

com w é frequéncia e K é o vetor de onda. As Equagoes (2.40) e (2.41)
satisfazem tanto a equacao de Helmholtz vetorial como todas as equagoes de
Maxwell no vacuo. Os vetores EO, B% e 77 sao constantes. Para assegurarmos

a relacao do vetor de onda e da frequéncia,
R = y/MoEo W,

devemos ter que o vetor 77 dos campos satisfaca

S
S
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Das duas equagoes de Maxwell, Equacoes (2.3) e (2.4), ou seja, das

equacoes de divergéncia,

St

Ey=0 (2.42)

ii- By = 0. (2.43)

Assim, o carater transversal do campo eletromagnético é estabelecido.
Isto significa que Eo e éo sao ambos perpendiculares a dire¢ao de propagacao
1. Motivo pelo qual a onda é chamadada Onda Transversal. Ja as equagoes

rotacionais, Equagoes (2.1) e (2.2), apresentam uma nova restri¢ao,

BO = \//10607_1) X Eo.

Quando os campos elétrico e magnético tém a mesma fase, o vetor n é
real. Neste caso, introduzimos um conjunto de vetores reais unitarios mutu-
amente ortogonais (é1, és, 1), como podemos identificar na Figura 2.10, que
representa uma onda transversal se propagando na direcao n. Um exemplo
seria escolher uma configuracao de tal maneira que a onda esteja se propa-
gando na direcao do eixo z, assim, é; e é; estdo no eixo x (€;) e y (é,),
respectivamente.

Em termos desses vetores unitarios, as amplitudes dos campos transversos

FEy e By sao

Ey = é,E, (2.44a)
e
EO = ézﬂﬂo&o Eo, (244b)
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Figura 2.10: Vetor K de propagacao e os dois vetores de polarizacao €, e és.
A superficie representa a frente de onda.

onde Ey e By sao constantes. Estas amplitudes sao validas somente para a
onda que tem a representacao geométrica dada pela Figura 2.10. Primeira-
mente, o campo elétrico sempre oscila na direcao é;. Segundo, o campo
elétrico poderia sempre oscilar na direcao de é;. Entao, no primeiro caso,
a onda ¢ dita ser polarizada linearmente com vetor de polarizagao é; e, no
segundo caso, a onda ¢é polarizada linearmente com vetor de polarizagao é,.
Portanto, estas duas ondas podem ser combinadas para dar uma onda plana
mais geral

E(Ft) = (61By + éyFy) el 7w, (2.45)

As amplitudes E; e Ey sao niimeros complexos, para garantir a existéncia de
diferenca de fase entre ondas de polarizacao linear diferente. Como o vetor
campo elétrico, Equacao (2.45), é um tipo de solugao geral, ele determina as

propriedades de polarizacdao. Se F; e E5 tém a mesma fase, noés temos um
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onda Polarizada Linearmente, como mostra a Figura 2.11. Se uma diferenga

EzA

- >
el EI

Figura 2.11: A composi¢cao do vetor intensidade E em termos das ondas
polarizadas linearmente, Fy é; e Fyés.

de fase ¢ existir entre E; e Fs, nos teremos uma onda Polarizada Eliptica-

mente,

—

E(F, t) — élElei(mﬁ-Ffwt) + égEgei(Nﬁ.F7Wt+¢). (246)

A Figura 2.12 ilustra a onda polarizada elipticamente. Um caso especial
do onda elipticamente polarizada é a onda Polarizada Circularmente, sendo
que as intensidades E; e F, tém a mesma magnitude, porém elas tém uma
defasagem de ¢ = £7/2, como esta ilustrado na Figura 2.13. A equacdo para

a onda polarizada circularmente fica
E(7,t) = Ey(é) & iéy) et (2.47)

onde Ejy é uma amplitude real.

Na Equacao (2.47), quando o sinal dentro dos parénteses for positivo,
(é1+1é9), a onda estad polarizada circulamente 4 esquerda, ou tem helecidade
positiva. Para o sinal negativo, (é; — i é3), a onda esta polarizada circular-
mente a direita, ou tem helicidade negativa.

Note que a onda polarizada circulamente tem momento angular intrinseco,
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wt+¢

Figura 2.12: A composiciao do vetor intensidade E em termos das ondas
polarizadas linearmente F1 e Ey. Neste caso, hd uma diferenca de fase ¢
entre as duas amplitudes. A onda estd polarizada a direita, isto €, helicidade
h positiva.

isto &, se calcularmos S,q4, dado pela Equacio (2.26a), usando o campo
E(F, t), expresso pela Equagdo (2.47), obtemos que S i # 0. Isto nao é o
que acontece se fazermos esse mesmo procedimento para uma onda polar-
izada linearmente, Equagao (2.45), ou seja, o momento angular intrinseco é
nulo.

As ondas polarizadas circularmente formam uma base para descri¢ao de
estados de polarizacdo [17]. As transformagoes entre os estados de polariza-
¢ao sao realizadas por meio de placas birrefrigentes. Com estes componentes
opticos controlamos a fase relativa ¢ entre as componetes transversais do
campo elétrico. Quando a fase relativa entre as componentes dada pela
placa birrefrigente corresponde a ¢ = m, trata-se de placa de meia onda,

(HWP)2 A placa de meia onda transforma luz circularmente polarizada a

2Do inglés Half Wave Plate
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Figura 2.13: A composicao do vetor intensidade E em termos das ondas
polarizadas linearmente Ey e E. Aqui, as amplitudes estio defasadas de
¢ = £7/2. Onda polarizada circulamente & esquerda, helecidade h positiva.

esquerda para circularmente polarizada a direita. No entanto, se a fase re-
lativa corresponde & ¢ = 7/2, a placa é dita uma placa de quarto de onda,
(QWP)?. Esta transforma luz linearmente polarizada em luz circularmente
polarizada. Tanto os estados de polarizacao quanto placas birrefrigentes sao
descritos através de matrizes de Jones [34]. Assim, podemos fazer transfor-
magoes entre estes estados de polarizacao com estes componentes 6pticos ou

associagoes deles.

3Do inglés Quater Wave Plate

30



2.3 Representacao Geométrica dos Graus de
Liberdade de Feixes Paraxiais

Até agora, a polarizacao da onda eletromagnética foi considerada em ter-
mos das componentes do campo elétrico. Uma alternativa ttil de descricao
dos estados polarizagao seria por meio de grandezas observaveis da onda
eletromagnética, isto é, a polarizacao em termos da intensidade luminosa. O
conjunto de valores que define esta relacao é conhecido como Pardmetros de
Stokes [35]. Os parametros de Stokes sao definidos da seguinte maneira:

- ]OO_IQOO
S1 = Too+1ggo ’

Sy = Iy50—1I1350 (248)

T Iyso+Iizso0’

— IT*Il
SS - I7‘+Il’

onde Iyo, I450, Iggo € I1350 sao as intensidades da luz em varias orientagoes
de polarizadores lineares e I, (& direita) e I; (& esquerda) sao as intensidades
das componentes polarizadas circularmente. Estes parametros determinam

completamente o estado de polarizagao do feixe, sendo assim,

ST+ 83455 =1. (2.49)

Desta equacao conclui-se que um feixe de luz completamente polarizado é
representando por um ponto na superficie de uma esfera de raio unitario, a
Esfera de Poincaré, Figura 2.14(a).

Em 1999, Padgett e Courtial [36] construiram uma representacio ge-

ométrica analoga para os modos transversos de primeira ordem. Eles defini-
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ram o seguinte conjunto de parametros:

1 I

1a0° ~ L g900
01 = T 007 oo
HGIO HGlO
Tnease ~Tyigse
02 = T ot 1350’ (2.50)
HGIO HGI()
ILG(I)_ILGal
03 =

onde Iygq representa a intensidade do modo hermite-gaussiano com « sendo
o angulo entre a linha nodal e a horizontal. [ LGt indica a intensidade do modo
laguerre-gaussiano do feixe. Assim como os parametros de Stokes obedecem a

Equacao (2.49), os parametros dos modos satisfazem a seguinte propriedade:
0} + 03+ 03 = 1. (2.51)

Isto implica que os parametros dos modos transversos sao as coordenadas
cartesianas de um espaco em que os modos de primeira ordem sao represen-
tados por um ponto na superficie de uma esfera de raio unitario, a Esfera de
Modos de Primeira Ordem, como ilustrada na Figura 2.14(b).

Os polos norte e sul da esfera de Poincaré representam os autoestados
do momento angular de spin (luz circularmente polarizada a esquerda e a
direita, respectivamente). No equador estdo as polarizagoes lineares. Em
qualquer outro ponto estao as polarizacoes elipticas. Como a luz é comple-
tamente polarizada, qualquer estado de polarizacao linear pode ser escrito
como uma superposicao de estados circularmente polarizados, como visto na
Secao 2.2.3. Entao qualquer estado de polarizagao é representado por um
ponto na superficie da esfera.

Na esfera de modos transversos, os polos norte e sul representam os au-
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LG, .

Figura 2.14: (a) Esfera de Poincaré com estados de polarizagao indicados e
(b) Esfera de Modo Primeira Ordem com os modos de indicados.

toestados do momento angular orbital (os modos laguerre-gaussianos de he-
licidade positiva e negativa, respectivamente). No equador estdao os modos
hermite-gaussianos de primeira ordem, todos outros pontos possuem modos
que sao analogos & polarizacao eliptica. Como vimos na Subsecao 2.2.1, os
modos hermite-gaussianos podem ser escritos como uma superposicao dos
modos laguerre-gaussianos. Sendo assim, qualquer ponto na superficie da
esfera de modos representard um modo de primeira ordem.

As transformacoes efetuadas sobre os modos sao realizadas com o uso dos
conversores de modo e sdao analogas as transformagoes realizadas nos estados
de polarizagao por meio de placas birrefrigentes. Em 1993, Beijersbergen et
al. [30] concluiram que um conversor de modo 7/2, que converte um modo
HGE" em um modo LG, 1o por introduzir uma diferenca de fase ¢ = /2
entre as compontes HG1y e HGy, é andlago a uma QWP, que converte
luz linearmente polarizada em circular por introduzir uma diferenca de fase
¢ = m/2 entre as componentes lineares. Para um conversor de modo 7, que

introduz uma diferenca de fase ¢ = 7, é similar a uma HWP que converte
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luz circularmente polarizada a direita em circular a esquerda por introduzir

uma diferenca de fase ¢ = 7 entre as componentes lineares.

2.4 Graus de Liberdade de um Feixe Paraxial
para a Codificacao e o Processamento de
Informacao Quantica

Podemos utilizar os graus de liberdade da luz para a representagao de sis-
tema de comunicacao quantica. Como vimos, descrevemos sua polarizacao
por meio de dois estados ortogonais, por exemplo, horizontal ég e vertical
éy, que podem ser usados para codificar um bit de informagao de um sistema
quantico. Podemos representar por exemplo, o valor 0 pelo estado de polari-
zagao horizontal e o valor 1 pelo estado de polarizacao vertical. O sistema nao
precisa, necessariamente, ser formado por polarizacao horizontal e vertical,
havendo a possibilidade dos estados de polarizacao linear formarem angulos
entre os eixos vertical e horizontal ou, ter polarizacao circular a direita ou
a esquerda, desde que sejam ortogonais entre si. Em vez disso, se o sistema
fisico estd em uma superposicao dos estados ortogonais, este representa um
qubit (bit quantico), [) = a|0) + S|1). Os estados |0) e |1) sdo os estados

de base computacional. Um exemplo de qubit de polarizacao é

) = alén) + Blév), (2.52)

onde |éy) = [0) e |éy) = |1). Assim, |[¢)) é uma superposicao de estados
de polarizacoes horizontal e vertical identificados pelos vetores unitarios de
polarizagao éy e éy.

Como vimos na Secao 2.2, os modos transversos formam um conjunto
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completo de bases ortogonais. Sendo assim, convém, também, codificar os
modos transversos como bits de informacao, conhecidos na literatura como
qubits espaciais. A representacao direta dos modos transversos de ordem
N =1, tanto para os modos laguerre-gaussianos, LG}, como para os hermite-
gaussianos, HG,,,, que também representam um sistema bidimensional, é
andloga a representacao dos estados de polarizacao. Um exemplo de um

qubit espacial é
1

V2

onde |[HG1o) = |0) e [HGp1) = |1), assim temos um qubit espacial da super-

[LGo1) = —=(|HG1o) + i|[HGo1)) (2.53)

posicao de dois modos HG de primeira ordem.

Outra analogia em usar os graus de liberdade da luz como qubits de
informacao é que a representacao geométrica de um feixe completamente po-
larizado como também dos modos transversos de primeira ordem do campo
eletromagnético é idéntica a representacao geométrica de um qubit. A repre-
sentacao geométrica do qubit estd ilustrada na Figura 2.15.

Uma forma mais geral de escrever um qubit é
0 i . 0
) = 0035\0) +e “"sm§]1>, (2.54)

onde 0 e ¢ definem um ponto sobre a superficie de uma esfera de raio unitario,
a esfera de Bloch, Figura 2.15.

Uma vez com o espa¢o do modo de polarizagdo (momento angular in-
trinseco) e o de modo espacial definidos, podemos combina-los para gerar

uma superposicao coerente do tipo

[ (r)) = a|n(r) ém) + Blu(r) én)
+ 7 [n(r) év) + 0 [¢u(r) év), (2.55)
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1)

Figura 2.15: Representacdo geométrica de um qubit na esfera de Bloch. O
estado |¢) € representado por um vetor apontando da origem a um ponto na
superficie da esfera unitdria. A direcao do vetor € definada pelos dngulos
polar 6 e azimutal .

onde ¥y,(r) = |HGo1), ¥u(r) = |HG1o) e os coeficientes a, 5, v e § sdo
ntiimeros complexos e |a]?+|5]?+|y|?+d]* = 1. Podemos fazer uma analogia
direta com a descricaio de um estado quantico de dois qubits mais geral

possivel,

|¥) = a|00) + £]01) +~v|10) + J |11).

Para medir o grau de emaranhamento destes estados, podemos usar a “con-

currence” [37]. Em particular é possivel escrever a “concurrence” de |¢)) como

C=lad— Byl

Para C = 1, temos um estado maximamente emaranhado. C = 0, um estado

separavel.
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No caso da superposicao de modos “spin-6rbita” temos para C = 1, mo-
dos maximamente nao separaveis, ou seja, nao podemos escrever o campo
eletromagnético como um produto entre os modos tranversos e um vetor de
polarizacao. Para C = 0, temos modos separaveis, ja que para estes mo-
dos escrevemo-los como o produto de um modo transverso por um vetor de
polarizagao. Esta descrigao foi feita na referéncia [7].

Atualmente os modos nao separaveis sao conhecidos na literatura como
emaranhamento nao-quéantico de modos [38].

Usaremos neste trabalho somente feixes de ordem N = 1. Adotaremos
a convencao entre polarizacao, modo espacial e bases computacionais, como
ilustra a Figura 2.16

polarizacdo, Modo espacial —= Bases computacionais

<), |e®) — [0)
1), 18 = 1)

Figura 2.16: Convencao entre polariza¢ao, modo espacial e bases computa-
cionais. Na linha superior, o estado de polarizacao horizontal éy e modo
espacial horizontal ¥n(r) (HG1o) estdo associados ao estado de base com-
putacional |0). Na linha inferior, polariza¢io vertical éy e modo espacial
vertical 1, (r) (HGo1) estao codificados no estado de base computacional |1).
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Capitulo 3

Principios da Teoria dos Jogos

Quanticos

De acordo com Hong Guo [39], a teoria de jogos proposta por Von Neu-
mann e Morgenstern [40] e, com contribui¢oes de Jon Nash [41], estabelece
uma importante regra para ciéncias das decisoes e sistemas de conflitos.

Os processos de tomadas de decisdo sao encontrados da economia [10]
a biologia evolucionaria [11], onde cientistas estudam as competigoes entre
populacoes. Um modelo de competicao descreve a situagao de dois jogadores.
Um deles deve decidir se vai cooperar com o outro ou nao cooperar, afim de
obter o melhor resultado. Como exemplo, podemos mencionar o Dilema do
Prisioneiro. E um jogo de soma nao nula, isto €, um jogo que a soma dos
ganhos de todos os jogadores nao é nula. O Dilema do Prisioneiro tambhém
pode ser cooperativo ou nao cooperativo, com informagoes completas ou nao
para os jogadores.

O Dilema do Prisioneiro é um problema da teoria dos jogos, originalmente
formulado por Merrill Flood [42] em 1950. Neste problema, dois jogadores,

Alice e Bob por exemplo, sao suspeitos de terem cometido um crime. Entdo,
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eles tém que decidir se cooperam ou acusam o outro, pois a reducao de pena
serd dada de acordo com suas escolhas.

Como em qualquer jogo, é esperado que cada jogador queira aumentar
ao maximo sua vantagem sobre o adversario. Mas a redugao de sua pena
nao depende apenas de sua decisao e sim da combinacao das decisoes dos
dois jogadores. A reducdao da pena é o ganho, que na teoria dos jogos é
conhecido como o “payoff” de cada jogador. A reducao de pena no Dilema
do Prisioneiro de cada jogador ¢ mostrada na Tabela 3.1, para as estratégias

adotadas por Alice e Bob: Cooperar (C) ou Acusar (D) do inglés de “Defect”.

(Ra,Rp) || Bob:C Bob: D
Alice : C' || (3,3) (0,5)
Alice : D || (5,0) (1,1)

Tabela 3.1: Tabela de reducdo de pena R. As colunas representam as es-
tratégias efetuadas por Bob, e as linhas por Alice. A primeira entrada entre
parénteses denota Alice e a sequnda denota Bob. Os valores numéricos cor-
respondem a r = 3 “prémio”, p =1 “punicao”, t =5 “tentacao” e s =0 “sem
redu¢ao”.

De acordo com a reducao de pena representada na Tabela 3.1, observemos
que os jogadores sdo provocados a escolher (D, D), apesar de que ambos
também obteriam um bom resultado se cooperassem (C,C'). Porém, Alice e
Bob nao podem se comunicar, estao em celas diferentes tendo que tomar sua
decisao, sem o conhecimento do que o outro decidiu. Neste ponto, aparece
o dilema. Alice terd que escolher cooperar com Bob ou acuséa-lo. Da mesma
forma, Bob tera que fazer suas escolhas. Porém, uma maé escolha pode custar
sua liberdade.

Para um jogo cooperativo, os jogadores escolheriam a estratégia que ma-

ximizasse a reducdo de pena de ambos, ou seja, a estratégia (C,C), que
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corresponde ao Otimo de Pareto'. Por outro lado, se o jogo é ndo coopera-
tivo, cada jogador tentard maximizar sua reducao de pena, isto é, a escolha
seria (D, D), que é o Equilibrio de Nash?, o equilibrio dominante, ou seja,
leva cada jogador a acusar, embora seja sujeito a um ganho muito pior. A
vantagem de escolher a estratégia dominante ¢ que sempre seu ganho sera
maior ou igual ao do seu adversario.

Se o jogo é repetido vérias vezes os jogadores podem adotar estratégias
probabilisticas, em que a estratégia C' tenha uma probabilidade p de ser
efetuada e a estratégia D tenha probabilidade 1 — p de ser realizada. Nesta
situacdo, teremos uma fungao de reducao de pena $;, para Alice e Bob, dada

por uma reduc¢ao de penalidade média

$; = Z P (m,n) Rj(m,n) , (3.1)
m,n=C,D

onde j = A, B e P(m,n) = Pa(m)Pp(n) é a probabilidade conjunta que
Alice escolha m e Bob escolha n. R;(m,n) esta relacionado com valores
numericos da Tabela 3.1. Na abordagem classica do dilema do prisioneiro, a
fungdo de redugdo de pena tem minimo absoluto em P4(D) = Pg(D) = 1,
que indica a melhor escolha a ser feita, isto é, definir sua escolha como sendo
acusar o adversario por mais que tenha prometido cooperar com o adversario,

a principio.

'E um conceito de eficiéncia dentro das ciéncias economicas, desenvolvido por Vilfredo
Pareto, que indica a situacao em que a eficiéncia ndo pode melhorar sem arruinar a situacgao
do outro.

2Representa a situacdo em que todos jogadores escolheram a estratégia 6tima e qualquer
alteracao de sua estratégia acarretara em uma reducao de pena menor.
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3.1 Modelo Fisico do Dilema do Prisioneiro

Até agora, nao discutimos nenhum sistema fisico que simule ou implemente
um jogo. Podemos, no entanto, usar sistemas fisicos em que os jogadores
podem atuar para executar suas estratégias e simular (ou preveér) resultados.
Os jogadores podem jogar utilizando a polarizagao de um feixe laser, por
exemplo. Por cada cela passa um feixe laser com polarizacao horizontal ép.
Cada jogador possui uma HWP e pode utiliza-la para mudar o estado de
polarizacao do feixe, convertendo-a a polarizacao vertical éy,, por exemplo.
Se codificarmos ey = C' e éyy = D, o interrogador pode medir as polarizacoes
com cubos polarizados (PBS - do inglés Polarizing Beam Splitter) e detectores
depois que os jogadores tiverem feito suas escolhas e monta a tabela de
reducao de pena 3.1. Assim, teremos um sistema em que o jogo do Dilema
do Prisioneiro classico pode ser implementado.

Neste contexto, o emprego da mecénica quantica pode ser explorado. Se
pensarmos no conceito de superposicao linear existente na mecanica quantica,
podemos ter uma situagao que um jogador tenha a possibilidade de fazer uma
superposicao de estratégias, ou seja, uma estratégia qudntica. Isto foi o que
propos David A. Meyer, em 1999. Ele implementou estratégias quanticas
para lancamentos de moedas [13]|, generalizando um jogo para o dominio
quantico. No mesmo ano, Jens Eisert et al. generalizaram o Dilema do
Prisioneiro a nivel quéantico [12| e comprovando, assim como Meyer, que
jogadores quando se apoiam em estratégias quanticas sempre aumentam a
sua confiabilidade em relagao ao jogador que usou estratégia classica. Além
disso, Eisert et al. mostraram que na versao quantica, os jogadores escapam
do dilema. Fugir do dilema significa que a reducao de pena correspondente
ao Equilibrio de Nash coincide com a reducio de pena do Otimo de Pareto.

Na teoria classica de jogos, cada decisao dos jogadores pode ser associada
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por um bit de informagao, ou seja, com as estratégias classicas possiveis C'
(Cooperar) e D (Acusar). O modelo fisico proposto por Eisert para a versao
classica do dilema do prisioneiro conciste de trés ingredientes: uma fonte
de dois bits de informagdo, um para cada jogador (os feixe polarizados, no
exemplo acima); artefatos fisicos para Alice e Bob efetuar suas estratégias
(as HWP mencionadas); e um dispositivo de medidas fisicas para computar
a redugao de penalidade de cada jogador (o PBS e dois detectores menciona-

dos). A Figura 3.1 mostra um circuito para a versao classica do Dilema do

c Ua Z?D
C Us @

Figura 3.1: Circuito do Dilema do Prisioneiro Cldssico. Uma fonte de dois
bits C' de informacao. Os artefatos de Alice e Bob, Uy e Up, respectivamente.
Por fim, o dispositivo de medida.

Prisioneiro.

A formulacao quantica foi concebida associando as estratégias C' e D a
dois vetores de base |C) e |D) no espago de Hilbert de um sistema quantico
de dois niveis, um qubit. Sendo assim, o estado do jogo é descrito por um

vetor de estado no espaco:

H=MHa® Hp, (3.2)

que é um espaco composto pelo produto tensorial de dois espacos formados
pelos conjuntos de bases {|m)} e {|n)}, respectivamente, onde m,n = C, D.

Logo, o vetor de estado do jogo é:

Im)a ® [n)p = [mn) ap, (3.3)
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onde o primeiro qubit é o que Alice efetua suas decisoes e segundo o de Bob.

Na versao quantica do dilema do prisioneiro existém dois ingredientes adi-
cionais: um estagio de preparagao do estado inicial |¢y) obtido pelo operador
U. O outro é o UT, que é posicionado logo apés os artefatos de Alice e Bob.
Ut executa o processo inverso do U. Assim, o circuito para a versao quantica

do dilema do prisioneiro proposto por Eisert et al. é ilustrado na Figura 3.2.

1C)— A= )

|#o) Ut | ¢

1) U - )

Figura 3.2: Circuito do Dilema do Prisioneiro Qudntico proposto por Fisert
et al. [12]. O primeiro dispositivo € o estdgio de preparacao do estado inicial
[1o). Em sequida, os artefatos de Alice e Bob, Uy e UB, respectivamente.
O segundo dispositivo é representado por Ut e finalmente as medidas sao
realizadas do estado final |1y).

<

No estagio de preparacao, o dispositivo que realiza a operagao nao local

¢ dada por: i i
1 00 <
A 01 ¢ 0
U= (3.4)
0 2 10
i 001
Logo, |1o) = U|CC) sera expresso por
1 ,
[¥0) = —= (ICC) +i|DD)), (3.5)

V2

que é um estado maximamente emaranhado de dois qubits. Portanto, Ué

uma transformagao que cria o estado emaranhado |vy), recurso fundamental
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na versao quantica do jogo.

O outro estagio, como ilustrado na Figura 3.2, o UT, que faz o processo in-
verso do primeiro, ¢ também um operador nao local. Necessariamente usamos
o operador Ut para que possamos medir na base computacional. Informal-
mente podemos desiguina-lo como a transformacao de “desemaranhamento”.

Alice e Bob compartilham pares de qubits emaranhados, mas executam
estratégias em um tnico qubit. Assim, as estratégias de ambos estao associ-
adas com operadores locais e unitarios, Uy e Ug, que pertencem ao espaco
de estratégias GG. Eisert et al. propuseram um espaco de estratégias restrito,

dado pelas seguintes matrizes:

ei? cos ¢ sin ¢

Uap(f,0) = ? 2, (3.6)

—gin? ¢ei? 9
sing  €'”cos 3

com 0 <0 <mel<¢ <m7/2. O espago G pode ser identificado como
um subconjunto do grupo de matrizes SU(2), com fase global irrelevante.

As estratégias classicas cooperar e acusar sao associadas respectivamente aos

operadores; )
. . 10
Uap(0,0)=C = , (3.7)
01
e _
. . 0 1
Uap(m,0)=D = (3.8)
-1 0

que sao a matriz identidade I e a matriz de Pauli Y, respectivamente, a
menos de um fator de fase de 7/2. Ja a estratégia quantica esta associada

ao operador;

. R 0
Uap(0,7/2) =Q = (Z) 1> (3.9)
—i
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que é a matriz de Pauli Z multiplicada por um fator de fase de 7/2. As
matrizes de Pauli estao disponiveis no Apéndice A.
Assim, de acordo com o circuito da Figura 3.2, uma vez preparado o

estado inicial, Alice e Bob executam suas estratégias. O estado do jogo seré
(U4 @ Ug)U|CC). (3.10)

Este estado é sujeito a transformacio UT, que levara ao estado final
) = UT(Ux @ Up)U|CO). (3.11)

Obtido o estado final [¢)¢), é feita uma medida final nos qubits separados.
Com a medida final pode-se avaliar a fun¢ao redugao de pena, Equacao (3.1),

com probabilidades

P(m,n) = |(mnly)[?, (3.12)

associadas com dois resultados possiveis de cada qubit. Por exemplo, a fungao

de reducao de pena de Alice é dada por
$.=rP(C,C)+sP(C,D)+tP(D,C)+pP(D,D). (3.13)

A reducdo de pena na versao quantica do Dilema do Prisioneiro de cada
jogador é mostrada na Tabela 3.2.

A Figura 3.3 mostra a funcao reducao de pena de Alice, calculado por
Eisert et al. [12], no Dilema do Prisioneiro Quantico como fun¢io das es-
tratégias UgeUg. A construcao do grafico foi desenvolvida parametrizando
as estratégias Uy e Up com o parametro 7 € [—1,1]. Assim, Uy = U(77,0)

para 7 € [0,1] e Uy = U(0, —7n) para 7 € [—1,0[. Cooperar C corresponde
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(Ra, Rp) H Bob:C Bob:D Bob:Q
Alice : C || (3,3) (0,5) (1,1)
Alice:D || (50)  (1,1)  (0,5)
Alice : Q (1,1) (5,0) (3,3)

Tabela 3.2: Tabela de reducao de pena R para a versao qudntica do Dilema
do Prisioneiro. As colunas representam as estratégias efetuadas por Bob, e
as linhas por Alice. A primeira entrada entre parénteses denota Alice e a
sequnda denota Bob.

a7 =0, acusar Dar=1e Q é representado por 7 = —1. Como falamos
anteriormente a reducao de pena dos jogadores nao depende exclusivamente
de suas escolhas, mas também das escolhas de estratégias do adversario.

A funcao de reducao de pena do Bob é obtida fazendo a mudanca dos
valores nimericos t <> s na Equagao (3.13), isto é, obtemos a transposta da
funcao de reducao de pena de Alice. Veja na Tabela 3.1, que estes valores
numéricos justamente estao na antidiagonal. A Figura 3.4 mostra a fungao
reducao de pena de Bob seguindo a mesma parametrizacao adotada para o
grafico de redugao de pena de Alice, Figura 3.3.

Vimos anteriormente que a estratégia dominante na versao cléssica do
Dilema do Prisioneiro ¢ D. Vamos analizar o que acontece na versao quantica:
Bob decide escolher 15, entdo Alice escolhe a estratégia quéantica 6:2 De
acordo com a reducao de pena de Alice, Figura 3.3, Alice obtém reducao
de pena $4;.. = 5. Neste caso, a estratégia Q passa a ser a dominante e
consequentemente a jogada Q ® Q é o novo equilibrio de Nash, com reducao
de pena de Alice e Bob $41ice(Q, Q) = $5,(Q, Q) = 3. Analizando os gréficos
das Figuras 3.4 e 3.3, vemos que se Alice e Bob escolheram Q e depois decidem
alterar sua escolha, a sua reducao de pena serd menor.

Outra propriedade que podemos analizar no grafico de reducao de pena

de Alice, Figura 3.3 é que: se Bob decide sempre escolher a estratégia Q e
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Alice

Figura 3.3: Reducao de pena de Alice calculado por Eisert et al., no Dilema
do Prisioneiro Qudntico como funcao das estratégias Uy e UB, com estado
inicial |¢;) mazimamente emaranhado. A construgao do grdfico foi desen-
volvida parametrizando as estratégias Uy e Ug com o pardémetro T € [—1,1].
Assim, Uy = U(rm,0) para 7 € [0,1] e Uy = U(0, —77) para 7 € [— 1,0[.
Fazendo o mesmo para Bob. Cooperar C corresponde a T = 0, acusar D a
T=1e Q € representado por T = —1.

Alice altera a sua continuamente, ela terd uma reducao de pena
84[Ua(0,9),Q] <3

para todo 6 € [0,7] e ¢ € [0,7/2]. De forma analoga, se Alice fixa na
estratégia Q e Bob altera a sua escolha continuamente. A reducio de pena

de Bob, de acordo com o grafico Figura 3.4, sera:

$B[Qa UB((97 ¢)] < 3.

Portanto, a estratégia quantica é a estratégia 6tima.

47



Figura 3.4: Reducao de pena de Bob no Dilema do Prisioneiro Qudantico
como funcao das estratégias Uy e Ug, com estado inicial |1i) mazimamente
emaranhado. A construcao do grifico foi densevolvida sequindo a mesma
parametrizacao da Figura 3.5.

Outra caracteristica é que a jogada Q ® Q tem propriedade de 6timo de
Pareto, isto é, qualquer outra jogada nao dominante presente no grafico de
reducdo de pena de Alice e Bob, conforme pode ser visto nas Figuras 3.3
e 3.4, nao ha como melhorar sua reducao de pena sem piorar a reducao de
pena do outro.

A versao quantica do Dilema do Prisioneiro foi implentada experimen-
talmente usando um computador quantico de ressonancia magnética nuclear
(RMN) [14], por Du et al. no ano seguinte a publicacao dos resultados teori-
cos da versao quéantica do dilema por Eisert et. al. Em 2007, usando um
método de computacao quantica baseada em medidas, Zeilinger et al. efet-
uaram a segunda realizacao experimental do Dilema do Prisoneiro Quantico
[15].

A referéncia [15] mostra a implementagao da versao quantica baseando-se
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em estados emaranhados de “cluster” foténicos no contexto de computacao
quantica unidimensional (“one-way”) [43]. O estado “cluster” & preparado
usando o método interferométrico, empregando pares de fo6tons emaranhados
gerados por conversao paramétrica descendente espontanea. Nesta imple-
mentagao, o estagio de preparacao do estado [iy) é composto pela combi-
nagao da operacao Hadamard (H) e a Porta de Fase Controlada (CP - do
inglés Controlled Phase). As transformagoes referentes a estas operagoes es-
tao disponiveis no Apéndice A. O estagio de desemaranhamento também é
composto por uma porta H e uma C'P. O espaco de estratégia é formado por
quatro estratégias para cada jogador, ou seja, com total de dezesseis jogadas.
Os jogadores compartilham pares de fétons emaranhados e suas estratégias
sao efetuadas por rotacoes do estado de polarizagao de seu foton.

No capitulo seguinte apresentaremos a primeira implementacao 6ptica da
versao quantica do Dilema do Prisionerio usando um modo paraxial asso-
ciando modo transverso e polarizacao de um feixe classico. Neste trabalho
aumentamos o espaco de estratégias, totalizando vinte e cinco jogadas, maior
espaco de estratégias conhecido atualmente. Esta implementacao experimen-
tal foi posta em acdo no Laboratério de Optica Quantica da Universidade

Federal Fluminense.
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Capitulo 4

Dilema do Prisioneiro com Modo

Paraxial

Realizamos a implementacao das estratégias de um jogo quantico com
modos maximamente nao separaveis, que possui o chamado emaranhamento
nao quantico, como tem sido discutido na literatura, fornecido por um modo
paraxial, Equacao (2.55). Na linguagem de jogos, podemos estabelecer uma
codificacao entre o vetores de base do jogo e os dois graus de liberdade de um
feixe luminoso, os vetores unitarios de polarizagao linear e os modos espaci-
ais de HG de primeira ordem. Com isso, temos as seguintes equivaléncias:
en) = |C) e [év) = |D) para polarizacio e, [¢n(r)) = [C) e [i2,(r)) = D)
para o modo espacial.

De acordo com essa codificagao, o estado inicial, Equagao (3.5), que Alice

e Bob deverao efetuar suas estratégias ¢ um modo paraxial nao separavel

1

[Wo(r)) = 7

[lon(r) em) +i|iu(r) év)] - (4.1)

Este é um modo com “concurrence” C = 1, ou seja, um modo maximamente

20



nao separavel ou, maximamente entranhado, onde este entranhamento é nao

quantico.

4.1 Espaco de Estratégias

Como discutimos no Capitulo 2, a estrutura do modo nao separével é
andlago a de um qubit. Assim, as estratégias para cada jogador podem ser
implementadas por operacoes unitarias em cada grau de liberdade. Seguindo
Eisert et al. [12], idealizamos um espaco de estratégias gerado por operagoes
unitéarias SU(2)

cos % + 7 sin % cos 26 7 sin %5 sin 20

C0,¢) = : (4.2)

7 sin % sin 26 Cos % — g sin %5 cos 20

onde sao exclusivamente transformacoes efetuadas por componentes 6pticos,
como por exemplos, placas de quarto de onda, placas de meia onda, conjuntos
de Lentes Cilindricas e Prisma de Dove. A representagao matricial desses
tipos de elementos, Equagao (4.2), é baseada na notacdo das matrizes de
Jones [44],

C(6,0) = R(~0)F(6)R(0), (4.3)

onde ¢ é o atraso de fase entre as componentes transversais do vetor campo
elétrico (ou entre os modos vy, e 1) e 6 é angulo de rotagdo do eixo rapido
do componente. Convencionamos que angulos de rotacao sao informados
em graus e o retardo de fase em radianos, para facilitar na identificacao
do significado fisico em toda a descricao experimental, que serd abordada na
secdo seguinte. Na Equagao (4.3), R(0) € SO(2), sendo matrizes unitarias de
rotacao e F'(¢) € SU(2), que é responsavel pelo atraso de fase. Na linguagem

experimental, chamamos a matriz, Equagao (4.2), como Conversor de Modos
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rodado por um angulo 6.

4.2 Operacoes de Emaranhamento

Na versao quantica, antes e depois das operagoes dos jogadores temos dois
estagios que caracterizam operacgoes de emaranhamento. Um para obter o
estado |Wy(r)), estado inicial do jogo, e o outro para fazer o processo inverso.

Em nossa implementacao especifica os operadores nao locais sao obtidos por

combinacoes de C'(6, ¢) e

1 0 0 0
0 -1 0 0
MZ(¢) = e (4.4)
00 0 —e
0 0 € 0

que é a representacao matricial, na base

{lion(r) en), [u(r) em), [Yn(r) év), [Pu(r) )},

de um interferometro Mach-Zehnder construido com divisores de feixes pola-
rizados (PBS)! na entrada e na saida. Além disso, um Prisma de Dove (DP)
é inserido em um dos bracos do interferometro e o atraso de fase ¢ entre os
bragos ¢ controlado por um transdutor piezoelétrico (PZT)?.

Propomos, entao, o circuito ilustrado na Figura 4.1, para implementar a
versao quantica do Dilema do Prisioneiro usando basicamente os elementos
Oticos lineares citados acima.

Fizemos a simulacdo do Jogo no Software Mathematica® comprovando

Do inglés Polarizing Beam Splitters
2Do inglés Piezoelectric Transducer
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| éx) —|r' C(45°m/2) : C(eada) {C(-45°,n/2) - A
I mz) |, ——— MZ(n/2) MZ(0)
)= — Clon¢n) A
[¥o) ¥1) uf ¥,)

Figura 4.1:  Circuito para a versao qudntica do Dilema do Prisioneiro,
C(0,¢) é um conversor de modos e MZ(¢p) é um interferometro de Mach-
Zehnder. A regiao delimitada a esquerda € o estdgio de preparacao do estado
inicial do jogo |Yp(r)éy). O estado |Wo) € medido e assim computada as

reducoes de pena $j(UA, UB).
que nosso circuito estd de acordo com os resultados teoéricos ja existentes
na literatura [39|, para as estratégias conhecidas. No Apédice B, disponibi-

lizamos os comandos.

4.3 Descricao Experimental

Seguindo nosso circuito, montamos o esquema experimental, ilustrado na
Figura 4.2, com os elementos 6pticos correspondentes as transformacoes. Ini-
ciaremos a descricao experimental comparando o circuito e o esquema expe-
rimental.

O modo fundamental, TEMgg, proveniente de um laser de He-Ne (632, 8 nm)
é difratado por uma mascara de difracao que gera modos HG da primeira
ordem. Obtemos, assim, o modo inicial |1,(r)éy), que em nossa codificacao
¢ correspondente ao estado |C'C). Este modo é enviado para uma placa de
quarto de onda (QWP) com o eixo rapido rodado de 45 graus. Sabemos

que a quarto de onda introduz uma defasagem de ¢ = 7/2, entao, para este
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MASC-HG

Figura 4.2: Desenho esquemdtico do esquema (“setup”) experimental para
implementar a versao qudntica do Dilema do Prisioneiro. Um laser de HE-Ne
(632,8 nm ) emite o modo fundamental, TEMy,. Apds passar pela mdscara de
difracio MAS-HG, o modo € |y (r)éy). O estdgio de preparacio do estado
|Wo) € composto por uma QWP e o primeiro MZ. Os artefatos de Alice e
Bob estao representado por esferas. A operacdo U' € obtida pelo dispositivo
composto por um dois MZ’s e uma QWP. E por fim, o dispositivo de medida
é proposto por um PBS, dois interferometro Mach-Zehnder modificados (um
espelho adicional) e quatro detectores.
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componente, a matriz conversor, Equagao (4.2), é

B
C(45°,m)2) = | V2 Vf (4.5)
Vi vz

Esta faz a seguinte transformagao sobre o vetor de polarizagao |ég):

e = —=(1em) +1lév)).

V2

O modo espacial nao sofreu transformacao, ou seja, apés a QWP o modo

paraxial tem a seguinte forma:

1

NG (Ion(r) én) + i |ihn(r) év)) (4.6)

Este modo passa pelo primeiro interferometro MZ, a Figura 4.3 mostra com

mais detalhes este interferéometro.

PBS
PBS

Figura 4.3: Desenho esquemdtico do primeiro interferometro Mach-Zehnder
com um PBS na entrada e na saida, mostrado no esquema experimental. Em
um dos bracos tem um prisma de Dove rodado de 45° com rela¢ao ao plano
da mesa dtica. Com esta configuracao, ele realiza a transformacao M Z(0),
Equagao (4.7).

A matriz correspondente a transfomagao do primeiro interferometro é
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dada por

1 0 0 0
0 -1 0 0
MZ(0) = , (4.7)
0 0 0 —1
0 0 1 0

onde ha um DP rodado de 6 = 45° que faz a transformacao v, — 1, como vi-
mos na Secao 2.2.1. Logo, a transformacao M Z(0) superpoe coerentemente
os modos ¥p(r)éy e Py(r) éy. Portanto, apos este estagio (regido delimi-
tada & esquerda do circuito, Figura 4.1, contendo a QWP e o interferémetro
MZ(0)), teremos criado o estado emaranhado |¢y) dado por?

1

|\I’0(I‘)> = \/5

[lbn(r) én) +ilihu(r) év)] (4.8)

que tem a mesma estrutura do estado inicial proposto por Eisert et al.:

1

|¢0> = \/§

(|CC) +1i|DD)), (4.9)

levando-se em conta nossa codificacao.

O proximo estagio ¢ o momento que os jogadores deverao aplicar suas
estratégias. Cada jogador atua em um tnico grau de liberdade, isto &, Alice
atua localmente no modo de polarizacao enquanto Bob atua localmente no
modo espacial. Portanto, Alice efetua suas estratégias do tipo C(04, ¢4) com
placas de onda (acdo sobre a polarizagdo) e Bob com prismas de Dove ou
conjunto de lentes cilindricas (a¢ao sobre o modo espacial), com estratégias
do tipo C(0p, ¢B).

Apos os jogadores terem feito suas escolhas de estratégias, o modo para-

3Vale notar que este aparato ndo implementa o operador U proposto por Eisert et al.,
mas apenas cria o estado |ig) necessario para o jogo quantico do Dilema do Prisioneiro.
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xial é:
[W1(r)) = [C(04,04) @ C(05,¢5)] [¥o(r)), (4.10)
onde o termo entre colchetes denota o produto tensorial entre as transfor-

macoes do espaco de modos de polarizagao e as do espaco de modos espaciais.

Tanto para Alice quanto para Bob, implementamos cinco estratégias:

Cap(45°,m)=1iX, (4.11a)
Clap (45, 7/2) = LQ [+iX]=Qn, (4.11D)
Cup (6,0) =T, (4.11¢)
Cap (0,7/2) = % [+i7] =0, (4.11d)
e
Cap(0,7) =iZ, (4.11e)

aqui, X e Z sao as matrizes de Pauli e [ é matriz identidade. As estratégias
I e i X sao equivalentes as classicas, o prisioneiro coopera ou acusa, respecti-
vamente. As outras estratégias sao intrinsicamente quanticas, que envolvem
rotagoes e atraso de fase. Para as estratégias quanticas nao existe um anélogo
no cenario classico.

Como discutimos no Capitulo 2, conversores do modo de polarizacao po-
dem ser feitos por placas birrefrigentes, como por exemplo, uma QWP que
corresponde & ¢ = /2 e uma HWP a ¢ = 7. Conversores de modo espacial
podem ser feitos por Lentes cilindricas [30] para ¢ variavel, ou por prisma de
Dove para ¢ = 7. Portanto, as estratégias de Alice, i.X e iZ, sdo implemen-
tadas por uma HWP rodada 45° e 0°, respectivamente. As estratégias () e

(@2, de Alice, sao implementadas por uma QWP rodada de 45° e 0° respec-
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tivamente. J& as estratégias de Bob, iX e ¢Z, sao implementadas por um
prisma de Dove rodado de 45° e 0°, respectivamente e, ()1 e (o por um con-
versor de lente cilindrica rodado de 45° e 0°, respectivamente. A estratégia
I, por ambos, foi implementada ao retirarmos os componentes 6pticos.
Seguindo a descricao experimental, passamos para o estagio do oper-
ador U (regido sobreada do circuito). Para este operador nao local, nec-
essariamente temos o transposto conjugado de U, proposto por Eisert et al.,

Equagao (3.9). Podemos calcul-lo facilmente, sendo dado por

U= MZ(0) [O(—45°,7/2) @ I] MZ(x/2) , (4.12)
onde _ -
1 0 0 0
0 -1 0 0
MZ(r/2) = : (4.13)
0 0 0 —i
0 0 4 0
e — —
1 7
5 0 —5% 0
0 5 0 -7
C(—45°,m/2) @ I = , 2 ) 2. (4.14)
-% 0 5 0
7 1
LY 0 %

O significado fisico aqui ¢ que, apos passar pelo espaco de estratégias, o feixe
é enviado a um interferometro MZ, porém com diferenca de fase ¢ = 7/2, em
seguida por uma QWP rodada de § = —45° e, finalmente, passa por outro
interferometro com os bragos balanceados (¢ = 0). Entao, o estado do feixe

apos este estagio é:
“IJQ(I‘» = UT "Ill(r» = Zcmn |¢m(r) én> ) (415)
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onde m = h,v en = H,V. Na tabela ilustrada na Figura 4.4 temos to-
dos os coeficientes ¢,,, do modo paraxial final Wy(r), resultantes de to-
das as estratégias (vinte e cinco jogadas no total) calculados computacional-
mente (Apéndice B). A leitura da tabela apresentada na Figura 4.4 é feita
da seguinte maneira. Por exemplo, Digamos que Alice (Coluna) escolha a
estratégia iX e Bob (linha) escolha a estratégia ()o, a jogada correspondente
para estas duas escolhas é dada por (1.X ® ()3). O estado final para a jogada
é
7

V2

ou, escrevendo em outra notacao

[Wa(r)) = —=(ID® C) +|C® D)),

1

[Wa(r)) = 7

(IDC) +[CD)).

O restante é obtido seguindo o exemplo acima.

A Tabela 4.1 mostra a reducao de pena para o estado final Wy(r).

(Ra,Rp) | Bob:iX Bob:Q, Bob:I Bob:Q, Bob:iZ
Alice - iX || (L 1) (3,1/2) (5,00 (5/2,5/2) (0,5)
Alice: Q1 || (1/2,3)  (9/4,9/4) (4,3/2) (9/4,9/4) (1/2, 3)

Alice: T || (0,5)  (3/24) (3,3 (2,2 (1, 1)
Alice: Qs | (5/2,5/2) (9/4,9/4) (2,2) (1, 1) 2, 2)
Alice - iX | (5, 0) (3,1/2) (1, 1) (2, 2) (3, 3)

Tabela 4.1: Tabela de redugcao de pena R para a versao qudantica do Dilema
do Prisioneiro usando os modos paraziais mazrimamente insepardvel.

Na Tabela 4.1, temos nossos resultados tedricos tanto para a redugao de
pena do dominio classico (X e I), da versao quéantica (i1.X, I e iZ) e das
estratégias adicionais (@1 e )2) propostas neste trabalho. As estratégias
adicionais estdao de acordo com a teoria, isto é, as caracteristicas do Otimo

de Pareto e Equilibrio de Nash sao preservadas.
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Figura 4.4: Tabela de coeficientes do modo Wy(r), o modo final, nas bases
computacionais que rotulamos como sendo |C) e |D). Os valores numéri-
cos $ao 0s coeficientes Cpy,. Vamos tomar um exemplo para esclarecer como
procede a leitura da tabela. Digamos que Alice (Coluna) escolha a estraté-
gia iX e Bob (linha) escolha a estratégia QQs, a jogada correspondente para
estas duas escolhas é dada por iX ® Q3. O estado final para a jogada é
|Wy(r)) = \/Li(|D ®C) + |C® D)) = |Wy(r)) = \/L§(|DC’> + |CD)). O
restante € obtido sequindo o exemplo.
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Por fim, chegamos ao tltimo estégio de nossa implementacao experimen-
tal, o aparato de medida. Neste estagio, 0 modo Wy(r) é enviado primeira-
mente para um PBS, em que a projecao da polarizacao é conhecida em cada
saida, cada saida é direcionada a um interferometro de Mach-Zehnder com
um espelho adicional em um dos bragos, que é denominado por MZIM (do
inglés Modified Mach-Zehnder Interferometer)[45]. A Figura 4.5 ilustra um
desenho esquematico de um MZIM. Neste interferometro as projecoes do

modo espacial sao estabelecidas.

BS

BS

Figura 4.5: Desenho esquemdtico de um interferometro Mach-Zehnder com
um espelho adicional em um dos bracos. Este é conhecido na literatura como
MZIM.

O interferometro de Mach-Zehnder modificado trabalha de forma similar
a um divisor de feixe (do inglés Beam Splitter, BS), porém para os modos
transversos de primeira ordem escritos na base HG, isto é, qualquer modo
transverso de ordem N = 1 ap6s passar pelo MZIM é decomposto nas bases

de modos HG1g e HG;.
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4.4 Resultados Experimentais e Reducao de
Pena

Em nosso esquema Experimental o que medimos sao as intensidades pro-

jetadas. Portanto, as probabilidades P(m,n) sdo dadas por:

2

P(im,n) = [epnl? = ‘ [ xvmien v (4.16)

que correspondem as probabilidades de fotodeteccao, quando o feixe é ate-
nuado a regime de um féton. As intensidades projetadas sdo medidas nas
quatro saidas dos dois MZIM’s, com uma camera CCD (do inglés Charge-
coupled device) e com quatro fotodetectores. Asimagens obtidas com a CCD
sao exibidas na tabela da Figura 4.6. Trata-se de imagens correspondentes
ao perfil espacial nas bases HG de primeira ordem.

Como esperado, somente as portas com c¢,,, nao nulos sao iluminadas.
As duas Tabelas, Tabelas 4.4 e 4.6, estao qualitativa e quantitativamente
em acordo com os resultados medidos e os resultados calculados computa-
cionalmente. Portanto as duas tabelas estao normalizadas. Normalizadas no
sentido de que as intensidade totais em cada jogada sao aproximadamente
as mesmas.

As probabilidades P(m,n) sao usadas para computar a fun¢ao reducao

de pena, Equagao (3.1),
$; = Z P (m,n)R;(m,n) .
m,n=C,D

onde, j = A, B.
A fungao reducao de pena é avaliada com as intensidades medidas nos

quatro detectores. A intensidade de ruido é subtraida em todas as medidas
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Figura 4.6: Tabela de resultado das medidas de |Wo(r)), o modo final, nas
bases de modos espaciais e modo de polarizacao. As linhas estao subdivididas
em bases de vetores de polarizagdo linear, |ég) = H e |éy) = V. As colunas
estao subdivididas em bases de vetores de modo espacial de HG, |iy) = h e
[1y) = v. A leitura da tabela € feita sequindo a leitura da tabela na Figura

4.
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e as intensidades parciais sao normalizadas com a intensidade total em cada
jogada. Entao a funcao redugao de pena experimental, Equacao (3.1), é dada

por

Ig(h, H) Ix(h, V) Ig(v, H) Ix(v,V)

S heed) T Thed) ' heod) Mo )

(4.17)

onde «, 8 = (iX, Q1, I, Qa, iZ), Ig ¢ a intensidade relativa (intensidade

detectada menos o intensidade de ruido) e

Iy = [Ig(h, H) + Ig(h, V) + Ig(v, H) + In(v, V)]

Sendo assim, a probabilidade P(m,n) é dada por Ir(m,n)/Ir.
Na Figura 4.7 sao ilustrados os registros dos quatro detectores, as imagens
sao da tela do osciloscopio para a intensidade detectada e para a intensidade

do ruido para uma jogada, 12 ® Qs.

M 5.00ms

17=Jul-12 05:35

Figura 4.7: Imagens da tela do osciloscopio para o registro de intensidade de
uma jogada, iZ @Qy (imagem da CCD). A tela a frente mostra a intensidade
detectada e a tela atrds é a intensidade de ruido.
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Os resultados experimentais sao mostrados na Figura 4.8 juntamente com
a curva teorica da reducao de pena. Podemos verificar um excelente acordo
entre as medidas e os valores esperados. Vale salientar que, sempre estava-
mos preocupados com as intensidade de saida em cada porta, pois com a
medida de intensidade que poderiamos obter a reducao de pena. Portanto,
nao bastava apenas obter os estados de bases, teriamos que balancear e ali-
nhar todos os componentes para que sempre em cada jogada a intensidade
resultante das quatro portas permanecesse aproximadamente igual.

Avaliamos a reduc@o de pena de Alice como funcao dos parametros de
estratégias (0a,04) e (0p,¢p) no dominio (0 = 0,0 < ¢ < 7) e (0 =
45°0 < ¢ < 7). O resultado analitico e os pontos correspondendo a todas
combinagoes possiveis das estratégias experimentais sao mostrados na Figura
4.8. Os valores experimentais foram obtidos das medidas de intensidade
relativas, de acordo com a Equacao (4.17).

Para a reducdao de pena de Bob, fazemos a mudanca entre os valores
numéricos, t <> s, na Equagao (4.17). Isto é equivalente a transposta da
tabela da Figura 4.4. A Figura 4.9 mostra a reducao de pena de Bob para
a versao quantica do Dilema do Prisioneiro usando um modo maximamente
nao separavel.

Observando os resultados experimentais e teoricos, concluimos que a es-
tratégia quantica C'y = Cp = 17 esta de acordo com a proposta original-
mente apresentada na referéncia [12]. Ela também representa o equilibrio
dominante, equilibrio de Nash (iZ ® iZ), com um resultado melhor do que
a estratégia dominante na versao cléssica, C'4y = Cp = 1X. Se analizarmos o
grafico de redugao de pena de Alice, Figura 4.8, vemos que: se Alice escolhe
a estratégia iZ e Bob também escolher 17, a reducao de pena de Alice seria

$4(iZ,1Z) = 3 em vez de $4(iZ,1X) = 5, no caso Bob escolhesse a estratégia
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Exp

Alice

Figura 4.8: Reducao de pena de Alice para um jogo com modo mazrimamente
nao separdvel. Construimos o grdfico escolhendo uma parametrizacao de tal
maneira que as estratégias C(0a,04) e C(0p,¢p) dependam do pardmetro
T € [—1,1], ao passo que Cy = C(0,77) para 7 € [0,1] e Cy = C(7/4, —7)
para T € [—1,0). A estratégia I (cooperar) corresponde ao valor T = 0, iX
(acusar) a T = —1, e iZ ¢é representada por T = 1. Os pontos correspondem
aos valores experimentais obtidos com as medidas de intensidade.

classica dominante.
De acordo com o grafico da Figura 4.8, a 17 é uma estratégia 6ptima,
pois se Bob decide sempre escolher a estratégia iZ e Alice varia sua escolhar,

ela terd uma reducao de pena:

$4[Ca(0,0),i2] <3

para todo 0 € [0,45°] e ¢ € [0,7]. De forma analoga, se Alice fixa na

estratégia 1Z e Bob altera a sua escolha, a reducao de pena de Bob, de
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Figura 4.9: Reducao de pena de Bob para a wversao qudntica do Dilema
do Prisioneiro usando um modo maximamente nao separdvel. Construimos
o grifico sequindo a mesma parametrizacao que adotamos para construir o
grdfico de reducao de pena de Alice, Figura 4.8. Os pontos correspondem aos
valores experimentais obtidos com as medidas de intensidade.

acordo com o gréafico Figura 4.9, sera:

$p(iZ,Cp(0,9)] < 3.

Outra caracteristica é que a jogada 1Z ®1Z também se identifica como um
6timo de Pareto, isto é, uma vez atigindo esse ponto, o jogador nao pode ter
uma melhor reducao de pena sem agravar a reducao de pena do adversario.

Vimos que na versao classica o Otimo de Pareto corresponde a Alice e
Bob cooperarem, porém, nao é o equilibrio do jogo. Ja na versao quantica,
além de ser o Otimo de Pareto é o equilibrio dominante, Equilibrio de Nash.
Portanto, o dilema do jogo desaparece porque 12 é tanto a estratégia déptima

quanto a mais eficiente.
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Vamos apresentar as conclusoes e perspectivas para a continuacao do tra-
balho. Como vimos durante a dissertacao, o uso de graus de liberdade do
campo eletromagnético como recursos computacionais tem sido cada vez mais
empregado. A vantagem oferecida pela aproximacao é que a mecanica quan-
tica pode ser, em alguns casos, simulada em um contexto de éptica classica.
Em particular, o grupo de optica e informacao quantica da UFF tem usado
modos transversos e polarizacao de feixe paraxiais para investigar intme-
ros fenémenos como a fase topologica adquirida por um estado emaranhado
seguindo uma evolugao ciclicas dentro de operagoes locais unitarias 7] e para
demonstrar criptografia quantica BB84 independente do alinhamento prévio
[8]. Além disso, uma desigualdade tipo Bell para os modos spin-orbita foi
investigada em dominio classico [9].

Neste trabalho mostramos que esta abordagem também pode ser usada
para implementacao de jogos quanticos. Para este fim, apresentamos em
detalhes os modos transversos na aproximacao paraxial, mostrando como
codificar os graus de liberdade transversos e de polarizagao da luz em uma

base computacional. Também mostramos como operar transformacoes nestes
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graus de liberdade e como gerar estados nao separaveis, ou seja, feixes parax-
iais que apresentam o chamado emaranhamento nao quantico.

Apresentamos um problema classico em teoria dos jogos, o Dilema do
Prisioneiro, em sua versao classica e em sua extensao ao dominio quantico.

Por fim, apresentamos a implementacgao experimental para a versao quan-
tica do Dilema do Prisioneiro usando feixes paraxiais maximamente nao sepa-
raveis como recurso para avaliar o desempenho das estratégias. Aumentamos
o espago de estratégias dos jogadores, o maior niimero de estratégias imple-
mentado conhecido na literatura. Os resultados obtidos estao de acordo com
esperados, em que todas as caracteristicas da funcao reducao de pena sao
mantidas.

Esta implementacgao abre perspectivas promissoras assegurando aplicagoes
de grande potencial de emaranhamento nao quantico para investigar proto-
colos de informacao quantica. A importancia da quantizacdao do Dilema do
Prisioneiro prova que principios quanticos altera o processo de informacao.
Ou seja, novos métodos de comunicacao e criptografia quantica podem ser
concebidos como jogos quanticos [46], além disto a implementacao de outros
jogos quanticos, como por exemplo, a Roleta Russa Quantica [47], podem ser

alcancados neste contexto.
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Apéndice A

Transformacoes no Espaco de

Qubits

As transformacdes sao efetuadas sobre os estados que representam um
sistema fisico. Se consideramos um sistema no qual haja apenas dois estados

linearmente independentes, por exemplo,

0) = ;= : (A1)

que formam uma base do espaco, neste caso, o espaco de Hilbert bidimen-
sional, H?. Um estado mais geral neste espaco pode ser obtido por um

combinacao linear:

[¥) = al0) + 5[1) (A.2)

com |a|? +|3]? = 1. Este estado ¢ uma representacao de um qubit espacial
ou qubit de polarizacao.

As operagoes ou transformacoes efetuadas sobre os qubits espaciais ou
qubits de polarizacao sao basicamente as rotacoes e as reflexoes na esfera

de Bloch. As operacoes tanto podem ser sobre um qubit simples ou sobre
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multiqubits. As matrizes de Pauli sao exemplos de transformagoes em um

qubit,
0 —1 1 0
X = , Y = , 4= , (A.3)
10 0 0 -1
juntamente com o operador identidade
10
I = . (A.4)
0 1

Estas quatro matrizes juntas formam um conjunto completo de bases
para gerar qualquer matriz Hermitiana 2 x 2. Para efeito de analise, se
aplicarmos X sobre o qubit |¢) = a|0) + (|1) obtemos um qubit invertido,
X ) = B|0) + «|1). Em termos de computacao quantica, X é uma porta-
NOT. Agora, se aplicarmos a Z, resulta em uma inversao na fase do bit 1,
Zlp) = al0) — BI1).

Outra operacao muito importante é a chamada transformagao Hadamard
H=— . (A.5)

Se aplicarmos a Hadamard sobre em um dos estados da base computacional
obteremos uma superposi¢ao dos estados da base, H|0) = \%(\O} + |1)).
Para transformacoes em dois qubits, uma das mais importantes ¢ a ope-
racdo Nao-Controlada, usualmente referida na literatura como CNOT (do
inglés Controlled Not gate). Condicionada a um dos qubits, o qubit de con-

trole, a operacao é inverter o bit do outro qubit, o qubit alvo. A forma
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matricial desta é a seguinte:

1000
0100
Ucnor = (A.6)
0001
0010

Outro exemplo de porta de dois qubits é a porta de fase controlada C'P
(do inglés Controlled Phase gate). Nesta, a operagao é basicamente adicionar

uma fase ¢ ao qubit de controle. A forma matricial desta porta quéntica é:

100 0
010 0

Ucp = (A7)
001 0
000 e

A CNOT ou CP e uma Hadamard sdo essenciais para a criagdo de um
estado maximamente emaranhado ou dois subsistemas nao-separaveis. O
circuito quantico para esta criacao pode ser como o que esté ilustrado na

Figura A.1.

|0) H ®

[ D

Figura A.1:  Circuito qudntico para a criacdo de estado marimamente
emaranhado, isto é, o estado de Bell \%HO(D + |11)]. Combinagao de uma
Hadamard e um CNOT.
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Todas as transformacoes citadas acima sao frequentemente usadas quando
fazemos operacoes sobre qubits de polarizacao ou qubits espaciais. Estas
operacoes sao equivalentes a descricao matemética das transformacoes de
um componente 6ptico, matriz de Jones, [48]. Por exemplo, uma HWP e
QW P, além da defasagem, elas aplicam uma rotagao no qubit em torno dos

eixos ordenados, R;—,, .(#) ou que correspondem as trés matrizes de Pauli.
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Apéndice B

Simulacao Matematica da Versao
Quantica do Dilema do

Prisioneiro

Apresentamos na sequéncia, a construcao dos calculos para implemen-
tacao do Dilema do Prisioneiro Quantico com modo paraxiais. Os calculos
sdo apresentados através dos comandos para o Software MATHEMATICA®,
mostrando, também, as respectivos resultados (“outputs”).

O quadro de imagens apresentado no final dos comandos estd em acordo

com os resultados experimentais, apresentados na Figura 4.6.
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1. Defi ni ¢cdes

1.1. Unqubit
- Est ados de Pol ari zacéao

Exit[]

= H= {{1}, {0}}; BraO = Transpose[H];
Print ["|0>po.=", H// MatrixForm;
V= {{0}, {1}}; Bral = Transpose[V];
Print ["|1>pa.=", V // MatrixForm];

o3

0
\1>P0|_:( 1 )

- Est ados Espaci ai s

nsi= h = {{1}, {0}}; bra0 = Transpose[h];
Print ["|0>mrans=", h // Matri xFormy;
v = {{0}, {1}}; bral = Transpose[Vv];
Print ["|1>mrans=", V // MatrixForm];

1
\0>MrRANs:( 0 )

0
\1>|vrrRANs:( 1 )

1.2. Doisqubits
- Estados de base : |y, >=]i >0 @ |i >wras = |ij > ondei, j =0, 1

o= Clear[¢1 ¢2 al a2;

¥ 1= Kronecker Product [H, h]; bra00 = Transpose [y 1;
¥ 2= Kronecker Product [H, v]; braOl = Transpose [¢ 3;
¥ 3= Kronecker Product [V, h]; bralO = Transpose [y 3;
¥ 4= Kronecker Product [V, v]; brall = Transpose[y 4;
Print [*]100>=", ¢ 1// Matri xForm];

Print ["101>=", ¢ 2// Matri xForm;

Print ["]10>=", ¢ 3// Matri xForm];

Print ["|11>=", ¢ 4// MatrixForm];

base = {" |00>", " |01>", "[10>", "|11>"};

)



|00>=

|01>=

|10>=

[11>=

P OO0 OFrRPOO OO0OFr O OO0O0-F

1.3. Conversor , C(a, ¢) =R (-a) c[¢] R (a)
- Conversor de Pol ari zag&o = Wavepl ate, converso de nodo = Conver sor

o= PhasePOL = {{Exp[-| *¢ 1/ 2], 0}, {0, EXp[l »¢ 1/ 2]}};
PhaseOAM = {{Exp[-| ¢ 2/ 2], 0}, {0, Exp[l *¢ 2/2]}};

Rot POL = {{Cos[a 1, -Sin[a 1}, {Sin[al, Cos[a J}};
Rot POLt rans = Transpose [Rot POLT;

Rot OAM= {{Cos[a 3, -Sin[a 3}, {Sin[a 2, Cos[a A}};
Rot OAM r ans = Tr anspose [Rot CAM];

Wavepl at e = Rot POLt r ans. PhasePOL. Rot POL; (*WAVEPLATE@a-degr eex)
Conver sor = Rot OAM r ans. PhaseOAM Rot CAM (*CONVERTERea-degr eex)

2. Estagi o de Preparacao do g,
> C (45, n/2) =QA\P45, M (0) = MZ1

in271:= QAP45 = Kronecker Product [Wavepl ate, Conversor ];
¢ 1l=mw/2;
¢ 2= 0;
al=n/4;
a?2=0

nR2p= MZ1 = {{1, 0, O, 0}, {0, -1, O, O}, {0, O, O, -1}, {O, O, 1, 0}};
Sinplify[M1 // Matri xForm];
Print ["MZ1+QAP45=", Sinplify[MZ1. QAP45 // Matri xForm]];
& 0= Sinplify[M1. QA\P45. y 1;

a0l = Sinplify[Det [Transpose[& Q. ¢
a02 = Sinplify[Det [Transpose[& Q. ¢
a03 = Sinplify[Det [Transpose[& Q. ¢ 3 1];
a04 = Sinplify[Det [Transpose[8 Q. ¥ 41;

Pri nt [ By=", a0l %" [00>" + a02 %" [01>" +a03 »" [10>" +a04 %" |11>"];

11
21
35
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X 0 ! 0
N N
0o -~ o -
MZ1 « QUPA45 = V2 f
0 ot 0 o
NeS NeS
1 o X o
N N
|00> 1 11>
D= +
72 A2

3. Espaco de Estrat égi as

na1= Clear[¢l ¢2 al a2;
¢ 1=0; ¢ 2=0; al=0; a 2=0;
I = Wavepl at e;

Clear[¢1 ¢2 al a2;
¢pl=n/2, $2=0;, al=xn/4, a2=0;
Q 1= Sinplify[Wavepl ate];

Clear[¢1 ¢2 al a2;
¢l=m ¢2=0;, al=n/4;, a2=0;
i X = Wavepl at e;

Cear[¢1 ¢2al a32;
¢ l=-m ¢2=0;, al=0; a2=0;
02=1/Sqrt [2] *» (I + Wavepl ate);

Cear[¢1 ¢2 al a2;
¢ l=-m ¢2=0;, al=m a2=0;
iz = Wavepl at g;

3.1 Construcao de Jogadas
=> C (6p, ¢a) ® C (68, ¢B)



ins6l:= II = Si nplify[Kronecker Product [I, I]];
IQ % Sinplify[KroneckerProduct [I, @ 1]];
I ix=Sinplify[KroneckerProduct [T, i X]];
IQ 2 Sinplify[KroneckerProduct [I, @ 2];
I iz=Sinplify[KroneckerProduct [T, iZz]];

Q lx= Si nplify[KroneckerProduct [Q 1 I]];

0 10 1= Sinplify[KroneckerProduct [@ 1 @ 1]];
0 li x= Sinplify[KroneckerProduct [@ 1 iX]];
Q 10 %= Sinplify[KroneckerProduct [ 1 @ 2];
0 liz= Sinplify[KroneckerProduct [0 1 iz]];

i X1 = Si npl i fy[KroneckerProduct [i X, 1]1;

i XQ 1= Sinplify[KroneckerProduct [i X, @ 1]];
i Xix=Sinplify[KroneckerProduct [i X, i X]11];
i XQ 2= Sinplify[KroneckerProduct [i X, @ Z1;
i Xiz=_Sinmplify[KroneckerProduct [i X, iz]];

Q 21= Si npl i fy[KroneckerProduct [Q 2 I]];

Q 2Q 1= Sinplify[KroneckerProduct [@ 2 @ 1]];
0 2i xX= Sinplify[KroneckerProduct [Q 2 iX]];
Q 2Q % Sinplify[KroneckerProduct [ 2 Q 2];
Q 2i z= Sinplify[KroneckerProduct [Q 2 iz]];

i zI = Si npl i fy[Kronecker Product [iz, 1]];

izQ 1= Sinplify[KroneckerProduct [iz, Q@ 1]];
izix=Sinplify[KroneckerProduct [iz, iX]];
izQ 2 Sinplify[KroneckerProduct [iz, ©2];
iziz=Sinplify[KroneckerProduct [iz, iz]];

3.2 Oper ador espacode estratégias: Matriz (5x5)

ins1:= OPERATORL = {{iXiX, iXQ0 1 iXI iXQ02ixXiz}, {01lixX 0lolo1lr 01020 1li=7,
{(Iix1IQ AII, IQ 2T i73, {02iX QlO202T1 0202027, {izix iz 2iz1, izQ 2izin},
Tabl = OPERATORL. & Q
TABLE = Sinplify[Tabl e[Fl atten[Tabl[[aa, bb]]]. base, {aa, 1, 5}, {bb, 1, 5}11;

Print [Styl e[Est ado ®,, 16, Bl ue”
Print [TABLE // Matri xForm]

Est ado T;

4. Qper ador u'
> MZ (0) [C (-45°, n/2)®L] MZ (x/2) = MZ2. QAP45. MZ3
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In[86]:=
- MZ2 = {{1, 0, O, 0}, {0, -1, O, O}, {O, O, O, -1}, {O, O, 1, 0}};
MZ2 // Matri xForm
QAP45 = (1 /Sqrt [2]) = {{1, O, 1, 0}, (O, 1, O, 1}, {-I, O, I, O}, {O, -1, O, 1}};
QAP45 // Matri xForm
MZ3 = {{1, 0, 0, 0}, {0, -1, O, O}, {O, O, O, -1}, {O, O, I, O}};
MZ3 // Matri xForm
Ut = Si nplify[MZ2. QAP45. MZ31;
Print ["U'=", Ut // MatrixForm|;

1 i
X 0 0
N A
o = _Z 0
u o NE
o -~ L 0
oz
o4 0 0 1
N NG

Injo4)= Print [Styl e[Est ado ®,, 16, B ue”

Tab2 = Sinplify[Tabl e[Fl atten[Ut. Tabl[[aa, bb]]]. base, {aa, 1, 5}, {bb, 1, 5}171;
Print [Tab2 // Matri xForm]
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Est ado @5

Z11 i (]10>+1 |11>)
[11> 7\/27
i (|01>+1 |11>) 1 .
— """ = (100> +1 (]01>+ |10>+1 |11>))
N
i |Ol> |00>+i |01>
NER
% (100> + i [01> + i [10> + [11>)
2
i 10> —"O‘glb
5. Perfil del ntensidade

inp71:= phi = Arg[x +1 y1;

i 10>

|00>+i |10>

V2o
|00>
[00>+|11>
V2o
11>

i (]01>+]10>) i |01>
N2
1 . . i 01>+ 11>
= (]00>+1 |01>+1 |10>+ |11>) ———
L (100> + 1 | | 1)
|00>+]11>
—_— 11>
" |
-100>+|11>
111> 100>+ 111>
V2o
-100>+[11>
—_— - 100>
N |

HG[x_, y_, m, n_] =Exp[- (Xx*"2+y”"2) /2] HermteH[n, x] HermteH[m Vy];

injeg)= HGLO[X_, y_1
HX1[x_, y_1]

In[101]:=

¢ H= Densi tyPl ot [Abs [HGLO[x, y]11"2, {x, -5, 5},
{y, -5, 5}, Mesh » Fal se, Pl otPoints - 50, Franme - Fal se];

¢ V= Densi tyPl ot [Abs[H&01[x, Y1172, {Xx, -5, 5}, {y, -5, 5},
Mesh - Fal se, Pl ot Points - 50, Frame - Fal se];

¢ 00= Densi tyPl ot [Abs[0]1"2, {x, -5, 5}, {y, -5, 5}, Mesh - Fal se,

Pl ot Poi nts -» 50, Frane - Fal se];

Exp[- (x"2+y”"2) /2] HermiteH[1, x] Herm teH[O, y];
Exp[- (x*"2+y”"2) /2] Herm teH[O, x] Herm teH[1, y]I;

5.1. Perfil delntensidade dofei xe apoés ut
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in[1o4= Alla = ¢ H
Al2a = Densi tyPl ot [Abs [HRO1[x, y] +| «HGLO[X, y1]1"2,
{x, -5, 5}, {y, -5, 5}, Mesh » Fal se, Pl otPoints -» 50, Frame - Fal se];
Al3a=¢ V
Al4a = Densi tyPl ot [Abs [HRO1[x, y]1]1"2 +Abs[l «HGLO[X, y1]1"2,
{x, -5, 5}, {y, -5, 5}, Mesh - Fal se, Pl otPoints -» 50, Frame - Fal se];
Alb5a =¢ V

A2la = DensityPl ot [Abs [HGLO[X, y]1]1”2 +Abs[l «HGLO[x, y]1]1"2,
{x, -5, 5}, {y, -5, 5}, Mesh - Fal se, Pl ot Points -» 50, Frame - Fal se];
A22a = Densi tyPl ot [Abs [HRO1[Xx, y] +1 *HGLO[X, Y1172 + Abs[l » HR1[x, y] -HGLO[x, y]]1"2,
{x, -5, 5}, {y, -5, 5}, Mesh » Fal se, Pl ot Points -» 50, Franme - Fal se];
A23a = DensityPl ot [Abs [HO1[x, Y1172 +Abs[l »HXO1[x, y11°2, {X, -5, 5},
{y, -5, 5}, Mesh » Fal se, Pl otPoints - 50, Frane - Fal se];
A24a = Densi tyPl ot [Abs [HRO1[x, y] +| »HGLO[X, Y1172 + Abs[HR01[x, y] +| *HGLO[x, y]]1"2,
{x, -5, 5}, {y, -5, 5}, Mesh - Fal se, Pl ot Points -» 50, Franme - Fal se];
A25a = Densi tyPl ot [Abs [HGLO[X, Y1172 +Abs[l »HGLO[Xx, Y1172, {X, -5, 5},
{y, -5, 5}, Mesh » Fal se, Pl otPoints - 50, Frame - Fal sel;

A3la=¢ H
A32a = Densi tyPl ot [Abs[l * HR1[x, y] -HGLO[Xx, y1]1"2,

{x, -5, 5}, {y, -5, 5}, Mesh - Fal se, Pl otPoints -» 50, Franme - Fal se];
A33a=¢V
A34a = Densi tyPl ot [Abs [HRO1[x, y]]"2 +Abs[l «HGLO[x, y1]1"2,

{x, -5, 5}, {y, -5, 5}, Mesh - Fal se, Pl otPoints -» 50, Franme - Fal se];
A3b5a =¢ V

Adla = DensityPl ot [Abs [HRO1[x, y]]"2 +Abs[l «HGLO[X, y]1]"2,
{x, -5, 5}, {y, -5, 5}, Mesh » Fal se, Pl otPoints -» 50, Franme - Fal se];
Ad2a = DensityPl ot [Abs[l * HO1[x, y] + HGLO[X, Y1172 + Abs[l » HE1[x, y] + HGLO[x, y]]1"2,
{x, -5, 5}, {y, -5, 5}, Mesh » Fal se, Pl otPoints -» 50, Frane - Fal se]J;
A43a = DensityPl ot [Abs [HOL1[x, Y1172 + Abs[HE01[x, y]11"2, {x, -5, 5},
{y, -5, 5}, Mesh » Fal se, Pl otPoints » 50, Frame - Fal se]l;
Adda = ¢ VY
A45a = DensityPl ot [Abs[-H&1[x, y]1*2 +Abs[l = HGLO[x, y]]1"2,
{x, -5, 5}, {y, -5, 5}, Mesh - Fal se, Pl otPoints -» 50, Franme » Fal se];

ASla=¢ V
A52a = DensityPl ot [Abs [HRO1[x, y] +| *HGLO[X, y]11"2,

{x, -5, 5}, {y, -5, 5}, Mesh - Fal se, Pl otPoints -» 50, Franme - Fal se];
AS3a = ¢ H
A54a = DensityPl ot [Abs [HRO1[x, y]1]1”2 + Abs[-HGLO[x, y]]1"2,

{x, -5, 5}, {y, -5, 5}, Mesh - Fal se, Pl otPoints -» 50, Franme - Fal se];
AS5a = ¢ H
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n[129;= Graphi csGrid[{{A33a, A32a, A3la, A34a, A35a},
{A23a, A22a, A2la, A24a, A25a},
{Al3a, Al2a, Alla, Alda, Alb5a},
{A43a, Ad2a, Adla, Ad4a, Ad5a},
{A53a, A52a, A5la, A54a, A55a}}]

out[129]=

5.2. Perfil del ntensi dade nos est ados de base
- Fei xe ap6s os MZI M s. Padr &o de i nt ensi dade a ser det ect ado pel a CCD

in130p= All = GraphicsGid[{{¢ H ¢ 0G, {¢ 00 ¢ 00}]; Al2 = G aphicsGid[{{¢ H eV, {600 ¢0G1];
Al3 = GraphicsGid[{{¢ 00 ¢ ¥}, {¢ 00 ¢ 0Q}]; Al4 = GaphicsGid[{{¢ H ¢ 0G, {600 ¢ V¥}1;
Al5 = GraphicsGid[{{¢ 00 ¢ 0O, {¢ 00 ¢ \}}1;

A21 = GraphicsGid[{{¢ H ¢ 0Q, {oH ¢ 0Q}]; A22 =G aphicsGid[{{¢ H ¢V, {
A23 = G aphicsGid[{{¢# 00 ¢ ), {# 00 ¢ V}]; A24 = GaphicsGid[{{¢ H oV, [
A25 = GraphicsGid[{{¢ 00 ¢ \}, {400 ¢ V}1;

A3l = GraphicsGid[{{¢ 00 ¢ 0Q, {¢ K ¢ 0Q}]; A32 =G aphicsGid[{{¢ 00 ¢ 0G, {¢ H ¢ \¥}];
A33 = GraphicsGrid[{{¢ 00 ¢ 0G, {¢ 00 ¢ ¥}]; A34 = GraphicsGid[{{¢ 00 ¢ \}, {d H ¢ 0Q}7;
A35 = GraphicsGid[{{¢ 00 ¢ ¥, {¢ 00 ¢ 0Q}];

A4l = GaphicsGid[{{¢ H ¢ 00, {¢00 ¢ ¥}1; A42 =GaphicsGid[{{¢H ¢V, {¢H ¢V}
A43 = GraphicsGid[{{¢ 00 ¢ ¥, {éH ¢ 00}]; A4 =CGaphicsGid[{{¢ 00 ¢0Q, {400 ¢ V1}1;
A45 = GraphicsGid[{{¢ H ¢ 0G, {400 ¢ \f}1;

Ho V3l
Heé V1l

¢
¢

A51 = GraphicsGid[{{¢ 00 ¢ 0G, {¢ 00 ¢ F}1; A52 = GraphicsGid[{{¢ 00 ¢ 0Q, {é H ¢ \F}1;
A53 = GraphicsGid[{{¢ 00 ¢ 00, {é K ¢ 001}]; AS4 = GraphicsGid[{{¢ H ¢ 0Q, {600 ¢ \}}I;
A55 = GraphicsGid[{{¢ H ¢ 0G, {400 ¢ 0G}1;
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n13s;= GraphicsGrid[{{A33, A32, A31, A34, A35},
{A23, A22, A21, A24, A25},
{A13, A12, All, Al4, Al5},
{A43, A42, A4l, Ad4, A45},
{A53, A52, A51, A54, A55}}]

out[135]=
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