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Resumo

A tese apresenta em sua primeira parte o estudo de uma dinâmica aplicada a fluxos em uma
rede regular quadrada, que tem caracterı́sticas semelhantes a um processo estocástico de reações
de partı́cula única, como reações de difusão, coalescência e criação de partı́culas. Utilizamos
uma aproximação de campo médio para obtermos a solução analı́tica das distribuições de fluxos
estacionárias. Essa solução concorda em boa aproximação com nossas simulações numéricas
para o mesmo modelo.

Na segunda parte é apresentada a estrutura de comunidades de um sistema real definido pelo
sistema operacional livre Debian GNU/Linux. Estudamos a estrutura geral da rede de pacotes
da última versão estável desse sistema e a estrutura de comunidades, comparando essas subes-
truturas com as divisões pré-estabelecidas pelos desenvolvedores desse sistema. Propusemos
um método para agrupar desenvolvedores individuais em grupos que maximizam as relações de
dependência entre os pacotes por eles desenvolvidos.



Abstract

The first part of this thesis shows a study of flow dynamics applied on directed regular
network, which presents similar features of single particle reaction process, with diffusion,
coalescence and branching reactions. We obtained a solution by mean field approach for the
steady distribution of flows, that presents a good agreement with our numerical simulations.

In the second part, it is presented the community structure of the real system defined by
the Debian GNU/Linux free operating system. We studied the general structure of the packages
network on the last steady release and the substructures of communities, the emergence of
theses ones and the relation between the maintainers groups of theses packages. We propose a
method for grouping individual maintainers that maximizes the number of dependency relations
per group.
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3.3 Função para os fluxos ótimos j em dois canais, dado um fluxo de entrada i,

antes e depois do valor crı́tico de fluxo definido entre os canais. A curva azul
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1 Introdução

Os resultados da fı́sica, em sua grande parte, descrevem sistemas dinâmicos que repre-

sentam o movimento dos corpos na natureza, seja na descrição de partı́cula única, livre ou

sob a ação de campos externos (GRIFFITHS, 2004), até sistemas de muitas partı́culas, usando

métodos da mecânica estatı́stica (PATHRIA, 1996). Porém uma nova área apareceu, na qual o

estudo do movimento dos corpos é apenas uma base para métodos que podem ser empregue na

análise de sistemas de muitos agentes. A interação local não é descrita por leis de interação à

distância ou espalhamento, mas sim por meio de regras pré-estabelecidas no modelo em questão

ou por meio do conhecimento do sistema. Sistemas que se comportam desta maneira são os

chamados de sistemas complexos, visto que suas regras de interação nem sempre podem ser

facilmente descritas, desde a interação elemento-a-elemento bem como a distribuição dessas.

Um exemplo tı́pico dessas interações está no modelo do votante (LIGGETT, 1999), no

qual os elementos de uma rede ordenada podem copiar o estado de um de seus vizinhos não

tendo, portanto, uma interação derivada de um potencial, por exemplo. É possı́vel estender este

conceito a organizações humanas definindo algum tipo de interação social para identificar a

estrutura: rede de colaboração cientı́fica (ligações entre pesquisadores com artigos de autoria

compartilhada) (NEWMAN, 2001), rede de atores (atores que trabalharam num mesmo projeto

cinematográfico) (BARABÁSI; ALBERT, 1999), rede de contatos sexuais (LILJEROS et al.,

2001), etc. Exemplos de estudos destas organizações são modelos para observar caracterı́sticas

como a formação de consenso ou propagação de epidemia dentro de estruturas sociais (ROBIN-

SON; COHEN; COLIJN, 2012).

Outra caracterı́stica que não está relacionada com uma dinâmica na rede, mas apenas com
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sua estrutura de ligações é a existência de agrupamentos altamente conectados entre si e com

uma densidade menor de ligações entre sı́tios de grupos diferentes. Estas são as chamadas es-

truturas de comunidades, que constituem ainda um problema em aberto na matemática (BRAN-

DES et al., 2008), mas que a partir das caracterı́sticas do sistema utilizado podemos encontrar

soluções aceitáveis.

O conceito de rede – conjunto de vértices conectados entre si por um conjunto de ligações –

é usado para representar uma variedade de sistemas reais, quando estes afastam-se da descrição

usual de uma estrutura regular, como sólidos cristalinos (ASHCROFT; MERMIN, 1976), ou

de uma estrutura completamente aleatória, grafos aleatórios clássicos (DOROGVTSEV, 2010),

denominamos redes complexas a estrutura em grafo que descrevem tais sistemas. Estes podem

entrar numa subcategoria de grafos aleatórios que apresentam distribuições com caracterı́sticas

livre-de-escala ou de mundo-pequeno. Exemplos de sistemas reais descritos com o conceito

de redes complexas são: redes sociais, world wide web, rede de subestações elétricas, cadeia

alimentar, etc (DOROGOVTSEV; MENDES, 2003).

Este trabalho aborda duas vertentes: uma é o estudo de modelo com interações estabele-

cidas por meio de uma regra local, com base em otimização de fluxos ao longo de uma rede

direcionada, mostrando-se um sistema que está de acordo com modelos de reação de partı́culas

únicas, com criação e coalescência de partı́culas (ALIMOHAMMADI; KHORRAMI; AGHA-

MOHAMMADI, 2001; KRAPIVSKY; REDNER; BEN-NAIM, 2010), substituindo a existência

ou não destas por uma corrente nula ou não-nula passando pelos vértices da rede. O outro sis-

tema estudado foi composta a partir das relações entre os elementos constituintes de um sistema

real, criado por uma organização humana, o sistema operacional Debian GNU/Linux, estudando

a formação dessa estrutura com base na relação dos indivı́duos que desenvolveram tal sistema

com os elementos constituintes deste.

Iniciaremos por um capı́tulo para discutir o formalismo matemático utilizado em nossa

solução para o modelo de otimização de tráfego, a ser apresentado no segundo capı́tulo. O

terceiro capı́tulo aborda um problema de otimização de fluxos numa rede direcionada, e a pro-
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posta desta tese para obter as distribuições estacionárias desse modelo, fornecendo uma nova

interpretação para as taxas de criação de partı́culas nos modelos de reação de difusão. O capı́tulo

4 trata da rede de dependências entre pacotes Debian, no qual discutiremos as propriedades ge-

rais dessa rede e sua estrutura de comunidades. Parte desse capı́tulo foi compilado no trabalho

ainda não publicado (SOUSA; PENNA, 2013).

Durante meu doutorado estudei também um problema de interferência entre elétrons de

um substrato polarizado e uma impureza magnética com um acoplamento antiferromagnético

com esse substrato, conhecido como problema Kondo. O que culminou nos trabalhos (SE-

RIDÔNIO et al., 2012) e (SERIDONIO et al., 2013), realizados em colaboração com os pro-

fessores Antônio Carlos Ferreira Seridônio, na época em pós-doutoramento no nosso grupo, e

Marcos Sérgio Figueira, do IFUFF, não será abordado nesta tese, por não estar relacionado com

as técnicas e problemas apresentados neste trabalho.
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2 Recursos preliminares

Ao longo deste trabalho faremos uso de variáveis aleatórias, definindo suas distribuições

iniciais e obtendo as finais ao analisar as caracterı́sticas do modelo no segundo capı́tulo, ou

obtendo a distribuição de um sistema real, como no terceiro capı́tulo. Para isso alguns recursos

da estatı́stica como a distribuição resultante de uma função de variáveis aleatórias, transformada

de Laplace e distribuições cumulativas serão empregados. Procuraremos, neste capı́tulo, nos

restringir aos pontos que serão necessários para o entendimento do trabalho. Admitiremos

que conceitos básicos de Estatı́stica, como variáveis aleatórias e funções distribuição sejam de

conhecimento prévio do leitor.

2.1 Soma de variáveis aleatórias

Podemos determinar a distribuição de uma dada variável aleatória Z definida pela soma de

duas outras variáveis aleatórias X e Y , isto é, Z = X +Y . As distribuições das variáveis X e Y

são consideradas conhecidas. A distribuição cumulativa de Z pode ser escrita como

FZ(z) =
x

x+y6z

fXY (x,y)dxdy

onde fXY (x,y) é a distribuição conjunta das variáveis X e Y . Para obtermos a distribuição de Z

desejada, basta derivarmos a distribuição cumulativa com ajuda da regra de Leibniz (KAPLAN,

1991):

d
dt

∫ b(t)

a(t)
φ(x, t)dx =

∫ b(t)

a(t)

∂φ(x, t)
∂ t

dx+φ(b(t), t)
db(t)

dt
−φ(a(t), t)

da(t)
dt

.
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Dessa maneira

fZ(z) =
d
dz

FZ(z) =
d
dz

∫ +∞

−∞

∫ z−y

−∞

fXY (x,y)dxdy =
∫ +∞

−∞

fXY (z− y,y)dy.

Se X e Y são variáveis estatisticamente independentes, a distribuição resultante é a convolução

das duas primeiras (ROUSSAS, 1997, página 220)

fZ(z) =
∫ +∞

−∞

fX(z− y) fY (y)dy. (2.1)

Neste caso fXY (x,y) = fX(x) fY (y), pois a probabilidade de ocorrer a variável Y = y dado ocor-

rido X = x não é afetada por essa, isto é, fY |X(y|x) = fY (y).

Essa é uma consequência direta do teorema de Bayes, equação 2.2, para as probabilida-

des condicionais, que trata em verificar a probabilidade condicional de um evento A dada a

ocorrência de um outro evento B (ROUSSAS, 1997, página 24). Essa é a razão entre a proba-

bilidade de ocorrência dos dois eventos conjuntamente P(A,B) e a probabilidade de ocorrência

de B,

P(A|B) = P(A,B)
P(B)

, (lei de Bayes). (2.2)

Logo se os eventos são independentes a probabilidade conjunta é a multiplicação das probabi-

lidades individuais, justificando assim o resultado acima da convolução.

Algumas distribuições serão de interesse nos capı́tulos que seguem, portanto calcularemos a

distribuição entre variáveis igualmente distribuı́das e estatisticamente independentes nas seções

seguintes.

2.2 Distribuição uniforme

Sejam X e Y distribuı́das uniformemente no intervalo [α,β ]:

fX(x) = fY (x) =
1

β −α
Θ(β − x)Θ(x−α), (2.3)
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sendo Θ uma distribuição degrau. Temos a distribuição de Z = X −Y , segundo a equação 2.1,

dada por:

fZ(z) =
1

(β −α)2

∫ +∞

−∞

Θ(β − z+ y)Θ(z− y−α)Θ(β + y)Θ(−y−α)dy

Podemos definir a região em que a distribuição não é nula, enumerando as inequações fornecidas

pelas funções degrau do integrando y 6−α , y >−β , z−y−α > 0 e β −z+y > 0. Para α > 0,

a integração reduz-se para

fZ(z) =
1

(β −α)2

[
Θ(z)

∫ −α

z−β

dy+Θ(−z)
∫ z−α

−β

dy
]

(2.4)

De forma simplificada:

fZ(z) =
1

(β −α)2

 β −α− z, z > 0

z− (β −α), z < 0
(2.5)

A figura 2.1 ilustra essa distribuição resultante.

-(β-α) β-α z

fZ(z)

0

1
(β − α)2

Figura 2.1: Distribuição resultante da soma de duas variáveis aleatórias.
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2.3 Distribuição exponencial

Sejam X e Y distribuı́das conforme o decaimento exponencial:

fX(x) = fY (x) = γe−γx
Θ(x). (2.6)

Com o mesmo protocolo do item anterior a distribuição da nova variável Z=X-Y será:

fZ(z) = γ
2
∫

∞

−∞

e−γ(z−x)
Θ(z− x)e+γx

Θ(−x)dx

= γ
2e−γz

∫ 0

−∞

e2γx
Θ(z− x)dx (2.7)

para o caso y 6 0 temos,

fZ(z) = γ
2e−γz

∫ y

−∞

e2γxdx =
γ

2
eγz,

e caso contrário

fZ(z) = γ
2e−γz

∫ 0

−∞

e2γxdx =
γ

2
e−γz.

Resumindo,

fZ(z) =
γ

2

 eγz, z 6 0

e−γz, z > 0
. (2.8)

Tais distribuições serão úteis em nossas análises pois possuem um parâmetro caracterı́stico

que define sua largura β −α , no caso uniforme, e uma escala caracterı́stica 1/γ no caso expo-

nencial.

2.4 Transformada de Laplace

Para problemas envolvendo distribuições f (t), definidas num domı́nio semi-infinito [0,∞),

é comum o uso das transformadas de Laplace L ( f (t)), no tratamento desses. A transformada

de Laplace de uma distribuição f (t) (SCHIFF, 1999, página 2) é definida como :

L { f (t)}= F(z) =
∫

∞

0
f (t)e−ztdt. (2.9)
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Sendo f (t) uma distribuição, podemos definir uma função geradora, ou geratriz, dos momentos

dessa distribuição (ROSS, 1995, página 15):

ψ(z) = E
[
ezT ]= ∫ ezt f (t)dt, (2.10)

onde E[] representa o valor esperado da função entre colchetes. A derivada de n-ésima ordem da

função geradora corresponde ao n-ésimo momento desta distribuição, por exemplo, o momento

de ordem 1 corresponde ao valor médio da distribuição. Em distribuições com o intervalo defi-

nido para valores não negativos, a função geradora dos momentos corresponde à transformada

de Laplace (ROSS, 1995), como segue:

dF(z)
dz

∣∣∣∣
z=0

= −
∫

∞

0
t f (t)e−(z=0)tdt =−〈t〉

d2F(z)
dz2

∣∣∣∣
z=0

=
∫

∞

0
t2 f (t)e−(z=0)tdt =

〈
t2〉

...

dnF(z)
dzn

∣∣∣∣
z=0

=
∫

∞

0
tn f (t)e−(z=0)tdt = (−1)n 〈tn〉 .

Neste trabalho, trataremos um modelo de fluxos direcionados e não consideraremos seus

valores negativos, que correspondem a um fluxo contrário ao sentido das ligações na rede.

Como veremos adiante, o cálculo da convolução de distribuições irá surgir ao longo de nosso

formalismo, e para isto faremos uso de algumas propriedades das transformadas de Laplace que

facilitam esse tipo de cálculo.

Uma outra propriedade muito útil das transformadas de Laplace é que podemos tratar

a convolução das distribuições como apenas um produto das respectivas transformadas. A

convolução 2.1 pode ser também definida para variáveis aleatórias positivas, como:

( f ∗g)(y) =
∫ y

0
f (y− x)g(x)dx. (2.11)
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A transformada de Laplace será:

L {( f ∗g)(y)}(z) =
∫

∞

0

{∫ y

0
f (y− x)g(x)dx

}
e−zydy

=
∫

∞

0

{∫
∞

−v
f (u)g(v)du

}
e−z(u+v)dv,

como f e g são nulas para valores menores que 0 obtemos o resultado:

L {( f ∗g)(y)}(z) =
∫

∞

0
f (u)e−zudu

∫
∞

0
g(v)e−zvdv = L { f (t)}L {g(t)}. (2.12)

Essas duas propriedades serão novamente usadas ao longo da definição do formalismo apre-

sentado neste trabalho, juntamente com a inversão dessa transformada (ROUSSAS, 1997) para

obtenção da distribuição desejada:

f (t) = L −1{F(z)}= 1
2πi

lim
y→∞

∫ x+iy

x−iy
F(z)etzdz, (2.13)

na qual deve ser integrada ao longo de uma linha vertical x = ℜ(z)> α tal que a integral abaixo

seja convergente ∫
∞

0

∣∣ f (t)e−zt∣∣dt =
∫

∞

0
| f (t)|e−xtdt < ∞, x > α.

esta é a condição de existência da inversa da transformada de Laplace.

O conteúdo deste capı́tulo apresenta, resumidamente, as bases matemáticas necessárias para

podemos desenvolver o modelo de tráfego proposto no terceiro capı́tulo, além de introduzir as

distribuições empı́ricas encontradas no quarto capı́tulo.
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3 Aproximação de campo médio para
otimização de fluxos numa rede
regular direcionada

Neste capı́tulo estudaremos um problema de fluxos por uma rede bidimensional direcionada

que possui regras de otimização local para a corrente que irá fluir por cada canal (ligações da

rede). Verifica-se, com este formalismo, que o modelo é independente da quantidade de canais

que saem de cada sı́tio e apresenta um comportamento de ponto crı́tico trivial na condição de

correntes não-nulas.

3.1 Introdução

Sistemas de transporte eficiente são essenciais para o funcionamento de um sociedade mo-

derna e industrializada. Como escrito por Greenberg, em 1959 (HELBING, 2001, referência

contida):

“The volume of vehicular traffic in the past several years has rapidly outstripped

the capacities of the nation’s highways. It has become increasingly necessary to

understand the dynamics of traffic flow and obtain a mathematical description of

the process.”

Podemos estender tal pensamento ao volume de informação que é compartilhado em todo o

mundo por redes como a internet ou redes de telecomunicações. Assim, os sistemas de trans-

porte eficiente são representados tanto pelo tráfego de veı́culos no mapa rodoviário como pelo
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tráfego de informação, i.e., rede entre servidores web, rede de colaboração cientı́fica, etc.

O problema pode ser tratado de forma a considerar cada agente do tráfego com suas re-

gras locais, tal como um automatum celular representando os veı́culos (MAERIVOET; MOOR,

2005). Outra abordagem é o estudo da influência da topologia no fluxo de informação com mo-

delos minimalistas em redes complexas (MARTINO et al., 2009a, 2009b). Nossa abordagem

será um modelo de otimização local cujos agentes são as bifurcações dos canais de fluxo que

formam uma estrutura regular.

3.2 Otimização local de fluxos

Um conceito importante nesse tipo de problema é o conceito de equilı́brio do tráfego, que

consiste no princı́pio pelo qual o agente do tráfego (motorista por exemplo) tende a escolher

sempre a rota que minimize o tempo de seu itinerário (NAGURNEY, 2000). Peregrino define

em 2011 um modelo de otimização local do tempo a partir de um conjunto de rotas i, que

bifurcam como na figura 3.1, descritas por custos diretamente relacionado ao tempo gasto em

cada uma delas.

t’

t’’

i
k

j

Figura 3.1: Bifurcação de um canal com fluxo i, cada caminho possui um custo ligado ao tempo
para gasto para concluir o caminho escolhido j ou k.

Portanto podemos supor que o tempo gasto num dado itinerário será o tempo caracterı́stico

dessa rota t i mais uma função linear do fluxo ji caso este não seja tão intenso, mais contribuições
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não-lineares com o fluxo numa situação de uso intenso da rota.

ti = t i +a ji +(b j2
i + c j3

i + ...)Θ( ji− jc). (3.1)

Tal comportamento não-linear pode ser verificado no chamado diagrama fundamental do tráfego,

introduzido nos anos de 1950 por jornais de pesquisa em engenharia (HELBING, 2001), o qual

relaciona o uso de uma autoestrada com o fluxo na mesma. Na condição de uso intenso a relação

puramente linear deixa de ser válida, conforme evidencia a figura 3.2.
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Figura 3.2: Diagrama fundamental do tráfego, fluxo (F) de veı́culos versus densidade (D).
Dados obtidos no endereço eletrônico do departamento de trânsito do estado de Minnesota, vide
referências bibliográficas. A reta preta indica a relação linear F ∝ D que se adequa bem aos
dados para valores baixos da densidade e fluxo. Figura retirada de Peregrino (2011, página 28).

A partir da definição da equação 3.1 podemos definir a função custo C(j) a partir de um

conjunto de estradas que ligam a mesma origem A e destino B, que produzem diferentes iti-

nerários:

C(j) =
n

∑
i=1

(
ai ji +bi j2

i
)
, (3.2)

onde j = ( j1, j2, ..., jn)T é o vetor de fluxos dos n caminhos que ligam os pontos A e B. Por

simplicidade truncamos a série da equação 3.1 até o termo de ordem dois no fluxo, ou primeiro

termo não-linear da expansão. Os coeficientes ai e bi são as contribuições lineares e não-lineares
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para o custo de cada canal i. Para o formalismo descrito posteriormente usaremos bi = 1/2

fazendo com que os coeficientes do custo ai tenham a dimensão de fluxo. Escolhemos para a

função custo uma grandeza que tenha a dimensão do quadrado do fluxo:

C(j) =
n

∑
i=1

(
ai ji +

1
2

j2
i

)
, (3.3)

Dada a condição de equilı́brio do tráfego – a qual cada agente do tráfego escolhe a rota que

minimize sua a função custo C – podemos minimizar a função 3.2 na condição que o fluxo

de entrada é superior ao fluxo crı́tico, impondo o vı́nculo da conservação do fluxo de entrada

∑
n
i=1 ji− J = 0. Para tanto, empregaremos a técnica de multiplicadores de Lagrange (REIF,

1965):

L(λ ) = ∑
i

(
ai ji +

j2
i
2

)
+λ

(
∑

i
ji− J

)
∂L
∂ ji

= ai + ji +λ = 0

⇒ nλ = −∑
i

ai− J

onde λ é o multiplicador atribuı́do ao vı́nculo. A corrente ótima para um conjunto de n canais

é portanto:

ji =−ai +
∑k ak + J

n
.

No caso mais simples, de dois canais, a equação acima torna-se

j1 =
J− (a1−a2)

2

j2 =
J− (a2−a1)

2
(3.4)

Como o comportamento não-linear ocorre apenas para valores altos de fluxo, podemos usar

essa condição para definir o fluxo crı́tico a partir do qual os dois canais passam a ser usados

com fluxos dados pela equação 3.4. Tal condição é escolhida para que tenhamos apenas valores
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positivos de fluxo. Definimos portanto o fluxo crı́tico entre dois canais como sendo

jc = |a1−a2|

⇒ j±(J) =


J± jc

2 , se J > jc

J,0, se J < jc.
(3.5)

Essa solução indica o uso do canal de menor custo quando o fluxo de entrada é menor ou igual

ao fluxo crı́tico. Na condição de fluxo de entrada maior temos os fluxos dividindo-se entre os

canais, sempre com o canal de menor custo recebendo o maior fluxo, como esquematicamente

mostrado na figura 3.3.

jc i

j j+
j-

Figura 3.3: Função para os fluxos ótimos j em dois canais, dado um fluxo de entrada i, antes e
depois do valor crı́tico de fluxo definido entre os canais. A curva azul é a solução ótima para o
canal de menor custo e a vermelha para segundo de maior custo, a soma das duas curvas deve
ser sempre igual a i.

O modelo estudado aqui levará em consideração tal solução para a otimização local do fluxo

na rede de tráfego considerada, que será descrita a seguir.



3.3 Modelo Finito 29

3.3 Modelo Finito

Consideramos uma cadeia linear de tamanho L em que cada sı́tio contém duas ligações

de entrada de fluxos e duas de saı́da a qual é repetida ao longo de sua direção perpendicular,

ligando cada ponto da cadeia anterior a dois outros da seguinte. Forma-se assim uma rede

quadrada direcionada na qual é injetado um fluxo total J na primeira cadeia e este segue para as

cadeias abaixo segundo a regra de otimização da equação 3.5.

Para cada aresta é atribuı́do um valor de custo ci que a cada par ligado a um sı́tio com

fluxo de entrada forma um fluxo crı́tico jc. A dinâmica se dá injetando correntes nos sı́tios

da cadeia superior e estas seguem pelas arestas obedecendo a regra de otimização da função

custo definida em cada sı́tio pelo valor dos coeficientes ai de cada caminho que que o fluxos

pode seguir a partir de cada sı́tio, após esse passo, os fluxos são aglutinados nos sı́tios da cadeis

inferior, retomando o processo até que um estado estacionário seja observado. A figura 3.4

mostra uma representação das correntes ao longo desse sistema.

Essa dinâmica impõe no modelo alguns eventos comuns em modelos de partı́culas intera-

gentes, ao supormos partı́culas como sendo um sı́tio da rede que está presente caso tenha um

fluxo não-nulo passando por ele. Os processos são:

• Difusão: Um sı́tio possui uma corrente baixa comparada ao valor da corrente crı́tica

gerada pelos canais que saem dele. Os sı́tios imediatamente abaixo formam um par de

sı́tio vazio e outro cheio, a corrente deste por sua vez é distribuı́da para um único sı́tio

novamente1;

• Coalescência: Duas correntes coalescem num sı́tio e este, por sua vez, possui corrente

crı́tica grande o suficiente, portanto fluxo insuficiente, para que distribua a corrente em

dois canais;

• Ramificação: O oposto da coalescência. Um sı́tio possui corrente menor que seu valor

1Esse termo está sendo empregado ao observarmos o que ocorre no nı́vel de ocupação ou desocupação de
um sı́tio da rede, ao nı́vel do fluxo propagando na rede, terı́amos um processo de transmissão, sendo o sı́tio
completamente transparente a esse processo
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P(1;j)

Q(0;j)

P(0;j)

P(2;j)

P(3;j)

P(t-1;j)

P(t;j)

P(t+1;j)

Q(1;j)

Q(2;j)

Q(3;j)

Q(t-1;j)

Q(t;j)

Q(t+1;j)

t ... ...

Figura 3.4: Representação geométrica do modelo. É injetada uma corrente j em cada sı́tio da li-
nha 0 distribuı́da ao longo da cadeia conforme uma distribuição Q(0, j). Esta gera a distribuição
P(0, j) nas arestas subsequentes, tais correntes são somadas nos sı́tios da linha 1 gerando a
distribuição de correntes Q(1, j). Os passos acima descritos são repetidos ao longo da direção
t.

crı́tico e distribui o fluxo para outro com corrente crı́tica mais baixa, dividindo o fluxo

para dois sı́tios subsequentes.

A figura 3.5 ilustra tais processos. Podemos enumerar um terceiro processo que ocorre

quando dois canais coalescem num sı́tio e este distribui o fluxo por seus dois canais de saı́da,

uma coalescência seguida de ramificação. Este processo conjunto não altera o número de

ocupação de partı́culas.

Como descrito na figura 3.4 podemos definir um passo de Monte-Carlo em nossa simulação

como o processo de aglutinação de corrente nos sı́tios da cadeia seguido da divisão da mesma

por esses sı́tios. Ao longo do tempo, a corrente total é conservada, portanto podemos definir
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Rami�cação CoalescênciaDifusão

Figura 3.5: Eventos de divisão e entrada de fluxo num sı́tio e processos consequentes. A escala
de cinza indica o tempo, do inicial (branco) até o final (preto). Linhas pontilhadas indicam a
possibilidade de processos adicionais.

seu valor médio como:

〈 j〉= J
2L

=
1

2L

2L

∑
i

ji. (3.6)

Dado que o número de canais é duas vezes maior que o de sı́tios, a corrente média nos canais

será duas vezes menor que nos sı́tios.

O valor de custo nos canais é distribuı́do uniformemente no intervalo (0,1), o que nos

fornece uma distribuição triangular de correntes crı́ticas no intervalo (−1,1), com o valor mais

provável centrado em zero. As soluções de corrente crı́tica negativa vão para o canal de maior

custo e as soluções de correntes crı́ticas positivas para o de menor custo, tendo em vista que

a corrente tende a fluir pelos canais de menor custo. Uma condição de contorno periódica foi

imposta na cadeia linear para que o número de canais de entrada e saı́da pudesse ser mantido

constante na simulação, e para que esta ficasse mais próxima de um comportamento de sistema

infinito.

A grandeza de interesse a cada passo de Monte-Carlo é a fração de canais usados c(t) =

1−B(t), sendo B a fração de canais vazios:

1−B(t) =
1

2L

2L

∑
i=1

Θ( ji(t)−δ ), (3.7)
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onde t ∈ N e δ um número muito pequeno e maior que zero (podemos usar o menor número

real que pode ser representado pela máquina, no caso das simulações).

As flutuações temporais dessa grandeza também foram medidas a fim de comparação com

o formalismo desenvolvido nesta tese. A quantidade de interesse, neste caso, é a variância do

valor médio de B(t)

σ
2 =

〈
B2(t)

〉
−〈B(t)〉2 (3.8)

Um cuidado adicional deve ser tomado ao verificarmos nossas simulações: para um sistema

de tamanho finito o número mı́nimo de canais utilizados é igual a unidade, logo a fração de

canais utilizados c(t) ∈ [ 1
2L ,1]∀t.

3.3.1 Método de intervalos vazios para processos de reação-difusão

Os processos existentes para o modelo de fluxos atual em tamanho finito são muito se-

melhantes aos processos de reação e difusão em uma dimensão, que envolvem difusão de

partı́culas, aglutinação ou coalescência e criação de partı́culas. A diferença básica é que, no

modelo em questão, tais processos são intermediados por uma quantidade ji de fluxo em cada

sı́tio, enquanto nos processos de reação-difusão cada processo possui uma taxa de ocorrência

que servirá de entrada para sua equação mestra correspondente. Esta equação permite solução

exata, conforme descrito por Alimohammadi, Khorrami e Aghamohammadi (2001)

As transições mais gerais que podem existir num modelo de partı́culas de espécie única são:

# → (  ,  #,##)

 # → (  , # ,##)

  → ( #, ##,# ) (3.9)

## → ( #,   ,# ),

assim, uma partı́cula ( ) pode dar origem a uma nova, difundir nos espaços vazios (#) ou

morrer, como representado na primeira e segunda linhas. Ainda, duas partı́culas podem coa-

lescer em uma ou morrerem, como indicado na terceira linha. Finalmente, sı́tios vazios podem
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originar novas partı́culas, como nos processos representados na última linha.

Consideraremos, neste trabalho, apenas os processo de difusão (D), coalescência (C) e

ramificação (R). Desta maneira, podemos definir a equação mestra para n sı́tios vazios:

En = P(
n︷ ︸︸ ︷

#...#)

a partir das probabilidades de ocupação de uma cadeia de n+1 sı́tios:

dEn

dt
= DeP(#

n︷ ︸︸ ︷
 #...#)+DdP(

n︷ ︸︸ ︷
#...# #)+

−DdP( 
n︷ ︸︸ ︷

##...#)−DeP(
n︷ ︸︸ ︷

#...## )+

−RdP( 
n︷ ︸︸ ︷

##...#)−ReP(
n︷ ︸︸ ︷

#...## )+

+CeP( 
n︷ ︸︸ ︷

 #...#)+CdP(
n︷ ︸︸ ︷

#...#  ). (3.10)

As taxas de interação possuem sub-ı́ndices que se referem ao sentido e e d, esquerda e direita

respectivamente, nos sı́tios que participam da reação. As probabilidades de ocupação podem

ser escritas em termos das probabilidades de sı́tios vazios, ou desocupados:

P( 
n︷ ︸︸ ︷

#...#) = P(
n︷ ︸︸ ︷

#...# ) = En−1−En. (3.11)

Vamos impor algumas condições que permitam reescrever a equação mestra de uma forma

simplificada. As condições impostas são a homogeneidade quanto o sentido da reação (e = d);

igualdade das taxas de difusão e coalescência, uma vez que o modelo de interesse dois sı́tios

ao se encontrarem coalescem, e usar a relação entre as ocupações de um único sı́tio mais a de

dupla ocupação:

P(
n︷ ︸︸ ︷

##... #)+P(
n︷ ︸︸ ︷

##...  ) = P(
n︷ ︸︸ ︷

##... ).

Com estas condições, podemos reescrever a equação mestra como

dEn

dt
= En−1−2En +En+1− γ(En−En+1), (3.12)

onde γ = R/D é a razão entre ramificação pela taxa de difusão/coalescência. Adicionalmente, o

tempo foi reescalado para que a equação fique nessa forma final.
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A solução estacionária, E∗n , para a equação 3.12 numa cadeia linear de tamanho L pode

ser obtida usando o ansatz (ALIMOHAMMADI; KHORRAMI; AGHAMOHAMMADI, 2001;

KRAPIVSKY; REDNER; BEN-NAIM, 2010)

E∗n = Azn
1 +Bzn

2, (3.13)

do qual chegamos a equação caracterı́stica

z−1
i −2+ zi− γ(1− zi) = 0.

Escolhendo as condições de fronteira

E0(t) = 1, EL+1 = 0,

obtemos:

E∗n =
1

1− (1+ γ)−L−1 (1+ γ)−n +
−(1+ γ)−L−1

1− (1+ γ)−L−1 . (3.14)

A completeza nesta solução pode ser afirmada apenas para os intervalos vazios, esse método

quando mapeado num formalismo hamiltoniano, é verificado que o processo de truncamento

aparece ao nı́vel da correlação de três pontos (MOBILIA; BARES, 2001). Embora ainda tem-

se a vantagem de que podemos usar essa solução para verificar por exemplo a densidade de

sı́tios ativos quando apenas reações entre vizinhos são levadas em consideração:

cL(γ) = 〈n〉= 1−E1 =
γ(1+ γ)L

(1+ γ)L + γ(1+ γ)L−1
, (3.15)

ou a correlação de dois pontos, definida como:

σ(γ) = 〈nini+1〉= E2−2E1 +1 =
γ(2+ γ)

(1+ γ)(1+ γ− (1+ γ)−L)
. (3.16)

Um limite que podemos verificar é o de baixa ramificação, quando os sı́tios raramente se

subdividem. Mais adiante analisaremos o limite de baixas correntes, o que impõe igualmente



3.4 Aproximação de campo médio 35

uma baixa ramificação de canais usados. Neste caso

lim
γ→0

c(γ) =
1

L+1
, e

lim
γ→0

σ(γ) =
γ

L+1
. (3.17)

Isso indica que para poucas reações que geram mais partı́culas, o sistema tende a ocupar

apenas um sı́tio e a flutuação em torno desse número é proporcional a taxa de criação. Em

tamanhos muito grandes, estas grandezas se comportam da seguinte forma, em torno de γ = 0,

lim
L→∞

cL(γ) = lim
L→∞

[
1

1+L
+

Lγ

2(1+L)
+O(γ2)

]
' γ

2
, e

lim
L→∞

σ(γ) = lim
L→∞

[
γ

1+L
+

(L−2)γ2

2(1+L)
+O(γ3)

]
' γ2

2
. (3.18)

3.4 Aproximação de campo médio

Para solucionar esse problema de otimização local, ao invés de calcular exatamente a soma

de correntes nas bifurcações na rede, usaremos as distribuições destes valores ao longo da cadeia

de bifurcações, como na aproximação de campo médio das bifurcações.

Seja P( j; t) a distribuição de fluxos j nos canais ao longo de uma linha, ou seja, um ins-

tante de tempo, t e Q( j; t) a respectiva distribuição nos vértices que precedem tais canais. De

acordo com a regra de otimização do fluxo nos vértices a distribuição nos canais da linha subse-

quente P( j; t + 1) terá uma dependênciacom a probabilidade condicional, conforme ilustrada

na figura 3.6:

F (i| j, jc) =

[
1
2

δ (i)+
1
2

δ (i− j)
]

Θ( jc− j)+

+

[
1
2

δ

(
i− j− jc

2

)
+

1
2

δ

(
i− j+ jc

2

)]
Θ( j− jc). (3.19)

O primeiro termo é a contribuição para que a corrente i num determinado canal tenha um valor

igual a 0 ou o valor de entrada j, caso o fluxo de entrada seja menor que o fluxo crı́tico jc (a

corrente irá fluir completamente pelo canal de menor custo). Já o segundo termo corresponde

à divisão do fluxo de entrada de forma otimizada, ambos os canais são usados mas de forma a
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j

i=j

j

i=0
i j-i

Figura 3.6: Termos para fluxos provenientes de sı́tios com fluxo não-nulo.

minimizar o custo, caso o fluxo de entrada seja maior que jc. Dessa maneira a distribuição de

fluxos nos canais, a posteriori P(t+1; i) dado uma distribuição de fluxos nos vértices, a priori

Q(t; j) será:

P(t +1; i) = 2
∫

S∈{c′>c′′}

∫
∞

0
dc′dc′′d jF (i| j)p(c′,c′′)Q(t; j). (3.20)

O fator dois aparece devido à ambiguidade na escolha de dois canais. A primeira integração

é por toda a superfı́cie de custos, definida pelo elemento de superfı́cie infinitesimal dc′dc′′,

em cada canal possı́vel, c′ ou c′′. A segunda integração é sobre todas as possı́veis valores de

correntes de entrada.

Podemos definir ainda uma distribuição análoga de correntes não-nulas, com valor de

integração relacionada à densidade de canais utilizados. Esta distribuição é definida tal qual

P(t; i), porém com a densidade de probabilidade condicional F (i| j, jc) subtraı́da de seu termo

de correntes nula, resultando na equação 3.21, correspondendo ao primeiro termo do lado di-

reito da equação 3.19. Como a integral dessa nova distribuição está relacionada com a densidade

de canais ativos, precisamos definir para a mesma uma distribuição Q(t; i) de vértices ativos,

análoga à distribuição Q(t; i), na qual sua integração estará relaciona com a densidade de sı́tios

com fluxo não-nulo, esta será analisada com mais detalhes após a completa definição de P(t; i).

A nova densidade de probabilidade será portanto:
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j

i=j

j

i=0
i j-iX

Figura 3.7: Termos para fluxos resultantes não-nulos.

F(i| j, jc) =
1
2

δ (i− j)Θ( jc− j)+

+

[
1
2

δ

(
i− j− jc

2

)
+

1
2

δ

(
i− j+ jc

2

)]
Θ( j− jc), (3.21)

que corresponde ao esquema da figura 3.7.

Vamos considerar a distribuição de custos como estatisticamente independentes, ou seja

p(c′,c′′) = p(c′)p(c′′). Assim, podemos desenvolver a integração sobre os custos e escrever a

mesma como

P(t +1; i) = 2
∫

∞

0
d jc pc( jc)

∫
∞

0
d jF(i| j, jc)Q(t; j). (3.22)

Aqui usamos o fato de que a integração na superfı́cie de custo, com a condição c′ > c′′, vai

recair na convolução das distribuições das variáveis de custo c′ e−c′, denotada aqui por pc( jc),

conforme visto na seção 2.2. De fato podemos observar o problema não pela distribuição de

custos p mas por aquela de fluxos crı́ticos pc, que neste trabalho será sempre simétrica, já que

cada canal possui a mesma natureza de custos.

Resolvendo a integração do termo de correntes abaixo das correntes crı́ticas em 3.21:

1
2

∫
∞

0
2pc( jc)

∫
∞

0
d jQ( j)Θ( jc− j)d jcδ (i− j) =

Q(i)
2

2
∫

∞

0
d jc pc( jc)Θ( jc− i)

=
Q(i)

2
2
∫

∞

i
d jc pc( jc)

=
Q(i)

2
Pc(i). (3.23)
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Na segunda linha notamos uma distribuição cumulativa complementar que denotamos aqui por

Pc(i) = 2
∫

∞

i
d jc pc( jc). (3.24)

Os termos seguintes, de forma similar, serão:

1
2

∫
∞

0
2pc( jc)

∫
∞

0
d jQ( j)Θ( j− jc)d jcδ

(
i− j− jc

2

)
= 2

∫
∞

0
d jc

∫
∞

0
d jpc( jc)Q( j)Θ( j− jc)δ (2i− j+ jc)

= 2
∫

∞

0
d jc pc( jc)Q(2i+ jc)Θ(2i)

= 2
∫

∞

0
d jpc( j)Q(2i+ j), e (3.25)

1
2

∫
∞

0
2pc( jc)

∫
∞

0
d jQ( j)Θ( j− jc)d jcδ

(
i− j+ jc

2

)
= 2

∫
∞

0
d jc

∫
∞

0
d jpc( jc)Q( j)Θ( j− jc)δ (2i− j− jc)

= 2
∫

∞

0
d jc pc( jc)Q(2i− jc)Θ(i− jc)

= 2
∫ i

0
d jpc( j)Q(2i− j). (3.26)

Finalmente a distribuição de fluxos não nulos será dada por:

P(t +1; i) =
Pc(i)

2
Q(i)+2

∫
∞

0
d jpc( j)Q(2i+ j)+2

∫ i

0
d jpc( j)Q(2i− j) (3.27)

Para a distribuição de fluxos nos vértices a partir dos fluxos de entrada nos canais, definimos

a probabilidade B(t) de fluxos nulos ao longo de uma linha t:

Q(t; i) = [B(t)]2 δ (i)+2B(t)P(t; i)+
∫ i

0
duP(t;u)P(t; i−u) (3.28)

A distribuição de correntes num determinado vértice é dada pela soma das probabilidades de

dois canais vazios (primeiro termo), um canal vazio e outro não, adicionado à probabilidade

de dois canais usados somarem corrente igual à corrente no vértice, por sua vez dada pela

convolução da distribuição P(t; j), como visualizada na figura 3.8. Observe que a distribuição

+ +=Q (  )

Figura 3.8: Termos para a distribuição de correntes nos vértices, equação 3.28.

P é escrita em termos da distribuição de correntes finitas nos vértices, i. e., a equação 3.28 sem
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o termo de correntes nulas:

Q(i; t) = 2B(t)P(t; i)+
∫ i

0
duP(t;u)P(t; i−u) (3.29)

que possui a integral facilmente calculada atribuı́da à densidade de vértices ocupados com al-

guma corrente, ∫
∞

0
diQ(i; t) = 1− [B(t)]2 , (3.30)

visto que a integral da distribuição em 3.29 é a unidade. Esta observação leva a

∫
∞

0
diP(i; t) = 1−B(t), (3.31)

ou seja, a distribuição P( j; t) possui sua integral associada à densidade de canais usados.

De posse a esses resultados e ao integrarmos a equação 3.27, obtemos:

1−B(t +1) =
∫

∞

0
diP(t +1; i) (3.32)

=
∫

∞

0
di

Pc(i)
2

Q(i)+2
∫

∞

0
di
∫

∞

0
d jpc( j)Q(2i+ j)+2

∫
∞

0
di
∫ i

0
d jpc( j)Q(2i− j).

Podemos escrever os termos não triviais usando a substituição x = 2i+ j

y = j
⇒

 i = (x− y)/2

j = y
⇒J =

1
2
, (3.33)

de Jacobiano

J =

∣∣∣∣∣∣∣
∂ i
∂x

∂ i
∂y

∂ j
∂x

∂ j
∂y

∣∣∣∣∣∣∣
a inequação 0 6 i, do limite inferior da integração em i do segundo termo na equação 3.33,

implica em uma nova relação de desigualdade entre as novas variáveis y 6 x.

2
∫

∞

0
di
∫

∞

0
d jpc( j)Q(2i+ j) =

1
2

∫
∞

0
dxQ(x)2

∫ x

0
dypc(y)

=
1
2

∫
∞

0
diQ(i)(1−Pc(i)) . (3.34)

O segundo termo não trivial (terceira parcela da equação 3.33) terá o mesmo jacobiano, porém a

transformação x = 2i− j com a inequação j 6 i do limite superior da integral em j desse termo,
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implica na condição y 6 x.

2
∫

∞

0
di
∫ i

0
d jpc( j)Q(2i− j) =

1
2

∫
∞

0
dxQ(x)2

∫ x

0
dypc(y)

=
1
2

∫
∞

0
diQ(i)(1−Pc(i)) (3.35)

Assim,

1−B(t +1) =
∫

∞

0
di

Pc(i)
2

Q(i)+
∫

∞

0
diQ(i)(1−Pc(i))

=
∫

∞

0
diQ(i)− 1

2

∫
∞

0
diPc(i)Q(i)

⇒ B(t +1) = B2(t)+
1
2

∫
∞

0
diPc(i)Q(i) (3.36)

O resultado acima concorda com os termos subtraı́dos das distribuições Q(〉) e P(〉), que

aparecem aqui como os termos responsáveis pelo incremento da densidade de canais vazios B.

Em outras palavras, o número de canais vazios aumenta ou por conta dos vértices vizinhos não

possuı́rem fluxo, representado pelo primeiro termo, ou por conta de fluxos muito baixos para

serem divididos entre os dois canais, representado pelo segundo termo. Definimos portanto um

sistema de equações auto-consistente dado por:

Q(i; t) = 2B(t)P(i; t)+
∫ i

0
d jP( j; t)P(i− j; t)

P(i; t +1) =
Pc(i)

2
Q(i; t)+2

∫
∞

0
d jpc( j; t)Q(2i+ j; t)+2

∫ i

0
d jpc( j; t)Q(2i− j; t)

B(t +1) = B2(t)+
1
2

∫
∞

0
diPc(i)Q(i; t) (3.37)

3.4.1 Coalescência.

Para melhor entendimento das equações de recorrência desse problema, vamos analisar a

forma mais simples do modelo, que é o processo sem divisão de fluxos nos vértices, isto é, o

fluxo corre por apenas um dos canais. Nesta formulação temos para a fração de canais vazios:

B(t +1) =
1+B2(t)

2
. (3.38)
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Para o limite de tempo contı́nuo, teremos

dB
dt

=
(1−B)2

2
. (3.39)

Para uma condição inicial B(0) = 0, todos os canais são usados, a solução será:

B(t) =
t

2+ t
' 1− 2

t
. (3.40)

Esta equação mostra um decaimento t−1 para a fração de canais ativos. De fato essa equação

3.39, corresponde a equação de campo médio para o processo de aniquilação ou coalescência

de uma espécie única (KRAPIVSKY; REDNER; BEN-NAIM, 2010), ao procedermos com a

substituição 1−B→ c:
dc
dt

=−kc2, (3.41)

sendo c a fração da população ativa. Esta é a equação de campo médio para dimensão maior que

a crı́tica desse processo, dc = 2. Para a dimensão subcrı́tica, na qual foram realizadas nossas

simulações, no limite de correntes pequenas o processo predominante é o de coalescência e

temos um expoente para o tempo igual a 1/2, como visto na figura 3.9.

10
2

10
4

10
6

10
8

t

10
-6

10
-5

10
-4

10
-3

c

Figura 3.9: Gráfico para o tempo de coalescência. Simulação com 2L = 20000 canais, 〈 j〉 =
10−9 e 25 amostras, usamos uma distribuição uniforme de custos para os vértices da rede que
define a corrente crı́tica máxima β = 1. A curva vermelha contı́nua representa uma lei de
potência com expoente 1/2.
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3.5 Custos uniformemente distribuı́dos

Para observar o comportamento estacionário desse sistema é necessário obter as soluções

das equações de recorrência. Para isso podemos supor uma distribuição conhecida de custos.

Um dos casos mais simples é para uma distribuição uniforme de custos dada por:

p(c′,c′′) = p(c′)p(c′′) =


1

(β−α)2 , if α 6 c 6 β

0, caso contrário,
(3.42)

Os valores de custos de cada canal estão uniformemente distribuı́do no intervalo [α,β ]. Essa

distribuição nos fornece uma equivalente para fluxos crı́ticos como uma reta decrescente no

intervalo [0,β −α]. Sem perda de generalidade, usaremos a substituição α → 0 e β → β −α ,

portanto:

pc( jc) =


1

β 2 (β − jc), if 0 6 c 6 β

0, caso contrário
, (3.43)

que é consistente com o caso uniforme, na equação 2.5, para valores positivos da corrente, nas

equações integrais da distribuição P(t + 1; i) 3.20. Qualquer que seja a distribuição adotada,

dado que a densidade condicional das soluções de fluxos otimizados, equação 3.19, a solução

não possui valores crı́ticos negativos.

As equações 3.37 para a distribuição nos canais e a fração de canais vazios serão:

Q(t; i) = 2B(t)P(t; i)+
∫ i

0
d jP(t; j)P(t; i− j)

P(t +1; i) =


(β−i)2

2β 2 Q(t; i)+ 2
β 2

∫ i
0 d j(β − j)Q(t;2i− j)+ 2

β 2

∫ β

0 d j(β − j)Q(t;2i+ j) ,0 6 i 6 β

2
β 2

∫ β

0 d j(β − j)Q(t;2i+ j)+ 2
β 2

∫ β

0 d j(β − j)Q(t;2i− j) , i > β

B(t +1) = B2(t)+
1

2β 2

∫
β

0
di(β − i)2Q(t; i). (3.44)

A equação para a distribuição nos vértices permanece inalterada, já que não é influenciada

diretamente pelo custo da ligações mas resulta da soma das correntes que chegam aos sı́tios.

É importante salientar que uma consequência direta da definição da distribuição nos vértices

Q( j) (3.28), é que sua média será o dobro da média da distribuição nos canais P( j). Das
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equação 3.44 para a distribuição P(t = 1; i), podemos extrair também tal conclusão:

〈i〉 =
∫

β

0
idi

(β − i)2

2β 2 Q(t; i)+
2

β 2

∫
β

0
idi
∫ i

0
d j(β − j)Q(t;2i− j) (3.45)

+
2

β 2

∫
∞

0
idi
∫

β

0
d j(β − j)Q(t;2i+ j)+

2
β 2

∫
∞

β

idi
∫

β

0
d j(β − j)Q(t;2i− j).

Podemos expandir os termos da equação anterior, omitindo a dependência temporal:

2
∫

β

0
idi
∫ i

0
d j(β − j)Q(2i− j) =

∫
β

0

∫ x

0
dy
(

x+ y
2

)
(β − y)Q(x)dx+∫ 2β

β

∫ 2β−x

0
dy
(

x+ y
2

)
(β − y)Q(x)dx

= +
1

12

∫
β

0
(9β −5i)i2Q(i)di+

1
12

∫ 2β

β

(−4β
3 +12β

2i−3β i2− i3)Q(i)di

2
∫

∞

β

idi
∫

β

0
d j(β − j)Q(2i− j) =

∫ 2β

β

∫
β

2β−x
dy
(

x+ y
2

)
(β − y)Q(x)dx+

+
∫

∞

2β

∫
β

0
dy
(

x+ y
2

)
(β − y)Q(x)dx

=
1
12

∫ 2β

β

(β − i)2(5β + i)Q(i)di

+
1
12

∫
∞

2β

β
2(β +3i)Q(i)di

Para os termos de β até 2β

∫ 2β

β

(−4β
3 +12β

2i−3bi2− i3 +(β − i)2(5β + i))Q(i)di =
∫ 2β

β

β
2(β +3i)Q(i)di

2
∫

∞

0
idi
∫

β

0
d j(β − j)Q(2i+ j) =

∫
β

0

∫ x

0
dy
(

x− y
2

)
(β − y)Q(x)dx

+
∫

∞

β

∫
β

0
dy
(

x− y
2

)
(β − y)Q(x)dx

=
1
12

∫
∞

β

β
2(3i−β )Q(i)di+

1
12

∫
β

0
(3β − i)i2Q(i)di
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Finalmente obtemos:

〈i〉 =
∫

β

0
di

i(β − i)2

2β 2 Q(i)+
1

2β 2

∫
β

0
di(2β − i)i2Q(i)+

1
2

∫
∞

β

iQ(i)di

=
1

2β 2

∫
β

0
di[i(β − i)2 +(2β − i)i2]Q(i)+

1
2

∫
∞

β

iQ(i)di

⇒ 〈i〉P =
1
2
〈i〉Q (3.46)

Essa solução é uma consequência direta da lei de conservação adotada nos fluxos que saem dos

vértices, representada pelo fluxo médio neste sistema infinito.

A iteração deve ser realizada supondo uma distribuição inicial nos vértices ou ligações e

calcular as equações 3.44 seguido de uma interpolação para o armazenamento da distribuição

a posteriori, que será usada para realizar o cálculo das novas distribuições. Esse procedimento

pode ser repetido até que seja obtido um valor da fração estacionária de canais vazios B.

Podemos verificar o comportamento geral da distribuição de fluxos nos canais na figura 3.10.

É possı́vel verificar também o comportamento do parâmetro de ordem, a fração de canais usa-

dos 1−B, em função da razão 〈 j〉/β que é o único parâmetro livre do modelo, como visto na

figura 3.11, que além dos resultados de iteração numérica apresenta outros que serão analisados

mais adiante.

3.6 Limite para grandes correntes

Para grandes correntes podemos derivar a distribuição final analiticamente, ao usarmos as

transformadas de Laplace para as distribuições de fluxos nos vértices e nos canais:

Π(z) =
∫

∞

0
d jP( j)e−z j (3.47)

K(z) =
∫

∞

0
d jQ( j)e−z j. (3.48)

As equações de recorrência para as transformadas serão:

K(z) = 2BΠ(z)+Π(z)2, e (3.49)
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Figura 3.10: Iteração numérica das equações 3.28 e 3.44 para tmáx = 250 passos. Os gráficos
correspondem aos valores para corrente média 〈 j〉 = 5 · 10−4, 10−2, e 1,5 respectivamente.
A largura da distribuição uniforme foi escolhida igual a unidade (β=1), por simplicidade.
A linha vermelha para o primeiro gráfico corresponde a um decaimento exponencial do tipo

∼ exp
(
− 2√

〈 j〉 j
)

.

Π(z) =
1

2β 2z2

∫
β

0
e−xz

(
8−16e

xz
2 +4xz+β

2z2 + x2z2 + exz(8+4β z−4xz)−2β z(2+ xz)
)

Q(x)dx+

+
1

β 2z2

∫
∞

β

4e−
1
2 (β+x)z

(
e

β z
2 −1

)2
Q(x)dx. (3.50)

No limite para de altas correntes 〈 j〉� β apenas o primeiro termo possui alguma contribuição
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Figura 3.11: Iteração final para a fração de canais usados, foi obtido um comportamento
monótono para o parâmetro de ordem com o tempo em torno de 250 iterações partindo de
uma distribuição inicial uniforme. Usamos β = 1 por simplicidade na implementação.

significativa, e a fração de canais vazios será nula. Desenvolvendo a equação 3.50 neste limite

Π(z) = 4

(
e

β z
2 −1

)2
e−

β z
2

β 2z2

∫
∞

0
e−

xz
2 Q(x)dx

Π(z) =
4

β 2z2 e−
β z
2

[
2e

β z
4 sinh

(
β z
4

)]2

K
( z

2

)
Π(z) =

[
4

β z
sinh

(
β z
4

)]2

K
( z

2

)
⇒Π(z) =

[
4

β z
sinh

(
β z
4

)
Π

( z
2

)]2

. (3.51)

Podemos iterar esta equação n vezes e obteremos:

Π
(n)(z) = Π

(0)
( z

2n

)2n n

∏
k=1

[
2k+1

β z
sinh

(
β z

2k+1

)]2k

. (3.52)

Para um número muito grande de iterações (n→ ∞) a seguinte identidade pode ser usada

Π
(0)
( z

2n

)2n

=
(

Π
(0)(0)+Π

′(0)(0)
z

2n

)2n

= e−〈 j〉z, (3.53)
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tal que Π′(0) =−〈 j〉 e Π(0) = 1−B = 1.

Esta transformada de Laplace não possui pólos, já que quando z = 0, verifica-se que

lim
z→0

2k+1

β z
sinh

(
β z

2k+1

)
= 1.

Podemos proceder com a transformação inversa escolhendo uma linha de integração na variável

z, convenientemente escolhemos a reta em Re(z) = 0:

P( j;〈 j〉 ,β ) =
1

2πi

∫ +i∞

−i∞
dze−(〈 j〉− j)z

∞

∏
k=1

[
2k+1

β z
sinh

(
β z

2k+1

)]2k

, z ∈ℜ

=
1

2π

∫ +∞

−∞

dze−(〈 j〉− j)iz
∞

∏
k=1

[
2k+1

β iz
sinh

(
β iz

2k+1

)]2k

, i2
k
= 1

=
1

2π

∫
∞

0
dz
(

e(〈 j〉− j)iz + e−(〈 j〉− j)iz
) ∞

∏
k=1

[
2k+1

β z
sin
(

β z
2k+1

)]2k

=
1

πβ

∫
∞

0
dzcos

(
(〈 j〉− j)

z
β

)
∞

∏
k=1

[
2k+1

z
sin
( z

2k+1

)]2k

. (3.54)

Podemos esperar uma convergência da expressão, dado que os últimos elementos do produtório

se aproximam da unidade e a função no argumento deste decai para seu valor nulo ao fim do

intervalo de integração. A figura 3.12 mostra o comportamento dessa função para seis iterações.

É possı́vel verificar que esta solução não configura uma dependência com a corrente média para

as flutuações. Podemos obter o resultado da variância σ2 independente do primeiro momento

ao calcularmos a segundo momento da distribuição 3.54:

〈
j2〉= lim

z→0
Π
′′(z) = Aβ

2 + 〈 j〉2⇒ σ
2 = Aβ

2 (3.55)

onde a constante A = 1/12 é obtida semi-analiticamente por meio de extrapolação do valor das

derivadas calculadas com o multiplicatório truncado até o valor 7. Afigura 3.13 mostra o valor

da segunda derivada de Pi(z) tomado no limite z→ 0 (equação 3.55). Tal valor limite utilizado

para a escolha da variância da gaussiana da figura 3.12.

Esse mesmo valor da constante na variância foi obtido por citeonlinefabricio para simulação

na condição de corrente média igual a maior corrente crı́tica da rede, como evidenciado na

figura 3.14.
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Figura 3.12: Solução numérica para distribuição estacionária de fluxos nos canais, eq. 3.54, no
limite de grandes fluxos, B = 0 (pontos). Parâmetros utilizados: 〈 j〉 = 104,β = 1. A fim de
comparação a curva contı́nua corresponde a uma gaussiana de variância 1/12.
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Figura 3.13: Determinação do coeficiente da variância para a distribuição estacionária para altas
correntes.

Isso mostra que o formalismo está de acordo com o teorema do limite central (REIF, 1965),

pois a corrente é uma variável que é acumulada a cada instante de tempo nos canais. Portanto

a distribuição resultante de uma variável que é a soma de variáveis aleatórias com distribuições

com primeiro e segundo momento bem definidos deve tender a uma gaussiana quando a quan-

tidade de variáveis acumuladas é muito grande. Esse limite é válido quando temos a fração
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Figura 3.14: Simulação para uma rede com custos uniformemente distribuı́do no intervalo (0,1],
〈 j〉 = 1, L = 1000 e 100 amostras. A gaussiana ajustada possui média µ = 1,01 e variância
σ2 = 1/2. Figura retirada de Forgerini (2013, página 89).

〈 j〉/β = 1, fazendo com que a probabilidade de canais não utilizados seja nula. As figuras 3.12 e

3.14 sugerem portanto:

Pσ ( j) =
1√

2πσ2
e−

( j−〈 j〉)2
2σ2 , (3.56)

onde σ é o desvio padrão, dada a equação 3.55 possui valor σ = 1/
√

12. Conclui-se de tal

análise que o único fator determinante para as flutuações em grandes correntes deve ser a largura

da distribuição σ → f (β ).

3.7 Limite para baixas correntes

Neste limite em que a largura da distribuição de fluxos crı́ticos é muito maior que a corrente

média (〈 j〉 � β ) as equações de recorrência para a transformada de Laplace – primeiro termo

da equação 3.50 – levam a uma relação pouco prática para executar alguma recorrência:

Π(z) =
K(z)

2
+

K′(z)
β

+
K′′(z)
2β 2 +4

K(0)
β 2z2 +

4K(z)
β 2z2 −

8K
( z

2

)
β 2z2 +

2K(0)
β z

− 2 K(z)
β z

+
2K′(0)

β 2z
− 2K′(z)

β 2z
.

Em contrapartida podemos usar as iterações numéricas a fim de verificar a forma assimtótica

para a distribuição estacionária. Tendo em mãos a distribuição exponencial na figura 3.10, po-
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demos obter facilmente a constante de normalização a partir das equações de recorrência:

P(0) =
β 2

2β 2 Q(0)+
2

β 2

∫
β

0
d j(β − j)Q( j)

=
1
2

Q(0)+
2
β
(1−B2)− 4

β 2 〈 j〉−
2

β 2

∫
∞

β

d j(β − j)Q( j)

= BP(0)+
2
β
(1−B2)− 4

β 2 〈 j〉

P(0) =
2
β
(1+B)− 4

β 2
〈 j〉

1−B
. (3.57)

Aqui usamos o fato que a integração sobre valores maiores ou iguais ao máximo fluxo crı́tico β

das distribuições em questão pouco contribuem para a distribuição final nesse limite. Portanto,

para 〈 j〉 → 0, o valor assimtótico de P(0) será 4, faltando constatar que o denominador 1−B

vai pra zero de forma mais lenta que a corrente média. Para isso a equação de B pode ser

desenvolvida de forma semelhante:

B = B2 +
1

2β̃ 2

∫
β̃

0
d j(β̃ − j)2Q( j)

2B2−2B+
1

β̃ 2

∫
β̃

0
d j(β̃ 2−2β̃ j+ j2)Q( j) = 0

2B2−2B+(1−B2)−2
(

2〈 j〉
β̃

)
+

〈
j2〉

Q

β̃ 2
= 0

B2−2B+1−4
〈 j〉
β̃

+

〈
j2〉

Q

β̃ 2
= 0

⇒ B = 1− 1
2

√√√√
��4−4

(
��1−4

〈 j〉
β̃

+
〈 j2〉Q

β̃ 2

)
(3.58)

sendo
〈

j2〉
Q o segundo momento da distribuição Q( j) e supondo

〈
j2〉

Q/β 2 indo a zero mais

rápido que 〈 j〉/β , obtemos:

B(〈 j〉) = 1−2

√
〈 j〉
β

, (3.59)

confirmando assim a curva com expoente 1/2 para a corrente média na figura 3.11 como expo-

ente de campo médio.

Com isso obtemos a condição para a normalização da distribuição P( j) que unido ao valor

do coeficiente de normalização obtido por meio de 3.57 e o ansatz fornecido pela iteração
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Figura 3.15: Distribuição de correntes para o limite de baixa correntes. Parâmetros utilizados:
β = 1, 〈 j〉 = 5 · 10−5, 5 · 10−6, 5 · 10−7, respectivamente. Os ajustes seguem a equação 3.60.
Figura retirada de Forgerini (2013, página 89).

numérica de (3.10), a suposição para nossa distribuição estacionária será:

P( j) = 4e−2/
√
〈 j〉/β j. (3.60)

Essa forma funcional foi observada também por ?? ao simular o limite de baixas corrente

médias, o histograma das distribuições resultantes nessas simulações, figura 3.15, concordam

bem com a expressão aqui obtida com as iterações numéricas.

Uma forma possı́vel para verificar se esta distribuição é atrator desse sistema para pequenas

correntes seria: escrever as equações de recorrência para os momentos da distribuição neste

limite; escolher a expressão 3.60 como distribuição inicial e verificar se os momentos seguintes

são mantidos. A equação 3.44 resulta numa recorrência para os momentos:

〈
j2〉

P =

〈
j2〉

Q

2
−
〈

j3〉
Q

3β
+

〈
j4〉

Q

8β 2〈
j3〉

P =

〈
j3〉

Q

2
−
〈

j4〉
Q

2β
+

3
〈

j5〉
Q

16β 2 (3.61)

...

〈 jn〉P =
〈 jn〉Q

2
− 1

β

(
n−1
n+1

)〈
jn+1〉

Q +
1

β 2

(
2n+1−2nn+2nn2−4

)
2n+1(1+n)(2+n)

〈
jn+2〉

Q ,

Para os momentos da distribuição de fluxos nos vértices em termos dos fluxos nos canais, tere-

mos:

〈 jn〉Q = 2〈 jn〉P +
n−1

∑
k=1

(
n
k

)〈
jk
〉

P

〈
jn−k

〉
P

(3.62)

Em posse dessas relações é possı́vel verificar que para a distribuição 3.60 os momentos poste-
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riores ganham apenas termos de ordem superior após cada iteração, permanecendo inalterado o

termo de menor potência na corrente média, validando assim o limite:

lim
〈 j〉→0

〈 jn〉(t +1)
〈 jn〉(t) = 1 (3.63)

3.7.1 Tempo de relaxação

Podemos verificar o tempo no qual o sistema retorna ao seu valor estacionário após uma

perturbação, que ocorre naturalmente na escolha aleatória dos canais a serem utilizados no

processo de otimização local. Procedemos com uma perturbação na fração de canais vazios,

equação 3.44:

B+δB(t +1) = B2 +2BδB(t)+(δB(t))2 +
1
2

{
1− (B(t))2−2〈 j〉+

〈
j2〉(t)} ,(3.64)

subtraindo δB(t) de ambos os lados,

B+
d(δB)

dt
= B2 +2BδB(t)+(δB(t))2−δB(t)+

+
1
2

{
1−B2−2BδB(t)− (δB(t))2−2〈 j〉+

〈
j2〉(t)}

d(δB)
dt

=

{
(1−B)2

2
−2〈 j〉

}
− (1−B)δB(t). (3.65)

Para esta equação usamos apenas termos lineares em δB e 〈 j〉, o termo entre chaves já vimos

que é nulo, dada a equação 3.59. A forma assimptótica para a perturbação no limite de tempo

contı́nuo será portanto:
d(δB)

dt
=−(1−B)δB(t) (3.66)

esta equação tem por solução um decaimento exponencial, portanto o tempo de relaxação é

dado por:

τ =
1

1−B
=

1
2
√
〈 j〉/β

(3.67)
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3.7.2 Número arbitrário de canais de entrada e saı́da

O limite para baixas correntes revela uma peculiaridade desse tipo de problema que torna-se

bastante geral com respeito à forma funcional da distribuição de canais utilizados e a corrente

média. Primeiramente podemos analisar a equação 3.37 para a fração de canais vazios neste

limite. Ao compararmos a distribuição de correntes crı́ticas pc( jc) com a distribuição de cor-

rentes nos vértices Q( j) podemos usar uma suposição bastante forte, com base nas iterações

numéricas, e tendo em vista que usamos neste problema apenas distribuições com primeiro

e segundo momento bem definidos, que a integração do produto pc( j)Q( j) possuem como

contribuição apenas os primeiros fatores da expansão de pc( j) em torno de zero. A equação

fica, então:

1−B = 2
√

p0 〈 j〉 (3.68)

onde p0 = pc(0) é o valor da distribuição de fluxos crı́ticos no ponto zero, desde que essa função

tenha as caracterı́sticas descritas anteriormente, possui uma forma de decaimento simétrico

centrada em zero, caso a distribuição de custos seja uniforme esse valor é igual à β−1.

A equação 3.68 mostra-se bastante geral independente da forma como correntes maiores

que a corrente crı́tica se dividem, e também para um número arbitrário de canais, desde que o

número de canais de entrada e saı́da sejam iguais. Essa generalização é imediata e decorre de:

B(t +1) = B(t)m +
(m−1)

m

∫
∞

0
d jPcQ(t; j) (3.69)

onde m é o número de canais de saı́da. Aqui utilizamos a regra da escolha do canal de menor

custo caso a corrente de entrada seja inferior à corrente crı́tica. No limite de pequenas correntes

recuperamos a equação 3.68 ao usarmos uma expansão também no valor de B→ 1−b, onde b
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é uma pequena fração de canais usados, visto que B(t) é muito próximo a unidade neste limite:

B = Bm +
m−1

m
[1−Bm−2mp0 〈 j〉]

=
1
m

Bm +
m−1

m
−2(m−1)p0 〈 j〉

1−b =
1
m
−b+

(m−1)
2

b2 +
m−1

m
−2(m−1)p0 〈 j〉+O(b3,

〈
j2〉)

⇒ b = 1−B = 2
√

p0 〈 j〉. (3.70)

Usamos apenas termos até a segunda potência em b para a expansão binomial da penúltima

linha da equação 3.70.

3.7.3 Correlação entre dois pontos

As flutuações no números de canais utilizados ao longo do escoamento dos fluxos podem ser

determinadas a partir dos processos onde ocorrem alteração no número de sı́tios. Neste modelo

podemos enumerar os processos de coalescência, o qual um sı́tio é reduzido, e ramificação, em

que um filete de corrente gera dois ramos.

Para o processos de coalescência podemos verificar a probabilidade de ocorrência do pro-

cesso de aglutinação de correntes Pmerge( j′+ j′′ > jc), ou seja, a coalescência ocorrerá quando

a soma de duas correntes de entrada j′ e j′′ for maior que a corrente crı́tica definida nos canais.

Sem perda de generalidade usaremos uma distribuição exponencial de correntes crı́ticas com

parâmetro de escala γ = 1, o que leva à:

Pmerge( j′+ j′′ 6 jc) =
∫

∞

0
d jce− jc

∫ jc

0
d j
∫ j

0
duP(u)P( j−u)

' 〈 j〉
(1+

√
〈 j〉)2

∼ 〈 j〉 . (3.71)

onde a convolução representa a soma das correntes de entrada distribuı́das segundo a equação 3.60

para P( j). Por simplicidade, omitimos a constante de normalização que, por sua vez, possui de-

pendência com a distribuição de correntes crı́ticas escolhida.

Usando o mesmo procedimento para a ramificação Pbran.( j > jc), se a corrente proveniente

de um único canal é alta o suficiente para se dividir em dois ramos, a fração de canais que
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participam desse processo será:

Pbran.( j > jc) =
∫

∞

0
d jce− jc

∫
∞

jc
d jAe

− α j√
〈 j〉

' 〈 j〉
1+
√
〈 j〉
∼ 〈 j〉 (3.72)

Os demais processos que ocorrem, difusão e aglutinação seguida de ramificação, podem ser

computados usando o mesmo protocolo, porém nestes não há flutuação do número de partı́culas.

Assim, o número de canais utilizados se mantém devido ao processo de difusão da corrente na

rede, que relaciona-se à integral da função estacionária de um canal P( j) nos valores de corrente

menores que as correntes crı́ticas possı́veis. No limite de pequenas correntes isso coincide

com a integral de P( j) ponderada pela distribuição de correntes crı́ticas que, como vimos na

equação 3.59, é o fator que dá origem ao termo de expoente 1/2, na fração de canais usados

1−B.

3.8 Conclusões

Estudamos um modelo de otimização de fluxos que proporciona interações entre sı́tios vizi-

nhos muito semelhantes a um modelo de reações entre partı́culas de espécie única, envolvendo

os processos de difusão na rede, coalescência de sı́tios e ramificação. Ao estudarmos a solução

exata proposta por Alimohammadi, Khorrami e Aghamohammadi (2001) para o caso de pe-

quenas taxas de criação, ou ramificação (γ → 0), observamos uma correspondência direta entre

essa taxa e a razão da corrente média pela largura da distribuição de custos definida em nosso

modelo de otimização
〈 j〉
β
→ γ

2

dados os comportamentos limites estudados nos dois modelos.

O expoente 1/2 da densidade de canais usados com a corrente média é esperado, uma vez

que utilizamos um conjunto de recorrência apenas para todos os sı́tios da rede, como um campo

médio das interações. Tal expoente é confirmado em nossas simulações. A justificativa é que

como as correntes podem ser misturadas no processo de aglutinação num vértice, ao final da
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simulação todos os sı́tios terão contribuı́do, em média, com as mesmas interações para chegar

ao estado final.

O formalismo de campo médio só permite uma solução analı́tica para o limite de altas

correntes. Neste limite ainda observamos que a distribuição de correntes nos canais se pa-

rece muito com uma gaussiana e as flutuações de corrente dependem apenas da largura da

distribuição de custos nos canais. Já para o limite de baixas correntes, a razão da corrente pela

largura da distribuição de custos governa as flutuações do número de canais usados. Temos

que na condição de uso total dos canais, apenas os custos são responsáveis pela desordem no

sistema, observada nas flutuações de corrente. Já no uso escasso dos canais, essa desordem

introduzida influencia na flutuação de correntes juntamente com a corrente média, fazendo com

que a flutuação do número de canais usados seja definida pela razão dessas últimas.

O modelo aqui desenvolvido redefine as taxas de ramificação e difusão de partı́culas de

espécie única sujeitas a esse tipo de interação entre primeiros vizinhos numa única dimensão.

Dessa forma a taxa de ramificação R será uma função dos recursos injetados na rede, repre-

sentados pela corrente média nos canais (〈 j〉) ou sı́tios (2〈 j〉), i. e. R = f (〈 j〉), e a taxa de

difusão D dada pela estrutura intrı́nseca ao meio, aqui representada pela largura da distribuição

de custos nos vértices β , logo D = f (β ). No caso de grandes fluxos todos os processos de

reação se misturam restando apenas flutuações de corrente e não de sı́tios, muito próximas a

flutuações definidas por uma distribuição normal. No problema real de tráfego, a condição de

altos fluxos é a mais usual, uma interpretação para esse modelo é que durante o fluxo normal

(sem interrupções) as flutuações do mesmo se dará pelo custo intrı́nseco a cada via, visto que a

variância na distribuição de fluxos é uma função apenas da distribuição de custos.
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4 Formação de estruturas modulares na
rede de dependência do Debian
GNU/Linux

Neste capı́tulo apresentaremos uma análise por meio do conceito de rede para o sistema

operacional de código-livre Debian GNU/Linux. Iremos verificar a relação entre os elementos

constituintes desse sistema, i. e., os programas responsáveis pelo acesso às diversas funções da

máquina que são conjuntos de algoritmos empacotados num único arquivo a fim de facilitar a

instalação dos mesmos.

Tais “pacotes” possuem relações de interdependência, o que permite a representação em

forma de grafo desse sistema. Dessa forma observamos propriedades gerais como a distribuição

de graus desse sistema, bem como os agrupamentos que emergem dessa rede e sua relação com

os agrupamentos pré-estabelecidos pela comunidade de desenvolvimento do Debian.

4.1 Rede de dependências entre pacotes Debian

Podemos olhar para a rede de dependências como sendo um agrupamento de sı́tios, defini-

dos como um conjunto de linhas de código empacotadas para, após serem compiladas, exercer

alguma funcionalidade no sistema, os chamados pacotes. Estes estão conectados por meio de

ligações direcionadas conforme a dependência de bibliotecas ou funções especı́ficas entre pa-

cotes: caso seja necessária para instalação do pacote j a instalação prévia de i, então temos uma

ligação e ji (sentido de j para i). Um exemplo é que diversos pacotes podem depender do pacote

iceweasel, navegador de páginas Web, porém não há necessidade dessa dependência ser direta,
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um ou mais pacotes intermediários podem existir no caminho, veja figura 4.11.

A rede pode ser montada por meio da leitura da saı́da do comando no shell2:

apt-cache show $(apt-cache pkgnames).

No presente trabalho usamos o arquivo que é lido por esse comando unindo os tipos main,

contrib e non-free, isto é, a rede foi formada supondo uma instalação completa do Debian

GNU/Linux 6.0, codenome squeeze. Tal arquivo pode ser encontrado num endereço de espe-

lho de repositório do Debian, a exemplo do endereço http://ftp.br.debian.org/debian/

dists/squeeze/main/binary386/Packages.bz2. O diretório main pode ser trocado por

contrib ou non-free a fim de obter os dados que designam os pacotes de acordo com a

licença que rege o direito de uso dos mesmos: main é constituı́do por pacotes licenciados con-

forme a definição de software livre para o projeto Debian, contrib por pacotes livres que trazem

dependências com códigos-fonte sem uma licença de livre uso, e non-free os pacotes de uso e

distribuição restritas.

Dada a definição acima temos analisado dados obtidos em julho de 2011, referente à versão

6.0.0, que corresponde ao primeiro lançamento da então versão estável do Debian – aos quatro

dias de maio de 2013 foi lançado a versão estável Debian 7.0 wheezy. São portanto n = 26391

vértices (pacotes) e m = 121992 ligações direcionadas (relações de dependência entre pacotes).

O que resulta uma componente gigante 3 com ng = 26147 sı́tios e mg = 121833 ligações.

Uma vez feita a leitura da rede, podemos verificar grandezas de interesse, como a conectivi-

dade, o coeficiente de agrupamento (clustering), a centralidade que depende do menor caminho

como a centralidade de entroncamento (betweenness), além de verificar a estrutura modular

dessa rede, uma detecção de agrupamentos por afinidade de funções, isto é, comunidades.

1Ao longo desse capı́tulo, utilizaremos ilustrações de grafos, para isso o software empregado é o de código-livre
escrito por Bastian, Heymann e Jacomy (2009), o Gephi.

2Terminal que oferece uma interface de entrada de dados para o usuário do sistema operacional.
3Componente gigante é o maior conjunto de sı́tios em que existe algum caminho passando por eles (DO-

ROGVTSEV, 2010, página13).
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Figura 4.1: Exemplo de uma rede de dependências a partir do pacote iceweasel, vermelho
escuro. As cores ficam mais claras conforme o grau de vizinhança aumenta do sı́tio mais escuro.

4.2 Propriedades gerais

As propriedades estruturais da rede de dependências entre pacotes Debian foram verificadas

para uma melhor classificação do tipo de rede em estudo.
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4.2.1 Distribuição de conectividade

As principais definições de grau de conexões, ou conectividade, numa rede direcionada é o

número de sı́tios primeiros vizinhos j de um vértice i que enviam uma ligação (grau de entrada)

e a quantidade de primeiros vizinhos que recebem ligação de um dado sı́tio i (grau de saı́da).

Portanto, dada a matriz adjacência A cujos elementos ai j são unitários caso exista ligação de de

j para i e nulos caso contrário, a conectividade de saı́da kout será dada por:

kout
i = ∑

j 6=i
a ji = (a1i a2i...ani)1, (4.1)

onde 1 é o vetor coluna com n componentes (11...1)T . A conectividade de entrada kin é definida

portanto,

kin
i = ∑

j 6=i
ai j = (ai1 ai2...ain)1. (4.2)

Definimos assim a distribuição de conectividade p(k) como sendo a frequência em que uma

dada conectividade de valor k ocorre na rede, e sua respectiva distribuição acumulada P(k) na

qual o grau de um sı́tio na rede não pode ser menor que k:

P(k) =
k

∑
j=0

p( j) (4.3)

A rede estudada apresenta distribuição de graus de saı́da com um comportamento em lei

de potência, p(kout) ∼ k−(α+1)
out , isto é, neste tipo de sistema existe uma pequena quantidade

de pacotes que são fundamentais para praticamente todos os pacotes finais do sistema. Em

contrapartida a conectividade de entrada segue um decaimento exponencial, p(kin)∼ e−βkin , que

fornece uma escala caracterı́stica para o número médio de pacotes que recebem dependências

de pacotes mais fundamentais dada pelo inverso do coeficiente de decaimento β ' 0,15. Um

exemplo concreto é o pacote libc6 que tem um grau de saı́da da ordem do número de pacotes

no sistema, k(libc6) ∼ 104, enquanto que para os pacotes finais, nunca recebem mais que 102

dependências. A figura 4.2 mostra tal comportamento, usando a distribuição cumulativa de

conectividade.
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A ⋅ k−α

A ⋅ exp(−β ⋅ k)
Pacotes por desenvolvedor, P(s)

Figura 4.2: Distribuição cumulativa de conectividade P(k) da rede de dependências entre pa-
cotes Debian squeeze. A linha contı́nua corresponde a lei de potência com α = 1 e a linha
tracejada ao coeficiente de decaimento β = 0,15; os erros para cada coeficiente estão estimados
em 6,8 · 10−4 e 1,4 · 10−3 respectivamente, conforme ajuste. A distribuição de tamanhos de
clusters entre pacotes de mesmo colaborador P(s) são os pontos em cruz.

Podemos observar também que a distribuição de pacotes por colaboradores se aproxima

mais da distribuição de graus de saı́da, tendo em vista a tendência do desenvolvimento ocorrer

dos pacotes mais fundamentais aos pacotes para usuários finais.

4.2.2 Menor caminho médio e centralidade de entroncamento, between-
ness

Definimos o menor caminho `i j entre dois vértices i e j como sendo o menor número de

passos entre ligações que chegam de i até j. Assim o menor caminho médio, ¯̀, é a média sobre

todos os pares (i, j) da rede os quais existe ao menos um caminho conectando os mesmos (DO-

ROGVTSEV, 2010).

A distância entre vértices da rede pode ser caracterizada tanto pelo menor caminho médio

quanto pelo diâmetro da rede `D que é a maior distância geodésica da rede, i.e., o maior dos
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menores caminhos `i j. A componente gigante da rede de dependências entre pacotes Debian

extraı́da neste trabalho possui respectivamente ¯̀= 3,6 e `D = 13.

O menor caminho – ou caminho geodésico – também é usado para medir o potencial co-

municativo de um dado sı́tio, em outras palavras, a razão do número caminhos entre dois sı́tios

i e j que passam por um dado sı́tio k, s(i,k, j), e o total de caminhos geodésicos entre os dois

primeiros sı́tios, s(i, j). Este potencial comunicativo acumulado nos sı́tios da rede define a cen-

tralidade de entroncamento, ou betweenness. Esse tipo de centralidade mostra a frequência com

que menores caminhos passam por um dado nó (FREEMAN, 1977), ou seja:

CB(k) = ∑
i, j 6=k

s(i,k, j)
s(i, j)

(4.4)

É perceptı́vel para a rede em questão que ela apresenta também a distribuição dessa centra-

lidade como uma lei de potência p(CB)∼C−(1+γ)
B , a figura 4.3 mostra bem esse comportamento

com a distribuição acumulada, com γ = 0,74.

Esse comportamento sugere uma relação de escala do tipo

CB ∼ kβ ,

i.e., ao assumirmos que a quantidade de menores caminhos possui uma relação de escala com

a conectividade do sı́tio, facilmente obtemos a relação para o expoente β (VÁZQUEZ; SA-

TORRAS; VESPIGNANI, 2002). Dado que a relação de escala permanece válida para as

distribuições acumuladas

P(CB)∼Cγ

B

e

P(k)∼ kα .

Portanto, com a relação de escala do betweenness, temos P(k)∼ kγβ ∼ kα , o que nos fornece,

β =
α

γ
. (4.5)

De fato o sistema em questão apresenta tal comportamento geral, como visto na figura 4.4.
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Figura 4.3: Distribuição cumulativa de betweenness P(CB) da rede de dependências entre paco-
tes Debian squeeze. A linha contı́nua corresponde a lei de potência com γ = 0,74. O erro para o
valor do expoente foi estimado em 5,6 ·10−4, conforme ajuste. O betweenness foi normalizado
pela quantidade de ligações na rede.

Indicando que a rede de dependência possui diferentes partes conectadas por menores caminhos

que não passam pelo vértice central (BARTHELEMY, 2003) – vértice de maior conectividade,

o pacote libc6 no sistema em questão. Para esses vértices a quantidade de menores caminhos é

da ordem do número de ligações existentes nessa região

CB(k)∼ k(k−1)∼ k2,

o que não é refletido no Debian Squeeze, β = 1,3 < 2.

4.2.3 Coeficiente de agrupamento

Uma caracterı́stica não-local dos sı́tios da rede é o coeficiente de agrupamento, uma medida

do quão conectados são os vizinhos de um sı́tio entre si. Ao contrário do menor caminho

médio ou do betweenness, associado a extensão das cadeias de sı́tios na rede, essa grandeza
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Figura 4.4: Centralidade de entrocamento acumulada nos sı́tios em função da conectividade.
A linha contı́nua apresenta a lei de potência com expoente β f it = 1,3 e erro estimado de 9,6 ·
10−3. Esse apresenta uma boa concordância coma equação 4.5 usando os expoentes obtidos nas
figuras 4.2 e 4.3, β = 1/0.74' 1,4.

esta associada aos pequenos grupos que podem ser formados ao longo dessas cadeias. Numa

rede não direcionada podemos definir o coeficiente de agrupamento de um sı́tio i por:

ci(A) =
1
2 ∑ j 6=i ∑k 6=(i, j)Ai jAikA jk

1
2ki(ki−1)

=
(A)ii

ki(ki−1)
, (4.6)

que é a razão de triângulos presentes no subgrafo formado pelo sı́tio i e seus ki vizinhos pela

quantidade de triângulos possı́veis deste subgrafo, i.e., a quantidade de agrupamentos possı́veis

entre dois vizinhos
(ki

2

)
= ki(ki−1)

2 .

Para redes direcionadas podemos definir ainda agrupamentos com base no sentido das

ligações que constituem triângulos entre o sı́tio i e seus dois vizinhos. Esses agrupamentos

são chamados de: (i) ciclo, agrupamentos que definem uma relação cı́clica entre os sı́tios do

triângulo (i→ j→ k→ i); (ii) entrada, na qual o sı́tio i recebe ligação de seus vizinhos; (iii)

saı́da, os vizinhos do sı́tio i recebem uma ligação deste cada; (iv) middleman, o sı́tio i é o ponto

médio no caminho que sai de j até k por exemplo (FAGIOLO, 2007). A figura 4.5 mostra tais
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Figura 4.5: Tipos de agrupamento em torno de um sı́tio i, de cima para baixo as duas possi-
bilidades de cada um: ciclo, entrada, saı́da e middleman. Ilustração construı́da com base no
trabalho do Fagiolo (2007).

definições explicitamente. Ou para uma rede direcionada definida pela matriz de adjacências A

temos:

ccyc
i =

(A3)ii

k←i k→i − k↔i
,

cmid
i =

(AAT A)ii

k←i k→i − k↔i
,

cin
i =

(AT A2)ii

k←i (k←i −1)
e

cout
i =

(A2AT )ii

k→i (k→i −1)
, (4.7)

onde a seta sobrescrita defini a conectividade de entrada (←), saı́da (→) e os dois tipos sobre-

postos (↔).

O coeficiente pode ser acumulado para a vizinhança de todos os sı́tios da rede e um valor
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xemacs21-mule-canna-wnn

xemacs21-bin xemacs21-nomule

xemacs21-mule

xemacs21-support

xemacs21-supportel

xemacs21

emacsen-common

install-info

Figura 4.6: Exemplo de ciclo. Os pacotes em vermelhos somente poderão ser instalados sem
levar em consideração a relação de dependências entre o ciclo.

médio é definido para toda a rede:

ctipo =
1
n

n

∑
i

ctipo
i . (4.8)

Esse valor pode ser comparado com o valor desse coeficiente caso a rede tivesse suas ligações

distribuı́das ao acaso, i. e., uma rede que está contida no ensemble dos grafos aleatórios. O

coeficiente de agrupamento no caso de uma rede aleatória, cER em homenagem ao modelo para

grafos aleatório definido em (ERDÖS; RÉNYI, 1959), coincide com a densidade da rede:

cER = ρ =
m

n(n−1)
, (4.9)

onde m e n são os números de ligações e sı́tios respectivamente.

Para a rede de pacotes Debian podemos perceber que a formação de agrupamentos do tipo

ciclo, ccyc = 4,58 · 10−5, constitui um defeito na relação de dependências, dada a impossibili-

dade de instalação de um pacote do ciclo se for exigida a instalação prévia de sua dependência.

A figura 4.6 mostra um exemplo de ciclo para a instalação dos pacotes xemacs21, xemacs21-

support e xemacs21-mule. O valor pequeno desse coeficiente mostra que esse não é um erro

muito recorrente, apenas 0,07% dos pacotes mostram esse tipo de relação de dependência.
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Os tipos de agrupamento out e middleman são os agrupamentos predominantes, cout =

0,193 e cmid = 0,148 respectivamente, sendo que agrupamentos de entrada um são pouco mais

escassos cin = 1,40 · 10−2, i.e., se um pacote depende de dois outros para sua instalação é

menos provável que estes possuam alguma relação de dependência entre si, o contrário porém

ocorre com maior frequência, se dois pacotes dependem de um outro certamente eles poderão

compartilhar alguma relação de dependência com mais facilidade. Isso mostra um viés na

construção desse sistema, pois neste é verificado uma densidade de aglomerados superior a

sua equivalente aleatória, cER = 1,78 ·10−4, podemos assim proceder com uma detecção mais

aprofundada de padrões de ligações nessa rede, que será discutido nas seções que seguem.

4.3 Estrutura de comunidades ou modularidade

As estruturas em comunidades – agrupamentos com alta densidade de ligações entre sı́tios

da mesma comunidade e baixa densidade entre sı́tios de agrupamentos distintos – podem ser

classificadas por diversas técnicas: retirada iterativa de ligações ou sı́tios que possuem grande

centralidade como a de entroncamento até que formem ilhas de grande densidade de ligações

entre si (GIRVAN; NEWMAN, 2002); construção de matriz de vizinhança reescalando a matriz

de adjacências para que tenha elementos ligados na ordem de primeiros vizinhos (ANDRADE;

PINHO; LOBÃO, 2009), dentre outros. Usaremos aqui um dos mais importantes conceitos para

essas estruturas, a modularidade, introduzida por Newman (2006), que discutiremos nas duas

próximas subseções.

4.3.1 Modularidade em redes não-direcionadas

Os agrupamentos que são formados ao longo da estrutura de uma rede complexa a princı́pio

não são conhecidos, porém é razoável a suposição da existência dos mesmos: redes sociais, por

exemplo, são compostas por grupos de pessoas que possuem alguma afinidade; também nota-

mos na rede de pacotes que o coeficiente de agrupamento é três ordens maior que a densidade

do grafo. Uma possı́vel definição para tais agrupamentos é dada pelo conceito de modulari-
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dade, i. e., conjunto de sı́tios muito conectados entre os sı́tios do mesmo módulo e com menos

conexões entre módulos diferentes.

Esse conceito foi introduzido por Newman (2006), como sendo a diferença entre a estrutura

dada – a rede a ser analisada definida pela matriz adjacência A – e sua contraparte aleatória, i.e.,

dada a distribuição de conectividade da rede, podemos calcular a probabilidade de dois sı́tios

escolhidos ao acaso (i e j) estarem conectados

p(ei j) =
kik j

2m
.

Essa contra-parte que serve de base ao modelo configuracional (DOROGOVTSEV; MENDES,

2003), permite a escrita da modularidade como sendo:

Q =
1

2m ∑
i j

{
Ai j−

kik j

2m

}
δcic j . (4.10)

Aqui o δcic j faz com que a soma ocorra apenas nas partições existentes na rede, quando dois

sı́tios possuem rótulos de partições ci e c j iguais. Essa é chamada de modularidade configu-

racional (dado o segundo termo advindo do modelo de mesmo nome) pois podemos ter uma

modularidade menos utilizada medindo a distância entre a rede em questão e sua contraparte

aleatória de acordo com uma distribuição de conectividade uniforme de média 〈k〉, i.e., (〈k〉/2m)2.

A idéia de modularidade surge naturalmente ao observarmos a estabilidade de uma ca-

minhante aleatório dentro de um conjunto de partições P existentes na rede (LAMBIOTTE;

DELVENNE; BARAHONA, 2009). A estabilidade de uma divisão de comunidades é uma

medida da autocovariância desse particionamento sob um processo de Markov, i.e., podemos

quantificar a covariância de um particionamento dentro de uma escala temporal τ por

cov(Xt ,Xt+τ) = E[XtXt+τ ]−E[Xt ]
2,

onde Xt é uma variável aleatória associada ao processo, essa variável é estacionária mas não ne-

cessariamente markoviana, e E denota o valor esperado para o particionamento. Para a divisão

de um grafo em que as conexões entre comunidades são pouco frequentes Xt e Xt+τ serão corre-

lacionadas por um longo tempo (DELVENNE; YALIRAKI; BARAHONA, 2010). Essa medida
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pode ser escrita mais explicitamente ao considerarmos uma caminhada aleatória no grafo, a

equação dinâmica para a densidade pi,n de caminhantes num num sı́tio i de um grafo ao final de

n passos é dada por:

pi,n+1 = ∑
j

Ai j

k j
p j,n, (4.11)

que possui solução estacionária dada por

p∗i =
ki

2m
,

com a conectividade ki = kin
i = kout

i , dada de forma análoga às equações 4.1 e 4.2. Dessa

forma a probabilidade de um caminhante estar num estado estacionário na comunidade C é

E[Xt ]C = ∑ j∈C k j/2m, e a probabilidade de um caminhante da comunidade C após um passo

saindo do estado estacionário é dado porE[XtXt+1]C =∑i, j∈C (Ai j/k j)(k j/2m). Logo a covariância

para uma particionamento P do grafo é dado por:

cov(Xt ,Xt+1) = ∑
C∈P

∑
i, j∈C

[
Ai j

k j

k j

2m
− ki

2m
k j

2m

]
= Q. (4.12)

Assim a modularidade dada pelo modelo configuracional surge naturalmente de uma proprie-

dade dinâmica do processo de caminhada aleatória na rede, em outras palavras as regiões onde

o caminhante ficou preso numa escala temporal de um passo (τ = 1) são as regiões definidas

pela maximização da modularidade na equação 4.10.

4.3.2 Modularidade em redes direcionadas

No caso de redes direcionadas a modularidade pode ser generalizada, porém o conceito

de modularidade por meio de propriedades dinâmicas do passeio aleatório na rede e definições

estatı́sticas não são mais coincidentes, i.e., para redes não-direcionadas a ideia de fluxo de

probabilidade e densidade entre links nas comunidades não são coincidentes. Para verificar

isso podemos ver que a densidade estacionária de caminhantes nos sı́tios da rede é dada pelo

autovetor dominante π da matriz de transferência de elementos Ai j/kout
j e a estabilidade na escala
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τ = 1 é calculada de forma análoga à equação 4.12:

cov(Xt ,Xt+1) = ∑
C∈P

∑
i, j∈C

[
Ai j

kout
j

π j−πiπ j

]
. (4.13)

A existência de um estado estacionário πi é garantida ao introduzir um teletransporte aleatório,

i. e., um processo de destruição de um caminhante num sı́tio sem saı́da seguido da criação do ca-

minhante num outro sı́tio escolhido ao acaso. Isso deixa a dinâmica novamente ergódica (DEL-

VENNE; YALIRAKI; BARAHONA, 2010).

Outra maneira de definir a modularidade em redes direcionadas foi proposta primeiramente

por Leicht e Newman (2008), de forma análoga à equação 4.10, dessa vez o termo do modelo

configuracional é dado pelo produto das conectividades de saı́da e entrada:

Q =
1
m ∑

i j

{
Ai j−

kin
i kout

j

m

}
δcic j , (4.14)

a matriz adjacência não é mais simétrica, portanto o fator 2 no denominador não faz-se ne-

cessário dado que m = ∑i, j Ai j.

A diferença entre as modularidades definidas pela equação 4.13 e pela 4.14 é que a pri-

meira favorece comunidades em que existe um grande fluxos de probabilidade da dinâmica e

a segunda favorece comunidades em que a densidade de ligações é maior entre sı́tios de um

mesmo aglomerado do que entre sı́tios de aglomerados diferentes.

Neste trabalho iremos nos ater à definição de Newman para modularidade em redes direcio-

nadas por conta das caracterı́sticas da rede Debian na qual grupos de desenvolvedores constroem

essa rede, não existindo uma motivação para uma interpretação dinâmica da mesma.

4.4 Comunidades na rede Debian

Nos projetos de software livre a idéia de comunidade surge naturalmente com a comuni-

dade de colaboradores, neste trabalho, os colaboradores do projeto Debian GNU/Linux. Tais

pessoas trabalham voluntariamente no desenvolvimento do sistema – entende-se por desenvol-

vimento tanto a criação do software quanto a manutenção do mesmo no Debian, adotando-se
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apenas pacotes já criados por terceiros – dando para cada pacote uma assinatura do grupo de

desenvolvimento ou do indivı́duo, caso este não faça parte de um time, ou tal pacote não seja

da responsabilidade do time, caso em que o densenvolvedor contribui com um determinado

time Debian mas adota pacotes fora do escopo do referido grupo. O foco deste capı́tulo é a

comparação entre a existência de comunidades dada uma organização humana definida pelos

desenvolvedores Debian e as estruturas surgidas espontaneamente nesse processo que podem ser

detectadas usando algoritmos de maximização da função de modularidade definida nas seções

anteriores.

Agrupamentos de pacotes também são previamente definidos neste sistema como as cate-

gorias as quais cada pacote é caracterizado por sua funcionalidade, e.g. Administration Uti-

lities, Databases, Perl, etc. que são categorias com pacotes responsáveis pelo gerencimento

do sistema, banco de dados e linguagem de interpretação perl respectivamente, bem como ou-

tras diversas categorias encontradas em http://packages.debian.org/stable/. Pela definição da

equação 4.14, com a matriz de adjacência A definida pela componente gigante da rede de de-

pendências, obtemos um valor de modularidade para as categorias pré-definidas de Qpré = 0,24

referentes a 51 categorias, quando colorimos os rótulos ci dos sı́tios conforme os dados da

seção de cada pacote. Ao colorir os rótulos usando as assinaturas dos times (ou colaboradores)

de desenvolvimento, por sua vez, temos um valor de modularidade muito próximo, Qdev = 0,23

referente a 2024 desenvolvedores ou times de desenvolvimento, o que nos fornece uma base de

comparação dos valores calculados no decorrer desse trabalho.

4.5 Maximização da modularidade

O cálculo inicial entre seções de pacotes pré-definidas e por desenvolvedores mostra uma

primeira dificuldade ao usar a modularidade para definir comunidades, dado que valores muito

próximos de modularidade são definidos por números muito diferentes de partições. De fato

o problema de busca pela partição que maximize a função de modularida 4.10 (ou 4.14) é
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conhecido ser um problema NP-completo 4, o que implica que nenhum algoritmo pode resolver

o problema num tempo polinomial quanto a entrada do problema, no caso de grafos o número de

conexões, a menos que tal tipo de problema tenha um tempo polinomial determinı́stico P, logo

NP = P (BRANDES et al., 2008). Este é um problema em aberto da matemática, se NP 6= P

ou NP = P. Assumindo a primeira assertiva, dado o não conhecimento de um algoritmo P para

a maximização da modularidade, o que nos resta são algoritmos “espertos” de busca por uma

solução ótima, a exemplo da busca gulosa no sentido do aumento da modularidade, usando

a direção das ligações (BLONDEL et al., 2008; BRANDES et al., 2008) ou arrefecimento

simulado (LIU; LIU, 2010) para determinar o crescimento da modularidade, ou métodos em

que é calculado um gradiente para maximização da modularidade (LEICHT; NEWMAN, 2008),

dentre outros.

4.5.1 Método espectral

Esse método para redes direcionadas foi proposto por Leicht e Newman (2008) juntamente

com a definição da equação 4.14. Consiste em divisões sucessivas da rede em duas comunida-

des, após a primeira divisão basta considerar os subgrafos resultantes como problemas isolados

de divisão em duas comunidades, tomando o cuidado de redefinir a função de modularidade

para cada subgrafo.

O problema de duas comunidades torna-se razoavelmente fácil de ser resolvido dada a

natureza da equação 4.14 em podemos proceder com a substituição δcic j → 1
2(sis j +1) em que

os rótulos de comunidades c′is são representados por variáveis binárias si = ±1 que distingue

cada agrupamento pelo seu sinal. Definindo um vetor de estado s, cujas componentes associam

os sı́tios da rede a sua respectiva comunidade reduzimos a equação 4.14 a:

Q =
1

2m

[
∑
i j

Bi jsis j +∑
i j

Bi j

]
=

1
2m

sT Bs, (4.15)

4NP é a sigla para nondeterministic polinomial time ou tempo polinomial não determinı́stico, que define pro-
blemas cuja solução pode ser encontrada e verificada em tempo polinomial por meio de algoritmos não deter-
minı́sticos, i.e., um algoritmo que pode fornecer palpites corretos para a solução a cada passo (DASGUPTA;
PAPADIMITRIOU; VAZIRANI, 2006), o termo “completo” vem do fato de que todo problema de busca do tipo
NP pode ser reduzido a um só problema.
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onde Bi j é tão chamada matriz de modularidade definida por

Bi j = Ai j−
kin

i kout
j

m
,

que tem a propriedade ∑i j Bi j = 0, e o número de sı́tios n e o número de ligações m da rede

definem os vı́nculos existentes no problema:

∑
i j

s2
i = n e ∑

i j
Ai j = ∑

i
kin

i = ∑
j

kout
j = m. (4.16)

Para facilitar a obtenção da máxima modularidade na primeira divisão podemos recupe-

rar a simetria da matriz de modularidade ao somarmos a transposta e dividirmos por dois a

equação 4.15:

Q =
1

4m
sT (BT +B

)
s. (4.17)

Usando a mesma metodologia para obtenção da solução 3.4, no problema de otimização de

fluxos, a fim de achar o extremo da função Q, um multiplicador de Lagrange λ para o vı́nculo

do número de sı́tios, equação 4.16, pode ser empregado:

Λ(s,λ ) =
1

4m ∑
i j

(
Bi j +B ji

)
sis j +λ

(
∑

i
s2

i −n

)
, (4.18)

e temos que o gradiente de Λ deve ser nulo num estado extremo de modularidade (máximos,

mı́nimos ou pontos de sela em Q), logo para uma componente sk de ∇Λ neste ponto,

∂

∂ sk
Λ(s,λ ) = ∑

i
(Bik +Bki)si +8mλ sk = 0,

que descreve toda componente de s. Esse sistema pode ser identificado como uma equação de

autovalor (
BT +B

)
v = βv, (4.19)

identificando β ≡−4mλ . Portanto precisamos obter o autovetor v referente ao maior autovalor

positivo, porém nesse tipo de problema as componentes de v são reais pertencentes ao intervalo

[0,1]. Ao fim desse processo de obtenção deste autovetor, podemos obter o vetor s equivalente,

de coordenadas sk = ±1, mais paralelo possı́vel; escolhendo sk = 1 se vk > 0 e sk = −1 se

vk < 0, caso a componente seja vk = 0 pode-se usar o critério de sorteio do valor de sk ou um
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critério “guloso” que escolha o valor de sk que tenha maior variação de modularidade.

Ao contrário do que sugere o nome do método, não é necessária a tarefa de conhecer o

espectro da matriz de modularidade para obter as divisões de comunidades, dado o gasto ex-

cessivo de uma diagonalização da matriz de modularidade. Para isso podemos usar um método

iterativo, aplicando sucessivas vezes a matriz de modularidade a um vetor inicial e dividindo-o

por sua norma esse tipo de iteração converge para o autovetor dominante:

vt+1 =
B′vt

||B′vt | |
.

Rigorosamente temos limt→∞ vt = v, com v solução da equação 4.19 para o autoutovalor de

maior módulo, mas na prática não precisamos em geral um pouco mais de alguns milhares de

iterações pra obter um resultado convergido.

Após a primeira divisão da rede podemos tratar cada módulo encontrado como outro pro-

blema, apenas generalizando a matriz de modularidade por uma nova matriz constituı́da por

aquele subagrupamento (Bi j → B(g)).i j). A variação da modularidade representada pela nova

divisão daquele subgrafo g, em face a modularidade total da rede:

∆Q(g) = Q1(g)−Q0(g) =
1

2m

[
∑

i, j∈g
(Bi j +B ji)

sis j +1
2
− ∑

i, j∈g
(Bi j +B ji)

]

=
1

4m ∑
i, j∈g

[
(Bi j +B ji)sis j− (Bi j +B ji)s2

i
]

=
1

4m ∑
i, j∈g

[
(Bi j +B ji)−δi j ∑

k∈g
(Bik +Bki)

]
sis j

=
1

4m
sT
(

B(g)T +B(g)
)

s,

agora temos que obter o autovetor dominante para a matriz

B(g)
i j = Bi j−

1
2

δi j ∑
k∈g

(Bik +Bki).

A vantagem em usar um método iterativo para encontrar o autovetor dominante pode converter-

se numa desvantagem caso o autovalor dominante seja negativo, visto que o método iterativo

escolhe o autovalor que tem a maior norma. Neste caso, um refinamento é exigido como uma
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busca gulosa fornecendo como entrada o vetor mais paralelo ao autovetor dominante. As di-

visões acabam quando não for mais possı́vel uma variação positiva da modularidade.

4.5.2 Arrefecimento simulado

A equação 4.14 é semelhante ao hamiltoniano do modelo de Potts em vidro de spin (EL-

DERFIELD; SHERRINGTON, 1983) sem campo, quando escrita na forma:

Q =
1
m ∑

i j

{
Ai j−

kin
i kout

j

m

}
δcic j =−

1
2 ∑

i j
Ji jδcic j =−H(c), (4.20)

onde identificamos a matriz de modularidade como a matriz de troca do vidro de spin, e o vetor

c = (c1,c2, ...,cn)
T é o vetor q estados, i.e, comunidades.

Podemos resolver o problema de maximização da modularidade (ou minimização da função

H =−Q) com uma dinâmica de Metropolis, que consiste na transição microscópica entre esta-

dos vizinhos com probabilidade nula de transição caso tais estados não pertençam a vizinhança

e taxa finita para transições vizinhas (TOMÉ; OLIVEIRA, 2001), asseguramos a existência de

um estado estacionário definindo a matriz estocástica entre dois estados vizinhos c e c′:

T (c′,c) =


1
q exp{−β [H(c′)−H(c)]} , se H(c′)> H(c)

1
q , se H(c′)< H(c)

, (4.21)

onde β é um parâmetro que depende do inverso da temperatura, o conceito de temperatura

num problema de maximização da modularidade implicará na regulação da liberdade dos sı́tios

mudarem seu estado de comunidade conforme o aumento ou diminuição desse parâmetro, limi-

tando as mudanças para temperatura pequenas e permitindo muitas mudanças para altas tem-

peraturas. De fato ao observarmos a definição acima temos para temperaturas infinitas, β → 0,

aceitação igual para qualquer que seja o estado de maior ou menor modularidade e para tem-

peraturas nulas, β → ∞, apenas estados de mı́nima energia são aceitos. Para verificar que tal

escolha obedece ao balanço detalhado, condição de reversibilidade microscópica do estado es-

tacionário do sistema, podemos observar dois estados vizinhos c1 e c1 tal que H(c1) < H(c2).
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Assim a matriz estocástica 4.21 nos fornece para as transições entre esses estados

T (c1,c2) =
1
q

e T (c2,c1) =
1
q

e−β [H(c2)−H(c1)]

temos que a probabilidade estacionária do sistema estar em c1 é dada por P(c1) =
1
Z e−βH(c1) e

analogamente em c2 será P(c2) =
1
Z e−βH(c2). Para a transição c′ a partir do estado c teremos

T (c2,c1)P(c1) =
1
q

e−β [H(c2)−H(c1)]
1
Z

e−βH(c1) = T (c1,c2)P(c2),

onde Z = ∑c e−βH(c) é a função de partição do sistema.

Para obtenção do valor inicial de temperatura executamos a dinâmica de Metropolis com

tempratura nula, i.e., os estados de maior e menor modularidade são igualmente permitidos,

deixando o sistema convergir por um tempo num estado de modularidade maior que zero. Neste

ponto é que o sistema poderá arrefecer com o controle de temperatura, a escolha neste trabalho

é para um decaimento em lei de potência:

β (t) = β0 · tγ ⇒ T (t) = T0t−γ , (4.22)

com T0 = Q0 dada pelo valor da modularidade após uma breve aplicação da dinâmica de Me-

tropolis a temperatura nula. A escolha do expoente de decaimento está ligada diretamente à

quantidade de estados visitados a cada passo, visto que um decaimento mais rápido limitará

rapidamente a mudança de estados desfavoráveis ao aumento da modularidade.

A vantagem no uso desse método está no cálculo da diferença de modularidade entre esta-

dos vizinhos que é feita a cada passo, dado que podemos fazer a mudança de estados de forma

sequencial com um sı́tio sendo modificado a cada passo, a escolha da taxa de transição 1/q é por

conta do sorteio de cada um dos q estados que cada sı́tio pode assumir. Seja c′i a nova comu-

nidade sorteada para o sı́tio i e ci o estado anterior deste sı́tio, o incremento da modularidade a

cada mudança pode ser calculada com auxı́lio da equação 4.15:

∆Qci→c′i
=

1
2m

[
∑

j
(Bi j +B ji)δc′ic j

− (Bi j +B ji)δcic j

]
, (4.23)

em outras palavras, somam-se todos os termos da função de modularidade do novo sı́tio na
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comunidade c′ e subtraem-se os termos que contribuı́am com esse sı́tio na comunidade antiga.

4.5.3 Algoritmo guloso

Originalmente proposto por Blondel et al. (2008) para redes não-direcionadas, esse algo-

ritmo consiste em seguir um caminho pré-estabelecido para o crescimento da modularidade.

Isso o torna muito mais rápido que um algoritmo determinı́stico como o método espectral que

possui uma etapa de cálculo do maior autovetor, e não-determinı́stico com o estado de maior

modularidade sendo visitado após longos passos de Monte Carlo. A receita proposta por Blon-

del et al. (2008) escolhe como caminho pré-estabelecido, os caminhos entre os vértices da

rede: (i) iniciando-se com cada sı́tio pertencente a sua própria comunidade é verificado uma

aglutinação dos sı́tios por meio do cálculo da variação da modularidade ao retirar o sı́tio de sua

comunidade e acrescentá-lo à comunidade de seu vizinho; (ii) após percorrer toda a rede unindo

sı́tios que contribuem positivamente para a modularidade, caso aglomerados, é criada a rede se-

guinte com os vértices sendo as comunidades e as ligações ponderadas com a frequência de

links entre comunidades distintas e as ligações entre comunidades consistem em autoconexões

(loops) desses sı́tios derivados, dessa forma o passo (i) pode ser aplicado novamente até que

nenhum incremento possa ser calculado.

A equação 4.23 é de grande valia nesse método uma vez que o incremento da modulari-

dade é calculado sı́tio a sı́tio. Neste trabalho uma alteração desse método foi usada para que

pudéssemos avaliar o crescimento da modularidade por meio da junção de times de desenvolve-

dores em novos grupos, ou indivı́duos colaboradores aglutinando-se em novos grupos ou times

existentes. Assim o estado inicial do algoritmo não é cada sı́tio definindo sua própria comuni-

dade, mas sim as comunidades estabelecidas no projeto Debian.

A heurı́stica escolhida é unir vértices na mesma comunidade que seu primeiro vizinho que

envia ligações para os mesmos, para isso ordenando as ligações de forma decrescente quanto

ao valor do peso destas. Apesar de extremamente rápido esse algoritmo não possui prova al-

guma de que o estado de maior modularidade será alcançado, mas é bastante útil para aglutinar
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grupos já existentes numa rede, pois nesse ponto não há exigência de que o estado de maior

modularidade seja alcançado.

4.6 Resultados

O método espectral nos fornece uma boa ilustração a respeito do crescimento da modula-

ridade no processo de divisão, podemos expor isso na forma de um dendrograma cujos ramos

definem o incremento da modularidade após uma divisão da mesma em outras duas, a figura 4.7

mostra o histórico da divisão.
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Figura 4.7: Dendrograma para o histórico de divisões do método espectral, o eixo ordenado cor-
responde à distância logarı́tmica até o estado de maior modularidade neste método, Qspec' 0,58
com 70 módulos. Os rótulos de cada comunidade correspondem ao pacote de maior conectivi-
dade de saı́da, ou ao tamanho da comunidade s, caso s 6 10.

Ao isolarmos uma estrutura obtida com o método espectral, e.g. r-base-core no dendro-

grama, é possı́vel verificar a existência de ramos que constituem pacotes de um mesmo time ou

desenvolvedor, como visto na figura 4.8. A versão 6.0 do Debian – primeiro lançamento – é

constituı́da por 2024 times ou colaboradores na sua componente gigante, isso resulta conforme

o método espectral em 70 comunidades detectadas, figura 4.7, os times Debian podem constituir

ramos nessas subestruturas. É possı́vel mostrar que essa última afirmação pode ser extrapolada
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Figura 4.8: Subgrafo obtido com o método espectral, contém pacotes como o compilador de
linguagem C (o gcc) e software de análise estatı́stica (o R). As cores indicam os times de
desenvolvedores contidos neste subgrafo. Na legenda constam os times ou colaborador que
responsáveis por mais pacotes dentro desse módulo.

para as principais comunidades obtidas com o método espectral por meio de uma matriz de

coincidência entre a distribuição de comunidades obtidas por meio do método espectral e a

distribuição definida pelos times de colaboradores Debian, essa matriz é montada ordenando

o ı́ndice dos módulos pela quantidade de pacotes dentro deles, de forma decrescente, e calcu-

lando a frequência de pacotes coincidentes em ralação às comunidades definidas pelos times de

colaboradores, a figura 4.9.

A figura 4.10 dá uma idéia ilustrativa do quanto a distribuição de pacotes por times de co-

laboradores não é feita por estruturas modulares, apesar de constituir subgrupos dentro dessas
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estruturas como mostrado acima. Numericamente temos para as estruturas por colaboradores

e pelo método espectral respectivamente, Qdev ' 0,23 e Qspec ' 0,58. Isso se reflete numa

coloração mais difusa entre os agrupamentos de organização humana e cores melhores distin-

guidas nas comunidades do método espectral.
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Figura 4.9: Matriz de frequências entre pacotes tanto nos módulos obtidos pelo método espec-
tral (abcissas) quanto nos agrupamentos definidos pelos times de desenvolvedores (ordenadas),
normalizadas pelo tamanho dos agrupamentos por colaboradores. Blocos mais próximos do
preto indicam agrupamentos de pacotes dos colaboradores Debian praticamente inseridos numa
única comunidade pelo método espectral.

A distribuição de tamanhos de comunidades p(s) mostra uma lei de potência para o es-

tado de máxima modularidade para o método espectral com expoente menor que dois e para

a distribuição de pacotes por colaboradores esse comportamento é mais acentuado, mostrando

um expoente γ entre 2 e 3. Estudos anteriores sugerem que o estado de máxima modularidade

é caracterizado por uma lei de potência na distribuição de tamanho das mesmas (ARENAS et

al., 2003; CLAUSET; NEWMAN; MOORE, 2004). De fato ao calcularmos melhor o estado

de máxima modularidade usando o arrefecimento simulado (simulated annealing), obtemos

Qsim ' 0,59 com 395 módulos, obtemos uma lei de potência mais acentuada. A figura 4.11

com as distribuições cumulativas de tamanhos nos sugerem para as distribuições de comunida-
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(a) (b)

Figura 4.10: Componente gigante para a rede de dependência entre pacotes Debian 6.0, n =
26149 pacotes e m = 121833 ligações direcionadas. A componente em (a) é colorida pelos
agrupamentos de pacotes por colaboradores, Qdev ' 0,23 e a mesma componente em (b) é
colorida conforme o método espectral, Qspec ' 0,58. A região em destaque é a comunidade dos
pacotes mantidos pelo time Perl e seu módulo correspondente obtido com o método espectral.

des de pacotes por colaboradores, método espectral e por arrefecimento são respectivamente:

pdev(s)∼ s−2,43, pspec(s)∼ s−1,29, psim(s)∼ s−1.58 (4.24)

Temos que para a distribuição de seções de pacotes de mesmo tipo, uma cauda exponencial é

melhor ajustada com tamanho médio igual a 461 pacotes, o que implica que distribuições em lei

de potência não são as únicas possı́veis num estado de modularidade positiva, veja figura 4.11.

Apesar do número de módulos no método espectral estar na mesma ordem do número de tipos

de pacotes, a cauda da distribuição se estende por mais valores de números de pacotes, se

afastando de uma distribuição com escala definida.

Para o processo de aglutinação de times e colaboradores Debian usando o algoritmo guloso,

foi possı́vel obter uma acréscimo de ∆Q' 0,17 na modularidade, partindo de um estado de mo-

dularidade Qdev = 0,23 com 2024 grupos ou colaboradores para um estado de Q′dev = 0,40 com
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Figura 4.11: Distribuição de tamanhos de comunidades, os valores dos expoentes são:
α ' 0,289± 0,013; β ' 0,5821± 0,0028; e γ ' 1,433± 0,014. Temos o coeficiente de
decaimento exponencial dado por s0 = 〈s〉= 461.

24 agrupamentos de pacotes obtidos pela união dos primeiros aglomerados. É possı́vel notar

que essa união ocorre de formas distintas para as duas maiores comunidades: a segunda maior

constituı́da pelo Debian Perl Team que na figura 4.10 já é possı́vel perceber que é uma comu-

nidade que possui suas relações de dependência bastante densa nos pacotes que a constituem,

dada que ela se mantém em quase toda suas totalidade ao maximizarmos a modularidade. No

processo de aglutinação dos times de colaboradores ela atrai as demais comunidades formando

o segundo maior módulo. Para o maior módulo temos como maior subgrupo o Debian Python

Modules Team que corresponde apenas a pouco menos de 6% do novo subgrafo, i.e., o maior

agrupamento não é formado em torno do maior grupo original, mas a partir de agrupamentos

periféricos. A figura 4.6 fornece uma descrição quantitativa dessa junção.
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Figura 4.12: Subgrafo correspondente aos dois maiores aglomerados de time de colaboradores.
Sı́tios de cores azuis correspondem ao segundo maior aglomerado de 213 grupos Debian com
3449 pacotes, em tons mais escuros os pacotes mantidos pelo Debian Perl Group (48,4% dos
pacotes no grafo). Sı́tios de cor vermelha e amarela constituem o maior aglomerado de 341
times responsáveis por 4606 pacotes, o Debian Python Modules Team corresponde aos sı́tios
amarelos (5,6% dos pacotes no grafo).

4.7 Conclusão

A otimização da modularidade não possui uma solução fechada nos dias atuais por cons-

tituir um problema NP-completo, porém podemos utilizar caracterı́sticas existentes nos siste-

mas reais para atingir uma modularidade mais otimizada, dentro das limitações impostas pelo

sistema. O Debian por exemplo é um sistema operacional livre em que uma comunidade de

voluntários trabalha na manutenção e desenvolvimento do mesmo, logo podemos utilizar o

conceito de modularidade para guiar os desenvolvedores independentes a agruparem-se para

que a maior quantidade de informação entre dependências de pacotes fiquem no mesmo grupo.

Outras caracterı́sticas estruturais, bem como o estudo da modularidade independentemente
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da rede de desenvolvedores, foi realizada neste trabalho. A distribuição de tamanhos de comu-

nidades apresenta uma concordância maior entre as distribuições de pacotes por tipo e pacotes

divididos pelo método espectral (curvas das distribuições mais próximas), o que indica uma

distribuição de dependências entre pacotes pertencentes a um determinado fim, porém uma

caracterı́stica do desenvolvimento fica evidente quando a distribuição pelo método de arrefe-

cimento se aproxima mais da distribuição de tamanhos por desenvolvedor, evidenciando os

indivı́duos não ligados a um grupo em especı́fico que adotam um simples pacote, introduzindo

um caráter de escolha do pacote não correlacionada aos tipos de pacotes.

As grandezas fundamentais da rede de pacotes Debian mostram um comportamento livre de

escala para a distribuição de conectividade de saı́da, isso reflete na distribuição de centralidade

de entroncamento que também segue uma lei de potência antes de um decaimento exponencial,

dessa forma pode-se inferir que pacotes fundamentais também são responsáveis pela interde-

pendência entre agrupamentos distintos. A existência de ciclos de dependência ainda é presente

na atual versão estável do Debian, porém está bem diluı́da dentro da rede, representando apenas

0,07% do total de pacotes, este corresponde a um bug que permite a instalação por meio de um

comando para ignorar as dependências, numa instalação tı́pica o usuário não irá passar por esse

problema, o que facilita a ocultação desse defeito.
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5 Conclusão

Duas abordagens foram realizadas nesse trabalho de tese. Primeiramente o estudo de um

modelo aplicado a redes regulares, usando uma aproximação de campo médio, permitindo uma

solução semi-analı́tica do modelo unidimensional estudado. A segunda abordagem uma análise

de sistema real utilizando técnica de otimização da função de modularidade para obter as estru-

turas de interesse.

Nessas duas abordagens utilizamos o conceito de otimização, ora aplicado ao nosso modelo

de fluxos por meio da noção de equilı́brio de tráfego (HELBING, 2001) ora aplicado a definição

da função de modularidade (NEWMAN, 2006), tendo em vista que os sistemas reais tendem

a obedecer alguma regra de otimização, normalmente uma função que representa a energia do

sistema, nesse trabalho é estendido para o caso de otimização de um custo diretamente ligado

ao tempo gasto entre diferentes rotas de tráfego. E no caso da análise da rede de pacotes,

esse conceito de otimização foi usado para identificar agrupamentos na estrutura, propondo um

caminho para a formação de novos agrupamentos, dados os grupos pré-estabelecidos.

O nosso modelo de tráfego apresenta uma particularidade ao coincidir no nı́vel de simples

partı́culas participando de reações ao longo de um espaço unidimensional com um modelo com

solução analı́tica por meio da técnica da evolução de espaços vazios, equação 3.14. Ao visuali-

zarmos tais reações ocorrendo por conta de fluxos otimizados numa rede com uma distribuição

de custos por ligações a taxa de criação de partı́culas passa a ser a razão entre a corrente média

pela largura da distribuição de custos. Isso fornece uma outra interpretação para os processos
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de difusão e ramificação, o primeiro terá sua taxa definida pela distribuição de custos na rede,

D ∝ β
1
2 ,

e o segundo será definido pela distribução de recursos no sistema, a corrente média

R ∝ 〈 j〉 1
2 .

Para a rede de dependências é verificada uma abordagem para auxiliar na formação de

grupos de desenvolvimento dentro de um grande projeto como o Debian GNU/Linux, visto que

podemos utilizar o conceito de modularidade para aglutinar desenvolvedores em grupos a fim de

maximizar o número de dependências entre pacotes de um mesmo grupo. O algoritmo guloso

pode ser empregado a fim de oferecer uma rápida estimativa do acréscimo na modularidade

caso haja fusões entre indivı́duos de um projeto.
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