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“Vows are spoken
To be broken
Feelings are intense
Words are trivial
Pleasures remain
So does the pain
Words are meaningless
And forgettable”

-Depeche Mode, “Enjoy the Silence”
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Abstract

In this thesis, we present a method to compute the quantum fidelity in field theory. We
introduce a replica trick to handle the square roots of operators and apply the method
to compute the fidelity for free field theories with different masses. We also show how to

apply our method in aproximations of interacting theories.






Resumo

Nesta tese, apresentamos um método para calcular a fidelidade quéantica em teoria de
campos. Apresentamos um método de réplicas para lidar com as raizes quadradas de
operadores e aplicamos o método para calcular a fidelidade para a teoria de campos livres
com massas diferentes. Também mostramos como aplicar nosso método em aproximacoes

de teorias interagentes.
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Introducao

Quando realizamos uma medida, realizamos uma comparacao entre algo que conhecemos,
e tomamos como padrao, e um objeto cujas caracteristicas queremos identificar. Dado
isso, é possivel ter uma ideia do quao importante comparacoes sao para comovemos o

mundo.

Quando pensamos na qualidade de transmissao, queremos que a mensagem recebida
seja idéntica & enviada, mas, devido diversos fatores, pode ocorrer perda de informagao
enviada. Em geral essa perda se deve basicamente a dois efeitos: perda de informacao
devido a influéncia do meio externo, e a falta de recursos para realizar a transmissao
M . Uma vez que sistemas quéanticos tem sido cada vez mais utilizados para transmi-

tir informacao, é necessario também criar ferramentas para analisar a qualidade dessa

transmissao.

Para estados quanticos puros, esta comparacao é simples: basta a projecao no espaco
dos estados entre dois sistemas. O mesmo nao ocorre para estados referentes a misturas
quanticas. E preciso definir uma nova projecio para poder compara-las.

A Fidelidade surge como uma proposta para esta comparacao, sendo utilizada para
medir o comportamento de sistemas reais em relacao as suas contrapartes, consideradas
ideais. Este tipo de medida ja vem sendo utilizadas como medida de qualidade em relacao
a perda de informagao, dada interagdo com o ambiente em experimentos quanticos [II 2],
teleportacdo quantica [3H], e criptografia [[l|.

Mas para realizar tais comparacoes, se faz necessario conhecer as matrizes densidades
destes sistemas. Estas matrizes, em geral, sao conhecidas através de repetidas realiza-
¢coes de um mesmo experimento. Em alguns casos, é possivel escrever a matriz densidade

analiticamente, como no caso de estados térmicos definidos por uma hamiltoniana micros-
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copica.

Cardy e Calabrese, em seus trabalhos [A[7] trouxeram o conceito de entropia de ema-
ranhamento para a Teoria Quantica de Campos (TQC), e abriram as portas para fisicos
teoricos se aproximarem da informacao quantica, um territério até entao pouco explo-
rado por eles. Nestes trabalhos, o uso de ferramentas ja conhecidas pelos “campistas”,
simplificam o calculo da entropia quintica em teorias com a simetria conforme [Gl7].

Posteriormente, Cardy e Calabrese calcularam a negatividade [SQII0] de um sistema
utilizando ferramentas de TQC . A negatividade é uma medida de emaranhamento de um
sistema quéantico, e é definida como N (p) = > (|\;| — ;) /2, onde \; sdo os autovalores da
transposta parcial de p, demonstrando que as ideias apresentadas nos primeiros trabalhos
poderiam ser aplicadas além do calculo da entropia de emaranhamento.

Dado isto, nao é dificil imaginarmos outras medidas nas quais podemos utilizar ferra-
mentas teodricas para simplificar a obtencao de seus valores.

Nesta tese apresentamos a fidelidade quantica como ferramenta de comparacao entre
dois sistemas descritos por misturas quanticas. ApoOs revermos conceitos referentes a
fidelidade, apresentaremos nosso método para o célculo da fidelidade utilizando o método
da réplica para lidar com as raizes quadradas que surgem na expressao da fidelidade
quantica.

Utilizaremos nosso método no calculo da fidelidade quantica em sistemas descritos por
teorias de campos livres, mas que tenham massas diferentes. Posteriormente mostramos

como este resultado pode ser aplicado em teorias interagentes.

1.1 Informacao classica e quantica

O estudo da teoria da informacgao foi iniciado por Claude Shannon em [II], onde ele
formulou os fundamentos do assunto. Neste artigo, Shannon mostra que o principal
problema em comunicagoes é reproduzir com exatidao a mensagem enviada no seu local
de recebimento, ou que, pelo menos, o mais proximo o possivel seja.

A teoria da informacgao quantica é motivada em boa parte pelo mesmo problema, e

a grande diferenca estd no fato de que tanto a mensagem em si, quanto seu método de
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reprodugao envolvem efeitos quanticos [I2]. Embora o primeiro artigo em teoria classica
da informacao tenha sido publicado em 1948, o estudo sistematico da area comegou hé
pouco mais de vinte anos, quando foram abandonados os esfor¢os de usar métodos classicos

para medir e classificar informagao em sistemas quanticos.

1.1.1 Teoria de Shannon

Shannon [IT]] apresentou dois teoremas que depois foram generalizados para a teoria quan-
tica da informacao. No primeiro teorema, é dada uma féormula capaz de determinar o
méaximo que se pode comprimir um sinal aleatério emitido por uma fonte, para que se

possa recuperar o sinal original com o maximo de fidelidade [I2].

Este teorema afirma que uma fonte X que emite n possiveis sinais com probabilidades
D1, D2, -, Pny POde ser reduzida a N = (n H(X) + o(n)) bits e ser restaurada com alta
eficiéncia, onde H(X) é a entropia de Shannon e N sera o proximo niimero inteiro de bits
apos n H(X) apos a a soma com o(n), que garante este ser um valor inteiro. A entropia

é dada por

H(X)=H({p}) = - Z pilogy (ps)- (L.1)

O segundo teorema, para situacoes em que existem limitacoes fisicas fundamentais a
transferéncia de informacao (ruido, largura de banda), estabelece a capacidade do canal
em transmitir informacao. O teorema da codificacao de canal, também chamado teorema,
fundamental da teoria da informagcao, determina que, n usos de canal de transmissao N
que apresenta ruido, podem ser transmitidos n C' — o(n) bits com maior eficiéncia, onde

C é chamada capacidade do canal e é dada por

€ = maxI (X; N(X), (1.2)

onde a maximizacao é feita sobre todas as possiveis distribuicoes de probabilidade em X
para o envio feito pelo canal, N(X) para o sinal recebido, dado o envio X. A informagao

miutua, [(X;Y), é definida por



4 1. Introducao

I(X:Y) = H(Y) — HY|X) )
= H(X)+ H(Y) — HX,Y)
onde H(X,Y') é a entropia dada pela distribui¢ao conjunta de X e Y, e H(Y|X) é chamada

entropia condicional de Y, dado X, e é dada pela expressao

H(Y|X) = ZpX:XiH(Y\X = X)). (1.4)

A informacao miatua é uma medida da quantidade de informacao que uma variavel
aleatoria contém acerca da outra. Por exemplo, no caso de duas varidveis aleatorias
independentes X e Y, de probabilidades p(z) e p(y), p(x,y) = p(x) - p(y), a informagao

miitua resultaria em 0 como seria esperado.

1.1.2 Entropia de von Neumann

Sendo argumentos termodinamicos, envolvendo o aumento da entropia associada ao traba-
lho realizado por um sistema, von Neumann foi capaz de deduzir o equivalente & entropia
de informagao para um sistema quéantico, a entropia de von Neumann [I2]. Dado um

sistema quantico descrito pela matriz densidade p, sua entropia ¢ dada por

S(p) = =Tr[p log, pl. (1.5)

Lembrando que p é uma operador positivo definido, mostra-se que —T'r[p log, p| é
uma grandeza bem definida. As demais propriedades para matrizes densidade e misturas
quanticas serao apresentadas posteriormente neste trabalho. No caso de p ser descrita
em sua base de autovetores, com autovalores )\;, ela é diagonal, assim como a matriz

(—p log, p) com autovalores (—X\; log, \;) , de forma que para este caso,

S(p) = H({Ai}), (1.6)

dado que T'r(p) = 1.
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1.2 Decoeréncia

Na mecéanica quantica, a decoeréncia quantica é a perda da coeréncia ou do ordenamento
das fases entre componentes de um sistema em uma superposicao quantica. Esta perda
nao evita que diferentes elementos na superposicao quantica da funcao de onda conjunta
ambiente e sistema interfiram entre si. E este efeito é uma das origem do colapso da
funcao de onda.

A decoeréncialI3], traz diversas implica¢oes na implementagao da informagao quantica
em computadores quanticos reais. A principal, é que sistemas quanticos reais nunca estao
completamente isolados do meio externo, mas sim imersos e interagindo continuamente
com o meio. Esta area estuda, a partir do formalismo padrao da mecanica quantica, a
formagao de correlacoes entre o sistema quantico e meio externo, e muitas vezes, o efeito
supressor que a interacao com o meio traz sobre o sistema quantico.

Sistemas podem perder informacao para o meio através das mais diversas interagoes.
Este tipo de estudo foi iniciado por Zurek em um artigo publicado em 1991 [I4] no qual ele
relaciona perda de informacao nas medidas causada por interacoes com o meio externo.
Em [I5], Zurek mostra que, ao contrario de sistemas classicos, em sistemas quanticos as
interacoes externas nao podem ser desconsideradas ao se realizar uma medida.

Em sistemas quanticos isolados, a evolucao é dada por operadores unitéarios, ou seja,
estados puros permanecem puros. Mas ao interagir com o meio externo, a pureza do
sistema, em geral, é perdida ao longo da sua evolucao temporal. Esta influéncia do
meio pode se dar na forma de acoplamento com seus graus de liberdade ou devido a

hamiltoniana de interacao do sistema quantico com o ambiente.
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Fidelidade Quantica

2.1 Introducao

Sistemas puros na mecanica quantica sao aqueles que podem ser representados através de
raio pertencente a um espaco de Hilbert, estando contida toda informacao no elemento
que chamamos estado do sistema. O primeiro postulado da mecanica quantica dita que
toda informacao de um sistema quantico esta definida, em um tempo especifico ty, por
um raio [¢(ty)) pertencente ao espaco dos estados.

Assim como vetores de um mesmo espaco vetorial, a comparacao entre dois sistemas
puros pode ser realizada através do produto escalar entre os estados correspondentes a
cada um deles. Sejam |¢) e |¢) dois estados pertencentes a um mesmo espaco de Hilbert.

Podemos, por exemplo, compara-los por meio de

(6l = / QA A) (Al) = / 1A G(A) b(A) | (2.1)

onde |A) sdo estados conhecidos do sistema, tais como posi¢do ou momento linear, e ¢(A)

e ¥(A), as projecoes dos sistemas nesses estados.

2.2 Misturas quanticas

Diferente de estados puros, que podem ser descritos na forma |¥) = " «;|t);), onde |¢;)
i

formam uma base de estados de propriedades conhecidas, misturas qudnticas representam

ensembles estatisticos para o sistema e sao descritas utilizando matrizes densidades, usu-

almente representadas por p [I7][I8]. Estes estados mistos podem ser escritos como uma

soma ponderada de matrizes densidades correspondentes a estados puros
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p= Zpi pro = Zp@- |bi) (il , (2.2)

com » p; = 1, isto representa que o sistema tem probabilidade p; de ser encontrado no
i

estado |v;).
Dado um observavel qualquer A do sistema, seu valor esperado dentro do ensemble é
dado pela soma ponderada por p; dos valores esperados de A em cada um dos estados

puros |1;). Sendo assim,

(A), = ZPi(¢i|A|@/}z‘> =Tr[pA]. (2.3)
A matriz densidade apresenta as seguintes propriedades:
1. Tr(p]=1;
2. Tr[p*] <1, sendo igual a 1 se, e somente se, p = ppuro = [1)(V];
3. (A), =Tr[pAl;
4. p é um operador hermitiano;

5. seus autovalores sao nao-negativos e representam a probabilidade de encontrar o

sistema em um dado estado;

6. satisfaz a equagao de von Neumann, ih%p = [H, p], onde H é o hamiltoniano que

descreve o sistema;

7. no caso de sistemas compostos, pertencentes ao espaco Ha ® Hp , o estado pode
ser escrito através do estado pap = pa ® pp, onde p4 e pp representam cada um

dos subsistemas e sao dados pelos tragos parciais do sistema
pa=Trg[pap], ps="Tralpas]. (2.4)

Existe uma maneira pela qual estados mistos podem ser representados através de estados
puros, a chamada Purifica¢ao de Schmidt [I9]. Suponhamos que o estado pa representa

o estado de um sistema quantico. Para este sistema ha uma representacao diagonal
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pa = Z]%szﬂ?/fz\ , (2.5)

onde os estados {|¢;)} formam uma base ortonormal para o espago H4. Podemos in-
troduzir um segundo sistema descrito pelo espago Hp, que serd uma codpia do espago de
Hilbert #4 , com uma base ortonormal {|¢;)} . Podemos definir um estado puro para o

sistema composto H 4 ® Hpg, da seguinte maneira

o) = Zm ) @ |¢7) - (2.6)

Dessa forma ao tomarmos o trago parcial no espago Hpg neste estado |1)¢) recuperamos
a matriz densidade p4 . O sistema B, que nao possui interpretacao fisica, pode ser
chamado de um sistema de referéncia, sendo apenas uma ferramenta matemaética para a
purificacao.

Podemos demonstrar facilmente a validade desta representacao,

Trplpas] =Trp[lve)(vel]
= 2_v/Dipj [¥i) (| T [|9:) (95]]
ij
= 2_v/Dip; [¥i) (03] 5 (2.7)
)
= sz|1/fz><¢z|
= PA,
de forma que o trago parcial no espaco Hp nos fornece novamente a matriz densidade
original p4.
Um caso importante é o de estados assintoticos [6][7], ou seja t — oo, onde ja ocorreu
a termalizacao do sistema, de modo que este se encontraré em equilibrio térmico a tempe-

ratura 7' com um possivel reservatorio e a matriz densidade parcial do sistema, excluindo

o reservatorio, deve ser proxima a

675[’\{5

_>
P 7

(2.8)

onde, § = 1/kpgT , Z = T'r[e_ﬁﬁS] a funcao particao, e H, é a hamiltoniana do sistema
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quantico.

2.3 Matriz densidade em teoria de campos

Para descrever a matriz densidade utilizando a teoria quantica de campos para sistemas
bosonicos que interajam com um reservatorio térmico [6][7], comegamos discretizando
o espaco, criando assim, uma colecao de sitios, rotulados pela variavel discreta =, que
determina a posicao espacial do sitio. Podemos tratar, assim, problemas com dominios
de espacos finitos, semi-infinitos ou infinitos. Mantemos o tempo como continuo.
Denotamos como {q@;} um conjunto de observaveis locais e comutantes entre si, com
autovalores {¢z} e autoestados {|¢z)}, caracterizados pela posi¢ao na rede . Os estados
produtos |[ [{¢z}) = ®z|¢z) formam uma base para o sistema com dinamica descrita pela
7
hamiltoniana H.
Por exemplo, poderiamos considerar o campo fundamental de uma teoria bosodnica
na rede ou, no caso fermionico, podemos tratar de uma das componentes do spin em

particular. Entao o estado assintético deste sistema poderé ser descrito como

e_ﬁﬁs

Z )

p— (2.9)

cujos elementos sdo dados na base {|[[{¢z})} por

p [H{asf}, H{qsf/}] = <H{¢f}|p|ﬂ{¢ff}> = %ﬂ{%}e—ﬁﬂﬂmb (2.10)

que pode ser escrita através de uma integral funcional com condicoes de configuracoes

inicial e final |[[{¢=})e |[[{¢z}) respectivamente. Temos

p|Ttos) ITtord| = 5 10610 {ot0.0) - TTHor}}

(2.11)
<o {0t 7) ~ THos} p e,

onde Sp = Sp[[[{¢z}, 0. ] [{¢z}] = fﬁﬁ dr é a agao do sistema e £ sua lagrangiana. O
7 & 0
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Figura 2.1: Funcao Particao

conjunto de deltas indica a necessidade de realizar a comparagao sitio a sitio da configu-

racao do sistema. A funcao de partigao Z[3], responsavel pela normalizacao que assegura

que Tr[p] = 1, é encontrada ao escolhermos [ [{¢z} = [[{¢z} e, também pode ser repre-
- g

x
sentada de maneira analoga

Z[B] = TrylePH]
= 10615 {6(00) - Tl{o | » (.19
X0 {¢(y; T) — H{¢f}} e 5eldl.

No caso da integral funcional, isto tem o efeito de formar um cilindro de circunferéncia
B, juntando as extremidades 7 =0 e 7 = 8 no espaco dos estados. A figura (4.1) ilustra

esta ideia.

2.4 Fidelidade e misturas quanticas

E dificil realizar uma comparacao entre sistemas que se encontram em misturas quanticas,
descritas por matrizes densidade do tipo p = > py|1)(¢]. A fidelidade é apresentada como
P

uma generaliza¢ao da projecao entre estados puros |1), para o caso de estados mistos p
[ 2a). E uma medida comparativa entre dois estados que relaciona quio proximos eles
estao no espaco dos estados quanticos. Mas embora meca a proximidade entre estados,
nao pode ser tomada como métrica deste espago, apesar de ser possivel criar tais métricas
a partir da fidelidade [2].

Como medida de decoeréncia, ela compara quanto um sistema real, interagente com
0 meio que o cerca, é semelhante ao sistema quantico que imaginamos ser o ideal. Neste

caso, a fidelidade entre dois sistemas quanticos representados pelas matrizes densidade
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Preal © Pideats F(Preats Pidear), mede a perda de informagao que o sistema real sofre ao

interagir com o meio externo em relacao ao sistema ideal, completamente isolado.

2.5 Formulacao de Jozsa-Uhlmann

Para formular a expressiao de Jozsa-Uhlmann [I], consideremos dois sistemas quanticos,
representados pelas matrizes densidades p; e po, correspondente ao espaco de Hilbert H
de dimensao n.

Sejam |®1) e |Po) um par qualquer de representagoes por meio da purificagdo de
Schmidt para p; e py, correspondente ao espaco de Hilbert estendido H ® H’. Podemos

representar |®;) da maneira

[®1) = D>V Aife) © i), (2.13)

onde, Ay, A9, ..., A\, sao os autovalores de p; correspondentes a base ortonormal de auto
vetores { |e1), ..., |en)}, e {|m1), ..., Im,)} é uma base ortonormal arbitraria para H'. Da

mesma forma para |Ds)

[®2) = D Vi l£i) @ |, (2.14)

Podemos supor, sem perda de generalidade, que |®;) e |®3) pertencem a H®H. Sendo
assim, podemos relacionar as diversas bases que temos para H por meio de transformacoes

unitarias V', Uy, e Uy
‘fz) =V |€i>7 ‘mz> =U ‘ei>7 |l2> = U, ‘ei>7 (2-15)

\/P_1|€i> = \/)\7‘|€i>> \/E|fz> :\/sz|fz> (2.16)

Para estados da forma |¢) = > _|f;) ® | f;), podemos usar a seguinte relacao para qualquer
i

operador A
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(A®I)|p) = (I ® AT)|¢). (2.17)

Este resultado pode ser obtido reescrevendo a equagdo em termos da base|f;) ® |f;)
para o espago H ® H. e utilizando o fato de que |¢) tem apenas valores nao nulos quando

9;; difere de zero. Podemos reescrever os estados |®) e |P;) na forma

|®1) = Z\/;H@i) @ [mi) =Y /o Ut le:) ® |es), (2.18)

i

(2

) = S V) @ 16) = S VRUTVYT e @ e, (2.19)

Sendo assim a probabilidade de transi¢ao entre |®,) e |5) é dada por

(@1]®2) = > (el U ory/mUs VV T |es) = Tr |\/pi/palUs VVTUET]. (2.20)

(2

Pode-se mostrar [I] que para qualquer operador A sob efeito de transformagao unitaria
U, feita a maximizacao, v = max |Tr[AU]| = Tr[|A|] . A maximacao feita sobre a taxa

de transicao das representacoes purificadas, obtemos

Fipr.p2) = mas [(@2]22) = (T [ (71 pa /)t ]) (2.21)

Esta expressao pode ser facilmente calculada para matrizes diagonais, mas héa dificul-
dade para seu calculo em varios casos mais complexos, tais como matrizes densidade nao

diagonais, infinitas, ou mesmo quando obtidas através da teoria quantica de campos.

2.6 Exemplo

Uma primeira aplicacao possivel para este resultado ¢ na comparacao entre dois sistemas
que apresentam comportamentos diferentes. Um desses sistemas descrito exclusivamente
pelo estado [1), e outro que durante o experimento pode apresentar os estados [¢)) , com

probabilidade igual a 1 , e |¢), com probabilidade também igual a 3, coms (¢|¢)) =0 .
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Podemos escrever as matrizes densidade de cada sistema, real pg e ideal p;, da forma

pr= 1) (| (2.22)

pr = Sl + 516)(9) (2.23)

A fidelidade, nos da que a proximidade entre estes estados é dada por

Fipron) = (Tr [ (Vo on vt ]) (2.24)

Como o estado inicial é puro, e sua matriz densidade também é o projetor no estado

|1), é véalida a propriedade

Py = [9) (0] = (Py))?, (2.25)

e portanto podemos facilmente calcular ,/p;, uma vez que,

Vo1 =/ By =/ (Ay)* = Py = pr. (2.26)

Logo, a fidelidade pode ser escrita na forma

2

Flor, pr) = (Tr [ (1) @lprlidw))?] ) (2.27)

que pode ser reduzida a

F(pr,pr) = Trlprpr]

(2.28)
= (Ylprl)
Substituindo nossa definicao para pr na expressao acima, obtemos
1
F(pfapR) =5 (229)

2

o que corresponde & ideia do sistema ter 50% de probabilidade de se encontrar no estado

considerado ideal.
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2.7 Propriedades da fidelidade de Jozsa-Uhlmann

A expressdo de Jozsa-Uhlmann para fidelidade, dada pela equagao [2.24], apresenta 6

propriedades principais [I]:
1. 0 < F(p1,p2) <1, 0onde F(py,p2) =1 se, e somente se p; = ps.
2. simetria de troca: F(py, p2) = F(p2,p1) -

3. caso um dos sistemas seja puro, por exemplo, p; = |€)(e|, temos: F(p1,p2) =

(elp2le) = Tr[ prpa].

4. convexidade: uma vez que p1,p2 = 0, e p; + po = 1, temos F(p, p1p1 + pap2) =

p1E(p, p1) +p2 F(p, p2).
5. F(p1,p2) = Tr[pip2].
6. multiplicidade: F(p; ® p3, p2 ® ps) = F(p1, p2) F(ps, p4)-

A primeira e segunda propriedades decorrem diretamente da definicao dada anteriormente

|>. A terceira pode ser

para fidelidade dos sistemas purificados, F'(p1, p2) = max [($1|Ps)
deduzida lembrando que para um sistema descrito por um tnico estado p; = |€) (e, temos
p1 = pi = \/p1 e substituindo em F(py, ps) = (Tr [(\/mpz \/m)% ])2

Para provar a quarta propriedade, consideremos |€1) e |uq) purificagdes para p e p;
respectivamente que pertencem ao espaco H ® H' e |e2) e |ue) purificacoes para p e po

que pertencem ao espaco H ® H”, escolhidas de forma que H' LH" e

F(p,p1) = {ealm)*,  F(p, p2) = [{ea|pi2) ", (230)

de forma que para o espaco de Hilbert H ® (H' & H"), o estado |e) = Ai|er) + Aalea) €

uma purificagio possivel para p dado que A\; e Xy satisfagam [\;]2 + [X\o|?> = 1. E o estado

1) = mlps) + melpe) € a purificagio para o estado pip; + papa, desde que |m|* = pi e

|72]? = pa. Sendo assim para um par \; e Ay arbitrario temos

F(p, pip1+p2p2) = [elm)* = [Mipalen]pn) + Aapia(ealpa)[* (2.31)
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Tomando o valor maximo através da variacao dos parametros \

F(p, pip1 + pap2) = |palen|pa)]? + |puo(ealpa) . (2.32)

Substituindo os valores conhecidos, obtemos F(p, p1p1 + pap2) = p1 F(p,p1) +
p2 F(p, p2). A quinta propriedade decorre diretamente da terceira e quarta propriedades,
se fizermos a expansao de p, como uma soma ponderada de auto estados.

A demonstracao da sexta propriedade decorre do fato de que, para quaisquer opera-
dores A e B, temos Tr[A® B] = Tr[A] - Tr[B] e \/(A® B) = VA® VB.

Sao estas propriedades que definem a fidelidade, sendo as quatro primeiras necessarias
para que a consideremos como uma projecao entre estados, e as duas finais decorrentes

apenas da expressao obtida por Jozsa-Uhlmann.

2.8 Exemplo: Decaimento exponencial

Considere um sistema de 2 niveis, [¢)) e |¢), onde a energia do estado [¢)) é superior
a correspondente a |¢). Neste experimento preparamos os estados de forma que sejam

igualmente provaveis. Neste caso podemos escrever a matriz densidade ideal como

N[

pr = Sl)WI+ 516) (6] = . (2.33)
0

N[

Mas devido a alguma interagao com o meio externo, ocorre um decaimento do estado
|1)) ao estado |¢) com constante de decaimento a. Uma maneira de representar este

sistema através da matriz densidade seria

outt) = (5 ) witel + (1= el = | 7 ey |29

2

Podemos fazer uma medida da qualidade do experimento através da fidelidade, imagi-
nando esta medida como um desvio do sistema ideal. Para tal, podemos escrever a

fidelidade como
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N

Fipr.on) = (Tr [ (Vo on v t]) (2.35)

E facil percebemos que para tempos proximos aos iniciais o sistema se mantera proximo
ao ideal e portanto, sua fidelidade se mantera proxima a 1. Mas se tivermos t — oo , 0
caso sera semelhante ao apresentado na secao 2.6l entao esperamos que a fidelidade atinja

o valor % .

Para simplificar nosso calculo, reescrevemos a matriz p; na forma

o

1
= §IQ><2, (2.36)

N[

PI1

N [

O que nos ajudara, dado o fato de que sendo I5.s a matriz densidade 2 X 2, \/Ioyo =

Iy . Utilizando a propriedade do traco Tr[kM]| = kTr[M], sendo k um escalar, obtemos

Flpr,pr) = 5 (Tr [/7m])*. (2.37)

Por ser diagonal, a matriz pg tem sua raiz quadrada facilmente obtida, logo

\J1-= %e*at 0
Pr(t) = (2.38)

1 ,—at
0 5€

substituindo esta expressao no calculo da fidelidade e obtemos

2
Florpr) =3 (\/1= 307+ yfhee)

I GaICEraD]

(2.39)

uma expressao que reproduz os resultados esperados e mostra um comportamento do tipo
decaimento para a fidelidade também. A figura (2.2) ilustra o comportamento deste caso

para o = 1[t] 7.



18 2. Fidelidade Quéntica

0.8

0.6+

0.4

=
L
e
=
[
N

I
[— FeeLR)]

Figura 2.2: Fidelidade em um caso simples de decaimento exponencial.
2.9 Outras medidas de decoeréncia

Quando falamos em medir a decoeréncia, estamos falando em medir toda a influéncia do
meio externo que possa ser tratada como “ruido” em medidas feitas no sistema, e nao
apenas perda de fase do estado quéantico.

Dado o fato de que todo comportamento de um sistema poder ser descrito por meio
de uma matriz densidade ou um conjunto das mesmas, é possivel definir medidas de
comparagao entre sistemas isolados e sistemas que sofram algum tipo de influéncia do
meio externo.

Sendo assim, podemos definir duas categorias de medida para decoeréncia: desvio do
sistema de um sistema puro; ou o desvio do sistema de um sistema descrito por um tinico
estado ou descritos por um tnico estado em particular. Para ambos casos, comparacoes
com estados dependentes ou nao do tempo.

E é através destas comparacoes que é possivel definir critérios de tolerancia para a

acao do meio externo no sistema, assim podemos definir um maximo de efeito que o meio
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externo pode exercer sem afetar demais o sistema quantico.

Entropia Quéantica

A entropia quantica [22][23][6], conhecida como entropia de von Neumann, de expressao

S*N(t) = =Tr[p(t) Wn(p(1))], (2.40)

assim como sua equivalente classica, fornece uma medida do minimo de recursos (qubits)
necessarios para a transmissao de uma informacao aleatéria, além de ser uma forma de
medir a correlacao quantica de uma parte do sistema. Ou de maneira similar poderiamos

utilizar sua expressao em primeira ordem

sV () =1 —=Tr[p*(t)] (2.41)

Ambas fornecem uma maneira de medir efeitos do meio externo sobre o sistema quan-
tico em consideracao. Apesar de nao ser um calculo comparativo entre estados, fornecem
o desvio de um estado puro que imaginamos ser o ideal. Para estados puros é facil provar
que

SN () = s (1) = 0. (2.42)

puro puro

Qualquer valor diferente j& demonstra um efeito do meio sobre o sistema. Esta abor-
dagem é 1til em situacoes onde sabemos que o sistema pouco se modifica de um estado
puro sob efeito de sua dinamica ou acao do meio externo.

Consideremos um sistema de 2 estados que deveria se manter em seu estado exci-
tado, mas que, devido & acao do meio externo, decaia ao estado fundamental, de forma
semelhante ao apresentado na se¢do (2.6). Na figura (2.9]), vemos o grafico da entropia

quantica e entropia de primeira ordem para este sistema, quando o = 1[1/¢]:

Norma-1

Dado dois sistemas quanticos, p e o, podemos definir a distancia entre seus tracos, também

chamada norma-1 [22][24], como
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06 [

s(t)

0.0 L L L

Figura 2.3: Exemplo do uso da entropia para determinar decoeréncia.

1
D(p,o) = 5llp—olh, (2.43)

onde

M|y = Tl |M]] = Tr | VMM |

¢ a norma do traco de um operador de traco nulo M. E A = /B é qualquer matriz
positiva que apresente a propriedade A - A = B. A norma-1 tem valores que variam
no intervalo [0, 1], onde D = 0 acontece para estados idénticos, e D = 1 para sistemas
ortogonais no espaco dos estados.

A norma-1 determina, na verdade, a chance de erro em diferenciar sistemas p e o no
espaco de estados através de medidas. Entao, no caso de uma medida de decoeréncia,
podemos interpretar como a chance de um sistema real ser diferete do sistema que julgamos

ser ideal.

Normas de Schatten

H4 ainda uma outra grandeza associada a normas mais gerais, chamadas normas de
Schatten [22][25], que relaciona sistemas com seus estados sem correla¢oes quanticas mais

proximos. Para um ntmero p inteiro, a norma-p para este sistema é dada por
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D, =minllp = plly, (2.44)

onde a minimizacao feita é sobre todos os estados quanticos sem correlacoes quanticas, e

1M]], = (Tr [(MTM)’%D; (2.45)

é a norma-p de Schatten. Dentre as familias de possiveis normas, se destacam a norma-1
que ocorre para p = 1, apresentada como possivel medida para decoeréncia, e p = 2,
conhecida como norma de Hilbert-Schmit ou norma-2, que mede a discérdia geométrica

Um exemplo: consideremos dois sistemas puros, descritos pelos estados |u) e |v) per-

tencentes ao espaco H , e calculemos a familia de normas entre estes dois sistemas:

Dylpuspu) = 1Al = (Tr [ (ATA)E])7 (2.46)
onde A = |u)(u| — |v)(v|. Claramente, A é um operador hermitiano, de traco nulo
e de autovalores £4/1 — |(u|v)|? e 0, com multiplicidade (dim(#) — 2). Usando estas

informacoes podemos calcular D,:

Dy(pupe) = Nl (ul = [o) (e,
= (21— [(ulo) )% )7 (247)

Mostrando que este calculo é bastante simples entre estados puros.

Dentre as medidas apresentadas, escolhemos trabalhar com a fidelidade, por apresentar
uma interpretacao mais direta, sendo esta, uma generalizacao de projecao ou taxa de
transicao entre os estados. Apesar da expressao ser dificil de ser calculada para matrizes
densidade com muitos ou infinitos graus de liberdade. Para estados térmicos, contudo,
podemos demonstrar através do nosso trabalho ser possivel realizar este calculo por meio

de técnicas de teoria de campos.
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Fidelidade em Teoria de campos

3.1 Fidelidade em TQC

Até aqui, apresentamos a fidelidade como medida de comparacao entre dois sistemas
descritos por matrizes densidade. Agora mostraremos que, apesar de terem infinitos graus
de liberdade, podemos medir a fidelidade entre dois sistemas bosonicos, que ja atingiram a
termalizacao com seu meio externo. Esta medida tera o efeito de uma projecao no espago
dos estados quanticos, medindo, dada a evolucao total do sistema, o quao os dois sistemas

sao parecidos.

Iremos nos aprofundar no caso de campos bosonicos em 2 dimensoes, como por exem-

plo, na comparagao de um sistema real, representado por [6][T]

Zr

pr(B) = (3.1)

onde Hpr é a hamiltoniana que melhor modela o sistema, incluindo todas as possiveis

interacoes, internas ou externas, com um sistema ideal

6761/\{]

Zr

pr(B) — (3.2)

que apresenta evolugao representada pela hamiltoniana H; considerada ideal ou desejada.

A comparacgao entre os dois sistemas, através da fidelidade, é dada por

=

Fipron) = (Tr [ (Vo on viDt]) (3.3)
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3.2 Extensao analitica: Método da réplica

Como enfatizado anteriormente, fora os casos em que temos matrizes densidades diagonais
ou de estados puros, o calculo de raizes de operadores é uma tarefa bastante complicada,
especialmente para misturas quanticas descritas pela TQC, onde tais operadores, sao em
geral de dimensao infinita e nao diagonais.

Calcularemos estas raizes através de uma abordagem inspirada no método das réplicas.
Este método, bastante utilizado na fisica estatistica para o célculo da energia livre de um

sistema, vem da aplicacao da representacao

" —1
Lim
n—0 n

=In 7, (3.4)

onde inicialmente consideraremos n um nimero inteiro. E muito mais simples calcular
uma poténcia inteira de uma matriz do que um logaritmo, realizando agora o calculo para
n copias do sistema original, e no final, tomamos o limite para n — 0 onde supomos a
validade da extensdo analitica da expressao (3.4).

Podemos ilustrar este tipo de método por meio de um exemplo simples: estamos

interessados em descobrir a fungao y(x) que satisfaca a equagao diferencial

dy 1
— 73 3.9
Vgt (35)
reescrevendo a equacao na forma
dy
— = Lim z" 3.6
ap ~ Lmets (3.6)

e integrando ambos os lados da equacao em relacao a x, obtemos

n+1
T+ cte. (3.7)

y(z) = Lim

nosl n
Tomando por fim o limite, obtemos o resultado y(z) = 2 23/ + cte, que satisfaz as
condigoes do problema.
Uma ideia semelhante foi aplicada por Calaberese e Cardy em [6][7], onde obtém a

entropia de emaranhamento através do limite :
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S  ==Tr[pnp
= Lim S™
n—1 (3.8)

S® =L InTr[p"],

onde S™ também é conhecida como entropia de Rényi.

Um ultimo exemplo simples, em que podemos aplicar este tipo de ideia, é encontrar a
raiz quadrada de uma matriz de rotagao em 2 dimensoes. Podemos escrever uma rotacao

em duas dimensoes em func¢ao do angulo 6 como

cosf sinf
M = , (3.9)

—sinf@ cosf

A matriz v M pode ser obtida através de

cos(nd)  sin(nh) cos (%) sin(
VM = Lim M" = Lim =

1

1 2 (3.10)
n—1 "2\ —sin(nf) cos(nd) —sin (g) o8 (

NS NI
SN—"

~—

De forma que para realizar o calculo desta fidelidade, definimos uma fidelidade gene-
ralizada F),(pr, pr), de maneira analoga para simplificar o calculo das raizes de matrizes

na expressao original. Definiremos esta funcao na forma:

Fulpr, pr) = (Tr [((p)" pr (p)™)"]) = (Tr [ 05 pr P} pF PR - PF]) (3.11)

utilizando a propriedade ciclica do traco:

Fu(pr, pr) = (TT [ ((PI)%PR)HD (3.12)

de forma que:

F(pr, pr) = %i”f(pn(/?l, pr))*. (3.13)

2
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3.3 Meétodo das réplicas

Partimos da definicao que escolhemos para fidelidade generalizada,

Fulprspr) = (Tr [ ((p1)*pr)" ) , (3.14)
reescrevemos o trago como 7r[ A ] f[D¢]<¢|A\¢)
Fulprson) = [ (Donl(@nl ((o0)*"or)" ). (3.15)

e inserimos resolugoes da identidade, do tipo I = [[Dy] |¢;) (1], de forma apropriada

Eo(pr, pr) = [1D¢o][D1]...[Dipansiynl (Dol prltn) (Ul prlibe)

(3.16)
X{(a|pr|s) . . . (Y@nt1yn|prldo)-
Identificamos os elementos (¢;|p;|¢x), como
Willin) = o [1D003 10100.0) — 61} o onty, ) — v e S (37
Z;(B)

onde S;[¢] ¢ a acao descrita pela evolugao do campo ¢; com lagrangiana H;. De forma

que a expressao (3.10) possa ser expressa como

Fulpror) = Gmmmzane® J [PAlDG1]- [DYenn] [Dén]- [Dodanian] %
x0{1(y,0) =1 }} o {1 (y, B) — <Z50}€ 1191] %
X 6 {2y, 0) — Yo} } 6 {a(y, B) — U1} e 1Pl x oo x

(3.18)
X 6 {d@n+1)(¥,0) = Vant1)} } 6 {d@nt) (¥, B) — Yan } ¥
e SRPen)] % ... x § {¢(2n+1)n(y7 0) — ¢0}} X
d {¢(2n+1)n(ya 5) - Qp(Qn—i—l)n} 675R[¢(2n+1)n} .
Podemos simplificar esta equacao usando o fato de que
/[Dw@-]a {Du(y, 0) = it} 6 {ow(y, B) — i} = 6{ow(y,B) — duly,0)}, (3.19)

de forma que chegamos & expressao final para a fidelidade generalizada
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Figura 3.4: Evolugdo dos campos, aqui mostramos as condigoes iniciais e finais dos (2n +
1)n campos

Fulpr, pr) = an iy | [Poil--[Ddentnn] x
<6 {01(y, ) = dznsnn(y, 0)} e 5111]x
X6 {¢2(y, B) — ¢1(y, 0)1} e511P2lx (3.20)
X oo X 6 { Pans1) (4, 0) = Yany (y, B)} } e~ SrlPeminlx

X - X 6 {P@nt1)n-1(Y,0) = Ganiiyn(y, 7)} } e RlP@nrval,

Podemos observar uma semelhanca com o calculo da funcao particao, os campos
®1, - -+, P2nt+1)n evoluem de forma a conectar suas condigoes iniciais e finais. A fidelidade
generalizada sera obtida ao somarmos as contribui¢oes das possiveis evolucoes destes cam-
pos. Este tipo de evolugao pode ser representada pela figura (83). As diferentes cores
indicam qual o regime de evolugao cada campo obedece, azul claro para o sistema ideal e

azul escuro para o real.

3.4 Campo equivalente

Observando a expressao obtida na secao anterior, vemos que o problema se assemelha ao
problema de um campo continuo, mas que possui hamiltoniana que descreve sua evolucao
dependente do parametro 7. Tal como na mecanica quantica, uma particula encontra em

regioes diferentes do espago potenciais diferentes e altera sua dinaAmica, mas nao deixando
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de ter uma funcao de onda continua. Aplicaremos o mesmo tipo de ideias e descreveremos

o problema do campo bosonico como um problema dependente do parametro 7.

Aproveitando da semelhanca do termo presente na fidelidade generalizada

Zn = JID1]..[Ddan+1)n] X
%6 {$1(y, B) — dnt1yn(y, 0) } e~ 191lx
X0 {2y, B) — ¢1(y,0)1} e~ 5112 x
X -+ X 0 {D@ns1yn-1(1,0) = d@nr1n(y, B)} } e~ SFeenrnal

(3.21)

com a definicdo que usamos para a funcao particao:

7z = / [Dg]o {as(y, 0) — H{asx}} 5 {cb(y, B) - H{asx}} e Pl (3.22)

faremos uso de um campo equivalente, que contera toda informacao original do nosso
’
problema. Para tal, precisamos lembrar que sob uma translacao temporal, temos as

seguintes condicoes:

y—=y =y

(3.23)
T—T =7T—a.
Neste caso, o campo se comporta da seguinte maneira
oy, 7) = ¢y, 7) = ¢y, 7 +a), (3.24)

e a acao associada, definida por

B
Sl8] = / / dy dr Loy, 7)), (3.25)

pode ser escrita na forma

sil= [ | " dydr Loy, - a)) = /] "y Loy, (3.26)

Entao, para cada campo, faremos translacoes do tipo:
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Yi = Y = Yi
(3.27)
=71 =1—[C2n+1)n—1i]|p
De forma que os campos assumem a forma:
Gi(yi, i) = Oi(vi, 7)) = Gilyi, i + [ (2n+ Dn —i] B), (3.28)
e a acao associada a cada um:
2n+1 n— H—l
-/ / dy ! Lx[6(v1.71)]. (329)
2n+1)n—i| B
Fazendo a substituicao na expressao da fidelidade generalizada, obtemos
Fn(p17 PR) = (ZR(B))"(lzl(ﬁ))2"2 f[D,l?bl] [D¢(2n+1 ][D¢1] [D¢(2n+1)n] X
%6 {9y, (20 + 1)nB) = Gay)a(y,0) | X
x5 {%W (4:8) = Sansus (4:) } X
- d idT’2n 1 n‘c '¢l2n 1)n i77-l2n 1)n
//0 Y idT(on 1) R[<+>(y<+>)1>< (3.30)

- // dyidT(’Qn-l»l)n—l LI[(b,(2n+l)n—l(yi’T(I2n+l)n—l)}
Xe B X

(2n+1)nB
_ // dy idr{ L1[¢] (yi,71)]
X.eooX e [(2n+1)n—1]8 .

Podemos ver uma semelhanga do nosso sistema de (2n + 1)n campos evoluindo no

intervalo de tempo imaginéario [0, 8] , cada campos evoluindo de forma independente, com

um tnico campo continuo equivalente ¢(y, 7) que evolui no intervalo [0, (2n 4 1)nf] com

uma hamiltoniana H dependente do parametro 7.

Se escolhermos um campo continuo ¢(y,7) da forma
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(

¢(2n+1)n(yia 7_) > 0 < T < 6
Pnt1yn-1Yi, 7 = B) B<T <28

Qz(y, 7_) = ¢(2n+1)n72<yi7 T — 26) y 26 < T < 3/8 (331)
o1(yi, T — (2n+ 1)np), (2n+1)n—-1] <7< (2n+ 1)ns

\

que evolua com a lagrangiana associada E[Qg, 7]

;

Lr, 0<7<p
Lr, f<T<(2n+1)8

LIg, T =S Lr, (2n+1)B<7T<(2n+2)8 (3.32)

Lr, 2n—1nB <7< (2n+1)ns

\

Com isto, a expressao da fidelidade pode ser escrita se escolhermos este campo equi-

valente como

_ 1 7 I
Fulpr,pr) = G f[Das]iii()%@nH)nﬁ) 3(y,0)} x -
— // dy dr L[, 7] ‘
xXe 0 .

Onde definimos a partir desta expressio, uma funcio particio equivalente Z, associada

a0 campo equivalente

//(2n+1)n5 o
Za[(2n + 1)ng) = / (D36 {qé(y, 2n + 1)nB) — d(y, 0)} e JJo wireen (3.34)

de forma que podemos expressar a fidelidade na forma
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F(pr, pr) = Lim
77/—)5

(Zr(B))"(Z1(B))*

Esta expressao compara a evolucao dos dois sistemas durante o tempo imaginario (8

( Z,[(2n 4 1)np] )2_ (3.35)

, através da relacao entre as funcoes de particao dos campos originais e de um campo

equivalente mas com intervalo para o parametro 7 de tamanho (2n + 1)nf.
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Campo bosonico em 2D

4.1 Introducao

Para ilustramos como o método pode ser utilizado, consideremos um sistema bosonico
ideal em 2D, de tamanho L e peridédico, em contato com um reservatorio térmico a tem-
peratura 7', associado a um campo escalar que possui uma massa ideal m; e evolui livre-

mente. Este sistema pode ser descrito pela lagrangiana,

Lifo(z,t)] = % (0.0)° + % (00)” + %mw : (4.1)

Queremos comparar sua evolucao com um sistema real, de massa mg, viavel experi-

mentalmente. Descrevemos este sistema através da lagrangiana

1 1 1
Lrp(z,t)] = 3 (0.0)" + 3 (D) + 57”?«2(?52 : (4.2)
Os dois sistemas sao idénticos, exceto pelos valores de massas m; e mg. E tém seu

comportamento assintotico para um tempo imaginario § = kBLT , sendo kg a constante

de Boltzmann , descrito pelas matrizes densidade

e_BHI
e_ﬁﬁR
PR = 7Zn ) (44)

de forma que podemos comparar o comportamento assintotico dos dois sistemas por meio

da fidelidade,
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Fipr.on) = (Tr [ (Vo on v t]) (45)

assim obteremos uma relacao que dita o quao diferentes os sistemas serao em funcao de

seu tamanho, temperatura e, principalmente, diferenca de massas.

4.2 Campo equivalente

Partindo da expressao para fidelidade, em termos do campo equivalente gz~5

F(pr, pr) = Lim
77/—)5

Zoen+0n8 \
<(ZR(5))"(ZI(5))2"2> ’ (4.6)

como definido anteriormente,

//(2n+1)n5 B
Zalizn + s = 103 {80, n+ v0s) b0} S T )

a lagrangiana L[¢, 7] sera escrita em termos de uma massa (7, n) dependente do tempo

imaginario 7 e do nimero de réplicas n. Assim sendo:

for =5 (0:0) + 5 (ad) + S me(rm)s” (4.9
m%, 0<7<0
m?, B<T<(2n+1)B
m?(7,n) = m, Cn+ 1)< T<(2n+2)8 (4.9)
m?, m2n+1)-1B8<7<n2n+1)8

Logo, ao tomar o limite da fidelidade generalizada:
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.
F(pr, pr) = ( Zn(0) ZI(ﬁ)) ) (4.10)

sendo este resultado ainda dependente da massa m(7, 3).

4.3 Massa equivalente

Vemos que o campo equivalente tem dinamica descrita por meio de uma massa depen-
dente do parametro 7, tal como uma massa dependente do tempo. Para calcularmos o
comportamento do sistema no caso de “meta replica”, podemos reescrever a expressao da

masSa COomao:

n—1
m?(r,n) =Y (1 —Im), (4.11)
1=0
- m, 0<7<p
m*(1) = (4.12)
m%v 6 < T < T1

onde definimos 7 = (2n+1)8 .

A fim de obtermos o valor da fidelidade, o limite n — 1/2 para o funcao m?(7,n)
serd necessario. Mas uma vez que a dependéncia em n vem como numero de termos do
somatorio, o calculo deste limite é nao trivial. Se faz necessario uma maneira de reescrever
m?(t,n) de forma que a dependéncia em n apareca analiticamente.

Por meio da transformada de Fourier e suas propriedades, encontramos uma maneira

de reescrever tal dependéncia. Inicialmente reescrevemos m?(7,n) como

2 = L w M (w,n) e
m(T,n)—méd M(w,n)e™T, (4.13)
onde:
M(w,n) =F [m*(1,n)] (w) = \/% / drm?(t,n) e ™. (4.14)

Utilizando a propriedade geral de transformada de Fourier
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FIf(r = a)l(w) = e F[f(1)](w), (4.15)

podemos reescrever M (w) como

o0 n—1 n—1 ; o0
1 efzwln )
M — [ dr (T—1(2n+1 ST — / drm*(t) e ™7,
== [ 3 B =3 S [ arnto
(4.16)
onde,
[ ~ 2 —iwT — 2 Zm%% —iwpB Zm% —iwT —iwpB
drm*(7) e =Mw)=—4== (e —1)+ (e7™m —e™P) . (4.17)
wV 2T wy 2T

Se observarmos a expressao para M (w) , vemos uma soma de termos de uma progressao
geométrica de n termos com primeiro termo M (w)/v/27 e razdo e "™ . Podemos contornar
o fato de |e=“™| = 1 adicionando um valor —e e depois tomarmos o limite de € indo a
0, por simplicidade, ndo iremos escrever para nao carregar as notacoes. Assim, a soma

destes termos é dada por:

M(w) 1 — e~twnm
\/ﬁ 1 — e~ w1 :

M(w,n) = (4.18)

E para eliminar o denominador, podemos aplicar a aproximagcao por série de Taylor:

1 2, .3 o
—1_x:1+:c+:c + +-~-=ZSC- (4.19)

Substituimos na expressao para M(w,n) :

M(w,n) = A\J/(Qﬁﬂ) e ) Z e I, (4.20)

j=0

De forma que finalmente podemos escrever a expressao para m?*(7,n) :
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m*(r,n) = 2= [7 dw <;$2§% (79 — 1) + %i (eiom — e=io8)

50 (4.21)
x (1= eem) (z )

Por fim, realizamos a integracao e novamente utilizando a propriedade de deslocamento

para transformada de Fourier, obtemos a expressao

ng io [—sign (T — B —jn)+

iz
+sign (1 — B — (n+j)n) +
+sign (1 — jm1) — sign (1 — (n+ j)11)]+

L, (4.22)
71 Z:: [—sign (1 — (14 j)m) +

+sign(t— (1 +n+j)n)+

+sign (1 — B —jn) — sign (1 — B — (n+ j)7)] .

Esta funcao é capaz de descrever as expressoes para todas as massas com valores de n

inteiros. Tomando o limite n — % desta expressao, para o intervalo 0 < 7 < 3, obtemos

(4.23)
Observamos que esta expressao respeita a simetria de troca na fidelidade, F'(pg, pr)

F(pr1, pr) e recupera o resultado para o caso mg = my

Por estarmos trabalhando com uma funcao periédica, podemos aplicar um método

similar e reescrever esta funcao por meio da série de Fourier, onde

m2(t,n) = Z C exp [z% 7‘] ,

k=—o00

(4.24)

/aneXp[ ’L%T}.

Ao fazermos um processo parecido ao anterior, obtemos uma expressio para m?(7,n)
na forma
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m2(T,n) E E ( W) [m%(exp [ (2317:51)6 (t—p—1(2n+ 1)5)] _

k=—o00 l=

—exp [in(;ﬁw (t=8—(n—1)2n+1)8—U(2n+1)8)| -
—exp [ispte (£ — 120+ 1)5)| +
exp [ipEhs (¢ = (n = 1)@+ 1)8 — 20+ 1)8)] )+
+m2(exp [ ok (= 2n+ )8 — 120+ 1)5)} -
—exp [ ks (t— (20 +1)8 — (n—1)(2n + 1)8 — (20 + 1)/3)] .

—exp |i- 2?17:51 t—ﬁ—l(?n—i—l)ﬁ)] +

texp [imihns (= B (n = )2n+ 15— U2n+1)8)])].

(4.25)

Para recuperar o resultado, temos que comparar este resultado com a serie de Fourier

para uma fun¢do do tipo sign(t — a) de periodo T,

assim, ao realizarmos o limite, encontraremos novamente

mQ(Tv _) = lev (427)

confirmando nosso resultado anterior.

4.4 Calculo da fidelidade

Uma vez obtida a funciao m? (7', %), a dificuldade do calculo reside em calcular as integrais

funcionais contidas na expressao da fidelidade

Z, ’
F(pr, pr) = ( 5[6] (5)) ’ (4.28)

onde cada funcao particao é dada por

B8
2181 = [ D015 6.0.5) ~ 6 00} [ s (4.20)
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L6 = 5 (000 + 5 (000 + 5262 = 26,00 + m?)b: + termos de super ficie.

(4.30)
Kleinert [27] mostra é realizado o céalculo de integrais funcionais de uma certa classe,
por meio de determinantes dos operadores envolvidos. Integrais funcionais que apresentam

esta forma, sao conhecidas como integrais de Fresnel, por exemplo

/ (D] eap {—% / i de'@/)(x)M(x,x’)w(x’)] | (4.31)

onde D é a dimensao do espago, e M(x,z’) é, por hipotese, ser um operador real e

simétrico. Estas integrais podem ser reescritas na forma discreta

11 / \7@7 exp [—%eDanMnmwm] . (4.32)

Podemos diagonalizar a matriz [M,,,] através de uma rotagao

Yy = ) = Ry, (4.33)

este tipo de transformacao faz da medida da integragao [Dt] um invariante

W, ..., ¥n)
ICL PR

Nesta forma diagonal, a integral (£32) pode ser calculada:

=det [R7'] =1. (4.34)

dyy, ' / / 1 -3
1;[ / i exp [—%ED;%ann] = HW = (det[-ePM])"*  (4.35)

Uma vez que determinantes sao invariantes por rotacoes, e a relacao para matrizes
det[A] = expllog det[A]] = exp|Tr[log A]] é conhecida, no limite continuo a integral

funcional sera dada por
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/[DQ/J] exp {—% /dede'w(x)M(x,x/)w(aj’) = (det[-M])"7 .
De forma que cada uma das funcoes particoes resultar em

Zy18) = [IDu] eap |—4 [ drdr’ (r)(02 + 02 +m3)o(r — "))

= <det [—(85 + 0% + mé)c?(r - r')]); ,

NI
o= N

Y

ZI[B] = f[DQ/J] eExXp [—% f dr dT’lﬁ('/’)(@i —+ 63 + m%)(g(r _ 7’/)1/1<7‘I)]
= (det [ (82 + & + mD)d(r — 1)) F

Zglp] = f[Dw] exTp [—% f dr dr' (r)(0? + 0% + m%)d(r — T/)w(rl)]
— (det [—(02 + 02 + mB)S(r — 1)) 2 .

E, portanto, a expressao para fidelidade é dada por

NI

det [—(0% + 02 + m7)] det [~ (9} + 07 + m5)]
2
(det [~z + 02+ m3)])

F(pfapR) -

4.5 Teorema de Gel’fland-Yaglom

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

Por fim, o problema do calculo da fidelidade para campos bosonicos livres reside em

obter os determinantes de operadores diferenciais. Apesar de que para o caso de massas

constantes o resultado seja conhecido, apresentaremos um método geral para se obter

estes determinantes.

Utilizaremos o resultado de Gel'fland-Yaglom que relaciona o determinante de um

operador com a solucao de uma equacao diferencial com determinadas condigoes inici-

ais [27][28][29]. A maneira mais facil de escrever este teorema é considerar o operador

hamiltoniano H = (—d?/dx? + V(x)) definido mo intervalo = € [0, L] com condigoes de

contorno de Dirichlet
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(~/da? + V(@) () = Mp(a) 3 $(0) = (L) =0 (4.41)

Em vez de calcular o conjunto completo de autovalores de H, resolveremos o problema

relacionado

(—d?/d2® + V(z))$(x) =0 5 ¢(0)=0, ¢(0) =1 , (4.42)

e teremos que o determinante

det [H] = det [(—d?/dz* + V (2))] = ¢(L). (4.43)

Por exemplo, estamos interessados na relagao entre os determinantes

_ det[(—d?/dz® + m?)]
 det](—d?/dx?)]

(4.44)

ambos definidos no intervalo x € [0, L] com condigoes de contorno de Dirichlet. Podemos
facilmente obter os autovalores para estes operadores, A\, = m?+ ("—;)2 comn=1,2,3 ...,

assim

I :Ul i) (;()T;L_ﬂ) :Hl [1 + (Z‘—j) ] = L};EZLL). (4.45)

Para obter o resultado por meio do teorema de Gel'fland-Yaglom, precisamos resolver
as equagdes diferenciais, obedecendo as condiges de iniciais ¢(0) = ®(0) = 0 e ¢(0) =
®(0) = 1, assim

(—d?/da® +m?) p(a) =0 — ¢ = T0hml)
(4.46)
(—d?/dz*)®(x) =0 — O(z)=2x

O teorema implica que a relacao entre os determinantes sera dada por

_ ¢(L) _ sinh(mL)
S T (4.47)
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Este resultado pode ser generalizado para outras condi¢oes de contorno e para milti-
plas variaveis [29]. Para um operador M = — <8§ + 02 — m%i)), onde podemos aplicar

separacao de variaveis e tem regiao limitada, utilizaremos a relacao

(g ().
onde k é designada como a constante de separacao, deg(k) é a degenerescéncia associada
ao valor k, e M é o operador apos a separacao de varidvel. Por escolha, faremos
My = 07 — (k* +m,) , operador limitado por valores de 7 € [0, 5]

Para um operador M ;) com condigoes periodicas, como no nosso caso, o determinante

deste operador é dado por

det[ M) = detays | M+ N wulf) ulf) , (4.49)

ui(B)  uy(B)

para condicoes periddicas, as matrizes sao escolhidas como M =1, N = —1, 1 é a matriz

identidade 2 x 2 | e uy(t) e us(t) sdo solugdes da equagao diferencial

M(i)ku(t) =0, (4.50)

com as seguintes condic¢oes iniciais

ur(0) =1 ; uy(0)=0

(4.51)
uy(0) =0 ; uy(0)=1.
Resolvendo a equagao (£49)), temos que
det[My] = 2 — (ui(8) + us(B)) (4.52)

e para um operador do tipo M), temos como solugoes

uy(7) = cosh (\/WT) ;ou(T) = Smh(\/\/jT) : (4.53)

com degenerescéncia deg(k) = 1.
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A expressao para a fidelidade [£.40] pode ser reescrita como

det]— (62 —(k24+m?2
F(pr,pr) = exp {%Zdeg(@ = (def[[—éaé—((wim{))}])} )
])

det[— (02— (k%2 +m
X erp [%%:deg(k) In (det{—E@%—Einm

2

)
)

ol Ny

Substituindo as solucoes para os determinantes, chegamos a :

N

sinh (Mﬁﬂ) sinh (MB/Q)

Flpr,pr) = [ (Smh ( W nED mT%)ﬁ/Q))Q , (4.55)

onde podemos refinar os valores de k, se utilizarmos o fato do sistema ser peridédico no

e

espaco, ou seja , para a parte espacial:

Opx(x) = —k*x(x)
x(z) = A cos(kzx) + B sin(kzx) (4.56)
x(z + L) = x(x) = k=
para valores | € Z. Substituindo este valor em (£353]), temos o resultado final para

fidelidade neste caso:

2

> | sinh <\/(27Tl)2 + L2m§6/2L> sinh (\/(ZWZ)Z - L2m%6/2L>

T (e e (o))

Temos por fim, uma expressao que compara o comportamento assintéotico dos dois

F(pfva) -

(4.57)

sistemas que, como esperado, dependera da temperatura, tamanho dos sistemas e princi-

palmente da diferenca de valores das massas.

4.6 Analise da fidelidade para campos bosonicos

Uma vez alcancada a expressao para a fidelidade, podemos estudar o seu comportamento

ao variarmos os parametros do sistema.
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0.3

0.6

Figura 4.5: Fidelidade para diferentes massa. Podemos notar que para massas muito
diferentes, a fidelidade ir4 a zero e é maxima para quando ambas as massas sao iguais.

A figura (4.5]) nos apresenta a fidelidade como fun¢ao da massa real do sistema. Neste
exemplo, foi utilizado um sistema com tamanho L = 10[L], 5 = 1[5], e m; = 10[my].
Como esperado, para massas iguais, o valor 1 para fidelidade é encontrado, respeitando
a propriedade da fidelidade que o valor maximo e serd igual a 1 apenas para sistemas
de mesma matriz densidade. Podemos ver ainda que, para sistemas com valores muito
diferentes de massa, a fidelidade cai a zero.

Na figura (£.6)) sao apresentadas fidelidades para diferentes valores de massa real, mas
variando o tamanho do sistema. Foram utilizados os seguintes parametros 8 = 1[3], e
my = 1[m;]. Vemos um comportamento para as curvas parecidos para diferentes valores
de massa, sempre caindo de valor ao crescer o tamanho do sistema.

Na figura (A7), observamos o comportamento para diferentes temperaturas, [ =
(1/kpT), para diferentes valores de massas reais. Utilizamos os parametros L = 10[L], e
my = 1[m;] . E, como esperado, para temperaturas muito altas, § — 0, temos os valores
maximos na comparacao. Estes serao menores quanto maior a diferenca entre as massas.

Para temperaturas baixas, § — oo, a fidelidade ira se anular, dado que os sistemas

irao aos estados fundamentais referentes a cada massa.
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Figura 4.6: Fidelidade para diferentes dimensoes de sistema. Para sistemas menores, ha
mais chances de similaridade entre os sistemas.

094

0.8+

(] T T T ] T T T 1
] 10 20 30 40 30 60 10 80

P

mR=2 —— mR=3]

[— mR=13

Figura 4.7: Fidelidade para diferentes temperaturas. Notamos que interacoes com re-
servatorios a altas temperaturas, os sistemas tendem a ser mais similares, o contrario
acontece para reservatorios a baixas temperaturas.
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Aplicacoes

Neste capitulo, apresentaremos mais alguns casos onde o resultado do capitulo anterior

pode ajudar na comparacao entre misturas quanticas.

5.1 Teorias interagentes

Podemos lidar com interacoes de forma analoga ao tratamento dado a massa equivalente,
definindo um potencial equivalente dependente do parametro 7. Um exemplo no qual
podemos estudar por esse método é potencial de sine-Gordon, consideremos dois sistemas
descritos por este tipo de potencial, mas que apresentem valores diferentes das constantes

me \

Ui(¢p) = 7;—;11 {cos [\7/”—)‘? (;5} — 1}
(5.1)

DO W

Us(¢) = 7;—2 {cos [‘7/”—)‘_22 gb} — 1}

Para valores pequenos de acoplamentos Ay e A\ em relacao as constantes m; e mso

respectivamente, podemos realizar uma expansao nestes parametros

)\2 6
Ui(¢) = —3mid® + 46" — i + ...
(5.2)
)\2 6
Us(9) = —3m3¢® + o' — G + ..

Neste tipo de exemplo, caso facamos A — 0, teremos a equagao para a particula livre
ja estudada anteriormente. Sendo assim, podemos utilizar nossos resultados anteriores
([L31) para fazer diversas comparagoes entre dois sistemas que obedecam sine-Gordon, de

valores diferentes para m no regime de acoplamento fraco.
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Tomaremos um numero k de termos para expansao. Apesar do resultado para campos
bosonicos bidimensionais livres [1.57] nao poder ser usado diretamente, desenvolveremos
uma maneira similar de lidar com o calculo da fidelidade para neste caso.

Partindo da expressao para a fidelidade generalizada em termos do campo equivalente

_ Lim Zn[(Qn + 1)np] ’
F(p1, p2) —{;% <(Zl(6))n(22(6))2n2> : (5.3)

definiremos uma lagrangiana equivalente em termos das expansoes. Seja £ definida com

base no potencial U((ﬁ, 7), dependente também do nosso tempo imaginario 7, descrito por

;

U17 0<T<B
U27 B<T<(2n+1)6

Un(0,7) =qU,, @n+1)B<7<(2n+2)8 (5.4)

Us, n2n+1)—=1]<7<n2n+1)8

\

Podemos reescrever este potencial na forma
Un(d,7) =) _ bi(r,n) ¢, (5.5)

onde cada coeficiente b;(T,n) sera expresso através dos coeficientes das expansoes para U;

e Us. Por exemplo 52(7, n), pode ser escrito como

AL 0<7<p

2 BT (2n+1)8

bo(r,n) =42 2n4+ 1)< < (2n+2)8 (5.6)
%, En+1)-1B< T <n(2n+1)8

\

Sendo bastante similar ao caso apresentado na secao L3l no qual calculamos qual seria

a massa equivalente ao tomarmos o limite n — % para a fidelidade generalizada, tomando
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a transformada de Fourier e reescrevendo a dependéncia em n de outra forma. No caso
de aplicarmos a mesma técnica da expansao de Fourier para cada um dos coeficientes

separadamente, encontraremos

(07 +02) (5.7)

¢ assim teremos

2 2
bi=—5(mi+mi)  h=30+3) h=-igmta) - Y

A dificuldade neste método estd em calcular a funcao particao generalizada

8] = / [Dy] exp [—— / dx dr (( 0,0)° + (O)? Z )] (5.9)

Z

I

pois nao é possivel aplicar o método usado na se¢ao 4.4 por nao sermos capazes de escrever
na forma de um integral de Fresnel.

Mas ilustrado no exemplo, podemos utilizar nosso método também para comparar
sistemas através de expansoes dos potenciais. Basta tratar cada coeficiente da expansao
separadamente, com a tnica restricao dele nao ser uma funcao do tempo imaginério 7,

restando apenas a dificuldade no calculo para Z% 5]

5.2 Fonte externa constante

Um caso simples de interagao que podemos estudar e aplicar nosso resultado é o de uma
interacao do sistema com uma fonte externa de particulas constante e que apresente uma,
distribuicao do tipo gaussiana.

Queremos comparar nosso sistema ideal, descrito pela funcao de particao

216 = [ Dot 50l )~ o 0 exp | -5 [ P (G007 + gme?)| . (510
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com um sistema real, que interage com o meio externo por meio de um campo &, cuja
forma conhecemos e nao possui termo cinético. Podemos escrever sua funcao de particao

na forma

Zg[B, €] = [[Do(y,7)] [[DE]6{o(y. B) — d(y,0)}x (5.11)
xexp [ [ Pr (500) + tm?¢* — g&o + 55€7)] .
Analisaremos alguns dos termos separadamente, assim podemos reescrever
_ L 2) i _ 2 _ 1 N
960 + 518 ) = 5x (€= 9BAG)" = 59"A¢". (5.12)

Uma vez que serd realizada uma integral funcional sobre todos os campos &, um desloca-
mento igual nos termos nao iré influenciar o resultado. Portanto, podemos redefinir nossa

fonte externa como

£=E—gBAY, (5.13)

de forma que a funcao particao para o sistema real pode ser escrita como

Zr(,€] = [IDEexp [=5 [ dr (55€%)] [[Do(y,7)] 6{6(y, B) — ¥y, 0)}
xexp [=f [ dPr (5(00)* + 5(m* — g*A)¢?)]
= A [[D¢(y, )] 6{é(y, B) — d(y,0)}x
xexp [=f [ dPr (5(00)° + 5(m')*¢7)]

(5.14)

onde definimos A = [[DE]exp [—8 [ d*r (55%)] e (m')? = (m? — ¢g*A), assim podemos
analisar novamente este problema como o caso da fidelidade entre sistemas com massa
diferentes, e o resultado obtido no capitulo anterior podendo ser utilizado diretamente

para a comparacao entre os dois sistemas.
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Como visto neste trabalho, apresentamos uma medida de comparacao entre misturas
quanticas, chamada fidelidade, talvez a mais direta entre as utilizadas. Ela que surge
como uma generalizacao de projecao entre estados quanticos, é facilmente obtida para
comparacoes entre matrizes finitas e diagonalizaveis. Mas se mostra dificil de ser calculada
para sistemas mais complexos devido a dificuldade de se calcular raizes quadradas de
operadores, tais como sistemas infinitos ou nao diagonalizéveis.

Mostramos ser possivel fazer este calculo para estados térmicos, comuns em teorias de
campo. E desenvolvemos todo um conjunto de técnicas que facilitam este célculo, uma
vez que estas matrizes sao em geral, continuas e dificultam obter tais raizes. Por meio
de método de réplicas, conseguimos contornar este problema e obter uma expressao mais

amigéavel para a fidelidade

F(pr, pr) = Lim
n—3

(Zr(B))"(Z1(B))*

Para exemplificar o método, calculamos de maneira totalmente analitica, a fidelidade

< Zn[(2n+1)nﬁ] )2' (6.1)

entre estados térmicos de sistemas bosonicos livres bidimensionais, mas de massas dis-
tintas. Por meio de técnicas da teoria de campos, foi possivel encontrar uma expressao

analitica para a fidelidade neste caso,

1
2

P ) ﬁ sinh <\/<27rl)2 + L%@%B/QL) sinh <\/(27Tl)2 T L2m%5/2L>
PI; PR) = .
- (Sinh (\/(27rl>2 + L7 (”% + mT%‘)ﬁ/QL))

que respeita todas as propriedades esperadas para este calculo. Foi demonstrado também

, (6.2)
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como este mesmo resultado pode ser aplicado em alguns casos, por exemplo, expansoes
para teorias interagentes e o caso interagente com campos externos. Tornando este, um

resultado bastante robusto e relevante.

Este primeiro resultado, vindo de um caso simples, ainda poderia ser complementado
por trabalhos subsequentes, tais como comparagoes entre sistemas que se encontram em
temperaturas ou tamanhos diferentes um do outro. Mostrando que mesmo o caso de

campos livre é bastante rico e pode render ainda novos trabalhos.

Imaginamos ser possivel estender os argumentos e aplicar nosso método também para
sistemas nao apenas bosonicos, sendo viaveis também aplica-los para os casos fermidnico

e super simétrico.

Pode-se ir além da fidelidade, nosso método e resultado podem ser aplicados para
o célculo do Fco de Loschmidt [30]. Esta medida esté relacionada & inversdo temporal
imperfeita de um sistema e a impossibilidade de se recuperar um estado quéantico (nao

clonagem).

Ela mede o quao similares sao o estado inicial |¢)p) de um sistema que evolui com
hamiltoniana H; durante um tempo t e o estado final, que tenta retornar ao estado inicial,
partindo do estado Ugy, (t)|t)p) mas com hamiltoniana Hy durante um tempo equivalente
a —t, sendo Hs 0 quao proxima de Hy seja possivel. O eco de Loschmidt M (t) entre duas

hamiltonianas é usualmente descrito pela expressao:

M (t) = [{ao|e™ /M e~ Hit/ o) |2 (6.3)

Este tipo de medida é importante para a implementacao de um computador quantico,

sendo também um indicador de viabilidade para o mesmo.

Sendo para a grande maioria dos casos, o Eco de Loschmidt é igual a fidelidade entre
dois estados puros que evoluem a partir de um mesmo estado inicial mas com hamiltoni-
anas diferente, H; e Hy. Nosso método poderia ser utilizado para estender o célculo do

eco de Loschmidt para misturas quanticas.

Outra vertente possivel para estudos é procurar novas medidas nas quais a técnica

de copias facilite o calculo. Nosso conjunto de técnicas facilitam bastante para outras
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medidas que também apresentem raizes da matriz densidade.

Dentre as candidatas a tais medidas, podemos citar algumas apresentadas neste tra-
balho: sao a norma-1 e, possivelmente, as normas de Schatten de forma geral, que por
meio de um método irmao ao nosso poderiam ser mais facilmente obtidas e descritas por

meio de expressoes gerais e analiticas.






55

Referéncias Bibliograficas

1]

2]

3]

[4]

[5]

(6]

JOZSA, Richard. Fidelity for Mixed Quantum States. Journal Of Mo-
dern Optics, London, v. 12, n. 41, p.2315-2323, 1994. Disponivel em:
<http://dx.doi.org/10.1080/09500349414552171>. Acesso em: 28 maio
2013.

COVER, T., and THOMAS, J., 1991, Elements of Information Theory (Wi-

ley).

HORODECKI, Michal; HORODECKI, Pawel; HORODECKI, Ryszard. Ge-
neral teleportation channel, singlet fraction and quasi-distillation. 1999. Dis-
ponivel em: <http://arxiv.org/abs/quant-ph/9807091v2>. Acesso em: 07

mar. 2015.

RAFSANJANI, Seyed Mohammad Hashemi; MIRHOSSEINI, Moham-
mad. Teleportation via classical entanglement. 2015. Disponivel em:

<http://arxiv.org/abs/1503.03807v1>. Acesso em: 20 mar. 2015.

FUCHS, Christopher A.; GRAAF, Jeroen van de. Cryptographic Distin-
guishability Measures for Quantum-Mechanical States. Ieee Trans. Inf. The-

ory, New York, Us, v. 45, n. 4, p.1216-1227, maio 1999.

CALABRESE, Pasquale; CARDY, John. Entanglement Entropy and
Quantum Field Theory. Disponivel em: <http://arxiv.org/abs/hep-
th/0405152v3>. Acesso em: 20 mar. 2015.



56

Referéncias Bibliograficas

7]

8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]
[15]

[16]

[17]

CALABRESE, Pasquale; CARDY, John. Entanglement entropy and con-
formal field theory. Disponivel em: <http://arxiv.org/abs/0905.4013v2>.

Acesso em: 20 mar. 2015.

CALABRESE, Pasquale; CARDY, John; TONNI, Erik. Finite tempera-
ture entanglement negativity in conformal field theory. Disponivel em:

<http://arxiv.org/abs/1408.3043>>. Acesso em: 20 mar. 2015.

CALABRESE, Pasquale; CARDY, John; TONNI, Erik. Entanglement ne-
gativity in extended systems: A field theoretical approach. Disponivel em:

<http://arxiv.org/abs/1210.5359>. Acesso em: 20 mar. 2015.

CALABRESE, Pasquale; CARDY, John; TONNI, Erik. Entangle-
ment negativity in quantum field theory. 2012. Disponivel em:

<http://arxiv.org/abs/1206.3092>>. Acesso em: 20 mar. 2015.

SHANNON, C. E. “A mathematical theory of communication,” The Bell

System Tech. J., vol. 27, pp. 379-423, 623656, 1948

SHOR, Peter. Quantum Information Theory: Results and Open Problems.
In: SHOR, Peter et al. Visions in Mathematics: GAFA 2000 Special volume,
Part II. Basileia: Springer, 2010. p. 816-838.

SCHLOSSHAUER, Maximilian. Decoherence, the measurement pro-
blem, and interpretations of quantum mechanics. 2005. Disponivel em:

<http://arxiv.org/abs/quant-ph/0312059v4>. Acesso em: 20 mar. 2015.
ZUREK, W. H., 1991, Phys. Today 44, 36.
ZUREK, W. H., 2003c, Phys. Rev. Lett. 90, 120404.

COHEN-TANNOUDJI, Claude; DIU Benard; LACE, Franck. Quantum
Mechanics, Vol. 1. New York:Wiley, 1991.

SAKURAI, J.; NAPOLITANO, J.. Modern Quantum Mechanics. London:
Addison-Wesley, 2010.



Referéncias Bibliograficas 57

[18] GOTTFRIED, Kurt; YAN, Tung-Mow. Quantum Mechanics: Fundamen-

tals: Graduate Texts in Contemporary Physics. New York: Springer, 2004.

[19] NIELSEN, Michael; CHUANG, Isaac. Quantum Computation and Quan-
tum Information: 10th Anniversary Edition. Cambridge:Cambridge Univer-

sity Pres, 2011.

[20] UHLMANN, A., 1976, Rep. Math. Phys ., 9, 273 .

[21] MENDONCA, Paulo E. M. F. et al. Alternative fidelity measure for quan-
tum states. 2008. Disponivel em: <http://arxiv.org/abs/0806.1150v2>.

Acesso em: 20 mar. 2015.

[22] FEDICHKIN, Leonid; FEDOROV, Arkady; PRIVMAN, Vladimir. Measu-
res of Decoherence. Proceedings Of Spie, Orando, v. 5105, n. 1, p.243-254,

abr. 2003.

[23] NEUMANN, J. von . Mathematical Foundations of Quantum Mechanics.

Princeton: University Press, 1983.

[24] Gaetana Spedalieri et al 2013 J. Phys. A: Math. Theor. 46 025304

[25] PAULA, F. M.; OLIVEIRA, Thiago. R. de; SARANDY, M. S.. Geome-
tric quantum discord through the Schatten 1-norm. 2013. Disponivel em:

<http://arxiv.org/abs/1302.7034>. Acesso em: 20 mar. 2015.

[26] CASTELLANI, Tommaso; CAVAGNA, Andrea. Spin-Glass Theory
for Pedestrians. 2005. Disponivel em:  <http://arxiv.org/abs/cond-

mat/0505032v1>. Acesso em: 20 mar. 2015.

[27] KLEINERT, Hagen. Path Integrals in Quantum Mechanics, Statis-
tics, Polymer Physics, and Financial Markets. 2009. Disponivel em:
<http://users.physik.fu-berlin.de/ ~kleinert /kleinert /?p=booklist >. Acesso

em: 20 mar. 2015.



58

Referéncias Bibliograficas

[28] GEL’FLAND, I.M.; YAGLOM, A.M.. Integration in Functional Spaces and
its Applications in Quantum Physics . Journal of Mathematical Physics 1,
48 (1960); doi: 10.1063/1.1703636

[29] DUNNE, Gerald V.. Functional Determinants in Quantum Field Theory.
2007. Disponivel em: <http://arxiv.org/abs/0711.1178v1>. Acesso em: 20

mar. 2015.
[30] GOUSSEV, Arseni et al. (2012) Loschmidt echo. Scholarpedia, 7(8):11687.

[31] RAJARAMAN;, R.. Solitons and instantons. Amsterdam: North-holland,
1989.,

[32] RAJARAMAN, R.. SOME NON-PERTURBATIVE SEMI-CLASSICAL
METHODS IN QUANTUM FIELD THEORY* (A PEDAGOGICAL RE-
VIEW). Physics Letters, Amsterdam, v. 5, n. 21, p.227-313, maio 1975.



	Introdução
	Informação clássica e quântica 
	Teoria de Shannon
	Entropia de von Neumann

	Decoerência

	Fidelidade Quântica
	Introdução
	Misturas quânticas
	Matriz densidade em teoria de campos
	Fidelidade e misturas quânticas
	Formulação de Jozsa-Uhlmann
	Exemplo
	Propriedades da fidelidade de Jozsa-Uhlmann
	Exemplo: Decaimento exponencial 
	Outras medidas de decoerência 

	Fidelidade em Teoria de campos
	Fidelidade em TQC
	Extensão analítica: Método da réplica 
	Método das réplicas
	Campo equivalente

	Campo bosônico em 2D
	Introdução
	Campo equivalente
	Massa equivalente
	Cálculo da fidelidade 
	Teorema de Gel'fland-Yaglom
	Análise da fidelidade para campos bosônicos 

	Aplicações
	Teorias interagentes
	Fonte externa constante

	Conclusões
	Referências Bibliográficas

