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Resumo

A desordem é uma característica inevitável de sistemas reais, em especial de amostras
de sólidos de dimensões nanoscópicas. Os efeitos de desordem sobre as propriedades de
equilíbrio de materiais magnéticos já foram extensamente estudados. Os estudos de pro-
priedades dinâmicas, entretanto, restringem-se aos casos cristalinos ou ao limite extremo
de poucas impurezas magnéticas isoladas. Neste trabalho investigamos os efeitos de impu-
rezas substitucionais não-magnéticas em uma monocamada magnética metálica adsorvida
a um substrato também metálico. Inicialmente, aplicamos técnicas de meio efetivo ao pro-
blema da determinação da susceptibilidade dinâmica transversa na aproximação de fases
aleatórias (RPA). Veri�camos que as previsões fornecidas pelas aproximações da matriz T
e do potencial coerente, embora compatíveis entre si, contrariam fortemente a intuição fí-
sica. Analisamos as duas principais aproximações envolvidas na aplicação das técnicas de
meio efetivo: a substituição das médias de produtos de funções de Green monoeletrônicas
pelos produtos das médias no cálculo da susceptibilidade transversa em campo médio e a
substituição da média do produto de susceptibilidades transversas pelo produto das mé-
dias na equação RPA. Concluímos que a última é a principal responsável pelos resultados
contra-intuitivos obtidos. Finalmente, investigamos alguns casos de desordem calculando
a susceptibilidade RPA no espaço real para con�gurações especí�cas com números �nitos
de impurezas substitucionais.



Abstract

Disorder is an inevitable feature of real systems, particularly in samples of nanoscopic
dimensions. The e�ect of disorder on equilibrium properties of magnetic materials has
been widely studied. Studies of dynamic properties, however, are restricted to crystal-
line samples and the extreme limit of a few isolated magnetic impurities. In this work we
investigate the e�ect of non-magnetic substitutional impurities in a magnetic metallic mo-
nolayer adsorbed to a metallic substrate. We initially applied e�ective medium techniques
to the calculation of the transverse dynamic susceptibility in the random phase approxi-
mation (RPA). We found that the predictions of the T-matrix and the coherent potential
approximations strongly contradicted physical intuition. We analyzed two main appro-
ximations involved in implementing e�ective medium approximations: the substitution
of the average of product of Green functions by products of averages, in the calculation
of the mean-�eld transverse susceptibility, and substitution of the average of the product
of transverse susceptibilities by products of averages in the RPA equation. We conclude
that the latter is the main responsible for the counterintuitive results obtained. Finally,
we investigate some cases of disordered systems by calculating the RPA susceptibility in
real space for speci�c con�gurations with �nite numbers of substitutional impurities.
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1 Introdução

1.1 Motivação

Atualmente é muito comum mencionar que os materiais magnéticos fazem parte do

cotidiano das pessoas. Eles constituem dispositivos como televisores, computadores,

smartphones e tablets, para armazenamento de dados. Não apenas o desenvolvimento

de novos dispositivos, mas também o aperfeiçoamento com aumento da capacidade de

armazenamento e processamento, além da diminuição do tamanho são os principais desa-

�os tecnológicos enfrentados e que estão intimamente ligados a uma "batalha"comercial

envolvolvendo empresas do ramo de tecnologia.

A miniaturização dos transistores desenvolvidos a partir de materiais semicondutores

é a principal responsável pelos avanços tecnológicos dos dispositivos eletrônicos, porém

espera-se que rapidamente atinja o limite atômico. Para que os avanços se perpetuem,

a spintrônica surge como forte alternativa aos materiais semicondutores que considera as

interações eletrônicas e as interações de spin (magnéticas).

A spintrônica contribui, além do armazenamento de dados, para avanços em processa-

mento de informação e transmissão de dados. Diferentemente da eletrônica, que considera

apenas a carga do elétron, a spintrônica considera os graus de liberdade de spin do elé-

tron, de forma que as opções se tornem mais estensas que na eletrônica convencional. A

spintrônica não é um substituto para a eletrônica, mas sim um complemento. Quando

uni�camos os dois conceitos, considerando carga e spin do elétron, os pesquisadores �cam

cada vez mais próximos do utópico computador quântico[1].

A spintrônica surgiu em 1988, quanto os grupos liderados por Peter Gruenberg [2] e

Albert Fert [3], estudavam como a aplicação de um campo magnético poderia afetar a

corrente elétrica em sistemas multicamadas Fe/Cr. Esse efeito, conhecido como magne-

toresistência, era fraco em ferromagnetos normais. Assim, após o estudo de Gruenberg

e Fert, o efeito da magnetoresistência foi maximizado em heteroestruturas ferromagnér-
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ticas. Essa foi a primeira vez que o grau de liberdade de spin do elétron foi explorado

como recurso para melhorar o funcionamento de um dispositivo eletrônico. Esses traba-

lhos pioneiros foram o início de uma grande busca por parte das empresas de tecnologia

em aplicá-la aos seus dispositivos, tornando-os menores e mais rápidos.

Idealmente, antes de qualquer tipo de aplicação, os fenômenos envolvidos nos processos

devem ser muito bem entendidos e estudados. Estudos de excitação de ondas de spin estão

envolvidos em todos esses processos e, principalmente, em mecanismos de bombeamento

de spin e espectroscopia de espalhamento de elétrons por perda de energia com polarização

de spins. O tempo de vida das ondas de spin é, particularmente, muito curto, tornando-se

mais uma barreira para o avanço da spintrônica.

O comportamento dinâmico de �lmes magnéticos ultra�nos é essencialmente deter-

minado pelo espectro de ondas de spin, que tem sido largamente estudados tanto teorica-

mente [4, 5, 6] como experimentalmente [7, 8, 9]. Apesar de muitos esforços no crescimento

de �lmes ultra�nos ferromagnéticos com interfaces de alta qualidade, um certo grau de

desordem parece ser inevitável em amostras reais. Além disso, quando essas películas

são produzidas para dispositivos não é prático utilizar processos de crescimento de alta

qualidade. Desse modo, é muito importante compreender o comportamento dinâmico de

�lmes ultra�nos ferromagnéticos com desordem.

A desordem é invitável em amostras reais, mas os efeitos em fenômenos dinâmicos são

notáveis. Diversas técnicas de meio efetivo tem sido empregadas no estudo de propriedades

de equilíbrio, porém estudos em propriedades dinâmicas são raros. Entre as décadas de

60 e 70 diversos trabalhos envolvendo o cálculo da constante de rigidez foram realizados.

Inicialmente, em 1971 e 1972, [10, 11, 12] Hasegawa e Kanamori simpli�caram o problema

ao utilizar um orbital por sítio e a interação elétron-elétron calculada na aproximação

Hartree-Fock (HF) e o problema de um elétron em um potencial desordenado tratado

ma aproximação do potencial coerente (CPA). Para esse modelo a relação de dispersão

de ondas de spin do tipo ω = Dq2 foi calculado, em 1973, por Fukuyama [13] e Hill e

Edwards [14], e foi re-calculada por Riedinger e Nauciel-Bloch [15], em 1975, para ligas

NiFe. Hennion e Hennion [16], em 1978, �zeram medições do parâmetro D em outras

ligas de níquel por espalhamento de neutrons. Em 1978, Edwards e Fung calcularam as

correções de vértices para o parâmetro D, usando o modelo de Hubbard com um orbital

por sítio e CPA. Em nenhum trabalho houve o estudo do efeito da desordem nos espectros

de ondas de spin utilizando um modelo itinerante.

Este trabalho é uma primeira tentativa de incluir efeitos de desordem no cálculo
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do espectro de ondas de spin para �lmes ultra�nos ferromagnéticos usando um modelo

de elétrons itinerantes depositado sobre substratos metálicos não-magnéticos. Em nossos

cálculos usamos a aproximação de fase aleatória (RPA) para determinar a susceptibilidade

dinâmica transversa. A estrutura eletrônica é descrita por um modelo simpli�cado de

ligações fortes com um orbital por sítio. A desordem é introduzida pressupondo que as

duas camadas interfaciais são compostas por ligas binárias, simulando uma interdifusão

da material ferromagnético no substrato e vice-versa.

Fizemos vários tratamentos para a inclusão da liga binária. No primeiro tratamento

calculamos uma função de Green que representasse uma média con�guracional. Em

sequência, �zemos um modelo analítico simpli�cado para uma única impureza. Por �m,

executamos os cálculos no espaço real. Nos capítulos seguintes, essas técnicas mencionadas

serão discutidas.

1.2 Descrição do Ferromagnetismo Itinerante

O magnetismo em metais é chamado itinerante porque os elétrons responsáveis pelo

momento magnético tem mobilidade não nula, ou seja, fazem parte dos elétrons de con-

dução do metal. Sendo assim, para descrevê-los, é necessário considerar tanto seus graus

de liberdade de spin quanto os orbitais. Outro ingrediente fundamental na descrição do

magnetismo metálico é a interação elétron-elétron. Um gás de elétrons independentes não

apresenta magnetização espontânea. Uma parte dos elétrons de condução de um metal

ocupa bandas estreitas de energia, com caráter predominantemente determinado pelos

orbitais atômicos d. Um modelo mínimo para o magnetismo em metais tem que conter

uma contribuição da energia de banda e a contribuição da repulsão elétron-elétron. Um

dos modelos mais simples e mais utilizados que contempla minimamente os dois aspec-

tos é conhecido como modelo de Hubbard. Em essência, ele substitui as 10 bandas de

caráter d de um metal de transição por uma única banda tipo s e considera uma intera-

ção elétron-elétron efetiva que atua apenas quando dois elétrons ocupam o mesmo sítio

atômico.

O hamiltoniano para o modelo de Hubbard é de�nido como

H = H0 +
∑
l

[Ulnl↑nl↓ + ~ω(nl↑ − nl↓)], (1.1)

em que H0 =
∑

σ,i,j tija
†
iσajσ e o operador número n = a†a, é escrito em notação de
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segunda quantização. ~ω é a energia associada ao campo externo magnético aplicado na

direção Sz. Nesta tese adotaremos a aproximação de primeiros vizinhos para a parte de

banda do hamiltoniano, tij = t se i e j são primeiros vizinhos, tij = 0 caso contrário.

Desta forma, a largura de banda é proporcional a t. Adotaremos t como unidade de

energia. Podemos estimar o valor de t de forma simples. A largura da banda d dos metais

de transição é, no volume, tipicamente da ordem de 5 eV. No nosso modelo a largura da

banda no volume é 12t. Portanto t ∼ 0.5 eV.

O modelo de Hubbard, apesar da simpli�cação drástica que representa quando com-

parado com o problema original, ainda é um problema muito difícil, por envolver explici-

tamente interações de muitos corpos, por isso, há a necessidade de descrever a interação

entre os elétrons do cristal de uma forma aproximada. A tentativa mais simples é apro-

ximar as interações entre os elétrons através de um campo médio. Chamaremos essa

aproximação de Hartree-Fock.

Na interação elétron-elétron podemos considerar o operador número como um valor

médio somado a uma �utuação.

nlσ = 〈nlσ〉+ δnlσ (1.2)

É conveniente de�nir as expressões para n e m como

n = 〈nl↑〉+ 〈nl↓〉 (1.3)

m = 〈nl↑〉 − 〈nl↓〉, (1.4)

ou seja, a ocupação é a soma das médias de todos os elétrons e a magnetização é a

diferença entre as quantidades de spins distintos. Ao usarmos o valor para nlσ de�nido

em 1.2, podemos aproximar o produto desses operadores como

nl↑nl↓ ≈ 〈nl↑〉nl↓ + 〈nl↓〉nl↑. (1.5)

Nessa expressão, as �utuações representadas pelos termos δlσn↑δlσn↓ foram despreza-

das, pois são muito menores que os valores médios.

Então podemos rede�nir o hamiltoniano em termos desse produto,
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H =
∑
iσ

[(
Ei +

Ui
2

(ni − σmi)

)
a†iσaiσ +

∑
j 6=i

tija
†
iaj + ~ωmi

]
(1.6)

em que σ = +1 para a sub-banda majoritária de spins (que chamaremos de up) e σ = −1

para a sub-banda minoritária de spin (que chamaremos de down).

Note que o hamiltoniano depende dos parâmetros Ei (energia de sítio), ni emi que são

determinados pelo estado fundamental do próprio hamiltoniano. Sendo assim, o estado

fundamental tem que ser determinado de forma autoconsistente. O cálculo desse estado

fundamental é descrito em detalhes no apêndice A.

1.3 Excitações Magnéticas

O comportamento de diversas propriedades magnéticas é determinado, não só pelo

estado fundamental, mas também pelos estados excitados do sistema ferromagnético [17].

Através do espectro de ondas de spin podemos calcular diversas propriedades termodinâ-

micas como a dependência da magnetizacao com a temperatura e sua relaxacao para o

equilibrio quando perturbada.[18]. Por isso, o estudo das propriedades de ondas de spin

tem importância fundamental quando há interesse em compreender essas propriedades e

características. Segundo a literatura [17, 6, 19], as excitações e os espectros de ondas de

spin tem sido bastante estudados nos últimos tempos.

Ondas de spin são as excitações coletivas de mais baixa energia em materiais magné-

ticos. Elas podem ser investigadas no regime de Resposta Linear, que consiste em aplicar

o campo magnético transverso ao sólido para perturbar o estado fundamental e, então,

obter a resposta em primeira ordem no campo. Conhecendo os espectros de excitação

de spin é possível obter energias de excitação de ondas de spin e os respectivos tempo

de vida[17]. É através do cálculo da susceptibilidade dinâmica transversa (χ+−), que é

de�nido como sendo a resposta, em primeira ordem no campo, que o material magnético

sofre quando este é está sujeito a um campo magnético externo ou local.

Assim como usamos a aproximação Hartree-Fock para o cálculo do estado fundamen-

tal, também utilizamos o cálculo da susceptibilidade na aproximção Hartree-Fock.
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1.3.1 Teoria da Resposta Linear

Uma das abordagens mais simples para prever uma resposta de um sistema a um

campo é a Teoria da Resposta Linear [20]. De acordo com essa teoria, perturbações

fracas de primeira ordem, são aplicadas a um sistema de modo que a variação na resposta

(operador) seja proporcional ao campo aplicado.

O campo φ(~r, t) se acopla a um observável A do sistema e logo temos que,

Hint =

∫
d3rÂ(~r)ϕ(~r, t) (1.7)

é a perturbação causada pelo campo ϕ(~r, t).

A primeira aproximação válida nesse método é que o campo ϕ(~r, t) se anula quando

o tempo t atingir valores muito grandes. Com isso a perturbação também irá se anular

quando t for muito grande. Vamos considerar que

Ĥ = Ĥ0 + e−η(t)Hint. (1.8)

Nesse caso Ĥ é o hamiltoniano evoluído e Ĥ0 é o hamiltoniano em t = −∞, ou seja,

o hamiltoniano não perturbado. η → 0+ é um parâmetro que garante que a interação é

"ligada adiabaticamente", ou seja, para instantes in�nitamente remotos no passado e no

futuro o hamiltoniano total é o não-perturbado, e evolui suavemente do não perturbado

em t→ −∞ para o perturbado em t 0 e novamente para o não perturbado em t→ +∞.

No instante t→ −∞

H0|Φ0〉 = E0|Φ0〉. (1.9)

E em t = 0, o hamiltoniano já evoluiu e, então

H = H0 +Hint. (1.10)

A perturbação Hint será responsável por uma variação pequena, um operador B̂.

〈Bl(~r, t)〉 = 〈ψl(t)|Bl(~r, t)|ψl(t)〉, (1.11)

que está escrito na representação de interação, em que
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B̂l = eiH0t/~B̂se
−iH0t/~ (1.12)

|ψl〉 = eiH0t/~|ψs〉. (1.13)

|ψl〉 é o autoestado na representação de interação e |ψs〉 é o autoestado na represen-

tação de Schrodinger[21]. Logo as equações de movimento[21] são:

i~
d

dt
|ψl〉 = Hint|ψl(t)〉 (1.14)

i~
d

dt
Bl = [Bl, H0] (1.15)

Integrando a equação 1.14 de −∞ até t,

|ψl(t)〉 = |φ0〉+
1

i~

∫ t

−∞
dt′Hint|ψl(t′)〉 ≡ |φ0〉+ |ψ1〉. (1.16)

Substituindo em 1.11

〈Bl(~r, t)〉 = 〈φ0|Bl(r)|φ0〉+ 〈φ0|Bl(~r, t)|ψ1〉+

〈ψ1|Bl(~r, t)|φ0〉+ 〈ψ1|Bl(~r, t)|ψ1〉. (1.17)

Calculando a diferença entre 〈B〉 e o valor não perturbado, temos que

δ〈Bl(~r, t)〉 = Bl(~r, t) + 〈φ0|Bl(~r)|φ0〉 (1.18)

= 〈φ0|Bl(~r, t)|ψ1〉+ 〈ψ1|Bl(~r, t)|φ0〉+ 〈ψ1|Bl(~r, t)|ψ1〉. (1.19)

Agora, vamos utilizar somente o termo de 1a ordem,

|ψ1〉 ≈
1

i~

∫ t

∞
dt′Hint(t

′)|ψl(t′)〉, (1.20)

para que possamos ter
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δ〈Bl(~r, t)〉 ≈
1

i~

∫ t

∞
dt′〈φ0|Bl(~r, t)Hint(t

′)−Hint(t
′)Bl(~r, t)|φ0〉 (1.21)

=
1

i~

∫ t

∞
dt′〈φ0|[Bl(~r, t), Hint(t

′)|φ0〉 (1.22)

Substituindo 1.7 em 1.22,

δ〈Bl(~r, t)〉 =

∫
d3r

∫ t

∞
dt′

1

i~
θ(t− t′)〈φ0|[Bl(~r, t), AI(~r′, t

′)|φ0〉ϕ(~r′, t′). (1.23)

Da de�nição 1.12 podemos calcular

Bl(~r, t)Al(~r, t) = eiH0t/~Bs(~r)e
−iH0(t−t′)/~As(~r)e

−iH′
0)/~. (1.24)

Como sabemos, φ0 é um autoestado de Ĥ0, por isso

〈φ0|Bl(~r, t)Al(~r, t
′)|φ0〉 = 〈φ0|Bl(~r, t− t′)Al(~r′)|φ0〉. (1.25)

Rescrevendo δ〈Bl(~r, t)〉,

δ〈Bl(~r, t)〉 =

∫
d3r

∫
dt′χBA(~r, ~r′, t− t′)ϕ(~r′, t′) (1.26)

é a variação de Bl na aproximação de primeira ordem do campo, em que

χBA(~r, ~r′, t− t′) = − 1

i~
θ(t− t′)〈φ0|[BH(~r, t− t′), AH(~r′, 0)|φ0〉 (1.27)

χBA(~r, ~r′, t− t′) = 〈〈BH(~r, t− t′), AH(~r′, 0)〉〉R (1.28)

〈〈BH(~r, t− t′), AH(~r′, 0)〉〉R = − 1

i~
θ(t)〈[BH(~r, t), AH(~r′, 0)]〉 (1.29)

Essas equações são chamadas de equações de Kubo para a Resposta Linear.

B̂H e ĤH são as formas escritas na representação de Heisenberg para o sistema não

perturbado, H0.
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O valor esperado no estado fundamental, T = 0, é diferente para o sistema não

perturbado. Para T 6= 0, pode ser generalizado de forma imediata. Considerando um

ensemble canônico, temos

〈φ0|...|φ0〉 =

∑
n e
−βτn〈n|...|n〉∑
n e
−βτn (1.30)

Para encontrar a Função de Green, calculamos as equações de movimento

i~
d

dt
〈〈B̂(t), Â(0)〉〉R =

d

dt
θ(t)〈[B̂(t), Â(0)]〉 (1.31)

=
dθ(t)

dt
〈[B̂(t), Â(0)]〉+ θ(t)〈[dB̂(t)

dt
, Â(0)]〉.

(1.33)

Conhencendo i~ d
dt
B(t) = [B(t), H] e dθ(t)

dt
= δ(t), temos que

i~
d

dt
〈〈B̂(t), Â(0)〉〉R = δ(t)〈[B̂(t), Â(0)]〉+ 〈〈[B̂(t), Ĥ], Â(0)〉〉R

(1.34)

Fazendo uma transformada de Fourier em relação ao tempo, chegamos em

~ω〈〈B̂, Â〉〉Rω = 〈[B̂, Â]〉+ 〈〈[B̂, Ĥ]〉〉Rω (1.35)

Ao de�nir 〈〈B̂, Â(0)〉〉R em relação ao tempo, surge uma nova função de Green de

ordem mais alta 〈〈[B̂(t), Ĥ], Â(0)〉〉R, que envolve a média termodinâmica de um produto

de operadores. Para obter as funções de Green desejadas podemos, por aproximações,

desacoplar essas equações através da resolução de um sistema fechado de equações.

Para entender o que isso signi�ca, vamos calular a resposta associada a experimentos

de FMR, em que existe um campo magnético transversal oscilatório, com frequencia ω e

localizado em um sítio do material, que de�nimos como 0.
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~h(t) = h0[cos(ωt)x̂− sin(ωt)ŷ] (1.36)

E o acoplamento entre o campo e o spin será

gµB~h(t) · ~S =
gµBh0

2
[eiωtS+ + e−iωtS−] (1.37)

Utilizando que a componente de spin é S+
i = Sxi + iSyi , associada a um sítio i temos

que δ〈Bl(~r, t)〉 que foi de�nido na equação 1.26 pode ser escrito como

δ〈S+
i (t)〉 =

gµBh0
2

∫
dt′[eiωt

′
χ++
i0 (t− t′) + e−iωt

′
χ+−
i0 (t− t′)] (1.38)

em que as susceptibilidades χ++
i0 e χ+−

i0 são

χ++
i0 (t− t′) = − i

~
Θ(t)〈[S+

i (t), S+
0 (0)]〉 (1.39)

χ+−
i0 (t− t′) = − i

~
Θ(t)〈[S+

i (t), S−0 (0)]〉. (1.40)

A componente de spin Sz(t) = Sz se conserva no tempo devido a simetria de rotação

no espaço de spin que o hamiltoniano garante. Quando calculamos 〈[S+
i (t), S+

0 (0)]〉 em
termos dos autoestados do hamiltoniano temos que S+

0 irá levantar um spin no sítio 0 e

S+
i irá abaixar um spin no sítio i. Como os estados que compõe os produtos internos são

ortogonais entre si, 〈[S+
i (t), S+

0 (0)]〉 = 0. De modo que resta apenas

δ〈S+
i (t)〉 =

gµBh0
2

∫
dt′[e−iωt

′
χ+−
i0 (t− t′)]. (1.41)

De�nindo a transformada de Fourier como

χ++
i0 (ω) =

∫
dt′[eiωt

′
χ+−
i0 (t− t′)]. (1.42)

e substituindo em 1.41, temos que
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δ〈S+
i (t)〉 =

gµBh0
2

χ+−
i0 (ω)e−iωt

′
. (1.43)

Ou em forma trigonométrica

δ〈S+
i (t)〉 =

gµBh0
2
|χ+−
i0 (ω)|eiωt′+φ. (1.44)

Assim, o módulo de χ+−
i0 (ω) é a amplitude da precessão com frequência ω da compo-

nente de spin S+ no sítio i, quando um campo oscilatório é aplicado no sítio 0.

1.3.2 Susceptibilidade Dinâmica Transversa

Uma forma de encontrar estados excitados é calcular a resposta de um campo trans-

versal aplicado ao sistema. A esse campo, as componentes transversais de spin serão

acopladas e, então, será possível medir a susceptibilidade transversa.

A susceptibilidade de spin é uma função de Green [22, 23]

χ+−
ij (t) = 〈〈S+

i (t), S−j (0)〉〉 = − i
~
θ(t)〈[S+

i (t), S−j (0)]〉 (1.45)

em que S+
i = c†i↑ci↓ e S

−
j = c†j↓cj↑.

Para encontrarmos a função de Green χ+−
ij (t), utilizaremos a correlação

χ+−
ijkl(t) = 〈〈S+

ij (t), S
−
kl(0)〉〉 (1.46)

em que S+
ij = c†i↑cj↓ e S

−
kl = c†k↓cl↑.

A susceptibilidade original que está de�nida na equação 1.45 também pode ser repre-

sentada por χ+−
ij ≡ χ+−

iijj. A equação de movimento para essa função de Green generalizada

é

i~
d

dt
χ+−
ijkl(t) = δ(t)〈[S+

ij (t), S
−
kl(0)]〉+ 〈〈[S+

ij (t), H], S−kl(0)〉〉 (1.47)

Para o primeiro termo do lado direito temos
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δ(t)〈[S+
ij (t), S

−
kl(0)]〉 = c†i↑cl↑δjk − c

†
k↓cj↓δil (1.48)

e para o segundo termo,

[S+
ij (t), H] =

∑
n

(tjnc
†
i↑cn↓ − tnic

†
n↑cj↓) + (Ujc

†
j↑ci↓c

†
i↑cj↓ − Uic

†
i↑cj↓c

†
i↑cj↓) (1.49)

Voltando novamente à equação de movimento 1.47, temos que

i~
d

dt
χ+−
ijkl(t) = δ(t)〈c†i↑cl↑δjk − c

†
k↓cj↓δil〉+

∑
n

〈〈(tjnc†i↑cn↓ − tnic
†
n↑cj↓);S

−
kl〉〉+ (1.50)

+(Ujc
†
j↑ci↓c

†
i↑cj↓ − 〈〈Uic

†
i↑cj↓c

†
i↑cj↓;S

−
kl〉〉

1.3.3 Susceptibilidade na Aproximação Hartree-Fock

A aproximação Hartree-Fock consiste em tratar os efeitos da interação elétron-elétron

em termos de um campo efetivo médio, como feito na expressão 1.5. A susceptibilidade

transversa é dada em termos da média do comutador entre S+ e S−,

χ+−
ijkl =

−i
~

Θ(t)〈[S+
ij (t), S

−
kl(0)]〉 (1.51)

em que a média dos comutadores é calculada na aproximação HF sem correlação entre os

spins ↑ e ↓. Logo

χHFijkl =
−i
~

Θ(t)[〈c†i↑(t)cl↑〉〈cj↓(t)c
†
k↓〉 − 〈c

†
k↓cj↓(t)〉〈cl↑c

†
i↓(t)〉] (1.52)

além disso, temos

cj↓(t)c
†
k↓ = cj↓(t)c

†
k↓ − c

†
k↑cj↓(t) (1.53)



13

chegamos a:

χHFijkl(t) = − i
~

Θ(t)[〈c†i↑(t)cl↑〉〈{c
†
i↓(t), ck↓}〉 − 〈c

†
k↓cj↓(t)〉〈{c

†
i↑(t), cl↑}〉] (1.54)

Podemos de�nir a função de Green de uma partícula[22] como

Gσ
mn(t) = − i

~
Θ(t)〈{cmσ(t), c†nσ}〉. (1.55)

Assim substituindo em 1.54

χHFijkl(t) = [〈c†i↑(t)cl↑〉G
↓
jk(t) + 〈c†k↓cj↓(t)〉G

↑
il(t)] (1.56)

As funções de correlação em 1.56 também podem ser expressas em termos das funções

de Green de uma partícula

Gσ
il(t) = − i

~
Θ(t){Jσil(t) + J−σli (t)}, (1.57)

em que a função degrau Θ(t) é de�nida como

Θ(t) = lim
η→0+

(
−1

2π

)∫ ∞
−∞

e−iωt

ω + iη
dω (1.58)

Calculando as transformadas de Fourier das funções de correlação, podemos chegar a

J̃σli(ω) = e−β~ωJ̃il(ω). (1.59)

Assim, a função de Green de uma partícula pode ser reescrita como

Gσ
il =

1

2π

∫ ∞
−∞

e−iωtG̃σ
il(ω)dω (1.60)
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e a sua transformada de Fourier é

G̃σ
il(ω) =

1

2π~
lim
η→0+

∫ ∞
−∞

dω2J̃
σ
li(ω2)

eβ~ω + 1

ω − ω2 + iη
(1.61)

Para G̃−σil , função de Green avançada, será análogo. A diferença entre a função de

Green avançada e retardada será

G̃σ
il(ω)− G̃−σil (ω) =

1

2π~
lim
η→0+

∫ ∞
−∞

dω2 ×

×J̃σli(ω2)(e
β~ω + 1)

(
1

ω − ω2 + iη
− 1

ω − ω2 − iη

)
(1.62)

Usando

lim
η→0+

1

x± iη
= P

(
1

x

)
∓ iπδ(x), (1.63)

temos que

G̃σ
il(ω)− G̃−σil (ω) = − 1

2π~
J̃σli(e

β~ω + 1). (1.64)

A expressão 1.64 é conhecido como Teorema do Salto e representa a descontinuidade

que existe na função de Green sobre o eixo real, como já mencionado anteriormente.

Finalmente, a função de correlação será

J̃σli = i~f(ω){G̃σ
il(ω)− G̃−σil (ω)}. (1.65)

Em seguida, substituímos na transformada de Fourier temos que

〈c†iσclσ(t)〉 =
i~
2π

∫ ∞
−∞

eiωtf(ω){G̃σ
il(ω)− G̃−σil (ω)}dω. (1.66)
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Substituindo em 1.56, temos que χHFijkl tem a forma

χHFijkl =
i~
2π

∫ ∞
−∞

eiωtdω′f(ω′){G̃↑li(ω)− G̃−↑li (ω)}G̃↓jk(ω
′ + ω) +

+{G̃↓jk(ω)− G̃−↓jk (ω)}G̃−↑li (ω′ − ω), (1.67)

e a sua transformada de Fourier é

χHFij (~q||, ω) = i~
∫ ∞
−∞

dω′f(ω′)
1

N||

∑
k||

[G↑ji(
~k||, ω

′)G↓ij(~q|| +
~k||, ω + ω′)−

−G−↓ij (~k||, ω
′)G−↑ji (~k|| − ~q||, ω′ − ω) +G↓ij(

~k||, ω
′)G−↑ji (~k|| − ~q||, ω′ − ω)−

−G−↑ji (~k||, ω
′)G↓ij(

~k|| + ~q||, ω
′ + ω)] (1.68)

Essa aproximação não é su�ciente para que possamos observar excitações de spin.

Ao observar a �gura 1, percebemos que não há qualquer informação sobre excitações,

ou de modo mais direto, não existe qualquer pico de ressonância indicando a existência

de excitação coletiva. Na �gura , a parte imaginária da susceptibilidade representa um

espectro continuo de excitações de spin, mas os pontos de excitação não estão claros.



16

Figura 1: Densidade espectral associada a excitações de Stoner, em que a ausência de
picos é assinatura do caráter descorrelacionado desse tipo de exitação. Com U = 12,
EF = 0.15, n = 1.68 e ~ω = 10−4

A densidade espectral fornecida pela aproximação Hartree-Fock mostra um contínuo

de excitações de partícula independente, compatível com o caráter de campo médio da

aproximação. Elétrons em sub-bandas com spins diferentes tem dinâmicas independentes.

Sendo assim, o par elétron-buraco criado pelo operador S− não pode formar um estado

ligado. Elétron e buraco de spins opostos propagam-se descorrelacionadamente. Para

encontrar excitações correlacionadas é necessário ir além da aproximação HF no cálculo

da susceptibilidade transversa. Uma forma de encontrar os espectros de excitações de

spin é fazer uma análise na equação de movimento.

Uma forma de levar em conta correlações além de HF no tratamento das excitações

de spin é adiar a aproximação de campo médio até a equação de movimento para χ+−,

como veremos na seção a seguir.

1.3.4 Susceptibilidade Magnética na Aproximação RPA

Como a aproximação Hartree-Fock não foi su�ciente para visualizar os estados exci-

tados temos que buscar uma aproximação melhor.



17

Vamos, agora, utilizar a aproximação de fases aleatórias[24] (RPA), que é usada para

descrever a resposta linear dinâmica de sistemas eletrônicos. Nesta aproximação o produto

dos quatro operadores que aparecem na equação de movimento 1.51, será aproximado pelo

produto de dois operadores e pelo produto do valor médio dos outros dois operadores, de

tal forma que

c†icjc
†
kcl ≈ 〈c

†
icj〉c

†
kcl − 〈c

†
l cl〉c

†
kcj + 〈c†kcl〉c

†
icj − 〈c

†
kcj〉c

†
icl. (1.69)

Uma vez que os valores esperados da forma 〈c†i↑cj↓〉 são nulos, temos

c†i↑cj↑c
†
i↑cj↑ ≈ 〈c

†
j↑cj↑〉c

†
i↑cj↓ − 〈c

†
i↑cj↑〉c

†
j↑cj↓ (1.70)

c†i↑cj↓c
†
i↓cj↓ ≈ 〈c

†
i↓ci↓〉c

†
i↑cj↓ − 〈c

†
i↓cj↓〉c

†
i↑ci↓ (1.71)

Substituindo em 1.51,

i~
d

dt
χ+−
ijkl(t) = δ(t)〈c†i↑cl↑δjk − c

†
k↓cj↓δil〉+ (1.72)

+
∑
mn

(δimtjn − δjntmi)χ+−
mnkl(t) +

+
∑
mn

δimδjn(Uj〈nj↑〉 − Ui〈ni↓〉)χ+−
mnkl(t) +

+
∑
mn

δmnUm(δim〈c†m↓cj↓〉 − δjm〈c
†
i↑cm↑〉)χ

+−
mnkl(t)

Após a transformada de Fourier, podemos perceber que a equação de movimento se

tornou um sistema de equações algébricas, por isso é conveniente expressá-las em forma

matricial e de�nir que

Dijkl = 〈c†i↑cl↑δjk − c
†
k↓cj↓δil〉 (1.73)

Kijkl = δiktjl − δjltki (1.74)

J ′ijkl = δikδjl(Uj〈nj↑〉 − Ui〈ni↓〉) (1.75)

Jijkl = δklUk(δik〈c†k↓cj↓〉 − δjk〈c
†
i↑ck↑〉). (1.76)
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Escrevendo a equação de movimento em termos das matrizes acima,

i~
d

dt
χ+−(t) = δ(t)D̂ + (K̂ + Ĵ ′ + Ĵ)χ+−(t) (1.77)

Vamos utilizar as seguintes transformadas de Fourier

χ+−(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

dωeiωtχ+−(ω) (1.78)

δ(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

dωeiωt (1.79)

temos então que

~ωχ+−(t) = δ(t)D̂ + (K̂ + Ĵ ′ + Ĵ)χ+−(ω) (1.80)

Então vamos considerar a equação de movimento da susceptibilidade usando o hamil-

toniano de Hubbard, o mesmo que já de�nimos anteriormente, e o comutador com Hint

será

[S+
ij (t), H

HF
int ] =

∑
n

Un[c†i↑cj↓, 〈nn↑〉nn↓ + 〈nn↓〉nn↑] (1.81)

=
∑
mn

δmiδmj(Uj〈nj↑〉 − Ui〈ni↓〉)c†m↑n↓ (1.82)

Este termo corresponde à
∑

mn J
′
ijmnδmn. A equação de movimento na aproximação

HF é

i~
d

dt
χHF (t) = δ(t)D̂ + (K̂ + Ĵ ′)χHF (t) (1.83)

χHF representa χ+− calculada em teoria monoeletrônica, por exemplo aproximação

Hartree-Fock[25]. Fazendo uma transformada de Fourier
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~ωχHF (ω) = D̂ + (K̂ + Ĵ ′)χHF (ω) (1.84)

~ωχ+−(ω) = D̂ + (K̂ + Ĵ ′ + Ĵ)χ+−(ω) (1.85)

logo,

χ+−(ω)− (~ω − K̂ − Ĵ ′)−1Ĵχ+−(ω) = (~ω − K̂ − Ĵ ′)−1D̂ (1.86)

χHFω = (~ω − K̂ − Ĵ ′)−1D̂ (1.87)

Portanto,

χ+−(ω) = χHF (ω) + χHF (ω)P̂χ+−(ω) (1.88)

em que D̂P̂ = Ĵ ′ e Pijkl = −Ukδklδjlδik.

Substituindo,

χ+−
ij (ω) = χHFij (ω)−

∑
m

χHFim (ω)Umχ
+−
mj (ω) (1.89)

ou, em forma matricial.

χ+−(ω) = χHF (ω)− χHF (ω)Uχ+−(ω) (1.90)

Em que Um = Umδmn. Podemos, �nalmente, obter a susceptibilidade na RPA em

termos da susceptibilidade na aproximação HF.

χ+−(ω) = [1 + χHF (ω)U ]−1χHF (ω) (1.91)

Inspecionando a de�nição de χ+−, percebemos que ela pode ser interpretada como a

função de Green do operador que cria excitações de spin, S−. Sendo assim, os termos
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diagonais de sua parte imaginária podem ser interpretados como a densidade espectral de

excitações de spin.

Figura 2: Exemplo da parte imaginária de χ+−(ω, qx = 0). Com U = 12, EF = 0.15,
n = 1.68 e ~ω = 10−4. A energia do pico está associada a energia de excitação da onde
de spin e a a largura é inversamente proporcional ao tempo de vida.

Na �gura 2, a parte imaginária representa o espectro de ondas de spin, com uma

forma lorentziana. O ponto ω, em que χ+−(ω) é máximo,é a energia de excitação da onda

de spin e a largura a meia altura é proporcional ao tempo de vida da excitação[26]. Uma

propriedade importante é o parâmetro de amortecimento, que também pode ser extraído

do espectro de ondas de spin. A razão entre a largura e a energia do pico é de�nida como

o parâmetro de amortecimento.
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Figura 3: Densidade espectral para vários q's em um �lme �no sobre um substrato metá-
lico não-magnético. Com U = 12, EF = 0.15, n = 1.68 e ~ω = 10−4

Em que de�nimos Λ(ω) = − 1
π
Imχ(ω).

Na �gura 3, temos a parte imaginária de χ+− plotada para vários valores de ~q. O

vetor de onda ~q está escrito em unidades de 2π
a
, em que a é o parâmetro de rede.
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Figura 4: Esquerda: Espectros de excitação de ondas de spin; Direita: Relação de dis-
persão χ+− em função do vetor de onda ~q. O ponto qx = 0 está associado ao campo
magnético externo.

Uma propriedade importante é que quanto maior o vetor de onda ~q, maior é a energia

de excitação da onda de spin e menor é o tempo de vida. A relação entre χ+− e ~q, obedece

uma relação de dispersão que, para valores de q pequenos, tem a forma χ+−(q) = Dq2

[17]. O parâmetro D é denominado sti�ness [27] (rigidez), como mostrado na �gura 4
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2 Efeitos de desordem sobre as

excitações de spin: teorias de

meio efetivo

No crescimento de amostras reais de materiais, o surgimento de defeitos é inevitá-

vel. Nenhuma amostra real é perfeitamente cristalina. Nessa tese, estudamos o espectro

de excitações de spin de �lmes magnéticos depositados em substratos não-magnéticos.

Dos vários tipos de defeitos possíveis nesses sistemas, estamos interessados, em especial,

nos relacionados à interdifusão de átomos entre o substrato e o �lme magnético. Esse

tipo de defeito pode ser modelado teoriacmente com relativa facilidade e deve ter efeitos

importantes sobre as propriedades magnéticas do �lme.

A forma mais simples de modelar o resultado da interdifusão de um átomo do subs-

trato (não-magnético) para o �lme magnético é considerar impurezas substitucionais não-

magnéticas no �lme magnético. Elas devem afetar a magnetização do �lme e as interações

entre os momentos magnéticos do �lme. Portanto, devem afetar as características das on-

das de spin que se propagam ao longo do �lme.

Como já vimos no capítulo anterior, o espectro de excitações de spin pode ser obtido a

partir da análise da susceptibilidade dinâmica transversa. Esta, por sua vez, pode ser es-

crita em termos de funções de Green monoeletrônicas do sistema em questão. Na verdade,

uma grande quantidade de grandezas mensuráveis pode ser escrita em termos de funções

de Green monoeletrônicas. Sendo assim, em última análise, para determinar o efeito da

desordem sobre o espectro de excitações de spin do �lme magnético, com impurezas subs-

titucionais não-magnéticas, precisamos calcular as funções de Green monoeletrônicas do

sistema com impurezas.

A forma tradicional de calcular o efeito de desordem sobre as funções de Green mo-

noeletrônicas é aproximá-las usando as funções de Green de um meio efetivo cristalino

equivalente. Essa aproximação envolve o conceito de média con�guracional. Como, em
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princípio, cada con�guração de impurezas no sistema é aleatória, faz mais sentido calcu-

lar as propriedades físicas de sistemas desordenados por médias sobre um ensemble de

con�gurações de impurezas, ao invés de se analisar uma con�guração em particular.

Uma das técnicas de meio efetivo mais utilizadas no cálculo de propriedades eletrônicas

de materiais é a aproximação do potencial coerente (CPA) [28]. A ideia central desta

aproximação é expressar o hamiltoniano do meio efetivo incluindo uma autoenergia, que

é convenientemente determinada para representar os efeitos da desordem. Cada Função

de Green em CPA é reescrita introduzindo uma autoenergia Σ(z),

G(z) = (z −H)−1 = (z −H0 − Σ(z))−1. (2.1)

Essa autoenergia carrega todas as informações das con�gurações e dos efeitos de

desordem na função de Green. A autoenergia é invariante sob operações de translação.

O hamiltoniano original pode ser reescrito adicionando e subtraindo um potencial de

referência, pois o hamiltoniano também é invariante translacional.

Ṽ (z) =
∑
n

Vn(z) (2.2)

Substituindo no hamiltoniano, escrevemos:

H = [H0 + Ṽ (z)] +
∑
n

[Vn − Vn(z)] (2.3)

H = H̃(z) + v(z) (2.4)

em que v(z) =
∑

n vn(z) descreve o espalhamento relativo a uma média de referência

não-hermitiana e periódica.

Utilizando a função de Green livre,

G̃ = [z − H̃(z)]−1 (2.5)

É possível escrever g em função de G̃,
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g(z) = [z − H̃ − v]−1 (2.6)

= G̃+ G̃vg (2.7)

= G̃+ G̃tG̃. (2.8)

Em que t = v + vG̃vG̃v. Fazendo 〈t〉 = T (z),

G(z) = G̃(z) + G̃(z)T (z)G̃(z). (2.9)

Sendo a função G(z) conhecida, temos:

(z −H0 − Σ(z))−1 = G̃(z) + G̃(z)T (z)G̃(z). (2.10)

A equação acima, invertida �ca:

Σ(z) = Ṽ + T (1 + G̃T )−1. (2.11)

A primeira parcela é exatamente a aproximação inicial e a segunda representa os

efeitos de impureza na média con�guracional.

Σ(z) = Ṽ + Σ̃(z). (2.12)

A Função de Green G(z) = (z −H0 − Σ(z))−1 também pode ser escrita por G(z) =

(z − H̃ − Σ̃(z))−1.

Como exemplo, vamos considerar uma matriz B,

Ṽn(z) = V B
n . (2.13)

Se no sítio n for preenchido com átomos do tipo A, Vn = 0, sendo a concentração de
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A igual a x.

T ≈ x
∑
n

tAn (2.14)

e,

tAn = [1− (V A
n − V B

n )GB]−1(V A
n − V B

n ). (2.15)

A auto-energia será

Σ(z) =
∑
n

[V B
n + xtAn ]. (2.16)

A autoenergia, representada na expressão 2.16, deve ser inserida na função de Green

e de modo direto teremos a função de Green calculada na média con�guracional. Nas

próximas seções veremos como podemos calcular a matriz tn.

2.1 Aproximação de Impurezas Isoladas

Uma primeira aproximação de tratar as impurezas substitucionais é considerar que não

existe efeito de espalhamentos múltiplos. Por isso, na aproximação de impurezas isoladas,

é conveniente aproximar o operador T (z) utilizando as formas explicitas da autoenergia

Σ(z), na forma autoconsistente ou não-autoconsistente, que veremos nas seções futuras.

T (z) =
∑
n

〈τn〉 (2.17)

e

〈τn〉 = 〈tn〉[1 + G̃
∑
m 6=n

〈τm〉] + 〈(tn − 〈tn〉)G̃
∑
m 6=n

(τm − 〈τm〉)〉 (2.18)

em que,
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〈tn〉 = xtAn + ytBn (2.19)

é o operador espalhamento médio associado a cada sítio. Nessa aproximação, as

�utuações, representadas no segundo termo de 2.18, podem ser desconsideradas.

〈τn〉 = 〈tn〉[1 + G̃
∑
m 6=n

〈tm〉]. (2.20)

Usando o fato que
∑

m 6=n〈tm〉 = T − 〈tn〉, temos:

〈τn〉 = [1 + 〈tn〉G̃]−1〈tn〉[1 + G̃T ]. (2.21)

usando 2.61 e 2.19.

σ(z) ≡ Ṽ (z) + Σ̃(z) (2.22)

=
∑
n

Ṽ (z) + [1 + 〈tn〉G̃]−1〈tn〉 (2.23)

≡ Ṽn(z) + σ̃n(z) (2.24)

=
∑
n

σ̃n (2.25)

Essa relação é exata na aproximação de impurezas isoladas. Se algum Ṽ (z) razoável

é conhecido, as matrizes de espalhamento simples podem ser calculadas e essa relação

representa o resultado �nal.

Com esse quadro não-autoconsistente, o segundo termo nessa relação é simplesmente

o potencial efetivo correspondendo às médias das matrizes t,

〈tn〉 = [1− σ̃nG̃]−1σ̃n. (2.26)

Essa equação representa a aproximação da matriz t média, ou simplesmente, ATA.

Uma outra situação possível é autoconsistente que e é conhecida por aproximação do

potencial coerente, ou CPA. A condição fundamental para a autoconsistência é:
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〈tn[Ṽ (z)]〉 = 0 (2.27)

quando a média da variação da matriz t em função do potencial de referência for zero.

Podemos, devido a periodicidade, considerar as médias no sítio de ordem zero. Na

CPA, Ṽ (z) é obtido autoconsistentemente da condição 2.27, sendo mais preciso que a

ATA.

Para obtermos as contribuições separadas de A e B, calcula-se as médias sobre as

possíveis con�gurações de todos os sítios, exceto em n = 0.

〈g〉0=A = G̃+ G̃〈τ〉0=AG̃ (2.28)

e

〈τ〉0=A = 〈τ0〉0=A +
∑
n6=0

〈τn〉0=A (2.29)

= tA0 [1 + G̃
∑
n6=0

〈τn〉0=A] +
∑
n6=0

〈τn〉0=A. (2.30)

Nessa aproximação, cada átomo é tratado como um conjutno de médias e assim po-

demos fazer:

〈τn〉0=A → 〈τn〉 (2.31)

com n 6= 0.

O operador〈τn〉0=A �ca reduzido a

〈τn〉0=A = tA0 [1 + G̃
∑
n6=0

〈τn〉] (2.32)

= tA0 〈t0〉−1〈τ0〉 (2.33)

= 〈τ0〉+ y(tA0 + tB0 )〈t0〉−1〈τ0〉 (2.34)
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e então,

〈τ〉0A = 〈τ〉+ y(tA0 + tB0 )〈t0〉−1〈τ0〉 (2.35)

〈τ〉0B = 〈τ〉 − x(tA0 + tB0 )〈t0〉−1〈τ0〉 (2.36)

No ATA (não autoconsistente) G̃, tA(B)
0 e, 〈τ0〉 são conhecidos e as equações são

su�cientes. No CPA (autoconsistente), 〈tn〉 e 〈τn〉 desaparecem e 〈g〉0=A(B) se reduz a

〈g〉0=A(B) = G̃+ G̃t
A(B)
0 G̃ (2.37)

= [1− G̃(V
A(B)
0 − Ṽ0)]−1G̃ (2.38)

2.1.1 Um Orbital por Sítio

Conforme mencionado no capítulo 1, neste trabalho descrevemos a contribuição de

banda para o hamiltoniano eletrônico através de um modelo tight-binding com um orbital

por sítio

H =
∑
n,n6=m

|n〉hnm〈m|+
∑
n

|n〉εn〈n| (2.39)

H = H0 + v (2.40)

εn pode ter valores εA ou εB dependendo de quem ocupa o sítio n. As integrais de

hopping são independentes se assumimos que os cristais puros A e B tem a mesma largura

de banda.

Logo é útil expressar εA e εB em termos de ω e de�nir o zero de energia.

εA =
1

2
ωδ (2.41)

εB = −1

2
ωδ (2.42)

δ =
1

ω
(εA − εB) (2.43)

Assim, para um dado H0, só precisamos de dois parâmetros, x e δ, concentração e
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separação dos níveis atômicos, respectivamente.

2.2 A Liga Diluída

A aproximação de liga diluída consiste em considerar um cristal perfeito formado

apenas por átomos do tipo B e introduzir no sítio 0 um átomo do tipo A em substituição

ao do tipo B.

H = H0 +
∑
n

|n〉εB〈n|+ |0〉(εA − εB)〈0| (2.44)

H = HB + |0〉δ〈0| ≡ HB + v (2.45)

Dessa forma, podemos escrever a Função de Green como:

G = (z −H)−1 = GB +GBvG (2.46)

= GB +GBt0GB (2.47)

Escrevendo a Função de Green para a rede B.

GB = (z −HB)−1 = G0(z − εB) (2.48)

t0 = (1− vGB)−1v0 = v0 + v0GBt0 (2.49)

t0 = |0〉t(z)〈0| (2.50)

em que,

t(z) = δ(1− δFB(z))−1 (2.51)

FB(z) = 〈0|GB(z)|0〉 = F0(z − εB) (2.52)

A alteração percebida na densidade de estados (DOS) total é dada por
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∆g̃(E) = N [g(E)− gB(E)] (2.53)

= − 1

π
ImTr(GBt0GB) (2.54)

= −δg
′
B(1− δIB) + δI ′BgB

(1− δIB)2 + (δπgB)2
(2.55)

Para grandes valores de |δ| a impureza pode alcançar estados resonantes ou estados

ligados. As condições

1− δIB(Er) = 0 (2.56)

e

Γr ≡
|πgB(Er)|
|I ′B(Er)|

(2.57)

ll|Er| (2.58)

são satisfeitas e a variação na DOS se torna

∆g̃(E) = − 1

π

Γr
[(E − Er)2] + Γ2

r

(2.59)

O estado ligado é dado por

Eb ≈ εB + δ (2.60)

Sendo a concentração de A muito pequena (x� 1).

Σ(z) = εB + xt(z) (2.61)

Σ(z) é diagonal na representação de Wanier, e a DOS �ca sendo:
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g(E) = − 1

π
ImF0[E

+ − εB − xt(E+)] (2.62)

= − 1

π
ImFB[E+ − xt(E+)] (2.63)

É possível notar que a célula localizada sobre o potencial aleatório vn(z) = |n〉[εn −
Ṽ (z)〈n| implica que o potencial espalhador tn(z) pode ser calculado em termos da matriz

diagonal G̃(z).

tn(z) = |n〉τn(z)〈n| (2.64)

em que,

τn(z) =
[εn − Ṽ ]

1− [εn − Ṽ (z)]G̃(z)
(2.65)

a média do operador espalhamento é então

〈tn〉 = |n〉

[
x(εA − Ṽ )

1− [εA − Ṽ ]G̃
+

y(εB − Ṽ )

1− [εB − Ṽ ]G̃

]
〈n| (2.66)

Voltando ao resultado geral na expressão 2.61, Σ(z) é dado por

Σ(z) = Ṽ (z) +
〈τ(z)〉

1 + G̃(z)〈τ(z)〉
(2.67)

Podemos utilizar a expressão das equações 2.66 e 2.67 para calcular a DOS tanto

na ATA quanto na CPA. Para o cálculo no ATA é necessário apenas um passo e para

realizar o cálculo no CPA, mais de um passo é necessário até que a auto-energia atinja a

convergência.

Na �gura abaixo, calculamos a DOS para um �lme magnético �no nas duas aproxi-

mações.
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Figura 5: Comparação do cálculo via CPA e e via ATA para DOS spin up, para um plano
magnético sobre um substrato metálico. O quadro superior é a região próxima a ω = 12

Observe que o resultado em CPA é um conjunto contínuo de vários estados em um

intervalo de energia muito bem de�nido e em ATA existe apenas um estado ligado. Com

isso vemos quais os estados possíveis em cada energia de uma maneira mais precisa,

tornando a CPA uma aproximação muito melhor que a ATA.

O cálculo da autonergia Σ(ω) também foi feito e está apresentado na �gura 6.
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Figura 6: Comparando cálculo via CPA e ATA para a autoenergia, para um plano mag-
nético, sobre um substrato metálico.

Qualitativamente, temos o mesmo resultado do cálculo feito para a DOS. O estado

ligado que aparece é muito melhor descrita na CPA do que em ATA. Porque conseguimos

ver quais estados possíveis em um intervalo de energia com mais precisão, do que em um

único ponto. Observe que o acoplamento do estado ligado (discreto) com a DOS (contínuo)

é suave em CPA e, em ATA, aparenta ser um único estado com grande divergência. Isso

ocorre pelo fato de que a CPA ocorre depois de um processo autoconsistente que busca

o melhor resultado possível. O ATA é um passo único e pode ser interpretado como o

primeiro passo CPA. Isso não garante um bom resultado ao ATA.

Na próxima seção serão mostrados os resultados cálculados em CPA.

2.3 Resultados e Discussão

Nosso trabalho agora é calcular a função χRPA(~q) na aproximação CPA e obter as

propriedades de ondas de spin.

A função χRPA(~q) é escrita, como já foi visto,
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χRPA(ω) = [1 + χHF (ω)U ]−1χHF (ω) (2.68)

e

χHFij (~q||, ω) = i~
∫ ∞
−∞

dω′f(ω′)
1

N||

∑
k||

[G↑ji(
~k||, ω

′)G↓ij(~q|| +
~k||, ω + ω′)−

−G−↓ij (~k||, ω
′)G−↑ji (~k|| − ~q||, ω′ − ω) +G↓ij(

~k||, ω
′)G−↑ji (~k|| − ~q||, ω′ − ω)−

−G−↑ji (~k||, ω
′)G↓ij(

~k|| + ~q||, ω
′ + ω)]. (2.69)

Inspecionando a equação que de�ne χRPA, vemos que para calcular sua média con-

�guracional é necessário calcular a média con�guracional de um funcional não-linear de

χHF . Será necessário adotar alguma aproximação para relacionar esse cálculo com o da

média con�guracional de χHF . Trataremos disso mais tarde. Vamos primeiro analisar o

cálculo da média con�guracional de χHF .

Nossa modelagem para o cálculo em CPA é considerar um potencial de referência que

seja dado por

Ṽ σ = xεσa + yεσb . (2.70)

Em que εσa é a energia de sítio para as impurezas, εσb é a energia para os sítios cristalinos

e σ representa índice de spin. εσa = ε0 + δ0 terão valores simétricos para spin up ou down,

pois estaremos considerando impurezas não magnéticas e δ0 = ±Um
2
. εσb = ε0 ± Um

2
. ε0

é a energia de sítio para o substrato, U é a interação coulombiana e m = n↑ − n↓ é a

magnetização. Σ(ω) e m são obtidos pelo processo autoconsistente descrito no apêndice

A. Cada matriz tσn é calculada de acordo com a equação 2.15 e a autoenergia Σ(ω) de

acordo com a equação 2.67. tσn e Σ(ω) são calculados autoconsistentemente utilizando os

valores obtidos de Σ(ω) e m, até atingir a convergência.

A partir de agora, e em todos os capítulos, utilizaremos os parâmetros EF = 0.15,

U = 12 e n = 1.68. O hopping entre o substrato e a camada magnética é t′ = 0.5t.

Escrevemos a função de Green em CPA, temos
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G̃σ(ω) = Gσ(ω) + Σσ(ω). (2.71)

Após o estado fundamental ser recalculado em CPA, também calculamos a suscepti-

bilidade de spin em CPA utilizando a equação 2.69. O cálculo em ATA é feito utilizando

o primeiro passo da CPA.

No �gura abaixo, calculamos o χRPA(~q) para um ~q = 0.01x̂ bem de�nido e para várias

concentrações de impurezas x.

Figura 7: Densidades espectrais obtidas em várias concentrações para um �lme �no sobre
um substrato metálico não-magnético. Cálculo realizado em CPA, com qx = 0.
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Figura 8: Densidades espectrais obtidas em várias concentrações para um �lme �no sobre
um substrato metálico não-magnético. Cálculo realizado em CPA, com qx = 0.01.



38

Figura 9: Densidades espectrais obtidas em várias concentrações para um �lme �no sobre
um substrato metálico não-magnético. Cálculo realizado em CPA, com qx = 0.05.

Temos uma situação situação contra-intuitiva, em que uma concentração de cerca de

0.1% de impurezas seria capaz de causar um efeito de aumento da ordem de 10% na

energia de excitação. E, em casos um pouco diferentes, para x = 10%, essa aumento

atinge patamares da ordem de 1000%.

De acordo com Ehrenreich[28], no CPA é possível atingir concentrações de 10% com

bons resultados. Porém percebemos alguns discrepâncias. Para qx = 0, a diferença entre

o sistema cristalino e o desordenado chega a 1000%, quanto que ao qx = 0.05, a diferença

atinge 70%. Tal discrepância intuitiva não pode ser real.

Esse comportamento não é comumente observado em �lmes de materiais magnéticos,

que costumam ser bem descritos pelo modelo que utilizamos. Uma suspeita é que o

intervalo de concentrações para o qual a CPA é aplicável ao cálculo de propriedades
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dinâmicas seja mais restrito que aquele para a determinação de propriedades de equilíbrio.

Para veri�car essa hipótese realizamos cálculos com concentrações extremamente baixas

de impurezas. Os resultados estão apresentados na �gura 10. Note que, mais uma vez, a

variação da energia de excitação é relativamente grande para variações de concentração

muito pequenas.

Figura 10: Energia de excitação em função da concentração de impurezas para um �lme
�no sobre um substrato metálico não-magnético. O cálculo foi realizado somente em CPA.

Mais uma vez observamos que a energia de excitação muda muito entre cada con-

centração de impurezas. Enquanto que para x = 0.01% a energia de excitação ocorre

em aproximadamente ω = 0.002 e, para x = 5%, a energia é em ω = 0.06. Nosso re-

sultado esperado para essa con�guração é de que uma concentração tão pequena quanto

x = 0.01% não poderia causar efeitos tão drásticos para a susceptibilidade de spin. Esse

é um resultado �sicamente contra-intuitivo.

Nesse ponto é importante relembrar a sequência de aproximações que adotamos para

obter os resultados que acabamos de analisar. Primeiramente, adotamos a aproximação

〈χHFχRPA〉 ≈ 〈χHF 〉〈χRPA〉, que nos permitiu resolver a equação RPA numa forma idên-

tica à de um sistema cristalino com a susceptibilidade HF substituída pela sua média

con�guracional. Em seguida, adotamos a CPA para calcular 〈G〉 e �zemos a aproximação
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〈GG〉 = 〈G〉〈G〉 no cálculo da média con�guracional de χHF . É difícil avaliar a qualidade

de cada aproximação dessas, sobretudo a qualidade desta combinação de aproximações.

Sendo assim, vamos adotar duas outras abordagens. Uma delas corresponde a tratar

exatamente o efeito de uma única impureza sobre χHF . Com isso, poderemos avaliar a

qualidade da aproximação 〈GG〉 = 〈G〉〈G〉 no cálculo de χHF em CPA. Essa abordagem

será apresentada no próximo capítulo. Em seguida, apresentaremos o cálculo de χRPA de

um sistema desordenado no espaço real, sem nenhuma aproximação. Isso nos permitirá

avaliar o efeito da aproximação 〈χHFχRPA〉 = 〈χHF 〉〈χRPA〉 sobre a solução da equação

RPA.
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3 Efeito de uma única impureza

sobre χHF

No capítulo anterior, vimos que quando os efeitos de desordem são tratados numa

aproximação de meio efetivo como a CPA, uma concentração muito pequena de impurezas

seria capaz de gerar efeitos drásticos, aparentemente incompatíveis com perturbações

tão pequenas. Identi�camos duas aproximações que poderiam ser responsáveis por esse

comportamento anômalo: substituir 〈GG〉 por 〈G〉〈G〉 no cálculo de χHF e substituir

〈χHFχRPA〉 por 〈χHF 〉〈χRPA〉 na equação RPA. Neste capítulo, vamos avaliar os efeitos

da primeira aproximação no limite de uma única impureza.

Nesse tipo de sistema desordenado perdemos a simetria de translação do cristal ao

introduzir qualquer grau de desordem. Sendo assim, o vetor de onda de Bloch não é mais

um bom número quântico e as susceptibilidades de spin, em princípio, são matrizes em
~k e ~k′. O que signi�ca, entre outras propriedades, que um campo externo espacialmente

harmônico com vetor de onda ~k vai produzir resposta não nula com todos os outros ~k′

possíveis e não somente com ~k′ = ~k.

Vamos usar a expressão conhecida para o χHFij ,

χHFij =
i~
2π

∫ ∞
−∞

eiωtdω′f(ω′){G̃↑ji(ω)− G̃−↑ji (ω)}G̃↓ij(ω′ + ω) +

+{G̃↓ij(ω)− G̃−↓ij (ω)}G̃−↑ji (ω′ − ω), (3.1)

Nosso trabalho agora é obter uma expressão exata para Gσ
ij quando colocamos uma

única impureza em um �lme magnético. O valor encontrado para Gσ
ij é então substituido

em χHFij e teremos uma expressão exata para a susceptibilidade. Veremos também que é

possível obter uma expressão para o χRPAij .
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3.1 Cálculo da Variação da Susceptibilidade Hartree-

Fock

Vamos modelar o efeito de uma impureza substitucional sobre as propriedades ele-

trônicas do sistema através de um potencial perturbador agindo sobre o sítio no qual a

impureza se encontra.

W = v|i〉〈i|. (3.2)

v é a diferença entre o potencial do material cristalino e a impureza, podendo ter compo-

nentes up e down.

Vamos denotar que G0
ij seja a Função de Green do cristal puro e utilizamos a equação

de Dyson[29] para calcular a função de Green do sistema com impureza. Assim obtemos

Gij = G0
ij +G0

i0W (1−G0
00W )−1G0

0j (3.3)

χHFij (~q||, ω) = i~
∫ ∞
−∞

dω′f(ω′)[G↑ji(ω
′)G↓ij(ω + ω′)−G∗↓ji (ω′)G

∗↑
ij (ω′ − ω) +

+G↓ij(ω
′)G∗↑ij (ω′ − ω)−G∗↑ij (ω′)G↓ij(ω

′ + ω)] (3.4)

Fazendo a transformada de Fourier inversa da Função de Green 3.3.

Gij =
1

N

∑
k

ei
~k·( ~Ri− ~Rj)G0(~k, ω) +

1

N2

∑
k,k′

ei
~k·( ~Ri− ~R0)ei

~k′·( ~R0− ~Rj)G0(~k, ω)A(ω)G0(~k′, ω)(3.5)

em que A(ω) = v(1 − G0
00δ)

−1 é o termo que representa a autoenergia devido à

desordem. Como pode ser visto, não importa em qual sítio a impureza é colocada. Para

qualquer G0
ii = G0

00.

A Transformada de Fourier inversa de χHFij ,

χHFij (ω) =
1

N

∑
q,q′

ei~q·
~Rie−i

~q′· ~RjχHF (q, q′, ω) (3.6)

é usada para identi�car as parcelas do cálculo de χHFij (ω) que representam χHF (q, q′, ω).
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Obteremos uma expressão para χHF , tal que possamos escrever

χHF = χ0HF + δχ0HF . (3.7)

em que χ0HF é a representação para o cristal puro que já foi vista no capítulo anterior, e

δχ0HF é uma correção que representa cada con�guração de impureza. Como já conhecemos

χ0HF , vamos obter δχ0HF , para que possamos ter χHF em sua forma completa.

Esse cálculo está detalhado no apêndice B. A susceptibilidade χHF será

I1 =
i~
2π

∫ ∞
η

dy
1

N2

∑
k

ei(
~q′−~q)· ~R0 [G0↑(~k, ωf + iy)×

× G0↓(~k + ~q, ωf + iy + ω)A↓(ωf + iy + ω)×

× G0↓(~k + ~q′, ωf + iy + ω) +

+ G0↑(~k + ~q′, ωf + iy)A↑(ωf + iy)×

× G0↑(~k + ~q, ωf + iy)G0↓(~k + ~q + ~q′, ωf + iy + ω)] (3.8)

I2 =
i~
2π

∫ ∞
η

dy
1

N3

∑
k,k′

ei(
~q′−~q)· ~R0 [G0↑(~k, ωf + iy)×

× A↑(ωf + iy)G0↑(~k′, ωf + iy)G0↓(~k + ~q, ωf + iy + ω)×

× A↓(ωf + iy + ω)G0↓(~k′ + ~q′, ωf + iy + ω)] (3.9)

I3 = − i~
2π

∫ ∞
η

dy
1

N2

∑
k

ei(
~q′−~q)· ~R0 [G0↓∗(~k + ~q + ~q′, ωf + iy)×

× G0↑∗(~k + ~q′, ωf + iy − ω)A↑∗(ωf + iy − ω)×

× G0↑∗(~k + ~q, ωf + iy − ω) +G0↓∗(~k + ~q, ωf + iy)×

× A↓∗(ωf + iy)G0↓∗(~k + ~q′, ωf + iy)G0↑∗(~k, ωf + iy − ω)] (3.10)
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I4 = − i~
2π

∫ ∞
η

dy
1

N3

∑
k,k′

ei(
~q′−~q)· ~R0 [G0↓∗(~k + ~q, ωf + iy)A↓∗(ωf + iy)×

× G0↓∗(~k′ + ~q′, ωf + iy)G0↑∗(~k, ωf + iy − ω)×

× A↑∗(ωf + iy − ω)G0↑∗(~k′, ωf + iy − ω)] (3.11)

I5 =
i~
2π

∫ ωf

ωf−ω
dω′

1

N2

∑
k

ei(
~q′−~q)· ~R0 [×

× G0↓(~k, ω′ + ω)G0↑∗(~k − ~q, ω′)A↑∗(ω′)G0↑∗(~k − ~q′, ω′) +

+ G0↓(~k + ~q, ω′ + ω)A↓(ω′ + ω)G0↓(~k + ~q′, ω′ + ω′)G0↑∗(~k, ω′)] (3.12)

I6 = − i~
2π

∫ ωf

ωf−ω
dω′

1

N3

∑
k,k′

ei(
~q′−~q)· ~R0 [×

× G0↓(~k + ~q, ω′ + ω)A↓(ω′ + ω)G0↓(~k′ + ~q′, ω′ + ω)G0↑∗(~k, ω′)A↑∗(ω′)×

× G0↑∗(~k′, ω′)] (3.13)

Logo,

δχHF = I1 + I2 + I3 + I4 + I5 + I6 (3.14)

Essa é a correção na Susceptibilidade Hartree-Fock.

3.2 Comparação entre meio efetivo e cálculo exato

Uma expressão análoga também é calculada para a aproximação CPA. A diferença

entre δχHFAnal e δχ
HF
CPA ocorre no último termo de cada expressão de forma resumida, temos
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δχHFAnal → [
∑
k

G0↑(~k, ω′)G0↓(~k + ~q, ω′ + ω)]2 − [
∑
k

G0↓∗(~k + ~q, ω′)G0↑∗(~k, ω′ − ω)]2 +

+ [
∑
k

G0↓(~k + ~q, ω′)G0↑∗(~k, ω′ − ω)]2 + [
∑
k

G0↓(~k + ~q, ω′ + ω)G0↑∗(~k, ω′)]2(3.15)

δχHFCPA →
∑
k

[G0↑(~k, ω′)G0↓(~k + ~q, ω′ + ω)]2 − [G0↓∗(~k + ~q, ω′)G0↑∗(~k, ω′ − ω)]2 +

+ [G0↓(~k + ~q, ω′)G0↑∗(~k, ω′ − ω)]2 + [G0↓(~k + ~q, ω′ + ω)G0↑∗(~k, ω′)]2 (3.16)

em que t é a matriz obtida em 2.64. Detalhes da expressão estão disponíveis no

apêndice B.

3.3 Resultados Numéricos

Inicialmente vamos utilizar as equações 3.15 e 3.16 para veri�car e comparar a dife-

rença entre o cálculo tipo CPA e o cálculo analítico.

Para esses cálculos, o hopping entre o substrato e a camada magnética é t′ = 0.5t.
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Figura 11: Comparação da variação da susceptibilidade HF entre o cálculo exato e o
cálculo de meio efetivo, para concentração equivalente a uma impureza. Esquerda: Parte
real. Direita: Parte Imaginária

O resultado mostra que o cálculo de meio efetivo diverge muito rapidamente, se com-

parado com o cálculo exato. Chegando a 5 vezes maior para energia ω = 0.02.

Analisamos na �gura 12 os efeitos que uma impureza causa na susceptibilidade HF.
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Figura 12: Variação na susceptibilidade HF para diversos valores de qx.

Observando a �gura 12, percebemos que a variação na susceptibilidade HF tem o

mesmo comportamento para os valores de q apresentados.

A diferença imposta pelas equações 3.15 e 3.16 é linear na concentração de impureza
1
N
. Porém é de segunda ordem no potencial espalhador. No limite de potenciais fracos

essa diferença pode ser negligenciada. Entretanto, existem situações de interesse que não

pode ser necessariamente tratadas nesse limite. Por exemplo, a presença de impurezas não

magnéticas em �lmes ferromagnéticos deveriam ser descritos por potenciais de impureza

da ordem do acoplamento de troca ferromagnético, que é bastante forte.

Essa modelagem analítica que foi calculada numericamente garante bons resultados

que estão de acordo com o que é encontrado. Mas por outro lado ela é muito limitada,

pois temos que nos restringir a somente uma única concentração de uma impureza subs-

tucional. Mas isso não é proibido. De forma geral, para cada impureza uma expressão

analítica deve ser calculada e depois simulada numericamente. Com o aumento do numero

de impurezas, a quantidade de termos aumenta consideravelmente. Por isso, apesar de

preciso e adequado, o método não se torna muito prático quando o intuito for efetuar

um cálculo sistemático de como a concentração de impurezas substitucionais afetaria os

espectros e as propriedades da susceptibilidade de spin.



48

A forma alternativa encontrada para que possamos ter um estudo sistemático, em que

a concentração de impurezas possa afetar os espectros de ondas de spin, é calcular o valor

de χij no espaço real, ou seja, na "força bruta". No capítulo seguinte, vamos mostrar

como esse cálculo é feito e apresentar os resultados encontrados além de comparar com

os resultados obtidos em CPA e no modelo analítico.
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4 Desordem no Espaço Real

No capítulo anterior, usamos um resultado exato para uma única impureza para ava-

liar a qualidade das aproximações tipo meio efetivo para o cálculo da χHF . Neste capí-

tulo, vamos adotar uma abordagem "força bruta"para avaliar a qualidade da aproximação

〈χHFχRPA〉 = 〈χHF 〉〈χRPA〉 na solução da equação RPA.

No cálculo da aproximação CPA, o que obtemos é uma aproximação em termos de

uma média con�guracional para a Função de Green. O ponto chave para o cálculo mais

preciso possível é a correta obtenção da Função de Green. De fato, o cálculo incorreto

da Função de Green provocará um efeito grande na susceptibilidade Hartree-Fock, que

é de�nida como uma convolução de Funções de Green, e na susceptibilidade RPA, que

é de�nida como uma parte inversa à susceptibilidade Hartree-Fock. Relembrando essas

de�nições, temos que a Função de Green aparece na expressão, na forma

χHFij (~q||, ω) = i~
∫ ∞
−∞

dω′f(ω′)
1

N||

∑
k||

[G↑ji(
~k||, ω

′)G↓ij(~q|| +
~k||, ω + ω′)−

−G−↓ij (~k||, ω
′)G−↑ij (~k|| − ~q||, ω′ + ω) +G↓ij(

~k||, ω
′)G−↑ji (~k|| − ~q||, ω′ + ω)−

−G−↑ji (~k||, ω
′)G↓ij(

~k|| + ~q||, ω
′ + ω)]. (4.1)

A convolução de duas funções 〈GijGkl〉 é aproximada por 〈Gij〉〈Gkl〉, em que algumas

parcelas do produto são desprezadas. Isso não seria um grande problema se tratássemos

grandezas estáticas e que dependessem, diretamente e apenas, dessa convolução. Mas,

no caso da suceptibilidade dinâmica, temos um efeito maximizado pela inversão de χHFij ,

dado pela expressão 1.91.

Quando calculamos o

χRPA(ω) = [1 + χHF (ω)U ]−1χHF (ω) (4.2)
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percebemos que mesmo os valores desprezados em 〈GijGkl〉 sendo mínimos eles são

ampli�cados no cálculo do χRPA.

4.1 De�nição do Hamiltoniano no Espaço Real

O cálculo no espaço real pode ser visto como menos difícil do que no espaço recíproco.

Isso ocorre, principalmente, pela não necessidade de efetuar uma Transformada de Fourier

durante o processo de cálculo para obtenção das Funções de Green.

Nós efetuamos o cálculo no espaço real para que pudéssmos entender os efeitos ao

desconsiderar as �utuações quando fazemos 〈GG〉 = 〈G〉〈G〉 na equação RPA. Considera-
mos como substratos pilares que são semi-in�nitos na direção z e possuem seção quadrada

�nita. No topo dos pilares adicionamos uma camada monoatômica ferromagnética com

seção idêntica. No plano xy utilizamos condições periódicas de contorno para minimizar

os efeitos de tamanho �nito. Esquematicamente apresentamos na �gura 13.

Figura 13: Plano Magnético colocado sobre um substrato metálico não-magnético, semi-
in�nito no sentido −z, em visão perspectiva.

Para tratar esse sistema, nosso hamiltoniano será escrito como sendo uma matriz

composta da seguinte forma:

H = E0 ±
Um

2
+Hext (4.3)

Com esse hamiltoniano, chegamos que a Função de Green para o conjunto de planos

é,
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Gσ = (ω −H − iη)−1 (4.4)

G = (ω − E0 ∓
Um

2
−Hext)

−1 (4.5)

Para conectar o conjunto de planos magnéticos com o substrato, podemos utilizar a

equação de Dyson.

Gij = G0
ij +Gi1h10G0jh01G1j (4.6)

G1j = G0
1j +G0

11h10G0j (4.7)

G0j = G0
00h01G1j. (4.8)

Logo, substituindo 4.8 em 4.7, invertendo, e o resultado substituindo em 4.6, temos

que

Gij = G0
ij +Gi1h10G

0
00h01(1−G0

11h10G
0
00h01)

−1G0
1j. (4.9)

Gij é a Função de Green para cada plano magnética quando devidamente conectado

ao substrato, G0
ij representa os planos sem a conexão ao substrato. h10 e h01 são matri-

zes transpostas entre si e representam os hoppings entre o substrato e o primeiro plano

magnético.

Em nossos primeiros cálculos, foi imposto ao parâmetro η do substrato um valor de

dez vezes o η dos planos magnéticos, sendo este η = 5 · 10−2, com o único intuito de

que os cálculos numéricos possam ser efetivamente rápidos mantendo a precisão desejada.

Em todos os cálculos, para que pudéssemos simular o cálculo de um plano in�nito, foi

realizado com condições periódicas de contorno com hN+1 = hh.

4.2 Resultados Numéricos

O cálculo no espaço real tem mais variáveis que o cálculo feito no espaço recíproco.

Isso se deve, principalmente, porque temos que de�nir uma quantidade de sítios que

vamos tratar, já que o cálculo in�nito é garantido pela transformada de Fourier para o
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espaço recíproco. Dessa forma, nossa escolha foi por tamanhos que pudessem representar,

da melhor forma, o mesmo cálculo no espaço recíproco ou um limite em que os efeitos

possam ser considerados equivalentes.

4.2.1 Sistema Cristalino

A primeira investigação foi a de identi�car qual seria o tamanho adequado para que

o cálculo feito no espaço real correspondesse ao cálculo feito no espaço recíproco ou que

tivessemos um limite de convergência.

Ao observar a �gura 14, percebemos que para excitações de spin no modo uniforme

(q = 0), a diferença é muito pequena, sendo in�uenciada somente pela energia do campo

externo, que neste caso é ~ω = 5 · 10−4. Para q = 1
N
, observamos que o comportamento

muda consideravelmente com o tamanho. Por exemplo, a energia de excitação para o

tamanho 18x18 ocorre em valores próximos a ω = 0.15 enquanto que para o tamanho

24x24 ocorre próximo de ω = 0.07.

Figura 14: Densidade espectral como função da energia para quatro tamanhos distintos
com q = 0, sem impurezas. A curva vermelha é o cálculo feito no espaço recíproco.



53

Figura 15: Densidade espectral como função da energia para quatro tamanhos distintos,
com q = 1

N
e sem impurezas. A curva vermelha é o cálculo feito no espaço recíproco.

4.2.2 Sistema Desordenado

O processo de inserção de impurezas no plano magnético é escolher um ou mais sítios

aleatoriamente e fazer com que a interação coloumbiana seja Ui = 0. Com isso, o sítio

i �ca com propriedades não magnéticas. Essa mesma de�nição foi feita no cálculo com

CPA e no modelo analítico.

A média da susceptibilidade em RPA tem a forma

〈χRPA(q, q′)〉 = 〈χHF (q, q′)〉+
∑
k

〈χHF (q, k)UχRPA(k, q′)〉. (4.10)

De fato, o que temos que fazer é aproximar o segundo termo, porém isso não é fácil,

pois envolve produto de funções. A aproximação mais simples é fazer

〈χRPA(q, q′)〉 = 〈χHF (q, q′)〉+
∑
k

〈χHF (q, k)〉U〈χRPA(k, q′)〉. (4.11)



54

Essa aproximação desconsidera as correções de ordem superiores da média do produto

das funções. Nas �guras 16 e 17, calculamos a susceptibilidade RPA de forma exata, como

previsto na equação 4.10. E de forma aproximada como previsto na equação 4.11.

Figura 16: Densidade espectral para um plano de dimensões 20x20 e t′ = 0.5t, com uma
impureza. Exato e aproximado. ~q em unidades de 1

N
2π
a
.
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Figura 17: Densidade espectral para um plano de dimensões 24x24 e t′ = t, com uma
impureza. Exato e aproximado. ~q em unidades de 1

N
2π
a
.

O que percebemos no primeiro momento é que as curvas são muito distintas. Esse

cálculo é feito para o modo uniforme (q = 0) e com uma impureza substitucional, de forma

que todos os efeitos são minimizados. Isso ocorre porque as correções nessa aproximação

são da mesma ordem da susceptibilidade para o sistema cristalino.

〈χRPAχHF 〉 = 〈χRPA〉〈χHF 〉+
∑
i=1,N

δ〈χRPAi χHFi 〉 (4.12)

em que δ〈χRPAi χHFi 〉 denota as correções em 〈χRPAχHF 〉 que, ao efetuar a soma, é da

mesma ordem do sistema cristalino.

Então, a solução para esse problema é calcular a susceptibilidade de maneira exata.

Alguns tamanhos de planos foram calculados com maiores detalhes. No caso do plano

de dimensões 18x18, observamos que o aumento da concentração de impureza não garante

uma variação monotônica tanto na energia de excitação quanto na largura de linha. Para

tamanhos relativamente pequenos, em comparação a um plano de dimensões 24x24, a



56

partir de certas concentrações no caso do 18x18 em x ≈ 18%, o espectro de ondas de

spin começa a perder a forma lorentziana. Para um sistema tipo bulk pode ser visto na

referência [30]. Este comportamento é mostrado na �gura 18.

Figura 18: Densidade espectral para um plano de dimensões 18x18, com campo magnético
externo ~ω = 5 · 10−4 e q = 1

N

Para o tamanhos 20x20 e 22x22 temos os mesmos efeitos qualitativos, como mostrado

nas �guras 19 e 20.
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Figura 19: Densidade espectral para um plano de dimensões 20x20, com campo magnético
externo ~ω = 5 · 10−4 e q = 1

N
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Figura 20: Densidade espectral para um plano de dimensões 22x22, com campo magnético
externo ~ω = 5 · 10−4 e q = 1

N

Para os tamanhos 23x23 (�gura 21) e 24x24 (22) os efeitos são reduzidos e os com-

portamentos de χ+− aparentam ter uma forma mais monotônica com respeito a variação

da concentração.
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Figura 21: Densidade espectral para um plano de dimensões 23x23, com campo magnético
externo ~ω = 5 · 10−4
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Figura 22: Densidade espectral para um plano de dimensões 24x24, com campo magnético
externo ~ω = 5 · 10−4

Nas �guras 18, 19, 20 e 22 não é perceptível a ocorrência da mudança na forma do

espectro de excitação. Para isso, �zemos alguns cálculos, de diversas con�gurações, para

esses mesmos tamanhos, com concentrações que chegaram próximas de 25% para, então,

termos um padrão sistemático desse comportamento. Como notado anteriormente, nos

tamanhos menores a variação da forma ocorreu muito antes de 20%, em que a forma não

é perfeitamente lorentziana. Observamos que tamanhos maiores, 24x24, mesmo em altas

concentrações (25%) todas as con�gurações mantiverem a perfeita forma lorentziana. De

certo modo, é garantido que, ao menos para tamanhos superiores a 24x24, as quantidades

calculadas para ondas de spin serão con�áveis.
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Na �gura 23, é possível perceber que o para o tamanho 18x18 há muitas curvas que

não são lorentzianas e no sistema 24x24 todas são perfeitamente.

Figura 23: Espectros de excitação de ondas de spin para planos magnéticos com diferentes
tamanhos, com q = 1

N

Os pontos de excitação de ondas de spin foram calculados para todos os tamanhos,

alguns com diversas con�gurações. Na �gura 24, �ca perceptível o comportamento não

monotônico que já haviamos mencionado, inclusive aparecendo um máximo em torno de

x = 0.1.
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Figura 24: Energia de excitação de ondas de spin para planos magnéticos com diferentes
tamanhos, com q = 1

N
. Normalizado em relação ao cristalino

A largura de linha (�gura 25), que, como já vimos, é proporcional ao tempo de vida

das ondas de spin, tem o mesmo comportamento não monotônico dos pontos de excitação.

Também observamos que a dispersão é maior para concentrações altas isso ocorre devido

à transformada de Fourier da densidade espectral ser independente da posição para uma

impureza. E para concentrações maiores a dispersão aumenta.
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Figura 25: largura de linha para os espectros de excitação de ondas de spin para planos
magnéticos com diferentes tamanhos, com q = 1

N
. Normalizado em relação ao cristalino

Em todos os tamanhos, percebemos que os comportamentos qualitativos são equi-

valentes. E isso pode ser con�rmado na �gura 26 quando calculamos o parâmetro de

amortecimento[31], tanto para o modo uniforme quanto para o primeiro modo. Observa-

mos que para pequenas concentrações há equivalência para todos os tamanhos.



64

Figura 26: Parâmetro de amortecimento para todos os tamanhos. Para qx = 0 e qx = 1.
Normalizado em relação ao cristalino

Na �gura 26, para altas concentrações a divergência é muito alta, mas isso está rela-

cionado com a perda da forma lorentziana que mostramos na �gura 23.

Outra análise realizada é quando diminuímos o hopping entre o substrato e o �lme,

chamaremos de t′, simulando uma menor interferência na interação. Na �gura 27 é mos-

trado que a largura de linha para esse sistema é menor do que o feito com t′ = t, �gura

19. Com isso a sensibilidade aos efeitos de desordem é maior.
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Figura 27: Densidades espectrais para t′ = 0.5t. Tamanho 20x20.

Para esse caso, t′ = 0.5t, observamos que o parâmetro de amortecimento é menor que

no caso t′ = t, ou seja, os efeitos de amortecimento do substrato no �lme são menores.
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Figura 28: Parâmetro de amortecimento para t′ = 0.5t. Tamanho 20x20.

Se compararmos as �guras 26 e 28, percebemos que os efeitos de desordem são muito

mais intensos quando o sistema é menos amortecimento (t′ = 0.5t).
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Figura 29: Energias de excitação para t′ = 0.5t. Tamanho 20x20.

Um caso muito relevante é o modo uniforme (~q = 0), que é o modo excitado em

esperiências de ressonância ferromagnética. Uma vez que o campo de excitação é uniforme

no espaço, este modo tem custo energético zero para amostras cristalinas. Pequenas

diferenças na magnetização local deveriam ter pouco efeito sobre a energia, uma vez que

as excitações longitudinais e transversais estão desacopladas no regime linear, na ausência

de acoplamento spin-órbita. Assim, espera-se que a energia do modo uniforme não será

tão sensível na presença de uma quantidade limitada de desordem no �lme ferromagnético.

Além disso, o tempo de vida não deve ser fortemente afetado, uma vez que este modo é

protegido pela simetria de rotação do hamiltoniano.

Como o amortecimento pelos modos de stoner é muito grande, vemos que as concen-

trações mais baixas na �gura 29, os efeitos de desordem tem variação pequena e são mais

evidentes no parâmetro de amortecimento.

4.2.3 Resultado para �lmes Retangulares

Neste tipo de cálculo, feito no espaço real, temos um problema numérico que consiste

no tamanho das matrizes que são utilizadas. Essas matrizes tem dimensões N×N×p, em
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que N é a dimensão do plano magnético e p é a quantidade de pontos calculados no eixo

de energia. Além do limite de tamanho do vetor, que depende do sistema operacional e do

compilador utilizados, também enfrentamos a di�culdade do tempo, que quanto maiores

forem as dimensões dos planos, exponencialmente será o gasto de tempo.

Para que pudéssemos calcular tamanhos maiores, ou efeitos em tamanhos maiores,

utilizamos tamanhos retangulares, que variaram de 5x20 até 5x60. Assim foi possível

produzir espectros de ondas de spin para vetores de onda maiores sem um custo compu-

tacional extremo.

Figura 30: Plano Magnético retangular colocado sobre um substrato metálico não-
magnético, semi-in�nito no sentido −z, em visão perspectiva.

O comportamento de cada espectro de onda de spin seguiu o mesmo encontrado nos

tamanhos quadrados, observando pequenas concentrações como, por exemplo, apresen-

tado nas �guras 31,32, 33, 34 e 35.
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Figura 31: Densidade espectral para um plano com dimensão retangular 5x20, com campo
magnético externo ~ω = 5 · 10−4, com q = 1

Ny
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Figura 32: Densidade espectral para um plano com dimensão retangular 5x22, com campo
magnético externo ~ω = 5 · 10−4, com q = 1

Ny
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Figura 33: Densidade espectral para um plano com dimensão retangular 5x24, com campo
magnético externo ~ω = 5 · 10−4, com q = 1

Ny
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Figura 34: Densidade espectral para um plano com dimensão retangular 5x30, com campo
magnético externo ~ω = 5 · 10−4, com q = 1

Ny
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Figura 35: Densidade espectral para um plano com dimensão retangular 5x40, com campo
magnético externo ~ω = 5 · 10−4, com q = 1

Ny

Ao calcular as energias de excitação para cada tamanho, foi possível notar que para

tamanhos maiores, a partir do 5x40, o comportamento tem uma característica monotônica

mais precisa, como apresentado na �gura 36.
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Figura 36: Energia de excitação de ondas de spin para planos magnéticos com diferentes
tamanhos retangulares, com q = 1

Ny

Na �gura 37, o comportamento das larguras de linha obedece o ocorrido na seção

4.2.2, ou seja, é o mesmo comportamento qualitativo do encontrado para as energias de

excitação. Para cada ponto, tanto nas larguras de linha quanto os pontos das energias de

excitação foram feitos para uma con�guração só.
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Figura 37: largura de linha para os espectros de excitação de ondas de spin para planos
magnéticos com diferentes tamanhos retangulares, com q = 1

Ny

Com tamanhos relativamente grandes, que é o caso do 5x40, podemos obter espectros

de excitação de ondas de spin com vetores de onda maiores que q = 1
Ny

e com isso obter

a relação de dispersão para o χ+−(q).
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Figura 38: Relação de dispersão para a densidade espectral como função de qy, para um
plano magnético com dimensões 5x40

Na �gura 38, encontramos que a relação de dispersão, para o cálculo feito no espaço

real obedece a relação ~ω = Dq2, que já é conhecido [17] quando calculado no espaço

recíproco para o cristal puro.
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5 Conclusões e perspectivas

Nesse trabalho, estudamos o efeito de desordem nos espectros de excitação de spin

�lmes �nos. O principal interesse foi compreender e calcular as variações sofridas na

energia de excitação e no tempo vida das ondas de spin. Como vimos, essas propriedades

das ondas de spin foram calculadas a partir da susceptibilidade magnética em RPA e este

resultado é muito bem conhecido para os cristais puros. Mostramos que inserir desordem

utilizando métodos de meio efetivo e aproximar a média dos produtos das funções de Green

por produto das médias não é su�ciente. Uma vez que as �utuações desprezadas tem alta

relavância já que a susceptibilidade RPA é escrita em termos do inverso da susceptibilidade

HF e esta, em termos do produto das funções de Green. Os resultados que obtivemos

não foram adequados porque a variação nos espectros foram muito grandes, atingindo

diferenças de 70% para concentrações de impureza de 0.5% e 1000% para concentrações

de 10%. No modo uniforme encontramos que a desordem calculada em CPA afeta de

forma especialmente contra-intuitiva, pois o campo de excitação é uniforme no espaço,

este modo tem custo energético zero para amostras cristalinas.

Alternativamente, calculamos o produto de funções de Green de forma exata no caso

de uma impureza substitucional. Esse difere do cálculo de meio efetivo no termo que

tem convolução de quatro funções de Green. Isso ocorre porque há uma diferença entre

calcular o produto da média de funções de Green ou a média do produto de funções de

Green. O cálculo exato tende a ser menor que os cálculos de meio efetivo, já que o termo

que é desprezado tem sinal contrário ao termo que é igual nas duas abordagens.

Diante das limitações e di�culdades no cálculo análitco, efetuamos o cálculo da sus-

ceptibilidade no espaço real. No espaço real o modo uniforme não é muito afetado pela

desordem e os modos q = 1 e q = 2, são afetados pela desordem, mas dentro do esperado

de que os efeitos de desordem estejam na mesma ordem da pertubação imposta. O efeito

das impurezas é muito diferente se t′ = t ou se t′ = 0, 5t; ou seja, quando a densidade de

modos de Stoner já é grande no sistema puro, as impurezas tem efeito menor. No caso

t′ = 0, 5t as dependências da energia e do parâmetro de amortecimento com a concen-
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tração parecem ser bastante não monotônicas, inclusive para concentrações baixas. Esse

comportamento di�cilmente seria capturado por algum cálculo de meio efetivo, já que

elas tendem a prever um comportamento linear dos desvios das grandezas físicas com a

concentração.

Como perspectivas futuras, nossa ideia é calcular outras propriedades como o aco-

plamento de troca entre sítios. Também queremos complementar esse cálculo inserindo

o acoplamento spin-órbita no hamiltoniano. Nossa ideia, com esse modelo, é que pos-

samos modelar todo conjunto substrato-�lme inserindo algumas camadas adicionais nos

próximos cálculos.
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APÊNDICE A -- Cálculo do Estado

Fundamental

Adotando o hamiltoniano de Hubbard, indicado na equação 1.1, podemos, além da

densidade, de estados calcular também a magnetização, o número médio de elétrons por

sítios e o centro da banda (estamos supondo um orbital por sítio).

Obtivemos no primeiro capítulo a de�nição da densidade de estados. Em termos dessa

densidade de estados, poderemos calcular o número de elétrons em cada direção de spin,

para podermos calcular m e n, como de�nido em 1.3 e 1.4. Sendo σ uma direção de spin

arbitrária, podemos inferir que o número médio de elétrons com essa direção de spin será

〈nσ〉 =

∫ Ef

−∞
ρσ(ω)f(ω)dω, (A.1)

em que Ef é a energia de Fermi, ou seja, o nível de energia máximo de um estado acessível

para o elétron nesse cristal e f(ω) é a distribuição estatística de Fermi-Dirac,

f(ω) =
1

e−β(ω−µ) + 1
. (A.2)

De fato, o que temos que fazer é resolver a integral A.1, mas não é completamente

trivial, em virtude dos pólos da função de Green existentes sobre o eixo real. Com isso,

é conveniente utilizar a propriedade de que a integral complexa ao longo de um caminho

fechado é zero, se não houver pólos.
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Figura 39: Representação grá�ca da integral A.1, representada por I1, no plano complexo.

Para resolvermos a integral, deslocamos levemente do eixo real, de um fator η, que

já foi de�nido anteriormente, e fechamos a curva de modo de podemos aplicar o Teorema

de Cauchy [32], que garante que uma integral, ao longo de uma curva fechada, e que não

possua pólos, será zero. Logo podemos escrever a nossa integral I1 como

I1 = −(I2 + I3). (A.3)

Ao aplicar as propriedades do plano complexo, temos que I1 é completamente escrita

em termos da parte imaginária de g(ω), I2 em termos da parte real, e I3, é um contorno

circular que possui as duas componentes.

I1 = − 1

π

∫ Ef

∞
Im[g(ω)]dω (A.4)

I2 = − 1

π

∫ ∞
η

Re[g(ω)]dω (A.5)

I3 = − 1

π

∫ π

π/2

∫ ∞
0

g(ω)RdRdθ (A.6)

Para determinar o valor de I3, consideramos que limz→0G(z) = 1
z
, e então temos que

I3 obtem a forma



81

I3 = − 1

π

∫ π

π/2

1

R
Rdθ (A.7)

I3 = −1

2
. (A.8)

Portanto, somando a I2 e substituindo na equação A.3 obtemos que a integral que

corresponde a 〈nσ〉 é

〈nσ〉 = 〈n〉1
2

+
1

π

∫ ∞
η

Re[g(Ef + iξ)]dξ (A.9)

Essa é a expressão que representa o número médio de elétrons por sítio no cristal,

porém, do ponto de vista do cálculo numérico é complicado obter o valor de uma integral

que tem limites in�nitos. Nesse caso especí�co, a solução mais prática é efetuar uma

transformação de variáveis, com a �nalidade de obter novos limites, dessa vez, �nitos. A

transformação escolhida é

ξ =
y + η

1− y
(A.10)

dξ =
1 + η

(1− y)2
dy. (A.11)

logo, se aplicarmos na integral A.9, obtemos

〈n〉 =
1

2
+

1

π

∫ 1

0

Re[g(Ef + iy)]
1 + η

(1− y)2
dy (A.12)

que é calculada, agora, entre 0 e 1. Esses limites são muito adequados, pois podemos

utilizar métodos numéricos de quadratura, em que, com poucos pontos, é possível obter

o valor da integral com muita precisão.

As condições iniciais para essa integral pode ser arbitrárias uma vez que podemos

utilizar um cálculo autoconsistente para obter os valores de 〈n↑〉 e 〈n↓〉. Sendo que o

vínculo obrigatório é a necessidade de conhecer o valor total de elétrons por sítio, a

equação recorrente é
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f(E0) = 〈n↑〉+ 〈n↓〉 − n0 (A.13)

em que n0 é o número total de elétrons por sítio. De modo simples, podemos atribuir

um valor inicial para o centro de banda E0, e uma magnetização inicial m = 〈n↑〉 − 〈n↓〉
que aqui é o nosso primeiro ponto de convergência. Nessa equação a solução é E0 e então

podemos obter 〈nσ〉, para ambas as direções de spin, atualizado. Finalmente calculando

novos m e 〈n〉, esse calculo termina quando é obtido convergência em m.

Para que o estado fundamental também seja encontrado, é necessário que se obedeça

o critério de Stoner [33]

Uρ(EF ) > 1. (A.14)

Em nossos cálculos para que possamos representar os valores bem de�nidos do Cobalto

e aproximação das 10 bandas em duas bandas efetivas, fazemos EF = 0.15, U = 12 e

n = 1.68.
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APÊNDICE B -- Susceptibilidade na presença

de uma única impureza

B.1 Expressão Analítica para uma impureza

χHFij (~q||, ω) = i~
∫ ∞
−∞

dω′f(ω′)[G↑ji(ω
′)G↓ij(ω + ω′)−G∗↓ji (ω′)G

∗↑
ij (ω′ − ω) +

+G↓ij(ω
′)G∗↑ij (ω′ − ω)−G∗↑ij (ω′)G↓ij(ω

′ + ω)] (B.1)

Fazendo a transformada de Fourier inversa da Função de Green.

Gij =
1

N

∑
k

ei
~k·( ~Ri− ~Rj)G0(~k, ω) +

1

N2

∑
k,k′

ei
~k·( ~Ri− ~R0)ei

~k′·( ~R0− ~Rj)G0(~k, ω)A(ω)G0(~k′, ω)(B.2)

em que A(ω) = W (1 − G0
00W )−1 é o termo que representa a autoenergia devido à

desordem.

A Transformada de Fourier inversa de χHFij ,

χHFij (ω) =
1

N

∑
q,q′

ei~q·
~Rie−i

~q′· ~RjχHF (q, q′, ω) (B.3)

é usada para identi�car as parcelas do cálculo de χHFij (ω) que representam χHF (q, q′, ω).

Obteremos uma expressão para χHF , tal que possamos escrever

χHF = χ0HF + δχ0HF . (B.4)

em que χ0HF é a representação para o cristal puro que já vimos no capítulo 3, e δχ0HF
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é uma correção que representa cada con�guração de impureza. Como já conhecemos χ0HF

vamos obter δχ0HF , para que possamos ter χHF em sua forma completa.

Vamos calcular a primeira parcela de 3.4.

G↑ji(ω
′)G↓ij(ω

′ + ω) =
1

N3

∑
k,k′,k′′

ei
~k·( ~Rj− ~Ri)ei

~k′·( ~Ri− ~R0)ei
~k′′·( ~R0− ~Rj) ×

× G0↑(~k, ω′)G0↓(~k′, ω′ + ω)A↓(ω′ + ω)G0↓( ~k′′, ω′ + ω) +

+
1

N3

∑
k,k′,k′′

ei
~k·( ~R0− ~Ri)ei

~k′·( ~Rj− ~R0)ei
~k′′·( ~Ri− ~Rj) ×

× G0↑(~k, ω′)A↑(ω′)G0↑(~k′, ω′)G0↓( ~k′′, ω′ + ω) +

+
1

N4

∑
k,k′,k′′,k′′′

ei
~k·( ~R0− ~Ri)ei

~k′·( ~Rj− ~R0)ei
~k′′·( ~Ri− ~R0)ei

~k′′′·( ~R0− ~Rj) ×

× G0↑(~k, ω′)A↑(ω′)G0↑(~k′, ω′)G0↓( ~k′′, ω′ + ω)A↓(ω′ + ω)×

× G0↓( ~k′′′, ω′ + ω) (B.5)

Podemos identi�car na equação acima, qual será o termo correspondente a δχ0HF (q, q′, ω),

ao comparar com a equação 3.6.

I =
1

N2

∑
k

ei(
~q′−~q)· ~R0G0↑(~k, ω′)G0↓(~k + ~q, ω′ + ω)A↓(ω′ + ω)G0↓(~k + ~q′, ω′ + ω) +

+
1

N2

∑
k

ei(
~q′−~q)· ~R0G0↑(~k − ~q, ω′)A↑(ω′)G0↑(~k − ~q′, ω′)G0↓(~k, ω′ + ω) +

+
1

N3

∑
k,k′

ei(
~q′−~q)· ~R0G0↑(~k, ω′)A↑(ω′)G0↑(~k′, ω′)G0↓(~k + ~q, ω′ + ω)×

× A↓(ω′ + ω)G0↓(~k′ + ~q′, ω′ + ω) (B.6)
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G↓∗ji (ω
′)G↑∗ij (ω′ − ω) =

1

N3

∑
k,k′,k′′

e−i
~k·( ~Rj− ~Ri)e−i

~k′·( ~Ri− ~R0)e−i
~k′′·( ~R0− ~Rj) ×

× G0↓∗(~k, ω′)G0↑∗(~k′, ω′ − ω)A↑∗(ω′ − ω)G0↑∗( ~k′′, ω′ − ω) +

+
1

N3

∑
k,k′,k′′

e−i
~k·( ~R0− ~Ri)e−i

~k′·( ~Rj− ~R0)e−i
~k′′·( ~Ri− ~Rj) ×

× G0↓∗(~k, ω′)A↓∗(ω′)G0↓∗(~k′, ω′)G0↑( ~k′′, ω′ − ω) +

+
1

N4

∑
k,k′,k′′,k′′′

e−i
~k·( ~R0− ~Ri)e−i

~k′·( ~Rj− ~R0)e−i
~k′′·( ~Ri− ~R0)e−i

~k′′′·( ~R0− ~Rj) ×

× G0↓∗(~k, ω′)A↓∗(ω′)G0↓∗(~k′, ω′)G0↑∗( ~k′′, ω′ − ω)×

× A↑∗(ω′ − ω)G0↑∗( ~k′′′, ω′ − ω) (B.7)

Podemos identi�car na equação acima, qual será o termo correspondente a δχ0HF (q, q′, ω),

ao comparar com a equação 3.6.

II =
1

N2

∑
k

ei(
~q′−~q)· ~R0G0↓∗(~k, ω′)G0↑∗(~k − ~q, ω′ − ω)A↑∗(ω′ − ω)G0↑∗(~k − ~q′, ω′ − ω) +

+
1

N2

∑
k

ei(
~q′−~q)· ~R0G0↓∗(~k + ~q, ω′)A↓∗(ω′)G0↓∗(~k + ~q′, ω′)G0↑∗(~k, ω′ − ω) +

+
1

N3

∑
k,k′

ei(
~q′−~q)· ~R0G0↓∗(~k + ~q, ω′)A↓∗(ω′)G0↓∗(~k′ + ~q′, ω′)×

× G0↑∗(~k, ω′ − ω)A↑∗(ω′ − ω)G0↑∗(~k′, ω′ − ω) (B.8)

G↓ij(ω
′)G↑∗ij (ω′ − ω) =

1

N3

∑
k,k′,k′′

ei
~k·( ~Ri− ~Rj)e−i

~k′·( ~Ri− ~R0)e−i
~k′′·( ~R0− ~Rj) ×

× G0↓(~k, ω′)G0↑∗(~k′, ω′ − ω)A↑∗(ω′ − ω)G0↑∗( ~k′′, ω′ − ω) +

+
1

N3

∑
k,k′,k′′

e−i
~k·( ~R0− ~Ri)e−i

~k′·( ~Rj− ~R0)e−i
~k′′·( ~Ri− ~Rj) ×

× G0↓(~k, ω′)A↓(ω′)G0↓(~k′, ω′)G0↑( ~k′′, ω′ − ω) +

+
1

N4

∑
k,k′,k′′,k′′′

e−i
~k·( ~R0− ~Ri)e−i

~k′·( ~Rj− ~R0)e−i
~k′′·( ~Ri− ~R0)e−i

~k′′′·( ~R0− ~Rj) ×

× G0↓(~k, ω′)A↓(ω′)G0↓(~k′, ω′)G0↑∗( ~k′′, ω′ − ω)×

× A↑∗(ω′ − ω)G0↑∗( ~k′′′, ω′ − ω) (B.9)
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Podemos identi�car na equação acima, qual será o termo correspondente a δχ0HF (q, q′, ω),

ao comparar com a equação 3.6.

III =
1

N2

∑
k

ei(
~q′−~q)· ~R0G0↓(~k, ω′)G0↑∗(~k − ~q, ω′ − ω)A↑∗(ω′ − ω)G0↑∗(~k − ~q′, ω′ − ω) +

+
1

N2

∑
k

ei(
~q′−~q)· ~R0G0↓(~k + ~q, ω′)A↓(ω′)G0↓(~k + ~q′, ω′)G0↑∗(~k, ω′ − ω) +

+
1

N3

∑
k,k′

ei(
~q′−~q)· ~R0G0↓(~k + ~q, ω′)A↓(ω′)G0↓(~k′ + ~q′, ω′)×

× G0↑∗(~k, ω′ − ω)A↑∗(ω′ − ω)G0↑∗(~k′, ω′ − ω) (B.10)

G↑∗ij (ω′)G↓ij(ω
′ + ω) =

1

N3

∑
k,k′,k′′

ei
~k·( ~Rj− ~Ri)ei

~k′·( ~Ri− ~R0)ei
~k′′·( ~R0− ~Rj) ×

× G0↑∗(~k, ω′)G0↓(~k′, ω′ + ω)A↓(ω′ + ω)G0↓( ~k′′, ω′ + ω) +

+
1

N3

∑
k,k′,k′′

ei
~k·( ~R0− ~Ri)ei

~k′·( ~Rj− ~R0)ei
~k′′·( ~Ri− ~Rj) ×

× G0↑∗(~k, ω′)A↑∗(ω′)G0↑∗(~k′, ω′)G0↓( ~k′′, ω′ + ω) +

+
1

N4

∑
k,k′,k′′,k′′′

ei
~k·( ~R0− ~Ri)ei

~k′·( ~Rj− ~R0)ei
~k′′·( ~Ri− ~R0)ei

~k′′′·( ~R0− ~Rj) ×

× G0↑∗(~k, ω′)A↑∗(ω′)G0↑∗(~k′, ω′)G0↓( ~k′′, ω′ + ω)×

× A↓(ω′ + ω)G0↓( ~k′′′, ω′ + ω) (B.11)

Podemos identi�car na equação acima, qual será o termo correspondente a δχ0HF (q, q′, ω),

ao comparar com a equação 3.6.

IV =
1

N2

∑
k

ei(
~q′−~q)· ~R0G0↑∗(~k, ω′)G0↓(~k + ~q, ω′ + ω)A↓(ω′ + ω)G0↓(~k + ~q′, ω′ + ω) +

+
1

N2

∑
k

ei(
~q′−~q)· ~R0G0↑∗(~k − ~q, ω′)A↑∗(ω′)G0↑∗(~k − ~q′, ω′)G0↓(~k, ω′ + ω) +

+
1

N3

∑
k,k′

ei(
~q′−~q)· ~R0G0↑∗(~k, ω′)A↑∗(ω′)G0↑∗(~k′, ω′)×

× G0↓(~k + ~q, ω′ + ω)A↓(ω′ + ω)G0↓(~k′ + ~q′, ω′ + ω) (B.12)

Logo, temos:
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δχHF (q, q′, ω) =
i~
2π

∫ ∞
−∞

dω′f(ω′)[I + II + III + IV ] (B.13)

A integral acima resulta na soma das seis integrais abaixo.

I1 =
i~
2π

∫ ∞
−∞

dω′f(ω′)
1

N2

∑
k

ei(
~q′−~q)· ~R0 [G0↑(~k, ω′)G0↓(~k + ~q, ω′ + ω)×

× A↓(ω′ + ω)G0↓(~k + ~q′, ω′ + ω) +

+ G0↑(~k − ~q, ω′)A↑(ω′)G0↑(~k − ~q′, ω′)G0↓(~k, ω′ + ω)] (B.14)

Fazendo a mudança de variáveis ω′ = ωf + iy.

I1 =
i~
2π

∫ ∞
η

dy
1

N2

∑
k

ei(
~q′−~q)· ~R0 [G0↑(~k, ωf + iy)×

× G0↓(~k + ~q, ωf + iy + ω)A↓(ωf + iy + ω)×

× G0↓(~k + ~q′, ωf + iy + ω) +

+ G0↑(~k − ~q, ωf + iy)A↑(ωf + iy)×

× G0↑(~k − ~q′, ωf + iy)G0↓(~k, ωf + iy + ω)] (B.15)

I2 =
i~
2π

∫ ∞
−∞

dω′f(ω′)
1

N3

∑
k,k′

ei(
~q′−~q)· ~R0 [G0↑(~k, ω′)×

× A↑(ω′)G0↑(~k′, ω′)G0↓(~k + ~q, ω′ + ω)A↓(ω′ + ω)×

× G0↓(~k′ + ~q′, ω′ + ω)] (B.16)

Fazendo a mudança de variáveis ω′ = ωf + iy.

I2 =
i~
2π

∫ ∞
η

dy
1

N3

∑
k,k′

ei(
~q′−~q)· ~R0 [G0↑(~k, ωf + iy)×

× A↑(ωf + iy)G0↑(~k′, ωf + iy)G0↓(~k + ~q, ωf + iy + ω)×

× A↓(ωf + iy + ω)G0↓(~k′ + ~q′, ωf + iy + ω)] (B.17)
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I3 = − i~
2π

∫ ∞
−∞

dω′f(ω′)
1

N2

∑
k

ei(
~q′−~q)· ~R0 [G0↓∗(~k, ω′)G0↑∗(~k − ~q, ω′ − ω)×

× A↑∗(ω′ − ω)G0↑∗(~k − ~q′, ω′ − ω) +

+ G0↓∗(~k + ~q, ω′)A↓∗(ω′)G0↓∗(~k + ~q′, ω′)G0↑∗(~k, ω′ − ω)] (B.18)

Fazendo a mudança de variáveis ω′ = ωf + iy.

I3 = − i~
2π

∫ ∞
η

dy
1

N2

∑
k

ei(
~q′−~q)· ~R0 [G0↓∗(~k, ωf + iy)×

× G0↑∗(~k − ~q, ωf + iy − ω)A↑∗(ωf + iy − ω)×

× G0↑∗(~k − ~q′, ωf + iy − ω) +G0↓∗(~k + ~q, ωf + iy)×

× A↓∗(ωf + iy)G0↓∗(~k + ~q′, ωf + iy)G0↑∗(~k, ωf + iy − ω)] (B.19)

I4 = − i~
2π

∫ ∞
−∞

dω′f(ω′)
1

N3

∑
k,k′

ei(
~q′−~q)· ~R0 [G0↓∗(~k + ~q, ω′)×

× A↓∗(ω′)G0↓∗(~k′ + ~q′, ω′)G0↑∗(~k, ω′ − ω)×

× A↑∗(ω′ − ω)G0↑∗(~k′, ω′ − ω)] (B.20)

Fazendo a mudança de variáveis ω′ = ωf + iy.

I4 = − i~
2π

∫ ∞
η

dy
1

N3

∑
k,k′

ei(
~q′−~q)· ~R0 [G0↓∗(~k + ~q, ωf + iy)A↓∗(ωf + iy)×

× G0↓∗(~k′ + ~q′, ωf + iy)G0↑∗(~k, ωf + iy − ω)×

× A↑∗(ωf + iy − ω)G0↑∗(~k′, ωf + iy − ω)] (B.21)
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I5 =
i~
2π

∫ ∞
−∞

dω′f(ω′)
1

N2

∑
k

ei(
~q′−~q)· ~R0 [×

× G0↓(~k, ω′)G0↑∗(~k − ~q, ω′ − ω)A↑∗(ω′ − ω)G0↑∗(~k − ~q′, ω′ − ω) +

+ G0↓(~k + ~q, ω′)A↓(ω′)G0↓(~k + ~q′, ω′)G0↑∗(~k, ω′ − ω)−

− G0↑∗(~k, ω′)G0↓(~k + ~q, ω′ + ω)A↓(ω′ + ω)G0↓(~k + ~q′, ω′ + ω) +

− G0↑∗(~k − ~q, ω′)A↑∗(ω′)G0↑∗(~k − ~q′, ω′)G0↓(~k, ω′ + ω)] (B.22)

Fazendo ω′ → ω′ + ω na primeira e na segunda parcela,

I5 =
i~
2π

∫ ∞
−∞

dω′
1

N2

∑
k

ei(
~q′−~q)· ~R0 [×

× f(ω′ + ω)G0↓(~k, ω′ + ω)G0↑∗(~k − ~q, ω′)A↑∗(ω′)G0↑∗(~k − ~q′, ω′) +

+ f(ω′ + ω)G0↓(~k + ~q, ω′ + ω)A↓(ω′ + ω)G0↓(~k + ~q′, ω′ + ω′)G0↑∗(~k, ω′)−

− f(ω′)G0↑∗(~k, ω′)G0↓(~k + ~q, ω′ + ω)A↓(ω′ + ω)G0↓(~k + ~q′, ω′ + ω) +

− f(ω′)G0↑∗(~k − ~q, ω′)A↑∗(ω′)G0↑∗(~k − ~q′, ω′)G0↓(~k, ω′ + ω)] (B.23)

I5 =
i~
2π

∫ ∞
−∞

dω′
1

N2

∑
k

ei(
~q′−~q)· ~R0 [×

× [f(ω′ + ω)− f(ω′)]G0↓(~k, ω′ + ω)G0↑∗(~k − ~q, ω′)A↑∗(ω′)G0↑∗(~k − ~q′, ω′) +

+ [f(ω′ + ω)− f(ω′)]G0↓(~k + ~q, ω′ + ω)A↓(ω′ + ω)G0↓(~k + ~q′, ω′ + ω′)G0↑∗(~k, ω′)](B.24)

I5 =
i~
2π

∫ ωf

ωf−ω
dω′

1

N2

∑
k

ei(
~q′−~q)· ~R0 [×

× G0↓(~k, ω′ + ω)G0↑∗(~k − ~q, ω′)A↑∗(ω′)G0↑∗(~k − ~q′, ω′) +

+ G0↓(~k + ~q, ω′ + ω)A↓(ω′ + ω)G0↓(~k + ~q′, ω′ + ω′)G0↑∗(~k, ω′)] (B.25)
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I6 =
i~
2π

∫ ∞
−∞

dω′f(ω′)
1

N3

∑
k,k′

ei(
~q′−~q)· ~R0 [×

× G0↓(~k + ~q, ω′)A↓(ω′)G0↓(~k′ + ~q′, ω′)G0↑∗(~k, ω′ − ω)A↑∗(ω′ − ω)×

× G0↑∗(~k′, ω′ − ω)−G0↑∗(~k, ω′)A↑∗(ω′)G0↑∗(~k′, ω′)G0↓(~k + ~q, ω′ + ω)×

× A↓(ω′ + ω)G0↓(~k′ + ~q′, ω′ + ω)] (B.26)

Fazendo ω′ → ω′ + ω na segunda parcela

I6 =
i~
2π

∫ ∞
−∞

dω′
1

N3

∑
k,k′

ei(
~q′−~q)· ~R0 [×

× f(ω′ + ω)G0↓(~k + ~q, ω′ + ω)A↓(ω′ + ω)G0↓(~k′ + ~q′, ω′ + ω)G0↑∗(~k, ω′)A↑∗(ω′)×

× G0↑∗(~k′, ω′)− f(ω′)G0↑∗(~k, ω′)A↑∗(ω′)G0↑∗(~k′, ω′)G0↓(~k + ~q, ω′ + ω)×

× A↓(ω′ + ω)G0↓(~k′ + ~q′, ω′ + ω)] (B.27)

I6 = − i~
2π

∫ ωf

ωf−ω
dω′

1

N3

∑
k,k′

ei(
~q′−~q)· ~R0 [×

× G0↓(~k + ~q, ω′ + ω)A↓(ω′ + ω)G0↓(~k′ + ~q′, ω′ + ω)G0↑∗(~k, ω′)A↑∗(ω′)×

× G0↑∗(~k′, ω′)] (B.28)

B.2 Comparação entre CPA e Resultado Exato

Uma expressão análoga também é calculada para a aproximação CPA, nesse o obtido

é:

I =
1

N2

∑
k

G0↑(~k, ω′)G0↓(~k + ~q, ω′ + ω)t↓(ω′ + ω)G0↓(~k + ~k, ω′ + ω) +

+
1

N2

∑
k

G0↑(~k − ~q, ω′)t↑(ω′)G0↑(~k − ~q, ω′)G0↓(~k, ω′ + ω) +

+
1

N2

∑
k

G0↑(~k, ω′)t↑(ω′)G0↑(~k, ω′)G0↓(~k + ~q, ω′ + ω)×

× t↓(ω′ + ω)G0↓(~k + ~q, ω′ + ω) (B.29)
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II =
1

N2

∑
k

G0↓∗(~k, ω′)G0↑∗(~k − ~q, ω′ − ω)t↑∗(ω′ − ω)G0↑∗(~k − ~q, ω′ − ω) +

+
1

N2

∑
k

G0↓∗(~k + ~q, ω′)t↓∗(ω′)G0↓∗(~k + ~q, ω′)G0↑∗(~k, ω′ − ω) +

+
1

N2

∑
k

G0↓∗(~k + ~q, ω′)t↓∗(ω′)G0↓∗(~k + ~q, ω′)×

× G0↑∗(~k, ω′ − ω)t↑∗(ω′ − ω)G0↑∗(~k, ω′ − ω) (B.30)

III =
1

N2

∑
k

G0↓(~k, ω′)G0↑∗(~k − ~q, ω′ − ω)t↑∗(ω′ − ω)G0↑∗(~k − ~q, ω′ − ω) +

+
1

N2

∑
k

G0↓(~k + ~q, ω′)t↓(ω′)G0↓(~k + ~q, ω′)G0↑∗(~k, ω′ − ω) +

+
1

N2

∑
k

G0↓(~k + ~q, ω′)t↓(ω′)G0↓(~k + ~q, ω′)×

× G0↑∗(~k, ω′ − ω)t↑∗(ω′ − ω)G0↑∗(~k, ω′ − ω) (B.31)

IV =
1

N2

∑
k

G0↑∗(~k, ω′)G0↓(~k + ~q, ω′ + ω)t↓(ω′ + ω)G0↓(~k + ~q, ω′ + ω) +

+
1

N2

∑
k

G0↑∗(~k − ~q, ω′)t↑∗(ω′)G0↑∗(~k − ~q, ω′)G0↓(~k, ω′ + ω) +

+
1

N2

∑
k

G0↑∗(~k, ω′)t↑∗(ω′)G0↑∗(~k, ω′)×

× G0↓(~k + ~q, ω′ + ω)t↓(ω′ + ω)G0↓(~k + ~q, ω′ + ω) (B.32)

em que t é a matriz obtida em 2.64.
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