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“Um homem vai ao médico, diz que estd deprimido. Diz que a vida
parece dura e cruel. Conta que se sente s6 num mundo ameacador onde
0 (ue se anuncia é vago e incerto.

O médico diz: "O tratamento é simples. O grande palhaco Pagliacci
estd na cidade, assista ao espetaculo. Isso deve animéa-lo."

O homem se desfaz em lagrimas. E diz:

"Mas, doutor... Eu sou o Pagliacci."

Boa piada. Todo mundo ri. Rufam os tambores. Desce o pano. ”

Rorschach-Watchman



10

11

Lista de Figuras

Exemplos de algumas estruturas poliméricas de grande interesse tec-

noloégico devido a suas aplicagoes. . . . . . . . ... ..
Reacao de adicao formadora do polietileno. . . . . . . .. ... ... ..
Reacao de condensacao formadora do amido. . . . . . . . . ... .. ..

Formacao da substancia buna-S através de uma reacao de adicao com

eritreno e estireno. . . . . . . . ...

Formacao da substancia baquelita através em uma reacao de condensacgao

com metanal, fenol e liberacao de agua. . . . . . . . .. ... ... ...

Imagem do artigo original Pressure patches for membranes: The induced

pinch of a grafted polymer [4] que mostra a deformagdo em forma de

cuspide de uma membrana devido a pressao de um polimero preso a ela.

Exemplos de redes ordenadas na seguinte ordem: rede quadrada, rede

cubica e rede hexagonal. . . . . . . . ... Lo oo

Exemplo de possiveis escolhas para a célula unitaria da rede obliqua bi-

dimensional [5]. . . . . ...

a) Rede 4-8 formada por quadrados e octogonos. b) Célula unitaria
em que cada um dos 4 sitios que formam os quadrados da rede 4-8 sao

substituidos por apenas um sitio formando a usual rede quadrada. . . .

Segundo passo da formacao da rede Migdal-Kadanoff. Cada aresta gera

um losango em uma nova geragao [6]. . . . . .. ...

Exemplo da representac¢io continua de um polimero (quadro a esquerda)
e da representacao discreta do mesmo em uma rede quadrada (quadro a
direita) [8]. . . . .

.20

.20

.21

.21

.21

.23

.26

.27

.27

.28

.29



12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

Exemplo de caminhadas aleatorias auto-excludentes de até 9 passos den-

tro da rede quadrada semi-infinita (limitacao inferior). O marco X indica

onde o polimero esta fixo, ou seja, a partir de onde a caminhada se inicia.

Seis primeiras geragoes da arvore de Cayley com ntimero de coordenagao

4 primeiros grupos de sitios criados nos 4 primeiros passos dentro da
rede quadrada. Ordem de criacao: sitios representados pelas bolas pre-
tas, sitios representados pelas bolas brancas, sitios representados pelos

quadrados e, por tultimo, os sitios representados pelos triangulos. . . . .

Imagem da lapide do fisico Ludwig Eduard Boltzmann com sua famosa

equacao para a entropia gravada. . . . . ... ... .. ...

Exemplos de possiveis configuracoes para 4 particulas:pi, ps, p3 € ps que

possuem energia total Fg =2F + FEs+ FE3. . . . . . . . ... ... ...

Grafico da média temporal da pressao exercida por algumas particulas
de um gas sobre a superficie do recipiente que o comporta com um zoom

mostrando os valores reais em cada instante de tempo averiguado. . . .

Sistemas 57 e S5 isolados do meio ambiente e separados entre si por uma,

parede fixa, impermeéavel e adiabatica. . . . . . ... ... ... . ...

Reservatorio térmico a temperatura 7' em contato com um sistema através

de uma parede impermedvel e fixa (em negrito). . . . . ... .. .. ..
Exemplos de micro-estados possiveis na rede semi-infinita com n = 4.

Seis primeiras geracoes da arvore de Cayley semi-infinita com niimero de

coordenacao q =4. . . . .. ... e

Seis primeiras geragoes da arvore de Cayley com ntimero de coordenacao

q = 4 sem sua parte central (indicado pela linha tracejada). . . . . . . .

Seis primeiras geragoes da arvore de Cayley com ntimero de coordenacao
¢ = 4 no plano semi-infinito sem sua parte central (indicado pela linha

tracejada). . . . ...

Representagao da arvore de Cayley no plano semi-infinito dividida em:

parte superior, inferior e central . . . . . . ... .. ...

Imagem do ramo superior da arvore de Cayley no plano semi-infinito.

p- 30

p-31

p.33

p. 36

p. 37

p- 38

p- 38

p- 43

p. 47

p. 47

p- 48

p- 48

p-49

p- 50



26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

Imagem do ramo superior com exclusao de vértice em r = 2 (o retangulo

rachurado indica onde se encontra o vértice excluido). . . . . . . .. ..

Comparacao entre as expressoes para a pressao adimensional em funcao
da distancia a origem no limite assintotico n — oo obtidas para o modelo

na rede de Bethe e o modelo na rede quadrada. . . . . ... ... ...

Representagao da arvore de Cayley com numero de coordenacao ¢ = 4
até um passo n = 6 contendo um vértice excluido em r = 2 (O retangulo

rachurado indica onde se encontra o vértice excluido). . . . . . . .. ..

Transicao de fase caracterizada por a) um maior conjunto de configu-
racoes possiveis na superficie em 7" < T} para b) uma maior concentracao

de configuracoes possiveis fora da mesma paraT'>7T, . . . . . . .. ..

Funcao densidade de monémeros sobre a superficie em funcao da tem-
peratura n(7). A descontinuidade da mesma em T = T; evidencia o

fenomeno de adsorcao do polimero na parede. . . . . ... ... . ...

Grafico ¢ x 7 obtido através da expressao 4.59.. . . . . . ... ... ..

1
In2

1

>m.

Grafico de m x r para 7 = (b) Grafico da = x r para

(a
T 1

)
< 13- Ambos obtidos pela expressao 4.58. . . . . .. ... L

Grafico o x 7 obtido através da expressao 4.60. . . .. ... ... ...

Grafico v x 7 obtido através da expressao 4.61.. . . . . . ... ... ..

Representacao das duas primeiras geracoes da arvore de Cayley com

numero de coordenacao ¢ =6. . . . . . ... Lo

Exemplo de representacao da superficie limitadora da rede de Bethe com

q = 6 através também de uma rede de Bethe, porém, com ¢ = 4 (¢ = ¢—2).

Representacao das duas primeiras geragoes da arvore de Cayley com
numero de coordenacao ¢ = 6 sem levarmos em conta a superficie de

SImetria. . . . . . . o e

Representacao das duas primeiras geracoes da arvore de Cayley com
numero de coordenacao ¢ = 6 sem levarmos em conta a superficie de

simetria e 0s ramos inferiores. . . . . . . . . .. ...

Duas primeiras geracoes da arvore de Cayley com niimero de coordenagao

¢ = 6 no plano semi-infinito. . . . . . . ... ... L.

p- 50

p. 52

p. 2o

p. 58

p-59

p-63

p- 63
p. 64

p. 64

p. 67

p. 68

p. 68

p- 69



40

41

42

43

44

45

46

47

Duas primeiras geracoes da arvore de Cayley com niimero de coordenacao
g = 6 no plano semi-infinito com um vértice excluido em r = 1 em um

dos ramos da superficie. . . ... ... oL L
Exemplo do ramo sendo isolado onde sera excluido o vértice. . . . . . .
Grafico ¢ x ¢ com 7 = 1, obtido pela equacao 5.49. . . . . ... .. ..
Grafico o x ¢, obtido pela equacao 5.50. . . . . .. .. ... ... ...

Grafico v x ¢, obtido pela equacao 5.51 . . . . . . . ... ... ... ..

Grafico da temperatura adimensional de transicao 7, = T’if‘B pelo niimero

de coordenacao ¢ = 4,8, ..., 14, obtido pela equacao 5.48. . . . . . . ..
Grafico de m x r para ¢ = 6, 8,10, 12 no regime de temperaturas 7" < T;.
Nota-se que a pressao adimensional decresce conforme aumentamos o

valorde q. . . . . . . ..

Uma parte da rede quadrada com 4 circunferéncias englobando (e pas-
sando) os 4 primeiros grupos de sitios criados a cada passo n (e os de

Pasos anteriores). . . . . ... oo

p-70
p-71
p.79
p. 80

p- 80

p- 82

p. 82



Lista de Tabelas

Resumo das funcoes de particao encontradas no capitulo parag=4. . p.65
Funcao de particdo Z(n,q,w) para valores arbitrarios de n. . . . . . . . p.73
Resumo das funcoes de particao encontradas no capitulo para ¢ arbitrario. p.81

Tamanho dos raios das 4 primeiras circunferéncias concéntricas dentro

darede quadrada. . . . . . . .. ... p. 87



Sumdrio

Resumo

Abstract

1 Descricao dos capitulos

2 Introducao

2.1

2.2

2.3

Visao geral sobre polimeros . . . . . . ... .. ...
2.1.1 O quesao? . . . ...
2.1.2 Estruturas e formacoes poliméricas . . . . . ... ... ... ..
2.1.3 Algumas caracteristicas e dificuldades . . . . . . ... .. .. ..
Artigo e trabalho motivador, algumas consideragoes . . . . . . . . . ..

Interesse biolégico . . . . . . . . ..o

3 Base teoérica preliminar

3.1

Redes . . . . . .
3.1.1 RededeBravais . . . . . .. ... ... o
3.1.2  Redes hierdrquicas . . . . . . . ... ..o
3.1.3 Definicito domodelo . . . . .. ..o
314 Arvorede Cayley . . . .. .. .. ... .. ... ... ...
3.1.5 Redede Bethe. . . . .. .. ... .. ... 00
3.1.6 Notacoes importantes . . . . . . . . .. . ... ... ... ...,

3.1.7 Dimensionalidade da Arvore de Cayley . . .. ... .......

p-15

p. 16

p. 17

p-19
p-19
p-19
p-19
p.21
p. 22

p-23

p-25
p-25
p-25

p- 28



3.2 Mecanica estatistica e Termodinamica . . . .. .. .. ... ... ... p. 34
3.2.1 Contexto historico . . . .. .. ... ... ... ... ... .. p. 34
3.2.2  Mecanica estatistica e Termodinamica . . . . . . ... ... .. p-35

3.2.3 Definicoes, hipotese ergodica e a teoria dos ensembles estatisticos p. 36

3.2.4 Ensemble Microcanénico . . . . . . . .. .. ... ... ..... p. 38
3.2.4.1 Conexao com a termodinamica . . . . ... ... ... p- 40

3.2.5  Ensemble Canénico . . . . . . . ... .. ... p. 40
3.2.5.1 Conexao com a termodinamica . . . .. .. ... ... p-42

3.3 Pressao exercida por um polimero fixado & uma superficie. . . . . . . . p-43
Caso especifico - ntimero de coordenacao q = 4 p- 46
4.1 Introducao aomodelo. . . . . . . . ... oL p. 46

4.1.1 Calculo do nimero de configuragoes c&i(sem exclusao de vértice) p.46

4.1.2 Contagem do ntiimero de cadeias na superficie semi-infinita com

exclus@o de vértice c,(lli(r) ..................... p.-49

4.2 Resultados para o modelo atérmico . . . . . .. .. ... L. p.51
4.2.1 Funcdo de particdo Z(n) . . . . . . ... p.5l
4.2.2 Calculo da pressao para o modelo atérmico . . . . . ... .. .. p.ol

4.3 Generalizacao do modelo para incluir interagao atrativa entre os monémeros

easuperficie . . . . .. . p- 53
4.3.1 Célculo de Z(n,w,r) (com exclusao de vértice) . . . . . . .. .. p.54
4.4 Resultados para o modelo generalizado . . . . . ... ... ... .. .. p. 56
4.4.1 Calculo da energia livre de Helmholtz . . . . . . . . ... .. .. p. 56
4.4.2 Céalculo daentropia . . . . . . . ... ... o p. 58
4.4.3 Calculo da energia interna . . . . . . .. ... o000 p. 959
4.4.4 Calculo da pressao exercida . . . . . .. ... ... ... p. 959

4.4.5 Forca exercida sobre o polimero pela superficie . . . . . . . . .. p. 62



4.4.6 Graficos associados . . . . ...

4.5 Resumo das expressoes encontradas para a funcao de particao . . . . .

5 Caso geral - nimero de coordenagao q arbitrario
5.1 Imntrodugao aomodelo. . . . . . .. ...

5.2 Modelo atérmico . . . . . . L

(1)

5.2.1 Calculo do nimero de configurages ¢y q (sem exclusdo de vértice)

5.2.2  Calculo do ntimero de configuracoes cg}%(r) (com exclusao de vér-

tice) . .o

5.2.3 Calculo da pressao exercida . . . . . .. .. ... ... .....

5.3 Generalizagao do modelo para incluir interacao atrativa entre os monomeros

easuperficie . . . . ..
5.3.1 Caélculo de Z(n,q,w) (sem exclusdo de vértice) . . . . . . .. ..
5.3.2  Célculo de Z(gq,n,w,r) (com exclusao de vértice) . . .. .. ..
5.4 Resultados do modelo generalizado . . . . ... ... ... .......
5.4.1 Calculo da energia livre de Helmholtz . . . . . . ... .. .. ..
5.4.2 Célculo daentropia . . . . . . . ... Lo
5.4.3 Cdlculo da energia interna . . . . .. ... ... L.
5.4.4 Calculo da pressao exercida . . . . . .. ... ... ... ...,
5.4.5 Graficos associados . . . . ... oL Lo oo

5.5 Resumo das expressoes encontradas para a funcao de particao . . . . .

6 Conclusao

Apéndice A - Calculo da fracao de sitios na superficie da arvore de

Cayley e da rede quadrada

Apéndice B - Dimensao de uma rede hiper-ciibica

Referéncias

p. 66

p. 66

p.83

p.85

p. 87

p. 89



15

Resumo

O presente trabalho tem por finalidade descrever as propriedades termodinamicas de
um polimero em uma rede de Bethe de niimero de coordenacao arbitrario ¢ limitado por
uma superficie na qual estd fixado o monoémero inicial da cadeia polimérica. Para isso,
consideramos o problema de um ponto de vista combinatério de maneira a obter sua
fungdo de particdo canonica e através dela (como método classico da mecénica estatis-
tica) encontrarmos as grandezas termodinamicas de interesse tais como a energia livre
de Helmholtz, entropia, energia interna, pressao e etc. Realizamos nosso estudo inicial-
mente no caso atérmico e posteriormente consideramos uma interacao atrativa entre os
mondmeros e a superficie. Também analizamos, no final de cada caso estudado (especifico
para ¢ = 4 e geral para qualquer ¢), a transi¢do de fase associada & adsor¢ao do polimero
na parede e seus efeitos na pressao. Notamos que a pressao, em geral, apresenta um

decaimento exponencial com a distancia em que o polimero esté fixado.

Palavras chave: Termodindmica, Mecanica estatistica, Polimeros, Rede de

Bethe, Transicoes de fase.
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Abstract

This work describes the thermodynamic properties of a polymer on a Bethe lattice
of arbitrary coordination number ¢ which is limited by a surface on which the initial
monomer of the polymer is fixed. For this purpose, we consider the problem from a
combinatoria point of view in order to obtain the canonical partiton function and, using
classical methods of statistical mechanics, the thermodynamic quantities of interest, such
as the Helmholtz free energy, entropy internal energy, pressure, and so on. Initially we
study the athermal case, and afterwards we include attractive interactions between the
surface and the chain. We also, at the end of each case studied (¢ = 4 and general value
of q), analize thr adsorption transition of the polymer to the surface and its effects on the
pressure. We notice that the pressure, in general, shows an exponential decay with the

distance to the grafting point.

Keywords: Thermodynamics, Statistical mechanics, polymers, Bethe lat-

tice, phase transitions.
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1 Descricao dos capitulos

Para colaborar com a didatica destea dissertagao, apresentaremos a seguir uma sintese
dos contetidos abordados em cada capitulo. Isto nos propiciard uma melhor compreensao

dos assuntos aqui tratados e da nossa metodologia.

O capitulo 2 apresenta primeiramente uma introducao aos métodos de estudo de
polimeros e sua definicao, passando posteriormente para sua aplicabilidade em contextos
de importancia biolégica, que, de fato, deu origem e motivacao a esta dissertacao e,
finalmente, uma revisao dos trabalhos sobre pressao exercida por polimeros em superficies

que serviu como nossa base.

No capitulo 3 sao abordados os conceitos necessarios e fundamentais para a compreen-
sao do trabalho em si. Comecamos pela definicao de rede através de grafos, falamos de
forma sucinta sobre as redes de Bravais e redes hierarquicas (onde falaremos sobre a ar-
vore de Cayley e a rede de Bethe). Posteriormente faremos uma discucao sobre mecanica

estatistica e como esta se relaciona com a termodinamica.

O trabalho abordado nesta dissertacao se inicia realmente no capitulo 4 onde comecamos
a estudar as propriedades termodinamicas de um polimero fixo & uma superficie, em uma
rede de Bethe semi-infinita com ntmero de coordenacao g = 4. Iniciamos com a deter-
minacao das funcoes de particao no ensemble canonico deste sistema considerando-o a
principio atérmico (os monémeros nao possuem energia de atragao ou repulsao em si nem
com a superficie) e posteriormente considerando que os mondmeros que estiverem sobre
a superficie limitadora possuem uma energia atrativa com a mesma dada por € (e < 0).
Neste caso, estudamos também a transicao de adsorcao da cadeia polimérica na parede,

a temperaturas suficientemente baixas.

O capitulo 5 apresenta resultados similares aos mostrados no capitulo 4, porém, a rede
de Bethe utilizada possui nimero de coordenacao ¢, onde g pode ser qualquer niimero par
maior que 2, ou seja, generalizamos a solu¢ao do modelo. Com isso obtemos também

expressoes termodinamicas analogas as encontradas anteriormente e resultados globais
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independentes de ¢ como o calor latente da transicao de adsorcao do polimero, também

estudada.

Os resultados encontrados nos capitulos 4 e 5 por sua vez sao apresentados e discutidos
de forma mais resumida no capitulo 6, onde é feito a conclusao do trabalho. Além disso,

algumas limitacoes de nosso modelo sao discutidas.



19

2 Introducao

2.1 Visao geral sobre polimeros

2.1.1 O que sao?

Entende-se por polimero, macromoléculas constituidas por unidades estruturais que
se repetem sucessivamente, arranjadas como uma cadeia [2|. Estas estruturas bésicas sao
chamadas de mondémeros, assim, mesmo que uma cadeia polimérica seja extremamente
longa, ela pode ser melhor entendida e possivelmente mais facilmente estudada simples-
mente analisando seu(s) mondémero(s) principal(ais) e a forma como ele(s) se repete(m).

Ou seja, existe uma simplificagao através deste reducionismo.

O estudo de polimeros tem estado em grande destaque nos meios cientificos devido a
sua alta gama de utilizagoes nos mais variados campos: biologia, quimica, medicina além

de varias aplicacoes na industria. Afinal, vivemos na chamada "idade do plastico".

Na figura 1, apresentamos uma pequena lista de polimeros de grande interesse devido

as suas aplicacoes tecnologicas [3].

2.1.2 Estruturas e formacoes poliméricas
Comentamos acima como o fato de um polimero ser formado pela repeticao de unidades
fundamentais chamadas mondémeros fornece uma simplificacdo no seu estudo.

Podemos classificar os polimeros através da maneira como sao formados: polimeros

de adicao, condensacao e copolimeros.

e Polimeros de adi¢do: Sao os polimeros formados por um tnico tipo de monoémero,

através de uma reacao de adigdo. Como exemplo, temos o polietileno da figura 2.

e Polimeros de condensagao: Sao os originados também por um nico mondémero como

os de adicao, porém a reacao que os forma libera outra molécula no processo, geralmente
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Figura 1: Exemplos de algumas estruturas poliméricas de grande interesse tecnologico
devido a suas aplicacoes.

NHC=CH, —— | -C-¢C-

etileno polietileno

Figura 2: Reacao de adi¢ao formadora do polietileno.
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Figura 3: Reacao de condensacao formadora do amido.
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estireno eritreno buna-S

Figura 4: Formacao da substancia buna-S através de uma reacao de adicdo com eritreno

e estireno.

a agua (figura 3).
e Copolimeros: Sao formados por mais de um tipo de monomero através de reacoes

de adigao (figura 4) e/ou condensagao (figura 5).

2.1.3 Algumas caracteristicas e dificuldades

O ntimero N de unidades visto acima é com frequéncia chamado de grau de polimer-
izacao e pode ser muito grande. Como exemplos, temos N > 10° para o polietileno e por

isso, é notavél a grandeza da facanha da Quimica por conseguir fabricar sequéncias destes

tipos de cadeias poliméricas com grau de polimerizacao tao elevados.

OH
OH
e
I
0 n
1:H2
fenol metanal bequelita

Figura 5: Formacao da substancia baquelita através em uma reacao de condensac¢ao com

metanal, fenol e liberacao de agua.
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Contudo, existem ¢é claro alguns problemas na sintese destes materiais, alguns dos

mais importantes sao: a polidispercao e a ramificacao.

e Polidispercao: A maioria dos esquemas de preparacao fornecem cadeias com valores
flutuantes de grau de polimerizacao N. Porém, é possivel utilizar métodos para a min-
imizagao da variagdo de N ao redor de um valor desejado (precipitacio, permeacio em

gel, cromatografia e etc).

e Ramificacao: Muitas reacoes parasitarias que acontecem durante a sintese podem
levar a cadeias nao perfeitamente lineares, mas que contém por sua vez pontos de ramifi-

cacao. Temos como exemplo o polietileno industrial.

Em relacao a flexibilidade, uma cadeia polimérica pode ser flexivel ou semi-flexivel.
Polimeros semi-flexiveis sao aqueles em que é necesséaria a utilizacao de energia para sua
flexao, enquanto os polimeros flexiveis nao o precisam, ou seja, todas as suas configuragoes
possuem a mesma energia o que faz com que qualquer formato do polimero em questao

tenh a mesma probabilidade de ser obtido em um determinado instante de tempo.

Precisamos considerar também o meio em que um polimero estd imerso. Em nosso
trabalho, imaginamos que tanto o polimero quanto a superficie em que o mesmo se en-
contra afixado estao em um solvente com densidade polimérica baixa e assim, mesmo que
outras estruturas poliméricas analogas a que estamos estudando estiverem préximas da
nossa, a interacao pode ser assumida como sendo desprezivel e com isso nao precisamos
levar em conta as demais cadeias poliméricas. Supomos, também, que a cadeia polimérica
esteja em um bom solvente, o que nos permite ignorar as interagoes de seus mondémeros

com O 1mesmo.

2.2 Artigo e trabalho motivador, algumas consideracoes

O trabalho inicial que motivou esta dissertacao provém do artigo de T. Bickel, C.
Marques e C. Jeppesen [4], em que os mesmos descreveram a maneira com que uma
membrana se deforma através da pressao exercida por um polimero nela fixada. Neste
artigo, encontra-se a expressao para a cispide na membrana, ilustrada na figura 6. Como
diferenca fundamental de nosso trabalho, consideramos a superficie onde o polimero se
fixa como rigida e com isso nao nos interessamos por uma expresao para a deformacao da
mesma, como foi obtido por T. Bickel et al [4]. Neste trabalho, utilizaremos uma rede de
Bethe semi-infinita para descrever o polimero. A limitacdo da rede (que advém do fato

dela ser semi-infinita) pode ser entendida como a superficie onde o polimero se fixa, desta
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Figura 6: Imagem do artigo original Pressure patches for membranes: The induced pinch
of a grafted polymer [4] que mostra a deformagao em forma de ctspide de uma membrana,
devido a pressao de um polimero preso a ela.

forma, re-analisaremos o problema do nosso artigo motivador resolvendo o problema na

rede atipica em questao.

O modelo continuo considerado por Bickel et al [4] foi definido numa rede por Jensen

et al [14], que o trataram utilizando técnicas De enumeracao exata.

De fato, este trabalho apresentou um importante resultado juntamente com seu engen-
hoso método de estudos. Porém, a interacao entre os monomeros utilizada na abordagem
de Bickel et al é da forma de interagdo massa-mola (chamada de interagdo gaussiana) e
esta caracteristica acarreta em algumas limitacoes como por exemplo nao considerar a

condicao de volume excluido e estas limitagoes nos motivaram nesta dissertacao.

2.3 Interesse biolbgico

Estudos de caracteristicas e descri¢coes poliméricas estao profundamente ligados com

casos de interesse biologico. Como 3 importantes exemplos podemos citar [9]:

e Acidos nucléicos: Resultam da repeticdo de quatro diferentes unidades denominadas
nucleotideos. A sequéncia linear de quatro nucleotideos na molécula de DNA (adenina,
citosina, guanina e timina que sdo representadas respectivamente por: A, C, G e T) é a

fonte basica da informacao genética.

e Polissacarideos: Podem ser polimeros da glicose, formando amido, celulose ou
glicogénio, ou podem também envolver a repeticao de outras moléculas para formar polis-

sacarideos mais complexos.

e Proteinas: Sao compostos por aproximadamente 20 aminoécidos, presentes em di-
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versas proporcoes, unidos por ligacoes peptidicas. A ordem em que estes 20 mondmeros
podem se unir da origem a um niimero astronémico de combinacoes em diferentes molécu-
las protéicas, determinando nao s6 sua especificidade, mas também sua atividade biol6g-

ica.

O tema deste trabalho por exemplo é inspirado numa situagao de interesse biologico:
uma cadeia protéica ligada & membrana que envolve uma célula [4] como é o caso das
proteinas periféricas: Associam-se as membranas celulares ligando-as por meio de inter-
acoes eletrostaticas e pontes de hidrogénio. Temos por exemplo o Citrossomo C que é

uma proteina periférica associada a superficie externa da membrana mitocondrial interna.
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3 Base teorica preliminar

Neste capitulo, apresentaremos os conceitos necessarios para a compreensao do tra-
balho.

3.1 Redes

A compreensiao do conceito de redes é de fundamental importancia para o nosso
estudo. Antes de definirmos e utilizarmos uma rede, vamos abordar um objeto matematico

mais abstrato e que a origina, o grafo.

Um grafo é a unido de pontos (sitios) através de caminhos (arestas), a forma como

estes sitios e arestas estao conectados define a topologia do grafo.

Quando existe algum tipo de orientagao para a estrutura do grafo, ou seja, uma
ordem ou lei de formacao para a localizacao dos sitios e arestas, chamamos o grafo em
questao de rede. Existem redes ditas ordenadas e complexas, ambas possuem suas areas
de correlacao com a natureza e originam estudos demasiadamente ricos, porém, neste
trabalho s6 usaremos redes ordenadas e paral tal, serao apresentados alguns exemplos

como as redes de Bravais, redes hierarquicas e as arvores.

Como outros exemplos de redes ordenadas (ndo-complexas), podemos citar as redes

quadradas, ctbicas, redes hexagonais e etc (figura 7).

3.1.1 Rede de Bravais

E comum utilizarmos as redes de Bravais para descrevermos a estrutura periodica
encontrada por exemplo em arranjos cristalinos [5]. Uma rede de Bravais D-dimensional

pode ser entendida como todos os pontos cujas posicoes podem ser escritas através do
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Figura 7: Exemplos de redes ordenadas na seguinte ordem: rede quadrada, rede ctibica e
rede hexagonal.

vetor R tal que:
D
i=1

onde n; é um numero real qualquer e d; um versor tal que a;.a;11 = 0 ou seja, dy, ds, ...dy
sao ortonormais. Como alguns exemplos de redes de Bravais, podemos citar as duas
primeiras da figura 7. Por mais que a rede hexagonal seja uma rede regular ela nao é
uma rede de Bravais, pois em uma rede de Bravais, nao apenas o arranjo, mas também
a orientagao deve parecer igual a partir de qualquer ponto na rede. Uma caracteristica
fundamental das redes de Bravais originada de sua definicao é a chamada célula unitaria,
que pode ser entendida como uma pequena subregiao da rede que ao ser transladada por
todo o espago replica a rede original (como mostra a figura 8), com isso, podemos estudar
todo o comportamento do sistema descrito na rede através do conhecimento da célula
unitaria.

A construcao da célula unitaria muitas vezes simplifica a anélise de algumas redes,
como é o caso da rede 4-8 muitas vezes apelidada de "bathroom tyle"como exemplifica a
figura 9. A rede 4-8 é formada por octégonos e quadrados repetidos continuamente. Este
tipo de rede ndo é uma rede Bravais (pode-se concluir isto usando a defini¢ao de rede de
Bravais acima), porém podemos representar esta rede atipica substituido cada um dos 4
sitios que formam os quadrados por um tnico sitio, feito isto, obtemos novamente a usual
rede quadrada que por sua vez é uma rede de Bravais (podemos por exemplo, representar
cada sitio da rede por: R = n1T + noy, onde ny, Ny sa0 nimeros inteiros e se estivermos

considerando o sistema no plano X —Y).

Esta caracteristica extremamente importante é utilizada, por exemplo, ao se estudar

o comportamento periédico do potencial ao qual os elétrons em um sélido cristalino estao
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Figura 8: Exemplo de possiveis escolhas para a célula unitaria da rede obliqua bi-
dimensional |5].

-
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[

Figura 9: a) Rede 4-8 formada por quadrados e octogonos. b) Célula unitaria em que
cada um dos 4 sitios que formam os quadrados da rede 4-8 sao substituidos por apenas
um sitio formando a usual rede quadrada.



28

Figura 10: Segundo passo da formacgao da rede Migdal-Kadanoff. Cada aresta gera um
losango em uma nova geragao [6].

submetidos (e, por consequéncia, suas fung¢oes de onda) que é garantido através do teorema
de Bloch |7].

3.1.2 Redes hierarquicas

Uma rede é dita hierdrquica quando a criacao de novos sitios provém somente de sitios
antigos e que, por sua vez, seguem um determinado padrao. Tomemos como exemplo uma
rede pouco usual: a rede Migdal-Kadanoff [6]. Como mostra a figura 10, uma aresta que
conecta inicialmente dois sitios d& origem a um losango que cria mais 2 sitios em suas
outras extremidades, cada nova geracao cria outros losangos em cada aresta. A propria
arvore de Cayley (e também a rede de Bethe) sdo exemplos de redes hierarquicas, onde
um certo grupo de ramos principais geram outros ramos secundérios que por sua vez
originam outros (o niamero de ramos originados vai depender do nimero de coordenagao
g da rede). Note agora como o termo "arvore"faz todo o sentido levando-se em conta a

hierarquia que os ramos de uma arvore apresentam.

3.1.3 Definicao do modelo

Ao estudarmos polimeros, podemos escolher duas maneiras de os representar: De
forma continua ou discreta. Se trabalharmos de forma continua, representamos o polimero
em questdao por uma curva que descreva a sua configuracao e a parametrizamos, por
exemplo com as expressoes adequadas de z(t) e y(t) se o considerarmos bi-dimensional.

Ja a forma discreta consiste em inscrevé-lo em uma rede como no exemplo da figura 11.
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Figura 11: Exemplo da representagio continua de um polimero (quadro & esquerda) e da
representa¢ao discreta do mesmo em uma rede quadrada (quadro a direita) [8].

Com esta estratégia, fazemos a seguinte aproximagao: consideramos que o polimero é a
unido de sitios (vértices) e caminhos (arestas) de uma rede escolhida apropriadamente.

Podemos escolher diferentes tipos de redes para tal.

Depois de escolhida a rede, podemos passar para a proxima fase que seria a de de-
screver como é a forma dos monomeros ocuparem os sitios, ou seja, a "caminhada"do
polimero na rede. Um modelo muito utilizado (inclusive neste trabalho) sao os self-avoid-
walks, onde, dado um mondémero em um sitio qualquer, as possibilidades para a posi¢ao
do proximo monomero s6 dependem da posicao anterior deste mondomero e de todos os
outros antes dele. Respeitando o fato de que o préoximo mondémero nao pode ocupar a
posi¢do de nenhum anterior, todas as configura¢oes que sobram sao possiveis (todas com
seus devidos pesos estatisticos dados pelos modelos em questao). Ja podemos adiantar
que nosso estudo utiliza dois modelos: um caso em que nao é levado em conta nenhuma
energia de interagao atrativa ou repulsiva com uma superficie e outro em que isso é levado

em conta.

Neste trabalho iremos utilizar o polimero como sendo descrito de forma discreta e
utilizaremos a rede de Bethe (a definiremos em breve) para tal. Entao, o polimero seria

representado com uma caminhada aleatéria auto-excludente dentro da rede.

E valido ressaltar que o estudo de caminhadas aleatorias auto-excludentes em redes bi-
dimensionais e/ou tridimensionais, ou seja, redes mais satisfatorias de um ponto de vista
préatico ou intuitivo, se tornam extremamente dificeis e de fato suas solugoes (quando
conseguidas) advém de modelos aproximados (métodos computacionais para contagem de
caminhadas até um certo limite [1]). Nos concentramos neste trabalho em obter expressoes

analiticas das grandezas desejadas e isto foi possivel gracas & abordagem na rede de Bethe.
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Figura 12: Exemplo de caminhadas aleatorias auto-excludentes de até 9 passos dentro da
rede quadrada semi-infinita (limitacao inferior). O marco X indica onde o polimero esté
fixo, ou seja, a partir de onde a caminhada se inicia.

Iremos demonstrar mais a frente que, em uma rede como a Arvore de Cayley ou a rede
de Bethe o niimero de caminhadas possiveis com n passos é exatamente igual ao nimero
de sitios criados na n-ésima geracao da rede. Estd caracteristica serd intensivamente
utilizada como estratégia para a resolucao do problema. Apenas para caracter informativo,
vamos analisar caminhadas aleatorias de até 9 passos na rede quadrada semi-infinita como

mostrado pela figura 12.

Nesta figura, perceba que o exemplo da letra b) s6 possui 7 passos, isso se deve ao fato
? 3
de que a partir deste sétimo passo, qualquer outro sitio vizinho ja possui um monomero

e desta forma a caminhada fica presa.

Resumindo estas idéias apresentadas, notamos que as caminhadas aleatoérias auto-
excludentes na rede de Bethe e em uma rede quadrada diferem da quantidade de memoria
em que é preciso ter para cada passo: na rede de Bethe, a possibilidade de ocupar um
sitio s6 depende da informacao do sitio anterior, quando um novo sitio é ocupado, pode-se
esquecer esta informacao sem nenhum comprometimento das futuras decisoes. Enquanto
na rede quadrada, cada passo tomado depende das informacoes de todos os outros passos
tomados anteriormente e que o levaram até aquele sitio em questao, quando um novo sitio
¢ ocupado, mais informacao ainda precisa ser armazenada [14] e com isso, um modelo que
inclui o limite termodinamico de um ntmero de caminhadas n — oo exigeria também
capacidade de armazenamento tendendo a infinito. Este tipo de peculiaridade das camin-
hadas em redes regulares é o que a faz ser tao dificil para se obter uma solucao analitica

ao modelo estudado.

Na literatura cientifica, cadeias como as inscritas em uma rede de Bethe sao chamadas
de markovianas [13] e, por consequéncia, as sobre uma rede quadrada sdo chamadas de

nao-markovianas.
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Figura 13: Seis primeiras geracoes da arvore de Cayley com ntimero de coordenagao ¢ = 4.

3.1.4 Arvore de Cayley

A arvore de Cayley é uma rede de estrutura hierdrquica na qual nao ha caminhos
fechados , ou seja, o crescimento de um de seus ramos nao pode voltar de onde ele foi
originado. Assim, para o primeiro passo do nosso exemplo da figura 13, tivemos quatro
ramos e de cada um destes ramos mais 3 se originaram e nao quatro novamente. O
ntmero de primeiros vizinhos ¢ na literatura cientifica é comumente chamado de nimero

de coordenacao da rede.

Uma caracteristica diferencial da arvore de Cayley provém de sua fracao de sitios na
superficie no limite termodinamico. Uma rede mais tipica como a rede quadrada possui
valor nulo para esta grandeza. A arvore de Cayley por sua vez difere nesta caracteristica,
independente do seu ntimero de coordenacao (porém, com ¢ > 2) seu valor para esta

fracao é sempre uma constante diferente de zero.

Veremos mais adiante neste trabalho que o nimero de sitios criados em cada geragao
de uma arvore de Cayley segue uma func¢ao exponencial da geracao n e isso faz com que a
cada nova geragao, uma quantidade maior de sitios seja criada, este ntimero por sua vez
nao ¢ desprezivel comparado com o nimero total de sitios criados até a geracao n — 1.
O mesmo nao ocorre com a rede quadrada, nela a quantidade de sitios criados depende
de forma linear e esta quantidade se torna irrelevante comparada a soma dos sitios dos
passos anteriores. Esta diferenca da origem a fracoes nao nulas de sitios na superficie de

uma arvore de Cayley.
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3.1.5 Rede de Bethe

Uma boa compreencao do que consiste a rede de Bethe é de fundamental importancia
para este trabalho em si como um todo, visto que a rede na qual inscreveremos o polimero
que estamos estudando é uma rede de Bethe. A rede de Bethe é um caso especial da
arvore de Cayley onde os sitios na superficies (da dltima geracdo) ndo sdo levados em
conta. Como iremos sempre supor, nas contagens, que as caminhadas nunca atingem
a superficie da arvore, podemos assegurar que os resultados correspondem a solucao do

problema na rede de Bethe.

O motivo para usarmos a rede de Bethe ao invés da arvore de Cayley é que todos os
sitios da arvore de Cayley possuem o mesmo nimero de primeiros vizinhos exceto os de
fronteira que s6 possuem um sitio vizinho (independente do nimero de coordenagao q) e
esta ¢ uma disparidade que queremos evitar para o estudo das propriedades do polimero

inscrito nela.

3.1.6 Notacoes importantes

Usaremos as seguintes notacoes neste trabalho:

® ¢, , = a contagem das configuragoes possiveis na rede de Bethe sem vinculos com
numero de coordenacao q.

1

° cné = a contagem das configuragoes possiveis na rede de Bethe com nimero de

)

coordenacao ¢ e com o vinculo da rede ser semi-infinita e limitada por uma superficie.

3.1.7 Dimensionalidade da Arvore de Cayley

Vamos analisar agora a dimensionalidade de uma Arvore de Cayley. A principio,
vamos usar como exemplo a arvore da figura 13 em que o ntimero de coordenacao ¢ ¢ = 4
e temos n = 6 geragoes. Vamos encontrar o niimero total de sitios para uma determinada

geracao n. Seguindo o exemplo, temos:
e para n = 0, somente o sitio central serd contabilizado.
e para n = 1, temos o sitio central mais 4 sitios.

e para n = 2, para cada um dos 4 sitios da geracao anterior, temos mais 3 sitios

formados.

Utilizando este raciocinio, o nimero total de sitios para uma arvore com n geracoes
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Figura 14: 4 primeiros grupos de sitios criados nos 4 primeiros passos dentro da rede
quadrada. Ordem de criacao: sitios representados pelas bolas pretas, sitios represen-
tados pelas bolas brancas, sitios representados pelos quadrados e, por dltimo, os sitios
representados pelos triangulos.

Sp=14+4+43+43+...+43"" (3.2)
n—1

Sp=1+4) 3. (3.3)
1=0

A generalizacao para uma rede com nimero de coordenacao ¢ qualquer e um ntimero de
geragoes arbitrario n é imediata:

-1 -2

n—1
Sng=14q» (¢—1) = al (3.4)
1=0

qg—2
Agora que possuimos esta informacao, podemos prosseguir. Seja m,, o nimero de n-ésimos
vizinhos em relacao a um ponto inicial, com isso, a soma dos pontos para a arvore e n

geragoes e nimero de coordenacao ¢ também pode ser escrito como:
Spg =m0 +my+mg+ ... +my_1. (3.5)

Como exemplo, vamos usar uma rede quadrada que nem a da figura 14. Nesta figura, o
sitio central é representado pelo X, os sitios da primeira geragao sao representados pelas
bolas pretas, a segunda geracao pelas bolas vazias, a terceira pelos quadrados e a quarta

pelos triangulos.

Se o parametro da rede, ou seja, a menor distancia entre dois sitios consecutivos for

dado por a, as distancias das 4 primeiras geracoes até o sitio central sao:
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emi =4 —a

emy =4 — V2a

e m3 =4 — 2a

emy =8 — \/5a

Para redes hiper-cubicas [12], pode-se concluir que:

d = lim —IH(SR’Q)

n—o0 ln(n)

, (3.6)

onde d é a dimensao da rede em questao.

Para a arvore de Cayley e considerando que o ntimero de coordencao seja ¢ > 2:

ln[q(qfl)"ﬂ]

R T q—2
d= nh—>nolo ) — 00. (3.7)

Ou seja, a dimensao de uma arvore de Cayley ¢ infinita, independente do valor de seu
niumero de coordenagao ¢ (¢ > 2). Podemos tentar compreender melhor o significado deste
resultado utilizando o seguinte argumento heuristico: Na &rvore de Cayley nao temos
caminhos fechados, ou seja, as arestas criadas em cada geragao precisam ser ortogonais as

anteriores e com isso chega-se facilmente a um sistema que precisa ter dimensao infinita.

3.2 Mecanica estatistica e Termodinamica

3.2.1 Contexto histdorico

Em meados do século XVII, a mecanica newtoniana estava bem estabelecida, centrada

na equacao diferencial de segunda ordem dada por:

- d*z

que, por sua vez, exigia o conhecimento de dois valores para a descricao de um sistema:
posicoes e velocidades iniciais de todos os elementos do sistema em questao. Sua eximia
eficiéncia ja estava mais do que provada pelos mais diversos casos desde o movimento
planetario até o lancamento de projéteis. Porém, como a usariamos para descrever, por
exemplo, um simples gas confinado em um recipiente, onde sua composicao consta de um
ntmero de elementos da ordem do ntimero de Avogadro? A priori, teriamos que conhecer,
como dito, as velocidades e posi¢oes iniciais de todos esses componentes (sem contar com o

fato de que poderiamos ter para este sistema, interacoes entre estas particulas e com isso,
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equagoes acopladas)! E logico que esta missao homérica é impraticavel e mesmo que fosse
possivel poder obter todos esses valores, o que farfamos com os mesmos? Precisariamos,

entao, de um meio para obter, guardar e computar tudo isso!

3.2.2 Mecanica estatistica e Termodinamica

Ao invés de tentar descrever o movimento de todos os componentes microscopi-
cos do sistema, poderiamos perguntar quais seriam as relacoes entre as caracteristicas
macroscopicas gerais desse gés: seu volume, a pressao que esse gas exerce sobre uma

parede, sua temperatura e etc, a resposta a essas perguntas é dada pela termodinamica.

A Termodinamica é uma teoria macroscopica, com um formalismo elegante, de grande
generalidade, construido sobre poucas hipdteses fundamentais. O conceito central da
termodinamica é a entropia, a qual é definida de forma um tanto abstrata, através de um
principio variacional que determina o estado de equilibrio termodinamico do sistema. Este
formalismo macroscopico descreve os efeitos macroscopicos de sistemas formados por um
grande niimero de entes microscopicos, sejam particulas, células, spins, etc. que obedecem
as leis fundamentais da Mecénica Classica (leis de Newton) ou Quantica (equacdo de
Schroedinger), segundo o caso. Uma descrigdo microscopica destes sistemas deve, entao,

necessariamente, partir das leis da Mecéanica.[11]

A grande limitacao da termodinamica provém de sua impossibilidade em analisar os
componentes fundamentais do sistema. Pensando nisso, comeca-se o ramo da Mecanica
Estatistica com os trabalhos do fisico Ludwig Eduard Boltzmann (1844-1906) no final
do século XIX onde o mesmo sugere que a entropia de um sistema é determinada pelo
nimero de estados microscopicos que os elementos do mesmo poderiam estar, sendo mais

especifico (e considerando o sistema como estando isolado):

S =kpn(W), (3.9)
onde kg ¢é a constante de Boltzmann e W é a multiplicidade do sistema em questao, ou
sejé, o nimero de configuragoes possiveis dos componentes formadores do sistema.

A famosa féormula de Boltzman consegue relacionar uma propriedade macroscopica
(a entropia) com as caracteristicas microscopicas do sistema e é esta estratégia que a
Mecanica Estatistica utiliza (obtengao das possiveis configuragoes de um sistema consti-

tuido de muitos elementos).

Ao tentar descrever as propriedades de um sistema formado por um grande numero
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Figura 15: ITmagem da lapide do fisico Ludwig Eduard Boltzmann com sua famosa equacao
para a entropia gravada.

de particulas se torna necessario recorrer a uma descricao probabilistica do estado de um
sistema. Um estado microscopico, ou microestado de um sistema de N particulas corre-
sponde ao conjunto dos graus de liberdade do mesmo, por exemplo as 3N coordenadas
e os 3N momentos generalizados em um sistema cléssico, ou ao conjunto de nimeros
quanticos que caracterizam a funcao de onda de um sistema quantico. O conjunto de
microestados compativeis com os valores das varidveis macroscopicas do sistema , como
a energia interna U, o volume V' e o nimero de particulas N , constitui um macroestado

ou estado macroscopico. [11]

3.2.3 Definicoes, hip6tese ergbédica e a teoria dos ensembles es-
tatisticos

Imagine um sistema isolado, caracterizado por uma energia constante Fj. Este sis-
tema, estando em equilibrio térmico, pode estar em muitas configuragoes microscopicas
compativeis com os vinculos macroscopicos, passando por elas a medida que o tempo
passa. Se o sistema estiver isolado (energia, niimero de particulas e volume constante),

assumimos que esses estados sao equiprovaveis.

Vamos definir o que é um ensemble estatistico e a hipotese ergddica: Um ensemble
estatistico ¢ um conjunto formado por cada um dos possiveis micro-estados acessiveis, é
como se para um dado sistema, com uma configuracao bem especifica, fizéssemos copias do

mesmo, porém cada copia teria uma configuragao de seus componentes diferente, porém
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Figura 16: FExemplos de possiveis configuracoes para 4 particulas:p;, ps, ps € ps que
possuem energia total Fy = 2F, + Es + Ej.

possiveis. Um exemplos seria de 4 particulas: pi, ps , p3 € ps e que essas particulas
possuem energia total Fy = 2F; + E5 + Fs3, algumas das possiveis configuracoes para este

sistema sao mostradas pela figura 16.

A hipotese ergddica afirma que se realizarmos uma média de alguma grandeza sobre
um ensamble estatistico, teremos como resultado um valor que seria igual ao da média

temporal da mesma grandeza do sistema em questao.

A Hipotese Ergodica, de um ponto de vista pratico é razoavel, imagine por exemplo
um manometro em um recipiente contendo um gas, o aparelho iria medir diversas colisoes
das particulas do gas com a parede (pois é dessa forma que é aferida a pressao). Estas
colisdes nao possuem a mesma energia cinética, elas de fato sao diferentes uma das outras e
todas sao igualmente provaveis de acontecerem, porém o aparelho é projetado de tal modo
que se calcula a média temporal destas colisoes, conforme a escala de tempo aumenta,
mais perto de uma média a grandeza em questao (pressdo nesse caso) chega assim como

exemplifica a figura 17.

Tal relacao é fundamental para a construcao da Mecanica Estatistica e isso advém do
fato de que encontrar a média temporal de algumas grandezas muitas vezes é um trabalho

homérico quando nao, impraticavel.

As subsecgoes seguintes apresentarao dois ensembles largamente utilizados: O ensemble

microcandnico e o ensemble candnico.
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Figura 17: Grafico da média temporal da pressao exercida por algumas particulas de um
gas sobre a superficie do recipiente que o comporta com um zoom mostrando os valores
reais em cada instante de tempo averiguado.

Sistema S1 Sistema 82

Figura 18: Sistemas S; e Sy isolados do meio ambiente e separados entre si por uma
parede fixa, impermeavel e adiabéatica.

3.2.4 Ensemble Microcandnico

O primeiro Ensemble que estudaremos serda o microcanodnico, caracterizado por uma
energia total constante dada por Fy fixa. Vamos utilizar a seguinte montagem para
estudarmos algumas de suas propriedades: confeccionamos um sistema composto formado
por dois subsistemas S; e S5, cada um desses sistemas possui energias, respectivamente,
dadas por E; e Es, estes sistemas por sua vez estao isolados do meio ambiente e em contato
através de uma parede fixa, impermeével e adiabéatica. como mostra a figura 18. Seja ),
o nimero de micro-estados acessiveis ao sistema 1 e de forma analoga, {25 o nimero de
micro-estados acessiveis ao sistema 2. Definido isto, o niimero de micro-estados totais do

sistema composto S; + Sy dado por Q. pode ser facilmente encontrado utilizando o
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principio multiplicativo:
QTotal - Ql(Ela‘/l;Nl)QQ<E27‘/27N2)a (310)

onde F1, Fy Vi, V5 e Ny, Ns sao, respectivamente, a energia, volume e ntimero de particulas

dos sistemas Sy e Ss.

Ao permitirmos que a parede se torne diatérmica, as energias E; e Fy podem variar,
porém a soma FE; + F, continua sendo constande e dada pela energia total Ey. Outra
grandezas que nao ird variar serao os volumes Vj, V5 e o ntimero de particulas Ny e N,
pois como dito, a inica mudanca foi em permitir a troca de energia pela parede. Impondo

esta nova caracteristica, podemos reescrever a equacao 3.10 como:
Qroa(F1) = Q1 (F1)Q(Ey — EY). (3.11)

E natural pressupormos que a probabilidade P(E;) de encontrar o sistema S; com energia,
E1 e por consequéncia o sistema S, com energia Fy = Ey — E; deve ser proporcional ao

niamero de configuracoes Q7o (F1), pois essas configuragoes sao equiprovaveis, assim:
P(E1) = Qo(Er) = e (E1)Q2(Ey — Ev). (3.12)

Para determinarmos ¢, devemos nos lembrar de que a soma de P(FE)), onde F; =
0,....,F1,....,Es,....FEy precisa ser igual a 1, o que mostra que o o sistema ocupa de fato

algum dos micro-estados acessiveis. Ou seja:

i P(E) = 1. (3.13)
ioj QUE)QUE, — B)) =1 (3.14)

E desta forma, como ¢ é uma constante:

¢=—2 ! | (3.15)
(BB — By)

Eq1=0

Considerando sistemas que possuem seus numeros de micro-estados crescentes com a
energia (como é em geral) podemos deduzir que a fungao P(FE;) deva apresentar um valor
maximo, tomemos em seguida o logaritmo natural de ambos os lados da equacao 3.12,
desta forma:

InP(E;) =lnc+InQ(FE)) + nQ(Ey — Ey). (3.16)



40

Como afirmamos a existéncia de uma probabilidade maxima:

OP(FEy)
—==0. 3.17
OF, (3.17)

81nQ(E1) th(EO — El)
=0 3.18
0B, 0E : (3.18)
onde Ey = Fi — E5 que implica em: dFE; = —dFE, e assim:
InQ(E In Q(E!

OmUE) _WmUB) _ (3.19)

0E, O0E,

Ao utilizarmos a expressao para a entropia de Boltzmann S = kg In(FE), concluimos de

forma direta que ao maximizarmos a probabilidade P(FE;), maximizamos a entropia.

3.2.4.1 Conexao com a termodinamica

Para um fluido puro, que possui energia, volume e nimero de constituintes dados
respectivamente por: E, V e N, a funcao entropia que o caracteriza pode ser escrita

como:

S =k Q(E,V,N). (3.20)

Porém, tal conexao s6 pode ser feita no chamado limite termodinamico do sistema, onde o
nimero de constituintes N do mesmo tende a infinito, porém, sua densidade volumétrica
p= % e sua energia por particula e = % sao constantes. Desta maneira, vamos escrever
a equacao 3.20 através de suas grandezas molares (deixando claro a independéncia do
tamanho do sistema).

1 k
s(u,v) = lim NS(E,V,N) = lim WBIHQ(U,U). (3.21)

N—oo N—oo

3.2.5 Ensemble Canonico

Vamos imaginar um sistema separado de um reservatorio térmico a temperatura 7'
por uma parede diatérmica, porém fixa e nao porosa, de tal forma que s6 o calor possa
ser trocado entre ambos e isolados do meio externo (figura 19). O sistema composto
possui energia total dada por Ey. A probabilidade P; de encontrarmos o sistema em um
determinado micro-estado j deve ser proporcional ao nimero de possiveis configuragcoes
Qi do reservatorio, ou seja:

Pj = CQR(EO - Ej), (322)
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onde E; ¢ a energia do micro-estado j e c a constante de correspondéncia. Aplicando o

logaritmo natural nos dois lados da equacao acima:
InP; =Inc+InQgp(Ey — Ej). (3.23)

Como a energia do reservatorio é muito maior do que a energia do sistema, podemos fazer

a seguinte expansao:

1 82 In QR(E>
(—Ej) + B [—3E2 ]
(3.24)

Para determinarmos o valor das derivadas parciais da equacao acima, usaremos a primeira

InP; =Inc+1nQp(Ey) + [Ml

or

E=FEy E=Ey

lei da termodinamica na forma diferencial:
TdS = dU — pdV. (3.25)

Vamos usar o fato de que a parede que separa o sistema do reservatorio é fixa (dV = 0)

e também utilizaremos a expressao de Boltzmann para a entropia, assim:

OmQp(E)] 1
= T (3.26)

Perceba que para o > 1:

(3.27)

O m[Qp(E)] 1 o 1 0
OE~ - kgOE1\T)

Visto que a temperatura de um reservatorio térmico é, por definicao, constante. Com

isso,
1

kgT

Para encontrarmos por fim a constante ¢, vamos utilizar o fato de que ao somarmos as F;

E;. (3.28)

InP;=1Inc—

probabilidades para todos os j possiveis, devemos ter 1 como resultado, ou seja:

1
;3:1—>Zj:exp{1nc—]@—TEj}:1. (3.29)

1
—E\
Zj exp <k3%>

E finalmente podemos escrever a expressao para F; em funcao da temperatura do reser-

CcC =

(3.30)

vatorio e da energia de cada micro-estado j:

_E.
exp( J)
P = ’“Bij . (3.31)
> e (57)
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Chamamos o termo » ; €xp ,;B—E% de funcao de particao no ensemble canénico e o denota-
mos pela letra Z. A funcao de particao pode ser entendida como a soma ponderada de
todos os micro-estados possiveis e esta simples fungdo possui enorme importancia den-
tro da mecanica estatistica devido a sua manuseabilidade para encontramos informagcoes

macroscopicas do sistema em questao estudado.

3.2.5.1 Conexao com a termodinamica

~ _ —E, . . o .

A expressao de Z = ) ; €XP 7 Possui a seguinte peculiaridade: dado um certo valor
de energia F;, existe a possibilidade de existirem outros termos iguais que correspondam
a todos os estados com essa energia (estados degenerados) com isso, pode ser conveniente

escrevermos a expressao de Z da seguinte forma:

7 = Zexp(kBT) ZQ exp(k;;) (3.32)

onde Q(FE) é o niimero de micro-estados do sistema S com energia E.

Vamos reescrever da seguinte forma:

7 = Zexp{ln (E)] — ka} (3.33)

Substituindo a expressao do argumento da exponencial pelo seu valor médio :

7 ~ exp {ln[<Q(E)>] — %} : (3.34)

onde as grandezas entre ( ) representam seus valores médios. Prosseguindo:

7 ~ exp { r s T (Q(E)) - (E)]} . (3.35)

Usando a expressao de Boltzmann para a entropia S = kg In(Q2), temos que:

1

Z%eXp{kB—T

T(S(E)) - <E>]} . (3.36)

Agora, utilizaremos expressao para a energia livre de Helmholtz ' = U — T'S e desta

forma:

—F

E finalmente podemos encontrar uma expressao que relaciona uma grandeza macroscopica

(energia livre de Helmholtz) com uma fungdo dos micro-estados do sistema (fungao de
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Figura 19: Reservatorio térmico a temperatura 7' em contato com um sistema através de
uma parede impermeavel e fixa (em negrito).
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particao no ensemble canénico):
F=—kTIn(2). (3.38)

Como temos a expressao para a energia livre de Hemlholtz, podemos encontrar qualquer

outra grandeza macroscopica do sistema em questao.

3.3 Pressao exercida por um polimero fixado & uma
superficie

Esta secao apresentara de forma resumida o problema de nosso estudo, incluindo as

primeiras nocoes estratégicas para sua resolucao.

Imagine que a forma de estudar a cadeia polimérica se dé através de uma rede (forma
discreta ja discutida anteriormente). Utilizando os métodos tradicionais da mecénica es-
tatistica, consideraremos uma caminhada permitida pelos vinculos da rede como um micro
estado acessivel do sistema. A soma de todos estes micro-estados acessiveis, respectiva-
mente com seus pesos estatisticos (fatores de Boltzmann associados a cada caminhada)
fornece a funcao de particao no ensemble dado pelo modelo. A partir daqui, limitaremos
inferiormente a rede, desta maneira, ela se torna semi-infinita e as caminhadas se tornam
restritas ao denominado espago positivo da mesma [14]. A limitacdo da rede se encaixa
no nosso modelo como a superficie na qual o polimero esta fixo e desta forma, todas cam-
inhadas pela rede semi-infinita sao originadas neste ponto que a partir daqui chamaremos
de origem r = 0, onde r € Z e representa a distancia em passos de qualquer sitio sobre a

superficie com a origem das caminhadas.
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Considerando que o modelo é atérmico (auséncia de interagdo dos monoémeros com
a parede), a energia de cada possivel configuracado (micro-estado) é nula e cada estado é

igualmente provavel, resultando por fim em:

Z=3exp (é}) = b, (3.39)

) representa o nimero de caminhadas possiveis nesta rede com n passos (perceba

onde c%l
que tal notacao se distingue da comentada anteriormente para a rede de Bethe pois nao
levamos em conta o subindice ¢). Podemos, entao, escrever a energia livre de Helmholtz

considerando uma caminhada de n passos como [10]:
F, = —kgTn[Z(n)] = —kpT In[cV]. (3.40)

Através disso, a pressao exercida pelo polimero na geracao n pode ser obtida por:

R,
oV

Pn = (3.41)

Porém, como nossa andlise é discreta, nao faz sentido falarmos de derivadas parciais,
entao, temos que trabalhar da seguinte maneira [14]:

AF,

Pn = _A_Vv (3-42)

onde AV é o volume da célula excluida (elemento da superficie em que descontaremos a
pressdo), ou seja, AV = vy. Como comentaremos mais a frente, utilizamos neste trabalho
a rede de Bethe com ntimero de coordenacao ¢ par pois para cada uma destas redes, temos
uma analogia com uma rede hipercibica de dimensao d = £. Tal comparagao nos permite
utilizar como volume da célula exclude de uma rede de Bethe com ntiimero de coordenacao
q a expressdo vy = a3, onde a é o parametro da rede, ou seja, a distancia de um passo
entre dois sitios vizinhos. Seja entao, F),(r) o analogo a F,, porém, com caminhadas que
nao passem pelo sitio na superficie distante de r da origem. Isso nos fornece o desconto

da energia livre de Helmholtz total, desta maneira, encontramos AF,, como segue:

AF, = F[¢V] — FlcM(r)]. (3.43)
_ ) (1) ()]} — & (1)
AF, = —kgT{ln[c,’] — Inc,,’ ()]} = kT In —a |- (3.44)
Cn
kT c,(ll)(r)
Pn=— ” In poml i (3.45)

O que, de fato, fizemos com isso, foi descrever a pressao a uma distancia r do centro da
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superficie como a pressao total sobre toda a superficie menos a pressao depois da distancia

r da superficie.
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4 Claso especifico - nuimero de
coordenacao q = 4

4.1 Introducao ao modelo

Neste capitulo, nos limitaremos a usar a arvore de Cayley (e, por consequéncia, a
rede de Bethe) com numero de coordenagao ¢ = 4 e obteremos todas as informagoes

termodinamicas do polimero em questao, como energia livre de Helmholtz, entropia e etc.

4.1.1 Calculo do ntimero de configuragoes cle’zl(sem exclusao de
vértice)

Comecaremos encontrando o nimero de sitios para uma determinada geracao n arbi-
traria da arvore e o motivo é simples: ao encontrarmos este valor, encontramos também
o nimero de configuracoes possiveis do polimero inscrito nesta rede, ou seja, o nimero
de micro-estados acessiveis, que é o equivalente ao nimero de caminhadas nesta rede.

Algumas destas possiveis configuragoes estao exemplificadas na figura 20.

Para a arvore completa (sem superficie limitadora) com ¢ = 4 (figura 13), temos 4
possibilidades para o primeiro passo da caminhada e para cada uma dessas, 3 alternativas
para a segunda geracao totalizando assim 12 possibilidades. Fica claro que o ntimero de
sitios criados desta estrutura para a n-ésima geragdo (que é equivalente ao nimero de

configuragoes possiveis em uma caminhada de n passos) é dada por:
Crgea = 4.3"71, (4.1)

onde n é o nimero de geracoes da arvore e para n > 1.

Para o nosso problema, consideramos uma arvore semi-infinita, limitada por uma
superficie (figura 21). Para descobrirmos qual deve ser o niimero cﬁli de sitios na superficie

desta arvore semi-infinita para uma geracao n qualquer, seguiremos a sequéncia abaixo:
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Figura 20: Exemplos de micro-estados possiveis na rede semi-infinita com n = 4.
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Figura 21: Seis primeiras geracoes da arvore de Cayley semi-infinita com ntimero de
coordenagao q = 4.

e retiramos uma das linhas centrais da arvore, desta forma, da contagem geral c, 4
subtraimos o valor 2 que é a quantidade de sitios que sao acrescentados por este trecho a

cada passo, com isso ficamos com a arvore dividida (como mostra a figura 22):

Com este procedimento, ficamos com a contagem dos ramos da esquerda e direita

somente dadas por ¢, , = 4.371 — 2.

e devido a simetria em relacao a parte central retirada, se dividirmos a expressao de
Cp.4 DOT 2, encontraremos a contagem de um ramo somente (do outro lado da superficie)
como mostra a figura 23. Este resultado é muito importante, pois, agora, s6 temos que
acrescentar novamente a contagem da linha central da arvore e com isso, obteremos o

valor de c,(lljl:



48

q't.

%& %ﬁ, . REG

%

Figura 22: Seis primeiras geracoes da arvore de Cayley com niimero de coordenacao ¢ = 4
sem sua parte central (indicado pela linha tracejada).
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Figura 23: Seis primeiras geragcoes da arvore de Cayley com niimero de coordenacao ¢ = 4
no plano semi-infinito sem sua parte central (indicado pela linha tracejada).

=231 41, (4.2)

A abordagem que utilizamos aqui pode parecer um abuso do ponto de vista ge-
ométrico. Como demonstramos no capitulo anterior, a dimensao da arvore de Cayley
e da rede de Bethe sao infinitas e isso pode fazer parecer a abordagem das divisoes da
rede desprovida de sentido, porém, isso nao é verdade. Independende do valor da di-
mensao da rede, sabemos que a mesma possui simetria em relacao a superficie e nos
aproveitamos deste fato para consideramos os sitios "acima'e "abaixo"da mesma como
conjuntos possuindo numero de elementos iguais. Isto nos garante a eficicia do método
que por sinal serd amplamente utilizado no decorrer deste trabalho tanto neste capitulo

quanto no proximo.
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Figura 24: Representacao da arvore de Cayley no plano semi-infinito dividida em: parte
superior, inferior e central

4.1.2 Contagem do ntimero de cadeias na superficie semi-infinita
~ e 1
com exclusao de vértice cﬁl’i(r)

1 . . o
Como acabamos de ver, a contagem cél do ntumero de caminhadas possiveis dentro

da arvore de Cayley semi-infinita ¢ dada pela equacgao 4.2.

Para continuar nosso estudo, vamos imaginar que um sitio da superficie distante de
r da origem do polimero esteja excluido, ou seja, que nao seja possivel a presenca de um
monomero neste sitio. Desta forma, todas as configuragoes em que uma caminhada chega

neste vértice ou passa por este vértice nao sao permitidas. Vamos dividir este sistema em
1)

S,1,Mn

3 ramos: superior, inferior com contagem cada um dado por ¢ e central como mostra

n

a figura 24, onde a contagem ¢ trivialmente dada por c 371, Por uma questao de

c,n,d
praticidade, facamos CEBA = CST)LA = cg)MMA. Temos:
2l bl =23 L 3
2 X 3 =23 1 (4.4)
Com isso:
1
Ci’}l)m,a,nA = 5(371—1 + ]‘) (45>

E assim, acabamos de descobrir a expressao para a contagem do niimero de configuragoes
superior ou inferior. O que faremos a seguir sera escolher um destes ramos (por exemplo
o superior, como mostra a figura 25) e nele aplicar a exclusao de um vértice arbitrario.

Como ja dissemos, isto proibira todas as configuracoes depois do vértice anterior como
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Figura 25: Imagem do ramo superior da arvore de Cayley no plano semi-infinito.
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Figura 26: Imagem do ramo superior com exclusdo de vértice em r = 2 (o retangulo
rachurado indica onde se encontra o vértice excluido).

mostra a figura 26, onde r = 2.

Pela figura 26, podemos ver que se o vértice excluido estiver em r = 1, todas as
configuragoes a partir de r = 2 serao proibidas, da mesma forma, se o vértice excluido
estiver em r = 2, as configuracoes a partir de r = 3 é que serao proibidas. Desta forma,

para um vértice excluido em r, teremos uma reducao da contagem de:

1 1
5(3”*1*(’”*1) +1) = 5(3”4 +1). Paran>r (4.6)

. X ) ~ 1
Agora que obtivemos este resultado, precisamos somente subtrai-lo da expressao de c;jl

para enfim encontrarmos a expressao para a contagem das caminhadas possiveis dentro
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C e . . . o 1
da rede semi-infinita com um vértice excluido na superficie na posicao r. ¢ 21(7”):

n,

1 1 1
() = (2.3 4 1) — SICAMEVERE: et A (4.7)

onde assuminos n > r

4.2 Resultados para o modelo atérmico
4.2.1 Fungao de particao Z(n)

Como ja haviamos visto no capitulo anterior, podemos obter qualquer informacao ter-
modindmica de um sistema se tivermos sua fungao de parti¢do Z (neste caso, no ensemble

canodnico). A func¢ao de parti¢do no ensemble canonico ¢ dada por [10]:
7 = Zexp (kBT> , (4.8)

que nada mais é do que a soma ponderada dos possiveis estados.

O que faremos de forma extensiva neste capitulo (e também no proximo) sera encon-
trar a funcao de particao para este sistema polimérico em cada condicao fornecida: no
modelo com e sem interacao entre entre os monomeros e a parede e em cada um destes
modelos, estudamos como deve ser a expressao para a funcao de particao sem e com

exclusao de vértice na superficie limitadora da rede.

4.2.2 Calculo da pressao para o modelo atérmico

Podemos encontrar a pressao exercida na geragao n através do que foi discutido no

final do capitulo anterior:

1)
ksT CpalT
pa(r) = —2=1n ’?1() >] : (4.9)
Yo Cn,4
kBT 2'371—1 + 1-37—r
=— 1 2 : 4.1
Po(r) w ( 23011 1 (4.10)

Como estamos interessados no limite termodinamico, vamos calcular p = lim,, o pp:

T 2'3n—1 1-3"—" T 1—r
p(r) = lim _ks ln( i > :—kB ln<1—34 ) (4.11)

n—00 Vo 2.3n—1 +1 Vo
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0.3
(s | Rede de Bethe ——
\ Rede quadrada
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0.1

0.05

Figura 27: Comparacdo entre as expressoes para a pressao adimensional em fun¢ao da
distancia a origem no limite assintdtico n — oo obtidas para o modelo na rede de Bethe
e o modelo na rede quadrada.

Se trabalharmos um pouco com a expressao 4.11, podemos nostar que para grandes valores

31—7' . . ~
de r (r >> 1), temos que — — 00 que nos permite aproximar a expressao 4.11 como
segue:
kgT 3t kgT 3
P (1 - ) ~——2"In (— ) . (4.12)
Vo 4 () 4

Ou seja, temos um decaimento exponencial para a pressao em funcao da distancia sobre

a superficie.

Antes de prosseguirmos para o proximo capitulo, onde discutiremos nosso modelo
para caminhadas na rede com numero de coordenacao ¢ arbitraria, vamos comparar o
nosso resultado para a pressao no limite assintético n — oo com o resultado para a rede

quadrada rede quadrada semi-infinita obtida por Jensen et al [14]. Para tal, vamos definir

vop

T (utilizaremos novamente este resultado no final deste e

a pressao adimensional 7 =
do proximo capitulo) e salientar que no modelo para a rede quadrada:

kgT 1
pquadmda(r) - i ( ) 5 (413)

vom \1r2+1

onde vy = a? para uma rede quadrada com parametro de rede a. Desta maneira, podemos
obter o grafico da figura 27. Podemos notar como a expressao para a pressao exercida
pela cadeia polimérica na rede de Bethe decai mais rapido do que no modelo na rede
quadrada. Isso se deve ao fato de que em primeira ordem, a pressao adimensional no
modelo na rede de Bethe é da forma: m(r) =~ 37" (decaimento exponencial) enquanto que

na rede quadrada: m(r) ~ r~2 (decaimento em lei de poténcia). Porém, independente
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da expressao exata da pressao sobre a superficie, a mesma precisa dacair em funcao da
distancia r em relacao a origem. Se retornarmos para o exemplo no contexto biolégico,
em que temos uma cadeia protéica fixada a uma membrana celular, fica evidente que
quanto mais afastados olhamos para este ponto de fixagao menor sera o efeito da pressao

na superficie causada pelo polimero.

4.3 Generalizacao do modelo para incluir interacao atra-
tiva entre os monomeros e a superficie

Para um tratamento mais condizente com a realidade, vamos substituir o modelo até
entao atérmico por um em que os monomeros que estiverem sobre a superficie limitadora
da rede tenham com a mesma uma energia de interagao atrativa dada por € (¢ < 0). Com
esta consideracao, existird uma contribuicao para a funcao de particao Z devidoa ao fator

e

de Boltzmann dado por w = exp (kB—‘T>

Vamos tratar deste problema considerando que existam m monoémeros na parede (além

é claro do monomero na supericie), para n geragoes e pensar novamente na figura 21:

e Para m = 0: Esta configuracao s6 permite que o primero "passo'"da cadeia polimérica
1) — 3n—1

seja na horizontal e desta forma: ¢, ,,_,

e Para m = 1: Esta configuragao possui contagem de um passo a menos, porém possui

. . ~ . 1 —
simetria em relagao ao ramo central, assim: cﬁl %:1 =2.3""2

e Para m = 2: Aqui temos o analogo ao caso em que m=1, a Gnica diferenca é que a
L. . . ~ . 1 —
contagem ¢é inferior em uma unidade na geracao e com isso: cfl ZnZQ =2.3"73,
e Seguindo este raciocinio, desde m =1 até m =n — 1:

Cn,1<m<n—1 — 2.3n7(m+1) .

A tnica coisa que temos que analizar agora é a configuracao em que todos os mondémeros
estao sobre a parede. E facil notar que existem somente 2 dessas possiveis configuracoes:
uma em que todos 0os monoémeros estao acima ou em que todos 0os monémeros estao abaixo

em relacao ao ramo central localizado em r = 0. Assim:
Cnym=n = 2.

Com estes dados, podemos enfim calcular a fungio de particdo Z(n,w) deste sistema:
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Z(n,w) =y exp (,;B—€T> =) otwel e gD ane®

c

(4.14)

Z(n,w) =3""+w.2.3"? 4+ w? 23" 3 + 4 w23 20" (4.15)

n—1
Z(n,w) = 3" + (Z wm.2.3”—<m+1>) +2.W". (4.16)

m=1

Que finalmente podemos escrever como:

w\n—1 __ 1
Z(n,w) =3""1+2w" +2.w.3""" {(31—1} : (4.17)
-
Nao é dificil verificar que para w = 1:
Z(n,w=1)=23""141. (4.18)

Que era o resultado anterior dado pela equagao 4.2.

4.3.1 Calculo de Z(n,w,r) (com exclusao de vértice)

Como a logica sugere, precisamos continuar a encontrar as ferramentas cada vez mais
generalizadas que possam nos permitir uma analise completa do problema e agora que
estamos considerando que os monomeros que estao sobre a superficie possuem energia
de interacao atrativa com a mesma, nada seria mais intuitivo do que tentar descobrir a
funcao de parti¢ao deste sistema considerando vértices excluidos, ou seja, Z(n,w, ) como

fizemos na subse¢do anterior. Vamos usar o exemplo da figura 28:

Para este exemplo, no ramo da esquerda, s6 serao possiveis configuragoes com 1
monomero na parede. Se a exclusao estivesse em r = 3, teriamos neste ramo, configuragoes
com 1 e 2 monoémeros na parede. Perceba, que o ramo central e o da direita nao possuem
suas configuracoes possiveis dependentes de r. Assim, para o ramo na arvore localizada

na esquerda:

or =1 — Zesquerda(n,w) = 0.
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Figura 28: Representagao da arvore de Cayley com niimero de coordenacao ¢ = 4 até um
passo n = 6 contendo um vértice excluido em r = 2 (O retangulo rachurado indica onde
se encontra o vértice excluido).

—2
or =2 = Zesquerda(N, w) = w.3""%.

or =3 = Zosquerda(n,w) = w.3"2 + w2.3"73,
E seguindo este raciocinio:

'
k—1 gn—k
Zesquerda(N, w,T) = E w3, (4.19)
k=2
Note que estes termos nao possuem o fator multiplicativo 2, isso é devido ao fato de
que estamos somente levando em conta as configuragoes possiveis para o lado esquerdo.
Para o ramo central (onde nenhum monémero esta sobre a parede), continuamos tendo

para a funcao de particao:

Zeentra(n) = 3", (4.20)
Para o ramo da direita, temos o mesmo caso estudado na tltima segdo (sem o termo

multiplicativo 2). Assim:

n—1
Zdireita(ny W) = [Z wm'gn—(m—i—l) + wn. (421)
m=1

O termo aditivo w™ na expressao acima, refere-se a situagao onde todos os mondémeros
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estao sobre a parede, porém no ramo da direita.

Desta forma, a fungao de parti¢do Z(n,w,r) completa, para este sistema, pode ser

escrita como:

n—1
Z(n,w,r) =3""1+ (Z =l gne k) + (Z wm.3”(m+1)> + w". (4.22)
m=1

+ w". (4.23)

Z(n,w,’r’) — Sn—l 4 Sn—l [(gw) 3 —
3 31

+w.3n—2 [(%)n 1

Obs: Nao é dificil perceber, que para w = 1:

1 1 (l)T —3 2 (l)nil —1
Znyw=1,r)=3"1+3" ¥ 13 43" | 224 —| L (4.24)
3 3
n—1 1 n—r 1 1)
Znw=17r)=23"""— 5.3 + 5= Cry (7). (4.25)

E recuperamos o resultado da equacao 4.7.

4.4 Resultados para o modelo generalizado

4.4.1 CaAlculo da energia livre de Helmholtz

Aqui, faremos o mesmo de quando nao tinhamos interacao com a parede, porém agora
utilizaremos Z(n,w). Vamos definir a energia livre de Helmholtz por sitio da seguinte

maneira:

kT
f=lim == In[Z(n,w)]. (4.26)
n—oo n
kgT @yn=1 1
f=lim ——2=1n 3" + 20" + 2.w.3" 2 ((31—)} : (4.27)
n—o0 n 5 1

Devemos ser cuidadosos no célculo deste limite, precisamos considerar 3 casos possiveis:

w>3w<3ew=23:
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e Para w > 3:

o1 AN
f=—kpT [m(g) + lim ~In (5) } . (4.28)
_ AV
f=—kpT [111(3) +In (gﬂ = (4.29)
e Para w < 3, os termos (%)n tenderao a 0, com isso:
f=—kgT1In3. (4.30)

. . . @yn—1l_1

e Quando w = 3, precisamos analisar com cuidado o termo (?’L—_l
3

em uma indeterminac¢ao da forma g:

que a priori resultaria

wyn—=1 _ 1 Lip — 12
lim ) = lim M =(n—1). (4.31)
w—3 2 —1 w—3 ES
3 3
.1
f=—ksgT {111(3) + lim —1In[7+2.(n — 1)]} . (4.32)
n—oo N
Que por sua vez, resultarad em:
f=—kgT1In3. (4.33)
Organizando melhor esses resultados:
—lel, T'< k‘BlEl|n3
f= (4.34)
—kpTn3, T > L

Percebe-se que temos uma descontinuidade na primeira derivada da funcao da energia
livre, disto podemos concluir que existe uma transicao descontinua e temos uma temper-

atura de transicao T; associada a este processo de adsorcao que é encontrada da seguinte

maneira:
el €]
=3 = = In3. 4.35
o (kBTt kle 39
E assim: ‘ ’
€
T, = . 4.36
" kpln3 (4.36)

Esta transicao de fase é caracterizada por uma configuragdo onde em temperaturas sufi-

lel
kpln3

cientemente baixas (T < ) , amaior parte das configuragoes acessiveis dos monomeros

estao sobre a parede e a partir de uma certa temperatura de transicao (Tt = kB‘el‘nB), as

configuragoes acessiveis (possiveis) estdo entdo em sua maioria fora da superficie como
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Figura 29: Transicdo de fase caracterizada por a) um maior conjunto de configuracoes
possiveis na superficie em T < T, para b) uma maior concentracao de configuracoes
possiveis fora da mesma para T > T}

mostra a figura 29.

Podemos pensar também neste fenomeno ao indagarmos o que ocorre com a densidade
de monomeros sobre a superficie em funcdao da temperatura no limite termodinamico
N — oo: para temperaturas baixas (T' < T}), praticamente todos os monémeros ocuparao
sitios na superficie, ou seja, no limite termodinamico, teremos ocupacao nula fora da
superficie limitadora enquanto que para altas temperaturas (T' > T), seré cada vez mais

raro monomeros serem encontrados na superficie e desta maneira obtemos a figura 30.

4.4.2 Calculo da entropia

Sabemos que a entropia por sitio pode ser encontrada através da seguinte relacao:

= —g—;. (4.37)
Assim:
0, T< i
s (4.38)
kpin@3), T> =l

Desta forma, podemos encontrar o calor latente por monoémero associado a transicao

de adsorcao:
q = T;As. (4.39)
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Figura 30: Funcao densidade de monomeros sobre a superficie em funcao da temperatura
n(T). A descontinuidade da mesma em 7" = T; evidencia o fenomeno de adsor¢ao do
polimero na parede.

“= g |1;| ® [kpIn(3) — 0] = |e]. (4.40)

4.4.3 Calculo da energia interna

Sabemos que a energia interna u, a entropia s e a energia livre de Helmholtz f estao

relacionadas através da seguinte expressao:

f=u—-"Ts (4.41)
E assim podemos encontrar a expressao para a energia interna u:

u=f+1Ts (4.42)

Utilizando a expressao acima e os valores encontrados para a entropia por monomero s:

le|
—lel, T< k5 In(3)
w= (4.43)
lel
0, T2 e

4.4.4 Calculo da pressao exercida

Agora que possuimos a expressao para a funcdo de particdo com interacao entre os

mondmeros na parede com e sem exclusao de vértice Z(n,w,r) e Z(n,w), respectivamente,
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faremos o calculo analogo ao das secoes passadas para, enfim, descobrirmos a pressao
exercida por esta cadeia polimérica. Lembrando que a expresao para a pressao exercida

para a geracao n é dada por:

kgT . [Z(n,w,r)
y = — 1 . 4.44
metom | 4449
3n—1 + 3n—1 (% T_% +w 3n—2 (%)n_l_l + W™

kBT 51 ' 51
Pn = — In T (4.45)

(Y n— n n— 3 -

0 3n=1 4 2 wn 4 2..3n2 ( 3%_1 )
Para o limite termodindmico n — oo:
p= lim p,. (4.46)
n—oo

Precisamos, novamente ter cuidado com os casos w > 3, w < 3 e w = 3.

e Para w < 3, os termos (%)n — 0:

kT <1_ (%)T) (4.47)

Vo 1—|—§

e Para w > 3:

€ |w

ksT | 5(e=) +1 kT . (1
p=—""1In ’ 3; ==L 1n<§>. (4.48)
o [ B ) 2 0
) ) %>n71_1 ] %)7'_%
e Para w = 3, temos que analisar separadamente 2 casos: lim,,_,3 ~*o—— e lim,, 3 ~o—".
3 3
Usando a regra de L’Hopital:
n—1 n—2
w -1 Lo 1) (¥
lim (5) :hm3( 2(3) = (n—1). (4.49)
w—3 “_1 w—3 1
3 3
w\" _w r(w\"h 1L
lim (?;)—3 — lim M —(r=1). (4.50)
w—3 3~ 1 w—3 3
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Com isso:

T 1 -1 -1 T 1
p = lim _kz In | (r=D+M=1+3) __ksT In{=]. (4.51)
n—oo g 1+23+2.(n—1) Vo 2

E assim, podemos finalmente escrever a pressao exercida pelo polimero como:

_ kBT (1 _ (ﬁ)y) , T > le]

1+2 %5 In(3)
b= (4.52)

—teln (%) , T'< kB‘ler‘l(Zi)

Visando uma melhor comprensao de um ponto de vista grafico dessas grandezas ter-

modinamicas encontradas, vamos usar as seguintes grandezas adimensionais:

T = pkf;—OT, (4.53)
f
¢ = el (4.54)
s
- 2 4.55
o kB7 ( )
u
e a temperatura adimensional 7 dada por:
kgT
Com isso:
()
_]n(l— 1_3’_% , T>ﬁ
= (4.58)
—1In (%) , TS ln%?))
-1, 7< 1n%3)
o= (4.59)
—7In(3), 7> ln%S)
1
0, 7< NE)
o= (4.60)
In(3), > ln%B)
1
-1, 7< ()
v = (4.61)
0, 7> _1
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Essa forma de representar as variaveis 7, ¢, o e v nos possibilitard uma melhor analise
e compreensao dos graficos da pressao, energia livre de Helmholtz, entropia e energia
interna, respectivamente. Serd isto que faremos nas proximas subsecoes, mas, antes,

vamos encontrar outro aspecto importante e que claramente possui interesse biologico.

4.4.5 Forca exercida sobre o polimero pela superficie

Quando o sistema formado pela superficie e pela cadeia polimérica estiver em equilibrio
mecanico, o modulo da forca exercida pelo polimero sobre a superficie ¢ o mesmo do que
o da superficie sobre o polimero. Desta forma, seja F o modulo da forca adimensional
exercida pela superficie sobre a cadeia, usando os argumentos ja utilizados, esta forga pode
ser encontrada através da analise da pressao adimensional causada pela contribuicao dos
monodmeros sobre a parede. Como neste capitulo estamos estudando a rede com ntimero de
coordenacao ¢ = 4, temos que levar em consideracao a simetria do niimero de caminhadas
"acima'e "abaixo"do ponto onde o polimero tem seu monomero inicial fixado. Este pré-

fator 2 deve ser incorporado na expressao de F,

Vo
F=—7p 4.62

onde p* representa a contribuicao da pressao exercida por todos os monoémeros sobre a

superficie e que pode ser escrita como:

w

e o ksT ()

O que nos fornece:

}"(w):—Ziln 1—(U§J—)T . (4.64)
- 1+3

Bickel et al [4] obtiveram Fg = 1 para cadeias gaussianas enquanto Jensen et al [14]

encontraram Fgaw =~ 1.533 considerando o modelo atérmico (w = 1). Utilizando o

mesmo fator de Boltzmann que foi empregado no caso das caminhadas aleatoérias na

rede quadrada (w = 1), a expressao para a for¢a nos forneceu como resultado o valor

FBethe = 0.834.
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Figura 31: Grafico ¢ x 7 obtido através da expressao 4.59.
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Figura 33: Grafico o x 7 obtido através da expressao 4.60.
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Figura 34: Grafico v x 7 obtido através da expressao 4.61.
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4.4.6 Graficos associados

Levando em conta o limite assint6tico para r (r >> 1) e considerando 7 > k<

n(3)’
podemos fazer uma simples expansao em ordem zero da expressao de 7 como segue:
7=—1In 1—i ~ & (4.65)
I+% 1+%

Que pode ser escrito como:

;o (g) - (4.66)

Este é um resultado esperado, visto que a pressao deveria realmente cair ao se anal-
isar sitios na superficie cada vez mais distantes do ponto em que o polimero se fixa e é

compativel com o caso atérmico w = 1.

Como tltimo comentario, devemos nos lembrar que em um sistema isolado, este mesmo
tende a minimizar a sua energia livre de Helmholtz. Como sabemos, a energia livre de

Helmholtz por sitio pode ser escrita como:
f=u—-Ts (4.67)

J& vimos que, para temperaturas maiores que 7}, a energia interna é nula, porém a entropia
nao e quanto maior for esta temperatura, menor de fato serd a energia livre f (devido ao
sinal negativo que antecede o produto da temperatura T" e a entropia s na equagao 4.38).
Por outro lado, para temperaturas menores que 7T}, a entropia ¢ nula e a energia interna

u tem seu valor minimo de tal forma que a energia livre f continua minima.

4.5 Resumo das expressoes encontradas para a funcao
de particao

Caso atérmico (w = 1) Caso geral (w # 1)

K-

1 nfli
_{_3n72 "(3)1_1 1“ _|_1
3

Sem exclusao de vértice | Z(n) =2.3""!1 +1 Z(n,w) = 31 4+ 20" +
2w3n—2 {(5)::171-‘
3 '
)1
Com exclusio de vértice | Z(n,r) = 23"' — | Z(n,w,r)=3""1+3""! Vﬂ)l 3| +
3

Tabela 1: Resumo das funcoes de particao encontradas no capitulo para g =4 .
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5 Caso geral - numero de
coordenacao q arbitrdrio

5.1 Introducao ao modelo

No tltimo capitulo, fizemos um estudo completo sobre as propriedades de um polimero
inscrito em uma rede de Bethe no plano semi-infinito com niimero de coordenacao q = 4,
porém, ficamos com uma questao ainda a responder: qual seria o comportamento do
modelo numa rede com ntmero de coordenacao ¢ qualquer, limitada por uma superficie
cujos sitios tém g — 1 primeiros vizinhos? De fato, isto é o que faremos neste capitulo
com tnica limitagao de que ¢ seré par (e maior que 2). O motivo para tal é considerar os

resultados como aproximagoes para redes hipercibicas (¢ = 2d).

5.2 Modelo atérmico

De forma similar ao que foi feito no capitulo anterior, comecaremos nossa anéalise
sem levarmos em conta a atracao dos mondmeros para com a superficie, ou seja, quando
formos calcular a funcao de particao para este sistema, o fator de Boltzmann associado

serd w = 1.

5.2.1 Calculo do niimero de configuragoes cg’?] (sem exclusao de
vértice)

Apenas para nivel exploratério, vamos imaginar uma arvore com ¢ = 6 e suas 2
primeiras geragoes, como mostra a figura 35: A primeira geracdo de uma arvore com
q genérico, terd como contagem c,—i, = ¢, pois nao temos restri¢oes, porém, todos as
demais possuem uma configuragdo permitida a menos (a volta) ji que este é um mod-

elo de caminhadas aleatdrias auto-excludentes e assim a préxima geragao possui g — 1
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Figura 35: Representacao das duas primeiras geracoes da arvore de Cayley com ntimero
de coordenacao q = 6.

.74.

P

. 7 2.
7 7 - 7

Figura 36: Exemplo de representacao da superficie limitadora da rede de Bethe com ¢ = 6
através também de uma rede de Bethe, porém, com ¢ =4 (¢’ = ¢ — 2).

configuragoes possiveis. Desta maneira:
Cng = q(qg—1)""". (5.1)

Perceba que este resultado se adequa perfeitamente ao caso em que ¢ = 4 estudado

anteriormente. Novamente iremos utilizar a rede com ¢ = 6.

Ao imaginarmos um polimero inscrito na rede de Bethe sobre uma superficie, esta
obviamente (a superficie) também devera ser descrita por uma rede de Bethe, porém,

com nimero de coordenagio ¢ = g — 2 (figura 36).

A partir daqui, a abordagem utilizada no caso especifico ¢ = 4 fara mais sentido pois
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Figura 37: Representacao das duas primeiras geracoes da arvore de Cayley com ntimero
de coordenacao q¢ = 6 sem levarmos em conta a superficie de simetria.

Figura 38: Representacao das duas primeiras geracoes da arvore de Cayley com ntimero
de coordenagao ¢ = 6 sem levarmos em conta a superficie de simetria e os ramos inferiores.

estamos partindo de um ponto de vista geométrico para o tratamento deste problema.
Utilizaremos a contagem das configuragoes possiveis sem vinculo. Desta contagem, sub-
trairemos a contagem das configuragoes possiveis na superficie (que sera a contagem de
uma rede com ¢ = (¢ — 2)) (figura 37). Por fim, devido & simetria entre a parte superior
e inferior de ramos da arvore, vamos dividir este fator pelo valor 2 (figura 38). Feito isso,

teremos a contagem do ramos superiores ou inferiores que serda dado por:

1 n— n—
Csuperior,n,q,q’ = Cinferior,n,q,q/ = §[Q<q - 1) t— q/(q/ - 1) 1]' (52)
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Figura 39: Duas primeiras geracoes da arvore de Cayley com niimero de coordenagao
¢ = 6 no plano semi-infinito.

Que podemos escrever como:

DN | —

Csuperior,n,g = Cinferiormn,g = _[Q(q - 1)71—1 - (q - 2)(q - 3)71—1]' (53)

Para concluir, somamos novamente a contribui¢do da contagem da superficie (figura 39),

= 5lalg=1)""+ (g - 2)(g—3)""]. (5.4)

Z(q.m) =) = lata— 1)+ (0 - 2)(g 3] (55)

Novamente deixamos claro que a abordagem do problema foi andloga a do capitulo

anterior.

5.2.2 Calculo do ntiimero de configuragoes ct(lb)l(r) (com exclusao
de vértice)

Da mesma forma, como no capitulo anterior, iremos calcular a contagem das config-
uragoes possiveis com a exclusdo de um vértice em r (r < n) como esta representado na
figura 40 para r = 1. Novamente, utilizaremos uma abordagem anéloga a do caso ¢ = 4
com os seguintes passos: o ntimero de configuragoes com vinculo (superficie), porém, sem

a exclusao de vértice, é dado por:

= Slala— 1"+ (g - 2)(g -3 (5.6)
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Figura 40: Duas primeiras geracoes da arvore de Cayley com niimero de coordenagao
g = 6 no plano semi-infinito com um vértice excluido em r = 1 em um dos ramos da
superficie.

e com isso, o ntimero de configuragoes na parede ¢, ¢ parede S€Té:

Cn,q,parede = Cé}r)z - (q - 1)7171’ (57)

)n—l

onde o termo (q — 1 ¢é claro, representa a contagem dos sitios imediatamente acima

da parede (em r = 0 para sermos mais especificos).

Assim, podemos escrever:

Cngparede = 3lala — 1)+ (0 =2~ 3"~ (g = 1" (53)

Agora, faremos a analise da exclusao de vértice em um destes ramos e para tal, pre-
cisamos encontrar a expressao para a contagem das configuracoes de somente um destes
ramos (como mostra a figura 41), que chamaremos de ¢, 4 ramo- Para encontrarmos esta
expressao, serd necessario somente dividir a expressao de ¢, g parede P€lo seu ntimero de
coordenacao ¢’ = ¢ — 2 que representa o nimero de ramos que sao formados através da

origem 7 = 0. Assim:

N =

c _ lq(q — 1)”—1 + (g —2)(q — 3)71—1} - 1)n_1
n,q,ramo (q — 2) .

Como ja vimos antes, a exclusao de um vértice arbitrario em r ird provocar a proibicao

(5.9)

de todas as possiveis configuracoes deste ramo depois de r — 1, assim, a contagem neste

ramo terd uma diminuicao do fator:
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Figura 41: Exemplo do ramo sendo isolado onde sera excluido o vértice.

[qlg—1)" 0V 4+ (g=2)(g=3)" D] — (g 1))
(¢—2) '
E como sabemos disso, agora podemos subtrair este resultado de 0511,21 para encontramos a

expressao para cg,?;(?”)

N[

(5.10)

ol = 1"+ (= 2)(a =3 )= Slla =1+ (-3 (B

1 1
Z(g,m,r) = ciy(r) = 5lala=1)""+(g=2)(@=3)"" = 5 [[a=1)" "+ (¢=3)""]. (5.12)
Obs: Para n > r.
5.2.3 Calculo da pressao exercida

Nao temos nenhuma sofisticacao em relagao ao que fizemos no capitulo anterior. So-

. . N 1 1
mente precisamos atualizar as expressoes de cﬁl,é(r) e 02721. Sabemos que:

kBT |:Z(Q7nur>1
= — In ) 5.13
b Vo Z(Q7 n) ( )
kpT |
P = —-B 1y | € ’(ql()r)] . (5.14)
Yo Cn,gq

Pn =
Vo

kBT { slalg—D"" + (g =2)(g—=3)"" - 3llg ="+ (¢ —3)""] }
salg =1+ (@ =2)(g=3)"") '
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Como de costume, calcularemos p = lim,,_,, p,, pois sempre estamos interessados no limite

termodinamico.

o kT f5lalg—1)" "+ (g =2)(g=3)" ] =5l —D)"" + (¢ —3)""]
p= lim — In T - N .
n—oo 1 3(q(g —1)" 1+ (¢ —2)(¢ — 3)" 1)
(5.16)
Se isolarmos o termo (¢ — 1)™ e aplicarmos o limite termodinamico n — oo, os termos na
forma (Z:_:D tenderao a zero e ficaremos com a seguinte expressao:
kgT qg—2)(¢g—1)""
D= _Z;ln - )(5_2) ) ] : (5.17)
’ 4=
Que apo6s simplificarmos um pouco chegamos em:
kgT — 1)t
p= "Bl [1—u] (5.18)
Yo q
Novamente, o teste para ¢ = 4 é trivial e nos da como resultado:
kT 3=
=— In 11— , 5.19
=0 [1- 2] (5.19)

que foi o encontrado pela equacgao 4.11.

5.3 Generalizacao do modelo para incluir interagao atra-
tiva entre os monodmeros e a superficie

As duas proximas subsecoes farao a analise do problema levando em conta a energia

de interacao atrativa dos monomeros que estiverem sobre a superficie com a mesma.

5.3.1 Calculo de Z(n,q,w) (sem exclusao de vértice)

O fato de estarmos trabalhando no momento com a rede de Bethe com ntmero de
coordenagao ¢ genérico acarreta em um aumento consideravel de sutileza nos argumentos

combinatoérios que levam ao ntmero de configuragoes possiveis do polimero inscrito.
Vamos imaginar que existem m monoémeros sobre a superficie:

e Para m = 0, somente as configuragoes imediatamente "acima'"do ponto em que o

polimero estéd fixo sao permitidas e para estas configuragoes temos a contagem c¢,—1, =
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Z(n,q,w)

0 (q o 1)n—1
I w@=2)(¢=3)"g—1)"?+ (¢ — 1)

2 Jwl@—=2)(=3)"g-D)"?+w(¢g—2)(¢—3)(¢g—1)"?+(¢— 1)

n1 | wig—2)(g— 1" +w(g—2)(g—3)g— 1"+ (g— 1" + .+

+w" g —2)(q — )( —1)" 3 4 (g — 1)

n | (@=D" [ wm g =2)(g=3)" g = D] +wr(g—3)" g~ 2)

Tabela 2: Fungao de particdo Z(n, q,w) para valores arbitrarios de n.

(¢ =1t

e Para m = 1, além de termos as configuracoes do caso m = 0 permitidas, temos
também (q — 2)(q¢ — 1)"~2 configuragoes possiveis, onde o termo (¢ — 2) vem do nimero

de coordenacao da superficie, ou seja, do niimero imediato de ramos que saem do centro.

e Para m = 2, como adi¢ao aos casos anteriores, temos para a contagem o termo
Cn=24 = (¢ —2)(¢ — 3)(g — 1)"3 em que o novo termo multiplicativo (¢ — 3) & o ntimero
de primeiros vizinhos sobre a superficie, para m = 3 este termo sera dado por: (¢ —3)? e

assim por diante até m =n — 1 em que este termo serd (g — 3)" 2.

e Para m = n nao temos mais sitios emergindo da superficie, s6 temos com isso

(g — 3)" 1 (q — 2) sitios sobre ela.

Usando estas informagoes e utilizando o fator de Boltzmann associado dado por w,

podemos montar a tabela 5.3.1 para a func¢ao de particao Z(n,q,w):

E desta forma, podemos escrever Z(n,q,w) como:

+w'(q—3)""(g—2).

(5.20)

Z(n,q,w) = (q—1)"""+ 2 Ww™(q — 2)(g — 3)™ (g — 1)"(m+D

Que resulta em:

+w"(qg—3)""1(qg—2). (5.21)

Z(n,q,w) = (¢—=1)" ' Hw(g—2)(¢—1)""" [

Nota-se, com facilidade, que este resultado é compativel com o caso especificow = 1,q = 4:

(B -1

Z(n,qg=4,w=1)=3""1+23""? [ .
(3) -1

} +2=23""1+1. (5.22)
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5.3.2 Calculo de Z(q,n,w,r) (com exclusao de vértice)

Como tltimo passo para posterior calculo das caracteristicas (energia livre, pressao e
etc) do polimero na rede de Bethe semi-infinita com ntimero de coordenagao ¢ arbitrario,
temos que encontrar o valor de Z(q,n,w,r), ou seja, a fun¢do de partigdo considerando
energia de interacao entre os monomeros sobre a superficie com a mesma e levando-se em
conta vértices excluidos. Para tal, vamos reutilizar a expressao da funcao de particao sem a
exclusao de vértice em nenhum ramo da superficie, ou seja, Z(q,n,w) como foi calculado
na subsecdo anterior, e dela retirarmos o que podemos definir como Z’(q,n,w,r), que
representa a funcao de particao das configuracoes proibidas a partir de r em um dos

rameos.

Para a exclusao em r, teremos a partir dai a proibicao neste ramo da configuracao de

r monomeros na superficie, assim:

2 mwr) = (g = 1" (g = 17 Hg = 8) 4 wlg - 1T g - 3 4
et W g =3 4 W (g - 3)" . (5.23)

Para deixarmos a expressao acima de Z’'(¢q,n,w,r) mais simples, vamos reescrevé-la em

(g—3).
(¢—1)"

funcao da variavel r = w

Z'(qg,n,w,r) = W (g—1)""" N+t 2 42" (g 1)]

n—r—1
= 2" (q—1)"g—=3)" |1+ > mm+$”’”(q—1)]
m=1

n—r

= 2"(g—1)""(¢-3)" [1 + (—Ix __1x> +2" (g — 1)} . (5.24)
E como ja discutimos:

Z(g,n,w,r) = Z(qg,n,w) — Z'(q,n,w,r). (5.25)

Desta formas

-1 (D) a0

x_—lx) 4T (g — 1)] (5.26)
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O que resulta em:

n-1 (q—2) (2" —x n (¢—2)
Z(g,n,w,r)=(q¢—1) {1+(q—3)(:p—1>+x(q_l)(q—?))

- (q i 3)T {1 * (%) +2" (g — 1)} } (5.27)

Que, naturalmente, também foi escrita em funcao de .

5.4 Resultados do modelo generalizado

5.4.1 Calculo da energia livre de Helmholtz

A energia livre de Helmholtz por sitio f é dada por:

f= lim —kpT In[Z(n,q,w)]. (5.28)

n— o0 n

C kgT B L [wE) =1
f=lim ——2=1n (g—1)" ' +w(@—2)(¢g—1)"? qq73
n—00 n W(E _
. kgT 1 (q—2) [2»t -1 (¢ —2)
= —kgT1 —1)— lim —/—1 —1 "
sTIn(g —1) - lim — n{(q e T o | T o )
_ w(g—3)
onde x = =)
Precisamos analisar com cuidado o termo w(éqjg).
w(g—3) .
e Se o) < 1
f=—kgTIn(qg—1). (5.30)
w(g—3
e Se (E}q—l)) > 1:

n
-3 ., . - . .
Neste caso, o termo [“Eg‘il))] ird se sobresair em relacao aos demais, assim:

PR RPN 7.1 ) SRR R

w(g—3) .
e Se w1 1:
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oy —kT 1 (=2 [a"'—17 . (¢—2)
e e = e

n—1

’1> é resolvido pela Regra de L’Hopital:

O termo lim,_,; (5‘ —

i (=) 1).2"% = (n — 1 5.33
e\ s 1 —xlg}(”— )" " =(n—1) (5.33)
Assim:

f=—kgTIn(q—1). (5.34)

Com isso, podemos novamente encontrar uma temperatura de transicao 7T; mais geral:

(q—3) ( le| ) (¢—1)
w =1 —=ex =
"(g—1) P\ kT (q—3)
F assim:
T, = —|€|( o (5.35)
o~
kB In [(q—3):|

Desta forma, podemos organizar os resultados como segue:

—kgTIn(g—1), T >T,
. (5.36)
—le| = kgT'In(q —3), T <T,

5.4.2 Calculo da entropia

5 — _0or.
Vamos agora encontrar a expressao para s = ~ 3T

kgln(q—1), T > T,
. (5.37)
kpln(q —3), T <T,

E novamente, iremos encontrar o calor latente molar associado:

q = T;As. (5.38)

€]

= ————|kpln(¢—1) — kpln(q — 3)] = |€[. 5.39
a k:Bln[(q”}[ (q—1) (q=3)] = lel (5.39)

(¢=3)
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Em relacao a expressao encontrada da entropia, temos um resultado que preserva o postu-
lado de Nernst (limr_,o s = constante), porém, ndo preserva a terceira lei da termodiné-
mica (limy_0s = 0). Podemos entender isso se compreendermos que no caso anterior,
em ¢ = 4, para temperaturas baixas (menores que 7;) tinhamos somente 2 possiveis con-
figuragoes para os mondmeros sobre a superficie (todos na direita ou todos na esquerda),
para um valor de ¢ arbitrario, temos uma quantidade de configuragoes possiveis ainda

exponencial sobre a superficie (termo (¢ — 3)).

5.4.3 Calculo da energia interna

Novamente utilizando as expressoes de f e s, podemos encontrar a expressao para a
energia interna u = f 4+ T's:
0, T >1T,
U= (5.40)
—lel, T <1y
Que mostra que o valor da energia interna independe do nimero de coordenacao ¢ da rede

usada na representacao do polimero.

5.4.4 Calculo da pressao exercida

Da mesma maneira como foi feito no capitulo anterior, iremos calcular a pressao

exercida pelo polimero através da expressao:

kBT Z(q7n7w7r>
n=———1 : 5.41
P Vo n{ Z(q,n,w) (5.41)
Que com algumas simples manipulacoes se torna:
_wr [ (@) [ () re ey »
Pn =" Vo " B 14+ (a=2) (I”—z) +$n( _ 1)(q—2> ( . )
(¢=3) \ z—1 q (¢—3)

Para obtermos a pressao no limite termodinamico p = lim,_, p,, temos que analisar

separadamente os casos: r < 1, x >1lex =1:
e © < 1: Neste limite, todos os termos da forma z" tenderao a zero, desta forma:

/{JBT ((qTS)) (1 B xfl)
——1In |1-—
Vg 1— (¢—2) ( T )

(¢—=3) \z—1

(5.43)
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e r > 1: Aqui, teremos os termos x~" tendendo a zero e desta forma, apos colocar em

evidéncia o termo 2" do numerador e denominador do argumento do logaritmo natural,

_ kT [ (@=3)"
p=-"l {1 =3 } (5.44)

teremos:

e ©x = 1: Antes mesmo de calcularmos o limite termodindmico n — oo, temos que

. .. . n—r__ . n_ A .
calcular os dois limites lim, 1 *—* e lim,_,; ©=* que usando a Regra de 'Hopital resulta

r—

em:
lim 7 =(n—-r—1).
z—1 1 —1
"=z
glﬂl_}H% =1 (n—1).
E com isso:
kgT [(qf?,)} I+ (n—r—1)+2""7"(q—1)]
ppn=—— —n|1- (a—2) " (a2 (5-45)
0 1+ = (n—1)+a"(q— 1)((173)
Que resulta em:
kT [ (q - 3)1”}
=——mn|l———~—]. 5.46

Agora que possuimos estes 3 resultados, podemos escrever a expressao da pressao no limite

termodinamico como segue:

A {1 - —(;_?)2)(2)1)] L r<l

(g—3)\z—1

p= (5.47)

—Mln[l—w}, r>1

(a—2)

5.4.5 Gréaficos associados

Vamos reutilizar as expressoes para 7, ¢, o, v e 7 definidas no dltimo capitulo e com

1SS0 teremos:

(5.48)

—7ln(q—1), T >1T;
6= (5.49)
—1—7In(¢—3), T<T,
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?° T>T, —
\ T<T,

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

q

Figura 42: Grafico ¢ x ¢ com 7 = 1, obtido pela equacao 5.49.

e (5.50)
In(q—3), T <1,

0, T >1T,
v — (5.51)
-1, T <1

=z \'(1__=_
—mP—Qﬁﬁ%ffq,T>n

(g—3) \z—1

T = (5.52)

—mﬁ—%ggﬂ,Tgﬂ

Para valores altos de ¢, a diferenca da energia livre de Helmholtz acima e abaixo da
temperatura 7; se estabiliza em —1, isso é explicado pelo fato de que os logaritmos de

(g —1) e (¢ — 3) serem muito proximos para g >> 1.

O mesmo acontece no caso da entropia, porém, como nao temos um fator aditivo em
nenhuma das expressoes, quanto maior for o valor do nimero de coordenacao da rede,

menor serd a diferenca entre os valores para a entropia acima e abaixo da temperatura
T;.

Percebe-se que a energia interna nao depende do ntimero de coordenagao ¢ da rede.

O grafico mostrado na figura 46 revela que para temperaturas suficientemente baixas
(T' < Ty), a pressao adimensional 7 se torna desprezivel a pequenas distancias da origem.

Para justificar este resultado, vamos considerar o limite assintético de ntimero de passos
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Figura 43: Grafico o x ¢, obtido pela equacao 5.50.
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Figura 44: Grafico v x ¢, obtido pela equagao 5.51
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na rede n — oo, desta maneira:

e (g—1)"ecpp=(qg—1)""", (5.53)

onde ¢, e ¢,_, correspondem respectivamente ao nimero de caminhadas com n passos e
n — r passos dentro da rede. Assim, o nimero de caminhadas com um vértice excluido

em 7 (ainda no limite assintotico) é da forma:
cn(r)y=c,—cpr=(@q—1)"—=(q—1)""". (5.54)

Como a pressao adimensional é dada por:

w:ln{ Cn ] (5.55)

r~n {#} | (5.56)

q—1)
que de fato tende a zero quando ¢ — oc.

Para finalizar estas analises, podemos notar que da mesma forma como no capitulo
passado, temos novamente um fenémeno de adsorcao do polimero sobre a superficie a qual
ele se fixa, isso devido ao fator de Boltzmann w associado. A tnica diferenca para o caso
em que a rede de Bethe possui nimero de coordenacao g especifico estd na translacao
da temperatura de transicao, pois a mesma é funcao do numero de coordenacao ¢ da
rede (figura 45). Com isso, temos novamente o comportamento da fun¢ao densidade de

monomeros sobre a superficie sendo descrito pela figura 30.

5.5 Resumo das expressoes encontradas para a funcgao
de particao

Caso atérmico (w = 1) Caso geral (w # 1)
Sem | Z(n,q) = 3lala—1)"""+(a=2)(¢— | Z(n,q,w) = (¢ — "' + wlg — 2)(q —
3)" 1 1ye-2 = i’))n—ul
w(i=9)-1
Com | Z(n.4.7) = Slala—1" +(q—2)(q— | Z(n,q.0.7) = (¢ -
T = alla =D =3 e [ 8 (2 —“f) "(g- 182y
() [ (=) o))

Tabela 3: Resumo das fungoes de particao encontradas no capitulo para ¢ arbitrério.

w(g—3)

onde x = ) -
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=

Figura 45: Gréfico da temperatura adimensional de transicao 7, =

10 12

coordenacgao q = 4,8, ..., 14, obtido pela equagao 5.48.

0.3

0.25

0.2
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0.1

0.05
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q

Tikp
le]

pelo ntimero de

Numero de coordenagdo q=6
Numero de coordenagdo q=8

Numero de coordenagdo g=10 ——
Numero de coordenagdo q=12 ——

9 10

Figura 46: Grafico de m x r para ¢ = 6,8,10,12 no regime de temperaturas 7' < T;.
Nota-se que a pressao adimensional decresce conforme aumentamos o valor de gq.
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6 Conclusao

Neste trabalho, nos propusemos a estudar algumas grandezas termodinamicas rela-
cionadas a uma cadeia polimérica fixada a uma superficie. Nossa estratégia consistiu em
descrever a cadeia como uma caminhada em uma rede de Bethe semi-infinita. Para chegar
a uma expressao matematica destas propriedades termodinamicas, que sao grandezas
macroscopicas, usamos o método comum da mecanica estatistica em que partimos da
descricao microscopica do problema para, em seguida, levarmos em conta o limite ter-

modindmico de um ntmero de componentes tendendo a infinito.

Mesmo tendo o tratamento sido embasado em um modelo classico, visto que nao foram
levadas em consideragao as caracteristicas quanticas dos elementos ocupantes dos sitios
da rede, conseguimos obter resultados interessantes e tuteis como uma entropia associada
a0 processo, a propria pressao cujo calculo foi a motivacao do estudo. Vimos também, que
o sistema apresenta uma transicao descontinua. Encontramos a temperatura de transicao
T; e também o calor latente associado a ela que independe do niimero de coordenacao da

rede.

A escolha da rede de Bethe para a descricao do polimero possibilitou que todos os

resultados fossem encontrados de forma analitica.

Vale resaltar por iltimo que, mesmo generalizando cada vez mais nosso modelo, alguns

detalhes, antes encobertos, podem ser destacados agora:

le]

kgT

e O fator de Boltzmann w = exp< ) poderia incluir €(d), onde d é a distancia

euclidiana entre um monomero na parede e a prépria.

e A propria definicdo do que seria distancia em nosso modelo nao esta bem definida
j& que por exemplo, elementos localizados aos mesmos n passos da origem r = 0 possuem

diferentes distancias euclidianas a esta mesma origem [15].

e Neste trabalho, consideramos a superficie da qual o polimero esta fixo como sendo

rigida, esta premissa impossibilita estudar uma evidente deformacao da mesma que de



84

fato & o objeto de interese biologico que foi estudado por Bickel et al[4].

e Poderiamos supor que a densidade de cadeias poliméricas presente no sistema nao
fosse desprezivel, desta forma, outras estruturas poliméricas semelhentes a que estudamos
poderiam interagir mutuamente ao invés da situacao estudada onde somente uma cadeia

fixada a uma superficie foi levado em conta ou seja, polimeros interagindo entre si.

Acreditamos que todas essas caracteristicas podem ser utilizadas em trabalhos futuros

para a aprimoracao do modelo.
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APENDICE A - Cdlculo da fracao de sitios
na superficie da drvore de

Cayley e da rede quadrada

Seja pnq & fracao de sitios na superficie de uma arvore de Cayley com nimero de
coordenagao arbitrario ¢ para uma geragao também arbitraria n. Com isso, p, , pode ser
dado como a razao entre o ntimero de sitios em uma geracao n e o nimero total de sitios

desde a primeira geracao até esta geracao n. Ou seja:

glg— 1" g(q—1)""

pn? = n = q - 2 o N - A.l
q anl q(q _ 1>n—1 ( )(q _ 1)n 1 ( )

No limite termodinamico para esta arvore, calculamos p, = lim,, oo pp 4

. gl ="' (¢—2)
po = lim (¢ — 2)—————— = lim ) A2
v e B e (4
E, desta forma:
q—2

= — A3

pois o termo (¢ — 1)’ tende a zero. Como consideramos sempre arvores com ¢ > 2, 0

valor para p, nunca ¢é nulo.

Para uma rede regular, como comentado no capitulo 2, a fracdo entre o ntimero de
sitios na superficie e o ntimero total de sitios se anula no limite termodinamico. Vamos,
entao, calcular a fracao de sitios superficial da rede quadrada para um geracao n, que

denotaremos por py quadrada’

5+4(n—1) dn +1
Pn,quadrada = Zn 5+ 4(n _ 1) = o2 1 30 (A4)
n=1
Visando o limite termodinamico, vamos calcular pyuadrade = iy, o0 Pr.quadrada’
. dn +1
Pquadrada = iM TS (A.5)

n—oo 2n2 + 3n
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Como dito, esta divergéncia entre estas fracoes é explicada pelo fato do nimero de sitios
da arvore de Cayley (desde a primeira geragdo até uma geragdo arbitraria n) crescer
exponencialmente (= ¢"), enquanto que o da rede quadrada cresce como uma poténcia

(~ n¢) do seu namero de sitios, onde ¢ é uma constante e n a n-ésima geragao.
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APENDICE B - Dimensdao de uma rede

hiper-cubica

Vamos usar novamente como exemplo uma rede quadrada, seja, entao, o exemplo
da figura 47. Como ponto inicial, usaremos o sitio marcado com um X. Sabendo que a
rede possui como parametro o valor a faremos a partir do sitio central, circunferéncias
concéntricas neste sitio. Os raios destas circunferéncias devem ser tais, que cada uma delas
deve pasar por todos os sitios criados em um determinado passo n. Na subsecao onde
discutimos a dimensionalidade da arvore de Cayley obtivemos estes valores, os mesmos se

encontram na tabela B.

Faremos, entao, a contagem S, juadrada d0s sitios englobados por uma destas circun-
feréncias criados em um passo n. Podemos inferir que este niumero total de sitios em uma

geracao n deve ser proporcional a area desta circunferéncia. Assim:
~ ~ 2
Sn,quadrada ~A — Sn,quadrada ~no. (Bl)

Que nos leva a:
1H<Sn,quad’r‘ada)

In(n)

Da mesma forma, uma rede ciibica possui sua contagem de sitos Sn,cflbica proporcial a

2~ (B.2)

[
n=1]|a
n=2|+v2a
n=3|2a
n=4|+v5a

Tabela 4: Tamanho dos raios das 4 primeiras circunferéncias concéntricas dentro da rede
quadrada.
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Figura 47: Uma parte da rede quadrada com 4 circunferéncias englobando (e passando)
os 4 primeiros grupos de sitios criados a cada passo n (e os de pasos anteriores).

n3 pois esta é a forma que o volume da esfera que engloba os sitios cresce. Ou seja:

1n(sn,c1’1bica)

s In(n)

(B.3)

E com isso, podemos extrapolar idéia para uma rede hiper-cibica arbitraria de dimensao

d:
_In(S,)

~ In(n)

Para termos uma expresdo exata, iremos considerar o limite n — oo (pois antes disso

d (B.4)

podemos ter flutuagoes para o valor da dimensao) e com isso finalmente podemos chegar
na expressao que usamos na secao que discutimos sobre a dimensionalidade da arvore de

Cayley:

d = lim _ln(Sn)

n—00 ln(n) ’
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