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A natureza é um enorme jogo de xadrez disputado por deuses, e que
temos o privilégio de observar. As regras do jogo sao o que chamamos de
Fisica fundamental, e compreender essas regras é a nossa meta.

Richard P. Feynman
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Resumo

Neste trabalho estudamos sistemas quanticos com massa dependente da
posicao em duas dimensoes e onde a interagao spin-orbita é modelada via
termos de Rashba ou de Dresselhaus. No estudo de sistemas com massa
dependente da posicao um dos problemas em aberto na literatura é o do
ordenamento do Hamiltoniano, em outras palavras, o Hamiltoniano pode ser
escrito de muitas maneiras e elas nao sao equivalentes. Para isso diversos
testes foram propostos e também sistemas fisicos foram modelados com estes
Hamiltonianos. Apenas dois deles respeitam as imposigoes fisicas propostas
por Dutra e Almeida: os Hamiltonianos de Zhou-Kroemer (ZK) e de Mustafa-
Mazharimousavi (MM) [1].

Por outro lado, apesar de terem sido usados em diversas aplicacoes nao
se conhecia a forma destes Hamiltonianos para particulas com spin. Nosso
objetivo foi construir um Hamiltoniano que levasse em conta a interacao spin-
orbita — via termos de Rashba e de Dresselhaus separadamente — e estudar
o efeito dessa interacao. Para esta finalidade estudamos sistemas quanticos
em duas dimensoes confinados em um pogo anelar infinito. A equacao de
Pauli leva a um sistema de equacoes diferenciais acopladas que conseguimos
resolver por meio de aproximacoes sucessivas. Apresentamos os autovalo-
res de energia, as autofungoes nos dois casos e interpretamos fisicamente as

solugoes obtidas.
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Abstract

In this work we investigate two-dimensional quantum systems with position-
dependent mass (PDM) and spin-orbit interaction (SOI) described via Rashba
or Dresselhaus terms. One of the key problems of quantum systems with
PDM is the so-called ordering problem, i.e., since mass and momentum ope-
rator do not commute the Hamiltonian could, in principle, be written in
several distinct forms which are non-equivalent. In order to tackle this pro-
blem Dutra and Almeida created a test, based on physical considerations, to
decide if a given Hamiltonian with a certain ordering is physically allowed
or not. Only two Hamiltonians fulfilled this test: the one of Zhou-Kroemer
(ZK) and the Mustafa-Mazharimousavi (MM) Hamiltonian.

On the other hand, despite these models were used to study several phy-
sical systems, PDM systems with spin were not studied so far. Our objective
in this work is to write down a physically allowed Hamiltonian with SOI,
modelled via Rashba or Dresselhaus term. In order to investigate the inter-
play between PDM and SOI we studied analytically the Pauli equation in a
two-dimensional circular infinite quantum well. We solve the Pauli equation
and presented its eigenfunctions and energy eigenvalues and interpret them

physically.

X



Capitulo 1

Introducao

A dinamica do movimento de particulas quanticas (elétrons ou buracos) em
cristais semicondutores de composicao quimica nao-uniforme pode ser mo-
delada em termos de uma estrutura tedrica onde a matéria se comporta
como se efetivamente a massa dependesse da posicao, este modelo foi pro-
posto inicialmente para descrever impurezas em cristais. A teoria da massa
efetiva varidvel tem sido bastante investigada nos tltimos tempos e tem ga-
nhado relevante importancia no estudo de diversos campos da Fisica, como
a fisica do estado sélido[2] como no espalhamento em heteroestruturas, o es-
tudo de semicondutores, pontos e anéis quanticos [3, 4, 5, 6, 7], no cdlculo
de fungoes de Green [8], na investigacdo do comportamento de pacotes de
onda [9, 10, 11], aplicagdes em mecanica quantica relativistica [12] — lem-
brando também que uma das maneiras de se estudar a equacao de Dirac
para uma particula em um pogo infinito [13] é tratar a massa como uma
funcao da posicao e no final fazer m — oo — na busca por solugoes exatas
da equagao de Schrédinger [14, 15]; na mecanica cldssica um efeito de massa
negativa [16] — com a realizagdo experimental — e de um tipo de forca de

atrito inversa [17] e também na proposta de se criar um efeito de invisibi-



lidade de particulas com massa [18]. A teoria basicamente substitui uma
interagao potencial complicada por um modelo onde a massa efetivamente
dependa da posicao, contudo a busca por sistemas onde a massa efetiva nao
¢ constante, possui um inconveniente: uma certa ambiguidade do operador
Hamiltoniano associado com a parte cinética da particula surge e tem sido
discutida por diversos autores desde os primérdios da teoria. A questao é
que aparentemente podemos ter diversos operadores associados com a ener-
gia cinética da particula, e eles nao sao equivalentes. Oldwig von Roos, em
seu artigo [20], trabalhou estes aspectos, apresentando também uma versao
generalizada para esses operadores cinéticos e chegou a dois resultados: que
o respectivo operador proposto por ele, embora hermitiano, nao é um invari-
ante Galileano, isto é, a Fisica descrita por um observador em um referencial
inercial em repouso em relacao a uma amostra de composi¢ao quimica nao-
uniforme nao é a mesma fisica descrita por um observador em um referencial
inercial em movimento retilineo uniforme e nao-relativistico com relagao a
esta mesma amostra. Oldwig von Roos também provou a nao-unicidade de
seu operador cinético, isto é, este pode representar diferentes sistemas fisicos,
dependendo do ordenamento utilizado — esta questao dos ordenamentos sera
tratada com mais detalhes posteriormente —, von Roos confessou no final
de seu artigo o possivel equivoco em se trabalhar com sistemas de massa
efetiva variavel e comentou que devéssemos evita-los, contudo veremos neste
trabalho que sistemas com massa efetiva variavel oferecem um campo amplo
de investigacao e rico em resultados tanto tedricos quanto experimentais.

A presente dissertacao estd organizada da seguinte maneira: No capitulo
2 apresentaremos o problema do ordenamento, que permeia os sistemas
quanticos com massa variavel e listamos diversas propostas para o Hamilto-

niano destes sistemas, devido a varios autores. Voltamos nossa atencao para



os trabalhos de Oldwig von Roos [20] e o seu Hamiltoniano, que se constitui
em uma proposta possivelmente adequada para sintetizar as outras em um
Unico objeto matematico, também discutiremos um importante critério de-
vido a Dutra e Almeida [19], que se constitui em um parametro orientador
para conhecermos qual tipo de ordenamento é fisicamente admissivel. No
capitulo 3 trataremos de sistemas quanticos com spin 1/2 e massa efetiva
m* constante, submetidos a uma interagao spin-érbita, primeiro via termo
de Rashba [21], em seguida via termo de Dresselhaus|22|, construiremos o
Hamiltoniano para estes termos, verificaremos posteriormente a conservagao
da componente J, do momento angular total J e a partir do Hamiltoniano
um sistema de equacgoes acopladas, envolvendo somente a parte radial, o
qual resolveremos utilizando técnicas especiais e desta forma encontraremos
as suas solugoes. Este capitulo serve de motivagao para o assunto central da
dissertacao que se encontra no capitulo seguinte, assim, no capitulo 4 tra-
taremos de sistemas quanticos com spin 1/2 mas com massa dependente da
posigao radial p(r) e submetidos a uma interagao spin-érbita (SO) particu-
lar. Iniciaremos este capitulo com o tratamento sistematico desses sistemas
submetidos primeiro a uma interacao SO via termo de Rashba, e em seguida
via termo de Dresselhaus, encontraremos, assim como no capitulo anterior, o
Hamiltoniano para estes dois termos, em seguida verificaremos a conservagao
da componente J,, depois construiremos um sistema de equagoes acopladas
para cada Hamiltoniano que envolvera somente a parte radial e partiremos em
seguida para a resolucao deste sistema, utilizando aproximacoes sucessivas,
obteremos finalmente a sua solucao que tem duas componentes, em seguida
faremos o tratamento dessas solugoes no sentido de encontrar a densidade ra-
dial de probabilidade para estes sistemas e este tratamento sera apresentado

na forma de graficos, onde consideraremos trés valores do nimero quantico



angular m. Convém colocar que toda a investigagao destes sistemas quanticos
(massa constante e varidvel) serd feita em um cendrio bidimensional. Convém
comentar também que neste trabalho utilizaremos as unidades naturais. Fi-
nalmente no capitulo 5 apresentaremos um sumario das conclusoes gerais da

dissertacao, bem como perspectivas para futuras investigacoes.



Capitulo 2

O Hamiltoniano de von Roos e

o problema do Ordenamento

2.1 Ordenamento

A dependéncia da massa com a posicao pode ser modelada em mecanica

quantica por meio do Hamiltoniano de von Roos [20],

1

Hy = =5 [1(@)*0ps(2) Oipa(2)" + p(@) Oppu(w) Oppa()*] - (2.1)

onde os parametros «, 3,y devem ser reais e satisfazer o vinculo,

at+pB+y=-1 (2.2)

Este vinculo é necessario se quisermos recuperar a expressao usual para
o Hamiltoniano cinético no limite da massa efetiva constante, este vinculo
garante assim que tal expressao seja dimensionalmente correta (dimensao de
energia). O Hamiltoniano nao é tnico, pois os operadores momento linear
pi = —ihd; e massa dependente da posigao M(z) = mou(r) ndo comu-

tam. Diversas questoes surgem imediatamente: como escolher os parametros

b}



a, 3,77 Que critérios fisicos devemos impor sobre estes parametros? Existe
maneira de selecionar qual destes Hamiltonianos é realizado na Natureza?
Certamente a caracteristica de ter um espectro real, a conservacao da cor-
rente de probabilidade e a concordancia com resultados experimentais de-
vem servir de guias para respondermos a estas perguntas. No entanto, estas
questoes ainda nao estao todas respondidas e este problema é conhecido como
o problema do ordenamento.

Sistemas com massa dependente da posi¢ao podem também ser interpre-
tados de outra maneira, i.e., como sendo sistemas de massa constante sujeitos
a um potencial externo que depende dos parametros a, 3,7, da fungao u(z)
e de suas derivadas. Aplicando o operador momento no operador H dado

pela equagao (2.1) podemos reescreve-lo como,

1
H = —81' (m) & + ‘/eff(l'), (23)
onde o potecial efetivo é dado por,
_ 1+ P () p (@)
Vers(a) = > @) f(aaﬁ)m + V(z), (2.4)

onde definimos a funcao f(o, f) = a(a+F+1)+F+1, e V(z) é o potencial
externo. Observe que o potencial efetivo muda de acordo com a escolha da

parametrizagao.

2.2 Hamiltonianos Propostos

Desde o trabalho de von Roos diversos Hamiltonianos foram estudados na
literatura e aplicados em problemas de varias areas da Fisica. Entre eles
estao as parametrizagoes de Gora e Williams (o« = —1, 8 =~ = 0); de Ben

Daniel e Duke (¢ = =0, = —1); de Li e Kuhn (¢ =0, g =~ = —1/2);



de Zhou e Kroemer (« =y = —1/2, 5 = 0); e de Mustafa e Mazharimousavi
Resumimos na tabela abaixo estas parametrizagoes e os problemas em

que elas foram aplicadas,

Autores Parametros Aplicado em
Bastard[23] a=p=0,vy=-1 Estrutura de super-redes
Gora e Williams[24] a=-1,=v=0 Transporte eletronico
BenDaniel e Duke[25] a=v=0,=-1 Tunelamento em semicondutores
Li e Kuhn|[26] a=0,=v=-1/2 Pogos quanticos GaAs
Zhou e Kroemer[27] a=vy=-1/2,=0 | Condigoes de contorno em interfaces
MM[1] a=v=-1/4,=-1/2]  Ordenamento do Hamiltoniano

2.3 Critério de Dutra e Almeida

Em um trabalho publicado no ano 2000, Dutra e Almeida [19] partindo do
Hamiltoniano de von Roos reescreveram o Hamiltoniano de forma que os
parametros ficassem todos no potencial, o que implicou em um Hamiltoniano
com termos p? e com (1//m?)p somados & contribui¢oes da massa e das suas
derivadas. A ambiguidade deixaria de existir se os parametros fossem tais

que,

a+vy—a=0, a—ay—a—v=0. (2.5)

Onde o parametro a foi incluido no ordenamento «, 3,7 e pode ser ajus-
tado, o Hamiltoniano de von Roos é recuperado quando colocamos a = 0.
Desta maneira estudando uma certa distribuicao de massa Dutra e Almeida
reescreveram a equacao de Schrodinger com massa dependente da posi¢ao
para uma particula como a equacao usual, com massa constante, e com po-

tencial externo dado pelo potencial de Morse, que escrevemos apenas por



motivo de completeza [28],

V(’f’) =1 [e—Q(T’—ro)/d . 26—(r—r0)/d} ’

neste estudo Dutra e Almeida investigaram analiticamente o espectro de ener-
gia resultante das parametrizacoes de BenDaniel-Duke e também de Gora e
Williams. Ambas forneceram autovalores de energia complexos, o que torna
seus Hamiltonianos invalidos fisicamente. Assim, apesar de listarmos es-
tas parametrizacoes na tabela 1, e de os respectivos autores terem estudado
certos sistemas fisicos com elas — efeitos da carga elétrica no tunelamento
de elétrons, e transporte eletronico em semicondutores gradeados, respec-
tivamente — , pelo critério de Dutra e Almeida elas nao sao admissiveis
fisicamente.

Com esta imposigao Dutra e Almeida validaram as parametrizagoes de
Zhou-Kroemer (ZK) e de Li-Kuhn. No entanto, impondo condigoes de conti-
nuidade da corrente de probabilidade na interface de heteroestruturas levou
a conclusdo de que a iltima nao era adequada [1]. Em 2007 Mustafa e
Mazharimousavi (MM) propuseram um outro conjunto, mostrado na tabela
1, que obedece tanto ao critério de Dutra e Almeida, quanto a conservacgao
da probabilidade em heteroestruturas.

O comportamento de pacotes de onda gaussianos, livres e também su-
jeitos a potenciais parabdlicos confinantes, em pocos quanticos circulares foi
estudado por Schmidt e colaboradores em [11]. As parametrizagoes de ZK e
de MM foram postas a prova, e os tempos de revival foram calculados ana-
liticamente, desta maneira um experimento foi proposto para verificar qual

das duas seria de fato realizada neste tipo de sistema.



Capitulo 3

Sistemas Quanticos com
Interacao Spin-Orbita e Massa

Efetiva constante

Neste capitulo trabalharemos primeiramente o Hamiltoniano para uma particula
com spin 1/2 em duas dimensoes com termo de interagao spin-6rbita do tipo
Rashba e massa efetiva m* constante, reproduziremos calculos semelhantes
aos de Foldi, Kdlman e Benedict [29] bem como os de Bulgakov e Sadreev
[30] e apresentaremos as autofuncoes (espinores de Pauli) que sdo escritas
em termos de fungoes de Bessel de primeira espécie de ordem inteira, em
seguida atacaremos um problema analogo mas onde a interagao spin-érbita
¢ modelada via termo de Dresselhaus, uma técnica similar a empregada por
Bulgakov e Sadreev pode ser utilizada neste caso e apresentaremos as res-
pectivas autofungoes (espinores de Pauli), que agora sdo fung¢oes de Bessel
modificadas de primeira espécie de ordem inteira, com essas autofuncoes po-
demos construir em ambos os casos uma combinagao linear para formar a

solucao geral, nao faremos o tratamento aqui para a solugao geral em algum



caso particular (pogos quanticos, pontos quanticos etc.), em ambos o0s casos
investigaremos a conservagao da componente J, do momento angular total

J, utilizando o teorema de Noether.

3.1 Interacao Spin-()rbita via Termo de Rashba

Acoplamento spin-orbita revisitado
A natureza relativistica deste acoplamento pode ser melhor compreendida
por uma aproximacao da equacao relativistica de Dirac para baixas energias,
esta aproximagao leva a uma correcdo na equagao de Schrodinger (baixas
energias) da seguinte forma (SI),
H,, = —Lﬁvm (@ x P), (3.1)

(Am3c)
onde & é o vetor de Pauli, mo é a massa de repouso do elétron e V(r) é o
potencial eletrostatico no qual o elétron se propaga e Péo operador vetorial
momento linear, a corregao definida em (3.1) é conhecida como acoplamento
spin-6rbita (SO) de Pauli, na equagao formal de Pauli aparecem outros ter-
mos como o termo de Zeeman, por exemplo, estes outros termos nao serao
considerados aqui.

Em sélidos cristalinos, a dinamica dos elétrons é caracterizada por bandas
de energia F,(k), sendo n o indice da banda e k o vetor de onda, assim
como no caso atomico (SO tipo Pauli) esta interagao causara importantes
efeitos sobre a estrutura de banda de energia F,(k), temos como exemplo
materiais semicondutores como o GaAs, a interagao SO causa neste caso um
“splitting”na banda de valéncia. Considerando entdo cristais diversos (rede
de Bravais + base ionica), vamos apresentar dois tipos de acoplamento spin-

érbita: o acoplamento do tipo Rashba [21] e do tipo Dresselhaus, ambos tem

10



uma forte relacao com a estrutura cristalina considerada e suas simetrias,
tratando de apresentar inicialmente o acoplamento Rashba.

Acoplamento spin-6rbita via termo de Rashba:

Em heteroestruturas pode-se quebrar a simetria de inversao, que é uma
simetria sob a troca de sinal das coordenadas dos ions da célula cristalina,
através de perfis assimétricos na modulacao da concentracao de dopantes,
através de estruturas assimétricas (heterojungdes simples etc.) ou através
da aplicacao de campos elétricos externos, entao temos um mecanismo de
quebra de simetria, esta quebra de simetria de inversao da origem a um
termo conhecido como acoplamento spin-érbita de Rashba o termo associado

a este acoplamento ¢ dado por,
H,, = ag(P x 3)2, (3.2)

onde 7 é o vetor de Pauli, Péo operador vetorial momento linear e a cons-
tante ar depende do material e do grau de assimetria estrutural do sistema.
Por meio da aplicagao de um campo elétrico na direcao de crescimento pode-
se aumentar ou diminuir esta assimetria, controlando desta forma o valor da
constante de acoplamento a i e consequentemente a intensidade da interacao
SO, este mecanismo tem despertado recente interesse, sobretudo no campo
da spintronica. Nesta dissertagao, trabalharemos sempre com sistemas bi-
dimensionais e portanto o nosso Hamiltoniano de Rashba (3.2) se escreverd

como,

Hso = aR(Pny - Pyax)a (33)

onde o, e 0, sao matrizes de Pauli e ap ¢ a constante de acoplamento, o

termo de Dresselhaus sera abordado posteriormente.
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3.2 Hamiltoniano de Rashba

Nesta secao trabalharemos com um operador Hamiltoniano, que chamaremos
Hamiltoniano de Rashba, no sentido de obter as suas componentes explici-
tamente, facilitando desta forma a construcao de um problema de autovalor,
este Hamiltoniano incorpora duas contribuicoes: uma puramente cinética,
que sera rotulada por um indice 0, e outra referente a interacao spin-érbita
(SO), que serd rotulada por um indice so, assim o nosso Hamiltoniano de

Rashba sera simplesmente,
H=H,+ H,,. (3.4)

Convém lembrar que estamos trabalhando em um cendrio bidimensional,
diante disto a parte cinética e a parte correspondente a interacao SO, que

aqui ¢ do tipo Rashba, tem o seguinte aspecto,

2
H =

Y + ag(P,o, — Pyo,), (3.5)

onde P é o operador momento, P, e P, sao as suas componentes = e y,
respectivamente, m* é a massa efetiva do portador de carga, ar é uma cons-
tante que depende da intensidade da interacao SO, o, e 0, sao matrizes de
Pauli. Entao, utilizando estas matrizes e a matriz unitaria Iy, antes da

componente cinética, temos a seguinte expressao para o nosso Hamiltoniano,

p2 (10 0 —i 0 1
H=— Tap | P, ~ P, : (3.6)
2m* \ o 1 i 0 10

que, através de operagoes matriciais, também pode ser colocado em uma
forma mais compacta, fornecendo como resultado um Hamiltoniano com qua-

tro componentes,

P? —ag[P, +iP,
po | alby ikl (3.7)
(IR[iPx—Py] 21;*
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Agora podemos verificar as componentes desse Hamiltoniano uma a uma,
entao vamos comegar pelas componentes da diagonal principal, que sao iguais

e representam a parte puramente cinética da particula, entao,

1
2m*

_ _ _ 2 2
Hy = Hyy = Hy = —— (P2 + P?), (3.8)

aqui utilizaremos as seguintes transformacoes entre as componentes do ope-

rador momento em coordenadas cartesianas para polares,
1
P, = —icosf0, + —sinfdy (3.9)
r
i
P, = —isinfd, — - cos 00y,
r

utilizaremos diversas vezes esta transformagao ao longo do trabalho. O

célculo do operador P? usando estas transformagoes é imediato, assim:

x

: 2
P? = (—i cos 00, + " sin 989> : (3.10)
r

desenvolvendo o lado direito — lembrando que aqui lidamos com operadores
que nem sempre comutam, entao devemos ser cuidadosos quando formamos

os produtos — temos a seguinte expressao,

1 1 1
P? = —cos®00? — — cos0sin 00y — — sin? 00, — — sin? 00, (3.11)
r r r

T

agora, fazemos o mesmo para a componente y desse operador, assim,

Y

: 2
P? = (—isin 00, — * cos 989) : (3.12)
r
desenvolvendo o lado direito,
2 900 L Lo L 290
P, = —sin” 00, + — sinf cos 095 — — cos™ 00, — — cos” 00;. (3.13)
r r r
Somando (3.11) e (3.13), e realizando algumas simplificagoes chegamos a,

1 1
2 2 2 2
P24 P} = =02 = ~0, — 0, (3.14)
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e com a utilizacao desta expressao, podemos encontrar a componente Hy; =
Hyy = Hy da diagonal principal do Hamiltoniano de Rashba, massa efetiva
constante, que é,

1 1 1
Hy=— P+ -0, +—=02). 3.15
0 2m* ( r r + 72 0) ( )

Podemos também reescrever a componente acima usando os operadores
P, = —i0, e L, = —i0y definidos convenientemente, assim, apds a substi-

tuicao destes, a componente fica,

Hy = 2;* (P,? + 7%Li - %PT) : (3.16)
assim temos a componente H, correspondente a parte cinética da particula,
em coordenadas polares, do nosso Hamiltoniano de Rashba. Vamos agora
voltar nossa atencao para as componentes fora da diagonal principal Hiy e
Hyq, responsaveis pela interacao SO, estas componentes também serao trata-

das em coordenadas polares, conforme feito anteriormente para a componente

cinética. Considere a componente Hio,
Hiy = —ag(P, +iP,), (3.17)

aplicando as transformagoes (3.9) e fazendo algumas simplificagoes, podemos

obter a componente His,
Hiy = —age™ (ar — 389) : (3.18)
r

Por fim, encontraremos a componente Hs;, da mesma forma anterior,
entao partiremos de,

Hy = ag(iP, — P)), (3.19)

utilizando novamente as transformacoes (3.9) encontramos facilmente a com-

ponente Hoq,

H21 = ozReie (@ + %89> . (320)
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Assim concluimos a se¢ao, onde encontramos as quatro componentes do
Hamiltoniano de Rashba, sendo as componentes da diagonal principal iguais
(Hyp = Hys = Hp) e responsdveis pela parte cinética da particula, e as com-
ponentes fora da diagonal principal Hio e Hs; responsaveis pela interagao
spin-6rbita, sabendo-se também que a massa efetiva m* da particula per-
maneceu constante, como foi dito antes! na préxima secao verificaremos
uma importante lei de conservacao para estes sistemas: a da conservagao da
componente J, do momento angular total J, lembrando aqui que estamos

trabalhando no caso bidimensional.

3.2.1 Conservacao do Momento Angular

Nesta subsegao verificaremos a conservacao da componente J, do momento
angular total J em sistemas quanticos com massa constante, submetidos a
uma interagao spin-érbita do tipo Rashba. Para esta tarefa, utilizaremos o
consagrado teorema de Noether, que relaciona simetrias e leis de conservacao.
Relembrando um pouco como ocorre a relacao entre simetrias e leis de con-
servacao na mecanica quantica, nos associamos um operador unitario & com
alguma operacgao, por exemplo, como a translagao ou a rotacao, este ope-
rador também pode ser reconhecido como um operador de simetria, que na
forma infinitesimal, é dado pela seguinte expressao:

i€

=] —
u h

G, (3.21)

onde I é o operador identidade, G é um operador Hermitiano e € é um
parametro infinitesimal. Se considerarmos que o Hamiltoniano é invariante

sob a acao de U, podemos representar isto da seguinte maneira,

H=U"HU, (3.22)
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o que implica diretamente em,
[H,G] =0, (3.23)
a igualdade acima produz o seguinte resultado na equacao de Heisenberg,

G
— =0, (3.24)

logo, o operador G representa uma constante do movimento, no nosso caso
o operador G estd associado com a componente J, do momento angular
total J, entao, conforme vimos acima, basta provarmos a comutacao entre
este operador e o Hamiltoniano do sistema, que teremos uma quantidade

conservada, em outras palavras, queremos provar que,
[H,J,] =0, (3.25)

vamos entao verificar se realmente a componente .J, se conserva no nosso
caso, vale a pena lembrar que o nosso Hamiltoniano H é composto por duas
parcelas, uma referente a parte cinética, que chamamos de Hy e a outra
referente a parte da interacao spin-orbita, que chamamos de H,,, desta forma,

o comutador inicial fica,
[H,J.] = [Ho + Hso, J.| = [Ho, J.] + [Hso, J2], (3.26)
sabendo-se que a componente J, do operador momento angular total é,
J.,=L,+85., (3.27)

iremos analisar cada parcela do comutador (3.26), comecando pela parcela

referente a comutagao com o termo cinético,

[Ho, J.] = [Ho, L. + S.]. (3.28)
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A componente cinética Hy tem a seguinte forma — esta expressao foi

deduzida na secao anterior — em coordenadas polares,

1 L? P
Hy = P*y 2" 3.29
07 o ( Pt r2 r ) ’ ( )
onde L, = —i0y, P, = —i0, e m* a massa efetiva do elétron, assim, substi-

tuindo esta expressao na relagao (3.28), temos,

1 L? P
Hy, J,| = P24+ = _ ") L.+5S.|, 3.30
Ho ] = g | (P24 55 =) Lt 51 (3.30)

usando as relagoes candnicas de comutacao da Mecanica Quantica, bem
como as propriedades operatoriais dos comutadores e conhecendo o fato do
operador spin comutar com os operadores posi¢ao e momento linear, podemos
facilmente provar a nulidade dos seguintes comutadores, que surgem quando

desenvolvemos a expressao (3.30),

[Fr, L] = [f(P), L] = [f(L2), L:] = [f(r), L:] = 0, (3.31)
[Pra Sz] = [f(Pr‘)?Sz] = [f(Lz)a Sz] = [f(r), Sz] = 0.

Estas relagoes ainda serao muito usadas em outras segoes neste trabalho,
assim, desenvolvendo a respectiva expressao e usando estes comutadores,

podemos escrever para a parte em L,
L? P, L? P,
PPy o) L = [P L) 4 |25 L —i | = L =0, (3.32)
r? r 72 r
da mesma forma, podemos escrever para a parte em .S,
L?> P, L? P,
KP,? + == - d ) ,SZ] = [P2,5.] + l—25} —i {—,SZ} =0, (3.33)
r r r r

portanto, concluimos que o comutador da componente Hy com a componente

J, é nulo, em outras palavras,
[Ho, J.] = 0. (3.34)

17



Passemos a analisar a segunda parcela do comutador (3.26), que incorpora

a componente H,, referente a interacao spin-érbita:
[Hsm Jz] = [HSO7 Lz] + [Hso> Sz] (335)

A primeira parcela do lado direito da igualdade acima, utilizando a com-

ponente H,, ja em coordenadas polares, fica:
1
(Hso, L] = 2ap {—STLZ — SoPr, Lz} , (3.36)
r

o calculo do Hamiltoniano H,,, Rashba para coordenadas polares encontra-
se no apéndice, usando uma regra da algebra dos comutadores, separamos a

expressao acima em duas parcelas, assim temos,
1 1
QOéR |:—STLZ - SQPT, Lz:| = QOéR |:—STLZ, Lz:| - QOKR[SQPT, Lz] (337)
r r

Desenvolvendo o lado direito da expressao acima e utilizando os comuta-

dores (3.31) obtemos,

2ap [%STLZ,LZ} — 20 <%[ST,LZ]LZ> , (3.38)

2ar[Ss Py, L] = 2a5[Sy, L. P,. (3.39)

Colocando estes resultados na expressao (3.36) temos,
1
[Hgo, L] = 2ap (—[Sr, L,JL, — [S@,LZ]PT> . (3.40)
r

Agora vamos partir para a andlise do comutador [Hy,, S.], substituindo a

componente H,, ja em coordenadas polares, temos a seguinte expressao,

1
[Hyo, S.] = 2ar {;STLZ — So P, SZ] , (3.41)
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conforme a abordagem ja realizada, vamos aplicar uma regra da algebra dos

comutadores e separar a expressao acima em duas parcelas,
1 1
QOéR —STLZ — S@Pr, Sz = QCYR —STLZ, Sz — QOJR[SQPT, Sz] (342)
r r

Tratando a primeira parcela do lado direito da igualdade acima e nova-

mente utilizando os resultados em (3.31) temos a seguinte expressao,
1 1 1
2&3 |:—STLZ,SZ:| = QCYR <—[STLZ, Sz] + |:—Lz, SZ:| SZ) (343)
r r r
1 1
= 2apg (—ST[LZ, S, + =[S, S.|L,+
r r
1 1 1
_[Lzy SZ]ST + |:_7 Sz:| Ler) = QQR_[S’F’ Sz]Lzy
r r r
e finalmente a partir da segunda parcela escrevemos,
QQR[SQPT, Sz] == 2OéR(Sg[PT, Sz] + [S@, Sz]Pr) = 20(3[5@, Sz]Pra (344)
assim, juntando as parcelas, temos o nosso comutador,
1
[Ho, S.] = 2ar (—[ST, S.]L, — [Se, SZ]PT) , (3.45)
r
adicionando as expressoes (3.40) e (3.45),

[Hsm Jz] = QOCR <[ST'7 LZ]P’I’ - [56'7 Lz]Pr + %[SM Sz]Lz - [507 SZ]PT) . (346)

Agora podemos utilizar as relagdes canonicas fundamentais do momento

angular na expressao acima para produzir o seguinte resultado,
1 1. .
[Hyo, J.] = 20 (—[ST, L.]L, — Sy, L.]P, — —iSyL, — ZSTPT) , (3.47)
r r

Para os dois comutadores restantes na expressao anterior, pode-se provar

que os mesmos oferecem como resultado, (a prova encontra-se no apéndice)
[Sy, L] = 1S, [Se, L.] = —iS,. (3.48)
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Apés a substituicao destes comutadores, encontramos o resultado espe-

rado,

[Hsm Jz] =0, (349)

desta maneira, concluimos esta se¢cao provando que a componente .J, do mo-
mento angular total, para sistemas com massa efetiva m* constante e spin
1/2, submetidos a uma interagao spin-érbita do tipo Rashba se conserva,
na proxima secao, usaremos os resultados da secao anterior para construir o

nosso sistema de equagoes acopladas, por meio de um problema de autovalor.

3.2.2 Sistema de Equacoes Acopladas

Nesta secao, teremos a importante tarefa de construir um sistema de equagoes

diferenciais acopladas, relacionadas com o nossa investigacao dos sistemas
A . . . .

quanticos, com massa efetiva m* constante e spin 1/2, submetidos a uma

interagao spin-érbita do tipo Rashba, para esta tarefa, nds utilizaremos as

componentes do operador Hamiltoniano desenvolvido na sec¢ao (3.2), entao,

vamos partir da ideia de que podemos construir um problema de autovalor

com o operador Hamiltoniano H, isto é, que podemos escrever,

Hy(r,0) = Eyv(r,0), (3.50)

onde E é o autovalor de energia da particula e a autofuncdo ¢ (r,f) ¢ um

espinor com duas componentes (formalismo bi-componente de Pauli), isto é,

b(r,0) = i< : (3.51)
()

assim, temos a seguinte equagao matricial,

Hy H
11 2 U1 _z U1 (3.52)

H21 H22 1/)2 1/)2
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Verificamos anteriormente que o Hamiltoniano de Rashba e o operador J,
comutam — portanto as autofungoes do operador J, também sao autofuncoes

do Hamiltoniano — vamos propor para o espinor o seguinte ansatz,

arf(r)e™’
,0) = , 3.53
2/}(7" ) bkg(r)ei(m“)e ( )

onde ay e by sao constantes arbitrarias e m é o nimero quantico de momento
angular. Das relacoes de comutacao da seg¢ao anterior podemos também
deduzir que as autofungoes do operador momento angular também sao au-
tofungoes do Hamiltoniano. A equagao matricial (3.52) com a utilizacdo do
espinor tentativa (3.53) nos fornece duas expressoes, com a primeira tendo a

seguinte forma,
Huakf(r)eim@ + H12bk9(7’)€i(m+1)9 = Eakf(r)eimea (3.54)

substituindo as componentes Hy; e Hi5 do Hamiltoniano na equacao acima
(estas componentes foram determinadas na segao (3.2)) temos, de uma forma

mais explicita,

- [33 + ;@ + T—zag} apf(r)e™® — ape™ [& — ;89} bg(r)elmT1)e

= Fayf(r)e™, (3.55)

desenvolvendo os calculos e fazendo as simplificagoes necessarias, chegamos
a expressao abaixo, onde podemos eliminar a parte angular, esta é a nossa

primeira equacao do sistema,

d? 1d m? 2m b\ [ d  (m+1)

—+ —— 2m*E — — = — —+ —-= .
[dr2 * rdr * ( m r? )1 f(r) an < aj ) {dr * r } 9(r)

A segunda expressao obtida da equacao matricial (3.52) é,

Hyyar f(r)e™ + Hogbpg(r)e' ™0 = Ebyg(r)elm 10, (3.57)
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substituindo as componentes Hs; e Hyy do Hamiltoniano na equacao acima,
verificamos novamente que as exponenciais podem ser simplificadas, o que

resulta na segunda equacao do sistema,
> 1d (m+1)2 2m*ar\ [d  m
—f —— 2m*E — ———— = ——— )
{dﬂ * rdr * ( " 72 )} 9(r) = an ( by, ) {dr r] 1)

Assim, obtemos um sistema de equacgoes diferenciais acopladas dado por

(3.56) e (3.58). As equagoOes deste sistema se assemelham bastante com
equagoes do tipo Bessel, na proxima secao, partiremos entao para a resolugao

do respectivo sistema.

3.2.3 Autofuncoes

Esta subsecao sera dedicada a resolver o sistema proposto na subsecao an-
terior, queremos encontrar as suas autofungoes para que possamos extrair
propriedades importantes destas, comecaremos entao a nossa tarefa anali-
sando a equacao (3.56), o lado direito desta equagao é muito semelhante a
um dos lados de uma importante identidade oriunda da teoria das fungoes
de Bessel, isto é, aqui pode estar uma oportunidade de desacoplar estas
equagoes, nos valendo de identidades da teoria das fungoes de Bessel [31, 32].
Assim, vamos apresentar a tal identidade que utilizaremos com este objetivo,
esta identidade é,

[d% + (m—:—l)} Imi1(kr) = kdp(kr), (3.59)
onde J,,(kr) e Jy11(kr) sdo fungdes de Bessel de primeira espécie de ordem
m e m+1 respectivamente, sendo m um numero inteiro, usando este operador

do lado direito da equagao (3.56), e nomeando também as fungoes g(r) e f(r)
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como,

g(r) = Jmsa(kr)
) = Ju(kr), (3.60)

teremos, apos as substituicgoes,

Lj_; Ll (Zm*E - @ﬂ Tn(kr) = —ag (Qm*b"“) kJy(kr), (3.61)

rdr ay

assim, depois de mais algumas simplificagoes, chegamos ao seguinte resultado
para a equagao (3.56),

d? 1d 2m*apbrk m?

—J k ——Jm k 2m*E —_— | — —5 m kr) = )

dTQJ(T)—l-TdTJ(T)—i-[(m e ) ]J(r) 0
definindo,

(3.63)

- (zm*E 4 2mianbik )

Qg
observamos que se utilizarmos a identidade (3.59) encontraremos uma equagao

de Bessel de primeira espécie de ordem m,

2 2

ey + 2L ey + <k2 - %) J(kr) = 0. (3.64)

dr? rdr
A solucao desta equacao é imediata: funcao de Bessel de primeira espécie
de ordem m, apos este resultado, e conhecendo as propriedades das equagoes
e das funcoes de Bessel, podemos partir para encontrar os possiveis valores
de k usando a relagao (3.63), entao,
k* — (M—O‘Rb’“) k—2m*E =0, (3.65)
3
que é uma equacao quadratica em k, assim, resolvendo esta equagao, temos
para as suas raizes:

“b b\ 2
hpy = SR DR \/(O‘Rm ’“) +2m*E. (3.66)

Qg Qg
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Agora para resolvermos a equacao (3.58), usaremos um procedimento
semelhante,além disso podemos encontrar na literatura disponivel [32, 31]
uma relagdo entre fungoes de Bessel andloga a (3.59), mas agora para subir
a ordem de uma unidade, ou seja,

d m

= ] ) = i), (3.67)

aqui também usaremos as correspondéncias (3.60), trabalhando o lado direito

da equagao (3.58) usando a relagao acima, temos:

[d_z LLld <2m*E _ M)} Tyt (k1) = —an (Qm*“k) kd (KT),

r2 bk
(3.68)

fazendo algumas operagoes de simplificagdo na expressao anterior,

d? 1d . 2m*agark m+ 1)?
ﬁJerl(k?“)*—;%JmH(k?“)-i-{(Qm E + b: i ) _ 2 ) } Imt1(kr) =0,
(3.69)
definimos como no caso anterior,
2 *
K2 = (2m*E + M) , (3.70)
k

e encontramos novamente uma equacao de Bessel de primeira espécie, de
ordem m + 1,
d2

& (m+1)?
dr?

r2

1d
Jm+1(/€7“) + ;%Jerl(k?") + <k2 -

) Imr1(kr) =0.  (3.71)
Aqui também a solucao dessa equacao é imediata: funcao de Bessel de
primeira espécie de ordem m + 1. Novamente, vamos encontrar os possiveis

valores de k, para isto resolvemos a equacgao algébrica,

2 *
= (2 k2 =, (372)
br
cujas raizes sao calculadas facilmente,
* % 2
in = w + w +o29m*E. (3_73)
by, by
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Assim usando as fungoes de Bessel J,,, e J,,,;1 obtidas das equagoes ante-
riores, podemos construir os nossos espinores, fazendo a, = by, os espinores

para valores de ki4 sao,

T (kyor)e™0
U (r,0) = (i ), , (3.74)
Jm+1(l€1+7’)61(m+1)6

T (ky_1)eim?
o(r, ) = ' , (3.75)
g1 (ky_r)elm+1)0

enquanto que para o caso ap = —bg, 0S espinores para esses valores de ko
serao,
I (ko r)eim?
Ps(r,0) = ‘ , (3.76)
_ m+1(k2+r)ez(m+1)9
e
T (ky_1)e™?
hy(r,0) = . : (3.77)
_ m+1<k277‘)€z(m+1)0

Desta forma, a solucdo geral da equagao de Pauli (3.52) é uma combinagao

linear destes quatro espinores,

Y(r,0) =Y cnthn(r,0), (3.78)

onde os coeficientes ¢,, sao constantes arbitrarias que podem ser determinadas
se considerarmos condicoes de contorno em um determinado problema, como
por exemplo, se a particula estiver confinada em um pogo anelar de altura
infinita, raio interno rq, raio externo r, podemos determinar condicoes de

contorno tais que,

P(r,0) = 0 (3.79)
U(rs,0) = 0, (3.80)
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estas igualdades nos fornecem quatro equacoes de onde podemos obter ¢y, ¢, ¢3
e ¢y. Em geral, o que fazemos é resolver um sistema composto por trés des-
tas equacoes juntamente com a condigao de normalizacao do espinor, assim é
possivel obter uma solugao nao-trivial facilmente. Nao faremos o tratamento
particular aqui para alguma regiao do cristal bi-dimensional limitada por al-
guma fronteira (pogos quanticos), isto faremos quando tratarmos o caso para
a massa variavel no capitulo 4, aqui apenas apresentamos a solucao geral para
sistemas quanticos com massa constante e com o termo de Rashba, é impor-
tante comentar que esta interacao tem um importante efeito sobre a banda de
energia do material, aqui podemos perceber que a solucao geral da equacao
(3.52) possui quatro espinores linearmente independentes, isto ocorre porque
a interagao SO quebra a degenerescéncia de spin na banda (“spin-splitting”),
criando dois estados com o mesmo vetor de onda, se propagando para a di-
reita (ou esquerda) mas com energias associadas diferentes, esta diferenga de
energia vem do fato de termos um acoplamento entre o momento angular
orbital L e o spin S aproximadamente “paralelo”’ou “anti-paralelo”, estas
consideragoes também valem para uma onda eletronica (espinor) se propa-
gando com vetor de onda k negativo (onda se propagando para a esquerda),
assim temos um total de quatro estados degenerados. Por fim vamos apresen-
tar as relacoes de dispersao para o elétron neste caso, que podem ser obtidas

facilmente, as relagoes sao,
/{52
2m*

E:t(k) = :|:OéRl{?, (381)

Aqui suprimimos os sub-indices 1+ e 24 do vetor k por conveniéncia. Pode-
mos perceber que as relagoes acima sao parabdlicas e indicam claramente o
”spin-splitting” na banda de energia (as parabolas sao deslocados do centro
pelo termo £ag). Se ndo houvesse a interagdo SO, a constante ag seria nula

e a relagao F(k) seria simétrica.
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3.3 Interacao Spin-()rbita via Termo de Dres-

selhaus

Aqui apresentaremos a ideia do acoplamento spin-érbita (SO) de Dresselhaus,
que também ocorre em heteroestruturas cristalinas. Assim, em estruturas
cristalinas do tipo “zinc-blend”, muito comum em materiais do grupo III-1V,
como o InAs, o GaAs, o InSb, entre outros, a auséncia de um centro de
simetria de inversao espacial, denominada assimetria de inversao “bulk”da
estrutura cristalina (bulk inversion asymmetry - BI A) induz ao surgimento
de um campo cristalino efetivo, sendo responsavel também pela quebra de
degenerescéncia das bandas associadas ao spin. Tal efeito leva ao chamado
termo de Dresselhaus que é inerente do material considerado. No nosso caso,
como mencionado antes, trabalharemos unicamente com sistemas bidimensi-

onais, desta forma o termo de Dresselhaus assume a seguinte forma,
H,, = ap(P,0, — Pyoy), (3.82)

onde o, e 0, sao matrizes de Pauli e ap ¢ a constante de acoplamento de

Dresselhaus, que estd relacionada com a intensidade da interacao SO.

3.4 Hamiltoniano de Dresselhaus

Nesta secao faremos um trabalho semelhante ao que foi feito para o caso
Rashba, mas agora utilizando uma interacao spin-érbita do tipo Dresselhaus,
as consideracoes sao semelhantes, nao nos prolongaremos tanto como no caso
anterior, mas vamos procurar chamar a atencgao para os pontos onde existem
diferencas importantes, o Hamiltoniano neste caso também tem a seguinte
forma,

H = Hy + H,, (3.83)
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onde o termo cinético é o mesmo do caso anterior, mas o termo referente a
interagao SO tem um aspecto diferente, O Hamiltoniano entao fica,
P2

2m*

H—

+ ap(Pyo, — Pyoy), (3.84)

entao usando o operador identidade I5 e as matrizes de Pauli, reescrevemos

o Hamiltoniano na seguinte forma,

p2 (10 0 1 0 —i
H=— +ap | P, — P, . (3.89)
2m* \ o 1 10 i 0

depois de algumas simplificagoes, temos uma forma mais compacta para o

nosso Hamiltoniano,

P2 .
- apl|P, + 1P,
H— m D[ ] y] (386)
CYD[Px—iPy] 2];*

As componentes da diagonal principal ja foram calculadas no caso Rashba,
elas sao as mesmas aqui, portanto nos ocuparemos somente em calcular as
componentes fora da diagonal principal, relacionadas com a interacao SO,

comecaremos pela componente His:
Hyy = ap[P, +iP), (3.87)
usando a transformacao de coordenadas (3.9) temos,
Hys = ap [(—z cos 00, + % sin 689) +1 (—2’ sin 00, — % cos 989)1 , (3.88)
o que resulta diretamente em,
Hiy — —iape® (& + ;ag) , (3.89)
procedendo de forma andloga determinamos a componente Hs; partindo de,
Hy = ap(Py —iP,), (3.90)
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usando as transformacoes vistas no caso anterior, obtemos,
. —i6 i
Hy = —iape O, — -0 | . (3.91)
T

Assim concluimos a nossa subsecao com a determinacao das componentes
fora da diagonal principal do Hamiltoniano de Dresselhaus, podemos repa-
rar que estas componentes guardam uma certa semelhanca com as mesmas
componentes para o caso Rashba (lembrando contudo que as constantes ag

e ap Nao sdo necessariamente iguais).

3.4.1 Conservacao do Momento Angular

Nesta subsecao analisaremos a possivel conservacao da componente J, do
momento angular total J para um sistema com massa efetiva m* constante,
spin 1/2; submetido a uma interacao spin-6rbita do tipo Dresselhaus, a com-
ponente cinética Hy do Hamiltoniano total H neste caso é a mesma do caso
anterior, onde tratamos sistemas com interacao spin-érbita do tipo Rashba, o
que muda agora é somente a parte referente a interacao spin-érbita, logo, os
célculos que levaram a confirmacao da conservacao da componente .J, do mo-
mento angular total, utilizando unicamente a componente cinética Hy, nao
serao reproduzidos aqui, estes cdlculos ja foram feitos na subsecao (3.2.1),
nesta subsecao, trataremos de provar somente a conservagao da componente
J,, utilizando a parte do Hamiltoniano relacionada com a interacao spin-
orbita, que agora, é do tipo Dresselhaus, como dito anteriormente.
Comegamos o nosso tratamento, partindo da seguinte expressao de co-

mutadores,
[HSO7 Jz] = [H807 Lz + Sz] = [Hsm Lz] + [Hsm Sz]> (392)
a primeira parcela acima, ja substituindo a componente H,, em coordenadas
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polares, resulta em,
1
[Hso, L] = 2ap [STPT + —SyL., Lz} , (3.93)
r

utilizando o calculo do Hamiltoniano H,, para a interacao SO via termo de

Dresselhaus para coordenadas polares que se encontra no apéndice,
1 1
2ap | S, P, + —=SyL., LZ} = 2aplS,P., L.] +2ap |:—SQLZ, Lz} , (3.94)
r r

e usando propriedades da &lgebra dos comutadores e usando também as
relagdes (3.31), encontramos o seguinte resultado para a primeira parcela

do lado direito da igualdade anterior,
2apl[S,P,, L,] = 2ap[S,, L.|P,. (3.95)
Da mesma forma, encontramos para a segunda parcela,
1 | 1
2ap | =SeL.,L.| = 2ap—[Sy, L.]L., (3.96)
r r

vamos tratar agora a segunda parcela de (3.92), isto é,

[ 1
[H,, 2] = 2ap | S, P, + =SyL., SZ] , (3.97)
r
fazendo uma separagéo de termos na expresséo acima, temos,
1 1
QOzD S,»PT -+ —SQLZ, Sz = QOéD[S,nPT, Sz] + QCYD |:—SQLZ, Sz:| . (398)
r r

Podemos tratar as duas parcelas que aparecem na expressao anterior,
separadamente, como foi feito para L.. Assim, utilizando ainda os resultados

(3.31), e propriedades dos comutadores, temos para a primeira parcela,
2apl[S, P, S.| = 2aplS;, S:| Py, (3.99)
bem como para a segunda,
1 1
2ap[-SyL.,,S.] = 2ap—[Se, S.|L,. (3.100)
r r
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Combinando todos esses resultados na expressao (3.92), temos,

(He, J.] = 2 ([Sr, LIP, + XS0, LIL. 4[5, S:IP, + 1[50, sz]Lz)
(3.101)
Aqui podemos utilizar as rela¢oes canonicas do momento angular, e também
podemos utilizar as relagoes (3.48) que surgiram no caso Rashba, e que estao
demonstradas no apéndice, a utilizagdo dos comutadores (3.48) nos levara
portanto ao resultado que buscamos nesta secao, o da conservacao da com-
ponente J, do momento angular total J, quando o sistema esta submetido
a uma interacao spin-orbita do tipo Dresselhaus, assim, com a utilizacao
de (3.48), junto com as relagdes candnicas do momento angular, a seguinte

igualdade nos é apresentada,

) 1
[Hsm Lz] + [Hsm Sz] = 2ap (ZS@PT — %STLZ — iS@Pr + (ZST)LZ) , (3102)

,
Onde a expressao do lado direito da igualdade é indubitavelmente nula,

[Hsm Lz} + [Hsoa Sz] = 07 (3103)

assim, a nulidade do comutador acima garante que temos a conservacao da
componente J, do momento angular total J, para particulas com massa
efetiva m* constante, em uma regiao bidimensional e submetidas a uma
interagao spin-6rbita do tipo Dresselhaus (vide teorema de Noether). Na
préoxima subsecao, buscaremos um sistema de equagoes acopladas para este

caso, da mesma forma que fizemos para o caso Rashba.

3.4.2 Sistema de Equacoes Acopladas

Nessa subsecao seguiremos os mesmos passos da subse¢ao onde tratamos do

caso Rashba, assim comecamos com um problema de autovalor,
Hy(r,0) = Eyv(r,0), (3.104)
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onde temos que a autofuncao ¥ (r,f) é um espinor de duas componentes
escrito na equacao (3.51). Colocando de uma forma mais explicita, teremos
uma equacao matricial de onde tiraremos um sistema de equagoes acopladas,
conforme fizemos no caso Rashba teremos um sistema de equagoes acopladas
(3.52).

Vamos escolher para o nosso espinor o seguinte ansatz,

i(m+1)0
Y(r,0) = axd(r)e ,+ , (3.105)
br.f (r)e™™

substituindo este espinor na equacao de autovalor e desenvolvendo as operagoes,

obtemos a nossa primeira expressao, de onde tiraremos uma das equagoes do

sistema, entao,
Hyyarg(r)e' ™% 4 Hob f(r)e™ = Bagg(r)e e, (3.106)

substituindo a componente Hy e a componente Hy5 do Hamiltoniano de Dres-
selhaus calculada na segao (3.2), na equacao acima, temos, de uma forma
mais explicita,
—ay ; m+1)2 1 ,
- Sl e [53 7, —&«} 9(r) — Eapg(r)e’™ 0 =
m r

= iapbyelmDe [ar - —} £(r), (3.107)

simplificando as exponenciais temos a nossa forma final para a primeira
equagao do sistema Dresselhaus,

28 (- - () -2

rdr r2 ay r

(3.108)

Seguindo o mesmo raciocinio para obter a nossa segunda equagao, parti-

mos da expressao,
Hyag(r)e' ™0 & Hooby f(r)e™? = Eby f(r)e™? (3.109)
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substituindo a componente Hy e a componente Hy; calculada na segao (3.2)

na equacao acima, e simplificando a parte angular, chega-se a,

Lf—; b1 (2m*E - T—;)} f(r) = —iap (Q”zka’“> [d% T w} 9(r),
(3.110)

que é a nossa segunda equagao do sistema Dresselhaus. Na préxima subsecao

partiremos para a tarefa de resolver este sistema de equagoes.

3.4.3 Autofuncoes

Nesta subsecao tentaremos nos guiar pelos métodos empregados na subsecao
(3.2.3) onde atacamos o caso Rashba e conseguimos desacoplar as equagoes
naquela ocasiao. Utilizando uma metodologia oriunda da teoria das fungoes
de Bessel, acreditamos que podemos utilizar a mesma técnica aqui, pela
grande semelhanca entre os sistemas de Rashba e Dresselhaus, como pude-
mos perceber, o problema é que existem alguns detalhes como a unidade
imaginaria que aparece no lado direito das equagoes, assim podemos nos per-
guntar, como lidamos com elas? Como isto ira influenciar na resolucao do
nosso problema? Vamos comegar tratando a equagao (3.108), do sistema da

subsecao anterior,

s (om = T ) = iy () [ ) g,
(3.111)

aqui usaremos as mesmas correspondéncias vistas em (3.60), também vamos
definir,

Qg
=2m*—= 0 =2m"— 112
/6 m ak? m ka (3 )

entao, usando a rela¢do da teoria das fungoes de Bessel (3.67), bem como as

relagoes definidas logo acima,

{d_2 Lld (Qm* P M)] T (k1) = ian Bk Ty (kr), (3.113)

dr?  rdr 72
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introduzindo,

—k? = 2m*E —iapfk, (3.114)

e substituindo esta expressao na equagao anterior obtemos,

& 1d (m+1)?
S T S kr) = A1
{dﬂ + rdr ( + 72 )] 41 (kr) =0, (3.115)

onde o valor de k pode ser calculado resolvendo-se k% — iap Bk +2m*E = 0,

logo

kD — OéDﬁ % OéDﬁ ?

ou seja, o k de Dresselhaus ¢ igual ao k& de Rashba multiplicado pela unidade
imagindria ¢ (se as constantes de interagao ag e ap forem exatamente iguais,
claro) isto é,

kD =ikl (3.117)
se estas constantes nao forem iguais, podemos escrever também,
kD =ikl (3.118)
onde k¢, =| kP_ | e consequentemente k¢, # k. entdo,
i1 (kPr) = Ty (ik%7). (3.119)

Aqui vamos suprimir os sub-indices +1 por enquanto, para nao sobrecar-
regar a notagao, entao vamos apresentar a seguinte relagao entre fungoes de

Bessel e fungoes modificadas de Bessel de primeira espécie de ordem m + 1,
T (k) = iDL (k). (3.120)

Assim, substituindo o resultado acima na equacao (3.115), temos,

£ L (e Y] <o -

dr?  rdr 72

34



Finalmente, apresentamos o resultado final que pode ser facilmente re-
conhecido como uma equacao de Bessel modificada de primeira espécie de
ordem m + 1,

[dQ 1d (k2+M

dr?  rdr r2

)] L1 (k%) = 0. (3.122)
As solugoes desta equacao sao as funcoes modificadas de Bessel de pri-
meira espécie de ordem m + 1. Agora vamos prosseguir para a resolugao da

equagao (3.110), entao temos,

1028 )0 (252) 2

rdr by, dr
(3.123)
usando a propriedade (3.59), reescrevemos a equagao acima como,
2 1d . , m?
[w+;%+ <2m E+ZO(D5]€—F>:| Jm(kT) —O, (3124)

definindo —k? = 2m*E + iapdk e substituindo esta definicio na equacio

anterior temos,

Lj_; + 14 _ (kz + @ﬂ Jm(kr) =0, (3.125)

2
kD =i —O‘TD(S + \/2m*E + (O‘—D(S) : (3.126)

ou seja, o k de Dresselhaus ¢ igual ao k& de Rashba multiplicado pela unidade

imaginaria 4, se as constantes ap e ag forem iguais, isto é,
D _ R
ky, = iks, . (3.127)

Contudo, se as constantes ap e ar nao forem as mesmas, temos a se-

guinte relagao k¥, = k%, logo J,,(kPr) = J,(ik%). Para simplificar a
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notagao vamos suprimir por enquanto os sub-indices 24, os mesmos serao
reutilizados depois. Prosseguindo, apresentamos novamente a relagao entre
funcoes de Bessel e fungoes modificadas de Bessel de primeira espécie de
ordem m, J,,(ik%r) = i™ I, (kr).

Por fim, temos um resultado semelhante ao caso anterior,

{ﬁ+___ <k: +7)} L (k) = 0, (3.128)

rdr

que é simplesmente uma equacao de Bessel modificada de primeira espécie de
ordem m, a solucao desta equacao também é imediata: funcoes modificadas
de Bessel de primeira espécie de ordem m. Logo, com este resultado e o

anterior, podemos enfim construir os nossos espinores,

Ly (kpyr)ettmt1)o
i(r,0) = +1{krr) | , (3.129)
L (kypr)eim?

]m ki 1 6i(m—i—l)e
ba(r,0) = walhar) | . (3.130)
L (ky_r)ei™?

Enquanto que para os momentos ko encontramos,

]m ko1 6i(m+1)9
by (r, 0) = +1(kzir) | , (3.131)
L (ko yr)eim?

]m ko 1 6i(erl)H

ba(r,0) = #alhz-r) | . (3.132)
L (ko_1)eim?

Aqui consideramos a; = b,. Entao, temos finalmente para a solucao geral

da equacao de autovalor para o caso Dresselhaus,

i(r,0) = enh(r,6), (3.133)
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onde os coeficientes ¢; podem ser obtidos impondo-se condicoes de con-
torno adequadas para o sistema e a condi¢cao de normalizagao, nao faremos
uma andlise aqui para estes sistemas em condi¢oes de confinamento (anéis
quanticos, pontos quanticos, po¢os quanticos etc.), nem obteremos os seus
espectros discretos de energia. Aqui apenas apresentamos a solucao geral
do problema, convém comentar que a solu¢ao encontrada, assim como no
caso Rashba, contém quatro componentes linearmente independentes, de-
monstrando que a interagao SO com termo de Dresselhaus também quebra a
degenerescéncia de spin na banda (“spin-splitting”), ou seja, o acoplamento
spin-orbita causa uma pequena mudanca na energia dos estados, dependendo
da orientacao relativa dos operadores spin S e momento angular orbital L.
As relagoes de dispersao podem ser obtidas facilmente e sao,

k’2

2m*

Aqui os sub-indices do vetor de onda k, 1+ e 24, foram suprimidos para nao
sobrecarregar a notacao. Estas relagoes E(k) sdo parabdlicas e se reduzem a

um caso mais simples quando ap = 0.
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Capitulo 4

Sistemas Quanticos com
Interacao Spin-Orbita e Massa

Efetiva Dependente da Posicao

4.1 Introducao

Iniciamos o capitulo onde de fato trataremos os aspectos mais importan-
tes deste trabalho: a andlise dos sistemas quanticos com massa efetiva de-
pendente da posicao e submetidos a uma interacao spin-orbita particular.
Neste capitulo estudamos primeiramente o Hamiltoniano para uma particula
com spin 1/2 em duas dimensoes com termo de interagdo de spin-érbita
do tipo Rashba e massa efetiva dependente da posicao radial com a forma
w(r) = pyr?, onde py > 0, resolvemos a equacao de Pauli para este sistema
por meio de aproximagoes sucessivas e apresentamos as suas autofuncoes con-
siderando um pocgo anelar, em seguida analisamos o mesmo problema mas
com interacgao spin-érbita descrita pelo termo de Dresselhaus, ambos os sis-

temas levam a equacoes parecidas, mas a componente superior do espinor
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que é solucao do primeiro caso (Rashba) surge como a componente inferior

da solugao do segundo (Dresselhaus) e vice-versa.

4.2 Hamiltoniano de Rashba

Nesta se¢ao, vamos apresentar o Hamiltoniano H para um sistema com spin
1/2, submetido a uma interagao spin-érbita do tipo Rashba e com massa efe-
tiva dependente da posigao radial pu(r) determinando as suas componentes,
como fizemos para o caso da massa constante, primeiramente vamos iniciar
a nossa investigacao pela componente cinética Hy, como temos feito (lem-
brando que esta componente ocupa a diagonal principal do operador) para
isto, nos muniremos de um dos resultados fundamentais para o nosso trabalho
que é o Hamiltoniano cinético para sistemas com massa efetiva dependente
da posi¢ao (PDM), este Hamiltoniano surgiu originalmente no artigo de von
Roos [20], onde 0 mesmo o introduz, baseando-se e aproveitando resultados
obtidos por outros autores, resultados estes aparentemente descorrelaciona-
dos (Gora e Williams, Zhu e Kroemer), mas que foram incorporados em
uma sintese representada por este Hamiltoniano. O respectivo Hamiltoni-
ano, devido a von Roos, ja foi apresentado nesta dissertacao, em capitulos
anteriores, vamos reapresenta-lo aqui como ponto de partida para iniciarmos

o desenvolvimento dos objetivos da presente secao, assim,

Hy = —% [ (1) (r) O™ (r) + 47 () () D ()], (4.1)

onde definimos 9; = 9/9n;, sendo n; uma coordenada espacial, e os parametros

a, B e v sao reais, obedecendo ao seguinte vinculo,
a+pB+vy=-1 (4.2)
O conjunto desses trés valores reais, obedecendo a condigao acima, cha-
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mamos de parametrizacao ou mais adequadamente ordenamento. Podemos
perceber facilmente que podem existir varios tipos de parametrizacoes. Em
nosso trabalho utilizaremos uma parametrizacao particular, a parametrizacao

proposta por Mustafa e Mazharimousavi [1], que é,
a=—2,  B=—s,  y=-1, (43)
assim substituindo estes valores na expressao (4.1) temos,
Ho = —p 1 (r)u™ 2 (1)1 (1), (4.4)

aqui vamos definir a notacao para u_%(r), j4 que este objeto aparecerd di-

versas vezes em nosso trabalho,

(r) =M. (4.5)

=
D=

Entao, utilizando esta nova notacao, reescrevemos o Hamiltoniano como,
H(] = —V M@M& V M (46)

Vamos colocar o nosso Hamiltoniano em uma forma bidimensional, em

coordenadas cartesianas, e atuando em um espinor v,
Hotp = =V M (&E/\/lam\/ My + Oy MO,V Mw) ) (4.7)

Comecando pelo termo 9,V M1, e usando a transformacao de coordena-

das (3.9) temos,
VMY = vM (cos 00,1 — %sin 98917&) + (4.8)
+1) (cos 00,V M — % sin 00y vV ./\/l>

Sabendo-se que JyvV M = 0, entao a nossa expressao toma a seguinte

forma,
0 VMY =V Mcos00,4) — \/M%Siﬂ@(?g@b + 1 cos 00,V M, (4.9)
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avancando mais na determinacao dos termos, vamos tratar agora a seguinte

expressao (utilizando o resultado acima),
0y (MINMY) = 8, (M\//\_/l cos eaﬂz;) ~ 9, (M\/ﬂ % sin 989@0)
10, (Mw cos Hﬁr\/ﬂ_/l> . (4.10)
Calculando as parcelas separadamente, temos para a primeira parcela,
0, (M\//\_/l cos ew) = 08 0(0, M)V M cos 00,) + + cos OM (8, M) cos 00,1}
+ cos MV M cos 00%) — % sin QM M 8y cos 0)0,1p
L i oMV M cos 00,0, (4.11)

r

para a segunda,

Oy (Mv M% sin «98910) = cos6(0, M)V /\/l% sin 001 + cos OM (0, V ./\/l)% sin 00g1)

— cos MV M sin 0(%2)8# + cos MV M % sin 08, 0p1)
—% sin 0y sin 0) MV Mgtp — % sin eM\/ﬂ% sin 0
05, (4.12)
e para a terceira parcela,
on (Mw coS 98rm> = cos0(0, M)y cos 00,7/ M + cos OMO,1) cos 00,/ M
+ cos O M cos 00>/ M — % sin O M (9p1)) cos 00,V M
—% sin O M)p(8y cos )0,V M — % sin M) cos 00y
0.V M). (4.13)

Agora vamos tratar a parte da expressao (4.7 ) em y, ou seja, 0,V My =
VMO + o,V M. Usando novamente a transformacao de coordenadas
(3.9) temos,

Oy VM) = vV Msin00,v¢ + VM% cos 00pt) + 1) sin 60, vV M (4.14)
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tratando a seguinte expressao, em analogia com o que ja fizemos para a parte

em x,

0,(MON M) = 0, (MVMsinb9,0) +9, (MW%COSQ%@D)

+9, (Mw sin 9&@7) (4.15)

Novamente, vamos determinar separadamente cada uma das trés parcelas

acima, a primeira parcela é,

9, (M VM sin eaﬂp) = sin 0(9, M)V M sin 08,1 + sin OM (8, M) sin 09,1
+ sin MV M sin 921 + % cos O MV M(0p sin 6)0,¢

+% cos OMV M sin 0040, (4.16)

a segunda,

Oy (Mv ./\/l% cos 989@[1) = sinf(9, M)V M% cos 00y + sin M (0, V /\/l)% cos 00g1)

— sin OMV M cos 0(%)(%@/} + sin O MV M% cos 00, 0p1)
—i—% cos 6(0p cos 0) MV MOgtp + % cos OMV ./\/l% cos

T
o, (4.17)

e finalmente a terceira parcela é escrita como,

Oy [ My sinfo. VM) = sinb(0, M)y sin 00,V M + sin O MO, sin 60,V M
y
+ sin O M) sin 002V M + % cos OM (0p1)) sin 00,V M

—l—l cos OM1)(0p sin 0)0, vV M + % cos O M) sin 00,
T
0.V M), (4.18)

reunindo todos estes resultados na expressao (4.7) e simplificando obtemos
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uma expressao mais compacta,

Hop = —<[M(8TM)+MW(8TW)+%M2 (4.19)
+MVM(8.VM))D, + [VM(0,M)(0,V M)
+;Mm<arm> + MV MO M)] + M??

1
+ﬁM283) .

Esta expressao sera utilizada na proxima subsecao, quando calcularemos o
comutador do Hamiltoniano com a componente J, do momento angular total
J, agora, trataremos desta expressao de forma a obter dela a componente H,,
com a coordenada radial r e a funcdo pu(r) aparecendo explicitamente.

Calculando as derivadas de M escrevemos,

n n 1 n
Hop = — {(—%—m‘i—a—m) O+ (4.20)
( n? n n(n + 4)

8r2n  4r?p 16724

1 1
+ =02+ —0; | 1,
) PR
fazendo mais algumas operacoes de simplificacao é possivel encontrarmos

uma expressao mais compacta para a componente da diagonal principal do

operador Hamiltoniano massa variavel,

1, (- 1 2/1
Hom —Lop 1My L g 30/16
" pr pr pr

(4.21)

Agora vamos determinar as componentes Hio e Ho; fora da diagonal
principal, estas componentes estao relacionadas com a interacao SO, vamos

comecgar, como de Costume, pela Componente H12a aSSil’n,
ng = —OéR(’iPa; + Py), (422)

aqui, entretanto, devemos utilizar o operador momento definido por Mus-

tafa e Mazharimousavi [1], para sistemas com massa dependente da posigao
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(PDM), este operador é,
1
P, =—i (Mﬁj + §8jM> : (4.23)

em coordenadas cartesianas e posteriormente substituindo este operador na

componente (4.22), temos,

1 1
H12 = —QR (Max -+ 5836./\/1) + OéRi (./\/l@y + éﬁy/\/{) > (424)
usando a transformacao de coordenadas (3.9) obtemos,
—io ? 10, M
_ i - , 4.2
Hizyp arMe (@w r@gw +3 M > (4.25)

Vamos procurar obter esta componente de uma forma mais explicita,

evidenciando a fungao p(r), como feito anteriormente. A partir de,

n ldu
- = —— 4.26
ropdr’ (4.26)
e de,
1 du
oM =———+— 4.27
M 200/ g dr ( )
a equagao (4.25) nos fornece entdo a componente Hi, como queremos,
—i0 .
QaRe 7 1 du
= — O ——0pg — —— | . 4.28
Tz VI < r? 4u dr> ( )

Agora, partiremos para a ultima tarefa desta secao que é determinar a
componente Haq,

H21 = OéR(Z'P_,E — Py), (429)
usando o operador (4.23) em coordenadas cartesianas escrevemos,
1 1
Ho1 = apr (M@x + §8z.l\/l> +iag (./\/lay + Eﬁy./\/l> , (4.30)

novamente, aplicando a transformagcao de coordenadas (3.9) e depois de al-

gumas simplificagoes encontramos a componente Haq,

age? i 1d
Hoy = jﬁ (ar + -0y — ——‘:) . (4.31)
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Desta forma concluimos a nossa secao obtendo as quatro componentes
do operador Hamiltoniano H para o caso Rashba, massa variavel (Hi; =
Hoo = Ho, Hio, Ho1). Na préxima subsegao, investigaremos a conservagao da
componente J, do operador momento angular J para sistemas quanticos de
spin 1/2; submetidos a uma interacao SO do tipo Rashba, quando a massa

efetiva depende da posicao.

4.2.1 Conservacao do Momento Angular

Nesta subsecao, teremos a importante tarefa de investigar se existe con-
servacao da componente .J, do momento angular total J para sistemas quanticos,
com massa dependente da posigao radial u(r) e submetidos a uma interagao
SO do tipo Rashba. Primeiro faremos a verificacao desta lei de conservagao
utilizando somente a componente cinética Hy do Hamiltoniano total H, con-
forme fizemos nos casos anteriores, onde a massa efetiva m* do sistema era
constante. Esta componente H,, proposta inicialmente por von Roos, ja foi
trabalhada, bem como a questao dos ordenamentos, e para os objetivos da
presente subsegao, partiremos da expressao (4.19).

Analisando a expressao (4.19), podemos perceber que os coeficientes dos
operadores, assim como o termo livre, sao fungoes da coordenada radial r,
desta forma, podemos dar um aspecto mais compacto para esta expressao,
simplesmente reescrevendo estes coeficientes como funcoes de r, desta forma,

a expressao assume uma forma mais simples,
Ho = —p(r)d, — q(r) — s(r)02 — u(r)d;, (4.32)

agora temos uma expressao mais comoda para trabalharmos a comutagao

com JZ, assim escrevemaos,
[%07 Jz] = [_p(r)ar - Q(T) - 3(7")87? - u<r)092a Jz]> (433)
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ou representando J, em suas duas componentes.
[Ho, L. + S.] = —[p(r)0, + q(r) + s(r)0? + u(r)d, L. + S.]. (4.34)

Vamos tratar separadamente as partes dos comutadores em L, e em .S,
como temos feito até agora, entao, comecando com a parte do comutador

correspondente a L, temos,
[Ho, L.] = [p(r)0y, L.] + [q(r), L.] + [s(r)7, Lo] + [u(r)d5, L.].  (4.35)

Novamente podemos utilizar aqui os resultados em (3.31), que sdo con-
sequéncias diretas das relagoes canonicas fundamentais da mecanica quantica,
estas relagoes, depois de substituidas, produzem o seguinte resultado na ex-
pressao acima,

[Ho, L.] = 0. (4.36)

Da mesma forma, tratando a parte do comutador correspondente a S,
[Ho, 8:] = [p(r)0, S:] + la(r), S:] + [s(r)07, S:] + [u(r) 05, S:],  (4.37)
e ainda utilizando as relagoes (3.31), temos também,
[Ho, S.] =0, (4.38)
o que resulta diretamente em,
[Ho, L. + S.] = [Ho, J.] = 0. (4.39)

Desta forma, a componente Hy do Hamiltoniano total H comuta com o
operador J,.

Agora vamos investigar a relagao de comutagao entre a componente H,,,
correspondente a interacao spin-orbita, e o operador momento angular total

J., para sistemas com massa dependente da coordenada radial r e desta
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forma confirmar ou nao se este comutador se anula. Assim, comegamos
apresentando a componente H,, na sua forma cartesiana: (vamos utilizar um

indice sobrescrito R para indicar que se trata da interacao SO tipo Rashba),
HE = ar(P,o, — Pyo.), (4.40)
ou em funcao dos operadores de spin,
HE = 2a5(P,S, — P,S.,) (4.41)

lembrando que estamos utilizando a forma (4.23) para o operador momento.

Em coordenadas polares a expressao (4.41) fica,
R M 1
H,, = 2ag | —S, L, — MSyP, — ng(PTM) . (4.42)
r

Vamos separar os termos do comutador, conforme temos feito antes, as-
sim,

(HE I =[HE, L]+ [HE,S.), (4.43)

S0? S0? S0 z

comecando pela primeira parcela acima, ji substituindo a componente HZ

em coordenadas polares,

HE L] = —2ag [%s,ﬂLz — MSyP, — %SQ(PTM), Lz} : (4.44)

S0 z

separando os termos do comutador,

[Hfm Lz] - _QQ’R ([%Sr[fza Lz:| - [MSQPT7 Lz} - l:%SO(PrM)a Lz:|) )

(4.45)
vamos calcular separadamente cada parcela da expressao anterior. A primeira
resulta em,

spon| =M ins |2 s, o)
r r r
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enquanto que a segunda parcela é,

MSyP, L) = MSy[Py, L] + M[Sy, L.]P, + M[P,, L.] Sy (4.47)
+[M7 LZ]PTSGa

e finalmente a terceira parcela vale,
1 1 1
{559(3]\/1), LZ} = 559[(3./\/1), L.]+ 5[5’9, L.J(P,M). (4.48)

Agora vamos analisar o termo [HE

s07

S.], fazendo as mesmas substituigdes

anteriores, temos,

sor Mz

1
[HE S.] = —2aR [MS,,LZ — MSyP, — 559(]%/\/1), SZ} , (4.49)
r
Usando propriedade dos comutadores e separando os termos, temos,

[(HE S| = —2ap ([%srLz,sz] — [MS,P,,S.] — BSH(PTM),SZD ,

(4.50)
Vamos calcular separadamente as parcelas acima, a primeira parcela é,
[MSTLZJ Sz:| - MST[Lza Sz] + M[Sru Sz]Lz + M[Lza Sz]sr
r r r r
+[M, S.|L.S,, (4.51)
r

a segunda parcela vale,

[MSGPW Sz] =M (SO[PM Sz] + [597 SZ]PT + [Pr‘a SZ]SG) + [M7 Sz]Pr897

(4.52)
e finalmente a terceira parcela,
1 1 1
5[59(3./\/1), S.] = 55’9[(PT/\/1), S.] + 5[59, S, (P-M). (4.53)
Juntando todas as contribuicoes e lembrando que [HE, J.] = [HE,L.] +

[HES.] podemos utilizar os resultados vistos em (3.31), apés a utilizagao
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destes, a respectiva expressao se reduz a,

M

[Hia Jz] = _204R (T[Sm Lz]Lz - M[SQ7 Lz]Pr - %[597 Lz]<PrM)

+%[sr, S.|L, — M[Sy, S|P, — %[59, Sz](PTM)> . (4.54)

Nesta expressao, podemos identificar facilmente as relacoes canonicas fun-

damentais do momento angular, que neste caso sao,

Sy, S.] = iS,, (4.55)
(S, S.] = —iSs, (4.56)

e também as seguintes relacoes definidas abaixo, que ja foram vistas em

(3.48), relembrando,

[597 Lz] = _iSra (457)
(S, L] = iS). (4.58)

Deste modo, a substituicao destas relagoes nos leva a ter o seguinte re-

sultado,
R M. : 1.
(He,J.] = —2ar|—iSeL, + MiS,P. + §ZST(PTM)
r
1
—%@'SQLZ — MiS, P, — iiST(PTM)> | (4.59)
Cancelando os termos simétricos, temos finalmente,

[HE J.] =0, (4.60)

s07

que ¢é a representacao matematica da conservacao da componente .J, do mo-
mento angular total, para sistemas quanticos com massa dependente da coor-
denada radial r, submetidos a um interacao spin-orbita do tipo Rashba. As-
sim, este era o resultado que procuravamos quando iniciamos esta subsecao,

a verificacao desta importante lei de conservacao para o presente caso.
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4.2.2 Sistema de Equacoes Acopladas

Esta subsecao sera dedicada a tarefa de encontrar um sistema de equacoes
acopladas para o presente caso, onde a particula de spin 1/2 possui sua
massa efetiva dependente da posi¢ao radial u(r), tal que p(r) = ur™, sendo
(1 uma constante real (o valor de n sera fixado posteriormente), também tal
particula estd submetida a uma interacao SO do tipo Rashba. Este sistema
de equagoes sera obtido de maneira analoga aquela empregada no capitulo

3. Partimos do nosso conhecido problema de autovalor,

Hy(r,0) = Ev(r,0), (4.61)

onde a autofungao ¥ (r, ) é um bi-espinor dado por (3.51).
Baseado nos resultados da secao anterior, podemos inferir um bi-espinor
tentativa para o nosso problema de autovalor, assim, tomamos para o nosso

ansatz 1,
(r,0) = S (r)e 3 , (4.62)
brg(r)eimtz)?
onde a; e b, sao constantes arbitrarias, m é o nimero quantico momento
angular e as fungoes radiais sao representadas por f(r) e g(r). Prosseguindo,
temos uma equagao matricial com a forma (3.52), de onde tiraremos o nosso

sistema de equacoes acopladas. Assim a nossa primeira equacao do sistema

€,
Hnakf(r)ei(m_%)e + ngbkg(r)ei(m’L%)e = Eakf(r)ei(m_%)e, (4.63)

substituindo as componentes H1; e H1o calculadas na segao (4.2) teremos,

14> (1-n)d 1 1\>  3n%/16
-2 Zr = (m=Z) = —E —
( 1 dr? wr o dr + r? (m 2) ur? arf(r)
— R - . 4.64
VI <dr 4udr+r(m+2>)g(r) (4.64)
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Aqui, vamos fixar um valor para n, entao escolhendo n = 2, temos de-
pois de algumas simplificacoes, a nossa primeira equagao do sistema, que se
apresenta como,

2 1d 11, _ orbeyt (dm
(v o (3 o] ) s = S (G ) o0
(4.65)

Para obtermos a segunda equacao do sistema, usaremos a mesma técnica

partindo de,
Horarf ()™ 2% 4 Hoobg(r) ™2 = Ebg(r)e'™+2)?, (4.66)

substituindo as componentes Ho; € Hao, encontramos,

1 (1-n)d 1 1\> 3n%/16
( wd? o dr o (m+ ) pr k(r)

2
- o (di L (m _ %)) 7). (4.67)

No caso especial onde n = 2 obtemos a nossa segunda equacao,

2 1d 171 apag/ft ( d
(G v+ (3] )ty = G (< ) s
(4.68)

Assim, obtemos um sistema de equacoes diferenciais acopladas de segunda
ordem, de onde poderemos determinar as fungoes radiais f(r) e g(r) (ja que
a parte angular foi descartada nas exponenciais), para tal, buscaremos uma
forma de desacoplar este sistema. A préxima subsecao serd dedicada a esta

tarefa.

4.2.3 Autofuncoes

Comecaremos esta subsecao nos perguntando: como poderiamos desacoplar
e resolver o sistema proposto na subsecao anterior? Na ocasiao em que resol-

vemos o sistema para o caso da particula possuindo massa efetiva constante,
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assim como estando submetida a uma interacao SO, utilizamos duas impor-
tantes relagoes provenientes da teoria das fungdes de Bessel, as relagoes (3.59)
e (3.67), que relacionavam duas funcoes de Bessel de ordem inteira, diferindo
apenas por uma unidade — de fato esta identidade é valida nao apenas para
as funcoes de Bessel comuns J mas para todas elas: modificadas, de Hankel,
de Neumann e assim por diante. Logo, tivemos sucesso em desacoplar aquele
sistema, e resolver as equagoes separadamente, entretanto, poderiamos estar
tentados a utilizar o mesmo método aqui, ou outro similar, acontece que nao
sabemos de antemao se as equagoes deste novo sistema podem ser reformula-
das através de alguma técnica, para equacoes do tipo Bessel, e se for o caso,
ainda nao poderemos garantir que as ordens das fungoes envolvidas difiram
por uma unidade. No caso disto acontecer teremos um problema, ja que nao
conhecemos na literatura quaisquer relagoes de recorréncia que relacionem
fungoes de Bessel de ordem nao inteira. Também existe a chance deste sis-
tema estar associado a outros tipos de equagoes diferenciais como equacoes
de Laguerre, Hipergeométricas e outras. Assim, vamos tentar propor uma
outra abordagem para desacoplar e resolver este sistema. A primeira equagao
deste sistema é,

2 1d 11 arbeyit (d - m
(@_;%Jrﬁ{i_m+m}+uE)f(T)_a—k(5+?>g(T)’
(4.69)

e a segunda equagao é,

2 14 11 Qpap/p (- d m
(e v o =)ty = G () )
(4.70)

fazendo uma substituicao de varidvel z = 7r?, onde v é uma constante

complexa, e usando a regra da cadeia, temos para a derivada primeira,

d_dzd
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e para a derivada segunda,

&2 d [(dz dz\? 2
— = (== =) —=. 4.72
dr?  dz (dr2> + <dr) dz? (4.72)

A fungao massa pu(r), apés a mudanga de varidvel, fica sendo,

n(r) = mr? — p(z) = “7 (4.73)

Assim, depois de algumas operagoes, temos a equagao (4.69) na variavel
Z?

( @ (12-m ulE) £(2) + %f(z) _ anhin (2i + T) 9(2)-

dz? 422 4~2 dyay, dz =z
(4.74)

Tratando agora a equagao (4.70) e fazendo as mesmas transformacgoes
feitas na equacao anterior, temos esta equacao também na variavel z, que é,

d?  (1/2-m?) wmFE m QRAR/T d m
(5 FIE) o) gy = Mo LT )

dz? 422 4~2 T 429 4~by, dz =z
(4.75)

Agora vamos adicionar e subtrair as equagoes (4.74) e (4.75) deste novo

sistema, adicionando as equagoes temos,

(o + P22 2 () + glal] + 517 - 0(9] =

_ oryin [Qb—k (d% + %) g(z) + 22—: (—d% - %) f(z)l - (4.76)

47 ag

Introduzindo novas definicoes para a soma e a subtracao das funcoes

radiais,

F(z) = [f(z)+9(2) (4.77)
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reescrevemos a equagao (4.76) em termos de F' e G,

<j_; N (1/24;2m2) n Tﬁ) F(z) + %G(z) = (4.78)
_ _0‘34\4’71 KZ_: - Z_‘;) Fl(z)+ (Z—: T Z—Z) c'(2)

2[(2)roe (2-2)e]

Que é a soma das equagoes (4.74) e (4.75). Subtraindo estas equagoes e

utilizando as relagoes (4.77) encontramos,

<(§l_; N (1/24;2m2> N Zlﬁ) G(z) + %F(z) — (4.79)

2l 2]

Assim, temos finalmente a subtragao das equagoes (4.74) e (4.75), a partir
de agora possuimos mais um sistema modificado, formado pelas equagoes
(4.78) e (4.79). Esta equacdo pode ser reescrita de modo que possamos
aplicar uma metodologia parecida com aquela do caso de massa constante.
Para isso precisamos escolher convenientemente as constantes arbitrarias ay
e by, ou seja,

Com esta escolha das constantes a; e by obtemos uma equacao bastante

parecida com aquela que tratamos no capitulo 3,

(d_2 a4 1 {1/2__7”2 _ gD F(z)= -2 (1 + %) G(2) (4.81)

dz? dz 4 22 ag,
vale comentar que agora passamos a considerar,

1O RN/
v = T\/_ (4.82)
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Tratando a equacao (4.79) da mesma forma e considerando a relagao

(4.80) entre as constantes arbitrarias, usando (4.82) obtemos,
2 2

(% + C;iz 4 i {Uzz—;m _ %D Ge) = - (1 _ 2—1Z> F(z).  (4.83)

Note que o sistema de equacoes diferenciais acopladas composto pelas
equagoes (4.78) e (4.79) se parece com o sistema estudado no capitulo 3.
Naquele capitulo a abordagem utilizada por Bulgakov e Sadreev [30] foi de
introduzir funcoes de Bessel de ordens m e m + 1, com m inteiro, e usar as
identidades (3.59) e (3.67). Desta forma o sistema poderia ser desacoplado
e as equagoes resolvidas facilmente. Neste capitulo essa abordagem nao é
suficiente para desacoplar as equagoes como veremos em seguida.

Ainda podemos fazer uma tultima transformacao no sistema acima, utili-

zando as seguintes relacoes,
F(z) = e?VzZA(2) (4.84)
G(z) = e *?/zB(2), (4.85)

as derivadas primeira e segunda destas funcgoes podem ser calculadas facil-

mente e substituindo-as na equagao acima obtemos,

2 1d 1 4E  1/2+m? me~? 1

e Rl | YOS D 1+—)B

[dz Tl ( * a% L )] (2) 2z ( * 22) (=),
(4.86)

da mesma maneira derivamos G(z) e escrevemos a segunda equagao como,

L 1d 1 AE  1/2+m? me? 1
S § R L | TP 11— — ) A(2).
[dz a1 ( Tt T )} () 2z < 2,2) (2)

R
(4.87)
Introduzindo a notacao muito comum na teoria das fungoes de Bessel,
d? 1d V2
V,= —+-— 2_m 4.88
dz? * zdz 22 (4.88)



que pode ser aplicada no sistema de equacoes acima se considerarmos as

seguintes correspondéncias,

1 K
K =--—-= 4.89
i (4.89)
e
2
o2 (4.90)
4
0 nosso sistema de equacgoes é escrito como,
me~* 1
mef N (4.91)
,B(z) = 1—— | A(2).
VoB(z) 2z ( 2z> (2)

Este é um sistema de equagoes diferenciais acopladas, do tipo Bessel nao-
homogéneas. Nossa tarefa a partir deste ponto serd atacar este sistema de
equagoes, para tentar desacopla-las, obtendo posteriormente as fungdes A(z)
e B(z), de onde poderemos tirar as nossas fungoes radiais f(r) e g(r). Con-
sideremos dois casos em separado, o primeiro onde m = 0 e o segundo onde
m # 0.

Caso para m = 0:

Neste caso, aparentemente mais simples, temos o seguinte sistema a dis-

posicao,

V,A(z) = 0 (4.92)
V.B(z) = 0,

é facil perceber que o respectivo sistema se desacopla para m = 0 e se trans-

forma em duas equagoes de Bessel homogéneas de primeira espécie, de ordem

L

vy = —=. As solugoes neste caso sao bem-conhecidas e escritas como,

B

Ao(z) = erdyy(kz) + cadyy (k2), (4.93)
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By(z) = diJy, (kz) + doJ_, (k2). (4.94)

Agora que ji conhecemos as fungoes Ag(z) e By(z), podemos retornar
para as autofungoes radiais f(z) e g(z), para o caso m = 0. O calculo é

simples e as autofuncgoes radiais sao,

fo(z) = g[(clez/z + dye ) J,, (k2) + (c2®? + doe™ ) J_,, (k2)], (4.95)

go(2) = X [(cre*? — dye™?) T, (k2) + (c26”/* — doe™/?)J_,, (k2)], (4.96)

%

onde k e vy sdo dados pelas equagdes (4.89) e (4.90) respectivamente e
c1,Co,d1 e dy sao constantes arbitrarias.

Caso para m # 0.

Neste caso, as equagoes sao nao-homogeéneas, a solucao geral deve ser
escrita como a soma da solu¢ao homogénea mais uma solucao particular. A

solugao para as equagoes homogeéneas sao simplesmente,

Aﬁl(z) = cimdy,, (kz) + comJ_,,, (k2), (4.97)

B! (2) = dynd,,, (k2) + domJ_,,, (k2). (4.98)

Retornando para as funcoes radiais, obtemos,

fiz) = g[(clmez/z + dipme ), (k2) + (come™? + dome /%) I, (k2)],
(4.99)

h

gm(z) = [(Clmez/Q - dlm@_z/2>JVm(kz) + (C2mez/2 - dee_Z/Q)J—Vm (kz)])

(4.100)

S
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onde novamente k e v, sao dados pelas equagoes (4.89) e (4.90) respectiva-
mente € Ci,, Com, dim € da,, sa0 constantes arbitrarias.

Para a busca por solucoes particulares devemos lembrar que estamos li-
dando com um sistema de equagoes de Bessel nao-homogéneas e ainda, temos
uma fungao transcendental do lado direito das equagoes. Uma abordagem
seria expandir em série de Taylor esta funcao exponencial e trabalhar se-
paradamente com os seus termos, resolvendo as equacoes ordem-a-ordem.

Considere a primeira equagao do sistema,

~mB(z) mB(z) n 3mB(z) 5zmB(z)

JA(z) = — .., 4.101

VeA(Z) 122 1z 8 24 (4.101)
vamos nos ater aos trés primeiros termos desta série, definindo,

1 1 3
P,2<Z) = —@, Pfl(Z) = _E7 Po(Z) = g (4102)
Expandindo a segunda equacao do sistema em série de Taylor,
mA(z mA(z 3mA(z 5zmA(z
V.,B(z) = — () + () + (2) + (2) + ..., (4.103)

422 4z 8 24

como no caso anterior, nomeando os trés primeiros termos, por conveniéncia,

Ply(z) = Poa(z) = —4%2, (4.104)
PL(z) = —P(z) = 4—12 (4.105)
Py(z) = Py(z) = g, (4.106)

0 que nos permite reescrever o sistema (4.91) em uma forma mais com-

pacta,
V,A(z) = mbP;(2)B(z
()= mREB() o
V.B(z) = (—=1)'mP;(2)A(z).
E importante observar que ao expandir o sistema (4.91) em série de Tay-

lor, cada termo desta expansao pode produzir uma solugao particular, assim
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podemos trabalhar com cada termo em separado e analisar a sua solucao.
Posteriormente combinaremos todas essas solugoes para compor a solucao
particular geral, ja que propriedades de linearidade do sistema de equagoes
nos permitem fazer isto. Portanto, vamos trabalhar com os trés primeiros
termos em separado, encontrar a solugao do sistema para cada um deles e
depois combind-las, comecemos entao pelo termo FPy(z).

Solucao para Py(z).

Substituindo este termo em (4.107), temos o seguinte sistema simples,

V,A(z) = gmB(z)
V.B(z) = gmA(z) 7

adicionando as equacgoes do sistema acima,
3
V.[A(z) + B(2)] = gm[A(z) + B(2)], (4.108)
e subtraindo estas mesmas equacoes,
V.[A(z) — B(2)] = ——m[A(z) — B(z)], (4.109)
podemos perceber que o sistema se desacopla,

(Vo —2m) [A(z) + B(2)] = 0
(V, +32m) [A(z) = B(z)| = 0

Usando a definicao para funcoes de Bessel, vamos reescrever o conteido
do colchete na primeira equagao acima,

3 ? 1d 3 Z
. P S LY (7 B S R 4.11
Vy—gm=—_s ot ( 8m) 5 (4.110)

e da mesma forma, a partir da segunda equacao,

3 & 1d
VV—F—m:——i-———i—(

8 dz?  zdz

3 V2
2 m
k= + §m> ~ (4.111)
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o que sugere definirmos novos k2,
k'/2 _ k2 3
i = + gm ) (4.112)
Assim, a solucao do sistema (4.110) é imediata, e podemos escrever,
A(z)+ B(z) = ad,, (K 2) (4.113)
A(z) = B(2) = cad,, (K. 2), (4.114)
que por sua vez pode ser facilmente resolvido para A(z) e B(z),
Apo (Z) = C]Jym(k?iZ) + C[[J,,m (]CCFZ) (4115)
Bp(2) = curd, (K.z) — ey, (K, 2), (4.116)
onde usaremos um sub-indice P, para fazer referéncia a este termo da ex-
pansao e onde ¢y, ¢, ¢rrr € ¢y sao constantes arbitrarias, assim encontramos
as solucoes particulares para o caso Fp.

Solugao para P_;.

Substituindo este termo no sistema (4.107),

V,A(z) = —EB(Z)
V,B(z) = g/l(z) ’

e multiplicando a segunda equacao do sistema por ¢ e somando as duas,

VL [A(2) + iB(2)] = Z’—;[A@) +iB(2)] (4.117)

enquanto que multiplicando a segunda por ¢ e subtraindo-as encontramos,

mi

VUAG) —iB()] =~ [A() — iB(2)] (4.118)
Portanto,
(vy _ %m) [A(2) +iB(2)] = 0 (4.119)



desacoplamos facilmente as equacoes. Desenvolvendo a primeira equacao

acima e definindo ®(z) = A(z) + iB(z) obtemos,

220"(2) + 2@/ (2) + (z2k2 - z% - yfn) ®(2) =0, (4.120)
cuja solucao geral é escrita em termos de uma soma de uma funcao hiper-
geométrica confluente U(a,b; z) e de uma funcdo de Laguerre generalizada

Ly(2) [33],
D(z) = e 2" {U (¢, 1 + 2v; 2ikz) + HL* (2ikz)} (4.121)

onde ¢ = %—I— & T Vm, € €] e ¢y sdo constantes arbitrarias. E importante notar
que a funcao hipergeométrica confluente nao é bem definida na origem.

Da mesma forma, desenvolvendo a segunda equacao, e definindo Q(z) =
A(z) —iB(z) temos

ZQQ//(Z) + ZQ/(Z) + (2’2]{32 + Z% _ V72n> Q(Z) =0, (4,122)

cuja solucao também é escrita como uma soma entre as fungoes especiais

U(a,b;2) e Lb(2), mas com um parametro alterado,
Qz) = e 2" {d\U (¢, 1 + 2v; 2ikz) + dy L, (2ikz) } (4.123)

onde ¢ = 3 — & + vy, e d} e dy sdo constantes arbitrdrias.
Assim, de ®(z) e (z) podemos obter facilmente A(z) e B(z) que sao

escrito como,

1 .
Ap (2) = §e*lkzz”[c'2L2jq(2ikz) + dy L, (2ikz)] (4.124)

Bp (2) = %Ze_ikzz”[c’QLQ_’;(Qikz) — dy L, (2ikz)] (4.125)

Aqui fizemos as constantes ¢} e d) iguais a zero, visto que, como mencio-

nado antes, a fungao hipergeométrica confluente U(a, b; z) nao é bem definida
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na origem e portanto pode causar inconvenientes caso queiramos tratar um
sistema quantico em alguma regiao contendo a origem do sistema de coorde-
nadas, como discos e pontos quanticos.

Solugao para P_,(z)

Substituindo este termo no sistema (4.107), temos,

V,B(z) = —%A(@ ’

neste caso a simples multiplicagao por um fator adequado e a soma/subtragao
das equagoes nao as desacopla. O procedimento que utilizamos foi propor
uma solugao em termos das chamadas séries de Neumann [31, 32],

[e.o]

A(z) = > anyn(kz) (4.126)
B(z) = ianwn(k‘z), (4.127)

substituindo estas séries nas equagoes anteriores,

ZanV,,an(k‘z) = iz Zb Joyin(kz) (4.128)
n=0
;bnvmm(kz) =~ Zan n(k2),

estas duas expressoes se simplificam bastante se usarmos a seguinte relagao,

Vo Jyin(kz) = (72 - ”2) Ty n(k2). (4.129)

z

Apos substituirmos esta relacao e somarmos os membros da expressao

resultante, os somatérios sao cancelados e uma igualdade mais simples é

obtida,

(4.130)



de onde obtemos,

1
v = 5\/m2 —m+1/2. (4.131)

Assim, como estamos procurando solucoes particulares basta tomarmos
um termo da série de Neumann, como por exemplo aquele onde n = 0, ou

seja,
Ap ,(2) = agJy(k2) (4.132)
Bp ,(2) = byJ,,(kz). (4.133)

Reunindo todas estas solugoes, temos finalmente uma solugao particular

aproximada para o sistema (4.91) para o caso m # 0,

AP (2) = Ap,(2) + Ap_(2) + Ap_,(2) (4.134)

Bg’b(z) %BPO(Z>+BP_1(Z)+BP_2(Z)7 (4135)

Podemos escolher apenas uma parcela das solugoes encontradas aqui para

os termos da expansao, ja que uma parcela também é solucao particular, as-

sim, para nao complicar e carregar o resultado, usaremos apenas uma parcela

destas solucoes individuais, logo,

AP (2) ~ J

Um

(K_z) + e ™2 [L* (2ikz) + L*,(2ikz)] + Jo (kz)  (4.136)

B (z) = J,,, (K, z)+ e_ikzz”[Lz_”q(Qik:z) — L%, (2ikz)] + Jy,(kz)  (4.137)

Aqui escolhemos as constantes ¢, e df, de tal forma a eliminar os fatores

1/2 e —i/2. As autofungdes radiais sdo, obviamente,
fm(2) = fu(2) + fh(2) (4.138)
gm(2) = gn(2) + gh(2), (4.139)
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ou, com as solucdes particulares ja incluidas (as solugoes homogéneas f" (2)

e g" (2) ja foram calculadas),

Fm(2) = fin(2) + Vze P AL (2) (4.140)

gm(2) = g (2) + Vze 2Bl (2). (4.141)

Finalmente, utilizando as componentes radiais acima, escrevemos 0 nosso

espinor solugao da equagao de autovalor (4.61) que é,

fn(2)e 02
W(z,0) = ag o : (4.142)
igm<z)€z(m+§)9

Vale comentar aqui que utilizamos somente os trés primeiros termos da
série que resultou da expansao do lado direito do sistema (4.91), isto é, ndo
consideramos os termos Py(z) = 52/24, Py(z) = 72%/96 etc. estes termos
produziriam outros sistemas de equacoes que poderiam ser resolvidos usando
técnicas particulares, nao consideramos estes termos extras, visto que nossas
solugoes sao suficientes para o modelo construido, o valor da constante apg
geralmente é pequeno, e desta forma os termos envolvendo poténcias mais
altas como z, 22, 23 etc. ficariam cada vez mais despreziveis.

Com as solugoes calculadas até agora passamos a andlise e apresentagao
das densidades de probabilidade radiais.

Na figura (4.1) ilustramos, nos quadros superiores os graficos das densi-
dades de probabilidade radiais dos trés primeiros estados com m = 0. Os
autovalores de energia sao 36, 137; 153,26 e 351,53, para os estados funda-
mental, primeiro e segundo excitados respectivamente. R(r) representa f(r)
e g(r). As curvas azuis se referem a r|apg(r)|* e as curvas rosas as fungoes
rlap f(r)[?, onde f(r) e g(r) sdo as fungoes de onda radiais das componentes

inferior e superior, respectivamente. Nos quadros inferiores estao plotados

%, onde

os graficos das densidades de probabilidade radiais completas 7[i)(r)
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Figura 4.1: Autofungoes para m = 0. As curvas azul e rosa se referem as
componentes superior e inferior, respectivamente, para o caso Rashba. As
autofuncoes de Dresselhaus sao invertidas: azul para componente inferior, e

rosa para superior.

[0(r) 2 = |ar)?(|f(r)]? + |g(r)|?). Utilizando unidades de Rydberg atomicas
er;=0,1, r. = 1,0, ag = 0,125, u; = 1. Os valores esperados da posi¢ao
sao (r)y = 0,600; 0,508; 0,489, e (r), = 0,688; 0,680; 0,677.

Na figura (4.2) ilustramos, nos quadros superiores os graficos das densi-
dades de probabilidade radiais dos trés primeiros estados com m = 1. Os
autovalores de energia sao 43,97;168,26; e 372,67, para os estados funda-
mental, primeiro e segundo excitados respectivamente. R(r) representa f(r)
e g(r). As curvas azuis se referem a r|ayf(r)|? e as curvas rosas as fungoes
rlaxg(r)|?, onde f(r) e g(r) sao as fungoes de onda radiais das componen-
tes inferior e superior, respectivamente. Nos quadros inferiores plotamos os
gréaficos das densidades de probabilidade radiais completas r|¢(r)[?, onde
1) 2 = |ar)?(|f(r)]? + |g(r)|?). Utilizando unidades de Rydberg atomicas
er;=0,1, r. = 1,0, agp = 0,125, u; = 1. Os valores esperados da posicao
sdo (r)r =0,783; 0,841; 0,850, e (r), = 0,706; 0,685; 0,679.

Finalmente, na figura (4.3) nos quadros superiores plotamos os gréficos
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Figura 4.2: Autofung¢bes para m = 1. As curvas azul e rosa se referem as

componentes superior e inferior, respectivamente, para o caso Rashba. As

autofuncoes de Dresselhaus sao invertidas: azul para componente inferior, e

rosa para superior.
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Figura 4.3: Autofungoes para m = 2. As curvas azul e rosa se referem as

componentes superior e inferior, respectivamente, para o caso Rashba. As

autofungoes de Dresselhaus sao invertidas: azul para componente inferior, e

rosa para superior.
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das densidades de probabilidade radiais dos trés primeiros estados com m =
2. Os autovalores de energia sao 36, 137;153,26 e 351,53, para os estados
fundamental, primeiro e segundo excitados respectivamente. R(r) representa
f(r)eg(r). Ascurvas azuis se referem a r|ag f(r)|? e as curvas rosas as fungoes
rlaxg(r)|?, onde f(r) e g(r) sao as fungoes de onda radiais das componentes
inferior e superior, respectivamente. Nos quadros inferiores estao plotados
%,

os graficos das densidades de probabilidade radiais completas r|¢(r)|?, onde

1) 2 = |ar)?(|f(r)]? + |g(r)|?). Utilizando unidades de Rydberg atomicas
er; =01, r. = 1.0, ag = 0,125, pu; = 1. Os valores esperados da posicao

sdo (r); = 0,800; 0,840; 0,852, ¢ (r), = 0,738; 0,700; 0, 682.

4.3 Hamiltoniano de Dresselhaus

Nesta tultima parte do trabalho, vamos fazer as mesmas verificacoes que fi-
zemos no caso anterior, onde a particula de massa efetiva varidvel estava
submetida a uma interacao SO do tipo Rashba, aqui faremos a investigacao
para o caso de uma interacao SO do tipo Dresselhaus, seguindo os mesmos
passos, vamos iniciar esta secao fazendo o estudo do Hamiltoniano para o sis-
tema com massa variavel, mas agora considerando o termo de Dresselhaus.
O Hamiltoniano neste caso tem a mesma estrutura do caso Rashba, este
¢ composto por uma parte cinética e por uma parte referente a interacao
SO, as componentes cinéticas Hy sao as mesmas do caso Rashba, logo nao
reproduziremos o calculo delas aqui, isto ja foi feito na secao (4.2), entao
faremos o tratamento somente das componentes fora da diagonal principal

(Hi2 € Hay), comecemos com,
le :CXD<Pw+iPy), (4143)
usando o mesmo operador momento definido para sistemas com massa variavel,
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e considerando duas dimensoes,

1 1
Hi2 = —apt (M@x + 5@;/\/1) +ap (/\/lay + §8y./\/l) . (4.144)
Usando a transformagao (3.9) e depois de algumas simplificagoes,
tape 1 1 du
=— Op +—-0pg — —— | . 4.145
iz VI ( * r 0 A dr) ( )
A componente Hoq,
H21 = OJD(Px — iPy), (4146)
pode ser calculada de forma andloga aplicando-se a transformacao (3.9)
. —i0 .
—iape 1 1 du
=—— |0, — -0 — ——F— | . 4.147
Mo =— ( P g dr) .147)

Assim obtemos as nossas quatro componentes do Hamiltoniano de Dresse-
lhaus para massa efetiva dependente da posicao. Na proxima subsecao, tra-
taremos da conservacao da componente J, do momento angular total J para

este acoplamento.

4.3.1 Conservacao do Momento Angular

Nesta subsecao verificaremos a conservacao da componente J, do operador
momento angular J para particulas de spin 1/2 com massa efetiva depen-
dente da coordenada radial r, submetidos a uma interacao spin-orbita do
tipo Dresselhaus, muitos dos caculos necessarios aqui ja foram reproduzidos
na subsecao (4.2.1), onde tratamos o caso Rashba. A relagdo de comutagao
entre a componente cinética Ho do Hamiltoniano total H, e a componente .J.,
que foi tratada anteriormente é a mesma para o presente caso, desta forma,
nao repetiremos este calculo aqui. Partimos da componente do Hamiltoni-
ano total H, responsavel pela interacao SO, ja em coordenadas polares, cuja
forma é,

1
M, = 2ap (%SQL,Z + MS,P, + §ST(PTM)) (4.148)
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O comutador entre esta componente e J, pode ser escrito como,

[HD J.)=[HD L]+ [HE,S.] (4.149)

S0? S0 S0 z

Tratando primeiro a parcela em L., temos,

HD, L.] = 2ap [%SQL,Z + MS, P, + %ST(PTM), LZ} (4.150)

S0’ z

Usando novamente propriedades dos comutadores, podemos escrever,

1
(HD, L.] = 2ap ([MSGLZ, Lz] L MS, P L)+ {ésr(PrM), LD |
r
(4.151)
Vamos calcular cada parcela acima, aqui ja utilizaremos de antemao as

relagoes (3.31), logo para a primeira,

[%S@LZ,LZ] = %[SQ,LZ}sz (4.152)
considerando a segunda parcela,
[MS,P.,L.,] = M[S,, L,]P, (4.153)
e finalmente a terceira parcela,
1 1
[QST(PTM),LZ] = §[ST,LZ](P,,M). (4.154)
Analisemos o termo [HZ S.],
D M 1
[H,,S.] =2ap TS(;LZ + MS, P, — §ST(PTM), S.|. (4.155)

Separando as componentes do comutador acima temos,

HD. 5] = 2ap ([%%Lz, sz} L IMS, P S + B&(PTM), SD |
(4.156)
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calculando separadamente as parcelas, e também usando as relagoes (3.31),

temos para a primeira,

[%SQLZ,SZ] _ %[SQ,SZ]LZ, (4.157)
para a segunda parcela,
[MS,.P,,S,] = MI[S,, S|P, (4.158)
e finalmente a terceira parcela,
1 1
é[ST(PTM), S, = 5[57«, S (PM). (4.159)

Reunindo todas as contribuigoes obtemos,

1
H2 T = 2ap <%[59,LZ]LZ+M[ST,LZ]PT+§[ST,LZ](PTM)

+¥[59, S.JL. + MIS,, 5P, + 5[5, SZ](P,.M)) (4.160)

a expressao acima se anula se usarmos as relagoes canonicas fundamentais

do momento angular e as relagoes definidas em (3.48). Assim substituindo,
D M . L.
Mo J:] = 2ap T(—ZST)LZ + M (iSp) P, + E(ZSQ)(PTM)
M . I
+T(ZST)LZ + M(_ZSQ)PT + 5(—289)(PTM) ,(4.161)

onde depois de diversos cancelamentos, como foi feito no caso Rashba, temos
o resultado procurado,

(Mo, J] =0, (4.162)

507

que representa a conservagao da componente J, do momento angular total
para particulas de spin 1/2 com massa dependente da coordenada radial r,

mas agora submetidos a uma interagao spin-érbita do tipo Dresselhaus.
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4.3.2 Sistema de Equacoes Acopladas

Nesta subsecao vamos buscar um sistema de equacoes, da mesma forma que
foi feita para o caso Rashba, assim, comecamos estabelecendo um problema

de autovalor,
Hy(r,0) = Ev(r,0), (4.163)
onde mais uma vez a fungao de onda 1 (r, §) é um bi-espinor (3.51). Propomos

um ansatz para este bi-espinor semelhante ao do caso Rashba,

bralr ei(m+%)0
U(r,0) = ) - (4.164)
arf(r)e'n=2)
A equagao de autovalor pode ser colocada em uma forma mais explicita como

na equagao (3.52). Desta igualdade retiramos a seguinte expressao, de onde

obteremos a nossa primeira equacao do sistema,
Hubkg(r)ei(er%)e + ngakf(r)ei(m_%w = Ebkg(r)ei(er%)e, (4.165)

substituindo as componentes H1; e Hio nesta expressao,

1 1 1 3n2/16
(——a,% _d=ny B e /2 ) brg(r) (4.166)
[t pr pr pir
- i0 ; 1d _
elm+3)0 _ i—a\D/eﬁ (ar + %8.9 - @d_l;) akf(r)ez(mfg)e =

= Ebyg(r)eim+2)°,

tomando o caso especial de n = 2 e simplificando, escrevemos a primeira

equagao do sistema,

d2 1d 1 1 9 iaDak\/ﬁ d m
— -+ = |z —m° - E =— | ——+— :
<dr2 rdr N 72 [2 " m} TH ) 9(r) br ( dr * r ) J(r)

(4.167)
Para encontrar a segunda equacao do sistema, partimos da expressao

abaixo, semelhante ao caso anterior,
Honbpg(r) e 2+ Hopay f (1)’ = Bapf(r)e™ 20 (4.168)
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substituindo as componentes Ho € Hao,

_ 2
<—l82— (1 n)ar_iag_?m /16

) arf(r) (4.169)

A pur? pur?
. e~ j 1d ,
z(mf%)e o apte . — Za . __IU’ b z(m+%)0 _
¢ VI e 4 dr kg (r)e

= Eayf(r)e'" 2"

e fazendo n = 2 finalmente temos a segunda equacgao do sistema,

d? 1d 11 9 iapbp/1 (d - m
— - 4|z E o AL T
<dr2 rdr * r? {2 " —|—m} T ) J(r) ay, dr * r 9(r)
(4.170)

Agora que encontramos o nosso sistema de equacoes, para o Hamiltoni-

ano com interacao SO escrita via termo de Dresselhaus, partiremos para a

préoxima subsecao, onde tentaremos encontrar a solucao para este sistema.

4.3.3 Autofuncoes

Comecaremos pela primeira equagao do sistema, entao, reescrevendo,

d2 1d 1 1 9 OéDZ'CLk\/ﬁ d m
e B e B _ E __Zrve oy
<dr2 rdr N 72 [2 " m} TH )g(r) br dr * r J(r)
(4.171)
Fazendo a mesma substituicao de variavel utilizada no caso Rashba, z =
vr? obtemos,

?  (1/2-m?) wmE m aplag/fi d m
(w* prommiaty vel KA v UG e vl e R

(4.172)

Usando a segunda equacgao,

(d_2_1i+i {1_mz+m] ME) Fr) = _ 0ibe/B (iﬂ) o(r)
er 2 ag dr r
(4.173)
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Fazendo a mesma substituicao de variavel, temos,

Z?  (1/2-m?) wmE m _apibgy/pa (,d m
(s + B2+ 52 s o) = =220 (52 2 o)
(4.174)

Adicionando as equagoes (4.172) e (4.174), temos,

?  (1/2—-m?) wmFE m B

4ry ag aj

- KZ_: + Z_’Z) Gz) + <Z—: - 2—Z> F(z)”

E subtraindo estas mesmas equagoes, temos,

(%+ (1/24;2m ), Zly]f) G(2)+ 5F()=  (4176)

PO (% B ey (24 ) o

4’y bk ag E ay

- KZ_: + z_f;) F(z) + (Z—: - Z—Z) G(z)”

Impondo que ay = by, as equacoes acima ficam,

<j_; _ d% i le [1/2—_27”2 _ g]) G(z) = _g (1 + %) F(2). (4.178)

z af

Agora vamos usar uma ultima transformacao,

F(2) = e */%/ZA(2) (4.179)
G(z) = e*/*\/2B(z) (4.180)

usando as derivadas F’, ", G', G” no ultimo sistema, obtemos,

2 1d 1 4E  1/2+m? me? 1
R e S o e — 1-—\B
[dz Tl (1 N as, L >] A) 2z ( 2Z) 2

(4.181)
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> 1d 1 4E  1/2+m? me~? 1
T e T RN | - 0% R 1+ — ) A(2).
[dz - zdz 4 ( * ol N 22 )] (2) 2z ( * 22) (2)

(4.182)
Utilizando entao a mesma notacao proveniente das funcoes de Bessel
(4.89) e (4.90), vistas no capitulo anterior (tomando o cuidado de trocar

a constante ag pela constante arp) temos nosso ultimo sistema modificado,

V,B(z) = me” (1+i)A(2) ; (4.183)

observe que este sistema ¢ muito parecido com o caso Rashba, podemos
perceber que aqui os termos do lado direito do sistema estao trocados, em
relacao ao caso do sistema Rashba.

Aqui, partimos para a solucao do sistema acima, vamos tentar nos guiar
pelos mesmos métodos utilizados no caso Rashba, entao, vamos primeiro
apresentar a solucao do sistema para m = 0, depois trabalharemos o sistema
para o caso onde m # 0.

Caso para m = 0:

Neste caso temos o seguinte sistema a disposicao,

V,A(z) =

0
V.B(z)= 0

O respectivo sistema se desacopla e se transforma em duas equacoes de

Bessel homogéneas, de primeira espécie, de ordem vy = \/ig, As solucoes neste

caso sao escritas como,

Ao(z) = 1y, (k2) + cad_py (k2) (4.184)
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By(z) = diJy,(kz) + doJ_,, (k2) (4.185)

Agora que ja conhecemos as fungoes Ag(z) e By(z), podemos retornar para
as autofuncoes radiais f(z) e g(z), para o caso m = 0, O calculo é simples
e as autofungdes radiais sdo (tem uma troca no sinal das exponenciais, em

relagdo ao caso Rashba),
\/z —z/2 z/2 —2/2 z/2
fo(z) = 7[(016 + dye” %) J,, (kz) + (cee + doe*?)J_,, (kz)] (4.186)
e
\/E —z/2 z/2 —z/2 z/2
go(z) = 7[(616 — d1€7%)J,, (kz) + (ce — doe™*)J_,y (kz)], (4.187)

onde vy = \/ig e c1,Co,d; e dy sao constantes arbitrarias.
Caso m # 0
Para este caso, faremos o mesmo procedimento do caso anterior, primeiro

apresentaremos as solugoes do sistema homogéneo, que sao,

An(2) = eundy,, (k2) + camd -, (k2), (4.188)

B (2) = dynJ,,, (k2) + domJ_,,, (k2). (4.189)
Com estes resultados, podemos encontrar a parte homogénea das fungoes
radiais, que sao,

fh () = %[(cme?‘/2 + dlme_z/Q)J,,m (kz) + (02m62/2 + d2m6_2/2)J_ym(k:z)]

(4.190)
e
G (2) = L (el i) (52) + (eamel® = ™), (k)

(4.191)
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Para as solucoes particulares, temos que considerar o sistema nao ho-
mogeéneo, aqui encontramos o mesmo problema do caso Rashba, nao conhe-
cemos uma maneira simples de resolver um sistema de equacoes de Bessel
nao homogeéneas e com uma funcao transcendental envolvida, assim, vamos
desenvolver a parte exponencial em série de Taylor e separar os termos, entao,

~mB(z) N mB(z) N 3mB(z) N 5zmB(z)

JA(2) = — ..., 4.192
ViA() 122 1z 8 24 (4.192)
onde podemos chamar, por conveniéncia,
1 1 3
P,Q(Z) = —4—22, P,l(Z) = E’ P[)(Z) = g (4193)

Expandindo a segunda equagao do sistema (4.183) em série, temos,

~mA(z)  mA(z) N 3mA(z)  5zmA(z) N

LB(z) = ey 4.194
VoB(z) 422 1z 8 24 (4.194)
onde definimos também,
1 1 3
Ply(z) = L PLi(z) = P Fy(z) = 3’ (4.195)

usando estas ultimas defini¢oes no sistema (4.183), podemos colocd-lo em

uma forma mais compacta,

VL A(2) = (=1)'mP}(2)B(2),
V,B(z)= mPl()A(z).
Vamos resolver o sistema acima para cada termo da expansao, vamos

comegar pelo termo Py(z), substituindo este no sistema acima, temos,
V., A(z) = %
V.B(z) = 3mA(z).
que é o mesmo para o caso Rashba, de modo que escrevemos diretamente,
Ap(2) = crdy, (K 2)+ ey, (K, 2), (4.196)

BPO(Z) = C[[[Jl,m(k’/_Z)—C[\/J,/m(kg_Z). (4197)
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Solugao para P_q(z)

m
JA(2) = —B(z2),
VoA = LB
V.B(z) = ——A(2).
()= —1A)
multiplicando a segunda equacao por i e somando as duas, temos,

m

VUAG) +iB(2)] = ~ 2 [A() +iB()], (4.198)
e subtraindo-as,
V[A(2) — iB(2)] = %‘[A@) —iB(2)]. (4.199)
Fazendo, -
v, + % [A(2) +iB(2)] = 0, (4.200)
v, - % [A(2) — iB(2)] = 0, (4.201)

desenvolvendo a primeira equagdo acima e chamando X (z) = A(z) +iB(z),
temos,

2X"(2) + 2X(2) + (22k2 TIPSR

. m) X(z) =0, (4.202)

cuja solucao é analoga a do sistema com SO do tipo Rashba, mas aqui as

componentes estao alternadas,
X(z) =e ™27 {dU (¢, 1+ 2v; 2ikz) + ¢, L*, (2ikz) } (4.203)

onde ¢ é dado pela expressao logo abaixo da equagao (4.123).
Da mesma forma, desenvolvendo a segunda equagao, e definindo Y (z) =

A(z) —iB(z) temos,

2Y"(2) +2Y'(2) + (Zka — 2% - ng) Y(z)=0 (4.204)

77



que é a mesma equacgao (4.121) obtida na se¢ao que estudamos o caso Rashba,

assim escrevemos imediatamente a solugao,
Y(z) =e ™27 {d\U (q,1 + 2v; 2ikz) + d)L* (2ikz) } , (4.205)

onde o parametro ¢ estd definido logo abaixo da equagao (4.121).
Assim, da mesma forma que fizemos para o caso Rashba, considerando

que descartamos a solugao hipergeométrica, as solugoes A(z) e B(z) sao,

1
Ap_(2) = §€_ZkZZV[C,2L2_';/(2i/€Z) + dy L (2ik2)) (4.206)

Bp () = ;e’ikzz”[c’QL%"(z,(Zikz) — &y L% (2ik=)]. (4.207)

Solucao para P_5(z)

O sistema para P_y(z) é,

V,B(z) = —%A(z) ’

podemos reconhecer que é o mesmo sistema que obtivemos no caso Rashba,
para esse termo. Assim, nao faremos o desenvolvimento dos cédlculos aqui,

apresentaremos as solugoes que sao,
Ap ,(2) = agy(k2) (4.208)
Bp ,(z) = boJ,,(kz). (4.209)

Desta forma, reunindo os resultados anteriores, temos uma solucao parti-

cular aproximada do sistema (4.183), que pode ser escrita com a adigao das

solugbes para os trés termos (linearidade),
AT(2) =~ Ap(2) +Ap.,(2) + Ap.,(2) (4.210)
By(2) ~ Bp(2)+ Bp.,(2) + Bp_,(2), (4.211)
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ou de uma forma mais explicita,

AP (2) =~ J, (K 2)+ e_ikzz”[LQ_”q,(%kz) + LQ_”q(Qik,’z)] + Jy(kz), (4.212)
e
B (2) & J,, (K 2) + e 2" L (2ikz) — L™ (2ikz)] + Jo (k2).  (4.213)
Agora, finalmente podemos determinar as nossas autofuncoes radiais,
lembrando,
fm(2) = fu(2) + f2(2) (4.214)
gn(2) = gm(2) + gh(2) (4.215)

ou substituindo a parte correspondente a solugdo particular (a parte ho-

mogeénea j4 foi encontrada), temos a nossa forma final para as autofungoes,

fu(2) = fu(2) + Vze AP (2) (4.216)
gn(2) = gn(2) + V2Bl (2) (4.217)

Finalmente, usando as componentes radiais acima, podemos escrever o
nosso espinor solu¢do da equagao de autovalor (4.163), assim como fizemos

para o caso Rashba,

(1
(2, 0) = a gm(z)eZ(m+j)9 . (4.218)
fru(2)e! =200

Aqui podemos fazer as mesmas consideracoes que fizemos quando trata-
mos o caso Rashba acerca dos termos extras z, z? etc... nao os utilizamos
justamente pelo pequeno valor da constante ap, que deixaria estes termos

despreziveis. A nossa aproximacao ja é suficiente para o modelo proposto.
As autofuncoes para o sistema com SO modelada pelo termo de Dresse-
lhaus estao plotadas nas figuras (4.1), (4.2) e (4.3). Enquanto que a com-

ponente superior para o sistema com termo de Rashba é a azul, para o de

Dresselhaus ela é a rosa e vice-versa.
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Futuras

Apresentei nesta dissertacao um estudo detalhado sobre sistemas quanticos
(particulas) de spin 1/2, com massa efetiva constante m* e massa efetiva de-
pendente da posigao radial p(r), em ambos os casos trabalhei em um cendrio
bidimensional e uma interagao spin-orbita particular estava presente. Come-
cei com uma introducao ao assunto e no capitulo 2 apresentei o problema
do ordenamento, os Hamiltonianos propostos, com uma atencao especial ao
proposto por von Roos [20], e introduzi o importante critério de Dutra e
Almeida. No capitulo 3 trabalhei sistemas quanticos com uma massa efe-
tiva constante e submetidos a uma interacao spin-orbita do tipo Rashba e
em seguida, no mesmo capitulo, fiz o mesmo tratamento considerando uma
interagao spin-orbita do tipo Dresselhaus. Construi os Hamiltonianos, pro-
vei a conservagao da componente J, do momento angular total J, construi
e resolvi o sistema de equacoes acopladas envolvendo a parte radial, utili-
zando resultados da teoria das funcoes de Bessel e obtive as autofuncoes

para os dois casos considerados. No capitulo 4 iniciei o estudo sistematico
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dos sistemas quanticos de spin 1/2 com massa efetiva dependente da posigao
radial p(r) e submetidos a uma interagao spin-6rbita, também em um caso
bidimensional, este capitulo é o mais importante do trabalho e o estudo de-
senvolvido ali é o objetivo desta dissertacao, apliquei entao o mesmo roteiro
que foi aplicado no capitulo 3, onde considerei a massa efetiva constante, pri-
meiro considerando estes sistemas submetidos a uma interacao spin-érbita
do tipo Rashba, construiu-se o Hamiltoniano, verificou-se a conservacao da
componente J, do momento angular total J, construi um sistema de equagoes
acopladas envolvendo somente a parte radial e por meio de aproximagoes su-
cessivas e transformacoes pude encontrar as suas solugoes, obtive entao as
densidades radiais de probabilidade para trés valores de niimero quantico m
e alguns autovalores de energia, em seguida, na segunda parte do capitulo,
fiz a mesma coisa, s6 que considerando o termo de Dresselhaus, encontrei
entao um sistema de equagoes para este caso e suas autofuncgoes, vimos que
as solucgoes oriundas do caso Rashba guardam uma certa semelhanca com as
do caso Dresselhaus, determinei entao as densidades radiais de probabilidade
também considerando trés valores de m e alguns autovalores de energia. As-
sim, apresentei esses resultados na forma de graficos. O presente trabalho se

desenvolveu mais dentro do aspecto quantitativo do problema.

5.1 Perspectivas Futuras

Como trabalho futuro pretendo extender o dominio de investigacao desses
sistemas quanticos com spin 1/2 para massas dependentes da posicao radial
p(r) descritas por fungbes polinomiais de grau n, inteiro, mais arbitrario,
nao necessariamente igual a 2, como fiz aqui, onde fixei o valor 2 na funcao

massa u(r) = pyr™ para poder investigar como o sistema se comportava,
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sendo submetido a uma interacao spin-érbita particular, sem complicar de-
masiadamente o problema. Acredito que um grau n arbitrario e aberto nos
levara a um problema mais intricado do que o anterior, desenvolvido nesta
dissertacao. Este trabalho contudo ja teve um pontapé inicial. Pretendo
também trabalhar com esses sistemas, submetidos simultaneamente ao ter-
mos de Rashba e de Dresselhaus, e considerar a interacao com um campo
eletromagnético externo dependente do tempo e verificar a dinamica envol-
vida nesta interagao, bem como tratar a evolugao temporal destes sistemas

e testar o modelo de Rashba para outras bandas de energia.
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Apeéendice A

Calculo de H,, para massa
constante em coordenadas

polares

Neste apéndice faremos a transformacao de coordenadas das componentes
fora da diagonal principal do Hamiltoniano para uma particula com massa
efetiva m* constante, submetida a uma interacao spin-orbita via termo de
Rashba e depois faremos com o termo de Dresselhaus, comegando com o
caso Rashba, temos,

H,, = ap(Pyoy, — Pyo,), (A.1)
que é a componente em coordenadas cartesianas, podemos reescrever esta

expressao colocando em destaque os operadores de spin,
H, =2ap(P,S, — P,S,), (A.2)

usando as transformagoes (3.9), sé que em fungao dos operadores P, e L.,

temos,

1 1
H,, = 2ap ({cos 0P, — —sin QLz] Sy — {sin 0P, + — cos HLZ} Sx) , (A.3)
r r
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reagrupando os termos, temos,
H,, =2ap (—%[COS 0S, + sin6S,|L, + [cos 0S, — sin QSx]PT) ) (A.4)
Agora tratando o vetor de spin S em duas dimensoes, isto é,
S = Syi+ 5,7, (A.5)

onde (z,7) é a base candnica em coordenadas cartesianas, fazendo uma mu-

danca na base para coordenadas polares, temos,
1 .
S = (Sycosb + Sysinf)p + —(S, cosf — S, sin b)), (A.6)
r
podemos definir,

Sy = Sycost 4+ S,sind (A.7)
Sy = Sycost —S,sind.

Lembrando que devemos dividir o médulo do vetor de base ¢ por r para
termos uma expressao dimensionalmente correta. Assim podemos usar as

relagoes (A.7 ) em (A.4), chegando ao resultado procurado,
1
Hg, = —2ap (—STLZ - SgPr) : (A.8)
r

agora tratando a componente fora da diagonal principal, usando o termo de

Dresselhaus, comecamos da expressao em coordenadas cartesianas,

H,, = ap(P,0, — Pyoy), (A.9)
reescrevendo esta componente em funcao dos operadores de spin,

Hy, =2ap(P,S, — P,S,), (A.10)

e utilizando a transformacao (3.9), mas em fungado dos operadores P, e L,,

temos,

1 1
H,, =2ap ({cos 0P, — —sin GLZ] Sy — [sin 0P, + — cos GLZ] Sy> . (A.11)
r r
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Reagrupando os termos,

H,, = 2ap ([cos 6S, — sin6S,| P, L [cos S, + sin GS:E]LZ> , (A.12)

r

e utilizando o vetor de spin,
S = Syi— S, (A.13)

fazemos uma transformagao de coordenadas para polares (p, 0) na expressao

acima para escrever,

~

S = (S cosf — Sysinb)p — —(S, cosf + S, sinh)6. (A.14)

S |

Assim, da mesma forma que foi feito para o caso anterior, podemos definir,

S, = Spcosf —S,sind (A.15)
Se = —(Sycos6+ S, sinb),

e finalmente usando as defini¢ées (A.15) em (A.12), temos o resultado,
1
H,, = 2ap (S,,PT + —SQLZ) . (A.16)
r

Concluimos o apéndice determinando as componentes fora da diagonal
principal, responsaveis pela interacao SO, tanto para o caso Rashba quanto
para o caso Dresselhaus, em coordenadas polares (p, é) para sistemas quanticos
com massa efetiva m* constante, em uma regiao bidimensional, convém co-
mentar aqui que o calculo para a conversao dessas coordenadas é muito se-
melhante para o caso das componentes H fora da diagonal principal quando

a massa efetiva é dependente da posi¢ao radial p(r), caso este que foi o tema

de nosso trabalho.
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Apeéendice B

Calculo dos comutadores |5, L]

€ [SQJLZ]

Neste apéndice vamos efetuar o calculo dos comutadores [S,, L,] e [Sy, L],
Calculo de [S,, L,]
Para iniciar o cdlculo deste comutador, vamos redefinir L, = P, e também

vamos reescrever o operador S, em coordenadas cartesianas, isto é,

Sy = Sy cosf + S, sind, (B.1)

substituindo esta expressao, bem como a redefinicao notacional Py no comu-

tador [S,, L.| e efetuando os célculos, temos,

[Szcos@ + Sysinf, Py| = [S,cosb, Py|+ [S,sinb, P

= Sycos B, Py] + S,[sin b, Py, (B.2)

utilizando propriedades operacionais dos comutadores, podemos chegar fa-

cilmente aos seguintes resultados abaixos,
[cos b, Pyl = —isiné [sinf, Py] = icosb (B.3)
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assim, utilizando estes resultados, temos,
[Sr, L] = i(S, cos — S, sind), (B.4)

o operador Sy pode ser colocado como uma combinacao de seus equivalentes

em coordenadas cartesianas,
Sp = S, cosf — S, sinf (B.5)
utilizando a expressao acima, concluimos o calculo do nosso comutador,
[Sy, L] = iSy. (B.6)

Calculo de [Sy, L, ]
O célculo de [Sy, L,] pode ser conduzido de maneira semelhante, utili-

zando (B.5) temos,

[Sycost — S,sinb, Pyl = [S,cosb, Py] — [Sysinb, P (B.7)
= Sylcosb, PBy] — S,[sin b, By,

utilizando novamente as relagoes (B.3), temos,
[Sp, L.] = —i(S; cos + S, sin ), (B.8)
utilizando a expressao (B.1) obtemos finalmente o resultado procurado,

Sy, L.] = —iS,. (B.9)
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