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Resumo

Nesta tese analisamos o movimento de particulas massivas e fétons na
presenca de um monopolo global, no contexto de uma classe particular das
teorias f(R) da gravitagdo. As equagdes de campo sao expressas em termos da
funcao F(R)=df(R)/dR. A simetria esférica do problema nos permite expres-
sar tal funcao como F(R(r)) = F(r). Para desenvolver nossa andlise, adotamos
uma forma especifica para F(r), assumindo uma pequena perturbacao sobre
a Relatividade Geral e assim obtemos as equagoes de campo modificadas e
suas solucoes no limite do campo fraco para particulas teste e para a deflexao

da luz.
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Abstract

In this thesis we analyze the motion of massive particles and photons in
the presence of a global monopole, in the context of f(R) gravity. The field
equations are expressed in terms of F(R) = df(R)/dR function. Since we
are dealing with a spherically symmetric system, we assume that F(R(r))
= F(r) is a function of the radial coordinate only. To achieve this goal, we
adopt a specific form of F(r), assuming that it is a small perturbation of the
General Relativity Theory and thus obtain the modified field equations and

their solutions in the weak field limit for particle test and deflection of light.
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Introducao

Teorias que envolvem gravidade modificada tém recebido grande atencao,
devido a certas limitagoes referentes a teoria da Relatividade Geral (RG). As
teorias f(R) est@o entre as teorias alternativas a RG de Einstein que envolvem
funcoes nao lineares do escalar de curvatura R. Logo que a RG foi finalizada,
tentativas de sua generalizagao foram propostas. O inicio dessas modificagoes
se deu em 1919 com Weyl [1] e em 1923 com Eddington [2], ao considerar a
inclusao de invariantes de curvatura de ordem superior na agao de Einstein-
Hilbert.

No inicio dos anos 60, devido a teoria quantica, percebeu-se que a RG
nao era renormalizavel e que, assim, nao poderia ser quantizada convencio-
nalmente. Em 1962, Utiyama e DeWitt mostraram que a renormalizacao em
um loop necessitaria que a acao de Einstein-Hilbert fosse acrescida de um
termo de curvatura de ordem superior [3]. Apesar de vérios estudos tedricos
procedentes de corregoes quanticas na gravitacao e também em teorias de
cordas apontarem para a necessidade de corregoes invariantes de maior or-
dem na agao gravitacional [4, 5], tais corre¢oes nao foram estudadas mais
a fundo pois acreditava-se que s6 seriam relevantes a situagoes de forte in-
teracao gravitacional, esperando ser desprezivel em baixas energias. Por este

motivo, essas correcoes foram consideradas importantes apenas em escalas



confinadas a escala de Planck, e consequentemente ao universo primordial
[6, 7, 8], ou tentativas de se evitar singularidades cosmolégicas e de buracos
negros [9, 10].

Recentemente, um cenario inesperado para o universo tanto da analise
astrofisica quanto cosmoldgica tem apontado para a necessidade de se con-
siderar novas e desconhecidas formas de matéria, chamadas como matéria
escura e energia escura [11, 12, 13, 14, 15]. A matéria escura possui a propri-
edade de se agregar com a matéria comum. Ja o termo energia escura refere-se
a uma desconhecida forma de energia que nao se agrega como a matéria e
seria responsavel pela atual expansao acelerada do universo. Estima-se que
nosso universo seja composto por 4,5 % matéria barionica, 21,5 % de matéria
escura e 74 % de energia escura.

Apesar de haver varios problemas observacionais que podem ser solu-
cionados pela presenca de matéria escura [16, 17], o mesmo ndo pode ser
dito da energia escura. A presenca da energia escura sé seria justificada
pelo crescimento acelerado do universo, sendo seu papel semelhante ao da
constante cosmoldgica, que traz problemas ainda nao resolvidos tanto para
a gravitacdo quanto para interagoes em altas energias [18, 19]. A descoberta
da expansao acelerada do universo em 1998 [20], serviu de grande motivacao
para se considerar, nao s6 novos tipos de matéria, mas novas formulagoes da
propria gravitagao. Essas novas formulacoes podem vir em varias formas,
mas os resultados tedricos ja citados em Teorias de Campos a altas ener-
gias para explicar o periodo inflacionério indicam que a modicacao da teoria
pode ser necessaria também para explicar essa aceleracao atual em escalas
cosmoldgicas. Muitos estudos acerca das propostas de novos modelos gravi-
tacionais ja foram e continuam sendo estudados, dentre eles podemos citar

as teorias escalares-tensoriais proposta por Brans e Dicke em 1961 [21, 22],



teorias de branas [23, 24] e as teorias f(R) [31] que sdo nosso foco nessa tese.

Inicialmente o universo se encontrava em um estado muito quente e denso,
possuindo nesse estado um alto grau de simetria. Com a expansao do uni-
verso a temperatura foi diminuindo gradativamente, proporcionando assim
transigoes de fase acompanhadas de quebras espontaneas de simetria (QES)
[25, 26]. Os monopolos globais sao defeitos topoldgicos que podem ter sur-
gido devido a essas transigoes de fase quando ha uma QES do grupo SO(3)
para o grupo U(1). No contexto gravitacional os defeitos topoldgicos ainda
nao foram observados, mas seus efeitos no desvio da luz e possivel producao
de ondas gravitacionais a partir de sua dinamica sao pontos que motivam o
seu estudo e consequéncias nos mais diversos contextos [27].

Os estudos sobre o campo gravitacional de um monopolo global, foram
feitos em 1989 por Barriola e Vilenkin [28] no contexto da RG. Resolvendo
as equacoes de Einstein nesse contexto, encontraram a métrica associada ao
defeito. Foi observado entre outras coisas que o espago-tempo apresenta um
déficit de angulo sélido, possibilitando assim o calculo do desvio da luz que
seria gerado pelo monopolo, indicando uma forma de detecta-lo. Além disso,
mostraram que o monopolo global nao exerce qualquer forca gravitacional
sobre particulas teste que se movam em sua vizinhanca.

O estudo sobre o campo gravitacional de um monopolo global em teorias
f(R) foi realizado recentemente [29], e um dos resultados mais importantes
estd no fato de, ao contrério da teoria da RG, em f(R) foi verificado que o
monopolo global exerce for¢a sobre uma particula teste.

O objetivo principal desta tese é estudar o campo gravitacional de um
monopolo global na teoria f(R), levando em considerac¢do o termo de massa
do monopolo, desprezado anteriormente pelos autores de [29] por se conside-

rar totalmente desprezivel na escala astrofisica. Esse termo de massa pode



representar por exemplo um buraco negro dotado de um monopolo global.
No capitulo 1, faremos uma revisao a respeito das teorias f(R) e ana-
lisaremos as principais caracteristicas das equacoes de campo modificadas,
focando nas solugoes esfericamente simétricas no vacuo. No capitulo 2, apre-
sentamos uma breve revisao do processo de QES, que nos leva a compreender
a formacao de defeitos topoldgicos em escala cosmolégica. No capitulo 3, des-
creveremos o estudo do campo gravitacional associado ao monopolo global na
teoria da RG e na teoria f(R), desprezando em ambas o termo de massa. No
capitulo 4, estudaremos o campo gravitacional do monopolo com o termo de
massa, generalisando as equacoes para particulas teste e calculando explici-
tamente a deflexao da luz nesse cenario. Por fim, apresentamos os principais

resultados dessa tese.



Capitulo 1
Teorias f(R) da gravitacao

Com a descoberta da expansao acelerada do universo e ao fato de associar
esse expansao ao termo de energia escura [30], uma das primeiras idéias que
surgiram para explicar esse fenomeno foi a de associar esse termo a uma
energia de vacuo, que seria acrescentada a teoria através de uma constante
cosmolégica nas equacoes de Einstein. Porém, uma teoria com constante
cosmoldgica prevé uma enorme discrepancia entre a energia de vacuo para a
Teoria Quantica de Campos e a cosmologia [18].

Essa discrepancia associada a constante cosmoldgica motivou a busca por
outras alternativas tedricas, tais como a de modificar a teoria da gravidade.
Entre essas propostas podemos citar as teorias f(R) [31].

A modificacao da gravidade proposta numa teoria f(R) consiste em subs-
tituir o escalar de curvatura na acao de Einstein-Hilbert por uma funcao
arbitraria do mesmo. A consequéncia de uma generalizacao deste tipo na
lagrangiana implicam em, tanto o formalismo variacional da métrica e o
de Palatini para fungoes f(R) nao-lineares, conduzem a resultados distintos
[31]. Mais tarde, levando em consideragao corregoes na gravidade em escalas

préoximas a de Planck, considerou-se a possibilidade de que teorias deste tipo



acomodassem uma descri¢ao consistente do processo inflacionario pelo qual o
universo primordial teria passado [6]. Como uma alternativa viavel a energia
escura, as teorias f(R) foram propostas mais recentemente [32, 33]. Outras
possiveis aplicagoes das teorias f(R), bem como suas consequéncias, podem
ser encontradas de forma abundante na literatura [34, 35, 36, 37, 38, 39,

entre outros.

1.1 Equacoes de campo modificadas

Como foi dito anteriormente, as teorias f(R) vem de uma generalizacao

direta da acao de Einstein-Hilbert,

1

S =
2k

/d4x\/—gR, (1.1)
onde g é o determinante da métrica e k& = 887G é a constante de acopla-

mento gravitacional e R é o escalar de Ricci. Substituindo R por uma fungao

arbitraria do mesmo, temos

1 4
S =5 [ d'av=g/(R). (1.2)

Como ja mencionado anteriormente, ha dois formalismos variacionais
possiveis de se usar para chegar as equacoes de campo de uma teoria de gra-
vitacao, o formalismo da métrica que adotaremos nesta tese e o formalismo de
Palatini. No formalismo da métrica, considera-se a métrica g,, como sendo
a Unica variavel dinamica independente, as conexoes sao assumidas como
sendo as de Levi-Civita e as equagoes de campo sao obtidas variando-se a
agao com respeito a métrica. No segundo formalismo, considera-se nao ape-
nas a métrica como campo independente, mas também as conexoes. Nesse

caso, as equacoes de movimento sao obtidas variando a acao com respeito a



estas duas variaveis. Na RG, as equacoes de campo obtidas a partir dos dois
formalismos coincidem. O mesmo nao ocorre numa teoria f(R) [31, 34, 40].

Adicionando a agao de matéria a acao (1.1), temos

S = op [ VIHER) + S (1.3

onde ) representa os campos de matéria.

As equagoes de campo obtidas através da equacao (1.3) sao dadas por

1
F(R)Ry, — Qf(R)g;w = V.V F(R) + guUF(R) = kT, (1.4)
sendo F(R) = %f;) e o tensor momento-energia associado a campos de

matéria é dado por

2 0SS,
T, =———. 1.5
K /_g 5guy ( )

Tomando o traco da equagao (1.4) obtemos
F(R)R — 2f(R) + 30F(R) = kT, (1.6)

que é uma equacao diferencial, relacionando o escalar de curvatura com o
tensor momento-energia. Essa equagao mostra que, para teorias f(R) nesse
formalismo, existe um grau de liberdade escalar extra associado ao campo
gravitacional. Isso pode ser visto comparando a equagao (1.6) com a equagao
de movimento de um campo escalar ¢

O — dvi9) _ J, (1.7)

dg

onde V representa o potencial associado ao campo e J representa um termo

de fonte qualquer. A partir das duas equacGes podemos observar que o



grau de liberdade escalar é representado por F(R) (usualmente chamado
de scalaron). Esse grau de liberdade pode ser responsavel por algum tipo
de processo inflaciondrio (dependendo da escala de energia estudada). Na
escala cosmologica ele pode ser responsavel pela atual expansao acelerada do
universo.

Analisando a equacao (1.4) podemos tentar escrever as equagoes de campo
no formato das equagoes de Einstein com um tensor momento-energia efetivo
que dependa do escalar de Ricci e de f(R). Dessa forma, podemos redefinir
a constante de Newton como Gerr = % , que se torna a constante de
acoplamento gravitacional efetiva. A redefinicdo dessa constante pode ser
util para estudar certas condigdes as quais uma determinada teoria f(R) seja
valida, como veremos a seguir. A utilizacdo de um tensor momento-energia
efetivo nao é totalmente necessaria nesse modelo, apesar de ser 1util em teorias
escalares-tensoriais, tais como teorias de Brans-Dicke [21]. Pode-se provar
que as teorias f(R) s@o equivalentes as teorias de Brans-Dicke com parametro

w =0 [29, 34].

1.2 Condicoes de estabilidade sobre as funcgoes
F(R)

Existem algumas condigdes que devem ser imposta sobre as teorias f(R)
para que assim se tornem modelos fisicos viaveis. Essas exigéncias ocorrem
devido ao grande sucesso da Relatividade Geral em descrever eventos onde
a gravidade é fraca e também devido a enorme quantidade de dados que nos
apontam uma determinada evolugao cosmoldgica do universo. Ou seja, uma
teoria f(R) tem que reproduzir os resultados da Relatividade Geral no limite

de campo fraco e ainda produzir um modelo realista de evolugao cosmolégica.



a _

A primeira das condigoes que deve ser imposta ¢ a de que f'(R) = 75 =

F(R) seja positivo. Essa condigao pode ser entendida se tentarmos reescrever

a equagao (1.4) na forma das equagoes de Einstein, de onde obtemos

_ Jwp Guw _ _
G = By =5 R = s [T+ 5 (F () = F(R)R 4 V¥, gWD)F(R)]_
(1.8)

Nessa equagao podemos definir uma nova constante de acoplamento gravita-

cional,

k
F(R)

que deve ser positiva para qualquer curvatura, para assim garantir o aco-

Gepp = (1.9)

plamento usual do campo gravitacional com a matéria. Isso faz com que a
fungado F(R) tenha que ser necessariamente positiva. Se assumirmos o ponto
de vista da Teoria Quantica de Campos, a positividade de F(R) pode ser vista
como a necessidade de evitar que o scalaron seja um ghost, o que geraria uma
instabilidade no modelo [41].

Podemos analisar a equagao (1.6) para assim identificar o potencial asso-

ciado ao grau de liberdade escalar ;| reescrevendo-a como

av kT

UF(R = —. 1.10
B+ 7w = 3 (1.10)
Desta ultima equacao podemos identificar o termo de massa como
d*V (F) 9
dF? g - ey (1)

a quantidade Fj,;, pode ser interpretada como o regime em que a RG do-
mina, ou seja, F(R), = 1. Por outro lado, para que as fases da evolugao

do universo sejam reproduzidas pela teoria, ela também deve se aproximar



da RG num regime de altas curvaturas, como ocorreu no inicio do universo
[42]. Para isso, temos que considerar também que f”(R) = F'(R) << 1.
Utilizando a equagao (1.6), podemos identificar a forma do potencial relacio-
nado ao scalaron e levando-se em consideragao a aproximacao citada, pode-se

mostrar que

1
2 ~
mie) ~ SRy (1.12)

Portanto, para que o campo escalar nao seja um tachyon é preciso exi-

gir que F'(R) > 0. Podemos também adotar uma interpretacao mais direta
sobre os efeitos gravitacionais da teoria, analisando as consequéncias de se
considerar a equagao (1.9) como a fun¢do que determina o acoplamento do
campo gravitacional com a matéria. Como a quantidade varia com a cur-
vatura, podemos analisar a variacao da intensidade gravitacional a partir de

sua derivada

Gy F'(R)G
iR~ F2(R)’

Assumindo que a primeira condigao de estabilidade F'(R) > 0 é respei-

(1.13)

tada, podemos ver que , exigir que F’(R) seja positivo, é equivalente a exigir
que a intensidade da interacao gravitacional decresca com a curvatura. Essa
exigéncia é necessdria pois, do contrario, Gers poderia crescer indefinida-

mente com a curvatura e o sistema nao possuiria um estado fundamental.

10



1.3 Solucoes esfericamente simétricas em te-
orias f(R) no vacuo

Estamos interessados em estudar um caso especifico de solugoes para a
equagao (1.6) [43, 44]. Para o caso onde existe simetria esférica podemos

escrever a métrica como

ds®> = B(r)dt* — A(r)dr?* — r*(d6* + sen*0dp?), (1.14)

onde A e B sao fungoes da coordenada radial somente.
Considerando um caso em que nao ha fontes, o tensor momento-energia

é zero e a equagao (1.6) se torna

F(R)R — 2f(R) + 30F(R) = 0. (1.15)

O escalar de curvatura correspondente é

1 B A\ 1B ,(B A\ 1B
S I (A e (A P
R ArQ[ +<B A)T 1B <B+A)+2BT}’ (1.16)

onde a (') = &£,

Devido a simetria do problema, expressaremos as equagoes de campo em
termos do scalaron F(R), porém escrevendo-o como func¢ao da coordenada
radial, F'(R) = F(r). Com isso ao invés de sugerirmos formas funcionais para
f(R), bastard propor um ansétze para F(r). Isolando f(R) na equagao (1.15)
e substituindo na equagao (1.4) no vacuo, obtemos

FR,, —V,V,F 1

= J(FR-DF). (1.17)

Desde que a métrica dependa s6 de r, teremos um grupo de equagoes para

Gup

A(r), B(r) e F(r). Nesse caso ambos os lados sdo diagonais e independem

11



dos indices escolhidos. Este resultado independe do modelo f(R) escolhido
e ¢ a forma mais direta de se obter as equagoes de campo. Deferenciando a

equagao (1.15) em relacdo a r, obtemos a seguinte relagdo de consisténcia

RF' — R'F + 3(0F) =0, (1.18)

que deve ser obedecida por qualquer solugao de (1.17). A partir da equagao

(1.17) podemos verificar a combinagao abaixo,

FR,, — V,V,F

Gup

C, = (1.19)

que ¢ independente do indice p e deste modo C), — C, = 0, para todos os

indices p, v. Assim podemos obter duas equagoes de campo
A B A B
2F ( — + — Fl=+=|—-2rF" = 1.2
(A—I—B)—I—r (A+B) r 0, (1.20)

F F A B
—4B +4AB — 47“BF +2r*B'— +2rB (Z + —) +

F B
A B
—r’B’ (Z - E) +2r°B" = 0. (1.21)

Logo, definindo uma forma especifica para a fun¢ao F(r) poderemos ver
os efeitos de determinada modificacao da gravidade nas equagoes de campo.
Obtendo as solugoes dessas equacoes podemos encontrar a forma do escalar

de curvatura e, em principio, obter o formato da funcao f(R).
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Capitulo 2

Quebra Espontanea de Simetria

e Defeitos Topologicos

Simetria é uma caracteristica que pode ser observada em certos objetos
que mantém uma certa invariancia sob certas transformacgoes , movimentos
ou trocas. A quebra espontanea de simetria (QES) ocorre quando um sistema
que é simétrico, passa de forma espontanea, para um estado nao simétrico.
A QES pode ocorrer nos mais variados sistemas fisicos [45, 46].

Transicoes de fase podem quebrar simetrias existentes em um certo sis-
tema. A quebra de simetria devido a transicoes de fase é um processo fun-
damental para a formacao de defeitos topoldgicos.

Os defeitos topoldgicos ja foram amplamente estudados em sistemas de
matéria condensada, tais como cristais liquidos [26, 45]. Em cosmologia ainda
nao foi confirmado, mas é uma possibilidade bem razoavel do ponto de vista
fisico [47, 48]. Existem basicamente trés tipos de defeitos topoldgicos: pare-
des de dominio (superficies de descontinuidade), vértices (linhas extensas) e
monopolos (objetos puntiformes).

Neste capitulo discutiremos os defeitos topoldgicos e seu processo de
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formacao no cendrio cosmoldgico de forma geral. Porém, antes vamos re-

visar as QES brevemente.

2.1 QES

Para entender o processo de QES de um sistema simples, podemos utilizar
como exemplo um sistema ferromagnético [49] que pode ser analisado pelo
modelo desenvolvido por Heinsenberg, que considera intera¢oes spin-spin. A

hamiltoniana para o caso de um campo magnético igual a zero é dada por,

H= —%JZUZ‘U]', (21)
(i,3)
onde J é uma integral de interagao, » | representa o somatdrio sobre os pares
(i.4)

vizinhos (i, j) e o; o spin localizado na posicao i. A hamiltoniana acima
¢ uma grandeza escalar. Sendo assim, invariante sob rotagoes. Embora o
sistema seja rotacionalmente invariante, isto ocorre apenas quando temos
uma temperatura T maior que a temperatura critica T, (temperatura de
Curie), em que os spins estao desordenados e o estado fundamental do sistema
corresponde ao estado de magnetizacao zero (M=0). A partir do momento
em que abaixamos a temperatura T a um valor menor do que 7., os spins do
corpo se alinham apontando para uma dire¢ao particular, adquirindo assim
uma magnetizagao nao nula M, que nao é invariante sob rotagoes (Figura

2.1). Essa diregao é escolhida espontaneamente pelo sistema, assim dizemos

que a simetria foi espontaneamente quebrada.
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Figura 2.1: Ferromagneto de Heinsenberg. a)T' > T.. b)T < T,

Analisando a energia livre do sistema através da teoria do campo médio de
Landau [50], pode-se mostrar que, no caso onde nao hé dependéncia espacial
na magnetizacao, existe uma determinada temperatura critica onde ocorre
uma transicao de fase e o sistema passa a ter magnetizacdo nao nula. A
energia livre de um sistema ferromagnético isolado (sem campos magnéticos

externos) pode ser escrito como

T -1,

F=VN
1.

|M|* + BIMI* (2.2)

onde V é o volume, N a densidade de estados, T a temperatura e [ uma
constante positiva. Da equacao acima temos que se T > T,., F terd um
minimo quando M=0. Para T < 7., o valor minimo de F serda quando
M= 0. Assim, o primeiro caso nos mostra uma situacao em que o estado
fundamental é simétrico sob rotagoes. Enquanto, no segundo caso, a simetria

é espontaneamente quebrada. A figura 2.2 serve de ilustracao para este caso.
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Figura 2.2: Energia livre de um sistema ferromagnético em funcao da mag-

netizagao
2.2 QES discreta

Nesse caso, consideramos uma lagragiana que seja invariante sob trans-
formagoes discretas, em que sua simetria interna deva ser quebrada por um
campo escalar que tenha um valor nao nulo no vécuo [51].

A lagrangiana é dada por

# = S(0,0)(09) = V() (2.3

onde o potencial V é

V(9) = gmé? + A6 (2.4)

Esta lagrangiana é invariante sob a transformacao discreta
¢ — ¢ =—0. (2.5)
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Ou seja,

O minimo de energia é obtido minimizando-se V' (¢). Desde que \ seja
positivo, podemos ter dois casos possiveis, m? > 0 e m? < 0.

Para m? > 0 temos apenas um minimo, que ocorre para ¢ = 0 e portanto
o estado fundamental é simétrico.

Para m? < 0, o potencial pode ser ilustrado pela figura 2.3, que apresenta

dois estados fundamentais nao nulos

¢ =t
m
b0 = I (2.6)
V(p)
—p +%o

Figura 2.3: Potencial minimo para m? < 0

Como nenhum dos dois valores de ¢ respeitam a simetria dada pela trans-

formacao (2.5), ao selecionar naturalmente um destes valores, a simetria do
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sistema é espontaneamente quebrada. Definindo uma variavel de campo que

represente excitagoes em torno deste vacuo

¢ =¢— ¢o, (2.7)

cujo valor esperado do vacuo sera

(0] (x)|0) = 0. (2.8)

Ja que temos uma funcao ¢, que mede flutuacoes em torno de ¢q, é
natural considerarmos que ao se escrever a lagrangiana em funcao desse termo
a simetria ¢ — —¢ nao seja preservada, devido a quebra de simetria por

reflexao,

1 - _

2= 0,67 — m(@) —An(d) — NI — 1w (29)

Essa nova lagrangiana nao exibe mais a simetria por reflexao, e o termo

cubico mostra que a simetria foi quebrada espontaneamente.

2.3 QES continua global

Quando hé uma quebra de simetria continua, podemos estudar um sis-
tema formado por campos escalares complexos, sendo a lagrangiana escrita

CcOo1mo

= L0u0)FV) ~V(6,6°), (2.10)

no qual o potencial V é dado por

A
V(6,6") = m*o6" + 7(66")". (2.11)
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A lagrangiana (2.10) é invariante sob transformagoes globais U(1)

o(z) — ¢(2) = (2). (2.12)

Assim como feito anteriomente devemos analisar para m? > 0 e m? < 0.

2

No caso em que m*® > 0, temos um minimo absoluto em ¢ = 0. Quando

m? < 0, temos um minimo nao nulo que satisfaz

—m2

N

9] = - (2.13)

Este valor nao é invariante sob a transformacao global. O valor esperado

para o vacuo deste potencial serd dado por

(6) = ne”. (2.14)

Ao selecionar um valor especifico do vacuo o campo quebra sua simetria
pois o estado nao é invariante sob a transformagao de fase. Em principio, o
campo pode assumir qualquer valor que respeite a equagao (2.14) e o vacuo

¢ infinitamente degenerado, figura 2.4.

#1

Figura 2.4: Grafico do potencial de um campo escalar complexo, conhecido

como chapéu mexicano, exibindo QES.
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Considerando agora perturbagoes sobre o estado de vacuo e escolhendo
6 = 0, podemos representar ¢ como uma excitagao em torno desse vacuo, ou

seja

1 .
Z5(01+i02), (2.15)

sendo ¢; e ¢y campos reais. Logo, substituindo (2.15) na lagrangiana (2.10)

¢=n+
temos

1 1 A
Z = §(au¢1)2 + 5(8“@)2 - 57]2925% + D%inh (2-16)

Lt € 0 termo de interacao que acomoda todos os termos cubicos e de
poténcias superiores em ¢; e ¢o. Podemos notar que o termo ¢y, representa

uma particula massiva, sendo

my = V. (2.17)

No entanto, ¢5 nao é massivo. O campo ¢, é conhecido como campo de Higgs
e 0 campo ¢y é conhecido como béson de Goldstone [46].
A QES global exige o aparecimento de uma particula com massa nula

pelo Teorema de Goldstone.

2.4 Defeitos topoldgicos e o universo primor-
dial

Durante as primeiras fases do universo, as componentes materiais estavam
caracterizados por altos graus de densidade, temperatura e simetria [52].
Com o passar do tempo, houve um resfriamento do universo devido a sua

expansao, e ao atingir uma temperatura critica, T= T, ele pode sofrer uma
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transicao de fase. A origem dos defeitos topoldgicos esta ligada as transi¢oes
de fase onde ha uma quebra de simetria. Assim, hd uma natural conexao
entre evolucao cosmoldgica e formagao dos defeitos topoldgicos.

Os primeiros estudos acerca da formacao de defeitos topoldgicos no con-
texto cosmoldgico, foi desenvolvido por Kibble [47]. Ele propés um meca-
nismo para explicar como as transigoes de fase cosmoldgicas podem gerar a
formagao de dominios, cada um dos quais assumindo um valor de vacuo es-
pecifico. Esses dominios estariam inicialmente incomunicéveis entre si, mas
a medida em que o universo se expandisse, eles poderiam entrar em contato.
No momento desse contato é que surgiriam os defeitos topoldgicos.

Para descrever este processo, vamos considerar como exemplo o modelo
de Goldstone dada pela lagrangiana (2.10), na qual o potencial efetivo, com

a correcao devido a temperatura é

A
Vegs(,T) = m?(D)]of + /o], (218)
no qual
2 Ao 2
m=(T) = 1—2(T — 671°) (2.19)

corresponde a massa do campo no estado em que ele se anula. Esse termo se
anula para um determindo valor de T, chamado de temperatura critica, no
qual ocorre a transicao de fase, figura 2.5. Para T" > T, o termo de massa é
positivo e o minimo do potencial ocorre em ¢ = 0. Para T' < T, o minimo

ocorre em um valor diferente de zero dado por

1

¢l = —= (T2 = T*)"2. (2.20)

=

6
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Vers(o,T) [ T=0

Figura 2.5: Grafico do potencial efetivo em func¢ao do campo para diferentes

valores da temperatura.

A expressao nos mostra que o campo cresce continuamente a medida que o
T diminui (abaixo de T,), o que caracteriza uma transigao de fase de segunda
ordem.

No contexto cosmologico, quando o universo resfria-se abaixo de T, o
campo toma a forma da equagao (2.20). Contudo, a fase 6 nao pode ser deter-
minada apenas pela fisica local, dependendo também de flutuagoes aleatérias.
Desta forma 6 tomara diferentes valores em diferentes regides do espaco. As-
sumindo &(¢) como sendo o comprimento de escala no qual os valores de 6
nao estao ligados, ou seja, os valores de ¢ em duas regioes distintas sao inde-
pendentes se elas estao separadas por uma distancia maior do que um certo

fator de correlagao £(t). Esse fator deve obedecer a condigao de causalidade

f(t) <dpy, (221)
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onde dp € a distancia que a luz percorre durante o tempo de vida do universo.

Espera-se que, no momento em que os dominios entrem em contato (que
ocorre a medida em que o universo se expande), que suas respectivas escalas
de tamanho sejam da ordem do comprimento de correlagao.

A figura (2.6) descreve bem a formagao de cordas cdsmicas. Em (a),
vemos varios dominios (regides em branco), que assumem diferentes valores
de fase. A medida que os dominios crescem, os valores de fase passam a se
correlacionar, formando assim um tnico dominio (b). A regido comprimida
no centro é a estrutura caracteristica de uma corda césmica global que se

forma da juncao de trés dominios de valores de fase diferentes.

Figura 2.6: (a) Dominios de puro vacuo com valores diferentes (circulos
brancos) cercados por uma regiao de falso vécuo (cinza) (b) O crescimento
dos dominios faz com eles se juntem em um dominio de puro vacuo cercando

o falso vacuo e formando nessa regiao uma corda césmica global.
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2.5 Paredes de dominio

No caso das paredes de dominio a formagao se da a partir de uma teoria

de campo escalar real, descrita pela lagrangiana

A
2 = L(0,00,6) ~ 56 —P)” (2.22)

Neste caso ha uma invariancia sob transformacao ¢ — —¢ que é espon-
taneamente quebrada quando o campo ¢ escolhe um dos valores esperados,
¢ =mnou ¢ = —n. A mesma andlise feita anteriormente baseada no meca-
nismo de Kibble pode ser utilizada aqui.

Sejam inicialmente duas regides no espaco inicialmente nao correlacio-
nadas, ou seja, separadas por uma distancia maior que o comprimento de
correlagao £. Se em algum momento elas entrarem em contato, na regiao
entre elas o campo ocupara o falso vacuo.

Esta regiao de transicao entre elas, correspondera a um defeito bidimen-

sional, conhecido como parede de dominio, figura 2.7.

Paredes de dominio

Y il
;s

Figura 2.7: Mecanismo de Kibble para a producao de paredes de dominio.
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2.6 Monopolos globais

Monopolos podem ser formados tanto a partir de uma quebra de simetria
local [49, 53] quanto de simetria global. O processo de formagao dos mono-
polos globais (no qual utilizaremos nesta tese) é basicamente o mesmo dos
processos descritos anteriormente. O monopolo global, diferentemente dos
outros defeitos, nao se estende por uma regiao do espaco, ele é considerado
um defeito pontual, apesar de possuir uma escala de comprimento associada
ao seu nucleo.

O monopolo global surge em uma teoria cuja lagrangiana é dada por

& = L0000 — 20— ) (2.23)

No qual o campo de Higgs, ¢*, é um isotripleto de campos escalares (a= 1,

2, 3). Como j4 foi dito, através do processo de quebra de simetria, este defeito
pontual encontra-se no falso vicuo e é formado pela juncao de dominios
em diferentes estados de vacuo verdadeiro. A escala tipica relacionada ao

tamanho do monopolo é dado por [28§]

5 ~ (Van)™L (2.24)

A forma que assumiremos para o campo ¢% é

¢* = nh(r)—, (2.25)

onde x%z® = r2.

A funcéo h(r) deve obedecer a algumas condigbes de contorno,

h(0) =0, h(r >>§) — 1. (2.26)
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A primeira condigao sobre h(r) garante que o monopolo esteja na regiao
de falso vacuo onde os campos se anulam, para assim evitar divergéncias na
origem. A segunda, garante que fora do niicleo do monopolo o campo assuma

os valores de vacuo proporcionais a 7.
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Capitulo 3

Monopolo global na Teoria da

Relatividade Geral e em

Teorias f(R)

A Relatividade Geral, desenvolvida e publicada por Einstein em 1915 [54],
propos um conjunto de equacoes diferenciais que deveriam descrever o com-
portamento do campo gravitacional. Baseado em novas idéias desenvolvidas
por ele acerca da gravitacao, ¢ uma generalizacao da teoria da gravitagao de
Newton e é aceita e comprovada por muitos experimentos [57]. No mesmo
ano, o matematico alemao David Hilbert obteve, independentemente, as mes-
mas equagoes de campo [55, 56], a partir de um principio variacional. A agao
usada por Hilbert para obter tais equagoes é constantemente mencionada na
literatura como acao de Einstein-Hilbert. Com a recente descoberta da ex-
pansao acelerada do universo, a constante cosmoélogica volta ao cendrio atual
para tentar descrever essa expansao.

As teorias f(R) da gravitagdo tem recebido grande atengdo na ultima

década, como um dos modelos possiveis para explicar a origem da expansao
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acelerada do universo. Uma teoria f(R) consiste em modificar a RG, pro-
pondo a substituicao do escalar de curvatura na acao de Einstein-Hilbert por
uma fun¢do arbitraria do mesmo, f(R).

No intuito de analisar possiveis consequéncias em outros fenomenos ja
conhecidos e estudados no contexto da RG é que estamos dispostos a analisa-
los em teorias f(R). Tal andlise pode representar uma ferramenta importante
para uma melhor compreensao desses fendmenos, inclusive no contexto da
RG. Em nosso caso essa andlise se baseia na presenca do monopolo global na

teoria.

3.1 Efeitos gravitacionais do monopolo global

em RG

A agao da Relatividade Geral também conhecida como acao de Einstein-

Hilbert é dada por

S = % d*r/=gR+ Sp, (3.1)

onde

S = / d*eN/ =9 %L, (3.2)

é a acao de matéria, .7, a lagrangiana de matéria, g é o determinante da
métrica e k = 871G é a constante de acoplamento gravitacional. As compo-

nentes do tensor momento-energia sao obtidos através de

2 0%
V=g g

Através do principio de minima acgao, chegamos as equacgoes de Einstein

T,, = (3.3)
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R — guR=FKIL,. (3.4)

O estudo do campo gravitacional de um monopolo global foi realizado
por M. Barriola e A. Vilenkin no contexto da RG [28].

Considerando-se a lagrangiana dada pela equagao (2.23), sendo o campo
¢* dado por (2.25), para um monopolo global, a métrica mais geral que possui

uma simetria esférica pode ser escrita da seguinte forma

ds* = B(r)dt* — A(r)dr* — r*(df? + sen*0dp?). (3.5)

As equagbes de campo para ¢® na métrica (3.5) se reduz em uma tnica

equagao para h(r)

1., 2 1 (B\,, 20 5.9
Zh + {E +35 <A> ] h 3 Anh(h* —1) = 0. (3.6)

As componentes nao nulas do tensor momento-energia associado ao mo-

nopolo sao dadas por

27112 2
n°h nh A 4o 2
TO = — 4+t n? -1 3.7
2712 2
1 n-h nh A 40 2
= — — 4+ —n*(h* =1 .
T ==L T 2R - 1) (33)
Qh/2 )\774
12=18 =" 22— 1), .
Py =T S - ) (39)

E para o tensor de Ricci as componentes nao nulas sao
R B" n 1 /B A’ n B 1 /B (3.10)
724 4\ Aa)\A " B) r\4) '
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r _B" 1(B A’+B’ 1A (3.11)
W=op 4\B)\Aa " B) r\a4a) '

r A B 1
Rpp=1- 57 (—ZJFE) - (3.12)
R33 = 86%20}%22. (313)

Em regices distantes do nicleo, temos que h(r) — 1. Assim, as compo-
nentes do tensor momento-energia associado ao monopolo global serao dadas

aproximadamente por

TO:T1~”—2 (3.14)
0 1N7”’ :

T? =T; ~ 0. (3.15)

A solucao geral das equagoes de Einstein com essa aproximagao €

2GM
B(r)=A"'r)=1-87Gn* — GT (3.16)

Podemos estimar a massa M do monopolo usando a relagao geral

2 r
Blr) = 1- 3¢ / TOr2dy (3.17)
0

r

comparando essa tltima equac¢ao com a equagao (3.16) pode-se encontrar

r h/2 h2 -1 (hZ _ 1)2
M = 4mn? — Mt 2 dr = ATV, 3.18

A integral na equacio (3.18) é da ordem de 6 ~ A\~Y/2p~1. Assim, M ~

M,uereo- O valor da massa é considerado desprezivel em escala astrofisica.
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Uma métrica (3.16) que possua uma massa muito grande (M >> 0/G),
descreveria a massa de um buraco negro carregando uma carga de monopolo
global. Logo, desprezando a massa M a métrica do monopolo (3.5) pode ser

escrita como

ds®> = (1 — 87Gn?)dt* — (1 — 87Gn?) " tdr® — r*(d6* + sen®0dy?®).  (3.19)

Reescalonando as varidveis r e t, podemos reeescrever a equagao (3.19)

como

ds® = dt* — dr? — (1 — 87Gn*)r?(d6* + sen?0de?). (3.20)

A métrica (3.20) descreve um espago com um deficit de angulo sélido. A
drea de uma esfera de raio r nao serd 47r?, mas sim 47 (1 — 87Gn?)r?. A

superficie § = m/2 possui a geometria de um cone com um deficit angular

A = 87Gn’. (3.21)

Uma caracteristica importante que pode ser observada através da métrica
(3.20) é que, uma vez que ggo = 1, 0 monopolo nao exerce forga gravitacional
sobre uma particula teste em sua vizinhanca.

Podemos analisar também a propagacao da luz no campo gravitacional
de um monopolo global. Considerando-se um feixe de luz propagando-se de
uma fonte S para um observador O, e que ambos estejam no plano equatorial
0 =7/2. Se S, O e o monoplo estao perfeitamente alinhados, entdao a imagem

tera a forma de um anel de diametro angular

l
(d+1)’

Sy = 8T2Gn? (3.22)
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onde d ¢ a distancia do monopolo ao observador e [ é a distancia do monopolo

a fonte.

3.2 Efeitos gravitacionais do Monopolo Glo-
bal em teorias f(R)- Equagoes de campo

Podemos agora generalizar a combinagao expressa na relagao (1.19), usada
para obter as equacoes de campo modificadas com simetria esférica no vacuo,
para os casos em que levamos em consideragao a existéncia de um tensor

momento-energia 7),,, assim a expressao pode ser escrita como

FR,, —V,V,F~Tr

C, = (3.23)

Gup
Considerando o tensor momento-energia fora do niucleo do monopolo,

obtemos as equacoes de campo abaixo
A B A B
2F ( — + — Fl—+—=)—-2rF"=0 3.24
<A + B) +r (A + B) r : (3.24)

F F A B
— 4B+ 4AB — 47~BF +2r’B'— +2rB (— + —) +

F A B
A B 4ABkn?
_2pr [ - 2pn N _
rB(A+B)+27"B = 0. (3.25)
Definindo
A B
B=7+5 (3.26)

podemos escrever as equagoes de campo da seguinte forma

g F' 1F

P T FaED (3:27)
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/ /

F F
— 4B +4AB — A_frBE - 2TQB/F +2rBf +

4ABkn®

—r*B'B+2r°B" — P

0. (3.28)

3.3 Solucoes no regime de campo fraco

Considerando uma aproximacao de campo fraco nas equacoes de campo,
e assumindo que B(r) = 1+ b(r) e A(r) = 1 4+ a(r) com |b(r)| e |a(r)]| <<
1. Além disso vamos considerar que a modificacao da teoria da gravidade
corresponda a uma pequena corregao na RG, de tal forma que F(r) = 141 (r),
com |1(r)| << 1[29]. Utilizando essas aproximagoes, é possivel verificar que,

em primeira ordem, podemos escrever

Fow

B/ b/ , Al a/ ,

— = ~ — = ~a. 3.30
B 1+b ’ A 1t+a (3:30)

Logo, as equagbes aproximadas para (3.24) e (3.25) sao

" (331)
.
(§
4a —4ry +2r(a +b) +2r2" —4(1 + a+ b —p)kn* = 0. (3.32)

A solucao destas equagoes dependem da forma escolhida para o parametro

responsavel pela alteracdo da teoria, 1(r). Vamos considerar ¢(r) = or”
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[29], em que 1y é um parametro a ser determinado e associado a modificacao
da gravidade. Para que nao haja singularidade natural na origem, conside-
ramos apenas casos em que n > 0. Assim, para a equagao (3.31) e (3.32)

teremos

a +b =n(n—1)er™ !, (3.33)

2a — 2npor™ +r(a’ + ') + r*0" — 2kn* = 0. (3.34)

Da equagao (3.33) podemos obter a seguinte relagao

a+b=(n—1)yr", (3.35)

a=(n—1)er" —b. (3.36)

Usando a relagdo acima e substituindo em (3.34), esta pode ser expressa em

termos somente da fungao b(r)

720" — 20+ (n + 1)(n — 2)or™ — 2kn* =0, (3.37)
e como solu¢ao, temos
b(r) = % Foear? — ke — or™(1 — kn?). (3.38)

onde c; e ¢y sao constantes de integragao. Considerando que estamos lidando
com uma teoria sem constante cosmoldgica, podemos considerar que cy =
0. Vamos considerar também ¢; = —2G M, afim de recuperar o potencial

newtoniano. Sendo k = 87G e B(r) = 1+ b(r) entao,
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2GM
B(r)=1- GT — 87Gn* — Yor™(1 — 87Gn?). (3.39)

Para uma tipica teoria de grande unificacao, o parametro n é da ordem
de 10'6 Gev, assim 87Gn? ~ 1075 [52]. Isto nos permite desprezar o termo
Por™ x 8wGn? nos resultados obtidos, ja que |[¢or| << 1. Entdo podemos
escrever

B(r)y=1- 2GM 8TGn? — hor”. (3.40)
r

De (3.26) resulta que

A(r)B(r) = coemDvor”, (3.41)

onde ¢q ¢ uma constante de integragao que escolhemos como ¢y = 1. Portanto,

. 2G M -
A(?") _ e(n—l)wor |:1 _ T _ 87TG772 — ¢0rn . (342)

O termo Yyr™ é uma quantidade adimensional. Assim, o parametro

possuird dimensao de L™", o que significa dizer

[\/W] ~ L. (3.43)

A equacao acima sugere que o modelo seja dotado de uma escala de compri-

mento, expressa em termos do parametro ¢)g. Como estamos considerando

uma teoria que consiste em uma pequena corre¢ao sobre a RG, dado que

|1or™| << 1, teremos entdao um limite superior para a coordenada radial em
1 ; .

que 7 < g Ja observamos que o monopolo apesar de ser considerado

um defeito pontual possui um nticleo com uma escala tipica da ordem de

A"12pn~1 ¢ estamos interessados em estudar os efeitos externos ao seu ntcleo.
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Logo, a validade do modelo esta restrita a uma regiao especifica dada pelo
intervalo

AV < < (3.44)

Lt
Yol

Para o caso em que as distancias sao arbitrariamente grandes poderiamos
considerar um modelo dinamico no qual o monopolo possuisse velocidade.
No caso estatico, é interessante restringirmos a uma regiao finita em torno
do monopolo para analisarmos seus efeitos gravitacionais. Para que o modelo
seja teoricamente valido também precisamos abordar a questao da estabili-
dade da teoria f(R), discutida na se¢éo (1.2). Para isso utilizamos as equagoes

(3.40) e (3.42) para obter o escalar de curvatura

167Gn?

R=—[(n—1)(n—2)+2(n+2)]er" > > (3.45)

r

Desta forma é possivel determinar a forma explicita da fungao f(R). O pro-
cedimento a ser seguido é o de escrever a equacao acima em funcao de R, em
seguida substituir r = 7(R) em F(r) = 1+ ¢yr" e assim realizar a integracao
de F(R), que resulta na f(R). Em principio é possivel obter a forma dessa
funcao para qualquer valor de n. Pode-se verificar que o fato de se consi-
derar essa modificagao na gravidade como uma pequena corregao sobre RG,
garante que a funcao acima satisfaca as seguintes condicoes de estabilidade,

que é esperada para qualquer teoria f(R) [34, 42]:

o deJ;gf ) > 0 (teoria livre de taquions);
o %1? > 0 (teoria livre de ghosts);

° limR_m% =0e limRﬁoo% = 0 (GR recuperada a altos red-shifts),

onde A = A(R) é definida como A = f(R) — R.
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Ao considerarmos o termo de massa desprezivel, podemos escrever as

equagoes (3.40) e (3.42) como

B(r) =1 —8rGn* — tor", (3.46)

A(r) = elnDvor” [1—87Gn* — Yor"] - (3.47)

Realizando uma expansdo binomial em (3.47) e desconsiderando os termos

cruzados, temos que

A(r) & (14 87Gn* + naper™). (3.48)

Com isso, é possivel mostrar que o elemento de linha descrito na solugao
dada pelas fungoes A(r) e B(r) sdo conformalmente relacionadas & solugao

de Barriola-Vilenkin, dada por

ds® = (1 — or™)[dt* — dr® — (1 — 87Gn*)r*(d6* + sen®0dy?®)].  (3.49)

3.4 Movimento classico de uma particula teste

Consideramos a andlise do movimento cldsico de uma particula teste [29)],
cujo o tensor métrico tem a forma (3.5) com as componentes dadas por (3.46)
e (3.48). A partir do elemento de linha correspondente, podemos definir a

lagrangiana de uma particula movendo-se nessa geometria, da seguinte forma,

2.9 = (%)2, (3.50)

logo,
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2.2 = B(r)i* — A(r)i? — r?6% — rsen64?,

onde o ponto se refere a d/dr

Os momentos canonicos sao dado por:

0z
o= Qg
Logo, temos
p = B(r)t, pr = —A(r)r,
po = —1°0, py = —r’sen’0¢.

(3.51)

(3.52)

(3.53)

Os momentos p; e p, sao interpretados como a energia E e o momento

angular L. Para dérbitas no plano equatorial § = 7/2, podemos reescrever os

momentos como

E = B(r)t, pr = —A(r)r,

Po = 0, L= —7’2@.

Utilizando a equagao da geodésica

dz* dx¥

g ar =

onde temos: € = 0 para fétons e € = +1 para particulas massivas.

Logo, para fétons (e = 0), temos como solugao
n L?
E? = en=lvor™y2 4 (1 —87Gn* — hor™) —-
r
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Para particulas massivas temos (e = +1), como solugdo obtemos

" L?
E? = eV i2 4 (1 — 87 Gn? — or™) (1 + ﬁ) . (3.57)

A energia potencial efetiva associada a particula teste é definida por

L2
Vers(r) = (1 — 87Gn* — bor™) = =0, (3.58)
[§
LQ
Veps(r) = (1= 87Gn* — dhor™) (1 - —2) e=+1. (3.59)
r

3.5 O movimento tangencial
Considerando as condigoes necessarias para um movimento orbital estavel
(i)r=0

.\ O
(ii) —ngF =0

(iii) ZYere >

Utilizando as equagoes (3.57) e (3.59), podemos verificar as seguintes

condicoes,

(z):%—f—j—b (3.60)
(i) : 5 [B(r) (1 + f—j)} —0=
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L? 2L?
= B (1 + —2) +B <——) = 0. (3.61)
T

As solugoes para E e L sao

2
E=B\s5—p (3:62)

B'r3
L=v\az—5r (3:63)

A velocidade angular para uma o6rbita arbitraria no plano equatorial é
definida como
dp % ¢ BL
Y_da ¥ _ 2% (3.64)

dt j—i t  rE

Usando (3.62) e (3.63) obtemos

0= \/g (3.65)

A velocidade da particula teste ao longo da diregao i é [50,58],

Q

s Yi dztdx’
v; ——% pTo (3.66)

Logo a velocidade tangencial v, ¢ dada por

d 2
= Jee TP Jeeqp (3.67)
goo dt 9oo

Desenvolvendo a equacao acima e mantendo apenas os termos lineares em

Gn? e 1)y obtemos

v, = —§mp0'r’”. (3.68)
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A expressao acima nos diz que uma érbita circular sé serd permitida fisica-
mente se 1y < 0. Desde que a massa do monopolo seja desprezivel, o movi-
mento circular da particula teste é uma consequéncia direta da modificacao

da gravidade representada pelo parametro 9. Ainda podemos reescrever a

v, = ,/%nwo\rn. (3.69)

3.6 O surgimento de uma forca extra

equagao (3.68) como

Um importante aspecto ausente na RG, é o fato da inexisténcia da forga
gravitacional devido ao monopolo sobre uma particula teste. Ja no contexto
de uma teoria f(R), esse aspecto fisico é observado [29]. Na RG, a métrica

goo € constante, ja em f(R) é

goo = 1 — 81Gn* — or™, (3.70)

o que da origem a uma forca radial atuando sobre a particulo para vy # 0.
O movimento de uma particula teste em um campo gravitacional fraco é

descrito pela equagao [50]

10h
2 Ozt

onde hgy é uma funcao que nos da o desvio da unidade da componente gg

(3.71)

Tr =

do tensor métrico. Para obter a forga dada por (3.71) expressamos a métrica
em coordenadas galileanas, g,, = 7., + h,,. Utilizando a seguinte mudanca

de coordenadas

t=(1—4nGn*)T (3.72)
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2 n
= (14 e IR

R, (3.73)

teremos

ds® = (1 — 167Gn* — YyR")dT>

8an2ln(|¢0’Rn)} (dR? + R2d0?) (3.74)
n | |

— {1 + 167Gn? + YeR"™ +

onde R = /22 +y% + 22 e 0% = db? + sen’ddp?®. Entao de (3.71) teremos

que

L n@ZJORn*l :Ei

= 5 (3.75)
Logo, a forca por unidade de massa da particula é

. Rr-1

Fe WOTR (3.76)

Uma vez que 9y < 0, entao a forca emergente serd sempre atrativa, assim

podemos escrever a equagao anterior como

R (3.77)

Como consequéncia da modificagao da RG, ha o surgimento de uma forga

atrativa exercida pelo monopolo global sobre a particula teste.
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Capitulo 4

Deflexao da luz e monopolo

global em f(R)

A luz, ao passar por um campo gravitacional, tende a ser desviada por esse
campo. A previsao da Relatividade Geral em relagao ao angulo de deflexao
no qual a luz sofre, foi confirmada em 1919, durante um eclipse solar total,
quando foi possivel medir a deflexdo angular aparente de estrelas proximas
ao sol. A deflexdo angular devido a presenca de um campo gravitacional tem
desde entao, sido repetidamente confirmado com medicoes de alta precisao e
fornece provas convincentes a favor da relatividade geral. Uma importante
aplicagao do efeito de deflexao diz respeito a chamada lente gravitacional que
atua como uma ferramenta para estudar varias caracteristicas do universo,
incluindo a estimativa da massas de galaxias [59].

A deflexao da luz, devido a uma distribuicao de massa esfericamente
simétrica (lente), é calculado através do estudo da trajetéria dos raios de luz
no campo gravitacional da lente. A trajetéria da luz é obtida a partir da
equagao geodésica nula, utilizando uma abordagem perturbativa [60, 61] ou

integrando diretamente a equacao da geodésica para a equacgao de érbita da

43



luz [62, 63]. Quando a fonte e o observador estao situados muito longe da
lente em comparacao com a distancia de aproximacao maxima dos raios de
luz da lente, o angulo entre as duas assintoticas da orbita da luz é considerado
como o angulo de deflexao.

Como resultado varias questoes relativas a estimativa do angulo de de-
flexao permanecem obscuros para muitos, e a igualdade do angulo de deflexao
e do angulo entre as duas assintdticas da trajetoria de luz tem sido muitas
vezes usado em situagoes em que nao é realmente valido [64, 65]. A existéncia
de diferentes métodos de estimativa da deflexao angular reforcou ainda mais
a complexidade do problema. Consequentemente, sao encontradas diferentes
expressoes do angulo de deflexao para o mesmo problema de lente, particu-
larmente para casos em que hé presenca de termos extras na teoria, tal como
a constante cosmoldgica.

Inicialmente, muitos autores ao investigar a possivel contribuicao da cons-
tante cosmolodgica para a deflexao da luz, verificaram que ela nao afetava essa
deflexao [64, 65]. O principal argumento utilizado nestas investigacoes é que
na equacao diferencial de segunda ordem que descreve a trajetéria da luz, o
termo contendo A desaparece, e assim, a solucao é a mesma de uma solucao
de Schwarzschild. Foi investigado que esse nao é bem o caso [66], uma vez
que na presenca de um espaco com A, esse espaco nao é assintoticamente
plano. Apéds essa constatacao, muitos trabalhos a respeito do assunto foram
publicados [67, 68, 69, 70, 71] e a cada novo trabalho um termo diferente
aparece ou desaparece.

O nosso principal interesse aqui é investigar a deflexao da luz na presenca

de um monopolo global em teorias f(R).
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4.1 Movimento classico de uma particula teste

Antes de entrarmos efetivamente no calculo da deflexao da luz, vamos ape-
nas verificar o movimento de uma particula teste, levando em consideracao
o termo de massa (M) que antes foi desconsiderado.

As componentes do nosso tensor sao dadas por (3.40) e (3.42). Logo,
resolvendo a equagao da geodésica (3.56), para fétons (e = 0), temos como

solugao

4G M ) L_j m

E2 — 6(71 1)w01”n -2 + (1 e 87TG77 . ¢0T
r

Para paticulas massivas (¢ = +1)

. 4GM L?
E? = enDvor™y2 (1 — —— —87Gn* — Yor" ) (1 + —2) . (42)
T r

A energia potencial efetiva associada a particula teste é definido por

2
oM ) L e=0,  (4.3)

‘/;ff( ) <1—T—87TG77 —w(ﬂ” 2

2
Verp(r) = (1 - ZLG’TM — 87GN? — Por™ ) (1 + %) e=+1. (4.4)

Para a velocidade tangencial obtemos como solugao

\/QG—M - 1m/JOT” (4.5)

Se desconsiderarmos o termo de massa nessa ultima equagao recuperamos

exatamente a equagao (3.68). Assim como anteriormente o termo 1y, deve

ser menor que zero, para assim obtermos solugoes reais.
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Obtemos aqui uma generalizacao das equacoes da geodésica e da veloci-
dade tangencial para o caso em que o termo de massa nao ¢ desconsiderado.
Para o caso da segao (3.6), consideramos agora que a métrica goy é
2GM
goo = 1 — 81Gn* — =—— — ™. (4.6)
T

Utilizando a seguinte mudanca de coordenadas

t=(1—47Gn*)T (4.7)

(4.8)

2 n
r= (1 T drGop + G Il R )) R,

n

podemos reescrever a métrica como

2GM
ds® = (1 — 167Gn* — — - YoR™)dT?
2GM 8rGn?l R"
—P+mm%+7f+%ww7rnﬁ%|qu+Wm%
(4.9)
Entéao, da equagao (3.71) teremos que
. [ GM  npR™ M\ 2
logo a forca por unidade de massa da particula é
— GM TH?/J()Rnil A
F={- : 4.11
R
Novamente para 1y < 0,
— GM n|1/)0|7€”*1 A
F=— ) 4.12
(G + =)= (112)
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Além do surgimento de uma forca extra atrativa exercida pelo mono-
polo global sobre a particula teste, teremos também a atracao gravitacional

convencional, devido a presenca do termo de massa no sistema.

4.2 A equacao de movimento da luz

Queremos encontrar uma expressao para a deflexao da luz levando em
considera¢ao o monopolo global e o termo de massa na teoria f(R). Consi-
deramos também que tanto o observador quanto a fonte, estao a distancias
finitas do monopolo.

A métrica estatica e esfericamente simétrica é dada por,

ds* = B(r)dt* — A(r)dr® — r?d6® — r*sen*0dy”. (4.13)
onde
2GM
B(r)y=1- GT — 87Gn? — Yor™, (4.14)
e
A(r) = el Do By 7L, (4.15)

A equacao associada ao movimento da particula é dado por

dr
de

Considerando que o movimento ocorra no plano equatorial, ou seja, ¢ = 7,

(4.16)

e reescrevendo a equacao (3.56) e o momento relacionado a ¢ (3.54) temos

dr\> . 2GM %
(é) [E2 - (1 - 81Gn? — wor") ﬁ] ;o (417)
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dp\* I
() -2

Assim, podemos obter a equagao de movimento

1dr\? . [E2 2GM
S ) c.
r?dy r

2
Para n=1 e escrevendo L

onada a luz.

1dr\? 1 2GM
< ) Zﬁ—(l—T—&anQ—d)gr

r2dyp

dr 2 2 2
dr dr ot 4 | E 2GM .
(—j@) = (_dgo) = g~ (n=Lvor™,4 [_LQ — (1 - 8mGn* — Yor

(4.18)

)5

(4.19)

ERE

7z = b% obtemos a equacao de movimento relaci-

(4.21)

Aqui b é o parametro de impacto usual, definido pela razao entre o momento

angular e a energia.

Solucionando a equagao acima obtemos a equacao de orbita da luz.

4.3 Equacao de 6rbita da luz

Para calcular a deflexao da luz precisamos obter a equacao da orbita. An-

tes vamos calcular a menor distancia de aproximacao dado por uma distancia

ro do nticleo do monopolo. A menor aproximacao serda quando j—; = 0, logo

da equagao (4.21)

0= — 1—7—87TG772—¢0T

1 2GM
b2
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obtemos entao uma equacao do terceiro grau

3

.
R Yor? — (1 = 8nGn?)r +2GM = 0. (4.23)

Estamos interessados no menor resultado real dessa equagao (rg), assim ob-

temos
o _ 2 —(1 — 87TG772)COS 1cw"ccos —GM 2 — @
b 3 3 b\l (1 —8rxGn?)3 3
(4.24)

Desde que GM /b << 1 seja satisfeita, podemos expandir a equagao acima

em torno desse ponto,

b GM 3 GM\?
0~ (1—87Gn*) — Yob _ (1+87Gn*)—— — =(1 +87Gn*) | — ) +...
b 3 b 2 b

(4.25)
Reescrevendo a equagao (4.21) em termos de uma nova varidvel u = 2,
temos

du\® 1l 2GM
(%) = 2—8 + Yorou — (1 — 87Gn?)u’ + ¢ u®. (4.26)

Diferenciando ambos os lados dessa equagao com relacao a coordenada ¢,

To

obtemos uma equacao de segunda ordem,

d2
d—; + (1 — 87Gn*)u = @ + au?, (4.27)
onde definimos o parametro a = 3?—0M << 1. Usando o método de per-

turbagao para obter a solugdo aproximada da equagao (4.20), em termos do

pequeno parametro «, podemos escrever

u(p) = up(p) + aui () + us (@) + ... (4.28)
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Substituindo esta série em (4.27) e agrupando as equagoes em ordem do
parametro de perturbacao «, e mantendo apenas os termos em primeira

ordem, obtemos as seguintes equacoes

d*ug 2 YoTo
i + (1 = 871G~ )uy = - (4.29)
e
d2u1 2 2
i + (1 = 871G~ )uy = ug. (4.30)
A solugao geral da equagao (4.29) é dada por
up = Crcos(v/ (1 — 87Gn?)p) + Casen(r/ (1 — 87wGn?)p) + %. (4.31)

Para determinar as constantes da equagao para ug e posteriormente para wu;
vamos considerar que: desde que a menor distancia de aproximagao ocorra
para ¢ = w/2, devemos ter u(m/2) = 1, que equivale a ug(7w/2) = 1 e
ui(m/2) = 0. Também devemos ter que a equagao de drbita deve satisfazer,
du/dyp = 0, logo, dug/dy = 0 e duy/dp = 0. A partir destas duas condigoes
obtemos as constantes da equacdo (4.31) que sao, C; = 2m2Gn? e Cy =

1— % Logo, a solucao para ug €

to = 25 Geos(/ TGP + (1= 50 ) sent T 5rGife) + 150
(4.32)

Introduzindo essa solugdo na equagao (4.30) obtemos

d2U1

i + (1 — 87Gn*)uy =
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2
(QWQGHQCOS( L —8rGiPp) + (1 — @) sen(y/1— 8rGip) + _%;0)

(4.33)

Como solucao para esta equagao encontramos

uy = Cycos(y/1 — 8wGn2p) + Cysen(y/1 — 8nGn?yp)

1 1 212 Gn?
—3 (¢(;TO — 47Gn® — §> cos(2+/1 — 8nGn?y)— WSl sen(2y/1 — 8wGn?yp)
Yoro 2 1 2
—ngcos( 1 —8rGn?p) — 5 (voro — 87Gn* — 1), (4.34)

aplicando novamente as condi¢oes de contorno, agora para a equacao anterior

encontramos os valores de ' e Cy, que sao

7T1/}07"0 87T2G7]2 1
03:( 12 ) CGi=g (o8GR —1). (435)

Assim, a equacao geral para a érbita, em primeira ordem é

21,2
u = s G cos(y/1 —8nGn’p) + (1 - @) sen(y/1 —8wGn?p) + @
™ ’l/)oTo 87T2G7]2 5
+a{(<2—cp) 5 T 1o cos(y/1 — 8mGn?yp)
1 2
+§ (voro — 8GN — 1) sen(y/1 — 8xGnp)
1 ¢07'0 2 1 5
3 ( 5 4rGn 2) cos(24/1 — 81Gn?p)
212 Gn? 1
Sl sen(2y/1 — 8wGn?p) — 5 (voro — 87GH* — 1) |. (4.36)

Esta é a equacao da orbita da luz. Ela satisfaz todas as condigoes impostas
anteriormente. Também descreve a trajetéria do feixe de luz na presenca do

monopolo global.

o1



Se observador e fonte estao situados a uma distancia infinita da lente,
entao o angulo de deflexao ¢ dado pela diferenca entre o angulo de emissao
da fonte (s) e o angulo de recepgdo do observador (obs). Essa diferenga
angular é definida na literatura [60, 61, 62, 63] como sendo o angulo de
deflex@o (¢ = ps(00) — Yops(00)). Ver figura 4.1. Este nao é nosso caso,
pois consideramos que tanto observador e fonte estao a distancias finitas da

lente.

Figura 4.1: Deflexao angular da luz, com observador e fonte a distancia

infinita da lente.

Para um pequeno angulo de aproximacao, ¢ ~ 0, a equagao da oOrbita

pode ser expressa da seguinte forma

2GM _ w(ﬂ"o

2G M
4 Yoo
To 2

To 2

o ~ —2mGn? — o (1 + 81°Gn* + ) . (4.37)
T

4.4 O angulo de deflexao da luz

Quando fonte e observador estao a uma distancia finita da lente, d¢ nao
mais representa a deflexao angular. Para calcular o angulo de deflexao deve-
mos levar em conta um angulo ¢ tangente a trajetoria da luz e assim fazer a

subtragao entre esse angulo e ¢ [72]. Ver figura 4.2.
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R/n=sing /@S

Figura 4.2: Deflexao da luz para observador e fonte a distancia finita da

lente.

Para encontrar o desvio angular vamos utilizar a férmula do invariante
para a tangente do angulo v entre duas direcoes, a radial e a tangente a

érbita [66], que é dada por

vp |d d
tan(ih) = % d—f :r\/ﬁ‘d—f. (4.38)

Utilizando a equagao (4.21), podemos reescrevé-la como,

N

dp 1 r? -
— = — —1 4.39
dr rvB (bQB ) ’ ( )

substituindo esta equagao em (4.38) obtemos

tan(y) = (— - 1) o (4.40)

Podemos utilizar a equagao (4.21) para obter uma relagao entre o parametro

de impacto b e ry, tomando r = ry, obtemos a seguinte relacao

2
p2 — 0

= 4.41
=, (441)

onde B(ry) = By, logo
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tan(y) = < ;i“ 1)1/2. (4.42)

Desenvolvendo a equagao acima, temos que

3
(1 —8G?) % — hgro™ — 24M 13
tan(ey) = 2G . (4.43)
Bo—(1—87TG77 )%—i‘wor()? T—g

T0

Para um angulo pequeno de v, temos que r >> rg, logo podemos expandir a
equagao acima em série, porém devemos desconsiderar a nossa modificacao
na gravidade, pois estamos restritos a uma regiao em que or << 1, logo

desconsideramos esse termo na expansao. Assim

1 — 87Gn2)e — 2GM7"°
tan(y) = | -~ STE) . (4.44)
By — (1 —87G2) ™% +2GM'S

expandindo essa equacao para r >> 1y encontramos

TO GM GMT‘O
= N 2

. . (4.45)

O angulo de deflexao total §, numa dada posigao angular ¢ é, 6 =1 — ¢,
e a deflexao total é obtida adicionando as contribuigoes da posicao da fonte

e do observador, ou seja

6 = (¢s + ¢obs) - (st + ()Oobs)‘ (446)

Da equacao de érbita (4.37), considerando a posigao do observador (@oeps, Tobs)
e a posicao da fonte (p,,75), somar para as componentes de ambos, assim

obtemos

4GM

(¢s + Pobs) = —thoro — 4T°Gn? — .
0
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11 M
+7rg (— + ) (1 L Yoro 22 Gn” + G—) : (4.47)

Ts Tobs 2 To
Logo, das equagoes (4.45) e (4.47) podemos finalmente escrever a equagao
para a deflexao da luz,
1 1 4GM
0~ —GMry (’]"_2+2_)+47T2G772+ r_—|—77/107“0
0

s obs

—rg (l I ) (+87r2Gn2 + M) : (4.48)

s T'obs 2

Esta ultima equacao nos da a deflexao que um feixe de luz sofre ao passar
por uma regiao onde ha a presenga de um monopolo global em uma teoria
do tipo f(R), para o caso de observador e fonte a uma distancia finita do
monopolo.

Podemos verificar da equacao (4.48) que a modificagao feita na teoria
afeta a trajetoria da luz, fato até entao nao observado e que vem a ser nossa
maior contribuigao para o estudo realizado aqui. Se considerarmos apenas o
termo de massa na equagao acima recuperamos a equacao (34) dada por [72],
a menos do termo quadratico de massa. Ao retornarmos a RG desconside-
rando o termo de massa, podemos encontrar a deflexao da luz na presenca do
monopolo global e consequentemente podemos encontrar o diametro angular
dado pela equagao (3.22). Em [29], o angulo de deflexdo da luz foi obtido
através da conformidade entre a métrica de Barriola-Vilenkin e a métrica ob-
tida em f(R), aqui calculamos explicitamente a deflexdo da luz e verificamos

o surgimento do termo devido a massa e devido a modificagao na teoria.

95



Conclusao

Nesta tese analisamos o campo gravitacional de um monopolo global no
contexto de uma teoria f(R) da gravitagao. Iniciamos nosso estudo com uma
revisao das teorias f(R), descrevendo as motivagoes dessa teoria e apresen-
tando as equagoes de movimento no formalismo da métrica. Fizemos uma
revisao sobre QES e defeitos topoldgicos para entao podermos introduzir mo-
nopolos globais na teoria. Inicialmente fizemos uma revisao com a presenca
de monopolos globais na teoria da RG e depois inserindo-os nas teorias f(R).
Em ambos os trabalhos o termo de massa do monopolo foi desconsiderado
por ser desprezivel em escala astrofisica.

Nosso principal estudo baseou-se em considerar o termo de massa na teo-
ria, que pode ser considerado como um buraco negro dotado de um monopolo
global, e analisamos o movimento de particulas em seu entorno, generalisando
a equacao da geodésica, da velocidade tangencial e da forca extra que surge
devido a presenca do monopolo massivo na teoria. Também obtemos o angulo
de deflexao da luz nesse cendrio, e encontramos que, a mudancga realizada na

teoria afeta o angulo de deflexao da luz, um fato até entao desconhecido.
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