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Resumo

A discérdia quantica geométrica é uma medida bem definida de correlacdo quéantica
se a norma do traco (norma-1 de Schatten) é adotada como medida de distancia. Na
presente dissertagdo, nés investigamos o comportamento dindmico dessa medida sob
decoeréncia. Partindo de estados Bell-diagonais mistos arbitrarios sob ruido Mar-
koviano local, fornecemos os decaimentos da correlacdo quéntica como uma funcéo
dos parametros de decoeréncia. Em particular, mostramos que a discérdia quantica
geométrica norma-1 apresenta as possibilidades de mudanca sibita dupla e compor-
tamento de congelamento durante sua evolucdo. Para estados Bell-diagonais néo tri-
viais sob canais Markovianos simples, estas sdo novas propriedades que estdo em
contraste com outras medidas de discérdia geométrica. As condicbes necessarias e
suficientes para mudancas sibitas duplas, bem como suas localizacées exatas em ter-
mos de probabilidades de decoeréncia sdo fornecidas. Além disso, nés apresentamos
uma proposta de realizacdo experimental dessas mudancas subitas duplas em spins

nucleares manipulados por técnicas de ressonincia magnética nuclear.
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Abstract

Geometric quantum discord is a well-defined measure of quantum correlation if Schat-
ten 1-norm (trace norm) is adopted as a distance measure. Here, we analytically in-
vestigate the dynamical behavior of the 1-norm geometric quantum discord under the
effect of decoherence. By starting from arbitrary Bell-diagonal mixed states under
Markovian local noise, we provide the decays of the quantum correlation as a func-
tion of the decoherence parameters. In particular, we show that the 1-norm geometric
discord exhibits the possibility of double sudden changes and freezing behavior during
its evolution. For nontrivial Bell-diagonal states under simple Markovian channels,
these are new features that are in contrast with other measures of geometric discord.
The necessary and sufficient conditions for double sudden changes as well as their
exact locations in terms of decoherence probabilities are provided. Moreover, we de-
sign a proposal of experimental realization of these double sudden changes in nuclear

spins manipulated by nuclear magnetic resonance techniques.
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Capitulo 1

Introducao

Eometria desempenha um papel fundamental na fisica. Na teoria quintica mo-
G derna, esta ideia tem sido implementada através de muitas propostas de geo-
metrizacdo de recursos em informacéo quéantica, como por exemplo o conceito de en-
maranhamento [1, 2} [3 l4]. Nos dltimos anos, descri¢ées geométricas também tem sido
introduzidas para medidas de correlacdes quanticas mais gerais. Neste contexto, es-
pecial atencéo tem sido dada a discordia quantica (DQ) ( ver referéncias [5, (6, [7] para
revisdes recentes), a qual é uma medida de correlagdes nédo-classicas proposta original-
mente por Ollivier e Zurek [8], usando uma abordagem entrépica (ndo-geométrica). A
geometrizacdo da DQ, chamada discérdia quantica geométrica (DQG), foi proposta por
Dakic, Vedral e Brukner [9], principalmente motivados pela dificuldade para calcular
analiticamente solucdes da verséo entrépica da DQ. DQG, como foi definida original-
mente, pode ser considerada como uma deformacéo da DQ entrépica [10] e quantifica
a magnitude das correlacées quénticas com a distdncia do estado quéantico até o es-
tado classico mais préximo, com a medida de distdncia sendo dada pela medida de
Hilbert-Schmidt. Nessa definicdo um estado classico é definido como aquele que pode
ser medido sem ser perturbado para algum conjunto de operadores de medida atu-
ando de maneira ndo-seletiva. Este calculo é analiticamente computavel para estados
de 2 bits quanticos (q-bits) gerais [9] e para estados bipartitos arbitrarios [11}, 12, [13]].
Alias, mostrou-se que ela apresenta relevancia operacional em protocolos especificos

de comunicacéo quantica [14]. Apesar dessas propriedades notaveis, a DQG é sensivel
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2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

a escolha da medida de distancia [15]. Por outra parte, recentemente foi estabelecido
que a DQG proposta na referéncia [9] ndo pode ser considerada uma boa medida do
carater quantico das correlacées porque ela pode aumentar sob operacdes locais no
subsistema nao medido [16][17,[18]. Em particular, foi mostrado por Piani na Ref. [18]
que a simples introducéo de um estado fatorizado local auxiliar na parte ndo medida
muda a discérdia geométrica num fator dado pela pureza do estado auxiliar. De um
ponto de vista técnico, a raiz desse problema é a falta de contractividade da medida
de Hilbert-Schmidt, o que significa que a distancia entre dois estados pode aumen-
tar sob uma operacdo quantica que preserva o traco, Notavelmente, o problema pode
ser completamente resolvido se a DQG for definida através da norma-1 de Schatten
(norma do tracgo). De fato, no tocante a normas-p de Schatten gerais para a definicao
geométrica de DQ [19], foi mostrado na Ref [20] que a tinica norma-p capaz de definir
consistentemente DQG é a norma-1 (veja também a Ref. [21]). Em particular a norma
de Hilbert-Schmidt corresponde a norma-2 de Schatten. Nessa dissertacio, investiga-
mos a DQG norma-1 sob efeito da decoeréncia. Mais especificamente, consideramos
estados Bell-diagonais atravessando canais quanticos Markovianos locais, que preser-
vam a forma Bell-diagonal. Para estes estados, foi possivel calcular analiticamente a
DQG norma-1 como funcio da probabilidade de decoeréncia. Em particular, mostra-
mos que a DQG norma-1 pode apresentar mudancas subitas duplas e comportamento
de congelamento durante a sua evolucdo. Em relacdo as mudancas subitas duplas,
a ocorréncia delas para estados Bell-diagonal sob ruido Markoviano é uma caracte-
ristica nova que néo tinha sido encontrada nas DQ entrépica [22] nem na norma-2
de Schatten geométrica [23]. Especificamente a este respeito, o comportamento de
congelamento para estados Bell-diagonais gerais sob ruido Markoviano, ele também
pode ocorrer na DQ entrépica [24], sendo interpretado como uma transigao subita en-
tre a decoeréncia quéantica e a classica. Serdao mostradas mudancas subitas duplas
e comportamento de congelamento através de exemplos simples, bem como uma pro-
posta de implementacédo experimental desses fendmenos através de spins nucleares

manipulados via resonancia magnética.

No segundo capitulo é revisada a teoria quéntica basica necessaria para a dis-

sertacdo: a formulacdo baseada no formalismo de operador densidade e a teoria dos



sistemas abertos. No terceiro capitulo é feito o estudo das correlacées quanticas e
da discordia quéntica em particular, usando os resultados da literatura cientifica re-
cente. No quarto capitulo sdo apresentados os resultados novos obtidos na presente
dissertacdo: a investigacdo de correlacées quanticas geométricas sob decoeréncia com
énfase nos fenomenos de mudanca subita dupla e comportamento de congelamento,
usando DQG norma-1. Finalmente apresentamos nossas conclusdes e perspectivas

futuras.
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Capitulo 2

Consideracoes Gerais

Neste capitulo faremos uma reviséo das bases tedricas necessarias para obter os resul-
tados da presente dissertagdo: a construcio da mecéanica quantica com um formalismo

conveniente e a teoria de sistemas quanticos abertos.

2.1 Postulados da fisica quantica

ECANICA QUANTICA é um arcaboug¢o matematico e conceitual que descreve as
M leis fisicas que se manifestam principalmente em sistemas fisicos microscépi-
cos, tais como atomos elétrons e fétons. Em seus aspectos principais, a teoria pode ser
descrita em quatro postulados [25], os quais estdo brevemente descritos abaixo em
termos do formalismo do operador densidade.

Postulado 1: Para cada sistema fisico existe um espaco vetorial complexo com
produto interno (espaco de Hilbert) chamado espaco de estados do sistema. O sistema
¢é completamente caracterizado pelo seu operador densidade p, que é um operador com
traco 1 e positivo (auto-valores ndo-negativos) atuando no espaco de estados. Se o

sistema estd no estado p,, com probabilidade p,,, o seu operador densidade serd

p= Z PmpPm- 2.1)

O sistema quantico mais simples e de grande interesse para nés é o g-bit (o bit

qudntico), isto é, um sistema de dois niveis. Neste caso, o espaco de estados possui
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6 CAPITULO 2. CONSIDERACOES GERAIS

duas dimensdes e a matriz densidade associada é uma matriz complexa 2x2 que, ex-

pandida na base das matrizes de Pauli, apresenta a seguinte forma:

pz%(HzE-&), (2.2)

onde I representa o operador identidade, ¢ = ({(o1),{02), (03)) denota um vetor per-
tencente a esfera unitaria de Bloch (veja a e 0 = (01,092,03) é um vetor formado
pelas matrizes de Pauli. Assim, para determinarmos completamente o estado de um
q-bit, basta conhecermos o vetor de Bloch U, ou seja, precisamos obter os valores es-
perados (o;) (i = 1, 2, 3). O estado de um g-bit é maximamente misto quando |¢)| = 0,

misto no dominio 0 < || < 1 e puro quando || = 1.

11)

Figura 2.1: Esfera de Bloch;

Postulado 2: A evolucdo de um sistema qudntico fechado é descrita por uma trans-
formacao unitaria. Isto é, o estado p do sistema em um tempo t1 estd relacionado ao

estado p' do sistema num tempo to por um operador unitdrio U(ts — t1) tal que:

p=UpUT. (2.3)

O segundo postulado introduz o conceito de sistema fechado (ou isolado), o que
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significa auséncia de interacéo entre o sistema e seu entorno. Isso é uma idealizacio,
valida como uma boa aproximacdo apenas quando o acoplamento é suficientemente
fraco ou quando o sistema é o universo como um todo. Em geral, sistemas intera-
gem com o universo (sistema+entorno) e suas evolucées temporais sdo descritas por
transformacdes ndo-unitarias. Tais sistemas abertos (ou seja, afetados pelo ambiente)
serio discutidos em mais detalhes na préxima secéo.

Postulado 3: As medidas qudnticas sdo descritas por um conjunto de operadores
de medida {M,,}. Esses operadores atuam sobre o espacgo de estados do sistema. O
indice m refere-se a um resultado possivel da medida. Se o estado imediatamente

antes da medida for p, a probabilidade de o resultado m ocorrer serd
p(m) = tr(M} M,,p) (2.4)

e o estado do sistema apos a medida serd dado por

Pm = mpMJn/p(m), (2.5)

com os operadores de medida satisfazendo a relacdo de completude

> MM, =1. (2.6)

O terceiro postulado é util para explicar o que acontece quando o sistema inte-
rage com os equipamentos de medidas. Esse tipo de interacéo faz parte do processo de
investigacao e contribui com o néo-isolamento de um sistema fechado. Portanto, a me-
dida néo é descrita por uma transformacéo unitaria. Em particular, as denominadas
medidas projetivas de Von Neumann ocorrem quando os elementos do conjunto {1, }
sdo projetores ortonormais (M, M,, = 6y, ,M,,), ou seja, sdo operadores hermitianos.
No caso de um sistema de dois niveis, o conjunto de medidas projetivas possui dois

elementos, geralmente denotados pelos simbolos IT_ e I1. , onde

1
I = 5 (I %7 5). @.7)

Nesta expressdo, 7t = (n1, n2, n3) representa um vetor unitario (n? + n3 + nZ = 1) que
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especifica a direcdo espacial na qual a medida esta sendo realizada. E importante
observar o requerimento de que {M,,}denote um conjunto de projetores ortogonais
néo faz parte do postulado 3. De fato podemos considerar medidas mais gerais que
aquelas projetivas. Nesse contexto, um formalismo adequado para tratar medidas é
o formalismo POVM (positive operator-valued measure). Definimos um POVM como

qualquer conjunto {E,,} de operadores tais que:

(a) E,, é positivos para qualquer m;
(b) Os operadores E,, satisfazem a relacéo de completitude, isto é, > = E,, =
I.

Os operadores E,, sdo conhecidos como elementos POVM associados & medida. Dado
um POVM {E,,} podemos sempre associar a ele um conjunto de operadores de medida
{M,,}, onde M,, = /E,,.

Postulado 4: O espaco de estados de um sistema fisico composto é o produto ten-
sorial dos espacos de estados das suas componentes. Se tivermos sistemas numerados

de 1 até n, e o i-ésimo sistema for preparado em p;, o estado do sistema composto serd

pP=p1Qp2& - pp. (2.8)

O 1ultimo postulado trata de sistemas compostos e como o espaco de estados de tais
sistemas deve ser construido a partir dos espacos de estados dos sistemas individuais.
A matriz densidade p; é conhecida como operador densidade reduzido do i-ésimo sub-
sistema, e pode ser extraida do estado global p por meio da operagdo conhecida como

“traco parcial”, isto é:

pi = Tr{g}p, (2.9

onde a operacdo de traco atua sobre o conjunto de subsistemas {i} tal que i # i.
Por exemplo, se p descreve um sistema bipartido AB , a matriz densidade associada
com o subsistemas A é dada pela expressédo ps = Trgp, com o trago parcial atuando
apenas no subsistema B, isto é, Trp(|a1) (az2| @ |b1) (b2]) = |a1) (az| Trp(|b1) (b2]) =

la1) (az] (b1 | b2), onde |a;) e |b;) representam quaisquer vetores do espaco de A e B,
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respectivamente. E importante destacar que sistemas quénticos de duas ou mais
partes apresentam propriedades novas e surpreendentes que inexistem em sistemas
formados por uma tnica parte. Essas propriedades vém sendo discutidas desde o
célebre artigo de Einstein, Podolsky e Rosen [26], que abriu o estudo de fenémenos

como a néo-localidade, emaranhamento e discérdia.

2.2 Decoeréncia

A decoeréncia é o fendmeno responsavel pela perda das propriedades quénticas de
sistemas fisicos [29]]. O formalismo disponivel para estuda-la é conhecida como teoria
de sistemas quéanticos abertos, a qual trata dos efeitos de interaco entre o sistema de
interesse e o seu ambiente [30]. Por simplicidade, iremos supor que o sistema (s) e o
entorno (e) encontram-se inicialmente descorrelacionados, ou seja, o estado inicial do
sistema global é dado pelo produto tensorial p = ps ® p., onde p; e p. representam os
estados do sistema de interesse e do entorno, respectivamente. Além disso, o sistema
global é considerado fechado e, de acordo com o postulado 2, sua evolucéo p' = UpU'
é ditada por uma transformacio unitaria U. Utilizando esse esquema, a evolucéo do
sistema aberto é obtida tracando-se os graus de liberdade associados ao ambiente, isto

é, aplicando-se um mapa ¢ sobre o estado p, descrito pela expressao

e(ps) = Tre {Ups ® peUT} . (2.10)

Se N, indica o nimero de graus de liberdade do ambiente, {|u)} representa uma
base ortonormal na qual p. é diagonal e p, denota a probabilidade de encontrar o

ambiente no estado puro |u), entdo podemos escrever

Ne
pe = pulw) (ul, (2.11)
pn=1

0 que implica em
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Ne
e(ps) =Y WlUps @Y pu ) (@l U v) =D pu (W)U |1) ps (U ) (2.12)
v pn=1 %
ou
e(ps) = Y Tipsl], (2.13)

onde definimos

L= /o (V| U |p) (2.14)

A expresséo é conhecida como representacéo soma de ¢(ps), e {I';} sdo os cha-
mados operadores de Kraus. Note que U opera no sistema total, enquanto o conjunto
{I";} atua apenas no sistema de interesse.

Agora, derivemos a condicdo de normalizacéo dos operadores de Kraus. Utilizando

a unitariedade UTU = I, ® I., encontramos:

DT = pu (UMW) (1 U ) = 37 o (ul UM 1)

0

:Zpu () Is @ I |p) :Zpujs (1| ) :Iszpu:Is; (2.15)
U

7 Iz

ou seja, os operadores de Kraus obedecem a relacdo de completude

> orir =1, (2.16)

i
que garante a preservacédo do trago de £(ps). De fato, empregando a propriedade ciclica

do traco, obtemos:

Trle(ps)] = TT(Z FipSI’;r) =Tr(ps Z F}LFZ') =Tr(psls) =Tr(ps). 2.17)

Abaixo encontram-se conjuntos de operadores de Kraus associados com alguns exem-

plos de canais que atuam sobre um tnico g-bit [25]].
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Inversao de bit:
Este proceso de decoérencia acontece quando se inverte o estado de um g-bit, como
por exemplo de |1) para |0) (e viceversa).

Se a probabilidade de ocorréncia é 1 — p , os operadores de Kraus sédo

10 0 1
FO:\/I? 01 N Flz\/l—p 1 0 . (218)

Na figura 2.2 se mostra o efeito do canal inversao de bit sobre a esfera de Bloch.

Figura 2.2: Efeito da inverséo de bit para p = 0.3

Inversio de fase:
Este canal é um processo de ruido quantico com perda de informacéo de fase rela-

tiva sem perda de energia e é descrito pelos seguintes operadores de Kraus:

10 1 0
To = /p D) I =+1—p . . (2.19)

-1

Na esfera de Bloch, podemos ilustrar o efeito do canal inversdo de fase, conforme

a Fig. 2.3.



12 CAPITULO 2. CONSIDERACOES GERAIS

Figura 2.3: Efeito da inverséo de fase para p = 0.3

Inversao de bit e fase:
Os ruidos deste canal sdo uma mistura daqueles descritos pelo canal inverséo de

fase e inverséao de bit:

7

10 1 —i
rg\/ﬁ(o 1), I’ly/lp(' OZ). (2.20)

Na esfera de Bloch, a atuacéo desse canal estéa ilustrada na fig. 2.4.

Figura 2.4: Efeito da inverséo de bit e fase para p = 0.3
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Os efeitos dos trés canais de decoeréncia anteriores sdo semelhantes, a diferenca
é o eixo de “contragdo” para cada caso. Sera mostrado posteriormente que o efeito da
decoeréncia sobre as correlacées classicas e quanticas também vai ser similar para os

trés canais.
Atenuacao de fase:

Este é um proceso de ruido de natureza completamente quantica. H4 perda de
informacao quantica sem perda de energia. Os auto-estados de energia de um sistema
quantico ndo mudam com o tempo, mas acumulam uma fase que é proporcional ao
autovalor, e se o tempo de evolugdo do sistema néo é conhecido com precisédo, parte da
informacéo sobre essa fase quantica (fase relativa entre auto-estados de energia) vai

ser perdida. Os operadores de Kraus correspondentes séo

10 0 0
Ty = . T = . (2.21)

0 viI—A\ 0 VA

As operacoes quanticas de atenuacao de fase e inversao de fase sdo equivalentes
e portanto o ilustrado para a inversdo de fase, é valido para a atenuacio de fase

também.
Atenuacao de amplitude generalizada:

Este processo involve sistemas com perdas de energia a temperaturas finitas, onde

os operadores de Kraus sio definidos como,

1 0 0 vy
FOZ\/ﬁ ; Flz\/ﬁ f ’
0 VvI—y 0 0
1= 0 0 O
Ty =/1—p 7 C Ty=1-p . (2.22)
0 1 Vi 0

A seguir se ilustra o efeito da atenuacio de amplitude, no caso particular de tem-

peratura O correspondente a p = 1
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Figura 2.5: Efeito da atenuacao de amplitude paray=08ep =1



Capitulo 3
Discordia quantica

Em teoria da informacao quéntica, a discérdia quantica é uma medida de correlacées
néo-classicas entre os dois subsistemas de um sistema quéntico bipartido. Ela inclui
correlagoes que séo devidas a efeitos fisicos quanticos, mas néo envolvem necessaria-
mente emaranhamento. Assim, a nocio de discérdia quéntica vai além da distingédo
entre estados emaranhados e estados separaveis (ndo emaranhados). Em outras pa-
lavras, separabilidade por si s6 ndo implica em auséncia de efeitos quanticos. Entéo, a
discérdia quantica pode ser formulada como uma medida da nio classicalidade de um
estado, sendo que a classicalidade pode ser entendida como a existéncia de uma base
de medida n&o-seletiva que deixa o estado néo perturbado. De acordo com o anterior,

definimos um estado classico-classico como aquele que pode ser escrito como

pec = pillf @I, (3.1)
k

onde o conjunto {Hi} denota uma base de projetores ortogonais no espaco de Hilbert
da parte I do sistema. Nesse estado é possivel medir qualquer uma das partes sem
perturbar o sistema. Em um estado classico-classico, uma medida local tanto na parte
a do sistema quanto na parte b, definidas por bases de medida {II{} e {II?} respecti-
vamente, deixara o sistema nfo perturbado. Se apenas uma das partes a ser medida
pode deixar o sistema nio perturbado, digamos a parte a, o estado é conhecido como
classico-quéntico. Nesse cendrio, a discérdia quantica vai ser uma medida de afasta-

mento do comportamento classico.

15



16 CAPITULO 3. DISCORDIA QUANTICA

3.1 Discérdia quantica entropica

Comecamos com uma breve revisao da teoria da informacéo classica, que fornecera os

conceitos necessarios para a construcdo da medida da discérdia quantica entrépica.

A informacgdo como magnitude fisica esta relacionada com o nimero de configu-
racoes possiveis para o sistema. Se o sistema tem muitas configuracées possiveis, a
incerteza antes de conhecer a configuracio do sistema é grande, e portanto a informa-

cdo ganha ao conhecer a configuracdo do sistema é grande.

Para definir as medidas de informacéo, os diversos estados do sistema serao repre-
sentados por uma variavel aleatéria X , que pode assumir os valores x corresponden-

tes aos estados do sistema, cada um com probabilidade p(x) de acontecer.

Entropia de Shannon

O problema que interessava o Shannon era a transmissido da informacéo classica.
Qual é o menor nimero de bits necessario para armazenar (ou transmitir) uma men-
sagem? Se temos 4 estados possiveis (00, 01,10, 11) e igualmente provaveis, sio ne-
cessarios 2 bits para especificar em geral cada estado. Em geral, uma cadeia de n bits
pode conter até 2"possibilidades. Se o nimero de estados possiveis é M, é razoavel
pensar que a informacao (quantidade de bits) necessaria para especificar o estado vai

ser

I =logoM 3.2)

Note-se que a informacéo definida assim € estritamente crescente com o nimero de
estados. Quando todos os estados sdo igualmente provaveis, nossa incerteza a priori
do estado do sistema é maxima, mas se a distribucdo de probilidade dos estados néo é
equiprovavel, ha um maior conhecimento a priori do sistema e portanto a informacao

do sistema deve ser menor. Se o estado é conhecido, M =1e I = 0.
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A medida proposta por Shannon [27] é definida pela seguinte expressio:

Zp ) loga p(x (3.3)

Definida assim, a unidade da informacao sera o bit. Se o estado do sistema é conhe-

cido, a entropia de Shannon vai ser 0 (lembrar que lim,_,q zlogaz = 0).

Essa medida vai ter as siguentes propriedades:
* Se p(z) = 47 a defini¢do reduz-se a equagéo

* Se o sistema esta composto por dois sub-sistemas e as distribucées de probabi-
lidad de cada sub-sistema séo independentes, entdo a entropia de Shannon vai

ser a soma das entropias de cada sub-sistema.

Entropia conjunta

E possivel generalizar a defini¢cdo anterior para mais de uma variavel aleatéria. Se
temos as variaveis aleatérias X e Y, e a probabilidade de obter os valores x e y con-

juntamente é p(x,y), a entropia conjunta de X e Y sera dada por

H(X,)Y) Zp (x,y)loga p(x,y). (3.4)
.y

Com a entropia conjunta, podemos escrever a desigualdade triangular para a en-

tropia de Shannon

H(X,Y) < H(X) + H(Y). (3.5)

Essa desigualdade também é chamada propriedade subaditiva da entropia de Shan-
non. Se X (com distribuicdo de probabilidade dada por p(z))e Y (com distribuicéo de
probabilidade dada por ¢(y)) séo independentes (i.e. p(z,y) = p(z) - ¢(y)), obtemos a
igualdade.
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Entropia condicional

Quando as variaveis aleatérias X e Y sido dependentes, é conveniente definir uma me-
dida de quanto diminui a incerteza sobre uma das variaveis, quando a outra variavel
é conhecida. Se H(Y | X = z) é a entropia da variavel Y dado que a variavel X toma
o valor z, a entropia condicional H(Y | X) serd definida como o média ponderada de

H(Y | X = x) sobre todos os x

HY | X) = Zp HY | X =1z)= Zp Z (y | z)logap(y | 2)), (3.6)

onde p(y | ) é a probabilidade condicional, a probabilidade de obter o valor y da
variavel Y dado que o valor da variavel X é z. Temos que p(y | ) = p(z,y)/p(x).

Usando isso na anterior equacéo

> P(@) (=22, py [ 2)logap(y | ) = =32, 32, p(x, y)logap(y | z) =
— 2ay P, y)llogap(z,y) — logap(x)] = = 32, p(x, y)logap(z,y) + -, p(x,y)loga p(x) =
H(X,Y) — (=22, p(x)logop(x)) = H(X,Y) — H(X)

Entao, podemos escrever nossa defini¢ao de entropia condicional como
H(Y | X)=H(X,Y) - HX) (3.7)

Informacao mutua

Usando as medidas anteriores, passamos a considerar o contetudo de informacio co-
mum das variaveis X e Y . Esse conteddo é dado pela informacio mutua, a qual é

definida como

I(A:B)=H(A)+ H(B) — H(A, B) (3.8)

Se tomarmos A e B independentemente, calculamos o contetido de informacao to-

tal delas, depois calculamos o conteudo de informacao das variaveis juntas e o subtrai-
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mos do total, o que fica (a informacgdo mutua) pode ser interpretado como a quantidade
de informacédo compartilhada pelas variaveis A e B. Usando a desigualdade triangu-
lar [3.5] note-se que se A e B s@o independentes, (A4 : B) = 0.

Usando a equacéo (3.4} a informacio mutua pode ser escrita como
I(A:B)=H(A)—H(A|B)=H(B)—H(B|A). 3.9

Assim, é possivel uma outra interpretacio: A informacédo mutua é a quantidade de in-
formacao associada com uma das varidveis, descontando a informacéo obtida pelo co-
nhecimento da outra variavel. Como a informacédo mutua definida acima é simétrica,
néo importa qual variavel tomamos como referéncia, a informacgdo compartilhada vai

ser igual. Isso fica mais claro se observarmos a Fig.

H(X,Y)

Figura 3.1: Diagrama de Venn das entropias classicas
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Entropia de Von Neumman

Para o caso quantico temos um sistema descrito por um operador densidade p. A

entropia de Von Neumman associada a esse operador é definida como
S(p) = =Tr(plogy p). (3.10)

Escrevendo a matriz densidade em termos de seus autovalores \; podemos reescrever

a entropia de Von Neumman como sendo

S(p) == Ailogy A (3.11)

A entropia de Von Neumman S(p) mede a ignorancia (incerteza) associada a um
estado quéantico caracterizado por um operador densidade p de um modo analégo a
entropia de Shannon no caso classico.

Algumas propriedades basicas da entropia de Von Neumman séao
1. Se o espaco de Hilbert do sistema é d-dimensional, 0 < S(p) < log, d.

2. E zero se, e somente se, o estado p for um estado puro. Se o sistema estiver em
um estado de mistura maxima (a probabilidade de estiver em cualquer um dos

estados puros de uma base ortonormal é igual p = é) atinge o valor maximo.
3. Se um sistema composto AB estiver em um estado puro, S(A4) = S(B) .

A discordia quantica entrépica é uma medida de correlagoes néo classicas em um
estado bipartido, proposta inicialmente por Ollivier e Zurek [28]]. O ponto de partida
foi notar a diferenca entre as expresdes para a informacéo mitua |3.8|e ao tentar
generalizar para o caso quintico, embora no caso cldssico sejam iguais.

A expressao para a informacdo mutua classica é simétrica nas partes A e B
e pode ser generalizada de forma direta para o caso quantico. Isso se faz usando a

entropia de Von Neumman em vez da entropia de Shannon

Z(pa:B) = S(pa) + S(pB) + S(pan). (3.12)
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onde p4 e pp séo os operadores densidades reduzidos, cuja definicédo foi fornecida no

capitulo anterior.

A generalizacdo quantica da informacdo mutua partindo da expressao 3.9 nao é
tdo simples quanto foi para a expresséo Isto é porque o cdlculo da entropia con-
dicional do sistema A requer o conhecimento do estado do sistema B, que pode estar
correlacionado com A. Se quisermos conhecer o estado de B, é preciso fazer medidas
neste sistema e o estado de um sistema quantico é tipicamente perturbado quando é

medido.

Vamos considerar medidas projetivas Hf sobre o sistema B. As medidas sio feitas
sobre o sistema global psp e o0 estado do sistema A correspondendo ao resultado j de

uma medida em B vai ser

; 1
ph = quTTB {(Ia®@TP)pap(Ia @ TF)},

onde g; = Trap {(I 4R Hf )pA B} é a probabilidade do sistema estar no estado j apés a
medida. As incertezas S (pJA) distribuidas pelas probabilidades ¢; fornecem a entropia

condicional do sistema A dado o conjunto completo de medidas {Hf} no sistema B,

Sy (paip) = D4 S(h). (3.13)
J

Com as defini¢cGes anteriores, é possivel generalizar a Eq. da seguinte forma

J(pa:s) = S(pa) — S{HJB}(PA\B)- (3.14)

A Eq. representa a informacéo adquirida sobre o sistema A usando as medidas
{Hf} no sistema B. A discérdia quantica entrépica é entéo definida como a diferenca

entre as quantidades Z(p4.p) e J(pa.B):

D(paB) =Z(paB) — max J(paB)- (3.15)

J

O maximo do conjunto de medidas {H;3 } é usado porque procuramos pelo conjunto

completo de medidas sobre o sistema B que perturba o minimo possivel o estado glo-
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bal e que fornece o maximo de informacéo sobre o sistema A. Nesse contexto, devemos
em principio procurar pelo POVM que perturba o minimo possivel o sistema, ao in-
vés de um conjunto de medidas projetivas. No entanto, para os estados de interesse
nessa dissertacdo, a minimizacéo sobre POVM s coincidira com a minimizacéo sobre
medidas projetivas. A partir de um ponto de vista analitico, o calculo da discérdia
geométrica entropica é uma tarefa dificil, mesmo para sistemas totais de dois g-bits
(o mais simples possivel), ja que é necessario um procedimento de otimizacéo sobre
todas as medidas generalizadas locais.

A discérdia quantica néo é necessariamente simétrica em relacéo a troca de indi-
ces. Isso acontece porque o calculo da entropia condicional quantica se faz medindo
um dos dois subsistemas e se os subsistemas A e B nao sdo simétricos (simétricos
significa 0 mesmo sistema para cada parte, um sistema total composto por dois sub-
sistemas iguais).

A discordia quéntica possui as seguintes propriedades [31]:
e E uma quantidade néo negativa, D(pap) > 0.

¢ N3io é necessariamente simétrica sob a troca dos indices A e B.

E limitada superiormente pela entropia do subsistema B, D(pap) < S(pB).

e K invariante sob transformacdes unitarias locais,D(pag) = P[(Ua®Ug)pan (UL@
Up)l
ISIE

Estados Bell-diagonais

Nesta dissertacéo, estamos interessados num sistema bipartido formado por dois q-
bits. Mais especificamente, nosso foco sera sobre uma operador densidade denomi-
nado estado Bell-diagonal, chamado assim pelo fato de a matriz correspondente ser

diagonal na base dos estados de Bell. Assim, essa classe de estados é definida por

4
ppn = SNl (Wil = 1[4 © I + 2 - (¢4 @ 75)), (3.16)

=1

para a qual os estados das partes sdo iguais ao estado de mistura maxima, ou seja,
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1
pa=pB=Trappp = 112- (3.17)

Na Eq. , Ai (0 < \; < 1) denotam os autovalores de ppp e |¢);) representam os
estados de Bell. Na base computacional, formada pelos vetores ortonormais de um

g-bit |0) e |1), os estados de Bell apresentam a forma:

1) = 5(100) +]11)),
[12) = 5(100) = [11)), (3.18)
[¥a) = 25(101) + [10)),
) = L5(001) — [10))

A Eq. também apresenta o operador ppp escrito na base das matrizes de Pauli,
onde @ - (Ga®dp) = Y0, ci(of @ oP), sendo @ = (c1,¢a,¢3) (=1 < ¢; < 1) um vetor
que especifica completamente o estado Bell-diagonal, cujas componentes sdo “funcées
de correlacdo qbit-qbit, ou seja, sdo parametros definidos pelos valores esperados ¢; =
(o ®oP) (i =1, 2, 3). Em termos desses parametros, os autovalores séo dados pelas

seguintes expressoes

M=l —c1—co—cs),
Ay = %[1 —cCc1+co +C3},
(3.19)
A3 =L[1+c1+co+csl,
A = i[1+01 + ¢y — cs).

A condicdo 0 < )\; < 1 garante que o operador densidade seja positivo e tenha traco
1, o que restringe o vetor ¢ ao tedraedro indicado na figura Nesta ilustracao, as
linhas azuis representam os eixos ortogonais c1, ¢, € c3, enquanto os pontos vermelhos

situados nos vértices do tetraedro representam os quatro estados de Bell.
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Figura 3.2: Estados Bell-diagonal, os vértices do tetraedro corresponden aos estados
puros de Bell

A discérdia entrépica para os estados Bell diagonal j4 foi calculada analiticamente
[32]. O célculo da informacdo mutua quantica Z(p5Y) é simples. As matrizes densi-

dade reduzidas das partes sédo p4 = pp = I/2, entéo substituindo em resulta

4

T(paB) =2+ »_ Ailogy A,
=1

onde os ); sdo dados por(3.19
A expreséao para J(pa.p) pode ser calculada considerando o conjunto de bases de
medida {VII{VT}, sendo I1¢ os operadores de proje¢do da base computacional {|0), |1)}

e V uma matriz arbitraria SU(2) de rotacédo que define a base de medida:

cos sin fe'¥
V= . ;
—sinfe "  cos@

Onde 0 <9 <me0< ¢ <xw.Fazendo a optimizacio sobre os parametros variando-os

em toda a esfera de Bloch. obtemos[32]:

I+e 1
J(pa:B) = 5 S logy (1+¢4) + logy (1 —cy),
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com c; representando o maior valor absoluto dos ¢;: ¢4 = max(|c1], |e2], |es])

Finalmente, substituindo Z(p.5) € J(pa.5) na Eq. obtemos

ANTAYZ AN

1—c 1+c
(1—cy) 2

Q = log, (3.20)

(Ltep) =

3.2 Discordia quantica geométrica

A dificuldade de extrair solucées analiticas para a discérdia quéntica levou Dakic,
Vedral e Brukner a propor uma versao geométrica [9l], que quantifica as correlacoes
quéanticas de um estado em termos de sua distancia de Hilbert-Schmidt minima em
relacdo ao conjunto de estados classicos. O calculo dessa medida alternativa requer
um processo de minimizacdo mais simples, que pode ser realizado analiticamente
para estados bipartidos arbitrarios [11]. Matematicamente, essa medida é definida

pela seguinte expressio:

Da(p) = min [l = pell3 (3.21)

onde || X||, = \/Tr[XXT] representa a norma de Hilbert-Schmidt (norma-2 de Schat-
ten) e )y denota o conjunto dos estados classico-quénticos, cuja forma geral é dada

por

pe=> Iy @ o, (3.22)
k

com {II{} sendo o conjunto de projetores ortogonais que atuam sobre o subsistema A
e pZ representando o operador densidade reduzido do subsistema B, o qual ocorre com
probabilidade p;, > 0, tal que >, p; = 1.

Embora seja mais computavel que a discérdia entrépica, a versdo geométrica como
definida acima possui uma propriedade nio desejavel para uma medida de correlacio
quéantica: ela pode aumentar sob operacdes locais sobre o subsistema nio medido.
E um fato conhecido que a discérdia entrépica (contrariamente ao emaranhamento)

pode aumentar sob operacgdes locais nas partes medidas. Por exemplo, definamos a
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operacdo local A no sistema a, tal que seja completamente positiva e preserve o traco:

A 10) (0] = 10) (0]
ALY (A = [+ (+]

onde |+) = (|1) +|0))/v/2. O estado cldssico-classico (|0) (0| ® [0) (O] + 1) (1| ® [1) (1])/2,
que tem discérdia nula, é mapeado no estado (|0) (0| ® |0) (0| + |+) (+]| ® 1) (1])/2 cuja
discordia é nédo nula. No entanto, esse aumento da discérdia vem ao custo de corre-
lagdo classica, ndo podendo ocorrer de forma arbitraria. Por outro lado a discérdia
entrépica ndo aumentara sob a acdo de A se fizermos medida em b, como foi mos-
trado por Piani na Ref. [18]; nesse trabalho ele também mostrou que essa concluséo
néo se aplica a DQG: a simples introducdo de um estado auxiliar fatorizado local no
subsistema n&do medido, modifica o valor da discérdia geométrica por um fator dado
pela pureza do estado auxiliar. Vamos considerar o mapa I' : X — X ® o, que pode
ser um canal que introduz um estado auxiliar ruidoso: o que Piani mostrou foi que
Ds[T9(p)] = Da(p)Tr(c?). Isso significa que a DQG norma-2 pode aumentar sob opera-
¢des locais no subsistema b se removermos o estado auxiliar, dado que Tr[0?] < 1 em
geral. De fato, ao considerar o acoplamento do subsistema b com um sistema auxiliar
arbitrario em um estado misto o, obtemos que a DGQ norma-2 aumenta pela simples
remocdo de o. A origem deste problema é a norma de Hilbert-Schmidt (norma 2).
Note-se que isso ndo ocorre com a discordia entrépica. Na seguinte subsecio mostra-
remos de forma geral que a DQG norma-p, para p # 1 ndo é uma escolha apropriada

para a quantificacdo geométrica do carater quantico das correlacgoes.

3.2.1 Discordia quantica geométrica (DQG) norma-p

A discordia geométrica quantica foi definida inicialmente usando a norma-2, mas essa
definicao apresenta propriedades nao desejaveis como quantificador rigoroso das cor-
relacdes quanticas. Nesta se¢do vamos aprofundar na razao da escolha da norma-1
para definir nossa medida geométrica de correlagoes quanticas. A DQG norma-1 vai
ser definida como

Di(p) = min{lp — pell; . (3.23)
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onde || X||; = Tr[VXXT] é a norma do traco.

Vamos considerar a DQG baseada em uma norma mais geral, definida por [38]

Dp(p) = minllp = pel; (3.24)

onde || X ||, = Tr[(X TX )%]% é a norma-p de Schatten, com p denotando um nimero
inteiro positivo. Com issa notagao a DQG norma-2 é obtida tomando p = 2. A norma-
p € multiplicativa sob produto tensorial [39], entdo pode-se enxergar que || X |, —
IT5 X7, = | X[l [l o ]|, Deste modo,

Dp[I5(p)] = Dp(p) o |l - (3.25)

Note-se que || o ||, = 1 se e somente se p = 1, ja que || o ||, = Tr[o] = 1 para um estado o
geral. Entdo, a DQG baseada na norma-1 é a tiinica norma de Schatten capaz de quan-
tificar consistentemente correlacées nao-classicas, contornando o problema apresen-
tado inicialmente pela norma-2. De fato, pode-se mostrar que D;(p) néo é crescente
sob operacoes locais gerais no susbsistema b [33]] . Devido as propriedades da distan-
cia do traco, a DQG norma-1 é contrativa sob canais quanticos que preservam o traco,
isso é, ||p— pcll; > lle(p) —e(pc)|l;, onde ¢ é operacdo quantica geral que preserva o
trago. Agora vamos considerar uma operacio quantica ¢;, que atua s6 no subsistema
b. Denotando como p. o estado classico mais préoximo de um estado quantico determi-
nado p, podemos escrever Di(p) = |p — pcl| > llev(p) — b(pe)|l;- Note-se que e(p.) €
ainda um estado classico, mas nio é necessariamente o estado classico mais préximo
a ep(p). Entao |ley(p) —en(pe)ll; > Di(en(p)). Portanto resulta que Dy (p) > Di(ep(p)), 0

que implica que D;(p) ndo pode aumentar sob operacdes no subsistema b.

3.2.2 DQG norma-1 para estados Bell-diagonais.

Os estados Bell-diagonais de dois g-bit ja foram introduzidos nas consideracées gerais,

com sua expressio dada por

1 S 5
PBD = Z[(IA @I+ ¢ - (64 ®3B)]
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Em forma matricial temos

14c3 0 0 €1 —C
1 0 l—c3 c1+o 0
PAB = — (3.26)
4 0 cir+c 1—c3 0

c1 — C2 0 1+c3 1+4c3

Lembrando que 7 = (c1,¢2,¢3),—1 < ¢; < 1,¢; = <UZA ®O’ZB> , € um vetor dentro do
tetraedro mostrado no capitulo anterior, esse vetor define o estado pap.

A minimizac&o para os casos norma-2 [11[] e para a entropia relativa [34], ja foram
calculadas e pode ser demostrado que o estado que minimiza a distancia é o estado ori-
ginal depois da medicio para alguma base de medida {H?}. No caso da DQG norma-1
é razoavel esperar um comportamento similar. De fato, no trabalho inicial usado nesta
dissertacao [20] foi feita a hipotese de que o estado classico-quantico que minimiza a
equacéo [3.23| é um estado Bell-diagonal. Esta hipétese foi originalmente apoiada com
argumentos numeéricos, mas junto como os resultados da Ref. [36]] pode-se obter uma
prova analitica desse fato. Essa demostracao é detallada no Apéndice. A seguir, sera

mostrado por simplicidade o calculo baseado na hipétese numérica.

O estado que minimiza a equacio é da forma Bell-diagonal
1 - o
pl = 1Ia®Ip+ - (Ga®Fp),
_>
onde [ representa os estados sobre as linhas ortonormais do tetraedro mostrado na
Fig. 3.2.

Usando a hipétese e substituindo na equacgéo|[3.23| é possivel escrever

Dy = min[r%iln fl(ll),r%ign fa(l2), Hrltlgn f3(l3)], 3.27)
onde
. 11
fills) = H(? — 1) (0a® Ub)H1 =3 |7pail (3.28)
p=0 ¢=0

com Tpe; = [(=1)P(¢; — ;) — (—1)PH9c; + (—1)%c] /4 (i # j # k) representando os valores
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. - .
préprios do operador (? —1j) (0, ®op)/4. Se definirmos d; = I; — ¢; e d = ¢ ¢,

encontramos

fildi) = (Jd; + dy| + |d; + —dy| + |di + d—| + |di + —d_]) /4.

A funcéo f;(d;) atinge seu valor minimo quando d; = 0, portanto é possivel escrever

min fi(l;) = min fi(d;).

K3 7

Como
£(0) = (ldil+ldi[+ld_[+1d_[) _ (de[+1d_]) _ (lex + ¢l +ler —¢l)
i 1 5 5 )
e como
b —b
a1 axlal ) (3.29)

Conclui-se que

min f;(d;) = max[leg| , |ej]]-

1

Sustituindo na Eq. [3.28, obtém-se

min[min,, fi(n1), ming,, f2(n2), min,, f3(ns)] = min[max||cs|, |cs|], max[|c1|, |e3]], max[|c1], |eal]]

= int[le1|, |cal, |cs]],

onde int[|c1], |ca|,|c3]] descreve o valor intermediario dos valores absolutos das fun-
coes de correlacdo ci, co e c3. Mais especificamente, para |c;| < |¢j| < |c|, definimos
intHCi| ) ‘Cj| ) ‘CkH = |Cj"

Finalmente

D1 (p) = int||e1], |e2|, |es]]- (3.30)
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Notavelmente, isso é equivalente a medida negativity of quantumness, que é uma
medida de néo-classicalidade recentemente introduzida em [35] [36] e experimental-
mente discutida em [37]]. Portanto, se para os estados Bell-diagonais investigamos
o comportamiento geral da DQG-1 sob decoeréncia, nés estamos automaticamente
investigando também o comportamento dessa medida de correlacdo quantica sob de-

coeréncia.



Capitulo 4

DQG norma-1 sob decoeréncia

Nesse capitulo, vamos considerar o comportamento da DQG norma-1 em sistemas
quanticos sob o efeito da decoeréncia. Esses resultados constituem a principal contri-
bucgao dessa dissertacao, podendo ser encontrado na Ref. [44]. Em particular, é mos-
trado o fenomeno de mudanca sibita dupla, que é um efeito novo, e o comportamento

de congelamento o qual esta associado com a robustez da medida sob decoeréncia.

4.1 Comportamento dinamico dos estados Bell-diagonais

sob canais Markovianos locais

Nesta secdo vamos considerar a interacdo do sistema com o ambiente usando o for-
malismo do operador soma, desenvolvido no capitulo 2. Neste contexto, tomaremos
a evolucao do estado quéntico p segundo a descricdo da operagdo quantica £(p), que

preserva o traco e é dada por

elp) =Y _(Ti®Typ(Ti @ T))T, (4.1)
i

onde {Ej}€ o conjunto de operadores de Kraus associado ao processo de decoeréncia
de um tnico g-bit, cuja condicéo de preservacéo do traco é >, l“kFT =1.
Na discusséo inicial da decoeréncia foram apresentados os operadores de Kraus

para o sistema de um g-bit, os coeficientes dos operadores de Kraus do sistema bipar-

31
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tido de interesse devem mudar para que a equacgéo ainda preserve o traco. Por
simplicidade, as situacGes consideradas v&o ser inicialmente simétricas, ou seja, as
taxas de decoeréncia sdo iguais no canal de cada g-bit.

Para todos os canais apresentados a seguir, a forma Bell-diagonal dos estados foi

conservada apés dos efeitos de decoeréncia.

1+ch 0 0 d) —d
1 0 1—d¢ d +d 0

e(paB) = (4.2)
0 d+dy 1—d 0

o

/

= 0 14+cy 144

Entao, para caracterizar os efeitos da decoeréncia vai ser suficiente obter os coefi-
cientes ¢,. Esses coeficientes sdo obtidos a seguir para os diversos canais de interesse
nessa dissertacgéo.

Inversao de fase(phase flip ou PF)

Os operadores de Kraus para cada g-bit sédo

= /1- gfk, T = \/gag. (4.3)

Usando a eq. com os operadores de Kraus de um g-bit, obtem-se

14c¢s3 0 0 (c1 —e2)(1 —p)?
0 1—c +e2)(1 —p)? 0
epf(pap) = L “ (e +e)(l =p) 4.4)
4 0 (c1 + ¢2)(1 — p)? 1—ocs3 0
(c1 —c2)(1—p)? 0 1+cs 1+cs

Como a forma Bell diagonal foi conservada, comparando com a eq. os coefici-

entes resultam ser

0/1 = (1—P)2017
¢ = (1-p) e,
& = o (4.5)
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Inversao de bit (bit flip ou BP):

Nesse caso, os operadores de Kraus séo:

rf? = J1-Lp, 1 = \/ga’f. (4.6)

A forma matricial do estado apés decoérencia é entéo:

[14e3(1 —p)?] 0 0 1 — o1 —p)?
1 0 1—c3(l=p)3 ¢ +c(l—p)? 0
cos(pan) =+ toalep ] atal - @D
4 0 ca+ea(l—p)2 [1—ec3(l—p)? 0
c1 —ca(1—p)? 0 1+4+c3 [1+cs(1—p)?]
a qual resulta nos coeficientes:
Cll = (1,
& = (1—p) e,
¢ = (1-p)e. (4.8)

Inversao de bit e fase (bit phase flip ou BPF)

Os operadores de Kraus séo:

o = 1T = [Pk @9)

A forma matricial obtida do estado apés decoérencia é:

1+cs 0 0 c1(1=p)? —co
1 0 1-— + 1—p)? 0
eop(paB) = — “ (1 +e2)(1=p) , (4.10)
P 4 2
0 (c1+¢2)(1 —p) 1—c3 0

c1(1—p)? —co 0 1+c3 1+c3
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o que fornece os coeficientes:

¢ = (1-p’a,
¢ = (1-p) e,
& = e (4.11)

Atenuacao de amplitude generalizada (generalized amplitude damping
ou GAD)

Os operadores de Kraus a temperatura finita sdo:

10 JI—7 0

r? = p I =1=p !
0 V1—v 0 1
0 0 0

IR BN IV O N . (4.12)
0 0 N

Para que a forma Bell-diagonal seja preservada, vamos nos restringir ao caso

p= % A forma matricial do estado apés decoérencia é entio:

1+e3(l—7) 0 0 1 — ¢
1-— 0 1-— 1-— + 0
eaap(paB) = 2 es(1=7) aTe (4.13)
4 0 14 co 1—c3(1—7) 0
C1 — Co 0 1+c3 1+CS(1_7)

E as correlagoes séao:

Cll = (1 - 7)617
Cy = (1 - ’7)627
cé = (1- ’)/)263. (4.14)
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4.2 DQG norma-1 dos estados Bell-diagonais sob decoe-
réncia

Como a forma Bell-diagonal dos estados foi preservada nos canais usados, a equacéo
pode ser usada diretamente para calcular a DQG norma-1. Portanto, podemos
obter um padréo geral da evolucdo da DQG norma-1 como funcdo dos pardmetros de
decoeréncia . Em particular, dependendo tanto do operador densidade inicial p como
do canal quantico, é possivel ter mudancas sdbitas na taxa de decaimento de D;(p).
Isso vai ocorrer se tiver cruzamentos entre as correlagdes ||, |c}|e|cs|como funcdo de p
ou 7. Além disso, efeitos adicionais podem aparecer os quais correspondem mudancas
subitas duplas e comportamento de congelamento. Mais especificamente, podemos

identificar os seguintes comportamentos gerais para as dinamicas de DQG norma-1:

1. BF, PF e BPF': Para esses canais, observamos nos coeficientes obtidos que sempre
existe um coeficiente constante (¢ para BF, ¢; para PF e ¢, para BPF ). Mudancas
sibitas multiplas acontecem se, e somente se, a componente constante|c} | do ca-
nal é ndo-nula e é a componente de menor valor absoluto do vetor de correlacéo
inicial @, com as outras duas componentes apresentando valores distintos. Por
exemplo, tomamos um operador densidade p descrito por um vetor de correlacédo
@ tal que |¢1] > |ea| > |es| # 0. Passando p através do canal PF, teremos inicial-
mente Di[(p)] = |ch| = |ca| (1 —p)?. Apés, havera entdo um primeiro cruzamento
entre |c,| e a componente constante |c;| = |c3| para um ponto critico p = p;°, o
que vai implicar D;[e(p)] = |c3]. ADQG norma-1 ficara congelada como fungad de
p , durante um determinado intervalo (robusta a decoeréncia neste intervalo), e
finalmente um novo cruzamento acontecera entre as componentes || e |¢} [num
segundo ponto critico p = p5©. A partir deste ponto até o ponto final p = 1, o
valor da DQG norma-1 serd D1[z(p)] = |¢}| = |c1| (1 — p)?. Exemplos semelhantes
podem ser obtidos para os canais BF e BPF substituindo c3 por ¢; e ¢ respectiva-
mente. Também podemos observar que na presenca de simetria, o fendomeno de
mudanca subita dupla pode degenerar em mudanca subita tinica. Um exemplo
simples é o caso de estados com simetria U(1), para os quais ¢; = cz. Passando

este estado através do canal PF, teremos no maximo uma mudanca subita tinica
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se |¢3| < |ch] = |c5.

. GAD: Mudancas subitas duplas acontecem se, e somente se, |c3| > |c1],|c2| e

lc1| # |e2| # 0 . Para esse caso, evoluindo p através do canal GAD teremos
inicialmente D;[e(p)] = max]|c]],|cd|] = (1 — ) max[|c1], |c2|]. Havera entdo um
primeiro cruzamento entre max]|c}|, |c,|] e |cj|para um ponto critico p = p7©,
o que vai implicar Di[e(p)] = (1 — 7)?|c3|. Finalmente, um novo cruzamento
acontecera entre as componentes |c5| e min[|c}], |¢}|] num segundo ponto critico
p = p5©. A partir deste ponto até o ponto final ¥ = 1, o valor da DQG norma-1
serd Di[e(p)] = min[|d||,|c5]] = (1 — ) min[|c;|, |c2|]. Note-se que nenhum com-
portamento de congelamento ocorre neste canal. A presenca da simetria U(1)
também leva a dindmica do sistema a ter no maximo uma mudanca subita se

Ca| < |G| = |C5[.NOS Cruzamentos descritos na discussao.
1< |e)] = | tos descritos na discussa

Os pontos criticos de mudanga sdbita p = p{“ e p = p5¢ para a DQG norma-1 sdo

analiticamente obtidos impondo a igualdade dos valores absolutos das componentes

do vetor @’ nos cruzamentos descritos na discusséo anterior. Os resultados sdo apre-

sentados na tabela 4.1 .

| | p¢ ‘ p5° | Condigoes |
o = le1] < el |es]
c1 c1
BE 11—/ mtaiey | 1V mexelian jex] # 0
|ca| # |cs]
o] ] |es| < |e1] | ezl
c3 c3
PF | 1— /ety | 1~V mestalan les] # 0
|c1| # |e2]
o =l |ca| < |e1], |es]
c2 co
BPF | 1= v amtalan | 1~ Vasdaiey | el #0
|c1| # |es]
(fea]lea) naiay | | 1]
max(|c1],|c min(|cy|,|c
GAD | 1- ==~ L ===5r lex], ea] , # 0
|c1| # |e2]

Tabela 4.1: Pontos criticos p7“e p5© em funcio das componentes do vetor de correlacéo
7. As condicdes fornecidas sdo necessérias e suficientes para garantir mudancas su-
bitas duplas. Note que as mudancas sibitas duplas podem degenerar se as simetrias,
expressadas como igualdades entre algumas das componentes ¢, estdo presentes no
estado quéntico.
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A DQG norma-1 exibe dois novos aspectos, para estados Bell-diagonais nédo-triviais
[|ei| # 0 (Vi)] evoluindo sob canais de ruido Markovianos, em comparacgéo com a DQG

norma-2:
* Mudanca subita dupla como funcio das taxas de decaimento;

* Comportamento de congelamento, e portanto, robustez contra a decoeréncia,
para um intervalo finito como funcédo de p, para os canais BF, PF, BPF. Estas
propriedades podem ser obtidas para a norma 2 sé se forem considerados esta-
dos iniciais mais complexos (estados X por exemplo) ou se o sistema é sujeito
a dinamicas ndo-Markovianas [40} 41]]. De fato, a imposibilidade de mudancas
subitas duplas e comportamento de congelamento nos canais Markovianos con-

siderados na dissertacéo, pode ser provada em geral para a DQG norma-2

Proposicao. Considere um estado Bell-diagonal de dois q-bits néo-trivial [|¢;| #
0 (Vi)] evoluindo sob ruido Markoviano local que preserva a forma Bell-diagonal des-
crita pelos canais BF, PF, BPF ou GAD. Para tais evolucdes dindmicas individuais,
a DGQ norma-2 é incapaz de exibir mudancas subitas duplas ou comportamento de

congelamento n&o-nulo, como fun¢io dos parametros de decoeréncia.

Prova Da referencia [23], podemos escrever a DQG norma-2 como
1 2 2
Dy = Z(Z}C;‘ — max |cj|*) (4.15)

Entéo para que uma mudanca stbita dupla aconteca, devemos ter duas mudancas
no valor maximo de \ci’]2como funcéo do parametro de decoeréncia (p para os canais
PF, BF, BPF e v para o canal GAD). Isto é porque ), le’|* é uma funcéo suave de p
ou 7. Porém, observando o comportamento dos coeficientes ¢;” dos canais considera-
dos, notamos que para qualquer um destes canais , dois coeficientes sempre tém a
mesma taxa de decaimento, o que significa que eles ndo se cruzam quando sdo con-
siderados como funcio de p ou v . Entdo, ao maximo uma unica mudanca subita é
permitida para a DQG norma-2. A respeito do comportamento de congelamento, seria

necessario ter D, constante para um intervalo fixo de p ou . Reescrevendo D> como
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Dy = }(min |c§]2 +int |¢;|*) e observando os coeficientes ¢, dos canais considerados, se
conclui que néo € possivel que D; seja constante, porque como ja foi dito, dois coefici-
entes sempre tém a mesma taxa de decaimento. Além disso, a possibilidade de ter dois
valores nédo nulos para os ¢;’s ja foi excluida pela imposicdo de estado néo-trivial na
proposicédo. Portanto se conclui que uma mudanca stbita dupla ou comportamento de
congelamento das correlacées sdo impossiveis para a DQG norma-2 no caso de estados

Bell-diagonais néao-triviais [|c;| # 0 (Vi)] sob os canais considerados.'.

Note-se que relaxando o requerimento |¢;| # 0(Vi), podemos obter o comportamento
de congelamento para a DQG norma-2 D, para estados Bell-diagonais separdveis. Em

particular da equagdo D, = ;(min|¢;” 2 4 int |¢;’|*) o congelamento ocorreria para os

canais BF, PF e PBF tomando a componente constante |cx| como o valor absoluto inter-
medidrio das componentes de ¢ e min leil =0, i # k Porém, essa é uma solugéo muito
restritiva, que esta monotonicamente relacionada com a DQG norma-1 (Dy = D2G /4).
Em outras palavras, a DQG norma-1 permite o comportamento de congelamento a
uma classe muito maior de estados Bell-diagonais. Um comportamento de congela-
mento similar é conhecido também para DQ entrépica, onde uma interpretacéo de

mudanca subita entre decoeréncia classica e quantica foi introduzida na Ref. [42].

4.3 Exemplos

Comecamos ilustrando o fendmeno de mudanca sibita dupla para o canal GAD. Defi-
nimos nosso estado fisico inicial com uma matriz p Bell-diagonal. As restri¢does impos-
tas em p para que seja um estado fisico sdo: \; > 0e ) . \; = 1, com )\; representando
os valores proprios de p. Sob essas condigoes, os estados Bell-diagonais ficam restritos
ao tetraedro mostrado no capitulo anterior e sdo completamente definidos pelo vetor
¢ . Usando as condi¢des mostradas na tabela 4.1, para o canal GAD, é possivel deter-
minar a regido fisica no espaco de estados que esta associada com mudancas subitas
duplas nas taxas de decaimento. A regido vermelha mostrada na figura 4.1, repre-
senta o conjunto de estados Bell-diagonais que apresentam mudancas subitas duplas

na DQG norma-1 sob decoeréncia fornecida pelo canal GAD.
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1.0

Figura 4.1: Estados Bell-diagonais que podem exibir mudancas subitas duplas sob
o canal GAD (regido vermelha dentro do tetraedro). O ponto azul @ = (0.1,0.2,0.3)
representa o estado usado como estado inicial na figura 4.2.

4.3.1 Mudanca subita dupla para o canal GAD

Na figura 4.1 (anterior) o ponto azul corresponde ao estadoc; = 0.1,¢c; = 0.2e ¢y = 0.3.
Na figura 4.2 ilustramos a mudanca subita dupla associada a esse estado. Os pontos
criticos observados p7© = 1/3 e p5© = 2/3 conferem com os obtidos calculando com a

expresdo para o canal GAD dada na tabela 4.1.
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Figura 4.2: Mudanca subita dupla para o estado @ = (0.1,0.2,0.3) sob o canal GAD,
com p;¢ = 1/3 e p5¢ = 2/3. Grafico inserido: Valor absoluto das correlacées como
funcao de ~.

4.3.2 Comportamento de congelamento

Agora vamos ilustrar o comportamento de congelamento usando o canal PF. O estado
inicial escolhido foi ¢; = 1, ¢ = —0.1 e c3 = —cy = 0.1. Esse estado foi discutido
na Ref. [42] para a discérdia quéantica entrépica. Para este estado é possivel de-
monstrar que o comportamento de congelamento é seguido por uma mudanca subita
em p°¢ =1 — \/@ , tanto para a discérdia entrépica quanto para a DQG norma-1.
Note-se que DQG norma-2 néo exibe congelamento para este estado, pois |¢;| # 0 (Vi).
Portanto, para a discérdia entrépica e a DQG norma-1, obtemos um intervalo de con-
gelamento grande e controlavel. De fato, diminuindo |c3| (e portanto a DQG norma-
1), podemos aumentar o intervalo de congelamento tanto como desejemos até p = 1.

Naturalmente, quanto maior o intervalo de congelamento, menor é a DQG norma-1
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disponivel. Isso é mostrado na figura 4.3 , onde c3 = 0.1 foi escolhido. Observamos

que é possivel obter um congelamento maior em funcéo da escolha de cs.

| | 1 | |
0.10
0.08
1 10
1 08 —=—|Cyl
o 0.06 —_ Py | C'Z |
0.61
=] {— lc's
0.04- O 04
1 02 -
0.02 0.0- w
1 00 02 04 06 08 10
1 p
0.00 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.3: Comportamento de congelamento para o estado dado por @ = (1,—-0.1,0.1)
sob o canal PF. Grafico inserido: Valor absoluto das correlagées como funcéo de p.

4.4 Proposta de implementacao experimental

Os comportamentos de mudancas subitas duplas e congelamento da DGQ norma-1
podem ser observados em g-bits realizados com spins nucleares manipulados por re-
sonancia magnética nuclear (RMN). A RMN é uma técnica que permite a manipulacio
de spins nucleares, a qual tem contribuido para a realizacdo de varios protocolos em
informacio quantica [25]. Esta técnica se baseia em gerar um campo magnético e
orientar os spins dos ntcleos (ou magnetizacdo dos nicleos). Apés isto sdo gerados
pulsos magnéticos de radio-frequéncia que irdo perturbar a magnetizacio dos spins.

A informacéo sobre o estado do sistema é entdo obtida diretamente das magnetizacoes
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transversas, as quais sdo os os observaveis tipicos em RMN.

Tempos de relaxacao O eixo de magnetizagédo alinhado segundo o campo mag-
nético externo é adotado como sendo o eixo z. Uma perturbacio gerada nos spins dos
nucleos faz com que eles se magnetizem em uma direcéo diferente de +2z, mas depois
eles voltam a se alinhar com o campo externo. O tempo que o spin demora para se re-
alinhar é chamado de tempo de relaxacdo. Quando um pulso longitudinal, que inverte
o spin em 180°, é aplicado, a magnetizagao que era + M/, se torna — M. e o tempo de re-
laxacao é chamado de T7. Este tempo é influenciado pelas interacées da rede de spin.
Em particular, o tempo T; envolve redistribuir as populacdes dos spins nucleares no
sentido de atingir a distribuicéo de equilibrio térmico (processo que envolve variacoes
de energia do sistema). Ja um pulso transversal, que muda a magnetizacdo do spin
em 90°, é denotado como M,, M, ou M,, e o seu tempo de relaxagédo é chamado de T5.
As interacoes que influenciam neste tempo séo as interacgoes spin-spin. O tempo de

relaxacéo T, envolve decoeréncia de fase sem alteracéo de energia.

Medicao experimental de correlacoes quanticas de estados de dois g-bits
em um sistema de RMN na temperatura ambiente. Nesta configuracédo, a
informacao é armazenada nos spins nucleares, enquanto as transformacoes e a pre-
paracédo do estado sdo implementadas por aplicacido de pulsos com freqiiéncia de radio
altamente controlavel, gradientes de campo magnético, e evolucdes sob interacoes de
spin. Por outro lado, o ambiente afeta o sistema de spin induzindo relaxacées que
impulsionam o sistema de volta a distribucéo de equilibrio térmico de acordo com os
dois tempos caracteristicos 77 e T5. A realizacdo experimental que iremos propor a
seguir pode ser implementada usando uma amostra de cloroformio enriquecida com
carbono-13 (C' H Cl3), em estado liquido e a temperatura ambiente, com os dois g-bits

sendo codificados nos spins nucleares 1/2 dos dtomos de ' H e '3C.
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4.4.1 Condicoes gerais para a mudanca subita dupla da DQG norma-
1 sob os canais de PF e GAD.

Estamos interessados em apresentar as condi¢oes gerais e um exemplo concreto fac-
tivel em RMN, para a mudanca subita dupla da DQG norma-1 sob os canais PF e
GAD atuando em conjunto. Consideraremos, sem perda de generalidade, os 2 g-bits
do cloroférmio (carbono e hidrogénio). O estado de um sistema de dois g-bits em RMN

na aproximacéao de alta temperatura (temperatura ambiente) é dado por

1
p= ZI + eAp, (4.16)

hwr,

onde ¢ = T é a razdo entre as escalas de energia térmica e magnética, wy, € a

frequéncia de Larmor, kg é a constante de Boltzmann e T é a temperatura ambiente,
com Ap denotando a matriz de desvio e I a identidade do espaco de dois q-bits.

O estado Bell-diagonal é entéo preparado como p = 1[(14+)"; ¢;(7;®5;)], mapeando-
se a matriz de correlacdo na matriz de desvio Ap.

Sob os canais PF e GAD atuando simultaneamente teremos

sl = (1 = vm)(1 —70) [es

4.17)
1] = =)A= 0) 1 —pu)(1 —po) |dj], (i=1,2)

onde p esta associado com o processo PF e v esta associado com o processo GAD.

Em termos dos tempos caracteristicos 77 e 15 , temos

pizlieXpTLQia

Com 7 indicando aqui “hidrogénio” ou “carbono”.

Sabendo que T; > % e, tipicamente 77 > T5 , encontramos que a condic¢do para ter a

mudanca subita dupla com os canais PF+GAD sera dada por

les] < el feal, |cil #0, |ei] # ezl . (4.19)

Nesse caso, a correlacdo |c3| é a menor. Visto que ela decai mais lentamente que as
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outras duas, entdo, durante sua evolugdo temporal, ela sera cortada duas vezes pela
evolucdo temporal de |c;| € |ca].

Substituindo a Eq. na Eq. obtem-se os seguintes tempos para a mudanca
subita dupla:

psc 2TveTocTinTon 1 |cs
1= plioe

TocTon(Tic + Tin) — 2TicTia(Toc + Ton)  ~ min(|ci], |eal) (4.20)
pse 2ThcTocTinTon |cs] '

= lo
27 T (Tic + Tin) — 2TieTia(Tac + Ton) & max(|c1|,|c2])

Exemplo: Escolheremos os parametros ¢ = 1077, 2 =8,2=6,2=4.0s tempos
de relaxacéo para os ntcleos de carbono e hidrogénio da molécula de cloroférmio sao
Tic = 10seg, Toc = 0.19seg, Ty = 3.57seg e Toy = 1.2seg. Segue-se entdo da Eq.
que a primeira mudanca subita acontecera em t{° ~ 0.07seg e a segunda em
t5¢ ~ 0.12seg. A figura 4.4 ilustra a predicdo teérica para a curva da DQG norma-
1 com os parametros escolhidos anteriormente. Note que a mudanca subita dupla

ocorre dentro do tempo de relaxacéo disponivel para o sistema.

D /e

0.0 0.1 0.3 04

v

Figura 4.4: Curva tedrica da DQG norma-1 sob os canais PF+GAD na implementacgao
em RMN com os parametros descritos no texto.



Capitulo 5

Conclusoes e perspectivas

futuras

A DGQ norma-1 foi investigada analiticamente sob ruido Markoviano para os estados
Bell-diagonais. Em particular, foi mostrado para estados de dois g-bits sob os canais
mais simples de dindmica Markoviana (phase flip, bit flip, phase-bit flip e atenua-
cdo de fase generalizada), que a DGQ norma-1 pode exibir mudancas subitas duplas
ou comportamento de congelamento. As condicdes necessarias e suficientes para tais
comportamentos foram identificadas. A origem desses comportamentos é a robustez
da DQ sob decoeréncia. Essa robustez inerente é devida a negligibilidade do con-
junto de estados classicos (estados com discérdia nula) em comparacédo com o espacgo
completo de estados [45]]. Isso é um contraste forte se comparado com o conjunto de es-
tados separaveis (ndo emaranhados), que exibem volume finito no espaco de estados.
Isso implica, por exemplo, na possibilidade de morte subita para o emaranhamento,
enquanto apenas mudancas subitas (tipicamente sem morte) para o caso da DQ. Es-
pecificamente, em relacdo a DGQ norma-1, ela ainda possui a robustez da DQ contra o
ruido e manifestando-o para estados Bell diagonais simples, o qual é uma conseqiién-
cia das propriedades da norma do traco. Ja foram feitas realizacées experimentais da
mudanca subita tnica e o comportamento de congelamento [46] através de diferentes
configuracoes fisicas, que demonstraram que tais fendmenos séo bastante gerais em

condicoes reais. Notavelmente, uma investigacao recente [36] verificou experimen-
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talmente a mudanca subita tnica e o congelamento da correlacdo para a negativity
of quantumness (carater quantico) em estados Bell-diagonais, que resulta ser equiva-
lente a8 DGQ norma-1.

Os resultados apresentados nessa dissertacdo abrem outras perspectivas para tra-
balhos futuros. Um destes trabalhos é a implementacdo experimental da proposta
feita no capitulo 4 e que estd em andamento atualmente. Também ¢é interesante es-
tudar as correlagoes classicas e totais que podem ser derivadas da DGQ norma-1, do
mesmo jeito que ja foi feito com a discérdia entrépica e que vai fornecer uma viséo
unificada das correlacées envolvidas nos processos fisicos. Iniciamos recentemente
essa discusséo na Ref. [47].

Finalmente, quando aparecem novas correlagoes quanticas mais gerais que o ema-
ranhamento é valido perguntar: Que ganho pode ser obtido com as novas correlacées
quéanticas nas tarefas computacionais e de transmisio da informacéo, com relacéo a
melhor contrapartida classica conhecida? Nesse contexto, a DGQ norma-1 tem mos-
trado boas perspectivas como recurso para tarefas em informacio quantica, tal como
em sua relacdo monoténica com a fidelidade no protocolo discutido na Ref.[48], a qual
investiga a preparacio remota de estados sob decoeréncia no formalismo de computa-
cdo quantica baseada em medidas. Se vantagens desse tipo podem ser associadas a

outros protocolos titeis é um problema aberto para motivar pesquisas futuras.



Appendix A

Calculo alternativo analitico da
DQG norma-1

Nesse apéndice mostraremos como obter analiticamente a DQG norma-1 para estados

Bell-diagonais. Para isso partiremos do teorema abaixo.

Teorema Seja psp um estado quantico bipartito, com A representando um g-bit.

Entao

Urgé% lpag —oll, = ?&? |pas = Tya)(pas) ||, - (A1)

Isto é, fazer a minimizacdo sobre os estados classicos quanticos o arbitrarios é
equivalente a fazer a minimizacéo sobre medidas Il 4) no estado pap.

Podemos entdo usar esse teorema da Ref. [36] para calcularmos diretamente a
DQG norma-1 (usando uma técnica similar a que usamos recentemente na Ref. [47]).
O anterior teorema permite que a minimizacéo seja feita considerando todos os esta-

dos classicos da forma p. = p/, que podem ser representados como

Py (i@ L)p(l @ L), (A.2)
k=—,+

com
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I, = %(IZ- + 77, (A.3)

W= (n1,n2,n3) € um vetor unitario e os n; sdo as componentes dos eixos perpendicu-

lares classicos que definem a direcao da medida.

Os 4 possiveis autovalores do operador hermitiano p—p’ sdo dados por v; = 74,72 =

—Y+,73 = 7— € 4 = —v—_ onde definimos

yi:i\/(:?—aﬂﬁim/ﬁﬁ, (A4)

com @ = (,c3,¢3), ? (33, 3c3,3c3) e W = (n3,n3,n3). Entdo, a definicdo original

de DQG norma-1 implica que

4
D, = mi/ﬂz il = H%n[%(ﬁ) + 74 (). (A.5)
L

Definimos a funcao f(ui,u2,us)
fuy, ug,ug) = v- () + 74 (W), (A.6)
com a minimizacéo feita em @ sob a condi¢éo

g(ur,uz, u3) = ug +ug + ug =1, (A.7)

Agora faremos a minimizacéo em ¥ usando o método de multiplicadores de La-

grange. Ele consiste em resolver o seguinte sistema de equacées
Ou f = A9, (1=14,5,k) (A.8)

onde i # j # k e o multiplicador de Lagrange )\ é uma varidvel real. Note-se que
Dyg =1, entdo A = 9,, f . Fixando A = 9,, f , a Eq. [A.§reduz-se a

Ou, f—0uf=0, (m=jk) (A.9)
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e, depois de calcular as derivadas parciais, obtém-se

Ay, — O L(1-—2 = =
(am —a)l52( = )+, 0+ 390 (A.10)
n=jkn#m

Quando a Eq. é violada, significa que f ndo tem um extremo no intervalo

aberto u; € (0,1) e, entdo, a minimzacéo acontece para um dos vetores

o« = (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1). (A.11)

Primeiro, notamos que se pelo menos um dos fatores v, v_ e ? - se anula, a eq.
pode ser satisfeita s6 para a,, — «; = 0. Nesse caso, f = ,/a7/2 independente de
U e, como consecuéncia, os vetores da eq. [A.11]minimizam f.

. - .. . ~

Em um caso mais geral, se so duas das componentes de o sdo iguais, entdo

1
5/ Qs oy >

%\/ak + (v — ap)ur o < ag

Para o; > aj, qualquer ¥ minimiza f . Quando o; < «, depende de uy e a
minimizacdo acontece para u; = 1 e, consequentemente u; = u; = 0. Entéo, a funcéo
f sempre atinge seu valor minimo para a condi¢do dada na Eq. Finalmente,
para a situacéo onde vy , y_ ,,F U e oy, — a;s80 ndo nulos, podemos dividir a Eq

por «,,, — «; e reescrever-a como
(@ + B) U+ 02—, =0 (A.13)

Impondo a Eq. encontramos u; = u; = 0 e u; = 1. Isso completa a prova.
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