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Resumo

Nesta dissertacao, analisamos a correcao a 1 loop da energia efetiva para vortices de
centro estaticos nas teorias de Yang-Mills. Utilizamos trés procedimentos independentes
para obtencao e ratificacao do resultado, comparando-o com diferentes resultados previa-
mente obtidos na literatura. A maior contribuicao do nosso trabalho é confirmar como o
acoplamento natural entre vortices de centro e flutuacoes quanticas modificam concepcoes
prévias sobre a estabilidade destes. Neste sentido, mostramos como a parte imaginaria
da energia efetiva poderia ser eliminada para certas configuragoes magnéticas.



Abstract

In this work, we analyzed the effective energy up to one-loop for static center vortices
in pure Yang-Mills theories. In order to obtain the result, and compare it with previous
calculations, three independent procedures were considered. The most relevant contribui-
tion of our work is to confirm that previous conceptions about center vortex stability can
be modified, when the natural coupling between center vortices and quantum fluctuations
is considered. This comes about as the imaginary part of the effective energy could be
absent for some magnetic configurations.
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1 Introducao

Com o estudo realizado por A. M. Polyakov, [26], no qual demonstrou a importancia
dos instantons em descrever uma fase confinante na QED3 compacta, diversos pesquisa-
dores motivaram-se a explicar os fenomenos da regiao infravermelha das teorias de Yang-
Mills utilizando defeitos topologicos, como monopdlos e vortices de centro [13, 22, 23|.
Como o titulo desta dissertacao sugere, a estrutura escolhida para efetuarmos nosso es-
tudo ao longo destes dois anos foram os vortices. Obviamente, nao estamos propondo
explicar o confinamento, mas sim, mostrar a relagao que poderia existir entre o fenomeno

de confinamento e estes objetos.

No primeiro capitulo, faremos uma pequena introducao sobre as teorias de Yang-
Mills, teorias de calibre cuja simetria, diferentemente do eletromagnetismo, obedecem uma
regra de comutacao entre geradores muito particular, denominada nao-abeliana [2, 9]. As
propriedades cléssicas e sua quantizacao foram discutidas detalhadamente, com o objetivo
de deixar claro a nao trivialidade que acompanha um estudo realizado sobre os campos que
a habitam. Dentre os muitos resultados conhecidos, nos dedicamos ao entendimento da
interacao existente na teoria pura, da necessidade de definir uma constante de acoplamento

que se enfraquece a curtas distancias e da catastrofe do infravermelho.

Uma vez entendidas as caracteristicas basicas da teoria, discutiremos como introduzir
os vortices de centro. Iniciamos o segundo capitulo, apresentando aquele que ¢ o inva-
riante de calibre mais importante em nosso cenario de confinamento, o loop de Wilson
[32]. Este observavel, o qual esta intimamente ligado com a descri¢do das diversas fases
para uma teoria de calibre nao abeliana, é necessario para a compreensao correta dos
objetos singulares que desejamos estudar. O ponto alto deste capitulo encontra-se nas
duas possiveis maneiras de acoplar os vortices com as flutuagoes quanticas, definidas em

[23] e [12], as quais, levam a grandes mudangas na procura por uma configuragao estavel.

A estabilidade dos vortices de centro é o ponto central discutido nesta dissertacao de

mestrado, sendo desenvolvida no terceiro capitulo. Desde o resultado obtido por Nielsen e
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Olesen [20], mostrando que configuragoes cromomagnéticas apresentam uma contribuigao
imaginaria na energia efetiva para os campos de fundo, a proliferacao dos vortices de centro
no regime nao perturbativo ficou ameagada. Sendo assim, o tltimo capitulo foi dedicado a
maior compreensao dos operadores de flutuagao, os quais apresentam estruturas diferentes
de acordo com a descricao dos vortices de centro e o procedimento utilizado para acopla-
los as flutuagbes quanticas |10, 12, 23]. Ao final deste capitulo, foi realizada uma pequena

busca pelo vortice que, um dia, pode ser responsavel por explicar o confinamento.
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2 Teorias de Yang-M:lls

2.1 Uma breve introducao abeliana

Desde o advento do eletromagnetismo, regido pelas equagoes de Maxwell,

v E=2L, V-B=0,
€0
-~ 0B . OE -
VXE—FE:O, VXB—,U()EQE:/LU], (21)

as transformacoes de calibre destacaram-se no estudo da Fisica. A partir das equacoes
homogéneas, fica claro que os campos elétrico e magnético E e B podem ser escritos em

termos de outros campos, ¢ e A, denotados potenciais

B=V xA4, E:—ws—a. (2.2)

Como diversos destes campos sao capazes de representar uma mesma configuracao do

campo eletromagnético, a simetria de calibre se faz presente. As transformacoes que irao

manter os campos elétrico e magnético invariantes sao

A— A+ Va, ¢—>¢—%—?. (2.3)

As equagoes de Maxwell passam a ser escritas em termos dos potenciais segundo

0 . P
J— 2 JR— . — —
v ot <V A) 60’
VAtV <v : A) + poco s (-v - E) = o], (2.4)

as quais serao respeitadas para todas as configuracoes que se relacionem através de uma
transformacao de calibre. Os potenciais nao possuem significado fisico, sendo assim, a
determinacao de apenas um dentre infinitos campos é o suficiente para descrever toda
a fisica envolvida. A fim de realizarmos uma escolha de um unico representante dos

potenciais para cada configuracao fisica do sistema, é utilizada uma técnica chamada
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fixacao de calibre. No contexto do eletromagnetismo, as mais comuns sao

V-A=0, V-E—uoeog—d)zo, (2.5)

ot
onde a primeira é conhecida como fixacao de Coulomb e a segunda como fixagao de Lorentz
ou Landau. Apesar de mais complexo, o calibre de Landau exprime a simetria existente
entre os potenciais e deixa claro que ambos os campos satisfazem uma equagao da onda

na presenca de fontes externas.

De maneira covariante, as equagoes de Maxwell podem ser escritas a partir da densi-

dade lagrangiana
1 wo AR
/; - —Z./—'-ul,f —f—]“A s
_ o ¢ g . 2
onde, F,, = J,A, —0,A,, A, =(—-A), Ju=\pc,7), (2.6)

sendo ¢ é a velocidade da luz, a qual possui uma simetria de calibre referente ao grupo
abeliano U(1) e a fonte externa satisfaz a equagdo da continuidade 0,j* = 0. Nesta

notacao as transformacoes de calibre sao escritas como

A, — A+ 9,0 (2.7)

2.2 Teorlia classica de calibre nao abeliana

Na primeira secao deste capitulo, fizemos uma pequena e simples introdugao sobre
teorias de calibre, utilizando como exemplo a mais conhecida e testada delas. Com o pas-
sar dos anos, o desenvolvimento de técnicas experimentais mais apuradas nos permitiu
acessar niveis de energia cada vez mais altos e desafiar nossa compreensao dos fenéme-
nos da natureza. Uma das primeiras descobertas esté relacionada a existéncia da forca
nuclear fraca, responsavel pelo decaimento do nicleo dos dtomos. Assim como a forca
eletromagnética, essa nova forca também apresentava bosons transportadores de informa-
¢ao, os chamados bosons vetoriais Z°, W+, W~, e uma carga propria, o isospin. Apesar
de todas essas semelhancas apontarem para uma descricao de calibre para essa teoria,
as diferencas também eram evidentes, como uma estrutura de dupletos para os campos
carregados e um nimero maior de transportadores. Essas evidéncias deixavam claras que
a representacao através de uma teoria de calibre para a interacao fraca nao poderia ser
simples como a eletromagnética. Em 1954, C.N. Yang e R.L. Mills estudaram a conser-

vacao da carga de isospin mediante uma transformacao local, o que originou uma nova
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classe de teorias de calibre, as teorias de calibre associadas a simetrias com grupos nao

abelianos, as chamadas teorias de Yang-Mills [33]-[2].

Para entender a descricao dessa teoria, considere um grupo de Lie que possua M

geradores T,, ou seja, a algebra desse grupo pode ser escrita da seguinte forma
[Taa Tb] = Z'fabcT'Ca (28)

onde fupe 520 as constantes de estrutura do grupo. Um grupo é dito nao abeliano se existem
geradores que nao apresentam a propriedade comutativa. Em geral, a lagrangiana de uma
teoria depende dos campos e das derivadas destes campos, portanto é de nosso interesse
estudar a transformacao destas estruturas perante uma transformacao local de calibre,
pois a acao deve ser invariante de calibre. Dada uma representacao do grupo, os campos

carregados podem ser descritos como uma lista ¥ que se transforma como
U(z) = U'(z) = UB(x)¥(z) = e BV @ (g), (2.9)

sendo 6 o parametro responsavel por controlar a transformacao. Uma transformacao deste
tipo deixaria um termo de massa |¥|? invariante, entretanto as derivadas dos campos

carregados nao apresentariam a mesma caracteristica,
0, U(x) > 8,V(x) = 8, (U(0(x))¥(x)) = U(b(2)) (8, () + (B,U(6())) ¥(x). (2.10)

Portanto, para que exista uma simetria local, a lagrangiana nao pode conter termos
puramente formados por derivadas ordinarias, sendo necessario introduzir um novo tipo

de derivada, uma que se transforme da mesma forma que os campos carregados, ou seja,
D, (x) — D,V (x) = U(0(x)) D, ¥ (x). (2.11)

A D,, & dado o nome de derivada covariante. E essencial que esta nova derivada dependa da
derivada ordinaria, por razoes 6bvias, e do tinico campo local presente em teorias de calibre
puras, de maneira que a sua transformacao elimine qualquer contribuicao indesejavel,
mantendo-se de acordo com (2.11). Podemos definir nossa derivada covariante da seguinte

maneira

DU (x) = (9, +igA,(x)) U (x). (2.12)

onde g ¢ a constante de acoplamento da teoria de Yang-Mills e A, = AJT,, é uma lista de

M campos de calibre que se transformam na representacao adjunta do grupo. De acordo
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com (2.10) e (2.11), a lista de campos de calibre devera se transformar da seguinte forma
Au(w) = Al (2) = UA U™ + “U0,U . (2.13)
g

Podemos perceber claramente que, assim como no caso abeliano, um campo de calibre
A, (z) = 0 pode ser escrito de diversas formas equivalentes gracas ao segundo termo de
(2.13), também conhecido como termo de puro calibre. Uma vez definidas as estruturas
capazes de formar invariantes de calibre que dependam dos campos massivos, s6 nos resta
definir um termo equivalente ao tensor eletromagnético F,,, responsavel por atribuir
dinamica aos campos de calibre. Devido ao fato dos campos de calibre nao abelianos
possuirem carga nao nula, diferentemente dos fétons que sdao eletricamente neutros, o
tensor que estamos procurando nao pode ser escrito de maneira tao simples, pois ao

realizarmos uma transformacao infinitesimal sobre ele obtemos
) [@Afﬁ — (‘9,,AZ} — fabep, (0Ave — 0, Ac) + fabe [(0,0) Ave — (0u6s) Apel (2.14)

Utilizando como inspiracao a lagrangiana abeliana, a lagrangiana para uma teoria de

calibre pura deveria ser escrita como

1
L= Fn R, (2.15)

onde Fj, = 0,A7 — 0, A}, + “termo que cancele a contribuicao extra”. Como j& sabemos
da literatura, veja [2| para uma explicacdo mais detalhada do surgimento deste ultimo

termo, a forma final do tensor ¢ dada por
Fiw = 0, A%(x) — 8, A5 (x) — g f* Ay (2) Af (2), (2.16)

ou em termos das derivadas covariantes,
i

Fo - T =
! g

[Dy, Dy] - (2.17)

A lagrangiana na equagao (2.15), juntamente com a definicao dada em (2.16), é conhecida,
como lagrangiana de Yang-Mills. Assim como no caso eletromagnético, nao é possivel
introduzir um termo de massa para os glions, preservando a simetria de calibre, pois
qualquer fator proporcional a |A,|* ndo é invariante de calibre. Apesar de existirem muitas

semelhancas entre os casos abeliano e nao abeliano, duas diferencas merecem destaque:

e De acordo com (2.16), ao realizarmos uma transformagao de calibre, F;, F4" conti-
nua invariante, porém F,, nao. O tensor para um grupo nao abeliano ¢, na verdade,

covariante de calibre.
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e A teoria de Yang-Mills pura ja apresenta interacao devido ao fato dos glions pos-
suirem carga. Este ponto torna as solugoes das equagoes de campos classicas muito
mais complicadas do que as solucoes eletromagnéticas. Entretanto, esse efeito é de
extrema importancia para a existéncia de outras caracteristicas que sao inimagi-
néaveis quando estamos tratando de teorias abelianas, como veremos nas proximas

secoes.

2.3 Quantizacao de uma teoria de calibre nao abeliana

Apos discutir as caracteristicas basicas das teorias nao abelianas, chegou o momento
de analisar o comportamento de sistemas quanticos perante esse grupo de simetrias. Para
teorias abelianas, o processo de quantizacao canoénica apresenta muitas dificuldades, como
a necessidade de estudar o formalismo proposto por S.N. Gupta e K. Bleuler, ao invés
de trabalhar diretamente com a acao de Maxwell que leva a aparicao de estados nao
fisicos. No formalismo de Gupta-Bleuler o nosso conhecimento das propriedades classicas e
quanticas do foton servem como guia para estabelecer critérios que nos permitam eliminar
estes modos. Por este motivo, o método de quantizacao escolhido para quantizar as teorias
de Yang-Mills é a integracao funcional, que apesar de também apresentar dificuldades,

exige menos conhecimento prévio sobre a dinamica dos mediadores da informagao.

2.3.1 Procedimento usual

Como pode ser encontrado na literatura sobre teoria quéantica de campos (TQC), ver

por exemplo [9], o funcional gerador para a teoria de Yang-Mills é escrito como

Z\J) = / [DA,) exp {z / d*z [L(x) + jMA“]}, (2.18)

onde j, ¢ uma corrente externa e L(x) é definido de acordo com (2.15) e (2.16). Como
foi dito no final da se¢ao anterior, a teoria de Yang-Mills na auséncia de campos massivos
externos ja apresenta interacao. Portanto, para um estudo de todos os efeitos presentes
nesta teoria, serd necessaria a utilizacao de técnicas mais apuradas do que simplesmente

a integracao gaussiana. Por este motivo, é interessante escrevermos o termo cinético da
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acao de Yang-Mills como a soma de um termo livre e outro de interacao,

210 = / DA, exp {@ / 442 (Lo + Lins. + jHA“]},

Ly =——(0,4, — 0,A;) (0" A, — 0" AL),

1
4
2
aoc a (& g aoc raae (& e
Lint. = 9" (0,A5) AL A5 — el b fede AL AL AL AS, (2.19)
Em teoria de pertubagoes, os primeiros efeitos quanticos decorrem de Lq. Para analisar a

equagao (2.19), é importante rescrevermos este termo de maneira mais conveniente. Isto

é possivel através de integracoes por partes, que resultam na forma equivalente,
1 a( 192 ¥4 a 1 a Y Aa
Ly = §Au(g 0° — HO") AL = §AMIC Al (2.20)

onde g, ¢ a métrica do espaco no qual estamos trabalhando. Por se tratar de um operador
de projecao transversal dos modos fisicos do campo de calibre este operador nao pode ser
invertido. Como medida de demonstracao desta afirmativa, assuma que G**(z — y) seja a

inversa de KC,,

(g‘“’@2 — 0“8”) GMNx —y) = g"o(x —y). (2.21)

Usando a transformada de Fourier,

gw\(m) _ / (;lﬂl;eik-xgw\(k)? (2.22)

a equacao (2.21) pode ser escrita como
(9" K> — K'E") G (k) = g™, (2.23)
A partir da decomposicao invariante,
G (k) = a(k®)g” + b(E*)E K, (2.24)

fica claro que a igualdade (2.23) nao é satisfeita e portanto, det K = 0.

Como sabemos, a resposta obtida para um funcional gerador de campos bosonicos que
possuia uma agao gaussiana ¢ inversamente proporcional a raiz quadrada do determinante

do operador responsavel por descrever a propagacao destes modos,

1
vdet I

Um resultado divergente para o funcional gerador nao faz sentido. Do ponto de vista fisico,

ZolJ] o exp(j#KC;17Y). (2.25)

1%

a fungao de particdo Z[J] é a amplitude de probabilidade do sistema que se encontrar no
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vacuo em 1" — —oo permanecer neste estado em T — oo, sendo que uma fonte externa
J permaneceu ligada por um tempo finito neste processo. Isto significa que existe uma
2

limitacao no resultado méximo que pode ser obtido para |Z[J]|* que pode ser entendido

como a inexisténcia de probabilidades maiores do que 1.

2.3.2 Contornando a divergéncia

A divergéncia proveniente de det X = 0 na equacdo (2.25) pode ser entendida a
partir do célculo da integracao funcional, que segundo R. Feynman deve ser feito através
da soma sobre todas as historias do sistema que satisfacam as condicoes inicial e final.
Entretanto, para uma teoria de calibre, cada histéria para o campo de calibre A, seria
somada infinitas vezes devido o fato de que transformacoes de calibre nao modificam a
historia pela qual o sistema passou. Desta forma a solucao para o nosso problema pode
ser obtida se conseguirmos filtrar as diferentes configuracoes de maneira a contarmos cada
uma delas apenas uma unica vez. A maneira de realizar este processo é através da fixacao
de calibre, mas como j& é sabido através do método de Gupta-Bleuler para a quantizacao
do campo eletromagnético, serd necessario um maior cuidado quando esta fixacao for
tratada a nivel quantico. Para implementa-la corretamente, L. D. Faddeev e V. N. Popov

propuseram um ansatz baseado em um resultado conhecido para integrais ordinarias.

2.3.2.1 Ansatz de Faddeev-Popov

Visando uma relagao com o método de Faddeev-Popov, tratemos de uma integral
ordindria em um espaco finito de n + m dimensoes, onde n é nimero de varidveis z
que nao podem ser conectadas através de transformacoes "de calibre", m, o nimero de
variaveis y que podem ser escritas como alguma transformagao das coordenadas x e z é o
conjunto das n + m variaveis. Dessa forma, para que o "funcional gerador" seja livre de

divergéncias deve ser integrado apenas nas coordenadas z,
Z[J] = N/dx exp [iS(2)], (2.26)

onde N ¢ uma constante de normalizacao que aparece simplesmente por uma questao
de coeréncia com a definicao da amplitude de transicao. Porém, para que esse resultado
possa ser comparado ao funcional gerador inicial, precisamos levar em consideragao todas
as variaveis de integracao, sejam conectadas ou nao por uma transformacao "de calibre”.
Uma maneira simples de escrever o resultado acima ¢ utilizando a distribuicao delta de

Dirac para definir uma superficie de integracao nas coordenadas y, como por exemplo
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y=20
Z[J] = N/dz exp [iS7(2)] 8™ (y). (2.27)

Apesar desse resultado estar correto, é de nosso interesse que a fixacao escolhida possa ser a
mais conveniente para cada problema, portanto ainda é necessario generalizar o resultado
acima para a escolha de uma superficie qualquer F(z) = 0. Ao substituirmos a superficie
y = 0 pela superficie F'(z) = 0, precisamos levar em conta a propriedade de composi¢ao do
argumento da distribuicao delta, que impoe um termo Jacobiano responsavel por manter

a unitariedade da integracao sobre as coordenadas v,

OF(z)

Z[J]=N / dz exp[iSy] det (a—y) S (F(2)). (2.28)

Agora s6 é preciso reinterpretar nosso resultado em termos das varidveis que estamos
interessados. As varidveis de campo A, estdao representadas pelas coordenadas z, pois
envolve tanto aquelas que estao conectadas por transformacoes de calibre quanto as que
nao estao conectadas. Dessa forma, a fixacao da superficie F'(z) = 0 deve ser substituida

por F(A,) = 0 que representa a fixacao de calibre escolhida (fig.1). As coordenadas

™~ Orbitas /
\

Figura 1: Representacao da superficie fixadora de calibre

x escolhidas para representar configuracoes que nao representam a mesma fisica sao,
portanto, as diferentes 6rbitas das teorias de Yang-Mills, e por tltimo as coordenadas y
sao aquelas responsaveis por transitar sobre uma mesma o6rbita, ou seja, é o parametro
da transformagao. Uma vez conhecida a relagdo entre cada um dos termos do "funcional

gerador" e do funcional gerador inicial é possivel escrever o ansatz de Faddeev-Popov
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como

ZJ] = N/[DAN] exp [15;] det (%) d(F(A,)), (2.29)
onde 0(F(A,)) possui propriedades equivalentes a distribuigdo delta de Dirac convenci-
onal, porém filtra configuragbes nas integrais. O resultado (2.29) é a maneira correta
de, perturbativamente, representar o funcional gerador em uma teoria de calibre. Um
ponto que vale a pena ser ressaltado ¢ a importancia da fixacao de calibre. Na teoria clés-
sica de campos, essa técnica surgia apenas como um facilitador, pois o resultado poderia
ser obtido independentemente de escolher ou nao um calibre. Ja na TQC, dependendo
da descricao utilizada para quantizar o modelo, a escolha passa a ser fundamental pois
somente assim é possivel tratar as infinitas repeticoes na soma sobre configuragoes, ou
eliminar modos nao fisicos na quantizacao candnica. Para entender como trabalhar com

a equacao (2.29) é necessario introduzir a ideia dos ghosts de Faddeev-Popov.

2.3.2.2 Ghosts de Faddeev-Popov

A tnica integracao que sabemos realizar funcionalmente é a chamada integracao Gaus-

siana, onde o resultado, apesar de ja ter sido utilizado no inicio desta secao, é

/ (D] ed@K o) — L

v det K’

quando tratamos de um campo bosonico real ¢. A relacao entre uma integral gaussiana

(2.30)

e o determinante de um certo operador indica que esse caminho pode render frutos para
representar o determinante de Faddeev-Popov, entretanto, a substituicao nao pode ser
feita através de um campo real. Seria importante encontrar uma integral que, ao invés
de depender da raiz quadrada do determinante do operador, dependa simplesmente do
determinante, pois seria ainda mais proximo do ansatz dado em (2.29). Neste respeito, a

integracao gaussiana de um campo bosoénico complexo gera justamente um fator

/[D¢] [D¢*] ' @E@yy) 1

T det K

(2.31)

Porém, apesar dos esforcos, a descricao do determinante de um operador em termos de
campos bosonicos nao pode ficar melhor do que esse resultado encontrado acima. Sendo
assim, a maneira correta de substituir o jacobiano do ansatz de Faddeev-Popov é através
de um campo fermionico, uma vez que a contribuicao destes é inversa a de um campo

bosonico. Portanto, uma maneira alternativa de escrever um funcional gerador para uma
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teoria de calibre nao abeliana é

710 =N / (DADCDC expliSy +iC* (1)K (2, y)CW) S(F(AL),  (2.32)

onde ( representa o campo de ghost de Faddeev-Popov e (* o campo conjugado. Compa-

rando as equagoes (2.29) e (2.32), podemos concluir que

_ 0F(4,)

K(z,y) = 0 (2.33)

Algumas caracteristicas sao bem marcantes neste novo campo que acaba de ser introdu-
zido. Uma andlise em (2.32) revela que estes campos fermionicos ndo possuem spin, ou
seja, deveriam ser bosonicos. Felizmente, uma analise cuidadosa na matriz de espalha-
mento garante que estes sao responsaveis apenas por eliminar modos nao fisicos da teoria,

nao sendo possivel sua aparicao em estados assintoticos.

2.4 FEfeitos nao triviais

2.4.1 Liberdade Assintéotica

Em 2004, D. J. Gross, H. D. Politzer e F. Wilczek ganharam o prémio Nobel de
Fisica pela descoberta de um fenémeno existente apenas em teorias de calibre nao abe-
lianas, conhecida como liberdade assintética. A funcao [, definida a partir da teoria de
renormalizacao como
dg
6 - M@a

onde i é um parametro com dimensao de energia que depende do processo escolhido para

(2.34)

renormalizar o sistema, ¢ o objeto responsavel por determinar qual faixa de energia apre-
senta uma constante de acoplamento suficientemente pequena a ponto de validar métodos
perturbativos. Note que, em geral, g = g(u), uma vez que os processos de renormalizacdo
nos levam a redefinir constantes de acoplamento nuas, adimensionais e sem dependéncia
com qualquer outro parametro, em termos de outras constantes renormalizadas com a fi-
nalidade de absorver as divergéncias existentes. Esta caracteristica variante da constante
de acoplamento é conhecida como running coupling constant e gera naturalmente uma
escala neste objeto. Os trés ganhadores mostraram que a funcao § da cromodindmica

quantica (QCD) é dada por

2ny g
=—(11—— 2.35
B ( 3 ) 1672’ ( )
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onde ny é o numero de sabores existentes na natureza (atualmente ny = 6). Comparando
os resultados (2.34) e (2.35), podemos perceber que para ny < 16, g se enfraquece a
medida que a energia do sistema aumenta devido ao valor negativo obtido para a fungao
B. Apesar de todos os calculos validarem o efeito, ainda faltava uma interpretacao mais
fisica e intuitiva deste fenomeno. Esta foi proposta por E. Ma [18], para a teoria pura, e
reformulada por N.K. Nielsen |21] para incluir os quarks da QCD. A melhor maneira de
entender esse efeito é comparando-o com a eletrodinamica quantica (QED), pois esta é a
teoria cujas previsoes apresentam melhor convergéncia com os dados experimentais e que,
ao contrario da QCD, nao possui liberdade assintética. Primeiramente vamos supor dois
sistemas, cada um deles regido por uma das teorias, onde exista apenas uma particula
fonte, elétron e quark fontes, respectivamente. No sistema regido pela QED, a existéncia
do elétron polariza o vacuo de modo que poésitrons virtuais sao atraidos enquanto os
elétrons repelidos. Este efeito é caracteristico de uma blindagem, sugerindo que a interacao
seria mais poderosa quanto menor a distancia da fonte. No sistema regido pela QCD, a
polarizagao do vacuo através de pares quark-antiquark virtuais também ocorrera, porém,
devido ao fato dos transportadores carregarem carga de cor, estes sao capazes de interagir
com os dipolos virtuais, amplificando intera¢oes a grandes distancias [25|, de maneira
semelhante ao que ocorre em materiais paramagnéticos. Esta interpretagao nao ¢ tnica,
porém, uma competicao entre efeitos de blindagem e amplificacao é necessaria na busca
por uma andlise qualitativa da liberdade assintética. Devido a todas estas peculiaridades
existentes apenas nas teorias de calibre nao abelianas, muitos afirmam que a liberdade
assintotica é uma exclusividade desta simetria. Mais a frente iremos estudar sistemas onde
um efeito similar pode surgir na Mecanica Quéantica utilizando como exemplo potenciais

singulares.

2.4.2 Confinamento das cargas de cor

Como vimos na subsecao 2.4.1, a liberdade assintotica ¢ um efeito muito bem co-
nhecido e consolidado quando se trata das teorias de calibre nao abelianas. Porém o
confinamento de cargas de cor e o gap de massa ainda sao alvos de estudo até a data
na qual foi escrita esta dissertacao. Diferentemente da liberdade assintotica, estes efeitos
sao relevantes na faixa do infravermelho, regiao na qual nao existe um consenso entre os
pesquisadores sobre o tratamento adequado. Apesar das diferencas, um modelo que se
propoe a explicar o confinamento é aceito pelos diferentes grupos de pesquisa. Entre um
quark e um antiquark a uma distancia L, deve surgir um tubo cilindrico de fluxo cromoe-

létrico [16] que mantém ambos ligados, dando lugar a um méson. Desta forma é possivel
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mostrar que a energia armazenada pelo sistema aumenta linearmente com o tamanho do

tubo,
2 1 a a
E = UL, g = d X é‘FOk‘FOk” (236)

onde a integracao é realizada sobre a se¢ao reta do tubo de fluxo. Imaginemos que a dis-
tancia entre estas duas particulas aumente com o propoésito de separamos completamente
as particulas. Inicialmente E < M, onde M, é a soma das massa de repouso do quark e
do antiquark, porém, a medida que L cresce, esta desigualdade deixara de ser verdadeira
em algum momento. No instante em que £ > M, o sistema formado por quark-antiquark
deixard de ser energeticamente favoravel em relagdo a um sistema formado por 2 destes
pares cujas particulas estejam mais proximas, resultando no decaimento segundo a Figura

2. Sendo assim, a carga de cor esta sempre confinada dentro de estruturas que sao ditas

Figura 2: Decaimento de um méson em dois devido ao actimulo de energia no tubo
cromoelétrico

de cor branca (mésons e barions). Para este modelo, confinamento das cargas de cor esta
associado a uma energia que dependa linearmente da distancia entre as particulas elemen-
tares. Este regime é buscado pelos mais diversos grupos de pesquisa, cada um baseando-se
em propriedades nada triviais das teorias de Yang-Mills. Dentre eles destaca-se o modelo
do supercondutor dual [17], que mesmo nao tendo sido citado diretamente nesta disserta-
cao, é a base de todos os trabalhos realizados com vortices de centro e outras estruturas

topologicas.
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3 Vortices de Centro e
Confinamento

3.1 Loop de Wilson

Em teorias de calibre puras, o confinamento de quarks externos pesados, sem dinéa-
mica, pode ser associado a uma lei da area para o loop de Wilson [32]. Com o objetivo de
entender o surgimento desta interpretagdo, vamos analisar um sistema formado por um
quark e um antiquark (gq) separados por uma distancia R. Este par é criado no instante
t = 0 e aniquilado em ¢ = T [5],[9],[16]. Antes de descrever o problema, iremos discutir
mais cuidadosamente dois aspectos. Primeiramente, ao criarmos as particulas em pontos
diferentes do espaco, precisamos necessariamente criar uma linha de fluxo ligando-as, para
que desta maneira a conservacao local da carga seja preservada. O fator responsavel por

esta criacdo é a holonomia U(2’, z,C) do grupo,

U(z',x,C) = Pexp {ig /; dy, Au(y)] : (3.1)

onde P ¢é o operador de ordenamento espacial ao longo da curva C'. Portanto, podemos

escrever o operador de criacao para o par ¢q segundo
Q2 x,t,C) = q(a’, 1)U (2", z, C)q(a, 1), (3.2)

onde C representa uma curva que inicia no ponto x’ e termina no ponto z. Desta forma, os
diferentes estados de quark-antiquark sao diferenciados apenas pelas diversas curvas que
ligam cada particula. Para relacionar confinamento e lei da area, nosso objeto de estudo
serd o valor esperado do operador definido em (3.2), calculado no estado fundamental da

teoria.

Primeiramente iremos basear nossa descricao a partir do formalismo canonico. Desta
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forma, podemos escrever

(Q1(0, R, T,C)Q(0, R, 0,0)) = > N{0|Q1(0, B,0,C)|m) (mle” " |n) (n|Q(0, R,0,C)|0),

(3.3)
onde o fator N/ provém da normalizacao para este observavel. Nesta passagem utilizamos a
definicao do operador de evolucao temporal e introduzimos uma base completa de estados
|m). Repare que assumindo a escala T muito grande, o termo mais relevante para o

calculo do correlator é aquele que possuir o estado com menor energia, a qual iremos

denotar E(R). Desta forma,
(Q1(0, R, T, C)Q(0, R, 0,C)) ~ &™), (34)

onde assumimos que a energia do vacuo é nula.

Na segunda etapa deste calculo, iremos adotar o procedimento funcional, visando uma

outra interpretagao para o nosso correlator. Utilizando (3.2), é possivel escrever

(Q'(0,R,T,C)Q(0,R,0,0C)) =
(a(0.0)0((0,0),(0, ), C)a(R.0)a(R, T)U ((T, ), (T, 0),C )q(0,T)). (3.5)

Porém, antes de tentar resolver diretamente o propagador acima, iremos analisar um corre-
lator mais simples onde esperamos encontrar um resultado que facilite nossa compreensao.

Este é dado por
(@t 2)7" (', 2)) = N / [DA|[Dg)[Dq] ¢*(t, 2)q" (', x)e ", (3.6)

onde S = ([ d*z §F5, F* + iqy°Dog — imoqq). No regime de quarks pesados a seguinte

equacao de campo é satisfeita
7’9o — igAo)q = imog, (3.7)

onde mg ¢ a massa renormalizada dos quarks. O propagador do quark pode ser escrito

como

(q“(t,2)@ (', 2)) = Pexp {zg/tl dr Ao(T, x)} (q“(t, 2)@ (', 2)) tivre, (3.8)

de maneira que as diferencas entre (¢*(t,2)¢°(t, 1)) e {(¢®(t,2)3*(t',x))1ipre 530 dadas
pelas trocas Dy — 0y, ¢“(t,x) — q*(t, 2)iwre € @', 2) = P, 2)1ire. O primeiro
termo do lado direito corresponde a holonomia do grupo sobre uma curva que nao varia
espacialmente, apenas temporalmente. O termo livre, independe dos campos de calibre,

simplesmente fornece um valor constante para o propagador. Agora estamos prontos para
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analisar nosso sistema. Ao generalizarmos o resultado acima para mais de um quark, é

possivel escrever,

(Q'(0,R, T,C)Q(0, R,0,C)) ~
(U((0,0), (0, R)T((0, R), (T, R))U((T, R), (T, 0))U((T,0),(0,0))) s =
(trU(z,z,C)) 4, (3.9)

onde C' é o quadrado cujos vértices sao os pontos dados acima (veja Figura 3). Este
altimo membro é chamado "loop de Wilson" e denota-se W[C]. Para efeito de calculo,
a notagao (...)4 significa que a integral funcional é avaliada apenas sobre configuracoes

do campo de calibre e ndo mais sobre campos fermionicos. Usando a expressao para a

(T,0) (T,R)

(0,0) (O,R)

Figura 3: Curva C sobre a qual deve ser calculado o loop de Wilson

holonomia do grupo SU(N) em (3.1), obtemos finalmente

wic] = %w exp [ig 7{0 dz, Au(x)} | (3.10)

Dentre todas as caracteristicas do loop de Wilson, a mais importante é sua invariancia de
calibre. Visando demonstrar esta propriedade, considere um caminho aberto de z a x + ¢,

infinitesimalmente proximos. Neste caso, a holonomia do grupo pode ser aproximada,

U(z,z +¢€) = Pexp (ige"A,) =~ 1 +iget'A,. (3.11)

Aplicada uma transformagao de calibre que leva os campos A, em A, segundo (2.13),
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temos

Ulr,x+e¢) —1+ige'U(x)AU (z) — 'U(z)0,U (z),
= 1 +igeU(x) AU (z) + e4(9,U(x) U™ (2),
> 1+ igeU(x) AU (2) + e*(9,U (2)) U (),

= (1 + ) U)U +igeU(x) AU (),

— Uz +e)(1 +ige' AU N z) = Uz + ) U(z,x + e)U ' (z),(3.12)

m

onde utilizamos as seguintes relacoes, (1 + €9,)U(x) ~ U(z +¢€) e U(z)A, U (z) ~
U(x + €)A,U ' (x). Este resultado ¢ aproximado e o erro encontra-se na segunda ordem
em e. Sendo assim, é natural definirmos a holonomia entre dois pontos x e x’ quaisquer
como a composicao das partes infinitesimais. Logo, a holonomia do loop de Wilson se

transforma de maneira covariante,

P exp (ig /: dy, A#) = U(a") {73 exp (ig /: dy, AL)] U~ x), (3.13)

significando que ao identificarmos as extremidades, ou seja &’ = x, e utilizarmos a propri-
edade ciclica do traco, obtemos a invariancia deste observavel. Relacionando os resultados

obtidos através dos procedimentos canonico e funcional, obtemos
WIC| ~ exp|-TE(R)]. (3.14)

Para explicar o confinamento, é esperado que a energia do estado de quark-antiquark
E(R) possua uma rela¢do linear com a distancia R entre estas particulas. Ao levarmos
em consideracao esta hipotese, o loop de Wilson torna-se proporcional a area do retangulo
descrito na figura 3. Por este motivo, falar em confinamento e lei da area para o loop
de Wilson sao equivalentes. Generalizando este resultado para qualquer grande curva C,

obtemos o critério de Wilson para confinamento,
W[C] ~ exp[—cd A[C]], (3.15)

onde o é um parametro com unidades de tensao que pode ser determinado através da
espectroscopia de quarks pesados, e A[C] representa a drea minima para uma superficie

que possua a curva C' como contorno.



3.2 Vortices finos 27

3.2 Vortices finos

Em seus trabalhos sobre as fases das teorias de Yang-Mills, G. t’Hooft atribui ao centro
do grupo de simetria o papel principal no regime nao perturbativo [17]. Desde entao,
grupos de pesquisadores se dedicaram a estudar estruturas que seriam capazes de explicitar
esta simetria assim como gerar a tdao desejada lei da area. E neste contexto que surgem
os vortices de centro, que apesar de nao emergirem como uma solucao classica, estao
bem definidos quanto aos cilculos desenvolvidos na rede. No continuo, a forma de definir
estas estruturas é a partir das transformacoes singulares descontinuas S. Transformacgoes

singulares U sao conhecidas por uma propriedade muito interessante,
[0, 0, U™" #£0, (3.16)
que resulta na quebra da covariancia do tensor de intensidades nao abeliano,

FY T =UF U™ — g U[d,, o, U (3.17)

ju2

Quando tratamos de transformacoes singulares univalentes, o termo responsével pela que-
bra é reconhecido como a superficie de Dirac. Por nao apresentarem descontinuidades, a
parametrizacao das cordas de Dirac, na presenca de um campo de flutuacoes A,, pode

ser feita exatamente como uma transformacao de calibre,
u b -1
A, = A =UAU + EUE?MZ/{ . (3.18)

Entretanto, para que possamos definir um vortice de centro, serd necessario considerar
um mapa S descontinuo sobre uma superficie por um elemento do centro do grupo, cuja

borda deve ser o vortice de centro que desejamos introduzir,

-27Tn

S(z) = e~

S(z"), (3.19)

onde = e x’ sdo pontos que encontram-se de lados opostos desta superficie e 1 <n < N
com n € V. Desta forma, a parametrizacao proposta por M. Engelhardt e H. Reinhardt
[13] foi '

A, =8AS + ésausl — (%), (3.20)

onde 1,(X) é o vortice ideal responséavel por cancelar o termo singular proveniente de
9,871, Portanto, a tnica singularidade que sobrevive é aquela que localiza-se sobre a
borda desta superficie. Esta estrutura é conhecida como vortice fino. Para determinarmos

o efeito desta configuracao sobre o loop de Wilson, considere uma curva aberta C' cujas
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extremidades sao os pontos = e z’. De acordo com (3.13),

P exp (ig /: dy, Au) =8(z") [7? exp (z'g /: dy, A“)] S (z). (3.21)

Considere que, ao identificarmos = e z’, a curva C torna-se fechada e enlaca o vortice fino
(veja figura 4). Utilizando a equacao (3.19) e a propriedade ciclica do trago, encontramos

o ansatz dos vortices de centro

N WelAL (3.22)

Vortice ideal

L Vértice fino

Figura 4: Representacao para vortice fino como borda do vortice ideal sendo enlagado por
diversos loops de Wilson

de centro, deixando claro que este modifica a fisica anteriormente existente. Apesar de
descrevé-los na rede, (3.20) limita a vortices fechados as possibilidades de configuracoes
que possuem comprimento finito. Portanto, estao impedidas correlagoes entre vortices
de centro e diferentes estruturas topologicas, tais como monopoélos e instantons, cujas

caracteristicas sao relevantes na descricao do confinamento.
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3.2.1 Vortices finos como defeitos nas bases locais de cor

Uma vez que esse procedimento visa descrever os vortices finos como defeitos nas
bases locais de cor, é importante definir coerentemente estas bases. Como uma limitacao
do método anterior foi nao permitir a correlacao entre vortices e monopolos, definir estas
bases de maneira similar a utilizada por Cho ao tratar monopolos [22| pode nos ajudar a
correlacioné-los naturalmente. Sendo assim, podemos definir as bases locais do espaco de

Cor Ny Como

STuS' =iy T, (3.23)

onde é necessario que as bases definidas acima preservem localmente todas as propriedades
que caracterizam bases de um espaco, tais como ortonormalidade e completeza. Tratando-
se apenas de dois sistemas de coordenadas diferentes do espaco de cor, assim como o
cartesiano e o esférico para um espaco tridimensional, a relacao entre elas a cada ponto é

uma rotagao R na representacao adjunta, ou seja, g = Ré4. Vamos definir também,

1
c = N fAP%h g - O (3.24)

Da relacao entre as bases introduzida via matriz de rotacao, é possivel rescrever o termo

de produto interno da configuracao de campo C’;‘
fp - Ouic = (R7'9,R) pe. (3.25)

O resultado acima possui um desdobramento quando tratamos de uma algebra de Lie.

Para esta classe, matrizes de rotacao podem ser escritas em termos do geradores na
~ . . A A .

representacao adjunta M# na forma exponencial R = ™" X4 A partir de uma pequena,

manipulacao algébrica, podemos concluir que
RT'OR =iX M (3.26)

Ao substituirmos este resultado em (3.25), lembrando que os elementos dos geradores na

representacao adjunta sdo dados por (M4)B¢ = —ifABC¢ obtemos

g - Ouhc = fAPOXD, (3.27)
e ao comparar (3.24) e (3.27) é simples notar a igualdade X' = —gC;!, uma vez que
fACD fBCD — N§AB - Portanto, o vortice fino em termos das matrizes de rotacio e dos

geradores do grupo é dado por

CAMA = én—la,ﬂz. (3.28)
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O resultado obtido em (3.28) encontra-se na representacao adjunta do grupo, sendo assim,
nao existem singularidades sobre termos de superficie. Logo, podemos afirmar que 74,
assim como R, sao continuas em todo o espaco. A introducao destas bases é importante
pois nos permite correlacionar vortice e monopoélos. Ao rescrevermos o resultado (3.28) na
representacao fundamental é necessaria a introducao de um termo singular, implicando

que nesta representagao, o campo C,, ¢ dado por
—Cty T = ésaus—l — (%), (3.29)

onde podemos reconhecer —C'' como o vértice fino ao compararmos (3.29) e (3.20) na
auséncia de A,,. Parametrizando estes campos nas bases de cor, encontramos uma maneira

equivalente de escrever a equacio (3.20),

A= (=C + A7) . (3.30)

3.3 Vortices grossos e deformacgao diagonal dos vortices
finos

Apesar de possuir informacao fisica relevante, quando calculamos a acao de um voértice
fino, esta diverge. Com o propésito de regularizar este problema, é introduzida uma
espessura nesta estrutura. Duas maneiras sao conhecidas para introduzir estes novos
objetos como campos de fundo para um setor perturbativo, uma baseada na suavizacao da
equagao (3.30) [23] e outra utilizada por D. Diakonov e M. Maul [12], o qual também sera
chamado procedimento usual. Para entender as diferencas entre as formulagoes, vamos
estudar os vortices de centro grossos para as teorias de Yang-Mills com simetria SU(2), a
qual possui um tunico elemento de centro nao trivial z = —1. Adotando a transformacao
singular S = €73 onde ¢ ¢ o angulo polar e T3 = 73/2, o célculo do vortice fino para este
mapa S, na auséncia de um setor perturbativo fornece como resultado (conforme equagao
(3.20)),

Al = é 043, (3.31)

onde podemos perceber que o fluxo magnético carregado por este é 2w/g. Para gerar
o vortice grosso em termos da configuracao acima basta introduzir um perfil f(p) que

possua as propriedades a seguir,
A — %auqﬁé“, (3.32)

1. f(p) = 0 quando p — 0: Essa propriedade serve para eliminar a divergéncia do
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vortice fino,

2. f(p) = 1 quando p seja suficientemente grande: Essa propriedade serve para garan-
tir, a grandes distancias, a presenca de um elemento de centro no loop de Wilson.
O maior problema da descricao dada para esta classe de vortice é a inexisténcia de
uma forma univoca ao definir o que significa p suficientemente grande, pois cada

perfil f(p) introduz uma escala py na teoria.

A partir das descri¢oes dadas acima, o tratamento dado por Diakonov e Maul para

vortices grossos como campos de fundo na presenga de flutuagoes quanticas em termos
das bases globais de SU(2) é

f(p) AP .

A, = ( g Ot q | €+ djiéa, (3.33)
onde a = 1,2. Entretanto, esta descricao nao é compativel com a parametrizacao dos
vortices finos de Engelhardt e Reinhardt quando realizarmos o limite p, — 0. Para
recuperarmos a definicao dos vortices finos é necessario implementar a deformagao do

vortice fino 23], onde suavizamos o perfil —C’/f‘ da equagdo (3.30), da seguinte maneira,

A, = <@a#¢ + Qi) é3 4 QMg (3.34)
J& haviamos discutido alguns pontos a favor da descricao em termos de bases locais e
agora acabamos de perceber mais um. De fato, (3.33) e (3.34) possuem uma diferenga
essencial na maneira de parametrizar as flutuagoes e por este motivo codificam os defeitos
de maneira diferente. Todos os passos anteriores podem ser generalizados para outras
simetrias. No caso da simetria SU(3), na qual os geradores sao descritos em termos das
matrizes de Gell-Mann, e existem dois elementos de centro nao triviais, as transformacoes

)
. ~ T . . .
singulares sao &; = e'vi? ®. a qual possui uma descontinuidade pelo elemento de centro

2w

) .
! "3,

2 . L AT _
2 =€, e Sy = T Vi?"® | referente ao elemento de centro zo = e

3.4 Mecanismo de Confinamento

Para finalizar este capitulo, vamos analisar como surge a lei da area para o loop de
Wilson no contexto dos vortices de centro [16]. Como vimos, este observavel é modificado
por um elemento de centro quando enlaga um vortice de centro. Portanto, ao criarmos

um conjunto de vortices cujos elementos de centro sao z,, 2, ..., todos enlagados por uma
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curva fechada C, o loop de Wilson é modificado por um fator
WelAul = (Z(C)WelAul, (3.35)

onde (Z(C)) = z42p.... Para que este resultado seja verdadeiro, sdo necessarias duas

condicoes

1. Para que possamos permitir (3.35), é necessario que para um loop C, Z(C) e Uc|A,]

sejam pouco correlacionadas,

2. Para dois grandes loops Cy e Cy, Z(C4) e Z(Cy) sao fracamente correlacionados, ou
seja
(Z(C1)Z(Cy)) = (Z2(C))(Z(C2)). (3.36)

A condigao 1 surge como justificativa para escrever o loop de Wilson de acordo com (3.35).
Feito isso, vamos subdividir a area A da curva C' em quadrados que possuam areas L?
cujos contornos sao curvas C;. Portanto, apés a utilizacao da condicao 2, o termo referente
aos elementos de centro do loop de Wilson pode ser escrito como

A/L?

(z(C) ~ [ z(@C). (3.37)

i=1
Ao considerarmos quadrados suficientemente grandes, é valida a seguinte relacao para a

tensao da corda
(3.38)

que uma vez resolvida para qualquer curva C;, nos fornece que (Z(C;)) = exp(—oL?) e

substituindo esse resultado em (3.37), é obtido
(Z(C)) = exp(—cA(C)). (3.39)

Com esse resultado, o cenério de confinamento pode ser entendido como um conjunto de
vortices sobrepostos sobre qualquer configuragdo de vacuo nao confinante, onde a lei da
area é obtida através de flutuagoes no nimero de vortices topologicamente enlacados pela

curva C.
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4 FEstabilidade dos vortices de
centro

4.1 Instabilidade de Savvidy-Nielsen-Olesen

Nesta secao, iremos apresentar os argumentos e calculos que deram origem ao efeito
conhecido como instabilidade de Savvidy-Nielsen-Olesen (ISNO) [20]. Para a simetria
SU(2), conhecia-se que na presenca de um campo magnético de cor externo H, um novo

estado de minima energia surgia, e era dado pela seguinte equagao,

—247?
gHmin. = :u2 €xXp ( 1192 ) ) (41)

onde 1 ¢ um parametro regularizador. Esta descoberta direcionou a comunidade cientifica
a entender propriedades quanticas deste campo. Sabemos que, segundo a TQC usual, a
densidade de probabilidade de um sistema estatico, que encontra-se em t{ — —o0 em um
estado |0), permanega neste em ¢t — oo, tendo sofrido agdo de uma corrente perturbativa

externa por um tempo finito é dada, em termos da energia efetiva £, de acordo com
(07107) = exp(—iTE). (4.2)

Portanto, podemos perceber que a analise da estabilidade de um estado depende da exis-
téncia, ou nao, de um termo imaginario na energia efetiva. Por se tratar de um pro-
cedimento perturbativo, as contribuicoes adicionais sobre a energia classica podem ser
calculadas a partir da expansao em loops sobre a energia classica. A 1 loop, para um
perfil estatico, como o considerado, a energia efetiva é dada por

1
&= §H2V + ertoriala (43)

onde Weiorial € @ soma dos autovalores do operador quadratico nos campos de flutuacao da
acao do sistema. Adotando Ai como campo responsavel por gerar [, W, e seu conjugado

W como campos perturbativos e fixando o calibre maximo abeliano (MAG) (D,W,, = 0),
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podemos escrever a lagrangiana como

1 1
L= _Z(auAV - aVAu)Q - §|DHWV - DVVVM|2
—ig(0, Ay — 0, A )W W, + (termos de ordem maior em W), (4.4)

onde,
D,=0,—1igA,,

1
V2

Devido a isotropia do espacgo antes da introducao do campo externo, nao existe perda de

AMEAB W, =

I

(A), +1iA2).

generalidade ao adotarmos a direcao 3 como privilegiada e definirmos as componentes do
campo magnético constante como Ay = A; = A3 = 0e Ay = Hx;. Com um pouco de
manipulacoes algébricas sobre a equacao de campo, incluindo a aplicacao da transformada

de Fourier nas coordenadas x5 e x3,

dkodls e
WE(.CEl,Q?Q,.%'g) = /(227)23 €Z(k2x2+k5 J)WE(ajlkaka)a (45)

é possivel determinar a seguinte equacao para as autoenergias que contribuem a um loop

para a energia efetiva,

. 0 ko \? .
1

A equagao (4.6) é conhecida desde o tratamento dos niveis de Landau. Sendo assim, a

contribuicao para a energia efetiva pode ser escrita como

Woetorial = C/ dk3 Z [\/QQH <n+ 5) + k% + \/QQH (n — 5) + k%

n=0

;o (4T7)

onde ¢ é uma constante determinada a posteriori. Certas consideracoes podem ser reali-

zadas sobre (4.7) e o tratamento que estamos adotando:

e Paran=0, S3=+1¢e k:% < eH, Whetoriai Tecebe uma contribuicao imaginaria;

e 0 modo instavel existe porque a equacao de campo da teoria de Yang-Mills contém
um termo de momento magnético anéomalo que contribui para a energia de ponto

7€ro;

e o estado fundamental na presenca de um campo de fundo magnético estatico é, por-

tanto, um minimo local da teoria de Yang-Mills. Entretanto, este pode representar
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um passo em direcao ao verdadeiro estado fundamental;

e 0 modo com S3 = 0 é eliminado. A maneira mais conveniente de perceber essa
caracteristica é gracas a presenca de ghosts que interagem exatamente como modos
nao massivos, porém, devido o fato de serem férmions, contribuem exatamente de

maneira oposta ao modo considerado.

A equagao (4.7) ainda nao foi regularizada e renormalizada. Este procedimento ¢ necessa-
rio porque pode existir a possibilidade da contribuicao imaginéria estar relacionada com
os termos divergentes de Wetorias- Utilizando o método de regularizacao desenvolvido por
Salam e Strathadee [29], (4.7) é dada por,

Weetorial = € ,LL2€/ dks Z
e n=0

Hng (n + g) + kg] o - [2gH (n - %) + kg] _1/2+€] : (4.8)

Fazendo uso da representacao integral da expressao,

7;—1/2—5

(w? —i6)1/2He = T—i/2=0 /000 dr 773/ exp(—iT(w?® — id)), (4.9)

valida para € > —1/2, é possivel rescrever separadamente cada um dos termos do in-
tegrando de maneira que a soma sobre todos os momentos ¢ modos de momento angu-
lar sejam facilmente resolvidos utilizando técnicas de progressao geométrica e integracao
gaussiana, respectivamente. Adotando w? = 2¢gH (n + %) e 0 = 0 no primeiro termo e

w? =29H (n — l) e 0 = 0 para o segundo, o funcional gerador passa a ser escrito como

2
—2¢ VgH 7;_1_6\/7_1- /OO dr 7_7276
42 T'(=1/2 =€) J,
exp(—iT(3gH — i€)) + exp(iT(gH + ie))
1 —exp(—it2gH) ‘

ertorial =

(4.10)

Em diversos casos, o procedimento para resolver integrais complexas ¢ rotacionar o eixo
de integracao e redefinir uma nova variavel 7 = —is. Entretanto esse processo é proibido,
pois a condigdo de convergéncia da integral em |7| — oo nao é satisfeita devido o termo

exp(iT(gH + i€)). Isso nos induz a separar Weoriar da seguinte maneira,

ertorial = WS:Z)M@[ + WinSt. (411)

vetorial’
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onde,
VgH ‘77 o
West. 2 / d —2—¢
vetorial H A2 F(—1/2 — 6) ; TT
—iT3gH TgH
exp(—iT3g )—i—.exp(wg ) ~ explirgH)| (4.12)
1 — exp(—iT2gH)
. VgH Z’—l—eﬁ 00
inst. ., —2€ —2 ¢ . .
vetorial = H 5 T=1/2 = o) /0 dr 77 “exp(itgH + ie), (4.13)
nos permitindo rotacionar Wet: . a contribuigao livre de termos imaginarios. O céalculo

: inst.
direto de W, .., nos fornece como resultado,

H
ln(g—Q) —am
,u

Vg*H?
82

} Vg*H?1 Vg*H?
Wmst. o g __|_ g

vetorial 812 € {72

(4.14)

onde é possivel perceber que o termo imaginario sobrevive a renormalizagao da teoria e

portanto contribui diretamente para o calculo da amplitude de transi¢ao dada por (4.2).

Este é o fenomeno conhecido como ISNO e nas proximas secoes deste capitulo iremos

analisar como este resultado influencia a estabilidade dos vortices de centro.

4.2 Acao efetiva a 1 loop para vortices de centro

Como a ISNO trata de uma configuragao muito particular para o campo cromo mag-
nético externo, a existéncia de um novo vacuo estavel para as teorias de Yang-Mills nao
foi totalmente eliminada. De fato, este ¢ um dos pontos que motivou esta dissertacao,
pois existe a esperanca de que um certo perfil de vortice de centro possa permanecer
estavel mesmo sob acao de efeitos quanticos. Assim como no caso discutido por Savvidy,
Nielsen e Olesen, a teoria efetiva a 1 loop serd a responsavel por determinar a influéncia
das flutuacdes sobre este defeito topologico. Ao decompor o campo em termos das bases
do espaco de cor 4,

Ay =Y g, (4.15)

podemos adotar qualquer um dos procedimentos descritos no capitulo 3, desde que defi-
namos quais as bases que estao sendo utilizadas para descrever os vortices e decompor as
flutuagoes quanticas. O procedimento utilizado nesta secao serd a deformacao diagonal
do vortice fino 23], e apenas ao final a relacionaremos ao resultado obtido por Diakonov
e Maul [12]. Como os vortices sdao escritos a partir das componentes abelianas do campo
de calibre, o campo de fundo é introduzido no meio de flutuacées como

Yi=B+Q Yo =qQ: (4.16)

H H I



4.2 Acao efetiva a 1 loop para virtices de centro 37

e o tensor de intensidades, dado pela equagao (2.17), é escrito como
Fow = (0.Y,2 = 0,Y N+ g fPY Y Pac + Y, e 0,04 )ac — Y (e - 0,4 ac, (4.17)

onde foi utilizada a igualdade 0,144 = (U¢ - 0,U4)tc. Expandindo o tensor acima em
termos das bases de cor, F,, = G;j,,aA, é possivel determinar, com o auxilio da equacao

3.27). que a componente G4 é dada por
( , d p o p
Gh, = (0., = 0.V ) + gf PV AY P — gfAPY PO + g fCAPYPCY, (4.18)

e fazendo uso da defini¢ao para o tensor de intensidades nao abeliano, dado em (2.16), é
possivel rescrever,

G, =F, (Y +C)—F,(0), (4.19)

%
onde a agao de Yang-Mills em termos deste tensor é simplesmente,

1 4, A A
SYM = Zl /d X G;U/G,uz/' (420)
Vamos calcular a contribuicao dos setores abeliano e nao abeliano separadamente. Inici-
ando pelo setor nao abeliano, podemos concluir que, devido o fato de C’;‘ nao possuir com-
ponentes nas direcoes fora da diagonal, F,(C) = 0. Definindo D = §*°, — g f*"(C;, +

B!), & possivel escrever,
Go, = DQ% — DPQ — gf ™ QLQ% + gf " Q,Q% + g/ QQ:. (4.21)

Explicitando apenas os termos relevantes para o calculo da acao efetiva a 1 loop, ou seja,

os termos quadraticos nos campos de flutuacao,

1aa 1abbadd ab b Mad Hd
ZG“”GW - 2 [D# QvDu Q, — Du QD Qu] +
(termos de ordem superior em Q). (4.22)

Apesar de correta, esta ainda nao é a forma conveniente para realizarmos integragoes
gaussianas sobre este termo. Integrando por partes e definindo um novo tensor HfW(A) =
9, AL — 9,A!, o qual apresenta um comportamento idéntico a um campo magnético abe-

w

liano, é possivel rescrever o resultado acima como

1 a a b Nnba MHac e ibc 111 b e
ZLG;WG;UJ = [_QVDM Du Qu + gf HNV(B + C)QMQV} +

(termos de ordem superior em @), (4.23)

N | —

onde foi adotado o MAG (DZbQZ = 0). Agora vamos analisar a contribuicao do setor

abeliano. Esta também sofre uma simplificacdo devido a propriedade antissimétrica das
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constantes de estrutura do grupo e a inexisténcia de configuragoes C), fora das direcoes

diagonais, permitindo-nos escrever F: (Y +C) = F. (Y)+F"

nv uv uv

(C). Assim como no célculo
nao abeliano, apenas os termos quadréticos em Q% serao relevantes para a correcao da
acao efetiva a 1 loop. Apos uma pequena sequéncia de calculos usuais,

L i i
-G G/w:

G [gfibCH;l,(B)QZij] + (termos em Q' e ordem superior em Q%). (4.24)

1
2
Sendo assim, a contribuicao dos campos de calibre é

1 A A
—GAGA, =

1w [~QuDDyeQ;, + gf ™ (2H,,(B) + H,,(C)) Q,Q5] , (4.25)

N | —

valida para qualquer grupo de simetria SU(N). A partir deste resultado apenas a escolha
de um grupo de simetria nos permite seguir em frente. Inicialmente, iremos estudar o
caso mais simples, SU(2), onde os vortices de centro encontram-se ao longo da diregao
ns do espaco de cor. Ao abrimos as somas nos indices nao abelianos, percebe-se que a
redefinicao dos campos de flutuacao ¢, = % (Q}L + zQi) preserva a bilinearidade desta

contribuicao da acao e condensa a notacao para
Sl(/lﬂjlloop) = /d4$ 6# (_DQ(SNV - ZTZV) (I)Z/ + Sghosta (426)

onde D, = 0, +ig(B3+C3) e T3, = g [2H},(B) + H3,(C)]. Diferentemente do resultado
encontrado através da deformacao diagonal do vortice fino, o procedimento utilizado por
Diakonov e Maul nao leva em consideracao os defeitos C),, os quais surgiram ao utilizarmos
bases locais para parametrizar o campo de fundo e as flutuagoes. Caso seja de interesse
recuperar o resultado obtido por eles, deveriamos eliminar este novo campo, ou seja, tomar
C,, = 0 na equacao (4.26). Outro ponto relevante do resultado (4.26), é sua relacao com
a acao efetiva de uma teoria com simetria SU(3) para vortices que localizam-se apenas
na direcao fg. Devido o fato de apenas as constantes de estruturas f57, %% e suas
respectivas antissimétricas serem nao nulas, também é possivel redefinir as flutuacoes
em termos de dois campos @, = \/Li (QS +1iQ) e 2 = \/Li (@ +1iQ%), de maneira a
preservar o operador responsavel por determinar os efeitos quanticos de (4.26). Portanto,
uma vez que seja determinado o vortice de centro estavel para a simetria SU(2), este

também serd estavel em SU(3).

Para determinarmos completamente a energia efetiva a 1 loop, resta-nos a contribuicao
proveniente dos campos de ghost, discutidos na secao 2.3. A partir do resultado obtido
em (2.29), sabemos que é necessario calcular a variagao da condicao de fixacao de calibre

quando realizamos uma transformacao infinitesimal sobre os campos. Como medida de
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facilitacao podemos aplicar a regra da cadeia,

dD,®, 9D,®, 0P,

20~ 00, 00 (4.27)

Sendo assim a primeira derivada do lado direito é trivial, uma vez que o operador D,
independe do campo das pertubagoes nao diagonais. O segundo termo pode ser obtido a
partir da variacao infinitesimal do campo de calibre, a qual é obtida a partir da equacao

(2.13). Em termos dos campos de pertubagao podemos escrever
0@y, = —DZbe + (termos de ordem maior em 6), (4.28)

implicando que, de acordo com a defini¢ao dada para o campo ®,,, sua variacao infinite-

simal pode ser facilmente escrita como
3¢, = D,0 + (termos de ordem maior em 6), (4.29)

onde 6 representa a mesma mistura de componentes do espaco de cor que o campo P.
Unificando os resultados encontrados com o aprendizado adquirido na secao 2.3, podemos

escrever a contribuicao dos campos de ghost como

Sypont = / d'z [C(=D?)C + Co(= D)) (4.30)

Com todos os termos de (4.26) definidos, podemos concluir que a integracdo sobre os
campos de calibre e ghosts a 1 loop nos fornece a seguinte regra para a contribuicao a 1

loop da energia efetiva
exp(—AS) = det™' (=D’1 —iY) det?(—D?), (4.31)

onde 1 é a matriz identidade de dimensao idéntica ao espaco considerado. Matema-
ticamente sabemos que o determinante de um operador é dado pelo produto de seus
autovalores. Podemos notar que o primeiro determinante do lado direito de (4.31) é na
verdade um operador matricial, logo, exige um tratamento mais cuidadoso. Este trata-
mento serd realizado através de trés procedimentos diferentes, onde seremos capazes de

comparar seus resultados e definir a melhor maneira de expressa-lo.
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4.2.1 Procedimento I: Propriedades do traco e teorema de Cayley-
Hamilton

O tratamento utilizado por Y. M. Cho [10] elimina a dependéncia tensorial de (4.31),

reduzindo-a ao seguinte resultado,
AS = Indet(—D? + |Y|) + Indet(—D?* — |Y]), (4.32)

onde T = /T2 desde que To; = 0. Dois pontos sao relevantes quando nos depa-
ramos com esse resultado. Primeiramente, nao existem defeitos nas bases de cor, logo
D? = D*(B), uma vez que foi utilizado o procedimento usual para obtengao de (4.32).
Outro ponto que chama nossa atencao ¢ a dependéncia modular em Y. Sendo assim,
iremos discutir se uma formula deste tipo poderia ser valida ou nao. A partir da propri-
edade do determinante det (A + BC) = det (A) det (1 + BA~1C) ¢é possivel rescrever o

contribui¢do bosonica dada em (4.31)
det (—D?*1 —4Y) = det (—D*1) det (1 +iDY), (4.33)

onde o termo Indet (—D?*1) = Trln (—D?1) = 41Indet(—D?) para um espago 4D. Vale a
pena ressaltar que este traco atua em dois espacos distintos, funcional e vetorial. Portanto,
o ntimero 4 surge ao aplicarmos o trago sobre o espago vetorial. Como o traco funcional
nao é tomado, podemos rearrumar o resultado em termos do logaritmo. Desta forma, a

correcao a um [oop na energia efetiva satisfaz a seguinte relagao
AS =2Indet(—D?) + Indet (1 + iD>Y) (4.34)

Estes sao os passos considerados usuais em TQC e nos permitiram eliminar a contribuicao
tensorial parcialmente nossa equacao. Para a eliminarmos no segundo termo, podemos

utilizar a conhecida generalizagdo da expansdo em série de poténcias da fung¢ao In (1 + x),

1
Indet (1+iD°Y) ==Y ~Tr [-iD>Y]". (4.35)

n

n=1

O calculo do traco de poténcias desta matriz é altamente nao trivial. Visando entender
como seria possivel a obtencao do resultado dado pela equagao (4.32), a partir de (4.35),
vamos considerar primeiro o que aconteceria se —iD~2Y fosse uma matriz cujos elemen-
tos comutam. Sob esta condicao é permitido aplicar o teorema de Cayley-Hamilton, o

qual afirma que toda matriz quadrada X, cujos elementos z,,, pertencem a um anel
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comutativo, a seguinte equacao caracteristica é satisfeita,
p(X) =0, onde p(\) = det(X — A1), (4.36)

sendo 0 a matriz nula de mesma ordem que X. Para uma matriz 4 x 4 antissimétrica,

onde sabemos que tr X" =0, o teorema reduz-se a

1
X4 - (§trX2> X2+ (det X)1 =0, (4.37)

onde este traco atua apenas sobre o espago vetorial. Uma vez que nossas configuracoes de
campo sao puramente magnéticas, os elementos g, = 0, implicando que o determinante
destas matrizes é nulo. Sob estas condicoes, a relacao para o traco das poténcias pares, a
qual pode ser obtido a partir da equagao (4.37) e produtos por X?, ¢ dada pela seguinte
equacao

tr X" = (%) " [trX]". (4.38)

Conhecido o teorema, e de que maneira ele se aplicard no nosso calculo, podemos prosse-

guir nossa discussao considerando uma matriz geral A que satisfaga as hipdteses discutidas

anteriormente,
0O 0 0 O 0 0 0 0
0 0 a b ) 0 —a?>-b —bc ac
A - 3 A - )
0 —a 0 c 0 —cb —b>—c* —ab
0 =b —c O 0 ca —ba —a? — c?
onde podemos perceber que trA* = —2[a? + b? + ¢*] = —2a2,. Prosseguindo com um

célculo equivalente a (4.35) para matrizes antissimétricas, temos que

_ Z %tr[—iA]” ==Y %Str[—iA]% =2 Z 2—15 (a2,)". (4.39)

s=1

Note que (4.39) nos lembra uma expansdo em termos pares da série do logaritmo. Para

que possamos escrevé-la desta forma, utilizamos a seguinte relagao,
1 9 \§ 1 5 2s
2 ; o (a2) =2 ; o (, /aW> , (4.40)

e uma vez que a série de In(1 — x) é alternada,

—2;% (\/a?w)zszln (1+/az,) +mn (1= faz,). (4.41)
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O resultado acima lembra-nos o obtido por Cho [10]. Para recuperarmos o resultado

(4.32), deveriamos considerar A = D~2Y, onde obterfamos

In (1 + (D—?TW)2) +In (1 — (D—QTW)Q) = —2In(-D?) +

+Indet(—D? + |T|) + Indet(—D* — |Y]), (4.42)

que uma vez restituido o traco sobre o espago funcional e substituido (4.42) em (4.34),
leva a equagao (4.32). Entretanto, precisamos analisar estas passagens com mais cuidado.
Para obter o resultado (4.42) é necessério ignorar o fato de que os elementos de matriz
D27, sdo operadores e trata-los como nimeros. Nao sendo a raiz de um operador
um objeto matemético bem definido, estas passagens podem estar incorretas. Também
¢ importante notar que, para uma configuraciao geral, os elementos da matriz D~2Y nao
comutam entre si, indicando que um caso onde poderiamos aplicar o teorema de Cayley-
Hamilton seria aquele no qual b = ¢ = 0. Ao analisarmos este caso especificamente, todas
as passagens realizadas até (4.39) sdo validas, salvo que trA® = —2a? e nio mais uma
soma. Tratando a = D275, nao precisamos utilizar um artificio matematico envolvendo
raizes e poténcias quadradas para tratarmos corretamente a composicao de operadores,

obtendo assim o seguinte resultado,
1 S ]- 2s
-2y —(a2,) =-2) — (D). 4.43
; 2s (aﬂl’) ; 2s ( 12) ( )

Sem a existéncia da raiz é possivel realizar todo o tratamento como anteriormente, impli-
cando que
AS = Indet(—D? + T15) + Indet(—D?* — Tyy). (4.44)

Podemos perceber que a passagem (4.40) estd incorreta, inclusive no tnico caso tratavel
pelo teorema. A aplicagao da raiz, na verdade, gera uma ma interpretacao da composi¢ao
de operadores e portanto nos fornece um resultado equivocado. Vale a pena notar que
para configuragoes do campo de fundo definidas positivas ou negativas, ambas as equacoes

levam ao mesmo resultado, entretanto, em casos onde Y1, muda de sinal, isto nao ocorre.

4.2.2 Procedimento II: Decomposi¢cao em autovetores globais

A subsecao 4.2.1 pode deixar um questionamento sobre qual operador descreve cor-
retamente a influéncia das flutuacoes na energia efetiva a 1 loop. Visando reforcar o
resultado (4.44), vamos iniciar a analise do segundo procedimento. Sabemos que para um

espaco 4D, por exemplo, sao encontrados 4 autovetores para Y, {Jl, 1/72, Jg, 154}, cada um
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deles com o seu respectivo autovalor, {vy, ve, v3,v4}. Apesar deste resultado ser simples e
bastante conhecido, ele nos permite escrever o autovetor do operador referente a contribui-
¢ao bosonica, fornecido em (4.31), da seguinte maneira, \171 = @zﬁi, onde ¢; é uma fungao
escalar. Calculando a contribuicao de cada termo do problema original encontramos para

qualquer valor de 17,
(-D’1 —Y) U, = [(—=D* —iv;) ¢4 ¥; + termos dependentes de ;. (4.45)

Este tltimo termo nao pode ser ignorado, uma vez que, para uma configuracao qualquer,
JZ- depende das coordenadas do espaco. J& o primeiro termo é da forma desejada, uma vez
que conseguimos eliminar a dependéncia tensorial do nosso operador original. Portanto,
a pergunta que devemos nos fazer é: serd que existe algum caso onde JZ independa
de coordenadas, ou seja, possa ser um autovetor global de Y7 Sim, é possivel, e para
entendermos isso, vamos analisar o nosso problema utilizando algumas propriedades da
matriz Y. Como as matrizes T que estamos tratando possuem a linha 0 nula, podemos
realizar nosso tratamento em um espaco tridimensional, por simplicidade, e, ao final,
realizarmos as generalizagoes para um espaco quadridimensional. Uma representacao

para essa matriz é da forma

0 «
Y= - 0 v |,
-8 = 0

onde cada um destes elementos sao funcoes das coordenadas. Assim como no caso anterior,
com a busca pelos autovetores da matriz Y esperamos, encontrar uma maneira simples
e eficiente de escrever os autovetores do operador que estamos interessados. A partir da
definicao de autovetor, fazendo uso de um pouco de algebra, é possivel determinar cada

um deles como

. 1 1
(63
b= | _8 by = | 2422 by = | —_2?+2®
& a | ¥ By+ioR | vs —By+iaR |7
1 af—inR af—iyR_
By+iaR —Bvy+iaR

onde R = \/a?+ 2+ ~2 Podemos perceber que, no caso geral, ainda é impossivel
desvincular a dependéncia na posicao, entretanto um caso mais simplificado seja capaz de
satisfazer essa condicao. Ao considerarmos um vortice que seja invariante sob translacoes
ao longo da direcao 3, podemos garantir que § = v = 0, implicando que os autovetores

encontrados anteriormente sao reduzidos a
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0 1 1
77/}1 = 0 ) ¢2 = i%\ ) ¢3 = Zﬁ
0 0
Desta forma a dependéncia praticamente desaparece, uma vez que = = sgna. Apesar de

laf

depender do sinal de «, o ponto mais relevante desta conclusao é que ao substituirmos
esse resultado na definicao dos autoestados, percebemos que este conjunto é sempre o

mesmo para todo o espaco,

1 1
1/?12 01, 1222 —i |, 7;3: (A
0 0

todos os vetores independentes da posicao. Agora somos capazes de generalizar este resul-
tado para um espaco quadridimensional, e desde que a simetria seja mantida, estaremos
introduzindo apenas uma nova linha com elementos nulos na matriz Y. Obviamente
devemos também adicionar uma componente nula nos autovetores acima, € ao aumen-
tar a dimensao do espaco, introduzimos um novo autovetor 1/;4 do mesmo tipo de 1/31.

Assumindo, novamente, que ¥; = ¢;1;, a equacao matricial passa a ser escrita como

-

uma vez que o laplaciano covariante nao atua de maneira diferencial sobre a parcela veto-
rial. Uma rapida busca nos indica que os autovalores v; sao {0, —ic, +ic, 0} fornecendo
que cada um dos campos escalares ¢; gere uma equacao caracteristica a ser considerada
na contribuicao a 1 loop da energia efetiva. Os campos Ty e U, vao gerar contribuicoes
exatamente opostas aos campos de ghost, devido a origem bosonica destes autovetores
e seus autovalores serem nulos. Esta eliminacao, causada pelos campos fermionicos, ji
havia sido vista anteriormente quando tratavamos da ISNO, no momento em que elimi-
navamos os modos nao massivos na segao 4.1, e agora surge de maneira mais algébrica ao
eliminar os estados 1/31 que possuem autovalor v; = 0. As contribuicoes de \172 e \173 sao as
que possuem significado fisico e que efetivamente contribuem para (4.31), a qual pode ser
escrita da seguinte forma

AS =1Indet K| +Indet K_, (4.47)

onde Ky = —D? + T1,. Portanto, o procedimento apresentado aqui coincide com (4.44),
indicando que o tratamento correto deve levar em consideracao inversoes de sinal ao

construirmos os perfis dos vortices de centro.
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4.2.3 Procedimento III: Interpretacao como potenciais localiza-
dos sobre curva

Como podemos perceber, ambos os procedimentos discutidos anteriormente falham
quando tentamos analisar campos de fundo mais complexos. Este terceiro procedimento
surge com uma possibilidade de contornarmos este problema. Antes de analisarmos o

operador desejado, vamos entender o caso mais simples [8],
-V — ()] v = EY, (4.48)

que possui solucao bastante conhecida a partir das identidades de Green. Algumas classes
de potencial se destacam quanto a analise de autoestados, dentre estas encontram-se os
potenciais singulares que possuem acoplamento adimensional. A existéncia de uma cons-
tante de acoplamento adimensional implica na inexisténcia de escala no espectro da teoria,
o que muitas vezes pode levar a solucoes absurdas, como estados ligados com energia infi-
nita! A existéncia de singularidades leva a necessidade de realizar um tratamento via teoria
de regularizagao e renormalizacao. Os exemplos mais comuns de potenciais singulares sao
composicdes de maneira adequada do potencial delta de Dirac, como u(Z) = A6 (z,y) em
2D, o qual encontra-se localizado sobre um ponto do plano, u(Z) = A [, ds 6®)(Z — Z(s))
em 3D se encontra localizado sobre uma curva no espaco, e assim por diante para dimen-
soes maiores. Concentrando nossa atencao no caso tridimensional, os estados ligados de
(4.48) sdo dados por

B() = —A / ds Gp(T — (s))((s)), (4.49)

onde foi adotado o método conhecido como regularizagao dimensional [7] para tratar as
divergéncias. Todo o processo de regularizacao e renormalizacao desta classe de potenciais
pode ser vista no apéndice A. A fun¢ao de Green Gp(Z — Z(s)) é correspondente a um
operador tipo Klein-Gordon em dimensao D. Ao comparar os operadores dados pela
contribui¢ao vetorial de (4.31) com (4.48), podemos perceber uma semelhan¢a muito

grande, com apenas algumas diferencas relevantes,

1. Vértices grossos nao podem ser escritos como potenciais localizados sobre curvas, e

portanto, serao discutidos apenas ao final desta subsecao;

2. Ao contrario do operador de Klein-Gordon, a troca do laplaciano pelo laplaciano
covariante gera uma dependéncia no perfil do vortice de centro para que possamos
determinar a funcao de Green, uma vez que esta se modificara para cada configura-

¢ao de campo de fundo.
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Repare que ao adotar nosso campo de fundo com um vortice fino fechado, o termo de po-
tencial deve encontrar-se localizado sobre uma curva, assim como, para esta configuracao,
D? — V? de acordo com o procedimento de deformacao diagonal. Desta forma, o estudo
sobre vortices finos deve ser similar ao de potenciais localizados sobre curvas. A grande
desvantagem deste calculo esta relacionada ao fato de vortices finos nao representarem
configuragoes fisicas da natureza. De todas maneiras, uma analise realizada sobre estas
configuragoes é interessante para discutirmos a dependéncia do operador de flutuagoes
quanto a existéncia, ou nao, do modulo do campo externo. Sendo assim, para vortices

finos, temos que a contribuigdo bosonica de (4.31) pode ser escrita como
[-V21—iY] ¥ = EV, (4.50)

onde Y, = —gH3 (C) = —g(9,C — 9,C7), e é valida a seguinte relagao entre tensores

j%

duais, j,(C) = %e,“,pHg,,(C). Esta corrente j pode ser representada em 3 dimensdes por

oy="2 s 0(x)0® (z — z(s
i) =2 [ s a8~ a() (151)

onde ¥(z) é o vetor tangente a curva C’. Uma vez tendo construido o nosso sistema de
maneira semelhante ao de potenciais localizados sobre curvas, é possivel inferir que os

estados ligados sao dados pela equagao integral,

B(a) = —ij / s Gl — 7)) 1x) x Fla(s). (4.52)

Diferentemente das equacoes obtidas nas subsecoes 4.2.1 e 4.2.2, este procedimento nao
deixa explicito, em um primeiro momento, diversos pontos que estamos estudando. Para
realizar esta conexao, vamos analisar o perfil de dois vortices de centro estaticos com
simetria na direcao 3 e que possuem fluxo magnético em direcoes opostas, simulando um
tnico vortice que fecha-se no infinito, conforme figura 5. Para esta configuracao, a curva
¢ dada por C" = C1 U5, onde C é a curva na qual o vetor tangente aponta na diregao Zz,
e portanto sobre (5, este aponta na direcao —Z. Para este perfil, podemos escrever nosso
problema de autovalores como

U(z) = —z’j/c ds Gp(Z—Z(s)) 2 x \17(:(;<s))+¢j/ ds Gp(Z—Z(s)) 2 x U(x(s)). (4.53)

Ca

Para decompor os autoestados \ff(x) podemos escolher as bases da matriz Y, assim como
foi feito na subsecao 4.2.2. Repare que neste procedimento, nao existe restricao quanto
a utilizacao de bases locais, portanto, por mais complicada que seja esta matriz, este

passo é sempre possivel. Voltando a nossa andlise, o conjunto de bases é dado por {i;},
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Plano de simetria

Figura 5: Persisténcia da dire¢ao de fluxo magnético sobre o plano de simetria

de maneira que a solugdo pode ser decomposta como \Ij(x) = Ele ¢l(yc)z/~1Z Com isto,

podemos calcular o produto vetorial presente em (4.53),

55 B(w(s)) = i (2(5))ihs — ichs ((5))ls. (4.54)

Antes de prosseguir com o calculo, repare que a componente de U a qual encontra-se na
direcao tangente a curva, ou oposta a ela, nao contribui para o produto vetorial. Estes
modos, que nao interagem com o campo externo, sao aqueles eliminados pela contribuicao
dos ghosts de Faddeev-Popov, assim como foi visto na secao 4.1 e na subsecao 4.2.2.
Retornando ao método, uma vez que estas bases zﬁz sao globais, é possivel escrever uma
equacao integral para cada uma das direcoes perpendiculares ao fluxo magnético, dadas

por

dol) = ( / s Gy — (5) éufe()) - /

Co

bs() = J ( / s G~ 7(s) du(a(s) - /

Cy

ds G (@ — 7(s)) ¢2<m<s>>) ,
ds Gp(Z — Z(s)) ¢3<I(S))> . (4.55)

Apesar de escritas em formato integral, (4.55) sdo as solugbes de estados ligados para os
operadores K vistos anteriormente. Com o propoésito de descobrir quais operadores este
procedimento vai reproduzir, vamos explorar a simetria em torno do eixo z. Ao tomarmos

a solucao para um valor fixo de z sobre a equacgao (4.55), temos

Pa(x) = —j (Gp(x — 21,y — y1)P2(@1,91) — Gp(x — T2,y — Y2) P2(T2,42))
¢3(7) = j (Gp(r — 21,y — y1)P3(21, Y1) — Gp(T — T2,y — Ya2)P3(T2,42)) , (4.56)
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onde x; e y; sdo os pontos (x,y) nos quais se localiza a curva C; sobre o plano de sime-
tria. Com o emprego de distribuigoes delta de Dirac, podemos concluir que, no formato

diferencial, as equagoes dadas em (4.56), podem ser escritas como

(=V? = j(0(x — z1,y — y1) = 6(x — @2,y — y2))] ba(x) = =K ¢s(2),
(V2 +j(0(z — 21,y — 1) — (2 — 22,y — 12))] ds(x) = —k*¢3(x), (4.57)

onde fica clara a interpretacao que estavamos buscando. Assim como foi obtido nas duas
subse¢Oes anteriores, o sinal do acoplamento externo é preservado, de acordo com (4.44) e
(4.47). Este é mais um indicativo de que a anélise correta da estabilidade dos vortices de
centro nao pode ser feita através do modulo do acoplamento externo. Podemos concluir
entao, que a diferenca entre os potenciais é, na verdade, uma interpretagao bidimensional
para fluxos que atravessam o plano de simetria em direcoes opostas. De fato, utilizamos
um perfil muito simples para que pudéssemos comparar com as tnicas situacoes trataveis
nos procedimentos anteriores, porém este método nao nos limita a fazer uso de bases
globais para decompor o campo U. Um terno orientado local {fi(z),7s(z), Ag(x)}, de
maneira que a componente 71 (x(s)) esteja sempre localizada na dire¢ao tangente a curva

(', geraria duas equacdes integrais acopladas, dadas por

bali) = =ij | ds Gol@ = 7)) [en(a(s)) ) -iaf) +
Fs(a()) (i (2(5))  As(a(s)))] - (e,
a(a) =7 [ ds Gl = 7(5)) [6a(o(s)) s +
H3(0()) i (2(5)) X Ag(als))] - o), (459)

onde é possivel perceber que o tratamento mateméatico seria muito mais complicado,
entretanto ainda nao é esperado que influenciem na interpretacao do acoplamento externo,
uma, vez que este esta relacionado a corrente j’, e nao com bases perpendiculares a curva.
Outro ponto interessante é a adocao de perfis grossos para os campos de fundo. Assim
como a fun¢do de Green, no perfil estudado, Gp (7 — Z(s)) satisfaz a seguinte equagao
diferencial parcial,

[-V2+ K] Gp(Z — i) = jo(Z — 7)), (4.59)

para o novo caso de interesse, a nova fun¢ao de Green Gp(f— ) deve satisfazer a seguinte
equacao,
[—D? + K] Gp(% — §) = jo(& — 7, (4.60)
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de maneira que a equacgao integral passaria a ser escrita como

—

U(x) = 2@']’/, B’ Gp(F— 1) (') x V(') +
+ij / ds Gp(T — @(s)) T(z) x U(x(s)), (4.61)

onde V' é a volume onde encontra-se localizado o fluxo magnético do vortice de centro,
n(z") é o vetor normal a se¢ao reta do vortice e C” é a curva na qual localiza-se o defeitos
C,. Com estas conclusoes, podemos perceber a utilidade deste terceiro procedimento,
uma vez que nao limita os perfis possiveis de serem tratados, diferentemente dos casos

apresentados nas subsecoes 4.2.1 e 4.2.2.

4.3 A busca pelo vortice de centro estavel

4.3.1 Procedimento usual x procedimento diagonal

Baseados no resultado de Y. Aharonov e A. Casher para os estados de ponto zero de
particulas com spin % e fator giromagnético 2 sob o efeito de um campo magnético externo
[3], F. Bentosela, R.M. Cavalcanti, P. Exner e V.A. Zagrebnov obtiveram conclusoes
sobre fatores giromagnéticos acima deste valor critico [6]. O resultado obtidos por eles é
exatamente o que nao buscavamos, pois indica que operadores K_, definidos em (4.47),
de acordo com o procedimento usual, apresentam, pelo menos, [F]| + 1 estados ligados,
onde [F] & o namero de fluxos magnéticos elementares presentes no vortice. Sendo assim,
mesmo uma configuracao que possua fluxo nulo, possuira pelo menos um estado ligado,
implicando na instabilidade da mesma. Mas ao longo desta dissertacao, dedicamos nossa
atencao ao novo procedimento, logo é interessante verificar quais sao as consequéncias
deste teorema sobre os novos operador das flutuagoes K. [23]. Visando construir este
conhecimento, vamos considerar o perfil de vortice de centro grosso estatico com simetria

axial em relacao ao eixo z, e trati-lo através dos dois procedimentos.

Via procedimento usual, as solucoes nas direcoes que possuem simetria, z e t, sao
simplesmente ondas planas, porém as duas dire¢oes perpendiculares do fluxo magnético

devem satisfazer,

—lappap + M + 28pf (P)| Runlp) = =K*Rom(p), (4.62)
p p p

onde fica claro que aplicamos o método conhecido como separacao de varidveis sobre

o operador dado em (4.44). Uma escolha para o perfil f(p), que satisfaz as condicoes
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impostas na secao 3.3, é através da fungao degrau,

f(p) = ®(P - pv)a aﬂf(p) = 5(/) - pv)a (463)

nos proporcionando uma maneira de escrevermos R em termos das funcoes de Bessel de
segunda espécie. A solucao deste problema de equacoes diferenciais parciais é conhecida
[15], e dada por,
ALy (kp)E™®, se p < p,
U(p,¢) = imos
BmK|m+1|</€p)e y Se P>y
onde ao aplicarmos as condicoes de fronteira, nos deparamos com a equagao transcenden-

tal,

K {[Im|+1(ﬁpv)+K|m+1|+1(/€,0v)
L Do) Ky (kpy)

responsavel por determinar quais modos m geram os estados ligados do operador de

} — 24 1|~ |, (4.64)

flutuacao K_ para esta configuracao de vortice. Através de técnicas de calculo numeérico,
é possivel determinar que estes modos sao dois, m = 0 e m = —1, ratificando o teorema
citado anteriormente, uma vez que o vortice considerado possui [F] = 1. Obviamente,
apenas o operador K_ possuiré estados ligados, uma vez que K, apresenta um potencial

repulsivo.

Conhecidos os estados ligados do operador K_ segundo o procedimento usual, vamos
analisar os autoestados do operador de flutuacoes obtido através da deformacao diagonal
do vortice fino. Podemos perceber que a introdugao de um vortice fino causard problemas,
portanto o regularizaremos através da introducao de um raio finito a < p,, e ao final
tomaremos o limite a — 0, renormalizando qualquer divergéncia que surja. Com esta
consideracao, o problema de autovalores pode ser escrito como

2

1 1 y(p) y(p)* 2 1
—=0,p0, — —03 — 2i Oy + £ -0(p—pu) F-O(p—a ,0) =
500000 = 250, 2 et =2 (P — po) ; (p—a)| ¥(p;9)

= —r"P(p,9), (4.65)

onde y(p) = O(p — pu) — O(p — a). Essa equagao é mais complicada de ser resolvida do
que (4.62). Como proposta inicial, vamos assumir que ¥(p, ¢) = v (p, @)™ ¢ e verificar
0 que nossa suposicao pode trazer de beneficios para o problema. Com isso, é possivel

escrever a seguinte equacao para X, (p, @),

(m' +y(p)* iaﬁ o, (Mt y(p))

1
R P2 P2

) 1
Op £ =6(p—po) F-0(p—a)| xpw =
o E 2 (p— pv) ; (p—a)

= —Kk*m, (4.66)
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onde é possivel aplicar o método de separagio de varidveis ao escrever y,» = R,(p)e™?.

Nas regioes delimitadas pelas fronteiras é possivel escrever as seguintes equagoes de au-

tovalores,
1 ! 2
[—— 00, + w] R = —Kk*R, (4.67)
P P
para p<aep>p,, e
1 / -1 2
[__a,,pap ; M} Ry (4.68)
p P

para a < p < p,. Assumindo m = m’ +n — 1 e tomando o limite a — 0, a solu¢do via
procedimento de deformacao diagonal passa a ser
AL (kp)e!™MHVe 56 p < p,

J

BmK|m+1|(K'p)ei(m+l)d)a se P> Py

implicando que, ao aplicarmos as condigoes de fronteiras restantes, serao obtidos exata-
mente os mesmo modos ligados, uma vez que a equacao transcendental depende apenas
da solugao radial. Portanto, o modo m = 0, o qual apresenta solucao radial nao nula na
posicao do defeito C),, nao deve ser considerado, uma vez que a solugao nao esta univoca-
mente determinada neste ponto. O modo m = —1 contribui normalmente para o termo
imaginario da acao efetiva, indicando que esta configuracao de vortice com simetria na
direcdo z nao é estavel, mesmo sob olhares do procedimento de deformacao diagonal.
Destas conclusoes, somos capazes de perceber que uma configuracao estavel seria aquela

que possui [F] = 0 e sature o teorema citado.

4.3.2 Vortice-Antivortice com simetria polar

Procurando um perfil que satisfaca ambas as condicoes citadas ao final da subsecao
anterior, vamos estudar uma configuracao de vortices com fluxos nas diregoes opostas que
preserva a simetria polar. Uma boa descricao do problema pode ser vista na Figura 6.
Esta configuragao é semelhante a considerada pelo procedimento de deformacao diagonal
durante a comparacao dos dois procedimentos feitos na subsecao 4.3.1, uma vez que
vortice grosso e defeito das bases de cor sao fluxos em dire¢oes opostas. Porém, neste
ponto, nao podemos relevar certas contribuicoes, pois ambos os vortices possuem raios
finitos, assim como o mesmo fator giromagnético. Utilizando o procedimento usual para
encontrar os autoestados, a equagdo de autovalores é exatamente a mesma de (4.62),
porém f(p) possui as mesmas caracteristicas de y(p), definido para o novo procedimento

onde a notacao adequada é p, = peyr € @ = ping- Assim como anteriormente, as solugoes
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Figura 6: Arranjo de ambos os vortices no plano

serao escritas em termos de funcoes de Bessel generalizadas, e a aplicacao das condicoes
de fronteira nos levarao a seguinte equacgao transcendental para os operadores K.,

xgy(K|m+1|+1($) [|m|+1(33)> (K|m|+1($’/) Ty (7v)
K|m+1‘($) ]‘m‘(l‘) K|m|($l/) ]|m+1|(:1311>

K|m+1\+1(x) I\mHl(x)
z(lm+ 1| — |m| £ 2) ( K (2) + I ()

o] 52— 1) (ST ¢ DS (1 0} 00) +

(Iml 2 = [m + 1) (jm + 1| = |[m| £ 2)(Kjp i) (2) ljm2 (2v)) =

v, lim 11 (2) — L1 () K141 (2v) - Kimj41(zv) T o)) —
( L+ (@) Ly () ) ( Ky (zv) Kjm(2v) )(]|m+1l( VK1) (2v))

e(m| — |m + 1] £2) (

) (K1 (@) gy (717)) +

) (i () Do () +

Iinsa41(@) Dy (@)
ym—c) Ljmy()

K|m+1|+1($V) _ K\m\+1($’/) " ) —
Kpnpi|(zv)  Kjy(2v) ) Uit 1(2) K 227)

(Im[ F2 = |m +1))(|m + 1| = |m| £ 2)(Ljt1) (%) Kpgr (2v)) = 0, (4.69)

) (I (@) K (1)) —

zv(—|m| £ 2+ |m+1]) (

onde v = ﬁ, logo v > 1, e x = Kpie- O operador K, representa a configuracao com
vortice repulsivo mais externo, e K_ aquela que possui o vortice atrativo mais externo.
Analiticamente estes problemas nao sao trataveis, portanto é necessario utilizarmos téc-
nicas de célculo numérico. Ao analisarmos os estados ligados de K_, é possivel construir
o grafico dado na figura 7. Podemos perceber que, para v 5 1.947, o teorema citado no

inicio desta secao é saturado e apenas um modo é encontrado. A analise para o ope-
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—m=0

0,05

0,00 T T T T T T T T T T

Figura 7: Gréfico dos modos ligados de K_ para diferentes razoes entre os raios

rador K, nao é diferente. Apesar do potencial mais externo ser repulsivo, o teorema
também é saturado, com a existéncia apenas do modo m = 0, para a mesma relagao
entre os raios v 3 1,947. Para configuracoes que apresentam v maior do que o valor
citado, surge um novo estado ligado m = —1 como solucao para o operador de flutuacoes.
Desta forma, ao analisarmos estabilidade das configuracoes de vortice de centro sobre
o prisma da deformacao diagonal, podemos concluir que aquelas cuja razao entre raios
interno e externo forem menores do que o valor critico sao estaveis, uma vez que os modos
m = (0 sao eliminados por uma questao de indeterminacao na origem, como vimos na
subsecao 4.3.1. Vale a pena ressaltar que esta conclusao difere da obtida ao utilizarmos
o operador de flutuagoes determinado por Cho [10], dado em (4.32). A existéncia do mo-
dulo obriga-nos a analisar a estabilidade desta configuracao como um vortice que possua
[F] = 2, e portanto, no minimo, trés estados ligados. Desta forma, fica claro que, segundo
os argumentos de eliminacao de modos indeterminados sobre o defeito das bases locais,
qualquer configuracao nao pode ser estavel segundo o procedimento utilizado por Cho.
E, caso adotassemos o método de Diakonov e Maul, o estado ligado contribuiria a 1 loop
para a energia efetiva, indicando que também nao é possivel uma configuracao estével ao

realizarmos a decomposicao dos vortices de centro em bases globais do espaco de cor.
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5 Conclusao

Como vimos ao longo desta dissertacao, apesar dos vortices de centro se tratarem
de objetos singulares nas teorias de Yang-Mills pura com simetria SU(N), somos capa-
zes de introduzi-los através de uma classe especial de mapas S, os quais apresentam as

propriedades de singularidade e descontinuidade por um elemento de centro.

O foco de nosso trabalho girou em torno da estabilidade dos vortices ao assumir que
estes ganham propriedades dimensionais. Esta é representada pela existéncia, ou nao, de
um termo imaginario na energia efetiva a 1 loop. Desde a compreensao da instabilidade
de Savvidy-Nielsen-Olesen até a andlise para um perfil que apresenta fluxo nulo e sime-
tria polar, diversos pontos foram discutidos. Certamente, a contribuicao mais relevante
apresentada aqui foi a ratificacao de uma nova estrutura para o operador de flutuacoes,
fornecida pela primeira vez na referéncia [23]. A decomposicao em bases globais [12]
pecava em dois pontos distintos. Primeiro, nao representava corretamente o vortice fino
ao tomarmos os limites apropriados. Segundo, desconsiderava os defeitos presentes na
decomposicao em bases locais na correcao a 1 loop. Como vimos, este segundo ponto é
muito relevante na analise da estabilidade, pois o novo perfil possibilita o surgimento de
argumentos favoraveis a eliminagao do modo ligado com m = 0 do operador de flutuagoes.
A estrutura deste operador também sofreu alteracoes quando comparada a desenvolvida
por Cho [10] para descrever a contribui¢do para uma configuracio qualquer. Nesses tra-
balhos, a presenca de um mdédulo na expressao do potencial dependente do campo externo
impossibilitava qualquer chance de existirem vortices estaveis. O problema é que, para
acoplamentos magnéticos com fator giromagnético maior do que o valor critico g. = 2,
o nimero de estados ligados N esta relacionado com o fluxo magnético [F] > 0 deste
modulo segundo a relaggio N > [F] 4+ 1. Como consequéncia, ao considerar uma con-
figuragao formada por um voértice e um antivortice com fluxo total nulo, o numero de
estados ligados seria maior ou igual a 3. Visando entender o surgimento deste modulo,
trés procedimentos foram analisados, onde pudemos perceber que todos discordam sobre

a sua presenca. Desta forma, para a configuracao acima mencionada, o numero de estados
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ligados é na verdade maior ou igual a 1. Portanto, ao considerar casos onde este limite
é saturado, juntamente com o acoplamento correto no operador das flutuagoes, surge a
possibilidade de eliminar completamente os modos ligados. Um exemplo de objeto estavel
foi estudado nesta dissertacao, a configuracao de um voértice e um antivortice concéntricos
e raios diferentes. Em particular, percebemos que configuracoes onde a razao entre o

maior dos raios e o menor, v, satisfaz a desigualdade v $ 1,947, sdo estaveis.

Finalmente, sobre as possiveis linhas futuras de pesquisa, dois caminhos estao muito
claros. Um deles diz respeito a proliferacao dos vortices de centro. Como vimos, este é
o efeito esperado para explicar uma fase confinante nas teorias de Yang-Mills puras. Se-
gundo os céalculos desenvolvidos por Diakonov e Maul [12], o procedimento usual permite
essa proliferacao, representada pela parte real da energia efetiva negativa, entretanto nao
sao conhecidas as mudancas que surgem ao seguir o processo de deformacao diagonal.
Outro ponto relevante para dar continuidade no doutorado, ¢ a expansao de horizontes
para modelos efetivos de Yang-Mills-Higgs [24]. A grande vantagem desta nova etapa
¢ que na presenca dos campos de Higgs, os vortices de centro devem ser objetos mais
robustos. Sendo configuracoes topologicas, inicialmente associadas com um gap de ener-
gia no modelo efetivo, estes estariam naturalmente protegidos em relacao ao efeito das
flutuacoes. Neste caso, a questao da estabilidade deste objeto voltaria a ser a pergunta a
ser feita neste novo contexto, onde esperamos que existam vortices estaveis, identificados

com a corda confinante.
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ANFEXO A - Potenciars Localizados sobre

Curvas no R>

Os estados ligados para um operador tipo Schroedinger, em dimensao D e um poten-

cial generalizado u(Z), satisfazem a seguinte equagao de autovalores
[=VD = u(@)] ¥(&) = —£*(T). (A1)
Definindo a transformada de Fourier,
F(R) = / PPF e (), (A2)

e consequentemente a transformada inversa de Fourier

f(7) = / %f(k) (A.3)

ao aplicarmos (A.3) no resultado obtido ao aplicar (A.2) em (A.1), encontramos a equagao

integral em um espaco D-dimensional

b = - / PF G (|7 — F)ulE) (@), (A4)

onde Gp(|y — @|) é a fungdo de Green (FG) em dimensdo D |7], a qual é equivalente a
(A.1). Repare que até esse ponto, nenhuma caracteristica do potencial foi utilizada, logo
essa equacao ¢ valida para qualquer potencial u(Z) que desejarmos. Vimos ao longo desta

dissertacao que os potenciais localizados sobre curvas
u(?) = =’ / ds 6O (7 — Z(5))6 P~ (), (A.5)
c

onde p é uma constante que preserva a constante de acoplamento A adimensional e ¢ =
3 — D, é o desvio da dimesao em que se deseja analisar o problema, estao intimamente
relacionados com a estabilidade de vortices de centro em uma teoria de Yang-Mills pura.

Por esta razao, este tratamento serd realizado neste apéndice com maiores cuidados.
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Aplicando (A.5) em (A.4), essa equacao integral em dimensao D reduz-se a
0 = =N [ dso(l7— 7))o, (A6

valida para todos os pontos do espago. Para pontos Z(t) sobre a curva, nos deparamos

com a equagao de Fredholm de segunda espécie [27]

B(E(H)) = — i / ds G (|E(t) — T(s) ) (3(s)). (A7)

Como podemos perceber na (A.7), quando Z(t) = Z(s) o argumento da funcao de Green se
anula, gerando uma singularidade ao calcularmos a integral. Desta forma, o nosso préximo
passo é entender como tratar este resultado, de maneira a recuperar uma interpretacao

fisica consistente para diferentes curvas.

A.1 Tratamento das Singularidades para as Diversas
Classes de Curvas

Vale a pena notar que, para uma regularizacao qualquer da FG, podemos escrever

nossa equacao integral para os pontos sobre a curva da seguinte forma

B(E(L) = —A / 05 Grey (1E(t) — () ) (E(3)). (A.5)

Antes de escolhermos uma curva e tentar resolver a equagao (A.8), podemos trabalha-la de
maneira a extrair as caracteristicas da singularidade. Podemos entao escrever a equacao

como

P(E(t)) = —A/Cds Greg (|17(1) = Z(s)]) (Y (E(s)) — ©(Z(2))) + () (Z(1)),

K(t) = A /C 05 Grey. (1(t) — F(5)]). (A.9)

Dessa forma, quando Z(s) — Z(t), o integrando do primeiro termo é suavizado, de maneira,
que a primeira integral ¢ convergente. Com isso é simples perceber que toda a singula-
ridade do problema agora se encontra no termo K(t), o que simplifica nosso problema
em consideracao ao caso anterior, onde o integrando singular também continha a fungao
de onda sobre a curva. Ainda é possivel isolar os efeitos da singularidade, introduzindo

uma curva de referéncia com comprimento idéntico ao da curva C, escrevendo o termo
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divergente da seguinte forma

K(t) = —A/Cds (Greg (17(t) = T(5)]) = Greg. (70(t) — 70 (s)])] + D(B),

D(t) = —)\/Cds Greo (|75(1) — 7 (5)]). (A.10)

onde zy(t) é a parametrizacao da curva de referéncia. Neste momento, podemos perceber
que a singularidade se encontra no termo D(t), uma vez que ao fazer Z(s) — Z(t), as
caracteristicas das curvas se confundem de maneira que |Z(t) — Z(s)| ~ |2o(t) — Zo(9)|
e assim mais uma vez a singularidade é suavizada de maneira que possa ser integravel.
Repare também que a parametrizacao de zy(s) pode ser escolhida de maneira a ser muito
mais simples do que Z(s), simplificando a determinacao das caracteristicas da singulari-
dade. A partir desse momento precisaremos tratar separadamente cada classe de curva,

estando interessados em duas classes de curvas em particular
e curvas de comprimento infinito;
e curvas fechadas.

A.1.1 Curvas de Comprimento Infinito

Para tratar de curvas de comprimento infinito a escolha mais simples que poderia-
mos fazer, que satisfaz as condicoes para regularizacdo do problema, é que Z(s) seja a

parametrizacao pelo comprimento de arco de uma reta infinita. Neste caso temos que

|70(t) — 2o(s)| = |t — s| e o termo divergente D(t) da equagdo (A.10) passa a ser escrito
da seguinte forma
D) =\ [ ds G (it~ 5. (A11)

onde podemos facilmente notar que o integrando possui simetria de translacao na direcao
da curva, e uma vez que o resultado da integral ¢ um ntmero adimensional, podemos

impor como condigdo de renormalizagdo para (A.11) que

—A UOO dsgreg.(|s|)+c] =1 (A.12)

[e.o]

Repare que, de acordo com (A.12), a constante de acoplamento passa a depender explici-
tamente do parametro regularizador adotado. Esse comportamento é comum em teorias
de renormaliza¢do e conhecido como running coupling constant. Para que (A.12) seja
sempre valida, A deve tender a zero quando o parametro regulador tender para o valor de

interesse. E importante ressaltar que o parametro ¢ surge gracas a liberdade que temos
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para fixar a condicao de renormalizacao, deixando partes finitas ao remover a divergéncia.
A sua relevancia ficard clara a seguir. A partir das equacoes (A.11) e (A.12), temos que
a equacao renormalizada de (A.10) fica escrita como

-/ " 5 Gre (13(0) — 7)) (V(@(s)) — HED) + KOPED) =0 (A1)

—00

Kt) = c - / " (Greq (1F() — Z(8)]) — Grea. (1t — s1)]. (A.14)

e}

Nesse momento podemos perceber mais uma vez o porqué de precisarmos introduzir
o parametro c. Ao integrarmos (A.13) em relagdo ao parametro ¢, por uma questao de

consisténcia, o parametro ¢ precisa satisfazer a seguinte igualdade

[ vy = [ [ dtds 0.0 - 7(6)) - Gu (1t = s w0, (219

o

O tnico ponto que ainda devemos esclarecer em relacao a este parametro é como introduzi-

lo na teoria inicial (A.1), e isto sera feito na secao A.2.

A.1.2 Curvas Fechadas

A discussao realizada para curva infinitas é muito parecida com a que iremos realizar
para curvas fechadas, uma vez que a curva mais simples que podemos escolher base é
uma circunferéncia de mesmo comprimento ao da curva desejada, que possui a simetria de
rotacao sobre a curva, similar ao caso da reta infinita, a qual possui simetria de translacao.
Portanto, podemos impo6r como condicao de renormalizacao uma equacgao equivalente a

(A.12), dada por
A [ 5 Gu (0(0) = (5} + ¢ = 1. (A.16)

c
Neste caso, pelas mesmas razoes vistas na subsecao A.1.1, a constante de acoplamento \ é

interpretada como dependente do parametro regulador da teoria. Sendo assim, a equagao

renormalizada para curvas fechadas é dada por

- f ds Greg. (|T(t) — Z(s)[) (Y(T(s)) — Y (F(2))) + K(£)(Z(t)) = 0

C

K(t) =c— j{ds (Greq (|17(t) = T(5)]) = Greg. (70(t) — 0 (s)[)] (A17)

c
onde ¢, por razoes semelhantes ao caso das curvas infinitas, satisfaz

fdt (L j{fdtds [Greg. (12() = Z(5)[) — Greg. (|70 (t) — @0 (s)[)] ¥ (Z(2)), (A.18)
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A.2 Absorcao das Arbitrariedades Geradas

Para construir a teoria de maneira mais coesa precisamos que todos os parametros que
a formam estejam incluidos na origem do problema, isso é a base de qualquer teoria de
renormalizacao. Entretanto, toda vez que surge um novo parametro precisamos absorve-
lo em outros ja existentes. A maneira correta de tratar o parametro ¢ é introduzindo na

equacao inicial um novo parametro de renormalizacao arbitrério e adimensional A(
(1+AQ) [~V +|E|] %(T) = u(@)p(2), (A.19)

onde ( é o parametro em que esperamos realizar a absorcao de c. Desta forma, podemos
agora atuar de maneira idéntica a anterior, para isso vamos aplicar (A.2) em (A.19) e no

resultado aplicamos (A.3). Com isso, se obtém uma equagao analoga a (A.4)

(14200 = —A / dP7 G (|7 — F)u(@) (@),

e considerando o caso de interesse, ou seja, o potencial localizado sobre uma curva em 3

dimensoes
(1+ AU = —A / 05 Greq. (17 — F() )0 (#(3)). (4.20)

Trabalhando apenas com o lado direito da equagao (A.6), o parametro ¢ aparecera apos
as mesmas manipulacoes algébricas realizadas, entretanto desta vez aparece no lado es-
querdo da equacao um termo com a mesma estrutura e também arbitrario, sendo assim
podemos absorver ¢ em um parametro arbitrario da teoria. Dessa maneira, como qualquer
parametro arbitrario foi absorvido em parametros do problema, podemos dizer que nossa

teoria é renormalizavel.
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