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Resumo

A spintrénica é uma nova sub-area da Fisica da matéria condensada que explora as
propriedades do spin dos elétrons. Se bem compreendida, ela pode ter um importante pa-
pel em novos dispositivos eletronicos. Neste trabalho empregamos o formalismo da teoria
de campos para estudar a natureza da corrente de spin nao-conservada na spintronica.
Aqui, utilizamos uma teoria de calibre sob o grupo U(1) para o eletromagnetismo no vé-
cuo e em meios materiais gerais. No caso de meios materiais, descrevemos as equagoes de
Maxwell em meios materiais de maneira covariante. Introduzimos o tensor de curvatura
auxiliar G* que se relaciona com o tensor de curvatura Fj, através do tensor constitutivo
x*#7. Com base nesses campos foi usada a acdo que reproduz as equacoes de Maxwell
em meios materiais. No nosso caso, acrescentamos o campo de Dirac da maneira tradici-
onal, ou seja, acoplado ao campo eletromagnético por meio de um acoplamento minimo.
Mostramos que as correntes de spin fermiénica no vacuo e em meios materiais nao sao
alteradas, enquanto que no caso bosodnico ocorre alteracao nas correntes. Além disso,
obtivemos as condi¢oes para que ambas as correntes sejam conservadas. Ainda como um
teste padrao, o limite de vacuo é recuperado. Ainda, generalizamos estes estudos as teo-
rias de Yang-Mills, e mostramos que o resultados para as correntes fermionica e bosonica

sao semelhantes ao caso Abeliano.
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Abstract

Spintronics is a new subdiscipline of condensed matter physics which exploits the
properties of the spin of electrons. If well understood, it can play an important role
in new electronic devices. In this work, we employed the formalism of field theory to
study the nature of the non-conserved spin-current in spintronics. Here, we used a gauge
theory under the group U(1) for the electromagnetism in vacuum and material media.
In the case of material media, described by Maxwell’s equations in a covariant way, we
introduced the auxiliary curvature tensor G*” which is related to the curvature tensor
Fj, through of the constitutive tensor y**#?. Based on these fields, it was employed
the action which reproduces the Maxwell’s equations in material media. Moreover, the
Dirac field was introduced in the traditional way, i.e., coupled to the electromagnetic field
through a minimum coupling. We showed that the fermionic spin-currents in vacuum
and material media are not changed, whereas in the bosonic case a change in current
occurs. Furthermore, we obtain the conditions for both the currents to be conserved. As
a standard test, the ultimate vacuum equations recovered. Furthermore, a generalization
of these studies to the Yang-Mills theories, are performeand and it is shown that the

results for the fermionic and bosonic currents are similar to the Abelian case.
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Introducao

O entendimento das simetrias de sistemas fisicos é uma ferramenta poderosa para
a compreensao da natureza. Duas importantes simetrias na Fisica sao as simetrias do
espago-tempo e as simetrias de calibre. Esta tultima simetria é indispensavel para com-
preensao de trés das quatro interagoes fundamentais. As simetrias do espaco-tempo estao
relacionadas! ao principio da invariancia de Poincaré, no qual todas as leis da fisica sao in-
variantes por transformagoes de simetria do grupo de Poincaré. Simetrias de calibre estao
vinculadas as transformacoes de simetria no espaco interno dos campos ou isoespaco.

Em teorias de campos, um campo genérico ¢ ¢ denominado campo puro se ele
pode sofrer transformacoes do espago-tempo e transformacoes de calibre, misturando suas
componentes. Contudo, se este campo for composto por vérios outros campos ¢ ele é
chamado isospin, e os campos ¢, s6 podem ser misturados por transformacoes de calibre,
ou seja, 0os campos ¢ comportam-se como coordenadas no isoespaco. A mistura desses
campos representa interagoes ou decaimentos [1]. A descri¢ao das interagdes fundamentais
depende dos possiveis grupos de simetrias internas que uma ac¢ao de uma teoria de calibre
pode possuir.

A teoria de calibre descrita pelo grupo U(1) local ¢ a QED? |2, 3, 4], teoria quantica
do eletromagnetismo. Nesta teoria, a intera¢do entre particulas carregadas (elétrons e

positrons) é mediada pelo foton, que é o campo de calibre desta teoria. A QED ¢é tida

Nesta situagiao estamos considerando somente simetrias continuas. Existem também simetrias dis-
cretas do espago e tempo e do espaco interno dos campos. As simetrias discretas do espago e tempo séo
paridade P e inversao temporal T, respectivamente. A simetria discreta do isoespago é a simetria de
carga C, esta relacionada a existéncia de anti-particulas. Contudo, as simetrias discretas se tratadas em
separado nao sao boas simetrias, fato este comprovado pela quebra da simetria C' P das interacoes fracas.
Isto nao ocorrre com a QED e a QCD. Uma boa simetria é a simetria C'PT, tal que todas as teorias
fisicas sao invariantes por esta simetria.

2Do inglés: Quantum Electrodynamics.



como a teoria mais bem sucedida da F'isica.

Uma teoria de calibre que possui simetria sob SU(2) descreve as interagoes fracas.
Os bosons vetoriais responséveis por estas interacoes sao W+, W~ e Z°, massivos, e os
dois primeiros carregados. A descrigao da interagao destes bosons vetoriais massivos com o
foton, ou seja, a teoria eletrofraca, foi feita por Glasnow-Weinberg-Salam, na qual o grupo
de simetria é o SU(2) x U(1). A objegao teorica original para uma teoria de calibre com
essa simetria local descrever as interagoes eletrofracas era que os bésons mediadores dessa
interacao deveriam ser massivos. Isto porque, os campos massivos tém curto alcance e o
tinico boson observado a longa distancias era o foton [5]. No entanto, a introdugao de um
termo de massa para o campo de calibre, M Af A numa agao de uma teoria de calibre,
quebraria a invariancia de calibre da teoria. No contexto da segunda quantizacao, a
invariancia de calibre é fundamental para mostrar a renormalizabilidade de uma teoria. A
solugao para o problema das massas dos campos de calibre vem de uma simetria de calibre
escondida, onde os bosons vetoriais das interacoes fracas adquirem massa pelo mecanismo
de Higgs. Neste mecanismo ¢ introduzido um bdson escalar massivo, responsavel por
prover massa as particulas.

No caso das interacoes fortes, a teoria mais aceita para descrevé-las ¢ a QCD3.
Nesta teoria os hadrons sao constituidos de objetos fundamentais, os quarks, a estes sao
atribuidos dois ntmeros quanticos: cor e sabor. Existem trés tipos de cores, sao elas:
verde, vermelho e azul e seis tipos de sabores: up, down, charm, strange, bottom e top.
O numero de cores esta relacionado a dimensao da representacao fundamental do grupo
de simetria interna, que neste caso é o SU(3). A interacao entre quarks é mediada pelos
glions, estes sao autointeragentes. Existem oito glions mediadores das interagoes fortes.
Isto esté relacionado a dimensao da representagao adjunta de SU(3).

A teoria quéntica do eletromagnetismo, as interagoes fracas e as interacoes fortes
sao unificadas numa teoria denominada Modelo Padrao. Esta teoria possui como grupo
de simetria o grupo SU(3) x SU(2) x U(1). De todas as particulas previstas pelo Modelo

Padrao somente o béson de Higgs nao foi detectado? [6].

3Do inglés: Quantum Chromodynamics.
4Recentemente o CERN anunciou a descoberta de uma particula na faixa de energia prevista para o



No contexto para o tratamento das simetrias de sistemas fisicos se destaca o teorema
de Noether [7]. Este teorema diz que, dada uma simetria continua de um sistema fisico
(ou, da agdo) teremos uma grandeza conservada. O teorema de Noether é valido para
qualquer grupo de Lie. O teorema de Noether independe do grupo de simetria em questao
e produz diferentes leis de conservacgao para diferentes grupos de Lie.

Leis de conservagao nao sao unanimidade em sistemas fisicos, como exemplos, te-
mos quebra de simetria quiral [8] em termos massivos de uma teoria de calibre e a nao-
conservacao de correntes de spin. Estes ultimos sao objetos de estudo na spintronica
[9, 10]. A spintronica é uma nova sub-area da matéria condensada que estuda o trans-
porte de spin dos elétrons. Se bem compreendida, a spintrénica terd uma grande vantagem
sobre a eletronica no contexto de capacidade de transmitir e amarzenar informacao, isto
devido aos dois graus de liberdade do spin do elétron. A origem da vantagem é basi-
camente a capacidade de manipular o spin através do campo magnético e o tempo de
decoeréncia do spin. No caso de aplicagoes, pode ser 1util em leitores de HD’s e memoria
RAM, explorando o efeito de magneto-resisténcia gigante (GMR). Este fato podera ser
muito util em tecnologias da informacao, computagao quéntica e informagao quantica,
visto que na eletronica, os semicondutores sao baseados no controle da carga elétrica,
onde esta restringi-se a particulas carregadas e s6 fornece um grau de liberdade. Outra
propriedade do spin bastante estudada atualmente na tentativa de aplicacoes tecnolégicas
é o efeito spin-Hall [11, 12| em sistemas com acoplamento spin érbita.

A grande questao do transporte de spin é a correta definicdo para a corrente de
spin |13, 14, 15]. O problema decorre no fato de que o spin ndo é uma grandeza invariante
no transporte de spin, tal que, pela definicao convencional, a corrente de spin nao é
conservada. Na defini¢ao tradicional [16], o operador densidade de corrente de spin é
definido como %(vs + sv), significa que os portadores de spin s fluem com velocidade v.
Entretanto, a definicao tradicional baseada em analogia com a corrente cléssica nao pode

descrever com precisao a corrente de spin, porque o spin é uma caracteristica intrinseca

em teoria quantica [17].

boson de Higgs. Resta saber se essa particula satisfaz as propriedades do boson de Higgs.



O problema sobre a conservacao da corrente de spin é persistente. Devido a dificul-
dade de construir um operador de spin que comute com o Hamiltoniano de Dirac, alguns
autores chegam a comentar que, pode ser impossivel ter uma corrente de spin conservada
[16, 18, 19]. Contudo, existem trabalhos onde a corrente spin, sob certas condigoes, é
conservada [13, 17, 20].

O formalismo para o tratamento das correntes de spin é bastante variado. Existem

varios métodos para obtengao da quebra da equacgao da continuidade para o spin,

%+V.<7: T x B, (1)

e
m
onde § = QST?qS é a densidade de spin, ¢ é a funcao de onda nao-relativistica do elétron

de duas componentes

o | | )
o)

com componentes de spin ¢r e ¢,. ? ¢ a corrente de spin, definida como
T =ol(@e e, (3)

onde J = zh(% - ?)/(2m) é o operador de spin. O termo do lado direito da equacao
(1) é o torque de Landau-Lifshitz exercido por um campo magnético num momento de
dipolo magnético de spin 1/2.

Um trabalho recente [19] descreveu covariantemente a polarizagao de spin através do
operador de Bargmann-Wigner [21]. Nessa descri¢ao a quebra da equagao da continuidade
para o spin ganha um contexto relativistico. O limite nao-relativistico é recuperado, e sao
feitas correcoes até a ordem de ¢~ 2.

Outros trabalhos utilizando o formalismo de teorias de calibre para a teoria nao
relativistica de Pauli-Schrédinger, obtém a equagao (1) mais termos de corregao, termos
estes que descrevem o efeito spin-Hall, a partir da corrente de calibre da teoria de calibre
SU(2) [22, 23]. Além disso, existem trabalhos utilizando a decomposi¢ao de Gordon da
corrente U(1) [20].



Inspirados em [19], o trabalho [24]|, usando o formalismo de teorias de calibre,
com base numa teoria de calibre para o eletromagnetismo classico, especificamente uma
teoria de Maxwell-Dirac, os autores formalizaram o trabalho [19] em termos da corrente de
Bargmann-Wigner e da simetria quiral. Tal formula¢ao baseou-se nas correntes associadas
a simetria de calibre, assimetria quiral e simetria sob o grupo de estabilidade. Os geradores
da corrente de Bargmann-Wigner representam um setor do grupo de Poincaré que esta
associado ao spin. Foi mostrado em [24] que, embora conservada, a corrente de Bargmann-
Wigner nao representa um observavel fisico, em vista de sua nao invariancia de calibre.
Os autores restauraram sua invariancia de calibre e, obtiveram a nao-conservacao da
generalizacao relativistica da corrente de spin. Efeito semelhante também foi obtido para
o foton.

Neste contexto se insere o proposito desta dissertacao. Pretendemos generalizar o
estudo de [24] para a eletrodinamica em meios materiais. Como o tratamento de [24] foi um
formalismo covariante e de uma teoria de calibre classica, descreveremos a eletrodinamica
em meios materiais covariantemente como uma teoria de calibre, para isso, introduziremos
um tensor de curvatura auxiliar G* para o campo eletromagnético em meios materiais
e o campo de Dirac acoplado ao potencial eletromagnético. Além da generalizagao do
estudo de correntes de spin para a eletrodinamica de Maxwell em meios materiais, nos
propomos a estudar as correntes de spin numa teoria de calibre nao-Abeliana.

Veremos adiante que, na teoria de calibre para a eletrodinamica em meios materiais,
a corrente de spin fermidnica nao sofrerda mudancas em relagao a corrende se spin oriunda
das simetrias da teoria eletromagnética no vacuo. Quanto a corrente bosonica, veremos
que ela estd intimamente relacionada as propriedades do meio que se queira estudar.
Nas teorias aqui tratadas, mostraremos que as correntes de spin quebram a equacao da
continuidade na presencga de férmions. Para resolver este problema, vamos impor que a
equacao da continuidade seja satisfeita. Como resultado, encontraremos vinculos entre
os principais campos da teoria. A generalizacao para teorias de Yang-Mills apresentara
resultados semelhantes ao caso da teoria Abeliana no vacuo.

Esta dissertagao é organizada da seguinte forma: No capitulo 1, descreveremos de-



talhadamente o trabalho [24], isto sera 1til para os outros capitulos, pois muitas defini¢oes
serao bastante usadas ao longo da dissertagao. No capitulo 2, estudaremos a eletrodina-
mica de Maxwell em meios materiais, as correntes de spin e as condi¢oes de conservacao
para essas correntes. No capitulo 3, generalizaremos o estudo das correntes de spin em
teorias de calibre nao-Abelianas e veremos se o limite Abeliano pode ser recuperado. Por
fim apresentaremos nossas conclusoes. Quanto a notacoes e defini¢oes que serao utilizadas

nesta dissertacao, o leitor fica remetido a consultar os apéndices A e B.



Capitulo 1

Eletrodinamica e correntes de spin

Neste capitulo, descreveremos a teoria eletromagnética, onde a interacao entre
campos carregados é mediada pelo campo eletromagnético!, isto sera ttil para desen-
volvimentos futuros, onde a simetria da acao da QED, sob o grupo de estabilidade

L(1,3) € SO(1,3), nos permitiré estudar as respectivas correntes geradas.

1.1 Eletrodindmica e suas simetrias

A Eletrodindmica, em particular a QED, é uma teoria de calibre Abeliana, com
simetria de calibre local U(1), onde a dindmica dos campos envolvidos nessa teoria é

descrita pela seguinte acao:

S = So+ Sint + Sur - (1.1)

LA teoria aqui tratada é quantica no sentido de primeira quantizacdo, justamente pelo fato da equa-
¢ao de Dirac ser uma teoria quantica relativistica, onde os férmions de Dirac sao acoplados ao campo
eletromagnético por meio de um acoplamento minimo. Contudo, o campo eletromagnético aqui nao esta
quantizado. No entanto, a agdo que vamos apresentar ja apresenta o ponto de partida para o esquema de
uma segunda quantizagao, visto que o campo de Dirac s6 é inteiramente compreendido neste contexto.



O setor de matéria é descrito por Sy, que é acao de Dirac e S;,; € a acao de interagao. No

setor de calibre temos a acao Sy, que é a agao de Maxwell:

Sy = /d%%(ihcv“@u —me*p

Su = e [ s,

Sy = ——— [ darmE (1.2)
M 4o e '

O tensor de curvatura F'*” e seu dual sao definidos da seguinte maneira:

Fr = orA” — VA"

Nl/ 1 14e}%
o= 56“ PF.s . (1.3)

O tensor F* descreve o campo eletromagnético. Por ser um tensor, fica claro que ele é
covariante de Lorentz. Ja A" é o campo de calibre ou potencial eletromagnético. Este
segundo é o campo fundamental da teoria eletromagnética no formalismo covariante,
visto que, as variagoes na Lagrangeana para obtencao das equacoes de movimento sao
feitas com respeito a A*. Além disso, na quantizacao usual do campo eletromagnético
o elemento quantizado é o campo de calibre, e ndo o campo F*. A quantidade e é a
constante para o acoplamento eletromagnético, ou seja, a carga elétrica. O campo ¢ é um
campo espinorial que descreve as excitacoes dos elétrons e 1) é a representacao adjunta,
1 = 9%, As matrizes v* sdo as matrizes de Dirac (ver apéndice). E importante notar
que, a acao de interacao é um acoplamento minimo entre o campo fermioénico e o campo
eletromagnético: A interacao entre férmions é mediada pelo campo de calibre A*, que na
teoria quantica representa fétons. Estes tltimos, no entanto nao interagem? entre si. No
caso de e = 0, vemos claramente que nao temos interacao eletromagnética.

No acoplamento minimo o campo eletromagnético s6 interage com particulas car-
regadas, diferentemente do acoplamento nao-minimo onde o campo eletromagnético pode

ter outros tipos de interagoes. Como um exemplo, ele pode interagir com particulas neu-

2Na verdade, os fétons podem interagir por um processo de interagao virtual [25]. Mas nos restringimos
ao formalismo de 1* quatizagao.



tras através do spin dessas particulas. Contudo, a QED com esse tltimo acoplamento é
nao renormalizével e mistura a quiralidade das particulas, mas este tltimo problema nao
chega a ter importancia nessa teoria. Apesar das dificuldades com acoplamentos nao-
minimos, estes podem ter importancia em outras teorias onde o acoplamento minimo nao
seria suficiente para compreensao de muitos fendmenos [26].

Para entender um pouco do comportamento dos campos mencionados acima, deve-
mos extrair as equagoes de movimento para os campos da teoria a partir da agao (1.1).

Para o campo espinorial, as equacoes sao:

(i’Y#Du —mo)p = 0,

Wi Dl +me) = 0, (1.4)
onde
e
DN = 8# —|— ﬁA# 5 (15)

¢ a derivada covariante® e mg = mc/h. Para o campo eletromagnético as equagoes sio:

O, F™ = poedytip

OE" = 0. (1.6)

A primeira equagao de (1.6) nos fornece as equagoes de Maxwell inomogéneas no vacuo,
enquanto que, da segunda equagao de (1.6) obtemos as equagdes homogéneas. Esta tltima
é obtida puramente por propriedades topologicas da teoria. Dela é que se conclui a nao-
existéncia de monopoélos magnéticos [27, 28] numa teoria de calibre Abeliana. Numa
teoria de calibre, é importante conhecer as principais transformacoes que mantém sua

agao invariante. Neste caso, a simetria de calibre é descrita pelo grupo U(1) local, e é

3A derivada covariante além de levar & invaridncia de calibre local de uma teoria de calibre, contém
em si a prescricao do acoplamento minimo.



caracterizada pelo conjunto de transformacoes infinitesimais

1€
5g¢ - _%aw )
— 1e —
5gw - §¢04 ;
5, A, = o (1.7)

onde v é um parametro dependente da posi¢ao no espaco-tempo. A invaridncia da acao

(1.1) por transformagoes de simetria* U(1) nos permite obter uma corrente conservada:

j" = eyt (1.8)
onde usamos®
oL oL
T PV _aVA_csgz)a". 1.9
= 50,0m"° <a<au¢A> ¢ ! (19)

Do teorema de Noether 25|, segue-se que J,j" = 0, expressando a conservacao da carga
elétrica. E importante notar que, caso tivéssemos uma teoria descrita por Sy, i.e., a teoria
de Dirac, a corrente conservada seria j* = ¢y}, cujas componentes temporal e espacial
nos fornecem a densidade de probabilidade e a densidade de corrente de probabilidade,
respectivamente. Percebe-se, de (1.8), que a 4-corrente elétrica é o produto de uma carga
por uma 4-corrente de probabilidade.

Outra simetria bem conhecida da eletrodinamica é a simetria quiral para férmions

sem massa. As transformagoes quirais sao definidas como

l

_ v 5
5qd) - ﬁcoﬂ/w’
- _i — 5
o = hcmm ;
5, A, = 0, (1.10)

onde o é agora um parametro constante e a matriz v° é definida em (A.10). Como a acao

4Neste caso, a simetria é global, ou seja, o parametro da transformacdo independe da posicdo no
espago-tempo. Cargas s6 fazem sentido se definidas por uma simetria global [29].

5L é a Lagrangeana. A é um indice coletivo geral, caracterizando os indices dos campos, assim como
a soma sobre todos os campos.
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(1.1) descreve férmions massivos, a corrente quiral ndo-conservada ¢é
S =y (1.11)

de modo que sua 4-divergéncia ¢ 9,5* = 2imoy°1).

1.2 O grupo de Poincaré

A agao (1.1) também possui simetria por transformagdes do grupo de Poincaré,
i.e., o grupo 1SO(1,3). Devido a importancia deste grupo (e sua decomposi¢ao) nesta
dissertacao, dedicamos uma secao separada para ele. Os geradores do grupo de Poincaré
sao denotados por P, = thd, para as translacoes, e J,,,, = L, +1,, para o setor de Lorentz,
onde, L,, =ih(x,0, — x,0,) é tido como a parte do momento angular, enquanto 1, esta
associado ao momento angular interno, o spin. A algebra de Lie associada ao grupo de

Poincaré é

[P;m Pl/] = 0 )
[Juvs Jag] = th(Nuadse — Musdav — Madpu + MupJap)
[, Pol = th(Naw Py — Naply) - (1.12)

O primeiro termo de (1.12) nos mostra que translagoes no espago-tempo sdo comutativas.
Ainda, o grupo de Poincaré possui uma sub-algebra Abeliana. O segundo termo de (1.12)
é associado a algebra de Lie do grupo de Lorentz, SO(1,3). A partir do terceiro termo de
(1.12), vemos que transformagoes de Lorentz e translagoes no espago-tempo nao comutam
entre si. Além disso, nota-se que o grupo de Lorentz é um subgrupo de estabilidade em
relacao ao grupo de Poincaré.

Sabemos que as particulas sao caracterizadas por sua massa, carga e spin. Estas
propriedades podem ser entendidas através do ponto de vista das simetrias em teorias
de campos [25]. Como vimos anteriormente na se¢ao 1.1, a simetria de calibre nos per-

mitiu identificar a carga das particulas, onde estas sao identificadas como perturbacoes

11



nos campos. Vejamos agora como descrever massa e spin das particulas através das si-
metrias do espacgo-tempo, i.e., simetrias do grupo de Poincaré. Neste caso, precisamos
construir operadores cujos autovalores nos fornecam essas informagoes; de fato, os auto-
valores dos operadores de Casimir® relacionados ao grupo de Poincaré provém massa e
spin das particulas, que sdo representagoes irredutiveis do grupo de Poincaré |21, 25].

O grupo de Poincaré é um grupo nao-compacto assim como o grupo de Lorentz,
logo, nao existem representagoes unitarias de dimensao finita para o grupo de Poincaré.
Contudo, podem ser encontradas representagoes unitarias num espaco de dimensao in-
finita, i.e., o espaco de Hilbert, onde os operadores P, e J,, atuam como operadores
Hermitianos [30]. Definindo um operador de Casimir para o setor das translagoes do

grupo de Poincaré

P?=P'P, | (1.13)
é trivial mostrar que
[PQ, Pﬂ} = 0,
[P?,Ju] = 0, (1.14)

como esperado de um operador de Casimir. Desta equacao, notamos que, sob uma trans-
formacao de Lorentz infinitesimal, P? permanece constante. Isto ja era esperado, pois o
operador P? é um escalar.

Podemos definir também um operador vetorial

1 1
WH = _§€uyaﬁjuapﬁ = _§ewjaﬁluapﬁ ; (115)

5Operador de Casimir é um operador que comuta com todos os outros geradores do grupo.
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chamado de operador de Pauli-Lubanski. Vejamos agora se (1.15) define um grupo:

[WHE W] = ihe™ W, Ps

[, WO = ik (53&5; . 5313@7) ,
WH P = 0, (1.16)
onde j;ﬂ = ¢,°9J5,/2. A partir da primeira equacio de (1.16), percebemos que as

transformacoes geradas pelo operador de Pauli-Lubanski formam um grupo, ou seja, a
algebra fecha. Veja que o grupo gerado por (1.15) é um subgrupo do grupo de Lorentz,
além disso, W* transforma-se do mesmo modo que o gerador das translagoes. Note da
tltima equacao de (1.16) que o momento linear é invariante sob transformagoes geradas
por (1.15). E ainda, W, e P, s@o ortogonais. Concluimos entdo que: o grupo gerado por
W & um grupo de estabilidade, denotado aqui por L(1,3). Este pode ser entendido como
transformacoes de Lorentz que mantém o momento linear invariante, e ainda, ele é um
subgrupo do grupo de Poincaré.

De posse desses resultados, podemos construir outro operador de Casimir para o

grupo de Poincaré

W?=W*HW, , (1.17)
de modo que,

W2 J.] = 0,

W% P] = 0. (1.18)

Como ja comentado, nosso objetivo era descrever representagoes unitarias irredu-
tiveis para o grupo de Poincaré. Isto agora é possivel pois encontramos os operadores
de Casimir do grupo. Como temos operadores invariantes no grupo, entao, pelo lema de
Schur [31, 32|, é possivel construir representagoes irredutiveis para este grupo. Assim,

escolhendo o operador vetorial P, como base de nosso espago vetorial, seus autoestados
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serdo |p). Deste modo podemos construir a equagao de autovalores, tal que,

Pulp) = pulp) (1.19)

onde p,, sao os autovalores do operador P, no autoestado |p). Agora podemos encontrar

os autovalores para o operador de Casimir P?.

PrP,|p) = p'pulp) = m*c|p) , (1.20)

onde foi usada a relagao relativistica p*p, = m*c?. Aqui, m representa a massa de um
estado de uma tnica particula. Vemos que o setor das translagoes do grupo de Poincaré
nos fornece a massa das particulas. De maneira semelhante, é possivel encontrar os

autovalores para o operador W2
WHW,|p, s) = —P?S?|p, s) = —m*c*h*s (s + 1) |p, s) , (1.21)

onde s é o spin da particula. Como W? é um invariante de Lorentz, segue imediatamente
que (1.21) é satisfeita para todos os referenciais inerciais.
No caso de representagoes de campos nao-massivas, W* atuando num dado estado

no espacgo ¢é proporcional ao momento p#, ou seja, W* tera a forma
WH = —hpt | (1.22)

onde h é um fator de proporcionalidade. A partir de (1.15) é possivel mostrar que

57

h =
‘po‘

(1.23)

Este opererador é denomidado operador de helicidade. Ele mede a componente de spin
na direcao do momento.
Os operadores (1.13) e (1.17) sao os tnicos operadores de Casimir para o grupo de

Poincaré. Isto porque, o grupo de Poincaré é um grupo de ordem 2, ou seja, a ordem de
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um grupo nos informa quantos operadores de Casimir podemos construir para o respectivo

grupo [33].

1.3 O grupo L(1,3) e as correntes de Noether

Vamos apresentar nesta segdo e nas seguintes, um tratamento detalhado de [24],
pois sera ttil para generalizagoes futuras em outras teorias. Para o setor fermionico, o
gerador do grupo L(1,3), i.e., (1.15), pode ser escrito como
ih

h
Wi = —e"0,Ps = 570" P, (1.24)

onde o indice f denota o carater fermionico, e usamos I, = ho,,, /2, onde 0,,, ¢ definido em
(A.10). Assim, as transformagdes de simetria do grupo L(1,3) para o campo fermionico

apresentam as seguintes formas.

i

b = —w WY

5 = —%EW;% , (1.25)

onde w, ¢ um pardmetro real e constante de dimensao [L]'. A partir do teorema de

Noether, a corrente associada a essa simetria para o campo fermidnico é
C—
T}“’ = ﬁqpfy“W]?w , (1.26)

que ¢ um tensor de segunda ordem chamado tensor de Bargmann-Wigner [25].

Para campos bosoénicos, o vetor de Pauli-Lubanski é

h
W} = _§ewaﬂpﬂ , (1.27)

onde o indice b caracteriza o comportamento bosénico e utilizamos I#*? = h (77“0‘77”5 e 77’”1) ,

que é o operador associado ao momento angular interno do fo6ton. Assim, A, transforma-se
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sob o grupo de estabilidade da seguinte forma

1

e = 20" Wharo A7 = S0 Carogd" A7 (1.28)
Antissimetrizando
1 v B po o 2B 1 v
§A, = — %" €avso (0°A7 — 07 A7) = _§w,,Fa : (1.29)
Usando (1.9), é simples mostrar que a corrente de Bargmann-Wigner bosonica’ ¢
T = L oprepr_ Loy (1.30)
240 “ 2pc

onde T" = F“O‘ﬁw /4. Assim, do teorema de Noether, a corrente de Bargmann-Wigner
conservada total é

T =T 4T | 9" =0. (1.31)

1.4 Restaurando a invariancia de calibre da corrente de
Bargmann-Wigner

Na secao 1.2 descrevemos um pouco o grupo de Poincaré e vimos seu importante
papel na descricao de particulas. O ponto fundamental é que a teoria da relatividade esta
contida no grupo de Poincaré. Sendo mais especifico, pode ser postulado que as leis da
Fisica sao invariantes por transformagoes do grupo de Poincaré. Este fato torna possivel
extrapolar um experimento num laboratério para todo o universo, e ainda ter observaveis
fisicos invariantes pelo grupo de Poincaré. Contudo, o postulado da relatividade nao é
suficiente. Precisamos impor outro principio, que leva em conta simetrias internas nos
campos que descrevem os observaveis. Este principio é o principio de calibre, que impoe
que observaveis fisicos sejam invariantes por simetrias de calibre locais. Neste contexto,

devemos verificar se a corrente de Bargmann-Wigner é invariante por transformacoes de

"Onde T = ﬁ? O fator ¢ foi introduzido para normalizacao.

16



calibre® do eletromagnetismo, ou seja, o grupo local U(1). Nao ¢ dificil notar que o setor

fermionico da corrente de Bargmann-Wigner quebra a invariancia de calibre,
5T =~ HWia)y (1.32)
N AN L -

e assim pelo principio de calibre, essa corrente nao pode ser associada a um observavel
fisico. Por outro lado, no setor bosonico é trivial perceber que a corrente bosbnica é
invariante de calibre. Para contornar esse problema levemos a derivada ordinaria 0, do

vetor de Pauli-Lubanski numa derivada covariante D,, [5], de modo a termos

Wi =——-7"0""D, , (1.33)

implicando na seguinte corrente de Bargmann-Wigner para o setor fermiénico
uv hC— 5.1 va
7" =Sy e Datp (1.34)
Assim, a corrente de Bargmann-Wigner total invariante de calibre é definida como
A T %%%%"Maw : (1.35)

e agora 0,7" = 0. Em vista da restauracao da invariancia de calibre, 7#” nao sera
mais conservada. Portanto, estudemos agora separadamente a 4-divergéncia para o setor

fermionico e bosonico. Iniciemos com o setor fermidnico. A partir de (1.34)
Qv he— 5 1 _va le— 5. 1 vV
T = 07y 0" 0at) + SY 0 Aat) (1.36)
Utilizando ¢¥® = i [y"~v* — n**] e (1.4),

, he — 5 the— y €— v
T = gmely Y Y = O gy A (1.37)

8 A analise da invariancia de calibre deve ser feita em relacdo ao grupo de calibre da teoria em questéo,
independente da simetria que fornece o suposto observavel.
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Agora, apliquemos a 4-divergéncia

he

v - v he — v v ithe . — v
0T} = =5 moduy* Y™y + Smety” (207 = 7/ y) 0" + -0y 0"+

the— e . — e— e—
—7¢758” (70u) = 5 LY AV + §¢757“8MA”¢ + 57/)75/1”7“3“@0 ,  (1.38)

onde usamos v,7" = 20,, — 7"7,. Fazendo uso da equagao (1.4)

0. Tf" = —%mo%“’f’v”flm - %m@’f"y”w + hiemoy* 9"y + %moc%g’v”v“flw +
+ %m@'f’y”w - ngSAuaw - %Cmo%f’a”w - gwwamw +
— SEPAY — T — A, A Emg A
+ SO A - %%WAMA% - %emo%"’fl”@/) : (1.39)

Utilizando a propriedade 5y = —~#~5
0, T} = %emo%‘f’ (77" + ") Am—iemo%5fl”¢+g%5w (0" A — 0" AM) 4. (1.40)
De (A.9) e (1.11) mostra-se finalmente
0T} = —%S#FW , (1.41)

onde S, é a corrente quiral definida em (1.11).

Vejamos agora o caso do setor bosonico. Atuando a 4-divergéncia em (1.30)

1 ~ -
0T = — (9, F")EY + —F,,0"F"
Kb 2/1/0( H ) 2#0 H
1=, 1 ~ ~
OTL = IR+ P (09 = 9°F™) (1.42)
2 441

onde utilizamos (1.6) e antissimetrizamos o segundo termo. Definindo

K1V — grEoY — 9o (1.43)
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Temos que

1. ~ 1
0,11 = = j F* + —F, K'Y . 1.44
“=b 2j + 4,“0 12 ( )

A 3-forma dual de (1.43) é

7 1 av

Ky = gewavKu ’

-~ 11 avBo qu prBo qo

Ky, = 312 [Ewave 0" Fo — €yaue"70 Fﬁv] g

~ 1 1 o o o o o

Ky = 55 [2 (6267 — 6867) 0" Fy + 2 (0565 — 6267) 0 Fq]

~ 4 -

K7 - —58 Fo"y 5

~ 4 )

R, = i, (1.45)

Podemos ainda inverter a primeira equacao de (1.45)

_ 1 1
EVBU’YK»Y = gﬁyﬁgfyefyuadKuaé = —§E’Yyﬁo€fyua6Kua6 )
_ |
IR, = (5;555;; — 518005 — 640057 + 856067 + 810067 — 5;555:;) Kred
_ 1
PR, = —5 (K797 — K7 — K% 4 KP7 + K7 — KP7) (1.46)

chegando em

S (1.47)

Assim, utilizando (1.45), é simples mostrar que
g = L e (1.48)
Logo, de (1.48) em (1.44) obtemos finalmente

12 1 P v
('),ﬂ;“ ZEJHFM . (149)

As equagoes (1.41) e (1.49) expressam a nao-conservagao da corrente de Bargmann-
Wigner invariante de calibre, e mantidas separadamente desde que elas sao obtidas inde-

pendentemente da equagao da continuidade (1.31). A equagao (1.41) é de fato a versao
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covariante do resultado obtido em [19], que associa a corrente de Bargmann-Wigner com a
corrente de spin e efeitos de transferéncia de spin-torque, quando o campo eletromagnético

¢ totalmente externo [24].

1.5 Decomposicao no espaco e tempo

A fim de melhor compreender as equagoes (1.41) e (1.49), sera util decompd-las nos

setores de espago e tempo.

1.5.1 Componentes do setor fermionico

A partir de (1.34),

T = —@WE ‘D) = ——T
7?0 _ thwT ’E]D]w— ——’TZ
T = My (m’ + —h%Di) b="2T
mce 2
Ul —w* ’(523 ua 5D]) v=2J7, (1.50)

onde foram usadas as relagoes padrao das matrizes-y (A.10) e (1.4). Entao 8u7}“” =

807}0” + aﬂ}jy se decompoe em

aoT ;
8,11,7}”40 — |: 8t 8 T:| 9
0, T = 5 {(E +0; jﬂ} : (1.51)

e, a partir de (1.41)

T.I7 = —%?.EN
f;_fﬁf? - CSE4SExE, (1.52)

onde foi usado 8¢ = ¥, Sy = PTy% e (A.T).
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As quantidades J° e J¥ sao identificadas com a generalizacao relativistica da den-
sidade de spin e da corrente de spin, respectivamente. Esta identificacao foi mostrada em
[19]. Note que a equagao (1.52) apresenta estrutura semelhante a equagao (1), que é ob-
tida através da equacao de Schrédinger que inclui um termo com efeito Zeeman na forma
—,uB7.§. No nosso caso, ganhamos mais uma equagao de consisténcia, proveniente do
setor temporal da generalizagao relativistica para quebra da equacao da continuidade da
corrente de spin, que é descrita pela primeira equagao de (1.52). O formalismo aqui utili-
zado nos levou a obter mais um termo de quebra da equacao da continuidade, termo este

que tem contribuicao de um campo elétrico externo.

1.5.2 Componentes do setor bosonico

A corrente bosonica descrita por (1.30), é decomposta na seguinte maneira

TOO — 1
b 2/100

) = T,'=0,
y 1 g

7 = — To" . 1.53
b 2,“/00 ( )

Vejamos agora (1.49). Usando 9, T} = 9,T + 0;T}"

1 . .
a‘uTéuO — _éjZBZ7

{—chﬂ' + 2 <7 x ﬁ)"} . (1.54)

; 1
0.1 — — -
w=b 6 c

De posse dessas relagoes é simples mostrar que:

or 1 —
ot N 360 J
1
VT = —%OC (—cpg + —? X ) , (1.55)
c

onde p = j°.

Para a maioria dos sistemas os campos elétrico e magnético sao mutualmente orto-
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gonais implicando que em geral T} = 0. Neste caso, teremos entao,

—
Ji B = 0,
1 —
B = —7xE. (1.56)
pc
. ~ . — .
Sendo consistente com as relacoes classicas, se j = pU, ou seja, ﬁ = 0%7 X E
Um resultado novo, como mostrado por [24] é a corrente de spin T}" relacio-
nada ao campo eletromagnético. Esta quantidade pode vir a dar uma medida da nao-
perpendicularidade entre os campos elétrico e magnético. Por outro lado, 7" é uma quan-
tidade escalar que determina o fluxo de spin do foton. O segundo termo de (1.55) é um
gradiente de spin, que surge como um tipo de for¢a de um monopoélo magnético. Assim, se
E § - . . .
os campos E e B e acorrente j nao sdo mutualmente ortogonais, as cargas p,, = —p/3¢g

e Jjm=oJ /3, podem ser interpretadas como um monopolo magnético efetivo [24].
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Capitulo 2

Eletrodinamica em meios materiais

Neste capitulo, iremos descrever a teoria eletromagnética em meios materiais no
formalismo covariante. Para isso, construiremos uma agao para o campo eletromagnético
na matéria acoplado a férmions de Dirac. Em seguida, estudaremos suas simetrias e suas

consequéncias para as correntes de spin.

2.1 Preliminares

Apresentamos no capitulo anterior a teoria eletromagnética de Maxwell na forma
covariante, isto é, as equagoes de Maxwell escritas em termos de um tensor antissimétrico

Fr. As equagdes de Maxwell apresentadas em (1.6) se decompdem na seguinte forma

VE = 7,
?xﬁ = Mo?+ﬂo€0%>
?xﬁ—kaﬁ = 0,

ot

VB = o0, (2.1)

onde foi utilizada a relagao (A.5) para desenvolver (1.6). Contudo, as equagbes inomogé-
neas nao sao convenientes para descreverem o comportamento do campo eletromagnético

em meios materiais. Nosso objetivo aqui é estudar correntes de spin na matéria pelo
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mesmo formalismo utilizado anteriormente. Como o formalismo utilizado no capitulo an-
terior foi um tratamento covariante, é conveniente descrever a teoria eletromagnética na
matéria do mesmo modo. Para isso, necessitamos de um tensor auxiliar para a eletrodina-
mica em meios materiais, i.e., G*. Este tensor é definido através da relacao constitutiva

linear covariante [34]:

v 1 vpo
G = EXM P Foo | (2.2)

onde Fjs, é o tensor de curvatura eletromagnético definido em (1.6) e x**#? é o chamado
tensor constitutivo, também conhecido como campo estrutural. Esse campo nos informa

sobre as propriedades do meio. Ele obedece as seguintes propriedades
X,lwﬂa — Xﬂap,u — _XVp,BJ — _X,lwaﬁ . (23)

O tensor y nos informa como o meio material responde a aplicagao de um campo eletro-
magético, ou seja, devido as propriedades de y, o campo de resposta nao teré necessaria-
mente a mesma direcao do campo aplicado no meio. O tensor y possui 36 componentes
independentes, no entanto, as propriedades mostradas em (2.3) reduz o ntimero de compo-
nentes independentes para 21. O tensor y pode satisfazer outra propriedade, y/*?#7! = 0,
indicando uma soma alternada sobre todos os indices (alternéncia par de indices é acom-
panhada com sinal positivo e alternancia impar com sinal negativo). Essa propriedade
¢ denomidada restricao de Post. Contudo, existem materiais onde ela nao é satisfeita.
A restricao de Post reduz o nimero de componetes independentes a 20. Este fato torna
o tensor constitutivo semelhante ao tensor de curvatura Riemanniano. Devido a essa
semelhanga sdo feitos estudos em modelos analogos de gravitacao [35, 36, 37, 38|.

O tensor constitutivo em geral ¢ fun¢ao do espago = e do tempo ¢, ou seja, x =
X(x,t). Um meio material homogéneo requer que essa dependéncia no espago e tempo
nao ocorra, ao contrario de um meio inomogéneo onde essa dependéncia deve aparecer.
Ressaltando que a dependéncia temporal esta relacionada com a dependéncia da frequén-
cia. Em modelos anédlogos de gravidade, para o espago-tempo vazio, o tensor y deve

ser constante se um espacgo-tempo de Minkowski e coordenadas Cartesianas sao prescri-
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tas. Assumindo um espaco-tempo Riemanniano da relatividade geral ou uma variedade
4-dimensional diferenciavel, y dependera da posigdo no espago-tempo [39].
A seguir, vejamos como se decompde o tensor G* em funcao dos tensores Y*/77 e

Fjs,. Abrindo seus componentes em espaco e tempo temos

. ) 1 ...
GOZ — XOZOkFOkZ + §X01]ijk ) (24)
Assim
i L ook ok | L oijk gkl ot
D:_C_ZX E+%x "B, (2.5)
pondendo ser reescrita como
D' =c"EF +4'B". (2.6)

O campo D' é o campo de deslocamento elétrico. Quando um campo elétrico ¢ aplicado
num meio, este responde com campos de polarizacao como um resultado das cargas de
polarizacao das moléculas que os constituem, sejam elas polares ou nao. A resposta
macroscopica do efeito dos campos aplicados é o campo de deslocamento elétrico. No
caso de um meio anisotropico, como pode ser visto de (2.6), esse campo tem contribuigao
da resposta ao campo magnético aplicado.

Ainda na analise dos componentes do campo G,

Abrindo GY e contraindo toda esta equagao com €;j,

1 . 1 |
Hp _ _%EiijUOkEk + ZEZ‘jpeklnngk:an ' (28)

Subindo todos os indices,

HP — _Q_CEzJszJOk:Ek + ZEzgpeklnnglen 7 (29)
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de modo que

HP = —~PHpk 4 compn (2.10)

onde (* = (pfl)ik ¢ a inversa do tensor de permeabilidade magnética.

O campo H? é denomidado campo de indu¢ao magnética. Ele é o campo resposta a
aplicacao de um campo magnético num meio susceptivel ao campo magnético. Ele é um
campo macroscopico que leva em conta as correntes de magnetizacao do meio. No caso
de anisotropia do meio ele sofre contribui¢ao do setor elétrico.

Nas equagoes (2.6) e (2.10) usamos as relagoes

. 1 )
ik 070k
€ - _EX )
. 1 o
il 0ijk _jkl
Y = X € )
2c
PR igijpximk
2c ’
1 .. -
Cpn — ZEZ]peklanjkl ) (211)
Os indices latinos assumem valores 7, j, k,.. = 1,2,3. A partir de (2.11) é facil notar que

(2.3) possui 21 elementos independentes, e é decomposta em quatro sub-matrizes 3 x 3.

De modo que:

Dl 511 612 513 El ,Yll ,}/12 713 Bl
D2 = 6*21 622 823 E2 + 721 722 723 B2 , (2' 12)
D3 8*31 5*32 833 ES 731 ,}/32 733 B3
Hl ’)/*11 7*21 7*31 El Cll ClQ C13 Bl
H2 [ 7*12 ,7*22 7*32 E2 + C*Ql C22 C23 B2 . (2‘13)
H3 7*13 ,7*23 7*33 E3 C*Bl C*32 C33 B3

As matrizes € e (Y sdo associadas a permissividade elétrica e a inversa da permeabi-
lidade magnética, respectivamente. Os coeficientes reais de ¥ e (% sao relacionados a
birrefringéncia, ja os imaginarios estao associados ao efeito Faraday (dielétrico e magné-

tico, respectivamente) [34]. As partes reais das matrizes 7% e 4*ki representam o efeito
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Fresnel-Fizeau, enquanto que os coeficientes imaginarios sao identificados com a atividade

Optica natural [34].

e Birrefringéncia

Um material birrefringente é caracterizado por possuir dois eixos ortogonais ao longo
dos quais o indice de refracao é diferente, ou seja, este efeito surge em um material
anisotropico. Um destes eixos é denominado eixo 6tico, onde um feixe de luz que
se propague ao longo deste eixo é denominado feixe ordinario. Enquanto o feixe
que se propaga ao longo do eixo perpendicular é chamado feixe extraordinario. A
diferenca dos indices de refragao dos dois eixos provoca uma diferenca de fase entre
as duas componentes do feixe. A diferenca de fase é associada a diferenca no tempo
entre os feixes ao percorrer o material. A diferenca de fase implicara na diferenca
entre os estados de polarizacao incidente e emergente [40]. Este efeito também pode

aparecer num meio com simetria rotacional [34].

e Efeito Faraday

Neste efeito, a maneira que a luz se propaga num meio material é influenciada pela
aplicagao de um campo magnético externo. Dado um feixe linear de luz incidente em
um meio, um campo magnético aplicado na direcao de propagacao do feixe provoca
rotacgao do plano de vibracao da luz [40]. Este é um efeito essencialmente dispersivo

e nao-reciproco!. Os dois efeitos Faraday podem ocorrer simultaneamente [34, 41].

e Atividade 6ptica natural

N

Outro efeito associado a anisotropia. Um material com esta caracteristica é dito
ser opticamente ativo. Este efeito consiste de uma rotacao do plano de vibracao de
um feixe de luz linear que se propaga ao longo do eixo 6ptico do material. Desde
que um feixe de luz possa ser representado por uma superposicao de estados? R e
L, ele indica que as duas formas de polarizacao circular da luz se propaguem com

diferentes velocidades. Nesta situacao a atividade 6ptica natural apresenta uma

1'Um material é dito reciproco se as equacdes de campos possuem simetria por inversio temporal.
2Polarizagao circular direita (right-handed) e polarizacao circular esquerda (left-handed).
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birrefringéncia circular [40]. Como a velocidade de propagacao da luz no meio esta
relacionado com o indice de refragao, entao, temos indices de refragao diferentes

para cada tipo de polarizagao. Este fenomeno é essencialmente dispersivo.

e Efeito Fresnel-Fizeau

Este efeito esta relacionado a propagagao da luz num meio em movimento. Como
os campos elétrico e magnético nao sao objetos covariantes, eles serao influenciados
pelo movimento do meio, junto com os campos deslocamento elétrico e inducgao

magnética.

Seguindo com a descri¢ao tensorial da eletrodinamica em meios materiais. Apesar
da relagao (2.2) ser de maior uso e utilidade, para desenvolvimentos futuros, sera tutil

definir uma relagao inversa para (2.2). Segue entao que

oY — lxawvg

. (2.14)

s

onde o tensor Y**#7 & o reciproco® de y**5?. Onde deve ser obedecida a seguinte relacdo
entres os campos estruturais tensoriais, X" Xgou = 2 (535;’ — 5}5(0;). Utilizando os

mesmos procedimentos usados em (2.2) para abrir (2.14) em componentes temos que
B — —CQXOiOka 4 gYOijk‘sjlel 7 (2.15)
e, fazendo as devidas identificagoes, chegamos a

E'=g*DF 7 H" (2.16)

3Em [42], ele ¢ definido como Xavyuv €ste é considerado como um tensor de peso —1 e a relagao inversa
¢ definida como F,, = %XQWVG’“’, onde na literatura xy*7*" é tratado sempre com indices em cima e tem
peso +1. Neste trabalho, preferimos subir e baixar os indices desses tensores normalmente, independente
do peso atribuido a eles. No entanto, sempre que formos abri-los em componentes do espago-tempo
manteremos os indices sempre em cima, para os tensores serem descritos num espaco Euclidiano e nao
haver problemas com os sinais.
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A outra componente

BP — _geijpyijOka + ;leijpeklnyijlel ‘ (2.17)
Ou ainda,
BP = —7PMIDF 4 Pkt (2.18)

Identificamos % = (¢ 1), 7 = (y"1)" e 777 = (v Nas equacdes (2.16) e (2.18)

usamos as relacgoes

gk _ 2500k
72‘1 _ gYOijkEjkl ’
APkt gez‘jpyij% ,
ut o= ieij”eklnyljkl ) (2.19)

De posse das definigoes apresentadas anteriormente, as equagoes de Maxwell escritas

covariantemente para meios materiais apresentam as seguintes formas

aZ/GVM = j#7

OyFse = 0. (2.20)

Estas equagoes sao validas num espago-tempo de Minkowski (em qualquer sistema de
coordenadas), num espago-tempo Riemanniano, e mesmo no espago-tempo de Riemann-
Cartan da teoria de calibre da gravitagao para o grupo de Poincaré. Pode-se dizer que este
formalismo para o tratamento da eletrodinamica pode ter grande utilidade para aplicar a
eletrodinamica em referenciais acelerados [39).

E facil notar da primeira equacao de (2.20) que o tensor constitutivo deve ter unida-
des de inverso da permeabilidade magnética. Para abrir essas equagoes em componentes

utilizemos as relagoes definidas por (A.7). Assim, seguem-se facilmente as equagoes de
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Maxwell em meios materiais,

ST -,
S.7 - 798

?xﬁ%—a? = 0,

ot

VE = o0, (2.21)

com p e j representando a densidade de carga livre e densidade de corrente livre, res-

pectivamente.
E possivel construir uma acio de forma que seja possivel obter a primeira equacao
de (2.20), tal agao é chamada de a¢do Minkowski-Maxwell [34]. Como também queremos

trabalhar com férmions, vamos impor a seguinte ac¢ao
S = So + Sint + S, (2.22)

onde Sy é agao de Dirac, S;,; € a acao de interagao, e a agao Sysys € a agao de Minkowski-

Maxwell.

Sy = /d%@(ihe’y”@u —me* ),
Sint - _e/d4IE7HAu¢7

1
Syum = -1 / d'zG" F,, . (2.23)

Neste caso, os férmions de Dirac num meio material s6 interagem com o campo eletro-
magnético, nao estamos considerando interacao com o meio material ou seja, eles sao os
férmions de conducao, serao os responsaveis pela corrente elétrica. De posse dessa acao,

podemos obter as seguintes equagoes do movimento para o campo espinorial

(i’yuDM - mO)@Z) = 0 )

Wiy Dl +mo) = 0, (2.24)

30



a derivada covariante ¢ definida em (1.5). Para o campo eletromagnético, as equagoes
obtidas de (2.22) sa@o identificadas com (2.20), onde j* corresponde a equagao (1.8). A

simetria U(1) local é caracterizada pelo conjunto de transformagoes

e
5gw - —§04¢ )
— 16 —
5g¢ - %1?04 )
5,A, = ., (2.25)

onde a € um parametro dependente da posi¢ao no espago-tempo. Lembrando que o tensor
X € o campo estrutural, ele nao sofre transformagoes de calibre, enquanto que os campos
v, U e A, sao campos funcionais e estao sujeitos as transformacoes de calibre.

As transformagoes quirais dos campos sdo as mesmas mostradas em (1.10). Entao,

a corrente quiral nao conservada é descrita pela equagao (1.11).

2.2 Simetrias sob o grupo de estabilidade L(1,3)

As transformagoes de simetria dos campos s6 dependem dos respectivos campos e
do grupo de simetria em questao, independentemente dos tipos de acoplamentos entre os
campos da teoria tratada. Portanto, as transformagoes sob o grupo L(1,3) para o campo
de Dirac e o campo de calibre estudadas na secao 1.3 permanecem inalteradas. Deste
modo, como a acao de Dirac permanece a mesma no caso de meios materiais, a corrente
de Bargmann-Wigner fermionica é descrita pela expressao (1.26).

Como a agao para o campo eletromagnético foi modificada, espera-se que a corrente
de Bargmann-Wigner bosonica também seja. Ent@o, usando as equagoes (1.9) e (1.29),
é possivel mostrar que a corrente de Bargmann-Wigner para o setor bosonico em meios

materiais é descrita pela seguinte equacao
1 = L
bm 5 a (226)

onde o indice m caracteriza a corrente em meios materiais. Logo, a corrente de Bargmann-
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Wigner total conservada é

T =T+ T | 9T =0. (2.27)

Dos resultados obtidos até aqui, vemos que so6 existe distingao entre as correntes de spin no
vacuo e na matéria no setor bosonico. Para entender isto, perceba que as transformagoes
dos campos sob o grupo L(1,3) nao sao alteradas, independente da teoria, ou seja, estas
transformagoes sao intrinsecas dos campos. A partir de (1.9), como estamos considerando
sO transformagoes nos campos, a parte que contribui para corrente de Bargmann-Wigner
envolve somente transformagoes nos campos e suas derivadas. A partir de (2.2), nota-se
a forma como o campo eletromagnético se comporta em um meio material arbitrario, ou
seja, o campo F' sofre uma tor¢ao através do tensor y. Ainda, o tensor x esta acoplado
as derivadas do campo fundamental da teoria eletromagnética, que é o campo de calibre
A, como comentado no capitulo 1 desta dissertacao. Este ¢ um fato que independe de
outros campos na teoria, pois isto é intrinseco da descricao covariante das equagoes de
Maxwell em meios materiais, de forma a obtermos as equacoes de Maxwell corretas.
Para entender o setor fermionico, perceba que os férmions de Dirac foram intro-
duzidos na teoria de forma convencional, ou seja, foi feito um acoplamento minimo com
o campo eletromagnético através do potencial eletromagnético. Aqui, nos propomos a
apresentar a corrente que surge nas equagoes de Maxwell através da introdugao de cam-
pos portadores de carga elétrica, nesta situagao, campos de Dirac. Como comentamos,
a alteracao da corrente de Bargmann-Wigner s6 é possivel se acoplarmos termos novos
nas derivadas dos campos. Para o campo eletromagnético foi possivel devido as caracte-
risticas antissimétricas dos tensores F' e y. Para o campo de Dirac isto nao é possivel,
perceba através de Sy que nao é possivel acoplar o tensor xy com termos de derivadas
de 1. Isto pelo fato da simetria das derivadas, e ainda, se levarmos em conta as partes
simétricas de y precisariamos de derivadas de segunda ordem nos campos 1, o que nao é
usual no formalismo das teorias de campos fermionicos. Além disso, estariamos fazendo

outra teoria?, e nao uma teoria de Dirac.

1A equagao (2.2) & s6 uma forma auxiliar para o tratamento da teoria de Maxwell em meios materiais,
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2.3 Restaurando a invariancia de calibre da corrente de
Bargmann-Wigner

Como a corrente de Bargmann-Wigner fermidnica é a mesma, a questao da invari-
ancia de calibre dessa corrente foi tratada na se¢ao 1.4. Foi mostrado que a equagao (1.26)
nao era invariante de calibre. Tal fato nos levou a obter a corrente invariante de calibre
mostrada em (1.34), onde esta corrente apresentou quebra da equagao da continuidade,
como pode ser visto em (1.41).
A alteracao da corrente de Bargmann-Wigner bosonica nos obriga a estudar a 4-
divergéncia da equacdo (2.26). Entao
0, I = % (8,G")E.” + %Gwaﬂﬁw , (2.28)

1 ~, 1 ~ ~
0T = S F + G (04F — 00 (2.29)

onde foi utilizada (2.20) e antissimetrizamos o segundo termo. De posse dessa equagao,
identificamos o segundo termo com (1.43), seguindo os mesmos passos apresentados na
secao 1.3, ou seja, utilizando (1.43) e o pentltimo termo de (1.45), é possivel mostrar que®

v 1 v 1 o vV o
a,ujﬂ’lfm = EJQF + gGM € ;wryaO'F T (230)

Utilizando a equagao (2.14), a expressao (2.30) pode ser reescrita como

I =~ 1 .
8NTlan,: = QJQFQV + EGMaeyuawaa (XU%&SG,@&) . (231)
Aqui as derivadas atuam tanto no tensor de curvatura Ggs como no campo estrutural
el (Neste caso, se o material for ndo uniforme). Num meio uniforme, as derivadas sobre
X°7 serdao imediatamente nulas, mas se feitas em relacdo a um sistema de coordenadas

Cartesiano [34].

nao se trata de uma nova teoria eletromagnética [34].
5 ~ - . wy 1 = 1 . .
Esta equagao poderia ser escrita como 0, Ty = 5F* + Ze;ﬂgawaﬂFﬁg. Contudo, o limite para o
caso de vacuo nao é facil de visualizar imediatamente nesta equacao.
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2.4 Componentes do setor bosonico na matéria

Na se¢ao anterior mostramos que nao ocorreu alteragao na corrente de Bargmann-
Wigner fermidnica nem em sua 4-divengéncia, entao segue imediatamente que as compo-
nentes no espaco e tempo dessas quantidades nao sao alteradas, apresentando as mesmas
formas mostradas na subsegao 1.5.1. Vejamos agora como é decomposta a corrente boso-

nica em meios materiais:

TO — gB.B — M,

70 _%(Bxﬁ)f:cj\ﬂ,

1 = 5 (HxB) =m',

(B?)ij _ 2% (ﬁﬁ) 5 + 2% (ﬁﬁ)] — N (2.32)

Y
bm 9
o ]
onde usamos na ultima equagao de (2.32) a notagao A'CY = (ZB) . Vemos claramente
que no caso de um meio com anisotropia a segunda e a terceira equagoes de (2.32) nao
sao imediatamente nulas. Neste caso, os campos B e ﬁ nao sao somente funcoes de E e
?, respectivamente. Ocorre uma mistura entre os campos, como vemos em (2.6) e (2.10).
Nesta situagao, mesmo em uma onda eletromagnética, cujos campos elétrico e magnético
sao mutualmente ortogonais, T} nao sera imediatamente nulo, justamente pelo fato da
mistura entre os campos acima mencionados.
Vejamos agora a decomposigio da 4-divergéncia 9,71 = 9T + 0;T;°. Neste

caso, a equacao (2.31) se decompoe como

oM , 1. .
A 87, i i
T M 5 B+
1 0 . , , 0 (1
| —Hg'Z —OzOk:Dk — H'O —leka Hi— - S0k ]kam
o AN HATDT) + Hig { gox e -
1 1 1—li‘k jkm rrm
—gH 81 §X IR el H R (233)

34



no ultimo termo desta equagao usemos

1 ... . 1 ) o
- lzykzejkm — _XT‘SijETStElltEjkm ] (234)

2 4

Fazendo uso da equagdo (2.19), é simples mostrar entao que

oM 1,
s a ) — '1Bz
5 t M 5 B+

—%Hi C%%(E““D'“Jrfy““}[k) — €9, (- kaDknLup’“Hk)} : (2.35)

Esta equagao pode ainda ser escrita de uma forma mais compacta. Usando as equagoes

(2.16) e (2.18),

oM 1, . 1 1 OF"
_ 7 _ - 'ZB’L_ _H
+OM' = ——j (02 BT

— €y Br . 2.

Pela equacgao (2.35), além das derivadas atuarem nos campos elas também podem
atuar nos coeficientes estruturais, ou seja, os coeficientes estruturais podem depender da
posicao no espaco-tempo.

Ainda resta-nos decompor a 4-divergéncia 8#TZ% = 0yT, l?n]q, + 0T, gjn Neste caso,

(2.31) é decomposta como

ON7 . 1 1 j
N +ONY = —— chJ——<7><ﬁ>j +
ot 2 c
1. .00 L0 (1
|\ Dt jik = OkOmDm Dz jzka nkOmDm Dz jik = [ = 0kim lmpHp
+3 [ € g ( ) + ( € 92 \ 3 X € +
1 - 1_
- Dz jzka —nklm lmpHp — H an nOmDm H]a - nlm lmpHp
3 { c ( 2 (c )—l— 2 )
(2.37)
no primeiro termo da tultima linha desta equagao usemos
1 1
E—nklmdmp — ZYTSImETStEHktEZmP ) (238)
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Logo, a partir de (2.19)

ONI . 1 1 ' 1.
N s = oo = (7 < BY] 5 Lawos@mn i 4
ot 2 c 3c
1 i _jik 190 —km ym —km rrm kn —pmt ym m rrm
—ch € 29 (D™ + 5 H™) — P, (=™ D™ + P H™) | (2.39)
C

Utilizando (2.16) e (2.18), esta equagao pode ser reescrita na forma

ON7I y 1 1= j 1.
N - i _ = (5 Ty n
o + N 2[ch C(] xﬁ>}+30HanE+
1 ... [10E*
- i _jik _ knp D
3cD € {—02 5 € 0, B } : (2.40)

Esta é a forma mais geral para 0,7;”. De posse de todas as componentes mais gerais
possiveis, tanto no setor da corrente como o setor das 4-divergéncias, como um teste
padrao, vejamos se esses resultados sdo consistentes, ou seja, se o limite trivial (que é o

vacuo) é recuperado.

2.4.1 Estudando os limites para um meio homogéneo e isotréopico

Tomando um meio homogéneo como limite, a equacao (2.32) pode ser posta na

seguinte forma,

T C—;E.ﬁ — T

bm
T = Th=0.
Tbl,]n _ 1 <806 _Er > (B?)U _ EoC <§§> s : (2.41)
2 for HoC QluT

onde &, = €/eg e u, = pu/u correspondem a permissividade elétrica e permeabilidade
magnética relativas, respectivamente. Quando os campos elétrico e magnético forem or-
togonais entre si, diferente do caso no vacuo, temos um setor da corrente que nao sera
imediatamente nulo, que é o caso do primeiro termo da tltima equacao de (2.41). Note

que, se €, = u, = 1, a equagao (1.53) é recuperada.
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Agora trabalhemos com a condicao 0MT§S. Neste caso a contribuicao para a diver-

géncia sera

oM 1. . 1 (10D ,
a i IR I zlpaHp
ot " M= 2/ 3 (025 or M ) ’
utilizando (2.21) facilmente mostra-se
oM 1. . OF!
—— 4+ OM' = —j'B"— — (1 - p,e,) B . 2.42
No limite de vacuo, i.e., u, = &, = 1, a primeira equagao de (1.54) é recuperada.
Agora a situagao 8NTI%. Nesta situacao os termos que contribuirao serao:
1 o1 ‘ 1 .
ON? + ONY = —= |cpB? — = (7 X ﬁ)] +—H0,D"+
ot 2 c 3ce
—<eD'e [ SO o, (2.43)
logo
ONY 1 1
g\/ +8N”——§ {ch]——<] xE) ] —g,uc<] xB) —i———Hj—l-
e ek (2.44)
— | = — pe —_— .
3\a2 M ot ’
rearranjando os termos
ON7 1 1 1= i e 1
- a 'lj_ _ - B]__( E) T’T’__
gt TN <3m5r 2) re L\ 3 2
£ i OEF
+— (1 —pe,) B — . (2.45)

3c ot

Assim, se p, = &, = 1, recupera-se a segunda equagao de (1.54).
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2.5 Condicoes para conservagao da corrente de Bargmann-
Wigner

Como ja tratamos anteriormente, a corrente (2.27) era uma quantidade conservada,
visto que, ela é produto de uma simetria da agao (2.22). No entanto, sua nao invariancia de
calibre obrigou-nos a definir (2.32), corrente invariante de calibre, mas nao-conservada.
Seria interessante que, além de grandezas invariantes de calibre, tivéssemos grandezas
conservadas. Para isso, devemos impor que a 4-divergéncia da equagao (2.32) seja nula.

Analisemos separadamente o setor fermidnico e bosbnico da teoria.

2.5.1 Conservacao da corrente do setor fermionico

Como queremos correntes conservadas, vamos impor que a segunda equacao de

(1.52) satisfaga a equagao da continuidade. Entao
E--SSxB. (2.46)

Assim, a solucao da equacao de Dirac, por exemplo, para um campo magnético perpen-
dicular a corrente §7 nos fornece a estrutura de §7 e por sua vez, nos permitira avaliar
o campo elétrico. Deste modo, podemos impor vinculos para B Note que, neste caso
E e g sao mutualmente ortogonais. Assim, a primeira equagao de (1.52) satisfaz ime-
diatamente a condi¢ao de conservagao, visto que gﬁ = 0, mostrando consisténcia nos

vinculos.

2.5.2 Conservacgao da corrente do setor bosdénico em meios dielé-

tricos

Mostramos anteriormente que 9,7, lf;'; quando decomposta no espago e tempo nos

fornece duas equagoes de continuidades violadas, sao elas: (2.36) e (2.40), validas para
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meios gerais. Impondo a condigao de conservacao para 0,1}, , a partir da equacao (2.36):

S (iﬁ_exz) 0. 247)

cz Ot

Um segundo vinculo pode ser extraido de (2.40):

2 2 ot

_1{cpﬁ_;(?xﬁﬂ%(W)ﬁ_gcﬁx(1@_%3):0. 2.48)

Contudo, nos restringimos a estudar a conservacao da corrente bosénica em meios
dielétricos. Meios dielétricos sao aqueles que possuem densidades de carga e corrente nulas,
ou seja, p=0e j =0, sendao, muito proximas disso. Na teoria aqui tratada, os férmions
em questao sao férmions de Dirac, i.e., férmions massivos e portadores de carga elétrica,
cujo spinor @ possui quatro componentes, onde este é decomposto em dois spinores de
duas componentes, descrevendo elétrons e positrons. Entao, se nao temos nem densidade
de carga nem corrente a teoria é livre, nao existem férmions. Segue imediatamente que a
corrente de spin fermionica é nula. Entao, s6 podemos ter vinculos oriundos da corrente
bosonica. Nesta situagao, nao precisamos impor condicoes de conservagao para corrente de
Bargmann-Wigner, a conservacao emerge naturalmente do teorema de Noether, pois a nao
conservacao da corrente de Bargmann-Wigner total surgia pela imposicao da invariancia
de calibre da parte fermionica da corrente. Na condi¢ao de meios dielétricos, a partir de

(2.47) teremos o seguinte vinculo.

c? Ot

. (l@—€x§) —0, (2.49)

Este ¢ o vinculo mais geral possivel para (2.36). De (2.49), notamos que o campo indu-
¢ao magnética deve ser ortogonal a quantidade entre parénteses. A partir de (2.48), na

condicao de meios dielétricos, obtemos um segundo vinculo,

ﬁ:%ﬁx(é%—?—?xﬁ) . (2.50)
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Mas para isso ?E # 0. A quantidade ?E nao pode ser identificada como uma
densidade de carga elétrica sobre a permissividade elétrica do meio pois ainda estamos num
meio arbitrario com anisotropias. Conclui-se entao que Hz, B e 0 termo entre parénteses
sao todos ortogonais entre si. Ainda, caso (2.50) seja satisfeita, automaticamente o vinculo
mostrado pela equagao (2.49) ¢ satisfeito, mostrando novamente consisténcia na imposigao
de vinculos para conservagao das correntes bosonicas.

Os vinculos acima sao validos para meios nao-linerares. Assim, devemos ter um
suposto material onde as condig¢oes para este vinculos ja mencionadas acima seja satisfeita,
ou seja, quem sdo €, (u1)7, 41 e 417

A seguir vejamos situacoes mais especificas, oriundas da conservacao da corrente

de Bargmann-Wigner bosonica.

1. Meios lineares

Impondo esta condigdo, podemos usar a equacao (2.21) e reescrever a expressao
(2.49) como -
0
(1= pre,) ﬁ‘ﬁ —0. (2.51)

Agora, a partir de (2.50),
B = pe® (1 — ppe,) E X — . (2.52)

Veja novamamente que os vinculos acima sao vélidos simultaneamente. Caso os
campos elétrico e magnético sejam ortogonais entre si, na situacao de meios lineares,

a corrente T} sera nao nula e conservada.

2. Meios nao-lineares exoticos

Caso tenhamos um material com coeficientes constitutivos €, (1)”, 7% e ~T tal
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que:

7 %Bx(@_exz), 253

2 ot

teremos quebra de simetria de Lorentz. Mesmo neste caso, os vinculos de certa forma
tém uma relagao, visto que, a quebra de simetria ocorre simultaneamente. Nesta
situagao nao podemos descrever as propriedades de um material por um tensor

constitutivo de quarta ordem, y**%.

. Vinculo ?ﬁ =0

Com este vinculo, é possivel obter mais um vinculo para a conservagao da corrente

bosonica

c? Ot

Bx(i@—€x§>:o. (2.54)

As quantidades acima sao paralelas.
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Capitulo 3

Teorias de Yang-Mills

Apresentamos nos capitulos anteriores o estudo das simetrias de teorias de calibre
Abelianas sob o grupo de estabilidade e as respectivas correntes geradas. Nada mais
natural generalizarmos esses estudos as teorias de calibre nao-Abelianas, sendo mais es-
pecificos, teorias de Yang-Mills. Faremos neste capitulo uma breve discussao acerca das
teorias de Yang-Mills. Isto sera ttil para fixar notagoes que serao utilizadas ao longo do

texto principalmente no tema central desta dissertacgao.

3.1 Teorias de calibre nao-Abelianas e suas simetrias

Como ja mencionamos, as teorias de calibre tratam das simetrias no espaco interno
dos campos. Transformacgoes de simetrias globais implicam numa carga conservada. A
hipotese de que a simetria do isospin é uma simetria de calibre local foi primeiramente
proposta por C. N.Yang e R. L. Mills em 1954 [43|. As teorias de Yang-Mills generalizam
o principio da invariancia de calibre da interacao entre cargas elétricas mediadas pelo
campo eletromagnético para o caso de isospins interagentes, onde o responsével por esta
interagao seriam os campos de calibre, ou campos de Yang-Mills.

Podemos descrever uma teoria de calibre em trés setores: o setor fermiénico (des-
crito pelos campos de matéria), o setor de interagdo (no qual a interagao entre férmions é

medida por uma campo de calibre) e um setor puramente bosénico que envolve somente
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os campos de Yang-Mills:

S = So+ Sint + Sym (3.1)

onde Sy é acao fermidnica, S;,; é o termo de interacao e Sy,; a acao de Yang-Mills,

Sy = /d"‘x@(i’y“@u —m)y
Sint = _g/d4x$7“-’4}1w7

1
SYM = —Z/d4xFé‘”F5y . (32)
O tensor de curvatura para esta teoria e seu dual sao definidos como

FI = 0MAL = 0" AL — gf LAY

~ 1
Fo= e Fao (3.3)

onde

Fr = Free (3.4)

sendo t* os N? — 1 geradores das transformagoes infinitesimais em SU(N), sao matrizes

Hermitianas de trago nulo e obedecem a algebra de Lie usual
L, 8" = ife, {a,b,c} = {1,2,..., (N> = 1)} , (3.5)

onde f% sdo as constantes de estrutura do grupo, reais e totalmente antissimétricas em
seus indices. Se f* =0V a, b e ¢, o grupo ¢ dito Abeliano. A condi¢ao de normalizacio
do trago é dada por
1
Tr (t*") = =5 . 3.6
(17) = | 36)

Ainda, as constantes de estrutura obedecem a identidade de Jacobi.

FOPF, A pean g bay ghep g ag () (3.7)

Como sempre, o termo de interacao deve conter um campo de calibre, pois ele
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¢ responséavel pela conexao entre os campos. Os campos v sao férmions de Dirac'. A
quantidade g é a constante de acoplamento dos campos espinoriais com os campos de
Yang-Mills. Os campos A" = At sao os campos de Yang-Mills, escritos como uma
combinagao linerar de N? — 1 geradores. Os termos A descrevem N? — 1 campos de
calibre envolvidos na teoria.

A partir da acdo (3.1) podemos extrair as equagoes do campo espinorial.

(ZP)/MDM_m)w = 07

W(iy" Dl +m) = 0, (3.8)

onde a derivada covariante ¢ uma matriz D, = 0, + ig.A,. Para o campo de calibre as

equacoes sao

O, F™" = gyt + gf AL F

D, F" = 0. (3.9)

A acdo (3.1) é obtida pela imposigao da invariancia de calibre local para uma teoria
de campo [5], ou seja, impondo que Sy seja invariante por transformagoes do grupo SU(N)

local, os campos fermionicos transformam-se da seguinte maneira

1/}/ — efigaat“w 7

—/

b= et (3.10)
Estas transformacoes podem ser postas na forma infinitesimal,

591/} - _igaatawa

S0 = gt (3.11)

INa verdade, nesta teoria os campos de Dirac possuem indices na representacdo fundamental, i.e., ¥,
k=1,2,...,dimR, onde k é um indice de simetria interna e dimR é a dimensao da representagao do grupo
de simetria interna G. Na teoria de calibre que estamos tratando este grupo é o SU(N) e dimR = N.
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I . . — a 2 A
onde o operador unitario é definido por U = e %! e q, é um parametro dependente
da posicao no espago-tempo. Contudo, para deixar Sy invariante de calibre a derivada
ordinaria 0, deve ser substituida pela derivada covariante D, e esta deve se transformar
como matéria, D)y = exp (—iga,t®) Dyy. Isto leva a seguinte transformacao de calibre

para o campo de Yang-Mills,

A, =UAU + é @.U) UL, (3.12)
que, de forma infinitesimal, se reduz a
oA, = Difa,. (3.13)

onde D¢ = 09,0 — gf abCAZ é a derivada covariante na representacao adjunta. Contudo,
o campo A, nao possui dinamica proépria. Isto é resolvido pela introducao de um termo
"cinético", i.e., Syns. A partir das equagoes (3.3) e (3.13), é possivel mostrar que o tensor

de curvatura transforma-se como
'F/.,Ll/ = U]:;AVU_I s (314)

ou, infinitesimalmente

§F o = gf o Fop - (3.15)

Note que estas transformagoes deixam Sy, invariante. Percebemos entao que a agao
(3.1) é construida através das transformacgoes locais dos campos da teoria e a parte do
acoplamento entre os campos de matéria e os campos de calibre é contida na derivada
covariante. Perceba ainda que F,,, transforma-se covariantemente sob transformagoes de
calibre. Isto nao acontece para A, cuja transformacao ¢ inomogénea.

A partir de (3.9) vemos que a corrente gy"t%) ndo é estritamente conservada?, a

2Apesar dessa corrente ndo ser estritamente conservada, é possivel mostrar que ela é conservada
covariantemente.
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corrente conservada agora é

3 = gyt + g f A FU (3.16)

Esta corrente pode ser obtida a partir das transformacoes globais dos campos da acao
(3.1) e fazendo uso de (1.9).

A razdo de giy*t%) nao ser conservada reside no fato de que, sob uma transforma-
¢ao global, os campos de calibre sao nao invariantes. Em outras palavras, eles sao campos
carregados com respeito a simetria de calibre. No contexto da QCD, podemos entender
porque a corrente gyy*t%) nao é conservada. Esta é uma corrente de cor, ou seja, o0s
quarks podem emitir e absorver carga de cor através da emissao e absorcao de gltions que
também carregam carga de cor. Logo, a carga de cor é conservada levando em conta as
cargas dos quaks e dos glions [44]. Diferentemente do eletromagnetismo, os campos de
Yang-Mills sao campos carregados e autointeragentes. A autointeracao pode ser vista a
partir do tensor de curvatura para os campos de Yang-Mills, onde aparece um termo nao
linear.

Assim como numa teoria de calibre Abeliana, podemos definir as transformagoes

quirais para uma teoria de calibre nao-Abeliana. Sao elas

5q¢ = _Z.O‘afYStaw )
6(1@ = _OéaEtQ’VS )
SeAay = 0, (3.17)

onde a, é agora um parametro constante. A corrente quiral ndo-Abeliana [8] nao conser-

vada é

S = Pty (3.18)

de modo que Dj¢S* = 2imapy°t%). Notamos que a corrente quiral nao-Abeliana, no caso
de férmions nao massivos, s6 é conservada covariantemente.

Depois de uma breve introducao as teorias de Yang-Mills, generalizemos o estudo
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das secoes 1.3 e 1.4 para teorias de Yang-Mills, vejamos suas consequéncias e se o limite

Abeliano pode ser recuperado.

3.2 Simetrias sob o grupo de estabilidade L(1,3)

Usando (1.24), os campos de matéria transformam-se sob o grupo de estabilidade

da seguinte forma

0 = —iw, Wi,

5% = —ipWha, | (3.19)

onde w, ¢ um parametro real e constante e o indice* F denota o cardter fermionico. A

partir do teorema de Noether (1.9), a corrente associada a essa simetria é
T = T W (3.20)

Esta ¢ a corrente de Bargmann-Wigner, lembrando que neste caso temos N campos 1.
Para campos bosonicos devemos usar (1.27). Assim, as transformagdes sob o grupo

de estabilidade para A% sao

LAY = i Wpape A% (3.21)

onde o indice B caracteriza o comportamento bosoénico.
85 AY 1 Vcrﬂa Al
1A, = §wy€a B, - (322)
Entao, para o campo de calibre a corrente de Bargmann-Wigner ¢é

1
TH = §ea”BUFfa35A§ : (3.23)

3Neste capitulo os indices que especificam as correntes para cada tipo de campo serdo escritos em
letras maitsculas, a fim de evitar confusao com os indices de grupo.
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Logo, do teorema de Noether, a corrente de Bargmann-Wigner total conservada é

TH =T 4+ TH | §,T" =0 . (3.24)

3.3 Restaurando a invariancia de calibre da corrente de
Bargmann-Wigner

Apesar da corrente T*” ser conservada, ela nao é uma quantidade invariante de
calibre. O setor fermidnico, como no caso Abeliano, quebra a simetria de calibre da
corrente de Bargmann-Wigner. Agora até o setor bosénico contribui para a quebra de

simetria de calibre, ou seja
OgTH = 0,TE + 6,15 #0 (3.25)

e assim, a partir do principio de calibre, ela nao pode ser associada a um observéavel fisico.
A seguir, iremos mostrar que a quebra da simetria de calibre ocorre nos dois setores, e

restaurar a simetria da corrente de Bargmann-Wigner. Iniciemos com o setor fermiénico

8, T = igia t W +E’y“W”(—igaat“¢) ,

5, T = —ighy" (W, )t"y . (3.26)

Utilizemos o mesmo método usado nas secoes 1.4 e 2.3, ou seja, levemos a derivada

ordinéaria d, do vetor de Pauli-Lubanski numa derivada covariante D,,, de modo a termos

1
Wy = —57%“1)@ : (3.27)

implicando na seguinte corrente de Bargmann-Wigner para o setor fermionico

1—
T = 507°7"0" Dat) (3.28)
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ou entao

7}“/ = Tlf“w + %E'YE)'VMUVaAaw ) (3'29)

A fim de mostrar a invariancia de calibre local dessa quantidade, efetuemos uma trans-

formagao de calibre
uy 117 ig_5p,ya Z.g_5,u,yoz ig_S;Lua
0T = 0T + S0y "7 0" At + Sy 10" 0 At + 97"y 0" Aadtp - (3.30)
fazendo uso das equagoes (3.11) e (3.13)

) 2
v g va g — vou
o Tp = 5@/)7“750 (D) t"h — 3@/}757“0 apt’ Aoth +
Zg_ 5.1 Vo be a 92— 5 u _va b
+ Ed)/y 7o (gfa abAca + aoaaa>t 1/} + 5¢7 Yo Aaabt @Z)

v - va i2_ va rbe a
0 Tp" = —%WW‘U [Ofbtb7¢4a]¢+%¢’75’y”0 Frap Aty (3.31)

segue imediatamente que

5, T =0 . (3.32)

Vejamos agora o setor bosonico. Efetuando uma transformacao de calibre na expressao

(3.23)

1 1
(nggu — ieauﬁa (gabfchéua) aﬁAg + §€a1/ﬁaF£Laaﬁ (gfachébAca + aaaa) ,
5T = e oSl FL 05 AL + Sea L (90n) Ay +

1
+ gea”ﬁa franFL 0 Aey + S ea" T FLD50,0° . (3.33)

Fazendo a troca de indices ¢ <+ a no terceiro termo desta equacao e usando a antissimetria
das constantes de estrutura, e ainda, utilizando o fato de que a contracao de termos

antissimétricos com termos simétricos é nula, obtém-se

0gTg" = gea”ﬁ”f“chg‘“(ﬁgab)Am . (3.34)
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Como ja haviamos comentado, diferentemente do caso Abeliano, a corrente bosoénica nao

¢ invariante de calibre. Antissimetrizando a equagao (3.23)
1
TE = J6a"EL" (0545 — 0:A3) (3.35)

Perceba que, mesmo que substituissemos a derivada ordinaria por uma derivada cova-
riante como no caso férmidnico, nao obteriamos uma quantidade invariante de calibre.
Entretando, vamos introduzir a quantidade —g f“bCA%Ag no termo entre parénteses da

equagao (3.35),

v 1 vBo ppa a a abc c 1 vBo ppa av
775 - ZLGOCB F(f (@ﬁAa_aUAﬁ_gfbA%Aa):ZEOtﬂint Fa )

1 ~
7-éLV — §F5CMF£V , (3-36)

onde usamos a equacao (3.3). Nota-se facilmente que essa corrente é invariante de calibre.
No entanto, mostremos isto.

A corrente (3.36) sob uma transformacao de calibre pode ser escrita como
' pv 1 vBo 7% nd 1 vBo arr— —
TH" = 56 oy (F“ fﬁg) = 5 T (UFFU ' UFs,U™Y) (3.37)

onde usamos (3.14). Utilizando o fato que U~'U = 1 e a ciclicidade do trago, é simples

mostrar que

T = TE (3.38)

como queriamos demonstrar. Assim, a corrente de Bargmann-Wigner invariante de calibre

pode ser escrita como

T =TE + T (3.39)

O preco que se paga por restaurar a invariancia de calibre da corrente de Bargmann-
Wigner total é que, a corrente 7" nao é fruto de uma simetria da acao (3.1), ou seja, TH
nao ¢ conservada. Vejamos como se comporta a 4-divergéncia separadamente, para o setor

fermionico e também para o bosonico. Iniciemos com o setor fermioénico. Reescrevendo
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(3.29) como

1— g —
T = 3977 0" 0utp + %WW”O”‘ACY@/} : (3.40)
utilizando o¥® =i [y"y* — "] e (3.8)

v 1 — v i — v " v
TE = §m¢’y5v"’y ¥ — 51/1757“0 Y+ ng%m v, (3.41)

atuando a 4-divergéncia nesta equacao

v 1 - v 1 — v v Lo v
OuTE" = —5mOuy" Y™y P + Smipy” (20 = ") 0" + 50, 97"7° 0"+

i— _ _ _
—50V (O) = SOV AN + TEVV AN + TEP AN D (342)
onde usamos v,7” = 26;, — 7”7, Utilizando (3.8)
ny o ig_y51/ i2_5u I~0 QY Z.g_51/,u
0Tp" = —5m" 7" A — gmiPy*y" +mpy? 0 + Smidy "y A +
i N v 9— v 1 - v 9— v
+ oMUY = SV ALY — Smidy O — Sy A +

9—5“ v 1_51/ Z.-92_u5 v Z.g_51/
— 51/177«4#3@/)—§m¢73¢—7¢7vAuAib—gml/wAwﬂL

_ 10%— ig —
+ STV A = Ty A A — Sy A (3.43)
Utilizando a propriedade 2y = —~#~5

v i s v v . - v
0T = Egmiﬁf (V" +9"") At — igmapy® A
+ gW’w (P A” — 9" A 1 igl A", A”)) 2 . (3.44)
De (A.9), (3.3), (3.5) e (3.18), & possivel mostrar que
O.TE = —serm (3.45)

2

onde S§ ¢ descrita pela equagao (3.18).
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Vejamos agora o caso do setor bosonico. Atuando a 4-divergéncia em (3.36)

v 67 av 1 a av
0T = (a Fie) Fer 4 S P B
| 1
OTH = SieFa + 1 (0 F —o° ) (3.46)

onde utilizamos (3.9) e antissimetrizamos o segundo termo. Definindo

K = 6“F‘W 8"‘@;" . (3.47)
Temos que
v 1 CL av 1 a (077
0, T = Ja F + 4FWK5 . (3.48)

Seguindo os mesmos passos utilizados na se¢ao 1.4 encontra-se

4
K = e (3.49)

Logo, de (3.49) em (3.48) obtemos finalmente

v 1 'a~ v
OuTh" = ZiuFl” (3.50)

As equagoes (3.45) e (3.50) expressam a nao conservagao da corrente de Bargmann-
Wigner invariante de calibre, e mantidas separadamente desde que elas sao obtidas in-
dependentemente da equagao da continuidade (3.25). Nota-se que o resultado para as
4-divergéncias do setor fermiénico e bosdnico é semelhante ao caso Abeliano. Vemos

ainda que a teoria aqui tratada possui como limite a teoria Abeliana.
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Conclusoes

Por considerarmos um tratamento com base em teorias de calibre, as correntes de
spin surgem como algo fundamental da teoria, pela anélise das simetrias do espago-tempo
e simetrias de calibre das teorias de calibre aqui abordadas. Em vez de uma abordagem
com a mecanica quantica relativistica, o tratamento por teorias de calibre nos mostra que
as generalizagoes covariantes das correntes de spin podem ter aplicagoes no contexto das
interacoes fundamentais.

O fato de descrevermos generalizagoes relativisticas das correntes de spin pelo for-
malismo covariante, nao se limita na procura da descricao dos observaveis fisicos de ma-
neira mais formal, mas também na procura de correcoes na teoria. Sabemos que uma
teoria relativistica quando tomada no limite nao relativistico, nos permite fazer corre-
coes numa teoria nao-relativistica, a ntimero de ordens de ¢~! quantas forem necessarias.
Um exemplo bastante conhecido é a previsao correta para o fator giromagnético do elé-
tron, tomando o limite nao-relativistico da equagao de Dirac. Num esquema de segunda
quantizacao, mais corre¢oes quanticas podem surgir para esse fator. Foi mostrado nesta
dissertacdo e em [24| que a nado-conservagao da corrente de spin (ver (1.41)) surge como
uma imposicao da invariancia de calibre dos observaveis fisicos. Este fato levou-nos a
escolher objetos invariantes de calibre ao invés de objetos conservados, mostrando assim
a importancia do principio de calibre nao s6 nas teorias de calibre, mas em outras areas
da Fisica. Nao foi resolvido aqui o problema da nao-conservagao da corrente de spin, no
sentido da conservacao surgir como algo fundamental da teoria. Tal conservagao s6 foi
possivel sob certas condigoes. Isto é algo que aparece nos trabalhos onde a corrente de

spin é conservada [13, 17, 20]. Contudo, podemos compreender como essa nao conservagao
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surge a partir do ponto de vista das teorias de campos de calibre [24].

Do ponto de vista do setor bosénico, mostramos que a corrente de Bargmann-
Wigner bosoénica, mostrada na equagao (1.30), também apresenta quebra da equagao da
continuidade para o caso de uma teoria que contenha férmions, como pode ser visto em
(1.49). Tal corrente pode ser usada para inferir desvios na perpendicularidade entre os
campos elétrico e magnético. Caso a equagao (1.49) seja diferente de zero, ela pode ser
associada a um tipo de for¢a de monopoélo magnético, com densidades de carga e corrente
magnéticas efetivas.

A descrig¢ao covariante da eletrodinamica foi necessaria. Isto no intuito de acoplar
férmions de Dirac a teoria. Como pode ser visto no capitulo 1, o acoplamento de férmions
com o campo eletromagnético é o acoplamento padrao, isto é algo intrinseco da interacao
entre os férmions e o campo eletromagnético, a interagao de férmions com o material nao
foi considerada. Os possiveis acoplamentos com meio material poderao ser feitos através
das matrizes o*¥, que sao os tinicos objetos antissimétricos na teoria do campo de Dirac,
isto torna a possibilidade para acoplamentos com o tensor antissimétrico x. Apesar de
nao termos considerado interacao do campo spinorial com o material, corre¢oes quanticas
podem aparecer num esquema de segunda quantizagao. Observe a partir da agao Sy,
que contém o tensor . No contexto de quantizacao do campo eletromagnético na matéria,
o campo X contribuiré para o propagador do féton, que por sua vez constard em termos
de auto-interacao do elétron, provocando corregoes quanticas na massa do elétron.

No contexto da eletrodinamica no vacuo, a corrente de Bargmann-Wigner, na mai-
oria dos casos é nula, se nao, existe uma nao-perpendicularidade entre os campos elétrico
e magnético. Mostramos no capitulo 2 que, a corrente de Bargmann-Wigner nao pode ser
considerada nula imediatamente. Mesmo sistemas que matém a perpendicularidade entre
os campos elétrico e magnético, anisotropias do material ou anisotropias induzidas acar-
retam numa corrente bosénica nao nula. No caso de um meio material dielétrico linear,
teremos conservagao da corrente 75", e ainda, essa quantidade nao seré nula.

Em meios dielétricos gerais, a corrente de Bargamann-Wigner representa uma gran-

deza conservada. Devido a nao linearidade do meio, as equagoes de Maxwell inomogéneas
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nao podem ser postas em funcao dos campos elétrico e magnético. Como a corrente de
Bargman-Wigner bosonica deve ser conservada, é possivel obter vinculos entre os cam-
pos no meio material. Isto podera ser tutil para a obtencao das propriedades dos meios
materiais.

A necessidade de conservagao das correntes de spin levou-nos a impor condigoes
de conservacao. Estas condi¢oes produziram vinculos entre os campos. A questao é
resolver as equacgoes de campos para esses vinculos. Numa teoria de férmions e bosons, a
combinacgao entre esses campos pode ser 1til no controle e transporte de informacao em
dispositivos baseados em correntes de spin. Caso o interesse seja somente na aplicacao em
dispositivos baseados em fotonica, os vinculos obtidos no caso de meios dielétricos contém
relagoes entre os campos aplicados e os campos de resposta do material. Entao podem
ser estudas as propriedades fisicas dos meios em questao.

Quanto ao caso nao-Abeliano, a quebra das equagoes da continuidade nos setores
fermi6nico e bosonico mostradas nas equagoes (3.45) e (3.50) se reduzem ao caso da teoria
Abeliana no vacuo, i.e., a eletrodinamica no limite em que f* =0e g — e, as equacoes
(1.41) e (1.49) sao recuperadas. Perceba que, tanto no caso Abeliano quanto no nao-
Abeliano, as equagoes de continuidade da corrente de Bargmann-Wigner sao satisfeitas
no caso de nao termos campos de calibre na teoria, isto ¢, as equagoes (1.41) e (3.45)
sao iguais a zero. Entretanto, a conservacao das correntes de Bargmann-Wigner nao
serd satisfeita simultaneamente na teoria Abeliana e nao-Abeliana nos setores bosonicos,
mesmo no caso de uma teoria sem férmions. Note que, no caso Abeliano de uma teoria
livre, sem férmions, ou seja, j#* = 0, a corrente de Bargmann-Wigner, representada agora
somente pelo setor bosonico (veja (1.49)), sera conservada. No entanto, isto nao acontece
para uma teoria livre no caso nao-Abeliano. A partir de (3.16), vemos que existe uma
corrente oriunda da parte bosoénica da teoria. Logo, nesta situacao a equacao (3.50) nao
serd imediatamente nula. Isto ja era de se esperar pois a corrente de Bargmann-Wigner
bosbnica mesmo obtida de uma teoria de Yang-Mills pura nao é invariante de calibre.
Entao a restauracao de sua invariancia de calibre nao representa uma simetria da acao

(3.1), levando a nao conservacao dessa corrente.
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Como perspectivas futuras, pretendemos estudar possiveis acoplamentos do campo
espinorial com o tensor constitutivo x, num intuito de descrever possiveis absorcoes de
eletrons livres pelo material. Ainda estudar acoplamento nao minimo para o caso da
teoria de calibre U(1) no vacuo, afim de que possamos ver se o efeito spin-Hall pode ser
obtido através desse formalismo. Também, quantizar pelo menos as teorias de calibre
U(1) no vacuo e SU(N) pelo formalismo da quantizagdo com vinculos, com objetivo de
fazer corregoes quanticas na teoria e obtermos mais perspectivas num cenéario de interacoes

fundamentais.
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Apéndice A

Notacoes

Neste trabalho usaremos o tensor métrico definido da seguinte forma
n =diag (+1,—1,—-1,-1) .
Deste modo, as coordenadas serao decompostas na seguinte forma
ot = (ct, T .

As derivadas

Oy

G7¥)

9
oxH

O 4-potencial e a 4-corrente

C

w=(23) = (7).

(A.2)

(A.3)

(A.4)

A equagao (1.3) possui como componentes no espago e tempo os campos elétrico e mag-

nético, tal que:

) E?
0: __
o= 2
C
Fu = _EzjkBk 7

o7



onde E' = —F; e B' = —B;. De modo geral

0 —E'Yc —E?*/c —FE3/c
E'Je 0 -B® B
e , (A.6)
EJc B 0  -B
e -B* B 0
O tensor de Levi-Cevita €% = +1, tal que €"7% = ¢% = —¢, ;.. Do mesmo modo que os

campos elétrico e magnético foram escritos como componentes de F*¥, podemos escrever
os campos deslocamento elétrico e indugao magnética como componentes de um tensor

G* . Onde

GY = —cD',

G = kgt (A7)

talque D' = —D; e H'= —H;. E

0 —cD' —¢D? —¢D?3

eD? 0 —H3 H?
am — , (A3)
cD?* H? 0 —H!

cD®* —H? H! 0

Para o tratamento de férmions sera util as seguintes relacoes

Da algebra de Clifford

{2} =20, (A.9)

o8



ainda

Y=y o= 'y,

oo B
o 5 "]

B =1,

Oél — ,YO,Y'L ,

Y= 450, (A.10)

Para mais detalhes sobre as matrizes y consultar [25].
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Apéndice B

Efeitos fisicos

Vamos apresentar aqui as matrizes associadas aos efeitos fisicos apresentados na

secao 2.1.

Efeito Faraday dielétrico

D! —1 0 0 0 0 0 —E!
D? 0 —e —ie® 0 0 0 —FE?
D3 0 e —¢ 0 0 0 —E3
= , (B.1)
H 0 0 0 u' 0 0 B
H2 0 0 0 0 u' 0 B
H? o 0 o0 0 0 pu? B3

Campo magnético na diregao z.
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Efeito Faraday magnético

Dl
D2
D3
Hl
H2
H3

—£ 0 0 0
0 — 0 0
o 0 - 0
1o 0o o
0O 0 0 0
0 0 0 0

Campo magnético na diregao z.

Atividade 6ptica natural

Dl
D2
DS
Hl
H2

HB

Aqui a atividade Optica tem simetria rotacional.

—€ 0 0 1y

0 —€ 0

0 0 —€
-yt 0 0
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0 0
0 0
0 0
0 0
ptes
i
1 0
iyt 0
0 iyt
10 0
pto0
0 put

—F1

—E?

—FE3
B!
B2
B3

.y

—E?

—E3
B!
B2
B3




Efeito Fresnel-Fizeau

D! —€ 0 0 0 —cav®  eav? —E!
D? 0 —€ 0 eav’ 0 —eav! —E?
D3 0 0 —  —cav?  cav! 0 —E3
— . (B4)
H! 0 cavd  —eav?  pt 0 0 Bt
H? —caw! 0 eav? 0 ot 0 B?
H? cav?  —ecav! 0 0 0 put B3

com a = (1 —1/e.p,.) e €, e p, a permissividade elétrica e a permeabilidade magnética
relativas, respectivamente. Nesta situagao o meio tem simetria rotacional em torno da

direcao do movimento (vt v? v3).
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