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Resumo

A spintrônica é uma nova sub-área da Física da matéria condensada que explora as

propriedades do spin dos elétrons. Se bem compreendida, ela pode ter um importante pa-

pel em novos dispositivos eletrônicos. Neste trabalho empregamos o formalismo da teoria

de campos para estudar a natureza da corrente de spin não-conservada na spintrônica.

Aqui, utilizamos uma teoria de calibre sob o grupo U(1) para o eletromagnetismo no vá-

cuo e em meios materiais gerais. No caso de meios materiais, descrevemos as equações de

Maxwell em meios materiais de maneira covariante. Introduzimos o tensor de curvatura

auxiliar Gµν que se relaciona com o tensor de curvatura Fβσ através do tensor constitutivo

χµνβσ. Com base nesses campos foi usada a ação que reproduz as equações de Maxwell

em meios materiais. No nosso caso, acrescentamos o campo de Dirac da maneira tradici-

onal, ou seja, acoplado ao campo eletromagnético por meio de um acoplamento mínimo.

Mostramos que as correntes de spin fermiônica no vácuo e em meios materiais não são

alteradas, enquanto que no caso bosônico ocorre alteração nas correntes. Além disso,

obtivemos as condições para que ambas as correntes sejam conservadas. Ainda como um

teste padrão, o limite de vácuo é recuperado. Ainda, generalizamos estes estudos às teo-

rias de Yang-Mills, e mostramos que o resultados para as correntes fermiônica e bosônica

são semelhantes ao caso Abeliano.
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Abstract

Spintronics is a new subdiscipline of condensed matter physics which exploits the

properties of the spin of electrons. If well understood, it can play an important role

in new electronic devices. In this work, we employed the formalism of field theory to

study the nature of the non-conserved spin-current in spintronics. Here, we used a gauge

theory under the group U(1) for the electromagnetism in vacuum and material media.

In the case of material media, described by Maxwell’s equations in a covariant way, we

introduced the auxiliary curvature tensor Gµν which is related to the curvature tensor

Fβσ through of the constitutive tensor χµνβσ. Based on these fields, it was employed

the action which reproduces the Maxwell’s equations in material media. Moreover, the

Dirac field was introduced in the traditional way, i.e., coupled to the electromagnetic field

through a minimum coupling. We showed that the fermionic spin-currents in vacuum

and material media are not changed, whereas in the bosonic case a change in current

occurs. Furthermore, we obtain the conditions for both the currents to be conserved. As

a standard test, the ultimate vacuum equations recovered. Furthermore, a generalization

of these studies to the Yang-Mills theories, are performeand and it is shown that the

results for the fermionic and bosonic currents are similar to the Abelian case.
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Introdução

O entendimento das simetrias de sistemas físicos é uma ferramenta poderosa para

a compreensão da natureza. Duas importantes simetrias na Física são as simetrias do

espaço-tempo e as simetrias de calibre. Esta última simetria é indispensável para com-

preensão de três das quatro interações fundamentais. As simetrias do espaço-tempo estão

relacionadas1 ao princípio da invariância de Poincaré, no qual todas as leis da física são in-

variantes por transformações de simetria do grupo de Poincaré. Simetrias de calibre estão

vinculadas às transformações de simetria no espaço interno dos campos ou isoespaço.

Em teorias de campos, um campo genérico φ é denominado campo puro se ele

pode sofrer transformações do espaço-tempo e transformações de calibre, misturando suas

componentes. Contudo, se este campo for composto por vários outros campos φk ele é

chamado isospin, e os campos φk só podem ser misturados por transformações de calibre,

ou seja, os campos φk comportam-se como coordenadas no isoespaço. A mistura desses

campos representa interações ou decaimentos [1]. A descrição das interações fundamentais

depende dos possíveis grupos de simetrias internas que uma ação de uma teoria de calibre

pode possuir.

A teoria de calibre descrita pelo grupo U(1) local é a QED2 [2, 3, 4], teoria quântica

do eletromagnetismo. Nesta teoria, a interação entre partículas carregadas (elétrons e

pósitrons) é mediada pelo fóton, que é o campo de calibre desta teoria. A QED é tida
1Nesta situação estamos considerando somente simetrias continuas. Existem também simetrias dis-

cretas do espaço e tempo e do espaço interno dos campos. As simetrias discretas do espaço e tempo são
paridade P e inversão temporal T , respectivamente. A simetria discreta do isoespaço é a simetria de
carga C, esta relacionada a existência de anti-partículas. Contudo, as simetrias discretas se tratadas em
separado não são boas simetrias, fato este comprovado pela quebra da simetria CP das interações fracas.
Isto não ocorrre com a QED e a QCD. Uma boa simetria é a simetria CPT , tal que todas as teorias
físicas são invariantes por esta simetria.

2Do inglês: Quantum Electrodynamics.
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como a teoria mais bem sucedida da Física.

Uma teoria de calibre que possui simetria sob SU(2) descreve as interações fracas.

Os bósons vetoriais responsáveis por estas interações são W+, W− e Z0, massivos, e os

dois primeiros carregados. A descrição da interação destes bósons vetoriais massivos com o

fóton, ou seja, a teoria eletrofraca, foi feita por Glasnow-Weinberg-Salam, na qual o grupo

de simetria é o SU(2)× U(1). A objeção teórica original para uma teoria de calibre com

essa simetria local descrever as interações eletrofracas era que os bósons mediadores dessa

interação deveriam ser massivos. Isto porque, os campos massivos têm curto alcance e o

único bóson observado a longa distâncias era o fóton [5]. No entanto, a introdução de um

termo de massa para o campo de calibre, MAaµA
µ
a numa ação de uma teoria de calibre,

quebraria a invariância de calibre da teoria. No contexto da segunda quantização, a

invariância de calibre é fundamental para mostrar a renormalizabilidade de uma teoria. A

solução para o problema das massas dos campos de calibre vem de uma simetria de calibre

escondida, onde os bósons vetoriais das interações fracas adquirem massa pelo mecanismo

de Higgs. Neste mecanismo é introduzido um bóson escalar massivo, responsável por

prover massa às partículas.

No caso das interações fortes, a teoria mais aceita para descrevê-las é a QCD3.

Nesta teoria os hádrons são constituídos de objetos fundamentais, os quarks, a estes são

atribuídos dois números quânticos: cor e sabor. Existem três tipos de cores, são elas:

verde, vermelho e azul e seis tipos de sabores: up, down, charm, strange, bottom e top.

O número de cores está relacionado à dimensão da representação fundamental do grupo

de simetria interna, que neste caso é o SU(3). A interação entre quarks é mediada pelos

glúons, estes são autointeragentes. Existem oito glúons mediadores das interações fortes.

Isto está relacionado a dimensão da representação adjunta de SU(3).

A teoria quântica do eletromagnetismo, as interações fracas e as interações fortes

são unificadas numa teoria denominada Modelo Padrão. Esta teoria possui como grupo

de simetria o grupo SU(3)×SU(2)×U(1). De todas as partículas previstas pelo Modelo

Padrão somente o bóson de Higgs não foi detectado4 [6].
3Do inglês: Quantum Chromodynamics.
4Recentemente o CERN anunciou a descoberta de uma partícula na faixa de energia prevista para o
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No contexto para o tratamento das simetrias de sistemas físicos se destaca o teorema

de Noether [7]. Este teorema diz que, dada uma simetria contínua de um sistema físico

(ou, da ação) teremos uma grandeza conservada. O teorema de Noether é válido para

qualquer grupo de Lie. O teorema de Noether independe do grupo de simetria em questão

e produz diferentes leis de conservação para diferentes grupos de Lie.

Leis de conservação não são unanimidade em sistemas físicos, como exemplos, te-

mos quebra de simetria quiral [8] em termos massivos de uma teoria de calibre e a não-

conservação de correntes de spin. Estes últimos são objetos de estudo na spintrônica

[9, 10]. A spintrônica é uma nova sub-área da matéria condensada que estuda o trans-

porte de spin dos elétrons. Se bem compreendida, a spintrônica terá uma grande vantagem

sobre a eletrônica no contexto de capacidade de transmitir e amarzenar informação, isto

devido aos dois graus de liberdade do spin do elétron. A origem da vantagem é basi-

camente a capacidade de manipular o spin através do campo magnético e o tempo de

decoerência do spin. No caso de aplicações, pode ser útil em leitores de HD’s e memória

RAM, explorando o efeito de magneto-resistência gigante (GMR). Este fato poderá ser

muito útil em tecnologias da informação, computação quântica e informação quântica,

visto que na eletrônica, os semicondutores são baseados no controle da carga elétrica,

onde esta restringi-se à partículas carregadas e só fornece um grau de liberdade. Outra

propriedade do spin bastante estudada atualmente na tentativa de aplicações tecnológicas

é o efeito spin-Hall [11, 12] em sistemas com acoplamento spin órbita.

A grande questão do transporte de spin é a correta definição para a corrente de

spin [13, 14, 15]. O problema decorre no fato de que o spin não é uma grandeza invariante

no transporte de spin, tal que, pela definição convencional, a corrente de spin não é

conservada. Na definição tradicional [16], o operador densidade de corrente de spin é

definido como 1
2
(vs + sv), significa que os portadores de spin s fluem com velocidade v.

Entretanto, a definição tradicional baseada em analogia com a corrente clássica não pode

descrever com precisão a corrente de spin, porque o spin é uma característica intrínseca

em teoria quântica [17].

bóson de Higgs. Resta saber se essa partícula satisfaz as propriedades do bóson de Higgs.
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O problema sobre a conservação da corrente de spin é persistente. Devido a dificul-

dade de construir um operador de spin que comute com o Hamiltoniano de Dirac, alguns

autores chegam a comentar que, pode ser impossível ter uma corrente de spin conservada

[16, 18, 19]. Contudo, existem trabalhos onde a corrente spin, sob certas condições, é

conservada [13, 17, 20].

O formalismo para o tratamento das correntes de spin é bastante variado. Existem

vários métodos para obtenção da quebra da equação da continuidade para o spin,

∂−→s
∂t

+
−→
∇ .
←→
J =

e

m
−→s ×

−→
B , (1)

onde −→s = φ†−→σ φ é a densidade de spin, φ é a função de onda não-relativística do elétron

de duas componentes

φ =

 φ↑

φ↓

 , (2)

com componentes de spin φ↑ e φ↓.
←→
J é a corrente de spin, definida como

←→
J = φ†(−→σ ⊗

−→
J )φ , (3)

onde
−→
J = i~(

←−
∇ −

−→
∇)/(2m) é o operador de spin. O termo do lado direito da equação

(1) é o torque de Landau-Lifshitz exercido por um campo magnético num momento de

dipolo magnético de spin 1/2.

Um trabalho recente [19] descreveu covariantemente a polarização de spin através do

operador de Bargmann-Wigner [21]. Nessa descrição a quebra da equação da continuidade

para o spin ganha um contexto relativístico. O limite não-relativístico é recuperado, e são

feitas correções até a ordem de c−2.

Outros trabalhos utilizando o formalismo de teorias de calibre para a teoria não

relativística de Pauli-Schrödinger, obtêm a equação (1) mais termos de correção, termos

estes que descrevem o efeito spin-Hall, a partir da corrente de calibre da teoria de calibre

SU(2) [22, 23]. Além disso, existem trabalhos utilizando a decomposição de Gordon da

corrente U(1) [20].
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Inspirados em [19], o trabalho [24], usando o formalismo de teorias de calibre,

com base numa teoria de calibre para o eletromagnetismo clássico, especificamente uma

teoria de Maxwell-Dirac, os autores formalizaram o trabalho [19] em termos da corrente de

Bargmann-Wigner e da simetria quiral. Tal formulação baseou-se nas correntes associadas

a simetria de calibre, assimetria quiral e simetria sob o grupo de estabilidade. Os geradores

da corrente de Bargmann-Wigner representam um setor do grupo de Poincaré que está

associado ao spin. Foi mostrado em [24] que, embora conservada, a corrente de Bargmann-

Wigner não representa um observável físico, em vista de sua não invariância de calibre.

Os autores restauraram sua invariância de calibre e, obtiveram a não-conservação da

generalização relativística da corrente de spin. Efeito semelhante também foi obtido para

o fóton.

Neste contexto se insere o propósito desta dissertação. Pretendemos generalizar o

estudo de [24] para a eletrodinâmica em meios materiais. Como o tratamento de [24] foi um

formalismo covariante e de uma teoria de calibre clássica, descreveremos a eletrodinâmica

em meios materiais covariantemente como uma teoria de calibre, para isso, introduziremos

um tensor de curvatura auxiliar Gµν para o campo eletromagnético em meios materiais

e o campo de Dirac acoplado ao potencial eletromagnético. Além da generalização do

estudo de correntes de spin para a eletrodinâmica de Maxwell em meios materiais, nos

propomos a estudar as correntes de spin numa teoria de calibre não-Abeliana.

Veremos adiante que, na teoria de calibre para a eletrodinâmica em meios materiais,

a corrente de spin fermiônica não sofrerá mudanças em relação a corrende se spin oriunda

das simetrias da teoria eletromagnética no vácuo. Quanto a corrente bosônica, veremos

que ela está intimamente relacionada às propriedades do meio que se queira estudar.

Nas teorias aqui tratadas, mostraremos que as correntes de spin quebram a equação da

continuidade na presença de férmions. Para resolver este problema, vamos impor que a

equação da continuidade seja satisfeita. Como resultado, encontraremos vínculos entre

os principais campos da teoria. A generalização para teorias de Yang-Mills apresentará

resultados semelhantes ao caso da teoria Abeliana no vácuo.

Esta dissertação é organizada da seguinte forma: No capítulo 1, descreveremos de-
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talhadamente o trabalho [24], isto será útil para os outros capítulos, pois muitas definições

serão bastante usadas ao longo da dissertação. No capítulo 2, estudaremos a eletrodinâ-

mica de Maxwell em meios materiais, as correntes de spin e as condições de conservação

para essas correntes. No capítulo 3, generalizaremos o estudo das correntes de spin em

teorias de calibre não-Abelianas e veremos se o limite Abeliano pode ser recuperado. Por

fim apresentaremos nossas conclusões. Quanto a notações e definições que serão utilizadas

nesta dissertação, o leitor fica remetido a consultar os apêndices A e B.
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Capítulo 1

Eletrodinâmica e correntes de spin

Neste capítulo, descreveremos a teoria eletromagnética, onde a interação entre

campos carregados é mediada pelo campo eletromagnético1, isto será útil para desen-

volvimentos futuros, onde a simetria da ação da QED, sob o grupo de estabilidade

L(1, 3) ⊂ SO(1, 3), nos permitirá estudar as respectivas correntes geradas.

1.1 Eletrodinâmica e suas simetrias

A Eletrodinâmica, em particular a QED, é uma teoria de calibre Abeliana, com

simetria de calibre local U(1), onde a dinâmica dos campos envolvidos nessa teoria é

descrita pela seguinte ação:

S = S0 + Sint + SM . (1.1)
1A teoria aqui tratada é quântica no sentido de primeira quantização, justamente pelo fato da equa-

ção de Dirac ser uma teoria quântica relativística, onde os férmions de Dirac são acoplados ao campo
eletromagnético por meio de um acoplamento mínimo. Contudo, o campo eletromagnético aqui não está
quantizado. No entanto, a ação que vamos apresentar já apresenta o ponto de partida para o esquema de
uma segunda quantização, visto que o campo de Dirac só é inteiramente compreendido neste contexto.
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O setor de matéria é descrito por S0, que é ação de Dirac e Sint é a ação de interação. No

setor de calibre temos a ação SM , que é a ação de Maxwell:

S0 =

∫
d4xψ(i~cγµ∂µ −mc2)ψ ,

Sint = −e
∫
d4xψγµAµψ ,

SM = − 1

4µ0

∫
d4xF µνFµν . (1.2)

O tensor de curvatura F µν e seu dual são definidos da seguinte maneira:

F µν = ∂µAν − ∂νAµ ,

F̃ µν =
1

2
εµναβFαβ . (1.3)

O tensor F µν descreve o campo eletromagnético. Por ser um tensor, fica claro que ele é

covariante de Lorentz. Já Aµ é o campo de calibre ou potencial eletromagnético. Este

segundo é o campo fundamental da teoria eletromagnética no formalismo covariante,

visto que, as variações na Lagrangeana para obtenção das equações de movimento são

feitas com respeito a Aµ. Além disso, na quantização usual do campo eletromagnético

o elemento quantizado é o campo de calibre, e não o campo F µν . A quantidade e é a

constante para o acoplamento eletromagnético, ou seja, a carga elétrica. O campo ψ é um

campo espinorial que descreve as excitações dos elétrons e ψ é a representação adjunta,

ψ = ψ†γ0. As matrizes γµ são as matrizes de Dirac (ver apéndice). É importante notar

que, a ação de interação é um acoplamento mínimo entre o campo fermiônico e o campo

eletromagnético: A interação entre férmions é mediada pelo campo de calibre Aµ, que na

teoria quântica representa fótons. Estes últimos, no entanto não interagem2 entre si. No

caso de e = 0, vemos claramente que não temos interação eletromagnética.

No acoplamento mínimo o campo eletromagnético só interage com partículas car-

regadas, diferentemente do acoplamento não-mínimo onde o campo eletromagnético pode

ter outros tipos de interações. Como um exemplo, ele pode interagir com partículas neu-
2Na verdade, os fótons podem interagir por um processo de interação virtual [25]. Mas nos restringimos

ao formalismo de 1a quatização.
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tras através do spin dessas partículas. Contudo, a QED com esse último acoplamento é

não renormalizável e místura a quiralidade das partículas, mas este último problema não

chega a ter importância nessa teoria. Apesar das dificuldades com acoplamentos não-

mínimos, estes podem ter importância em outras teorias onde o acoplamento mínimo não

seria suficiente para compreensão de muitos fenômenos [26].

Para entender um pouco do comportamento dos campos mencionados acima, deve-

mos extrair as equações de movimento para os campos da teoria a partir da ação (1.1).

Para o campo espinorial, as equações são:

(iγµDµ −m0)ψ = 0 ,

ψ(iγµ
←−
D †µ +m0) = 0 , (1.4)

onde

Dµ = ∂µ +
ie

~c
Aµ , (1.5)

é a derivada covariante3 e m0 = mc/~. Para o campo eletromagnético as equações são:

∂νF
νµ = µ0eψγ

µψ ,

∂νF̃
νµ = 0 . (1.6)

A primeira equação de (1.6) nos fornece as equações de Maxwell inomogêneas no vácuo,

enquanto que, da segunda equação de (1.6) obtemos as equações homogêneas. Esta última

é obtida puramente por propriedades topológicas da teoria. Dela é que se conclui a não-

existência de monopólos magnéticos [27, 28] numa teoria de calibre Abeliana. Numa

teoria de calibre, é importante conhecer as principais transformações que mantêm sua

ação invariante. Neste caso, a simetria de calibre é descrita pelo grupo U(1) local, e é
3A derivada covariante além de levar à invariância de calibre local de uma teoria de calibre, contém

em si a prescrição do acoplamento mínimo.
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caracterizada pelo conjunto de transformações infinitesimais

δgψ = − ie
~c
αψ ,

δgψ =
ie

~c
ψα ,

δgAµ = ∂µα , (1.7)

onde α é um parâmetro dependente da posição no espaço-tempo. A invariância da ação

(1.1) por transformações de simetria4 U(1) nos permite obter uma corrente conservada:

jµ = eψγµψ , (1.8)

onde usamos5

jµ =
∂L

∂(∂µφA)
δφA −

(
∂L

∂(∂µφA)
∂νφ

A − δµνL
)
δxν . (1.9)

Do teorema de Noether [25], segue-se que ∂µjµ = 0, expressando a conservação da carga

elétrica. É importante notar que, caso tivéssemos uma teoria descrita por S0, i.e., a teoria

de Dirac, a corrente conservada seria jµ = ψγµψ, cujas componentes temporal e espacial

nos fornecem a densidade de probabilidade e a densidade de corrente de probabilidade,

respectivamente. Percebe-se, de (1.8), que a 4-corrente elétrica é o produto de uma carga

por uma 4-corrente de probabilidade.

Outra simetria bem conhecida da eletrodinâmica é a simetria quiral para férmions

sem massa. As transformações quirais são definidas como

δqψ = − i

~c
αγ5ψ ,

δqψ = − i

~c
αψγ5 ,

δqAµ = 0 , (1.10)

onde α é agora um parâmetro constante e a matriz γ5 é definida em (A.10). Como a ação
4Neste caso, a simetria é global, ou seja, o parâmetro da transformação independe da posição no

espaço-tempo. Cargas só fazem sentido se definidas por uma simetria global [29].
5L é a Lagrangeana. A é um índice coletivo geral, caracterizando os índices dos campos, assim como

a soma sobre todos os campos.
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(1.1) descreve férmions massivos, a corrente quiral não-conservada é

Sµ = ψγµγ5ψ , (1.11)

de modo que sua 4-divergência é ∂µSµ = 2im0ψγ
5ψ.

1.2 O grupo de Poincaré

A ação (1.1) também possui simetria por transformações do grupo de Poincaré,

i.e., o grupo ISO(1, 3). Devido a importância deste grupo (e sua decomposição) nesta

dissertação, dedicamos uma seção separada para ele. Os geradores do grupo de Poincaré

são denotados por Pµ = i~∂µ para as translações, e Jµν = Lµν+Iµν para o setor de Lorentz,

onde, Lµν = i~ (xµ∂ν − xν∂µ) é tido como a parte do momento angular, enquanto Iµν está

associado ao momento angular interno, o spin. A álgebra de Lie associada ao grupo de

Poincaré é

[Pµ, Pν ] = 0 ,

[Jµν , Jαβ] = i~ (ηµαJβν − ηµβJαν − ηναJβµ + ηνβJαµ) ,

[Jµν , Pα] = i~ (ηανPµ − ηαµPν) . (1.12)

O primeiro termo de (1.12) nos mostra que translações no espaço-tempo são comutativas.

Ainda, o grupo de Poincaré possui uma sub-álgebra Abeliana. O segundo termo de (1.12)

é associado a álgebra de Lie do grupo de Lorentz, SO(1, 3). A partir do terceiro termo de

(1.12), vemos que transformações de Lorentz e translações no espaço-tempo não comutam

entre si. Além disso, nota-se que o grupo de Lorentz é um subgrupo de estabilidade em

relação ao grupo de Poincaré.

Sabemos que as partículas são caracterizadas por sua massa, carga e spin. Estas

propriedades podem ser entendidas através do ponto de vista das simetrias em teorias

de campos [25]. Como vimos anteriormente na seção 1.1, a simetria de calibre nos per-

mitiu identificar a carga das partículas, onde estas são identificadas como perturbações
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nos campos. Vejamos agora como descrever massa e spin das partículas através das si-

metrias do espaço-tempo, i.e., simetrias do grupo de Poincaré. Neste caso, precisamos

construir operadores cujos autovalores nos forneçam essas informações; de fato, os auto-

valores dos operadores de Casimir6 relacionados ao grupo de Poincaré provém massa e

spin das partículas, que são representações irredutíveis do grupo de Poincaré [21, 25].

O grupo de Poincaré é um grupo não-compacto assim como o grupo de Lorentz,

logo, não existem representações unitárias de dimensão finita para o grupo de Poincaré.

Contudo, podem ser encontradas representações unitárias num espaço de dimensão in-

finita, i.e., o espaço de Hilbert, onde os operadores Pµ e Jµν atuam como operadores

Hermitianos [30]. Definindo um operador de Casimir para o setor das translações do

grupo de Poincaré

P 2 = P µPµ , (1.13)

é trivial mostrar que

[
P 2, Pµ

]
= 0 ,[

P 2, Jµν
]

= 0 , (1.14)

como esperado de um operador de Casimir. Desta equação, notamos que, sob uma trans-

formação de Lorentz infinitesimal, P 2 permanece constante. Isto já era esperado, pois o

operador P 2 é um escalar.

Podemos definir também um operador vetorial

W µ = −1

2
εµναβJναPβ = −1

2
εµναβIναPβ , (1.15)

6Operador de Casimir é um operador que comuta com todos os outros geradores do grupo.
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chamado de operador de Pauli-Lubanski. Vejamos agora se (1.15) define um grupo:

[W µ,W ν ] = i~εµναβWαPβ ,

[Jµν ,W
α] = i~

(
δαµPγJ̃

γ
ν − δανPγJ̃ γ

µ

)
,

[W µ, Pα] = 0 , (1.16)

onde J̃ γ
ν = ε γδσν Jδσ/2. A partir da primeira equação de (1.16), percebemos que as

transformações geradas pelo operador de Pauli-Lubanski formam um grupo, ou seja, a

álgebra fecha. Veja que o grupo gerado por (1.15) é um subgrupo do grupo de Lorentz,

além disso, W µ transforma-se do mesmo modo que o gerador das translações. Note da

última equação de (1.16) que o momento linear é invariante sob transformações geradas

por (1.15). E ainda, Wµ e Pµ são ortogonais. Concluímos então que: o grupo gerado por

W µ é um grupo de estabilidade, denotado aqui por L(1, 3). Este pode ser entendido como

transformações de Lorentz que mantêm o momento linear invariante, e ainda, ele é um

subgrupo do grupo de Poincaré.

De posse desses resultados, podemos construir outro operador de Casimir para o

grupo de Poincaré

W 2 = W µWµ , (1.17)

de modo que,

[W 2, Jµν ] = 0 ,

[W 2, Pµ] = 0 . (1.18)

Como já comentado, nosso objetivo era descrever representações unitárias irredu-

tíveis para o grupo de Poincaré. Isto agora é possível pois encontramos os operadores

de Casimir do grupo. Como temos operadores invariantes no grupo, então, pelo lema de

Schur [31, 32], é possível construir representações irredutíveis para este grupo. Assim,

escolhendo o operador vetorial Pµ como base de nosso espaço vetorial, seus autoestados
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serão |p〉. Deste modo podemos construir a equação de autovalores, tal que,

Pµ|p〉 = pµ|p〉 , (1.19)

onde pµ são os autovalores do operador Pµ no autoestado |p〉. Agora podemos encontrar

os autovalores para o operador de Casimir P 2.

P µPµ|p〉 = pµpµ|p〉 = m2c2|p〉 , (1.20)

onde foi usada a relação relativística pµpµ = m2c2. Aqui, m representa a massa de um

estado de uma única partícula. Vemos que o setor das translações do grupo de Poincaré

nos fornece a massa das partículas. De maneira semelhante, é possível encontrar os

autovalores para o operador W 2.

W µWµ|p, s〉 = −P 2S2|p, s〉 = −m2c2~2s (s+ 1) |p, s〉 , (1.21)

onde s é o spin da partícula. Como W 2 é um invariante de Lorentz, segue imediatamente

que (1.21) é satisfeita para todos os referenciais inerciais.

No caso de representações de campos não-massivas, W µ atuando num dado estado

no espaço é proporcional ao momento pµ, ou seja, W µ terá a forma

W µ = −hpµ , (1.22)

onde h é um fator de proporcionalidade. A partir de (1.15) é possível mostrar que

h =

−→
S .−→p
|p0|

. (1.23)

Este opererador é denomidado operador de helicidade. Ele mede a componente de spin

na direção do momento.

Os operadores (1.13) e (1.17) são os únicos operadores de Casimir para o grupo de

Poincaré. Isto porque, o grupo de Poincaré é um grupo de ordem 2, ou seja, a ordem de
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um grupo nos informa quantos operadores de Casimir podemos construir para o respectivo

grupo [33].

1.3 O grupo L(1, 3) e as correntes de Noether

Vamos apresentar nesta seção e nas seguintes, um tratamento detalhado de [24],

pois será útil para generalizações futuras em outras teorias. Para o setor fermiônico, o

gerador do grupo L(1, 3), i.e., (1.15), pode ser escrito como

W µ
f = −~

4
εµναβσναPβ =

i~
2
γ5σµνPν , (1.24)

onde o índice f denota o caráter fermiônico, e usamos Iµν = ~σµν/2, onde σµν é definido em

(A.10). Assim, as transformações de simetria do grupo L(1, 3) para o campo fermiônico

apresentam as seguintes formas.

δlψ = − i

~2
ωµW

µ
f ψ ,

δlψ = − i

~2
ψ
←−
W µ

fωµ , (1.25)

onde ωµ é um parâmetro real e constante de dimensão [L]1. A partir do teorema de

Noether, a corrente associada a essa simetria para o campo fermiônico é

T µνf =
c

~
ψγµW ν

f ψ , (1.26)

que é um tensor de segunda ordem chamado tensor de Bargmann-Wigner [25].

Para campos bosônicos, o vetor de Pauli-Lubanski é

W µνα
b = −~

2
εµναβPβ , (1.27)

onde o índice b caracteriza o comportamento bosônico e utilizamos Iµναβ = ~
(
ηµαηνβ − ηµβηνα

)
,

que é o operador associado ao momento angular interno do fóton. Assim, Aα transforma-se
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sob o grupo de estabilidade da seguinte forma

δlAα =
i

~2
ωνWbανσA

σ =
1

2
ωνεανσβ∂

βAσ . (1.28)

Antissimetrizando

δlAα = −1

4
ωνεανβσ

(
∂βAσ − ∂σAβ

)
= −1

2
ωνF̃

ν
α . (1.29)

Usando (1.9), é simples mostrar que a corrente de Bargmann-Wigner bosônica7 é

T µνb =
1

2µ0

F µαF̃ ν
α =

1

2µ0c
Tηµν , (1.30)

onde T = F µαF̃αµ/4. Assim, do teorema de Noether, a corrente de Bargmann-Wigner

conservada total é

T µν = T µνf + T µνb | ∂µT
µν = 0 . (1.31)

1.4 Restaurando a invariância de calibre da corrente de

Bargmann-Wigner

Na seção 1.2 descrevemos um pouco o grupo de Poincaré e vimos seu importante

papel na descrição de partículas. O ponto fundamental é que a teoria da relatividade está

contida no grupo de Poincaré. Sendo mais específico, pode ser postulado que as leis da

Física são invariantes por transformações do grupo de Poincaré. Este fato torna possível

extrapolar um experimento num laboratório para todo o universo, e ainda ter observáveis

físicos invariantes pelo grupo de Poincaré. Contudo, o postulado da relatividade não é

suficiente. Precisamos impor outro princípio, que leva em conta simetrias internas nos

campos que descrevem os observáveis. Este princípio é o princípio de calibre, que impõe

que observáveis físicos sejam invariantes por simetrias de calibre locais. Neste contexto,

devemos verificar se a corrente de Bargmann-Wigner é invariante por transformações de

7Onde T =
−→
E .
−→
B . O fator c foi introduzido para normalização.
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calibre8 do eletromagnetismo, ou seja, o grupo local U(1). Não é difícil notar que o setor

fermiônico da corrente de Bargmann-Wigner quebra a invariância de calibre,

δT µνf = − ie
~2
ψγµ(W ν

f α)ψ , (1.32)

e assim pelo princípio de calibre, essa corrente não pode ser associada a um observável

físico. Por outro lado, no setor bosônico é trivial perceber que a corrente bosônica é

invariante de calibre. Para contornar esse problema levemos a derivada ordinária ∂α do

vetor de Pauli-Lubanski numa derivada covariante Dα [5], de modo a termos

Wν
f = −~2

2
γ5σναDα , (1.33)

implicando na seguinte corrente de Bargmann-Wigner para o setor fermiônico

T µνf =
~c
2
ψγ5γµσναDαψ . (1.34)

Assim, a corrente de Bargmann-Wigner total invariante de calibre é definida como

T µν = T µν +
ie

2
ψγ5γµσναAαψ , (1.35)

e agora δgT µν = 0. Em vista da restauração da invariância de calibre, T µν não será

mais conservada. Portanto, estudemos agora separadamente a 4-divergência para o setor

fermiônico e bosônico. Iniciemos com o setor fermiônico. A partir de (1.34)

T µνf =
~c
2
ψγ5γµσνα∂αψ +

ie

2
ψγ5γµσναAαψ . (1.36)

Utilizando σνα = i [γνγα − ηνα] e (1.4),

T µνf =
~c
2
m0ψγ

5γµγνψ − i~c
2
ψγ5γµ∂νψ +

e

2
ψγ5γµAνψ . (1.37)

8A análise da invariância de calibre deve ser feita em relação ao grupo de calibre da teoria em questão,
independente da simetria que fornece o suposto observável.
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Agora, apliquemos a 4-divergência

∂µT µνf = −~c
2
m0∂µψγ

µγ5γνψ +
~c
2
m0ψγ

5
(
2δνµ − γνγµ

)
∂µψ +

i~c
2
∂µψγ

µγ5∂νψ+

−i~c
2
ψγ5∂ν (γµ∂µψ)− e

2
∂µψγ

µγ5Aνψ +
e

2
ψγ5γµ∂µA

νψ +
e

2
ψγ5Aνγµ∂µψ , (1.38)

onde usamos γµγν = 2δνµ − γνγµ. Fazendo uso da equação (1.4)

∂µT µνf = −ie
2
m0ψγ

µγ5γνAµψ −
i~c
2
m2

0ψγ
5γνψ + ~cm0ψγ

5∂νψ +
ie

2
m0cψγ

5γνγµAµψ +

+
i~c
2
m2

0ψγ
5γνψ − e

2
ψγµγ5Aµ∂

νψ − ~c
2
m0ψγ

5∂νψ − e

2
ψγ5γµ∂νAµψ +

− e

2
ψγ5γµAµ∂

νψ − ~c
2
m0ψγ

5∂νψ − ie2

2~c
ψγµγ5AµA

νψ − ie

2
m0ψγ

5Aνψ +

+
e

2
ψγ5γµ∂µA

νψ − ie2

2~c
ψγ5γµAµA

νψ − ie

2
m0ψγ

5Aνψ . (1.39)

Utilizando a propriedade γ5γµ = −γµγ5

∂µT µνf =
ie

2
m0ψγ

5 (γµγν + γνγµ)Aµψ−iem0ψγ
5Aνψ+

e

2
ψγ5γµ (∂µAν − ∂νAµ)ψ . (1.40)

De (A.9) e (1.11) mostra-se finalmente

∂µT µνf = −e
2
SµF

µν , (1.41)

onde Sµ é a corrente quiral definida em (1.11).

Vejamos agora o caso do setor bosônico. Atuando a 4-divergência em (1.30)

∂µT
µν
b =

1

2µ0

(∂µF
µα) F̃ ν

α +
1

2µ0

Fµα∂
µF̃αν ,

∂µT
µν
b =

1

2
jαF̃ ν

α +
1

4µ0

Fµα

(
∂µF̃αν − ∂αF̃ µν

)
, (1.42)

onde utilizamos (1.6) e antissimetrizamos o segundo termo. Definindo

Kµαν = ∂µF̃αν − ∂αF̃ µν . (1.43)
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Temos que

∂µT
µν
b =

1

2
jαF̃

αν +
1

4µ0

FµαK
µαν . (1.44)

A 3-forma dual de (1.43) é

K̃γ =
1

3!
εγµανK

µαν ,

K̃γ =
1

3!

1

2

[
εγµανε

ανβσ∂µFβσ − εγαµνεµνβσ∂αFβσ
]
,

K̃γ =
1

3!

1

2

[
2
(
δβγ δ

σ
µ − δβµδσγ

)
∂µFβσ + 2

(
δβγ δ

σ
α − δβαδσγ

)
∂αFβσ

]
,

K̃γ = − 4

3!
∂σFσγ ,

K̃γ = − 4

3!
µ0jγ . (1.45)

Podemos ainda inverter a primeira equação de (1.45)

ενβσγK̃γ =
1

3!
ενβσγεγµαδK

µαδ = − 1

3!
εγνβσεγµαδK

µαδ ,

ενβσγK̃γ = − 1

3!

(
δνµδ

β
αδ

σ
δ − δνµδ

β
δ δ

σ
α − δνδ δβαδσµ + δνδ δ

β
µδ

σ
α + δναδ

β
δ δ

σ
µ − δναδβµδσδ

)
Kµαδ ,

ενβσγK̃γ = − 1

3!

(
Kνβσ −Kνσβ −Kσβν +Kβσν +Kσνβ −Kβσν

)
, (1.46)

chegando em

Kνµα = −ενµαγK̃γ . (1.47)

Assim, utilizando (1.45), é simples mostrar que

Kνµα =
4

3!
µ0ε

νµαγjγ . (1.48)

Logo, de (1.48) em (1.44) obtemos finalmente

∂µT µνb =
1

6
jµF̃

µν . (1.49)

As equações (1.41) e (1.49) expressam a não-conservação da corrente de Bargmann-

Wigner invariante de calibre, e mantidas separadamente desde que elas são obtidas inde-

pendentemente da equação da continuidade (1.31). A equação (1.41) é de fato a versão
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covariante do resultado obtido em [19], que associa a corrente de Bargmann-Wigner com a

corrente de spin e efeitos de transferência de spin-torque, quando o campo eletromagnético

é totalmente externo [24].

1.5 Decomposição no espaço e tempo

A fim de melhor compreender as equações (1.41) e (1.49), será útil decompô-las nos

setores de espaço e tempo.

1.5.1 Componentes do setor fermiônico

A partir de (1.34),

T 00
f = −i~c

2
ψ†ΣiDiψ = −mc

2
T ,

T i0f = −i~c
2
ψ†αiΣjDjψ = −m

2
T i ,

T 0i
f =

mc2

2
ψ†
(
βΣi +

i~
mc

γ5Di

)
ψ =

mc

2
J i ,

T ijf =
mc2

2
ψ†αi

(
βΣj +

i~
mc

γ5Dj

)
ψ =

m

2
J ij , (1.50)

onde foram usadas as relações padrão das matrizes-γ (A.10) e (1.4). Então ∂µT µνf =

∂0T 0ν
f + ∂jT jνf se decompõe em

∂µT µ0f = −m
2

[
∂T
∂t

+ ∂iT i
]
,

∂µT µif =
m

2

[
∂J i

∂t
+ ∂jJ ji

]
, (1.51)

e, a partir de (1.41)

∂T
∂t

+
−→
∇ .
−→
T = − e

mc

−→
S .
−→
E ,

∂
−→
J
∂t

+
−→
∇ .
←→
J =

e

mc
S0
−→
E +

e

m

−→
S ×

−→
B , (1.52)

onde foi usado S i = ψ†Σiψ, S0 = ψ†γ5ψ e (A.7).
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As quantidades J i e J ij são identificadas com a generalização relativística da den-

sidade de spin e da corrente de spin, respectivamente. Esta identificação foi mostrada em

[19]. Note que a equação (1.52) apresenta estrutura semelhante à equação (1), que é ob-

tida através da equação de Schrödinger que inclui um termo com efeito Zeeman na forma

−µB−→σ .
−→
B . No nosso caso, ganhamos mais uma equação de consistência, proveniente do

setor temporal da generalização relativística para quebra da equação da continuidade da

corrente de spin, que é descrita pela primeira equação de (1.52). O formalismo aqui utili-

zado nos levou a obter mais um termo de quebra da equação da continuidade, termo este

que tem contribuição de um campo elétrico externo.

1.5.2 Componentes do setor bosônico

A corrente bosônica descrita por (1.30), é decomposta na seguinte maneira

T 00
b =

1

2µ0c
T ,

T 0i
b = T i0b = 0 ,

T ijb = − 1

2µ0c
Tδij . (1.53)

Vejamos agora (1.49). Usando ∂µT µνb = ∂0T
0ν
b + ∂jT

jν
b

∂µT
µ0
b = −1

6
jiBi ,

∂µT
µj
b =

1

6

[
−cρBj +

1

c

(−→
j ×
−→
E
)j]

. (1.54)

De posse dessas relações é simples mostrar que:

∂T

∂t
= − 1

3ε0

−→
j .
−→
B ,

−→
∇T = −µ0c

3

(
−cρ
−→
B +

1

c

−→
j ×
−→
E

)
, (1.55)

onde ρ = j0.

Para a maioria dos sistemas os campos elétrico e magnético são mutualmente orto-
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gonais implicando que em geral T µνb = 0. Neste caso, teremos então,

−→
j .
−→
B = 0 ,

−→
B =

1

ρc2
−→
j ×
−→
E . (1.56)

Sendo consistente com as relações clássicas, se
−→
j = ρ−→v , ou seja,

−→
B = 1

c2
−→v ×

−→
E .

Um resultado novo, como mostrado por [24] é a corrente de spin T µνb relacio-

nada ao campo eletromagnético. Esta quantidade pode vir a dar uma medida da não-

perpendicularidade entre os campos elétrico e magnético. Por outro lado, T é uma quan-

tidade escalar que determina o fluxo de spin do fóton. O segundo termo de (1.55) é um

gradiente de spin, que surge como um tipo de força de um monopólo magnético. Assim, se

os campos
−→
E e
−→
B e a corrente

−→
j não são mutualmente ortogonais, as cargas ρm = −ρ/3ε0

e
−→
j m = µ0

−→
j /3, podem ser interpretadas como um monopólo magnético efetivo [24].
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Capítulo 2

Eletrodinâmica em meios materiais

Neste capítulo, iremos descrever a teoria eletromagnética em meios materiais no

formalismo covariante. Para isso, construiremos uma ação para o campo eletromagnético

na matéria acoplado a férmions de Dirac. Em seguida, estudaremos suas simetrias e suas

consequências para as correntes de spin.

2.1 Preliminares

Apresentamos no capítulo anterior a teoria eletromagnética de Maxwell na forma

covariante, isto é, as equações de Maxwell escritas em termos de um tensor antissimétrico

F µν . As equações de Maxwell apresentadas em (1.6) se decompõem na seguinte forma

−→
∇ .
−→
E =

ρ

ε0
,

−→
∇ ×

−→
B = µ0

−→
j + µ0ε0

∂
−→
E

∂t
,

−→
∇ ×

−→
E +

∂
−→
B

∂t
= 0 ,

−→
∇ .
−→
B = 0 , (2.1)

onde foi utilizada a relação (A.5) para desenvolver (1.6). Contudo, as equações inomogê-

neas não são convenientes para descreverem o comportamento do campo eletromagnético

em meios materiais. Nosso objetivo aqui é estudar correntes de spin na matéria pelo

23



mesmo formalismo utilizado anteriormente. Como o formalismo utilizado no capítulo an-

terior foi um tratamento covariante, é conveniente descrever a teoria eletromagnética na

matéria do mesmo modo. Para isso, necessitamos de um tensor auxiliar para a eletrodinâ-

mica em meios materiais, i.e., Gµν . Este tensor é definido através da relação constitutiva

linear covariante [34]:

Gµν =
1

2
χµνβσFβσ , (2.2)

onde Fβσ é o tensor de curvatura eletromagnético definido em (1.6) e χµνβσ é o chamado

tensor constitutivo, também conhecido como campo estrutural. Esse campo nos informa

sobre as propriedades do meio. Ele obedece às seguintes propriedades

χµνβσ = χβσµν = −χνµβσ = −χµνσβ . (2.3)

O tensor χ nos informa como o meio material responde à aplicação de um campo eletro-

magético, ou seja, devido as propriedades de χ, o campo de resposta não terá necessaria-

mente a mesma direção do campo aplicado no meio. O tensor χ possui 36 componentes

independentes, no entanto, as propriedades mostradas em (2.3) reduz o número de compo-

nentes independentes para 21. O tensor χ pode satisfazer outra propriedade, χ[µνβσ] = 0,

indicando uma soma alternada sobre todos os índices (alternância par de índices é acom-

panhada com sinal positivo e alternância ímpar com sinal negativo). Essa propriedade

é denomidada restrição de Post. Contudo, existem materiais onde ela não é satisfeita.

A restrição de Post reduz o número de componetes independentes à 20. Este fato torna

o tensor constitutivo semelhante ao tensor de curvatura Riemanniano. Devido a essa

semelhança são feitos estudos em modelos análogos de gravitação [35, 36, 37, 38].

O tensor constitutivo em geral é função do espaço x e do tempo t, ou seja, χ =

χ(x, t). Um meio material homogêneo requer que essa dependência no espaço e tempo

não ocorra, ao contrário de um meio inomogêneo onde essa dependência deve aparecer.

Ressaltando que a dependência temporal está relacionada com a dependência da frequên-

cia. Em modelos análogos de gravidade, para o espaço-tempo vazio, o tensor χ deve

ser constante se um espaço-tempo de Minkowski e coordenadas Cartesianas são prescri-
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tas. Assumindo um espaço-tempo Riemanniano da relatividade geral ou uma variedade

4-dimensional diferenciável, χ dependerá da posição no espaço-tempo [39].

A seguir, vejamos como se decompõe o tensor Gµν em função dos tensores χµνβσ e

Fβσ. Abrindo seus componentes em espaço e tempo temos

G0i = χ0i0kF0k +
1

2
χ0ijkFjk . (2.4)

Assim

Di = − 1

c2
χ0i0kEk +

1

2c
χ0ijkεjklBl , (2.5)

pondendo ser reescrita como

Di = εikEk + γilBl . (2.6)

O campo Di é o campo de deslocamento elétrico. Quando um campo elétrico é aplicado

num meio, este responde com campos de polarização como um resultado das cargas de

polarização das moléculas que os constituem, sejam elas polares ou não. A resposta

macroscópica do efeito dos campos aplicados é o campo de deslocamento elétrico. No

caso de um meio anisotrópico, como pode ser visto de (2.6), esse campo tem contribuição

da resposta ao campo magnético aplicado.

Ainda na análise dos componentes do campo Gµν ,

Gij = χij0kEk − 1

2
χijklεklnBn . (2.7)

Abrindo Gij e contraindo toda esta equação com εijp

Hp = − 1

2c
εijpχ

ij0kEk +
1

4
εijpε

klnχijklBn . (2.8)

Subindo todos os índices,

Hp = − 1

2c
εijpχij0kEk +

1

4
εijpεklnχijklBn , (2.9)
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de modo que

Hp = −γpk†Ek + ζpnBn , (2.10)

onde ζ ik = (µ−1)
ik é a inversa do tensor de permeabilidade magnética.

O campo Hp é denomidado campo de indução magnética. Ele é o campo resposta à

aplicação de um campo magnético num meio susceptível ao campo magnético. Ele é um

campo macroscópico que leva em conta as correntes de magnetização do meio. No caso

de anisotropia do meio ele sofre contribuição do setor elétrico.

Nas equações (2.6) e (2.10) usamos as relações

εik = − 1

c2
χ0i0k ,

γil =
1

2c
χ0ijkεjkl ,

γpk† =
1

2c
εijpχij0k ,

ζpn =
1

4
εijpεklnχijkl . (2.11)

Os índices latinos assumem valores i, j, k, .. = 1, 2, 3. A partir de (2.11) é fácil notar que

(2.3) possui 21 elementos independentes, e é decomposta em quatro sub-matrizes 3 × 3.

De modo que:


D1

D2

D3

 =


ε11 ε12 ε13

ε∗21 ε22 ε23

ε∗31 ε∗32 ε33




E1

E2

E3

+


γ11 γ12 γ13

γ21 γ22 γ23

γ31 γ32 γ33




B1

B2

B3

 , (2.12)


H1

H2

H3

 = −


γ∗11 γ∗21 γ∗31

γ∗12 γ∗22 γ∗32

γ∗13 γ∗23 γ∗33




E1

E2

E3

+


ζ11 ζ12 ζ13

ζ∗21 ζ22 ζ23

ζ∗31 ζ∗32 ζ33




B1

B2

B3

 . (2.13)

As matrizes εij e ζ ij são associadas a permissividade elétrica e a inversa da permeabi-

lidade magnética, respectivamente. Os coeficientes reais de εij e ζ ij são relacionados à

birrefringência, já os imaginários estão associados ao efeito Faraday (dielétrico e magné-

tico, respectivamente) [34]. As partes reais das matrizes γik e γ∗ki, representam o efeito
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Fresnel-Fizeau, enquanto que os coeficientes imaginários são identificados com a atividade

óptica natural [34].

• Birrefringência

Um material birrefringente é caracterizado por possuir dois eixos ortogonais ao longo

dos quais o índice de refração é diferente, ou seja, este efeito surge em um material

anisotrópico. Um destes eixos é denominado eixo ótico, onde um feixe de luz que

se propague ao longo deste eixo é denominado feixe ordinário. Enquanto o feixe

que se propaga ao longo do eixo perpendicular é chamado feixe extraordinário. A

diferença dos índices de refração dos dois eixos provoca uma diferença de fase entre

as duas componentes do feixe. A diferença de fase é associada à diferença no tempo

entre os feixes ao percorrer o material. A diferença de fase implicará na diferença

entre os estados de polarização incidente e emergente [40]. Este efeito também pode

aparecer num meio com simetria rotacional [34].

• Efeito Faraday

Neste efeito, a maneira que a luz se propaga num meio material é influenciada pela

aplicação de um campo magnético externo. Dado um feixe linear de luz incidente em

um meio, um campo magnético aplicado na direção de propagação do feixe provoca

rotação do plano de vibração da luz [40]. Este é um efeito essencialmente dispersivo

e não-recíproco1. Os dois efeitos Faraday podem ocorrer simultaneamente [34, 41].

• Atividade óptica natural

Outro efeito associado à anisotropia. Um material com esta característica é dito

ser opticamente ativo. Este efeito consiste de uma rotação do plano de vibração de

um feixe de luz linear que se propaga ao longo do eixo óptico do material. Desde

que um feixe de luz possa ser representado por uma superposição de estados2 R e

L, ele indica que as duas formas de polarização circular da luz se propaguem com

diferentes velocidades. Nesta situação a atividade óptica natural apresenta uma
1Um material é dito recíproco se as equações de campos possuem simetria por inversão temporal.
2Polarização circular direita (right-handed) e polarização circular esquerda (left-handed).
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birrefringência circular [40]. Como a velocidade de propagação da luz no meio está

relacionado com o índice de refração, então, temos índices de refração diferentes

para cada tipo de polarização. Este fenômeno é essencialmente dispersivo.

• Efeito Fresnel-Fizeau

Este efeito está relacionado a propagação da luz num meio em movimento. Como

os campos elétrico e magnético não são objetos covariantes, eles serão influenciados

pelo movimento do meio, junto com os campos deslocamento elétrico e indução

magnética.

Seguindo com a descrição tensorial da eletrodinâmica em meios materiais. Apesar

da relação (2.2) ser de maior uso e utilidade, para desenvolvimentos futuros, será útil

definir uma relação inversa para (2.2). Segue então que

Fαγ =
1

2
χαγµνGµν , (2.14)

onde o tensor χµνβσ é o recíproco3 de χµνβσ. Onde deve ser obedecida a seguinte relação

entres os campos estruturais tensoriais, χαγµνχβσµν = 2
(
δαβ δ

γ
σ − δ

γ
βδ

α
σ

)
. Utilizando os

mesmos procedimentos usados em (2.2) para abrir (2.14) em componentes temos que

Ei = −c2χ0i0kDk +
c

2
χ0ijkεjklH l , (2.15)

e, fazendo as devidas identificações, chegamos a

Ei = εikDk + γilH l . (2.16)
3Em [42], ele é definido como χαγµν , este é considerado como um tensor de peso −1 e a relação inversa

é definida como Fαγ = 1
2χαγµνG

µν , onde na literatura χαγµν é tratado sempre com índices em cima e tem
peso +1. Neste trabalho, preferimos subir e baixar os índices desses tensores normalmente, independente
do peso atribuído a eles. No entanto, sempre que formos abri-los em componentes do espaço-tempo
manteremos os índices sempre em cima, para os tensores serem descritos num espaço Euclidiano e não
haver problemas com os sinais.
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A outra componente

Bp = − c
2
εijpχij0kDk +

1

4
εijpεklnχijklBl . (2.17)

Ou ainda,

Bp = −γpk†Dk + µpkHk . (2.18)

Identificamos εik = (ε−1)
ik, γil = (γ−1)

il e γpk† = (γ−1)
pk†. Nas equações (2.16) e (2.18)

usamos as relações

εik = −c2χ0i0k ,

γil =
c

2
χ0ijkεjkl ,

γpk† =
c

2
εijpχij0k ,

µpn =
1

4
εijpεklnχijkl . (2.19)

De posse das definições apresentadas anteriormente, as equações de Maxwell escritas

covariantemente para meios materiais apresentam as seguintes formas

∂νG
νµ = jµ ,

∂[νFβσ] = 0 . (2.20)

Estas equações são válidas num espaço-tempo de Minkowski (em qualquer sistema de

coordenadas), num espaço-tempo Riemanniano, e mesmo no espaço-tempo de Riemann-

Cartan da teoria de calibre da gravitação para o grupo de Poincaré. Pode-se dizer que este

formalismo para o tratamento da eletrodinâmica pode ter grande utilidade para aplicar à

eletrodinâmica em referenciais acelerados [39].

É fácil notar da primeira equação de (2.20) que o tensor constitutivo deve ter unida-

des de inverso da permeabilidade magnética. Para abrir essas equações em componentes

utilizemos as relações definidas por (A.7). Assim, seguem-se facilmente as equações de
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Maxwell em meios materiais,

−→
∇ .
−→
D = ρ ,

−→
∇ ×

−→
H =

−→
j +

∂
−→
D

∂t
,

−→
∇ ×

−→
E +

∂
−→
B

∂t
= 0 ,

−→
∇ .
−→
B = 0 , (2.21)

com ρ e
−→
j representando a densidade de carga livre e densidade de corrente livre, res-

pectivamente.

É possível construir uma ação de forma que seja possível obter a primeira equação

de (2.20), tal ação é chamada de ação Minkowski-Maxwell [34]. Como também queremos

trabalhar com férmions, vamos impor a seguinte ação

S = S0 + Sint + SMM , (2.22)

onde S0 é ação de Dirac, Sint é a ação de interação, e a ação SMM é a ação de Minkowski-

Maxwell.

S0 =

∫
d4xψ(i~cγµ∂µ −mc2)ψ ,

Sint = −e
∫
d4xψγµAµψ ,

SMM = −1

4

∫
d4xGµνFµν . (2.23)

Neste caso, os férmions de Dirac num meio material só interagem com o campo eletro-

magnético, não estamos considerando interação com o meio material ou seja, eles são os

férmions de condução, serão os responsáveis pela corrente elétrica. De posse dessa ação,

podemos obter as seguintes equações do movimento para o campo espinorial

(iγµDµ −m0)ψ = 0 ,

ψ(iγµ
←−
D †µ +m0) = 0 , (2.24)
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a derivada covariante é definida em (1.5). Para o campo eletromagnético, as equações

obtidas de (2.22) são identificadas com (2.20), onde jµ corresponde à equação (1.8). A

simetria U(1) local é caracterizada pelo conjunto de transformações

δgψ = − ie
~c
αψ ,

δgψ =
ie

~c
ψα ,

δgAµ = ∂µα , (2.25)

onde α é um parâmetro dependente da posição no espaço-tempo. Lembrando que o tensor

χ é o campo estrutural, ele não sofre transformações de calibre, enquanto que os campos

ψ, ψ e Aµ, são campos funcionais e estão sujeitos às transformações de calibre.

As transformações quirais dos campos são as mesmas mostradas em (1.10). Então,

a corrente quiral não conservada é descrita pela equação (1.11).

2.2 Simetrias sob o grupo de estabilidade L(1, 3)

As transformações de simetria dos campos só dependem dos respectivos campos e

do grupo de simetria em questão, independentemente dos tipos de acoplamentos entre os

campos da teoria tratada. Portanto, as transformações sob o grupo L(1, 3) para o campo

de Dirac e o campo de calibre estudadas na seção 1.3 permanecem inalteradas. Deste

modo, como a ação de Dirac permanece a mesma no caso de meios materiais, a corrente

de Bargmann-Wigner fermiônica é descrita pela expressão (1.26).

Como a ação para o campo eletromagnético foi modificada, espera-se que a corrente

de Bargmann-Wigner bosônica também seja. Então, usando as equações (1.9) e (1.29),

é possível mostrar que a corrente de Bargmann-Wigner para o setor bosônico em meios

materiais é descrita pela seguinte equação

T µνbm =
1

2
GµαF̃ ν

α , (2.26)

onde o índicem caracteriza a corrente em meios materiais. Logo, a corrente de Bargmann-
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Wigner total conservada é

T µνm = T µνf + T µνbm | ∂µT µνm = 0 . (2.27)

Dos resultados obtidos até aqui, vemos que só existe distinção entre as correntes de spin no

vácuo e na matéria no setor bosônico. Para entender isto, perceba que as transformações

dos campos sob o grupo L(1, 3) não são alteradas, independente da teoria, ou seja, estas

transformações são intrínsecas dos campos. A partir de (1.9), como estamos considerando

só transformações nos campos, a parte que contribui para corrente de Bargmann-Wigner

envolve somente transformações nos campos e suas derivadas. A partir de (2.2), nota-se

a forma como o campo eletromagnético se comporta em um meio material arbitrário, ou

seja, o campo F sofre uma torção através do tensor χ. Ainda, o tensor χ está acoplado

às derivadas do campo fundamental da teoria eletromagnética, que é o campo de calibre

Aµ, como comentado no capítulo 1 desta dissertação. Este é um fato que independe de

outros campos na teoria, pois isto é intrínseco da descrição covariante das equações de

Maxwell em meios materiais, de forma a obtermos as equações de Maxwell corretas.

Para entender o setor fermiônico, perceba que os férmions de Dirac foram intro-

duzidos na teoria de forma convencional, ou seja, foi feito um acoplamento mínimo com

o campo eletromagnético através do potencial eletromagnético. Aqui, nos propomos a

apresentar a corrente que surge nas equações de Maxwell através da introdução de cam-

pos portadores de carga elétrica, nesta situação, campos de Dirac. Como comentamos,

a alteração da corrente de Bargmann-Wigner só é possível se acoplarmos termos novos

nas derivadas dos campos. Para o campo eletromagnético foi possível devido as caracte-

rísticas antissimétricas dos tensores F e χ. Para o campo de Dirac isto não é possível,

perceba através de S0 que não é possível acoplar o tensor χ com termos de derivadas

de ψ. Isto pelo fato da simetria das derivadas, e ainda, se levarmos em conta as partes

simétricas de χ precisaríamos de derivadas de segunda ordem nos campos ψ, o que não é

usual no formalismo das teorias de campos fermiônicos. Além disso, estaríamos fazendo

outra teoria4, e não uma teoria de Dirac.
4A equação (2.2) é só uma forma auxiliar para o tratamento da teoria de Maxwell em meios materiais,
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2.3 Restaurando a invariância de calibre da corrente de

Bargmann-Wigner

Como a corrente de Bargmann-Wigner fermiônica é a mesma, a questão da invari-

ância de calibre dessa corrente foi tratada na seção 1.4. Foi mostrado que a equação (1.26)

não era invariante de calibre. Tal fato nos levou a obter a corrente invariante de calibre

mostrada em (1.34), onde esta corrente apresentou quebra da equação da continuidade,

como pode ser visto em (1.41).

A alteração da corrente de Bargmann-Wigner bosônica nos obriga a estudar a 4-

divergência da equação (2.26). Então

∂µT
µν
bm =

1

2
(∂µG

µα) F̃ ν
α +

1

2
Gµα∂

µF̃αν , (2.28)

∂µT
µν
bm =

1

2
jαF̃ ν

α +
1

4
Gµα

(
∂µF̃αν − ∂αF̃ µν

)
, (2.29)

onde foi utilizada (2.20) e antissimetrizamos o segundo termo. De posse dessa equação,

identificamos o segundo termo com (1.43), seguindo os mesmos passos apresentados na

seção 1.3, ou seja, utilizando (1.43) e o penúltimo termo de (1.45), é possível mostrar que5

∂µT
µν
bm =

1

2
jαF̃

αν +
1

3!
Gµαενµαγ∂σF

σγ . (2.30)

Utilizando a equação (2.14), a expressão (2.30) pode ser reescrita como

∂µT
µν
bm =

1

2
jαF̃

αν +
1

12
Gµαενµαγ∂σ

(
χσγβδGβδ

)
. (2.31)

Aqui as derivadas atuam tanto no tensor de curvatura Gβδ como no campo estrutural

χσγβδ (Neste caso, se o material for não uniforme). Num meio uniforme, as derivadas sobre

χσγβδ serão imediatamente nulas, mas se feitas em relação a um sistema de coordenadas

Cartesiano [34].

não se trata de uma nova teoria eletromagnética [34].
5Esta equação poderia ser escrita como ∂µT

µν
bm = 1

2 F̃
αν + 1

4ε
νβσ
α Gµα∂µFβσ. Contudo, o limite para o

caso de vácuo não é fácil de visualizar imediatamente nesta equação.
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2.4 Componentes do setor bosônico na matéria

Na seção anterior mostramos que não ocorreu alteração na corrente de Bargmann-

Wigner fermiônica nem em sua 4-divengência, então segue imediatamente que as compo-

nentes no espaço e tempo dessas quantidades não são alteradas, apresentando as mesmas

formas mostradas na subseção 1.5.1. Vejamos agora como é decomposta a corrente bosô-

nica em meios materiais:

T 00
bm =

c

2

−→
D.
−→
B = cM ,

T 0i
bm = −1

2

(−→
D ×

−→
E
)i

= cN i ,

T i0bm = −1

2

(−→
H ×

−→
B
)i

=Mi ,

T ijbm = − c
2

(−→
D
−→
B
)ij
− 1

2c

(−→
E .
−→
H
)
δij +

1

2c

(−→
E
−→
H
)ij

= N ij , (2.32)

onde usamos na última equação de (2.32) a notação AiCj =
(−→
A
−→
C
)ij

. Vemos claramente

que no caso de um meio com anisotropia a segunda e a terceira equações de (2.32) não

são imediatamente nulas. Neste caso, os campos
−→
D e
−→
H não são somente funções de

−→
E e

−→
B , respectivamente. Ocorre uma mistura entre os campos, como vemos em (2.6) e (2.10).

Nesta situação, mesmo em uma onda eletromagnética, cujos campos elétrico e magnético

são mutualmente ortogonais, T µνm não será imediatamente nulo, justamente pelo fato da

mistura entre os campos acima mencionados.

Vejamos agora a decomposição da 4-divergência ∂µT
µ0
bm = ∂0T

00
bm + ∂iT

i0
bm. Neste

caso, a equação (2.31) se decompõe como

∂M
∂t

+ ∂iMi = −1

2
jiBi+

−1

3

[
−H i ∂

∂t

(
χ0i0kDk

)
−H i∂l

(
cχli0kDk

)
+H i ∂

∂t

(
1

2c
χ0ijkεjkmHm

)]
+

−1

3
H i∂l

(
1

2
χlijkεjkmHm

)
, (2.33)
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no último termo desta equação usemos

1

2
χlijkεjkm =

1

4
χrsjkεrstεlitεjkm . (2.34)

Fazendo uso da equação (2.19), é simples mostrar então que

∂M
∂t

+ ∂iMi = −1

2
jiBi+

−1

3
H i

[
1

c2
∂

∂t

(
εikDk + γikHk

)
− εilp∂l

(
−γpk†Dk + µpkHk

)]
. (2.35)

Esta equação pode ainda ser escrita de uma forma mais compacta. Usando as equações

(2.16) e (2.18),

∂M
∂t

+ ∂iMi = −1

2
jiBi − 1

3
H i

(
1

c2
∂Ei

∂t
− εilp∂lBp

)
. (2.36)

Pela equação (2.35), além das derivadas atuarem nos campos elas também podem

atuar nos coeficientes estruturais, ou seja, os coeficientes estruturais podem depender da

posição no espaço-tempo.

Ainda resta-nos decompor a 4-divergência ∂µT
µj
bm = ∂0T

0j
bm + ∂iT

ij
bm. Neste caso,

(2.31) é decomposta como

∂N j

∂t
+ ∂iN ij = −1

2

[
cρBj − 1

c

(−→
j ×
−→
E
)j]

+

+
1

3

[
Diεjik

∂

∂t

(
cχ0k0mDm

)
+Diεjik∂n

(
c2χnk0mDm

)
−Diεjik

∂

∂t

(
1

2
χ0klmεlmpHp

)]
+

+
1

3

[
−cDiεjik∂n

(
1

2
χnklmεlmpHp

)
−Hj∂n

(
cχ0n0mDm

)
+Hj∂n

(
1

2
χ0nlmεlmpHp

)]
,

(2.37)

no primeiro termo da última linha desta equação usemos

1

2
χnklmεlmp =

1

4
χrslmεrstεnktεlmp . (2.38)
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Logo, a partir de (2.19)

∂N j

∂t
+ ∂iN ij = −1

2

[
cρBj − 1

c

(−→
j ×
−→
E
)j]

+
1

3c
Hj∂n (εmnDn + γmnHn) +

−1

3
cDiεjik

[
1

c2
∂

∂t

(
εkmDm + γkmHm

)
− εknp∂n

(
−γpm†Dm + µpmHm

)]
. (2.39)

Utilizando (2.16) e (2.18), esta equação pode ser reescrita na forma

∂N j

∂t
+ ∂iN ij = −1

2

[
cρBj − 1

c

(−→
j ×
−→
E
)j]

+
1

3c
Hj∂nE

n+

−1

3
cDiεjik

[
1

c2
∂Ek

∂t
− εknp∂nBp

]
. (2.40)

Esta é a forma mais geral para ∂µT µjb . De posse de todas as componentes mais gerais

possíveis, tanto no setor da corrente como o setor das 4-divergências, como um teste

padrão, vejamos se esses resultados são consistentes, ou seja, se o limite trivial (que é o

vácuo) é recuperado.

2.4.1 Estudando os limites para um meio homogêneo e isotrópico

Tomando um meio homogêneo como limite, a equação (2.32) pode ser posta na

seguinte forma,

T 00
bm =

cε

2

−→
E .
−→
B = εrT

00
b ,

T 0i
bm = T i0bm = 0 ,

T ijbm =
1

2

(
ε0c

µr
− εr
µ0c

)(−→
E
−→
B
)ij
− ε0c

2µr

(−→
E .
−→
B
)
δij , (2.41)

onde εr = ε/ε0 e µr = µ/µ0 correspondem a permissividade elétrica e permeabilidade

magnética relativas, respectivamente. Quando os campos elétrico e magnético forem or-

togonais entre si, diferente do caso no vácuo, temos um setor da corrente que não será

imediatamente nulo, que é o caso do primeiro termo da última equação de (2.41). Note

que, se εr = µr = 1, a equação (1.53) é recuperada.
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Agora trabalhemos com a condição ∂µT µ0bm. Neste caso a contribuição para a diver-

gência será
∂M
∂t

+ ∂iMi = −1

2
jiBi − 1

3
H i

(
1

c2ε

∂Di

∂t
− µεilp∂lHp

)
,

utilizando (2.21) facilmente mostra-se

∂M
∂t

+ ∂iMi = −1

6
jiBi − c2

3
(1− µrεr)Bi∂E

i

∂t
. (2.42)

No limite de vácuo, i.e., µr = εr = 1, a primeira equação de (1.54) é recuperada.

Agora a situação ∂µT µjbm. Nesta situação os termos que contribuirão serão:

∂N j

∂t
+ ∂iN ij = −1

2

[
cρBj − 1

c

(−→
j ×
−→
E
)j]

+
1

3cε
Hj∂nD

n+

−1

3
cDiεjik

[
1

c2ε

∂Dk

∂t
− µεknm∂nHm

]
, (2.43)

logo

∂N j

∂t
+ ∂iN ij = −1

2

[
cρBj − 1

c

(−→
j ×
−→
E
)j]
− 1

3
µc
(−→
j ×
−→
D
)j

+
1

3

ρ

cε
Hj+

+
cε

3

(
1

c2
− µε

)
εjikEi∂E

k

∂t
, (2.44)

rearranjando os termos

∂N j

∂t
+ ∂iN ij =

(
1

3µrεr
− 1

2

)
cρBj − 1

c

(−→
j ×
−→
E
)j (µrεr

3
− 1

2

)

+
ε

3c
(1− µrεr) εjikEi∂E

k

∂t
. (2.45)

Assim, se µr = εr = 1, recupera-se a segunda equação de (1.54).
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2.5 Condições para conservação da corrente de Bargmann-

Wigner

Como já tratamos anteriormente, a corrente (2.27) era uma quantidade conservada,

visto que, ela é produto de uma simetria da ação (2.22). No entanto, sua não invariância de

calibre obrigou-nos a definir (2.32), corrente invariante de calibre, mas não-conservada.

Seria interessante que, além de grandezas invariantes de calibre, tivéssemos grandezas

conservadas. Para isso, devemos impor que a 4-divergência da equação (2.32) seja nula.

Analisemos separadamente o setor fermiônico e bosônico da teoria.

2.5.1 Conservação da corrente do setor fermiônico

Como queremos correntes conservadas, vamos impor que a segunda equação de

(1.52) satisfaça a equação da continuidade. Então

−→
E = − c

S0
−→
S ×

−→
B . (2.46)

Assim, a solução da equação de Dirac, por exemplo, para um campo magnético perpen-

dicular a corrente
−→
S , nos fornece a estrutura de

−→
S , e por sua vez, nos permitirá avaliar

o campo elétrico. Deste modo, podemos impor vínculos para
−→
E . Note que, neste caso

−→
E e

−→
S são mutualmente ortogonais. Assim, a primeira equação de (1.52) satisfaz ime-

diatamente a condição de conservação, visto que
−→
S .
−→
E = 0, mostrando consistência nos

vínculos.

2.5.2 Conservação da corrente do setor bosônico em meios dielé-

tricos

Mostramos anteriormente que ∂µT µνbm quando decomposta no espaço e tempo nos

fornece duas equações de continuidades violadas, são elas: (2.36) e (2.40), válidas para
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meios gerais. Impondo a condição de conservação para ∂µT µνbm, a partir da equação (2.36):

1

2

−→
j .
−→
B +

1

3

−→
H.

(
1

c2
∂
−→
E

∂t
−
−→
∇ ×

−→
B

)
= 0 . (2.47)

Um segundo vínculo pode ser extraído de (2.40):

−1

2

[
cρ
−→
B − 1

c

(−→
j ×
−→
E
)]

+
1

3c

(−→
∇ .
−→
E
)−→
H − 1

3
c
−→
D ×

(
1

c2
∂
−→
E

∂t
−
−→
∇ ×

−→
B

)
= 0 . (2.48)

Contudo, nos restringimos a estudar a conservação da corrente bosônica em meios

dielétricos. Meios dielétricos são aqueles que possuem densidades de carga e corrente nulas,

ou seja, ρ = 0 e
−→
j = 0, senão, muito próximas disso. Na teoria aqui tratada, os férmions

em questão são férmions de Dirac, i.e., férmions massivos e portadores de carga elétrica,

cujo spinor ψ possui quatro componentes, onde este é decomposto em dois spinores de

duas componentes, descrevendo elétrons e pósitrons. Então, se não temos nem densidade

de carga nem corrente a teoria é livre, não existem férmions. Segue imediatamente que a

corrente de spin fermiônica é nula. Então, só podemos ter vínculos oriundos da corrente

bosônica. Nesta situação, não precisamos impor condições de conservação para corrente de

Bargmann-Wigner, a conservação emerge naturalmente do teorema de Noether, pois a não

conservação da corrente de Bargmann-Wigner total surgia pela imposição da invariância

de calibre da parte fermiônica da corrente. Na condição de meios dielétricos, a partir de

(2.47) teremos o seguinte vínculo.

−→
H.

(
1

c2
∂
−→
E

∂t
−
−→
∇ ×

−→
B

)
= 0 , (2.49)

Este é o vínculo mais geral possível para (2.36). De (2.49), notamos que o campo indu-

ção magnética deve ser ortogonal a quantidade entre parênteses. A partir de (2.48), na

condição de meios dielétricos, obtemos um segundo vínculo,

−→
H =

c2

−→
∇ .
−→
E

−→
D ×

(
1

c2
∂
−→
E

∂t
−
−→
∇ ×

−→
B

)
. (2.50)
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Mas para isso
−→
∇ .
−→
E 6= 0. A quantidade

−→
∇ .
−→
E não pode ser identificada como uma

densidade de carga elétrica sobre a permissividade elétrica do meio pois ainda estamos num

meio arbitrário com anisotropias. Conclui-se então que
−→
H ,
−→
D e o termo entre parênteses

são todos ortogonais entre si. Ainda, caso (2.50) seja satisfeita, automaticamente o vínculo

mostrado pela equação (2.49) é satisfeito, mostrando novamente consistência na imposição

de vínculos para conservação das correntes bosônicas.

Os vínculos acima são válidos para meios não-linerares. Assim, devemos ter um

suposto material onde as condições para este vínculos já mencionadas acima seja satisfeita,

ou seja, quem são εij, (µ−1)
ij, γij e γij†?

A seguir vejamos situações mais específicas, oriundas da conservação da corrente

de Bargmann-Wigner bosônica.

1. Meios lineares

Impondo esta condição, podemos usar a equação (2.21) e reescrever a expressão

(2.49) como

(1− µrεr)
−→
B .
∂
−→
E

∂t
= 0 . (2.51)

Agora, a partir de (2.50),

−→
B = µε2 (1− µrεr)

−→
E × ∂

−→
E

∂t
. (2.52)

Veja novamamente que os vínculos acima são válidos simultaneamente. Caso os

campos elétrico e magnético sejam ortogonais entre si, na situação de meios lineares,

a corrente T µjbm será não nula e conservada.

2. Meios não-lineares exóticos

Caso tenhamos um material com coeficientes constitutivos εij, (µ−1)
ij, γij e γij† tal
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que:

−→
H.

(
1

c2
∂
−→
E

∂t
−
−→
∇ ×

−→
B

)
6= 0 ,

−→
H 6= c2

−→
∇ .
−→
E

−→
D ×

(
1

c2
∂
−→
E

∂t
−
−→
∇ ×

−→
B

)
, (2.53)

teremos quebra de simetria de Lorentz. Mesmo neste caso, os vínculos de certa forma

têm uma relação, visto que, a quebra de simetria ocorre simultaneamente. Nesta

situação não podemos descrever as propriedades de um material por um tensor

constitutivo de quarta ordem, χµναβ.

3. Vínculo
−→
∇ .
−→
E = 0

Com este vínculo, é possível obter mais um vínculo para a conservação da corrente

bosônica
−→
D ×

(
1

c2
∂
−→
E

∂t
−
−→
∇ ×

−→
B

)
= 0 . (2.54)

As quantidades acima são paralelas.
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Capítulo 3

Teorias de Yang-Mills

Apresentamos nos capítulos anteriores o estudo das simetrias de teorias de calibre

Abelianas sob o grupo de estabilidade e as respectivas correntes geradas. Nada mais

natural generalizarmos esses estudos às teorias de calibre não-Abelianas, sendo mais es-

pecíficos, teorias de Yang-Mills. Faremos neste capítulo uma breve discussão acerca das

teorias de Yang-Mills. Isto será útil para fixar notações que serão utilizadas ao longo do

texto principalmente no tema central desta dissertação.

3.1 Teorias de calibre não-Abelianas e suas simetrias

Como já mencionamos, as teorias de calibre tratam das simetrias no espaço interno

dos campos. Transformações de simetrias globais implicam numa carga conservada. A

hipótese de que a simetria do isospin é uma simetria de calibre local foi primeiramente

proposta por C. N.Yang e R. L. Mills em 1954 [43]. As teorias de Yang-Mills generalizam

o princípio da invariância de calibre da interação entre cargas elétricas mediadas pelo

campo eletromagnético para o caso de isospins interagentes, onde o responsável por esta

interação seriam os campos de calibre, ou campos de Yang-Mills.

Podemos descrever uma teoria de calibre em três setores: o setor fermiônico (des-

crito pelos campos de matéria), o setor de interação (no qual a interação entre férmions é

medida por uma campo de calibre) e um setor puramente bosônico que envolve somente
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os campos de Yang-Mills:

S = S0 + Sint + SYM , (3.1)

onde S0 é ação fermiônica, Sint é o termo de interação e SYM a ação de Yang-Mills,

S0 =

∫
d4xψ(iγµ∂µ −m)ψ ,

Sint = −g
∫
d4xψγµAµψ ,

SYM = −1

4

∫
d4xF µν

a F a
µν . (3.2)

O tensor de curvatura para esta teoria e seu dual são definidos como

F µν
a = ∂µAνa − ∂νAµa − gf bca A

µ
bA

ν
c ,

F̃µν =
1

2
εµνβσFβσ , (3.3)

onde

Fµν = F µν
a ta , (3.4)

sendo ta os N2 − 1 geradores das transformações infinitesimais em SU(N), são matrizes

Hermitianas de traço nulo e obedecem a álgebra de Lie usual

[ta, tb] = ifabc t
c , {a, b, c} =

{
1, 2, ..., (N2 − 1)

}
, (3.5)

onde fabc são as constantes de estrutura do grupo, reais e totalmente antissimétricas em

seus índices. Se fabc = 0 ∀ a, b e c, o grupo é dito Abeliano. A condição de normalização

do traço é dada por

Tr
(
tatb
)

=
1

2
δab . (3.6)

Ainda, as constantes de estrutura obedecem a identidade de Jacobi.

fabpfp
cq + f capfp

bq + f bcpfp
aq = 0 . (3.7)

Como sempre, o termo de interação deve conter um campo de calibre, pois ele
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é responsável pela conexão entre os campos. Os campos ψ são férmions de Dirac1. A

quantidade g é a constante de acoplamento dos campos espinoriais com os campos de

Yang-Mills. Os campos Aµ = Aµat
a são os campos de Yang-Mills, escritos como uma

combinação linerar de N2 − 1 geradores. Os termos Aµa descrevem N2 − 1 campos de

calibre envolvidos na teoria.

A partir da ação (3.1) podemos extrair as equações do campo espinorial.

(iγµDµ −m)ψ = 0 ,

ψ(iγµ
←−
D †µ +m) = 0 , (3.8)

onde a derivada covariante é uma matriz Dµ = ∂µ + igAµ. Para o campo de calibre as

equações são

∂νF
aνµ = gψγµtaψ + gfabcAbνF

νµ
c ,

DµF̃µν = 0 . (3.9)

A ação (3.1) é obtida pela imposição da invariância de calibre local para uma teoria

de campo [5], ou seja, impondo que S0 seja invariante por transformações do grupo SU(N)

local, os campos fermiônicos transformam-se da seguinte maneira

ψ′ = e−igαataψ ,

ψ
′

= ψeigαata . (3.10)

Estas transformações podem ser postas na forma infinitesimal,

δgψ = −igαataψ ,

δgψ = igψαat
a , (3.11)

1Na verdade, nesta teoria os campos de Dirac possuem índices na representação fundamental, i.e., ψk,
k = 1, 2, ..., dimR, onde k é um índice de simetria interna e dimR é a dimensão da representação do grupo
de simetria interna G. Na teoria de calibre que estamos tratando este grupo é o SU(N) e dimR = N .
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onde o operador unitário é definido por U = e−igαata e αa é um parâmetro dependente

da posição no espaço-tempo. Contudo, para deixar S0 invariante de calibre a derivada

ordinária ∂µ deve ser substituída pela derivada covariante Dµ, e esta deve se transformar

como matéria, D′µψ′ = exp (−igαata)Dµψ. Isto leva à seguinte transformação de calibre

para o campo de Yang-Mills,

A′µ = UAµU−1 +
i

g
(∂µU)U−1 , (3.12)

que, de forma infinitesimal, se reduz a

δAaµ = Dac
µ αc , (3.13)

onde Dac
µ = ∂µδ

ac − gfabcAbµ é a derivada covariante na representação adjunta. Contudo,

o campo Aµ não possui dinâmica própria. Isto é resolvido pela introdução de um termo

"cinético", i.e., SYM . A partir das equações (3.3) e (3.13), é possível mostrar que o tensor

de curvatura transforma-se como

F ′µν = UFµνU−1 , (3.14)

ou, infinitesimalmente

δFaµν = gf bca αbFcµν . (3.15)

Note que estas transformações deixam SYM invariante. Percebemos então que a ação

(3.1) é construída através das transformações locais dos campos da teoria e a parte do

acoplamento entre os campos de matéria e os campos de calibre é contida na derivada

covariante. Perceba ainda que Fµν transforma-se covariantemente sob transformações de

calibre. Isto não acontece para Aµ, cuja transformação é inomogênea.

A partir de (3.9) vemos que a corrente gψγµtaψ não é estritamente conservada2, a
2Apesar dessa corrente não ser estritamente conservada, é possível mostrar que ela é conservada

covariantemente.
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corrente conservada agora é

jaµ = gψγµtaψ + gfabcAbνF
νµ
c . (3.16)

Esta corrente pode ser obtida a partir das transformações globais dos campos da ação

(3.1) e fazendo uso de (1.9).

A razão de gψγµtaψ não ser conservada reside no fato de que, sob uma transforma-

ção global, os campos de calibre são não invariantes. Em outras palavras, eles são campos

carregados com respeito à simetria de calibre. No contexto da QCD, podemos entender

porque a corrente gψγµtaψ não é conservada. Esta é uma corrente de cor, ou seja, os

quarks podem emitir e absorver carga de cor através da emissão e absorção de glúons que

também carregam carga de cor. Logo, a carga de cor é conservada levando em conta as

cargas dos quaks e dos glúons [44]. Diferentemente do eletromagnetismo, os campos de

Yang-Mills são campos carregados e autointeragentes. A autointeração pode ser vista a

partir do tensor de curvatura para os campos de Yang-Mills, onde aparece um termo não

linear.

Assim como numa teoria de calibre Abeliana, podemos definir as transformações

quirais para uma teoria de calibre não-Abeliana. São elas

δqψ = −iαaγ5taψ ,

δqψ = −αaψtaγ5 ,

δqAaµ = 0 , (3.17)

onde αa é agora um parâmetro constante. A corrente quiral não-Abeliana [8] não conser-

vada é

Saµ = ψγµγ5taψ , (3.18)

de modo que Dac
µ S

cµ = 2imψγ5taψ. Notamos que a corrente quiral não-Abeliana, no caso

de férmions não massivos, só é conservada covariantemente.

Depois de uma breve introdução às teorias de Yang-Mills, generalizemos o estudo
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das seções 1.3 e 1.4 para teorias de Yang-Mills, vejamos suas consequências e se o limite

Abeliano pode ser recuperado.

3.2 Simetrias sob o grupo de estabilidade L(1, 3)

Usando (1.24), os campos de matéria transformam-se sob o grupo de estabilidade

da seguinte forma

δlψ = −iωµW µ
Fψ ,

δlψ = −iψ
←−
W µ

Fωµ , (3.19)

onde ωµ é um parâmetro real e constante e o índice3 F denota o caráter fermiônico. A

partir do teorema de Noether (1.9), a corrente associada a essa simetria é

T µνF = ψγµW ν
Fψ . (3.20)

Esta é a corrente de Bargmann-Wigner, lembrando que neste caso temos N campos ψ.

Para campos bosônicos devemos usar (1.27). Assim, as transformações sob o grupo

de estabilidade para Aaα são

δlA
a
α = iωνWBανσA

aσ , (3.21)

onde o índice B caracteriza o comportamento bosônico.

δlA
a
α =

1

2
ωνεα

νσβ∂βA
a
σ . (3.22)

Então, para o campo de calibre a corrente de Bargmann-Wigner é

T µνB =
1

2
εα
νβσF µα

a ∂βA
a
σ . (3.23)

3Neste capítulo os índices que especificam as correntes para cada tipo de campo serão escritos em
letras maiúsculas, a fim de evitar confusão com os índices de grupo.
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Logo, do teorema de Noether, a corrente de Bargmann-Wigner total conservada é

T µν = T µνF + T µνB | ∂µT µν = 0 . (3.24)

3.3 Restaurando a invariância de calibre da corrente de

Bargmann-Wigner

Apesar da corrente T µν ser conservada, ela não é uma quantidade invariante de

calibre. O setor fermiônico, como no caso Abeliano, quebra a simetria de calibre da

corrente de Bargmann-Wigner. Agora até o setor bosônico contribui para a quebra de

simetria de calibre, ou seja

δgT
µν = δgT

µν
F + δgT

µν
B 6= 0 , (3.25)

e assim, a partir do princípio de calibre, ela não pode ser associada a um observável físico.

A seguir, iremos mostrar que a quebra da simetria de calibre ocorre nos dois setores, e

restaurar a simetria da corrente de Bargmann-Wigner. Iniciemos com o setor fermiônico

δgT
µν
F = igψαat

aW νψ + ψγµW ν(−igαataψ) ,

δgT
µν
F = −igψγµ(W ναa)t

aψ . (3.26)

Utilizemos o mesmo método usado nas seções 1.4 e 2.3, ou seja, levemos a derivada

ordinária ∂α do vetor de Pauli-Lubanski numa derivada covariante Dα, de modo a termos

Wν
F = −1

2
γ5σναDα , (3.27)

implicando na seguinte corrente de Bargmann-Wigner para o setor fermiônico

T µνF =
1

2
ψγ5γµσναDαψ , (3.28)
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ou então

T µνF = T µνF +
ig

2
ψγ5γµσναAαψ , (3.29)

A fim de mostrar a invariância de calibre local dessa quantidade, efetuemos uma trans-

formação de calibre

δgT µνF = δT µνF +
ig

2
δψγ5γµσναAαψ +

ig

2
ψγ5γµσναδAαψ +

ig

2
ψγ5γµσναAαδψ , (3.30)

fazendo uso das equações (3.11) e (3.13)

δgT µνF =
ig

2
ψγµγ5σνα(∂ααb)t

bψ − g2

2
ψγ5γµσνααbt

bAαψ +

+
ig

2
ψγ5γµσνα(gf bca αbAcα + ∂ααa)t

aψ +
g2

2
ψγ5γµσναAααbtbψ

δgT µνF = −g
2

2
ψγ5γµσνα[αbt

b,Aα]ψ +
ig2

2
ψγ5γµσναf bca αbAcαt

aψ , (3.31)

segue imediatamente que

δgT µνF = 0 . (3.32)

Vejamos agora o setor bosônico. Efetuando uma transformação de calibre na expressão

(3.23)

δgT
µν
B =

1

2
εα
νβσ
(
gαbf

bc
a F

µα
c

)
∂βA

a
σ +

1

2
εα
νβσF µα

a ∂β
(
gfabcαbAcσ + ∂σα

a
)
,

δgT
µν
B =

g

2
εα
νβσαbf

bc
a F

µα
c ∂βA

a
σ +

g

2
εα
νβσfabcF µα

a (∂βαb)Acσ +

+
g

2
εα
νβσfabcαbF

µα
a ∂βAcσ +

1

2
εα
νβσF µα

a ∂β∂σα
a . (3.33)

Fazendo a troca de índices c↔ a no terceiro termo desta equação e usando a antissimetria

das constantes de estrutura, e ainda, utilizando o fato de que a contração de termos

antissimétricos com termos simétricos é nula, obtém-se

δgT
µν
B =

g

2
εα
νβσfabcF µα

a (∂βαb)Acσ . (3.34)
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Como já havíamos comentado, diferentemente do caso Abeliano, a corrente bosônica não

é invariante de calibre. Antissimetrizando a equação (3.23)

T µνB =
1

4
εα
νβσF µα

a

(
∂βA

a
σ − ∂σAaβ

)
. (3.35)

Perceba que, mesmo que substituíssemos a derivada ordinária por uma derivada cova-

riante como no caso férmiônico, não obteríamos uma quantidade invariante de calibre.

Entretando, vamos introduzir a quantidade −gfabcAbβAcσ no termo entre parênteses da

equação (3.35),

T µνB =
1

4
εα
νβσF µα

a

(
∂βA

a
σ − ∂σAaβ − gfabcAbβAcσ

)
=

1

4
εα
νβσF µα

a F aν
α ,

T µνB =
1

2
F µα
a F̃ aν

α , (3.36)

onde usamos a equação (3.3). Nota-se facilmente que essa corrente é invariante de calibre.

No entanto, mostremos isto.

A corrente (3.36) sob uma transformação de calibre pode ser escrita como

T
′µν
B =

1

2
εα
νβσTr

(
F ′µαF ′

βσ

)
=

1

2
εα
νβσTr

(
UFµαU−1UFβσU−1

)
, (3.37)

onde usamos (3.14). Utilizando o fato que U−1U = 1 e a ciclicidade do traço, é simples

mostrar que

T
′µν
B = T µνB , (3.38)

como queriamos demonstrar. Assim, a corrente de Bargmann-Wigner invariante de calibre

pode ser escrita como

T µν = T µνF + T µνB . (3.39)

O preço que se paga por restaurar a invariância de calibre da corrente de Bargmann-

Wigner total é que, a corrente T µν não é fruto de uma simetria da ação (3.1), ou seja, T µν

não é conservada. Vejamos como se comporta a 4-divergência separadamente, para o setor

fermiônico e também para o bosônico. Iniciemos com o setor fermiônico. Reescrevendo
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(3.29) como

T µνF =
1

2
ψγ5γµσνα∂αψ +

ig

2
ψγ5γµσναAαψ , (3.40)

utilizando σνα = i [γνγα − ηνα] e (3.8)

T µνF =
1

2
mψγ5γµγνψ − i

2
ψγ5γµ∂νψ +

g

2
ψγ5γµAνψ , (3.41)

atuando a 4-divergência nesta equação

∂µT µνF = −1

2
m∂µψγ

µγ5γνψ +
1

2
mψγ5

(
2δνµ − γνγµ

)
∂µψ +

i

2
∂µψγ

µγ5∂νψ+

− i
2
ψγ5∂ν (γµ∂µψ)− g

2
∂µψγ

µγ5Aνψ +
g

2
ψγ5γµ∂µAνψ +

g

2
ψγ5Aνγµ∂µψ , (3.42)

onde usamos γµγν = 2δνµ − γνγµ. Utilizando (3.8)

∂µT µνF = −ig
2
mψγµγ5γνAµψ −

i

2
m2ψγ5γνψ +mψγ5∂νψ +

ig

2
mψγ5γνγµAµψ +

+
i

2
m2ψγ5γνψ − g

2
ψγµγ5Aµ∂νψ −

1

2
mψγ5∂νψ − g

2
ψγ5γµ∂νAµψ +

− g

2
ψγ5γµAµ∂νψ −

1

2
mψγ5∂νψ − ig2

2
ψγµγ5AµAνψ −

ig

2
mψγ5Aνψ +

+
g

2
ψγ5γµ∂µAνψ −

ig2

2
ψγ5γµAνAµψ −

ig

2
mψγ5Aνψ . (3.43)

Utilizando a propriedade γ5γµ = −γµγ5

∂µT µνF =
ig

2
mψγ5 (γµγν + γνγµ)Aµψ − igmψγ5Aνψ

+
g

2
ψγ5γµ (∂µAν − ∂νAµ + ig[Aµ,Aν ])ψ . (3.44)

De (A.9), (3.3), (3.5) e (3.18), é possível mostrar que

∂µT µνF = −g
2
SaµF

µν
a , (3.45)

onde Saµ é descrita pela equação (3.18).
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Vejamos agora o caso do setor bosônico. Atuando a 4-divergência em (3.36)

∂µT
µν
B =

1

2
(∂µF

µα
a ) F̃ aν

α +
1

2
F a
µα∂

µF̃αν
a ,

∂µT
µν
B =

1

2
jαa F̃

aν
α +

1

4
F a
µα

(
∂µF̃αν

a − ∂αF̃ µν
a

)
, (3.46)

onde utilizamos (3.9) e antissimetrizamos o segundo termo. Definindo

Kµαν
a = ∂µF̃αν

a − ∂αF̃ µν
a . (3.47)

Temos que

∂µT
µν
b =

1

2
jaαF̃

αν
a +

1

4
F a
µαK

µαν
a . (3.48)

Seguindo os mesmos passos utilizados na seção 1.4 encontra-se

Kνµα
a =

4

3!
ενµαγjaγ . (3.49)

Logo, de (3.49) em (3.48) obtemos finalmente

∂µT µνB =
1

6
jaµF̃

µν
a . (3.50)

As equações (3.45) e (3.50) expressam a não conservação da corrente de Bargmann-

Wigner invariante de calibre, e mantidas separadamente desde que elas são obtidas in-

dependentemente da equação da continuidade (3.25). Nota-se que o resultado para as

4-divergências do setor fermiônico e bosônico é semelhante ao caso Abeliano. Vemos

ainda que a teoria aqui tratada possui como limite a teoria Abeliana.
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Conclusões

Por considerarmos um tratamento com base em teorias de calibre, as correntes de

spin surgem como algo fundamental da teoria, pela análise das simetrias do espaço-tempo

e simetrias de calibre das teorias de calibre aqui abordadas. Em vez de uma abordagem

com a mecânica quântica relativística, o tratamento por teorias de calibre nos mostra que

as generalizações covariantes das correntes de spin podem ter aplicações no contexto das

interações fundamentais.

O fato de descrevermos generalizações relativísticas das correntes de spin pelo for-

malismo covariante, não se limita na procura da descrição dos observáveis físicos de ma-

neira mais formal, mas também na procura de correções na teoria. Sabemos que uma

teoria relativística quando tomada no limite não relativístico, nos permite fazer corre-

ções numa teoria não-relativística, a número de ordens de c−1 quantas forem necessárias.

Um exemplo bastante conhecido é a previsão correta para o fator giromagnético do elé-

tron, tomando o limite não-relativístico da equação de Dirac. Num esquema de segunda

quantização, mais correções quânticas podem surgir para esse fator. Foi mostrado nesta

dissertação e em [24] que a não-conservação da corrente de spin (ver (1.41)) surge como

uma imposição da invariância de calibre dos observáveis físicos. Este fato levou-nos a

escolher objetos invariantes de calibre ao invés de objetos conservados, mostrando assim

a importância do princípio de calibre não só nas teorias de calibre, mas em outras áreas

da Física. Não foi resolvido aqui o problema da não-conservação da corrente de spin, no

sentido da conservação surgir como algo fundamental da teoria. Tal conservação só foi

possível sob certas condições. Isto é algo que aparece nos trabalhos onde a corrente de

spin é conservada [13, 17, 20]. Contudo, podemos compreender como essa não conservação
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surge a partir do ponto de vista das teorias de campos de calibre [24].

Do ponto de vista do setor bosônico, mostramos que a corrente de Bargmann-

Wigner bosônica, mostrada na equação (1.30), também apresenta quebra da equação da

continuidade para o caso de uma teoria que contenha férmions, como pode ser visto em

(1.49). Tal corrente pode ser usada para inferir desvios na perpendicularidade entre os

campos elétrico e magnético. Caso a equação (1.49) seja diferente de zero, ela pode ser

associada a um tipo de força de monopólo magnético, com densidades de carga e corrente

magnéticas efetivas.

A descrição covariante da eletrodinâmica foi necessária. Isto no intuito de acoplar

férmions de Dirac à teoria. Como pode ser visto no capítulo 1, o acoplamento de férmions

com o campo eletromagnético é o acoplamento padrão, isto é algo intrínseco da interação

entre os férmions e o campo eletromagnético, a interação de férmions com o material não

foi considerada. Os possíveis acoplamentos com meio material poderão ser feitos através

das matrizes σµν , que são os únicos objetos antissimétricos na teoria do campo de Dirac,

isto torna a possibilidade para acoplamentos com o tensor antissimétrico χ. Apesar de

não termos considerado interação do campo spinorial com o material, correções quânticas

podem aparecer num esquema de segunda quantização. Observe a partir da ação SMM ,

que contém o tensor χ. No contexto de quantização do campo eletromagnético na matéria,

o campo χ contribuirá para o propagador do fóton, que por sua vez constará em termos

de auto-interação do elétron, provocando correções quânticas na massa do elétron.

No contexto da eletrodinâmica no vácuo, a corrente de Bargmann-Wigner, na mai-

oria dos casos é nula, se não, existe uma não-perpendicularidade entre os campos elétrico

e magnético. Mostramos no capítulo 2 que, a corrente de Bargmann-Wigner não pode ser

considerada nula imediatamente. Mesmo sistemas que matêm a perpendicularidade entre

os campos elétrico e magnético, anisotropias do material ou anisotropias induzidas acar-

retam numa corrente bosônica não nula. No caso de um meio material dielétrico linear,

teremos conservação da corrente T µνB , e ainda, essa quantidade não será nula.

Em meios dielétricos gerais, a corrente de Bargamann-Wigner representa uma gran-

deza conservada. Devido a não linearidade do meio, as equações de Maxwell inomogêneas
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não podem ser postas em função dos campos elétrico e magnético. Como a corrente de

Bargman-Wigner bosônica deve ser conservada, é possível obter vínculos entre os cam-

pos no meio material. Isto poderá ser útil para a obtenção das propriedades dos meios

materiais.

A necessidade de conservação das correntes de spin levou-nos a impor condições

de conservação. Estas condições produziram vínculos entre os campos. A questão é

resolver as equações de campos para esses vínculos. Numa teoria de férmions e bósons, a

combinação entre esses campos pode ser útil no controle e transporte de informação em

dispositivos baseados em correntes de spin. Caso o interesse seja somente na aplicação em

dispositivos baseados em fotônica, os vínculos obtidos no caso de meios dielétricos contêm

relações entre os campos aplicados e os campos de resposta do material. Então podem

ser estudas as propriedades físicas dos meios em questão.

Quanto ao caso não-Abeliano, a quebra das equações da continuidade nos setores

fermiônico e bosônico mostradas nas equações (3.45) e (3.50) se reduzem ao caso da teoria

Abeliana no vácuo, i.e., a eletrodinâmica no limite em que fabc = 0 e g → e, as equações

(1.41) e (1.49) são recuperadas. Perceba que, tanto no caso Abeliano quanto no não-

Abeliano, as equações de continuidade da corrente de Bargmann-Wigner são satisfeitas

no caso de não termos campos de calibre na teoria, isto é, as equações (1.41) e (3.45)

são iguais a zero. Entretanto, a conservação das correntes de Bargmann-Wigner não

será satisfeita simultaneamente na teoria Abeliana e não-Abeliana nos setores bosônicos,

mesmo no caso de uma teoria sem férmions. Note que, no caso Abeliano de uma teoria

livre, sem férmions, ou seja, jµ = 0, a corrente de Bargmann-Wigner, representada agora

somente pelo setor bosônico (veja (1.49)), será conservada. No entanto, isto não acontece

para uma teoria livre no caso não-Abeliano. A partir de (3.16), vemos que existe uma

corrente oriunda da parte bosônica da teoria. Logo, nesta situação a equação (3.50) não

será imediatamente nula. Isto já era de se esperar pois a corrente de Bargmann-Wigner

bosônica mesmo obtida de uma teoria de Yang-Mills pura não é invariante de calibre.

Então a restauração de sua invariância de calibre não representa uma simetria da ação

(3.1), levando a não conservação dessa corrente.
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Como perspectivas futuras, pretendemos estudar possíveis acoplamentos do campo

espinorial com o tensor constitutivo χ, num intuito de descrever possíveis absorções de

eletrons livres pelo material. Ainda estudar acoplamento não mínimo para o caso da

teoria de calibre U(1) no vácuo, afim de que possamos ver se o efeito spin-Hall pode ser

obtido através desse formalismo. Também, quantizar pelo menos as teorias de calibre

U(1) no vácuo e SU(N) pelo formalismo da quantização com vínculos, com objetivo de

fazer correções quânticas na teoria e obtermos mais perspectivas num cenário de interações

fundamentais.
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Apêndice A

Notações

Neste trabalho usaremos o tensor métrico definido da seguinte forma

η = diag (+1,−1,−1,−1) . (A.1)

Deste modo, as coordenadas serão decompostas na seguinte forma

xµ ≡ (ct,−→x ) . (A.2)

As derivadas

∂µ ≡
∂

∂xµ
≡
(

1

c

∂

∂t
,
−→
∇
)
. (A.3)

O 4-potencial e a 4-corrente

Aµ ≡
(
φ

c
,
−→
A

)
, Jµ ≡

(
cρ,
−→
j
)
. (A.4)

A equação (1.3) possui como componentes no espaço e tempo os campos elétrico e mag-

nético, tal que:

F 0i = −E
i

c
,

F ij = −εijkBk , (A.5)
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onde Ei = −Ei e Bi = −Bi. De modo geral

F µν =



0 −E1/c −E2/c −E3/c

E1/c 0 −B3 B2

E2/c B3 0 −B1

E3/c −B2 B1 0


, (A.6)

O tensor de Levi-Cevita ε0123 = +1, tal que ε0ijk = εijk = −εijk. Do mesmo modo que os

campos elétrico e magnético foram escritos como componentes de F µν , podemos escrever

os campos deslocamento elétrico e indução magnética como componentes de um tensor

Gµν . Onde

G0i = −cDi ,

Gij = −εijkHk , (A.7)

tal que Di = −Di e H i = −Hi. E

Gµν =



0 −cD1 −cD2 −cD3

cD1 0 −H3 H2

cD2 H3 0 −H1

cD3 −H2 H1 0


, (A.8)

Para o tratamento de férmions será útil as seguintes relações

Da álgebra de Clifford

{γµ, γν} = 2ηµν , (A.9)
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ainda

γ5 = γ5 = iγ0γ1γ2γ3 ,

σµν =
i

2
[γµ, γν ] ,

β = γ0 ,

αi = γ0γi ,

Σi = γ5γ0γi . (A.10)

Para mais detalhes sobre as matrizes γ consultar [25].
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Apêndice B

Efeitos físicos

Vamos apresentar aqui as matrizes associadas aos efeitos físicos apresentados na

seção 2.1.

Efeito Faraday dielétrico



D1

D2

D3

H1

H2

H3


=



−ε11 0 0 0 0 0

0 −ε −iε23 0 0 0

0 iε23 −ε 0 0 0

0 0 0 µ−1 0 0

0 0 0 0 µ−1 0

0 0 0 0 0 µ−1





−E1

−E2

−E3

B1

B2

B3


, (B.1)

Campo magnético na direção x.

60



Efeito Faraday magnético



D1

D2

D3

H1

H2

H3


=



−ε 0 0 0 0 0

0 −ε 0 0 0 0

0 0 −ε 0 0 0

0 0 0 ζ11 0 0

0 0 0 0 µ−1 iζ23

0 0 0 0 −iζ23 µ−1





−E1

−E2

−E3

B1

B2

B3


, (B.2)

Campo magnético na direção x.

Atividade óptica natural



D1

D2

D3

H1

H2

H3


=



−ε 0 0 iγ11 0 0

0 −ε 0 0 iγ11 0

0 0 −ε 0 0 iγ11

−iγ11 0 0 µ−1 0 0

0 −iγ11 0 0 µ−1 0

0 0 −iγ11 0 0 µ−1





−E1

−E2

−E3

B1

B2

B3


, (B.3)

Aqui a atividade óptica tem simetria rotacional.
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Efeito Fresnel-Fizeau



D1

D2

D3

H1

H2

H3


=



−ε 0 0 0 −εαv3 εαv2

0 −ε 0 εαv3 0 −εαv1

0 0 −ε −εαv2 εαv1 0

0 εαv3 −εαv2 µ−1 0 0

−εαv1 0 εαv1 0 µ−1 0

εαv2 −εαv1 0 0 0 µ−1





−E1

−E2

−E3

B1

B2

B3


, (B.4)

com α = (1− 1/εrµr) e εr e µr a permissividade elétrica e a permeabilidade magnética

relativas, respectivamente. Nesta situação o meio tem simetria rotacional em torno da

direção do movimento (v1, v2, v3).
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