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Resumo

Neste trabalho realizamos os ajustes das Curvas de Energia Potencial (CEP’s) das moléculas
diatomicas alcalinas heteronucleares de NaLi e RbCs, respectivamente a mais leve e a mais
pesada deste grupo de moléculas. Para a realizagdo do ajuste, utilizamos o método do
Algoritmo Genético na busca dos parametros que melhor ajustam as formas funcionais
andliticas que atribuimos as CEP’s. Os dados de entrada deste ajuste sao CEP’s obtidas
através de metodologias ab initio, niveis vibracionais ou nimeros de onda associadas as
linhas espectrais obtidas através do espectro de Fluorescéncia Induzida por Laser (FIL) pela

técnica espectroscépica da Transformada de Fourier.






Abstract

In this work, we have fitted Potential Energy Curves (PECs) of alkaline heteronuclear diato-
mic molecules of NaLi and RbCs, respectively the lightest and the heaviest one of this group
of molecules. To perform the fitting, we had employed Genetic Algorithm for searching best
parameters which fit the analytical functional form that we had supposed for PECs. The
input data were obtained from theoretical PECs built by ab initio methodologies, vibrati-
onal levels or wave numbers related to spectroscopic lines from spectrum of Laser Induced

Fluorescence obtained by Fourier Transforms technique.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo das moléculas diatdémicas alcalinas tem aumentado nas tltimas décadas
com o aparecimento de novas técnicas de produc¢do de moléculas frias e ultrafrias (ver as
referéncias [1-3] e a bibliografia inclusa). O estudo destes sistemas abriram portas para a
investigacao de um novo regime quimico. Além disto, a manipulacio destas moléculas tem
sido tratada como um possivel dispositivo em um novo estigio da industria dos computa-
dores. Particulamente, a molécula heteronuclear mais pesada, RbCs, que possui o maior
momento de dipolo permanente entre as moléculas diatdémicas alcalinas, € um cadidato es-
pecial na produgdo de moléculas ultrafrias. Um célculo de estrutura eletronica ab initio é
uma tarefa dificil para os pesquisadores nesta area, considerando que o grande ntimero de
elétrons na molécula de RbCs introduz a necessidade de célculos de correlagdo eletrénica
incluindo efeitos relativisticos, no sentido de descrever a Curva de Energia Potencial (CEP)
da melhor maneira possivel. Uma das tentativas para contornar este problema incémodo é
realizar um procedimento de ajuste direto da CEP a partir das informacoes espectroscopicas
da molécula. O ajuste é realizado visando a minimizagdo de uma func¢do objetiva associada
ao desvio quadratico das quantidades experimentais e as determinadas numericamente pelo

ajuste, utilizando-se uma fung¢io analitica com parametros livres para representar a CEP.

Nas ultimas duas décadas tem crescido o interesse na aplicacdo de procedimentos
de ajuste de minimos quadrados para a obtencao de curvas de energia potencial de molécu-
las diatémicas a partir de um grande nimero de dados espectroscépicos. Este aumento de
interesse tem origem na necessidade de ultrapassar as dificuldades que surgem da utilizacao
de métodos ab initio. De uma maneira simples, esses procedimentos consistem do ajuste de
pardmetros do Hamiltoniano radial associado com o estado eletrénico de interesse de modo

que a posigao das linhas espectrais experimentais (linhas associadas a rotagao-vibracao e



rotagdo pura) ou qualquer outra informagao do espectro, como os quanta de energia, sejam
precisamente reproduzidos pelos autovalores correspondentes do Hamiltoniano. A partir
deste procedimento de ajuste direto podemos obter também as fun¢oes radiais associadas a
correcao Born-Oppenheimer dependente da massa atoémica dos niicleos, desde que os dados
estejam disponiveis para os varios isotopologos. Uma outra grande vantagem deste proce-
dimento com relacao aos procedimentos utilizando calculos ab initio vem das CEP’s serem
representadas por funcdes analiticas, diferentemente das tradicionais tabelas numeéricas que
precisam ser interpoladas e/ou extrapoladas para sua utilizagdo em outros procedimentos nos
quais sao solicitadas como entradas. Vale ressaltar neste contexto os trabalhos pioneiros de
Coxon e Hajigeorgiou [4-6] e Zimmermann e colaboradores |7] que desenvolveram primeiro
metodologias numéricas para realizacao dos ajustes diretos. Desde entdao, muitos outros
grupos [8-18] tém explorado e expandido a utiliza¢do de tais métodos. Uma abordagem
algébrica foi proposta por Ogilvie [19,20] para tratar com a reducao dos dados espectroscod-
picos diatdémicos com um conjunto compacto de parametros definindo as CEP’s e as funcoes
radiais da corregao Bohr-Oppenheimer. Com o passar dos anos, pareceu existir uma discre-
pancia entre as abordagens numeérica e algébrica: Le Roy [13] mostrou recentemente que a
fonte do desacordo é simplesmente devido a convencao de truncamento adotada por Ogilvie

para a expansdo de Dunham como ¢ implementada no programa RADIATOM [19-26].

Uma inspiragdo dos métodos de ajuste direto vem do método Rydberg-Klein-Rees
(RKR) [27-29] que, durante a segunda metade do século XX, tem sido utilizado para cons-
truir potenciais numeéricos para o estudo dos niveis rovibracionais ou da dindmica da mo-
lécula. O método RKR utiliza um procedimento direto de inversao semi-classico. Estes
potenciais numéricos podem ser usados para descrever a dindmica nuclear de moléculas di-
atéomicas. Apesar da grande precisdo destes potenciais, a abordagem semi-classica limita
a exatiddo do potencial. Adicionalmente, correcoes perturbativas de segunda ordem ou
maiores sao consideradas. Com o objetivo de ultrapassar as limitagoes, uma abordagem
da perturbagao inversa conhecida por IPA (do inglés, Inverse Perturbative Approach) foi
desenvolvida por Kosman e Hinze [30] e por Vidal e Scheingraber [31]. Em oposi¢ao ao
método semi-classico RKR, o TPA foi estabelecido como uma abordagem completamente
quantum-mecanica para obtencdo das CEP’s de moléculas diatémicas. Entretanto, ambos
RKR e IPA sdo limitados pelas regides onde niveis vibracionais sdo espectroscopicamente
observados. Desde que estes niveis para estados dissociativos sdo quase nunca determinados,

a descricao da regidao de dissociacao é um problema para estas metodologias.

Para a implementacao da busca dos paridmetros da funcdo analitica que melhor



ajustam as CEP’s utilizamos o Algoritmo Genético (AG) como metodologia. Nos tltimos
vinte anos, o AG tem se revelado uma poderosa ferramenta para pesquisa de estruturas de
aglomerados atomicos e moleculares associados a minimos globais (ver na Ref. [32] e refe-
réncias contidas), tanto quanto para estudos de otimizacao envolvidos na dobra de protei-
nas 33,34, entre outros. Embora a maioria dos trabalhos esteja focada no desenvolvimento
de AG efetivos para a otimizacao de geometria global [35-44|, existem também aplicacoes
para tratar com os processos de ajuste de dados experimentais (ver as Refs. [45,46] e bi-
bliografia inclusa). Desde que a atribui¢do as linhas espectrais é um problema bastante
complicado, existem vantagens na aplicacdo de AG’s para automatizar este processo tedi-
0so [47-50] que era tradicionalmente feito pela identificacdo visual de padroes. Algoritmos
Genéticos também tém sido aplicados com sucesso para ajustar dados espectroscopicos como,
por exemplo: Ressonéncia Magnética Nuclear [51], espectros de fluorescéncia/absor¢ao em
moléculas poliatomicas [52], espectroscopia Mossbauer [53], analise espectroscopica de raio-X
multi-objectiva [54] e determinagao espectroscopica do infra-vermelho préximo de parame-

tros de diesel combustivel [55].

Nesta tese faremos a apresentacdo da metodologia que estamos empregando para
o ajuste de curvas de energia potencial e apresentaremos os resultados para os ajustes dos
estados fundamentais das moléculas diatomicas de NaLi e RbCs. O ajuste da CEP da mo-
lécula de Nali é baseado na utilizagdo de uma CEP construida a partir da metodologia ab
initio conhecida como Teoria da Perturbacao Quase Degenerada Multiconfiguracional (mais
conhecida pela sigla MCQDPT, do inglés) e de niveis vibracionais determinados experimen-
talmente por Fellows e colaboradores [56] para o estado eletronico fundamental. A CEP ab
initio faz parte do trabalho desenvolvido pelo autor durante o mestrado [57] na Universi-
dade Federal da Bahia sob a orientagao do prof. Frederico Vasconcellos Prudente e consta de
um célculo da energia eletronica do estado fundamental 1'X* para 22 diferentes distancias
internucleares. Os niveis vibracionais determinados experimentalmente por Fellows sao ao
todo 48, sendo os quatro mais energéticos determinados a partir da extrapolagdo dos dados.
Por este motivo sé utilizamos os primeiros 44 niveis para o ajuste direto, totalizando um
dado de entrada para o ajuste com 66 informacgoes sobre o estado eletrénico. Os resulta-
dos encontrados no ajuste direto do estado fundamental da molécula de NalLi encontram-se

disponiveis na revista Journal Physics B em um artigo publicado no ano de 2008 [58].

Para a realizacdo do ajuste direto do estado eletronico fundamental 1'X+ da mo-
lécula de RbCs utilizamos quantidades obtidas diretamente do espectro de fluorescéncia

registrado por Fellows e colaboradores. Estas quantidades nao encontram-se publicados



na literatura e sdo os quanta de energia obtidos através da separacado entre as diferentes
posicoes de linhas associadas as transicOes rovibracionais entre um estado eletronico ex-
citado e o estado fundamental. Organizando as linhas do espectro em progressoes-v” as
diferencas entre as linhas destas progressoes nos fornece os quanta de energia associados a
niveis rovibracionais do estado eletronico fundamental. O desafio de realizar este segundo
ajuste é maior do que o primeiro, visto que a quantidade de informacdo no dado de entrada
totaliza 2152 quanta, uma quantidade bem maior de informagao precisando ser ajustada.
Em outro artigo publicado em 2011 [59], também na revista Journal Physics B, estao os
resultados encontrados nesta tese para o estado fundamental da molécula de RbCs. Mais
recentemente, o mesmo AG foi utilizado no ajuste da fungao potencial para Ar — CgHjo [60]
e para obter um modelo analitico para a interagao dos fons SINCS™T e (CH3)2SiNCS™ com
monocamadas [61].

A tese é dividida em capitulos e no seu final sdo encontrados alguns apéndices sobre
temas relacionados ao desenvolvimento do trabalho. No Capitulo 2 tratamos do problema
tebrico de sistemas moleculares, discutindo aproximacoes para a determinacgao de solugoes.
No Capitulo 3 tratamos das metodologias mais importantes empregadas para a reducgao de
dados e apresentamos a metodologia do Algoritmo Genético que empregamos na realizagdo
deste trabalho. No Capitulo 4 apresentamos os resultados encontrados para as moléculas
diatémicas de Nalii e RbCs e comparamos os nossos resultados com os encontrados previ-
amente na literatura. Por fim, apresentamos no Capitulo 5 as conclusoes deste trabalho.
No Apéndice A apresentamos os calculos para a transformacao entre sistema de referéncia
utilizados na descricdo da molécula, a transformacio de um sistema de referéncia fixo no
laboratorio para um fixo no centro de massa da molécula. No Apéndice B discutiremos o
Método da Representacao da Variavel Discreta ou método RVD (em inglés, DVR), que uti-
lizaremos para solugdo da equagdo de Schrédinger, determinando os autovalores associados
aos estados eletronicos em cujo ajuste estamos interessados. Finalizando a tese, apresen-
tamos o Apéndice C, no qual sdo encontradas as tabelas com todos os dados de entrada
utilizados no ajuste da molécula de RbCs, juntamente com os dados encontrados no ajuste

e uma comparacao entre eles.



Capitulo 2

O problema molecular

2.1 Definicao do problema

Escrevendo a equagdo de Schrédinger dependente do tempo para um sistema mo-

lecular temos que
=H,.q(R,7)¥Y(R,T,1),
sendo R o vetor posicdo dos ntcleos e T o vetor posicido dos elétrons com relacio a um

referencial fixo no laboratério, onde o hamiltoniano molecular para N ntcleos e n elétrons,

na auséncia de campos externos e de acoplamentos spin-érbita e spin-spin, é dado por

N n n N n N
. 72 12 e? 1 1 e 1 ZaZp
H = — \% =5 — — .
mol AZIQMA AT lZQm T 471'60 ZZAZI TiA 471’602 — Tij+47T602 =] Rap
B B J#l B#A

2~

Aqui, M4 é a massa e Z4 ¢ o namero atomico do A-ésimo nicleo, m € a massa e € é a
carga elétrica do elétron, r;4 é a distancia entre o i-ésimo elétron e o A-ésimo nticleo, r;; é a
distancia entre o i-ésimo e o j-ésimo elétron e Rap € a distancia entre os A-ésimo e B-ésimo
nicleos. O indice A sob os laplacianos indicam que as derivadas sao tomadas com respeito
as coordenadas do A-ésimo nucleo e o indice 7 que as derivadas sdo tomadas com respeito
as coordenadas do i-ésimo elétron.

Para o caso de uma molécula diatémica podemos ao invés de escrever os vetores
posicao dos ntucleos com relagdo a um sistema de referéncia cartesiano qualquer, escrever
as coordenadas dos nucleos em funcao de outros dois vetores linearmente independentes: o
vetor posicao do centro de massa dos nticleos Ry e o vetor posicao relativa R, = Ro—Rj.
Além disso, pode-se escrever os vetores posi¢do dos elétrons em funcdo do centro de massa

dos nucleos, r; =T; — Roy. Admitindo que o centro de massa dos nticleos esta em repouso,



podemos eliminar as coordenadas necessarias para a descricdo da translacdo da molécula e

reescrever o Hamiltoniano molecular como!

~ h2 h2 1 & 1 62 21Z2
H,,=—-——V& — — Vi )
mol o Rrel pot 2m r‘ 47reo Z Z 47reo 2 T o 4meq Ryel
J#i

onde o fator p é a massa reduzida dos ntcleos. Os calculos para esta transformacao sao
apresentados no Apéndice A.
Como H,,,; nio depende do tempo, a solucao da equacao de Schrédinger pode ser

escrita a partir do produto
W(Rrela r, t) = ¢(Rrel, I')T(t)

Assim sendo, podemos escrever

ih OT(t) 1 .
T 0t Gy, p) et Bt TV (Rect, 1),

Para que isto seja verdade, é necessario que os dois lados da equacdo sejam iguais

a uma constante C. A parte temporal da solugdo é dada por,

59T@) _ict
ih——= =CT(t) = T(t) =e Ct/h,

e a solucao da parte espacial é encontrada resolvendo-se o problema de autovetor e autovalor

abaixo:
I:Imol (Rreh r)¢(Rrela I‘) = Cw(Rrelv I‘)

Nesta equacao, o autovalor associado ao operador H,,,,; é a energia molecular E,,,,;.

Logo, as equacoes acima sao reescritas como
T(t) — e_iEmolt/h

I:Imol (Rrela r)w(Rrela I') = Emold}(Rrela I'), (21)
e a solucao da equacdo de Schrodinger dependente do tempo pode ser escrita como
U(Ryer; 7,1) = 9 (Ryer,r)e Fmett/,

onde (Ry¢,r) é chamada de solucao estacionaria para o sistema molecular e a equagao

(2.1) é a equagao de Schrodinger independente do tempo.

!Este resultado é uma aproximacao, pois desconsideramos um termo chamado de polariza¢io de massa,
que no caso de uma molécula diatomica é dado por — 37, . Vi-V; /2M, sendo M a massa total dos nicleos [62].



A resolucao do problema molecular passa entdo por encontrar as solucoes estacio-
nérias da equagao de Schrodinger independente do tempo. Para facilitar a compreensao do

problema molecular, reescrevemos o hamiltoniano molecular da seguinte forma:

Hmol(Rrel; I‘) - Tnu + I:Iele(Rrelv I‘) (22)

onde T, é o operador energia cinética do movimento relativo dos nicleos dado por

. K2
Tnu = _ﬂv%{rel’
e erle ¢ o hamiltoniano eletrénico dado por
n n 2 n
. h2 e2 Za ez 1 1 AV
H = — — V2 — — - — =
cle Z 2m T drweg Z Z TiA + Admeg 2 < 1i; + 4dmeg Ryl
i=1 i=1 A=1 i=1
J#
n 2 n
~ et 1 1
= h(: — — 4+ Pruc(BRrer)- 2.3
Z @0+ dmeg 2 “— 1i; T Fruc( Frel) (23)
i=1 =1
i

Aqui, h(i) é o operador hamiltoniano de uma particula para o i-ésimo elétron movendo-se

no campo elétrico dos nicleos dado por

R 12 e Za
h(i) = ——V?2 =2
Q 2m riA

r;
¢t 4dre
0 a=1

e Pouc(Ryer) € 0 potencial de interacao coulombiana entre os nicleos dado por

62 21Z2

Pnuc(RTel) - 47‘(‘60 R l.
re

O problema de resolver a equagao (2.1) a partir da equagdo (2.2) é bastante com-
plicado, j4 que o movimento dos elétrons é influenciado pela posicao dos niicleos e vice-versa.
Este acoplamento entre os movimentos nucleares e eletroénicos pode ser contornado quando

consideramos o fato da inércia eletronica ser bem menor que a nuclear.

2.2 A teoria de Born-Huang e a aproximacao adiabatica

Devido ao niicleo ser muito mais massivo que os elétrons podemos assumir que
uma pequena variacao da posicao relativa entre os nicleos reajustard instantdneamente a
“nuvem eletrénica”, rebalanceando a energia total nuclear com a energia total eletrdnica.

Fenomenologicamente, podemos imaginar que o estado desta “nuvem eletrénica” dependeré



da posicao dos niicleos, de tal forma que o estado eletronico depende do vetor posicao relativa
dos nticleos, que a partir de agora chamaremos apenas por R. Em um trabalho em 1927 [63],
Max Born e Robert Oppenheimer propdem a solucao do problema eletronico desconsiderando
o movimento dos nucleos. Neste trabalho, utilizando uma abordagem perturbativa onde
a razdo entre as massas eletronica e nuclear m/M ¢ um parametro muito pequeno, eles
mostram que a energia cinética nuclear é ordens de grandeza menor que a energia eletrénica,
podendo entdo ser desconsiderada em primeira aproximacao. Esta aproximacdo passou a
ser entdo conhecida como a aproximac¢ao de Born-Oppenheimer. Uma consequéncia direta
desta aproximacdo é a possibilidade de poder escrever a funcdo de onda total da molécula
como o produto entre uma func¢do nuclear e outra eletréonica, na qual existe uma dependéncia
paramétrica das coordenadas dos nicleos.

Para tratar o problema molecular, empregamos o formalismo variacional desenvol-
vido por Max Born e Kerson Huang [64]. Neste formalismo, a funcdo de estado ¢ expandida
por um conjunto de fung¢oes de base eletronica, como as fungoes de Born e Oppenheimer, e
os coeficientes desta expansao sao funcoes das coordenadas dos nicleos.

Assumimos inicialmente que o conjunto das fungoes {(,(r; R)} sao autofungoes do

operador hamiltoniano eletronico erle, isto é,
I:Ielega(r; R) = EEZG(R)CQ(I'; R) (24)

e que formam uma base no espaco de Hilbert para as coordenadas eletronicas independente
do valor de R.

Desta maneira podemos expandir a funcao de estado molecular da seguinte forma:
Zfa )a(riR), (2.5)

onde as fungdes &, (R) sdo coeficientes da expansdo da fungao de estado ¥ (R,r) que de-
pendem da posicdo relativa dos nacleos. A existéncia de tal conjunto de funcdes de base é
possivel j& que [ﬂele, lﬂ = 0. Podemos entao determinar estados que sejam autoestados de
ambos os operadores.

Substituindo a equagao (2.5) na equagao (2.1), obtemos

_Z; [(vﬂﬁa(R)) (o(r;iR) +2 (ﬁRga(R)) : (ﬁRca(r; R)) + €L (R) (VRC(r; R))} n

+ZEele )Ca(r R molzga Ca r R)



onde Efjfe representa a energia eletrénica associada ao a-ésimo estado do operador Hg.
Multiplicando a expressdo acima pela esquerda por (j(r; R) e integrando nas coordenadas

eletronicas, temos que

h? -
Top L [(V%Lfa(RD Opa +2 (Vafa(R)) - (?}Jj) +E(R)TS) + Egle(R)fa(R)(Sﬁa] -
= Emot ) €a(R)da, (2.6)
onde fizemos uso da ortonormalidade entre as diferentes autofuncoes eletronicas e definimos
# = [ G RI TG, Ry 27)
2= [ G RIVRC (R (28)

Podemos escrever a equagio (2.6) na forma matricial:

[—Z (v%{ + 270 . Vg + T(2>> + Eeze(R)] {(R) = Enaé(R), (2.9)

onde a matriz E¥¢(R) é diagonal e os seus elementos sdo as energias eletronicas ES/¢(R) e
¢(R) é um vetor coluna cujos elementos sao os coeficientes da expansao da fungao de estado
Y(R,x).

E facil mostrar que a matriz 71) ¢ anti-hermitiana usando a ortonormalidade entre
as diferentes funcdes eletronicas. E se estas funcoes eletronicas forem reais, os elementos
de sua diagonal sao nulos. Os elementos fora de sua diagonal sao conhecidos como acopla-
mentos nao-adiabaticos de primeira ordem. Os elementos fora da diagonal da matriz 7(?)
representam os acoplamentos nao-adiabaticos de segunda ordem.

Quando os acoplamentos nao-adiabaticos puderem ser desprezados, os varios es-
tados eletréonicos da molécula estarao desacoplados. A esta aproximacdo damos o nome de
aproximagdo adiabdtica. Faremos uma pequena digressdo para analisar quando seré possivel
desprezar tais termos.

Como vemos na Equagéao (2.4), empregamos autofungoes do operador hamiltoniano
eletronico como funcoes de base para expandir a funcdo de estado estacionaria. Assim, da

equacao (2.4), temos que

(Cal VR (HeieCa)) = (G| VR (BE“(R) Ca)) =

<C@ ‘ <6RHele>

Ca) + BFERITS) = (FRESE(R)) (Colca) + B (RS =
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<Cﬁ )(ﬁRHe@ Ca> + EJY(R)7Y) = ES(R)7) =
7—.'(1) <CB

<§RHele> <a>
T BEe(R) ~ E(R)

onde assumimos que a # 3. Com este resultado concluimos que quanto maior a diferenga de

energia entre os dois estados eletrénicos, menor serd o valor do acoplamento nao-adiabatico
entre eles. Quando estes termos se tornarem muito pequenos podemos consideré-los nulos.
Assim, os diferentes estados eletréonicos que sao autofuncées do hamiltoniano eletrénico sdo
considerados desacoplados, isto é, cada estado molecular ¢ bem resolvido por uma funcao
produto do tipo ¥,(R,r) = £,(R)(,(r;R). Quando dois niveis de energia eletronica se
aproximam muito, esta aproximagao deixa de ser valida pois o denominador torna-se pequeno
e 0 acoplamento ndo pode mais ser desprezado.

Voltemos a equacao (2.8), que podera ser escrita de uma outra forma, pois

/CE(I‘; R)V%(,(r;R)dr = Vg - /CE(I‘; R)ViC, (r: R)dr+
> [/ CmR) (ﬁRCV(r; R)> dr} ' [/ (s R) (ﬁRCa(F/;R)) dr'] ,

onde fizemos uso da anti-hermiticidade da matriz 7 e da relacdo de completeza das funcées

eletronicas ¢, (r; R). Da relagdo acima, temos que

T = VR -7 + Y7y 7L, (2.10)
Y

Assumindo a expressdo (2.10) e substituindo na equagao (2.9), podemos reescrevé-la como

n? ) )
~on [VRER) + 270 - (VReR)) + (V- 70) ¢®) + 70 - 20g(R)| +

+E“(R)E(R) = Enaé(R) =

+EY(R)E(R) = Emaé(R), (2.11)

onde escrevemos
=(1) (€R§(R)) + (63 . ;(U) ¢R) = VR - (F(Ug(R)) .

Note que podemos associar o termo entre chaves da equacao (2.11) a um operador energia

cinética generalizado
P-P

20

)
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onde P = —ih (611 + 7_"(1)) é o operador momentum linear generalizado, de forma que a
equacao (2.11) pode ser escrita como

PP

o E(R) +EY(R)E(R) = Enaié(R), (2.12)

No caso da aproximacao adiabética, ou seja, quando consideramos nulos os aco-
plamentos entre os estados eletronicos, a equagao (2.12), para cada estado eletronico, pode
entao ser escrita como

W o ele
—ZVREQ(R) + ES(R)E(R) = Enalo(R), (2.13)
que é uma equacado para o movimento dos ntucleos sob a influéncia de um potencial efetivo
Egle(R). As autofuncoes que satisfazem & equacao acima sao associadas aos estados rovi-
bracionais da molécula. A Equacao (2.13) é conhecida como a equagao de Schrodinger para
o movimento dos nticleos de uma molécula. Como a energia potencial ES¢(R) nio deve
depender da orientacao espacial da molécula com relacao ao sistema de referéncia, Eg’e deve
ser funcdo unicamente de R para o caso diatémico. Por causa disto, ela é também chamada
de curva de energia potencial (CEP). Quando mais graus de liberdade tomam conta na de-
terminacao do potencial, no caso de moléculas poliatomicas, ela é chamada de superficie de

energia potencial (SEP).

2.3 Aproximacao semi-classica ou de Wentzel-Kramers-Brillouin

para a funcao de estado vibracional

Podemos escrever o vetor posicao relativa dos nicleos em coordenadas esféricas

que, em funcdo das coordenadas cartesianas, sdo descritas por

R = (22+12+22)"%,
0 = arccot [z/ (z* + y2)1/2} e
¢ = arccos [:1:/ (352 + y2)1/2} .

Assim, a equacdo (2.13) pode ser escrita como

R[1 0 [ 40 1 o (. 0 1 02
% [RzaR (R E)R) + R0 98 (Smeaa> + R2n?9&¢52} Sal 8,0, 9)+

+EL*(R)0(R,0,0) = Emoifa(R, 0,0) (2.14)
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Como a energia potencial nge depende somente do moédulo do vetor R, entao
podemos empregar o método de separacao das varidveis para escrever a autofungdo da equa-
¢ao de Schrodinger para os nucleos como, &, (R, 0,¢) = p(R)O(0)® (¢) /R. O produto de
funcoes O(0)® (¢) = Y (0, ¢) sdo as fungdes conhecidas como harmonicos esféricos que

satisfazem & equagao

1 0(. 8 L B
(a9 (5005) + G a | V0.0 = I + DY00), (219

onde, na Equacao (2.15), o operador

) 9, 1 0?
12— 52 O [ 0 e
h[mwaeGm%m>+gﬁewJ

é o operador momento angular orbital total dos ntcleos ao quadrado, L2, e h2J (J +1) é o

autovalor associado a este operador. Os harménicos esféricos, que sdo autofungoes associadas
a este operador, descrevem os estados rotacionais da molécula diatémica. Logo, podemos
escrever a Equagao (2.14) como
W d*p(R)
21 dR?

+ Va,J(R)LP(R) = Emol(p(R)' (216)

onde as solugdes p(R) sdo as autofungoes da equacdo de Schrodinger radial (2.16) que,
divididas por R, descrevem os estados vibracionais associados a um determinado estado
eletronico ES(R) com um momento angular orbital dos nicleos total igual a h\/m
e Vos(R) = h2J(J+1)/2uR? + E9¢(R) ¢ um potencial efetivo. As energias encontradas
pela solucao da Equacdo (2.16) serdo as energias rovibracionais de um determinado estado
eletronico do sistema molecular em questao.

Supondo que a fungdo de estado vibracional da molécula diatémica seja dada por
o(R) = A(R) expliS(R)/H, (2.17)

onde A(R) e S(R) sao quantidades reais que representam respectivamente a amplitude de

probabilidade real e uma agao, podemos substitui-la na Equacao (2.16), encontrando

1
24

{h%%@)_h{mmm&m

-5 R ot VIO L A(R)

d2S(R)
dR  dR ]

dR?
A(R) (dS(R)\? .
— (Bt — Vo A k] = 0.
S0 (S50 )~ (Bt — Vi () A(R) {expl ()] =0
A equagdo acima pode ser separada por ordens de grandeza em poténcias de ki, onde

consideramos o seu valor muito pequeno. O limite imposto a i é o que caracteriza-se em
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algumas literaturas como o limite classico ao qual a teoria quantica determinaria as leis da
teoria classica. Por este motivo é que chamamos a aproximacao acima de semi-cldssica. Esta
aproximacao é também chamada de Wentzel-Kramers-Brillouin, ou simplesmente WKB, em
homenagem aos fisicos que trabalharam primeiramente com tal aproximagcao [65-67].

Se considerarmos somente termos até a primeira ordem em A, o primeiro termo

da equagao anterior pode ser desprezado, de tal forma que para a igualdade ser verdadeira,

temos que
i 2
A2(f) (dfz(}f)> = (Bmot = Va,u (R)) A(R) = 1271 {2‘“;35) d‘fg”) L AR j}gf) :
(2.18)

e como a ordem de grandeza dos membros da igualdade sao diferentes, devemos afirmar que
ambos sdo nulos. Além disso, um lado é real e o outro é complexo.

Analisando o segundo membro da igualdade (2.18), podemos determinar que:

1 dAR) 1 <dS(R)>1 d®S(R)

A(R) dR 2\ dR dR?
Integrando ambos os membros da equagao acima encontramos
dS(R)\ /2
AR)=C | —— 2.19
m-c(S2) (2.19)

onde C é uma constante arbitraria. Analisando o primeiro membro de (2.18), temos que
dS(R)
dR

o que implica que S(R) sera igual a

2
> =2u (Emol — Va,J(R)) )

R Ry
+ / V20 (Bt — Vs (R)AR' on & / V2 (Bt — Vs (R))dR, (2.20)
Ro R

dependendo se Ry for maior ou menor que o ponto R, respectivamente. Ry é um ponto
qualquer a ser definido de maneira conveniente.

Vamos admitir que o potencial efetivo sobre os nticleos tem apenas um poc¢o, assim
como o da Figura 2.1. Representamos a energia F,,, desta molécula pela linha horizontal
cortando a curva em dois pontos diferentes que denotaremos por Ry e Rs.

A regido dentro do poco, limitada pelos pontos Ri e R, define a regido classica-
mente permitida para o movimento dos niticleos. Nesta regido o potencial V,, j(R) nunca é
maior que a energia E,,,, de forma que a funcao S(R) é dada por

R dR'
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Figura 2.1: Curva de energia potencial de uma molécula diatémica

onde assumimos que 1/A(R) = \/2p (Emoer — Va,s(R))/27h é uma funcio real e ndo-negativa.

Na regiao em que o movimento nao é permitido classicamente, o valor do potencial
Va,7(R) € sempre maior que o da energia da molécula, de tal forma que a funcao S(R) é
dada por

B4R Ro dR/
Snc(R ::I:iQﬂ'h/ —— ou :I:i27rh/ —_—
wolf) o L) AR

novamente dependendo da posigdo relativa entre os pontos Ry e R, e onde assumimos que
1/1(R) = /21t (Va,s(R) — E)/2rh também é uma fungdo real e nao-negativa.

Em primeira aproximagao, escrevemos as solucoes para a equacao de Schrodinger
(2.16) como:

vc(R) _k;g\/@ exp [i27r /R Ij ;gﬂ Y A;f) exp [_izﬂ /R Ij ;E}R;J (2.21)

onc(R) = k;\;c\/@exp [27r /R]: IC(I;;’/)I + kye l(;:)exp |:—27T /R]: ZC(I]Z)] (2.22)

+ _ + _ ~ . L . .
As constantes k', k., kyo e kyo sdo constantes arbitrrias que devem ser determinadas

pelas condigoes de contorno do problema e obedecendo as restricdes fisicas a que devem

satisfazer qualquer funcio de estado.
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Formulas de Conexao

Para que as fungoes (2.21) e (2.22) descrevam uma funcao de estado, elas devem
ser continuas nos pontos de conexdo entre as regides classicamente permitida e proibida.
Além disto a fungdo (2.22) deve tender a zero para as regioes assintoticas do problema.

Devemos determinar entao os valores das constantes arbitrarias k‘g, kq, kj\',c ekyo
para que as funcoes satisfacam as condi¢des acima. Para isto vamos assumir uma regiao
muito proxima do ponto de retorno Rs do potencial efetivo sobre os nucleos representado
na Figura 2.1. Nesta regido podemos descrever o potencial como

A

Va,s(R) = E + (R — Ry) iR

)

R=R>

linearizando-o.
Desta forma a equacgao de Shrodinger nesta regido é dada por

_I? d*o(R)
2u  dR?

+ (E + (R - R@%}”{’) ¢(R) = E¢(R) =

d*o(R)
dR?

onde fo = —dV,, j/dR|r=r, < 0, que é a forca que age classicamente sobre a particula.

— 1fol (R~ Ra)olR) =0,

Realizando a mudanca de variavel y = (2u|fo|/H%)"/3(R — R»), encontramos a equacio

d*o(y)
dy?

—yp(y) =0, (2.23)

que é a equagao cuja solugao sdo as funcgoes de Airy [68].
Como a varidvel y para pequenos desvios de R do ponto Ry deve ter valores muito
grandes, ja que ela é inversamente proporcional a h2/3 podemos tomar os valores assint6ticos

das funcoes de Airy, que sdo dados por

oy = +o0) = gy_1/4 exp (§y3/2> e (2.24)
(230 T
ply = —oo) = esin  2y*/" + ), (2.25)

onde desprezamos os termos de ordem superior ou igual a —7/4.
Utilizando a aproximagdo linear do potencial para escrever a funcao de estado

encontrada com a aproximacao semi-classica, mostramos que

2mh 2mh

h2 1/3 12
M = ey e i)




16

de modo que

2 4R/ 0 2
27r/ :/ du/y'V? = 2 3/27
O mesmo pode ser mostrado para a funcdo real [(R).

Desta maneira as fungoes (2.21) e (2.22) sao dadas por:

¢ (1 e —1/4 2302 (2N ~1/4 2 32
2 (y) - kc (2,Uff0) Yy exp <_13y ) + kC (2qu0> ) exXp (7,3:1/ >

NC + 2o\ 1/4 2 39 o\ 1/4 2 39
e (y) = kNC<2NfO> y exp<—3y >+kNC<2MfO> Y exp(Sy )

Comparando a equagao (2.25) com a primeira equagao acima, percebemos que para
~1/6

as duas serem iguais basta que kzg,e”/4 = —kzge_”r/‘1 = /2i, onde ¢ = ¢ (h?/2ufo)
Agora, comparando a equagao (2.24) com a tultima das equagdes acima encontramos que
ko =¢/2¢kyo=0.

Um procedimento idéntico ao realizado agora, pode ser realizado para o ponto Ry,
basta para isto ter em mente que o valor da forca que atua classicamente sobre os niicleos
agora tem um sentido contrério e a nova variavel deve ser escrita como y = (2ufy/h?)'/3(R—
Ry), onde fo = —dV4, j/dR > 0.

Por fim, temos que a funcao de estado para a equagao de Schriodinger radial de
uma molécula diatémica em um pogo potencial pode ser escrita para as regides permitida e

proibida classicamente como

R dR'
“(R) = ¢ AE) sin <27r/ i + W) ,para Ry <r < Ry (2.26)

2w Ry MR) 4
Ne ¢ JUR) /R dR'
= S\ 5= —2 Py R 2.27
©"Y(R) 5\ 5. oxP T o, 10 , para r > Ro (2.27)
NC ¢ [l(R) /Rl dR’
= 35\ 5= TN 2.2
Pom) = Gystew o [ En b < By 2.9

Regras de quantizacao de Bohr-Sommerfeld

Para que possa existir um estado estacionério dado pelas equagoes (2.26), (2.27),

(2.28) é necessario que a fungao (2.26) independa do valor de Ry sendo ele R; ou Ry. Para



determinados valores de energia que possuem um estado estacionario, temos que

c MR)sin 2 @ _dR +E =c ALR) sin ( 27 4R +E =
2V or r MR TtV oon mAMR) 4)

AR /R2 dR' LT (s /Rz dR' LAY

Wi "1 e @) T2\ Ay Ta)) T
¢, LR) sin | 27 / " dR/ R2 dre _,_E -
YWoon Ry R MR) "4

oo (2” /RR A% " W) s <2” /RR2 A% y )]

Para que a igualdade acima seja verdadeira, temos que

< B2 qR! T d B2 qR! T
sin | 27 +> =0 e ——cos (27r +) =1,
R1 )\(R/) 2 02 R )\(R/) 2

w\ﬂ

NS

isto significa que

R2 / R2 /
27r/ B _ V2R B Ve (R) =t Syr e @

et vep (1)
r AR) ho Jr, 2) ‘ Ch =%
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onde n > 0, ja de 1?12 dR'/A\(R') é uma funcéo positiva. A primeira condi¢ao diz respeito a

regra de quantizacao de Bohr-Sommerfeld.

2.4 O espectro de moléculas diatémicas e ordens de grandeza

Born e Oppenheimer [63], por meio de métodos perturbativos, mostraram que o

termo associado a energia cinética dos nucleos da equagao (2.2) é duas ordens de grandeza

menor que a do termo associado a energia eletronica. Além do mais, a energia associada

com a rotacao de uma molécula diatéomica, quando comparada com a energia vibracional,

também é cerca de duas ordens de grandeza menor.

Esta diferenca entre as ordens de grandeza é experimentalmente evidenciada pelo

fato da espectroscopia Optica molecular poder ser dividida em trés tipos [69]:

1. Espectroscopia rotacional: transicoes exclusivas dentro de um mesmo nivel vibracional,

mas entre niveis rotacionais diferentes, tomam parte em uma faixa de energia associada

as microondas e a radio frequéncia.

2. Espectroscopia vibracional: quando as transicoes se dao entre niveis vibracionais dis-

tintos, as energias associadas encontram-se na faixa do infravermelho.
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3. Espectroscopia eletronica: a transicao entre dois diferentes niveis eletronicos em uma

molécula diatéomica sdo estudados na faixa do espectro visivel e do ultravioleta.

Baseados nestas evidéncias experimentais, afirmamos que a energia molecular pode
ser escrita como

E’m,ol — Eele + Evib +ETOt, (229)

onde E€¢ Evit ¢ Erot 530, respectivamente, as energias eletronica, vibracional e rotacional
da molécula. E importante ressaltar que apesar de escrevermos a energia como a soma de trés
parcelas distintas, os diferentes niveis de energia estao acoplados, ja que o estado vibracional
¢é diretamente influenciado pelo estado eletrénico da molécula e o estado rotacional também
¢é influenciado pelo modo como a molécula vibra.

De acordo com a teoria quantica, a absorcdo ou emissao de um féton pela molécula
¢ dada realizando-se uma transicdo entre possiveis estados moleculares. A diferenca de
energia entre estes dois estados tem a mesma energia do féton absorvido ou emitido de tal

maneira que a energia total do sistema se conserve. A relacao de Einstein é valida
AE,,, = heo,

onde h é a constante de Planck, ¢ a velocidade de propagagao da luz no vacuo e o é o nimero
de onda associada ao foton.
Seguiremos a convengao adotada por Herzberg [69], em que o estado mais excitado
é denotado por um primo e o estado menos excitado por dois, e desta forma escreveremos o
numero de onda do féton como
El E//
"= e he

Por conveniéncia, vamos escrever a equagao (2.29) em unidades de nimero de ondas

(ou inverso do comprimento de onda). Para isto dividimos a expressao (2.29) por hc obtendo
T=Tu+G+F, (2.30)

onde cada um destes termos é conhecido como o valor de termo. Os termos do lado direito
sdo os termos eletrénico, vibracional e rotacional, respectivamente.

A conveniéncia na utilizagdo dos valores de termos para o conhecimento dos niveis
de energia deve-se ao fato do comprimento de onda da radiagao absorvida ou emitida, ou
o nimero de onda associada a ela, serem as grandezas medidas experimentalmente para a

determinacao dos espectros moleculares.
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A separacao entre estas diferentes regides espectroscopicas para defini¢do do tipo
de transi¢oes ocorendo na molécula nao é simplesmente uma defini¢do baseada na diferenca
entre ordens de grandeza dos diferentes valores de termos em (2.30). O espectro das mo-
léculas diatémicas apresenta em cada uma destas regides caracteristicas distintas, padroes
distintos de arranjo das posicoes das linhas. A indentificacdo destes padroes e o ajuste das
posicoes por meio de expressoes simples é um dos primeiros passos para a determinacao
do espectro, atribuindo as linhas experimentais quais estados que tomaram parte durante a
emissdo ou absorcao do foton relacionado a elas. Como uma quantidade muito grande de
linhas é observada no espectro, o ajuste das suas posicoes por meio de expressoes mais sim-
ples pode ser imaginado como uma reducio dos dados obtidos a uma pequena quantidade

de parametros livres das expressoes utilizadas.

2.5 Reducao de dados espectroscépicos

No espectro atémico, sdo observadas linhas simples e finas, cujas posigoes destas
no espectro 6ptico sao descritas por expressoes bastantes simples conhecidas como as séries

de Rydberg
A B

(m+a)?  (n2+0)*

onde A, B, a e b sao parametros a serem ajustados para as transi¢oes em um estado atémico e
que determinam com precisdao os numeros de onda associados as estas transi¢des. Os niimeros
inteiros n1 e ng sao chamados de ntimeros quénticos principais utilizados na descricao dos
estados.

Ja no espectro molecular, diferentemente do espectro atémico, é observado um
espectro formado por bandas. Bandas sdo regides de comprimento de onda mais ou menos
alongadas, que se observadas com um espectroscépio de alta resolucdo, perceber-se-a que
estas bandas sdao compostas por uma quantidade muito grande de linhas espectroscépicas.
Chamamos de cabeca da banda a extremidade da banda cuja intensidade cai repentinamente
a zero, enquanto o outro lado cai mais vagarosamente. De acordo com o lugar onde esta
queda mais vagarosa é tomada, se para maiores ou menores comprimentos de onda de uma
banda, dizemos que a banda é sombreada para o vermelho ou violeta. A Figura 2.2 mostra
um espectro de bandas tipico.

Os espectros moleculares na regiao do visivel e do ultravioleta préximo consistem de
séries de bandas cuja separagao entre os nameros de onda diminui muito vagarosamente com

a diminuicao do niimero de onda das bandas; estas séries sao chamadas progressdes. Podemos
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Figura 2.2: Bandas das moléculas de CN e Cs. A figura foi retirada de Ref. [69].

representar os nimeros de onda das bandas de cada uma das progressdes aproximadamente

pela féormula

o =vy — (aV" = 1""?), (2.31)

onde v, a” e b (b < a”) sdo constantes positivas a serem encontradas de forma a melhor
ajustar a representacao matemética das bandas descritas pela Equagdo (2.31) e v” ¢ um
ntmero inteiro e nao-negativo. Como as constantes sdo sempre positivas, v,» é o maior
nimero de onda associado a uma banda da progressao—v”. Pode ser necessaria a introducao
de poténcias mais altas de v” na expressao acima. Progressoes como estas sao conhecidas
como progressoes—uv”.

As progressoes—v” estao associadas as transigoes eletronicas entre um determinado
estado vibracional do estado superior e os estados vibracionais do estado eletronico de ener-
gia mais baixa, que sao identificados pelo ntmero inteiro v”. Podemos verificar algumas
transicoes na Figura 2.3, onde é representada uma parte de uma progressao deste tipo, indi-
cada pelas setas verdes; as setas para baixo indicam que supomos um decaimento radiativo
para o estado eletrénico mais baixo.

Analisando esta representacio, vemos que o termo v,/ é o niimero de onda associado
a transicao entre um determinado estado vibracional do estado eletronico superior e o vibra-
cional menos energético do estado eletronico inferior. Este nimero de onda é determinado
pela Equagdo (2.31) para o valor de v” = 0.

Se b’ = 0, a equacao 2.31 forneceria uma série de bandas eqiiidistantes com uma se-
paracao igual a a”. Um resultado idéntico é encontrado para um potencial harmonico, onde
a separacio entre os consecutivos niveis de energia ¢ constante. Se b” for diferente de 0,

mas muito menor que a”’, entao a separacgao entre duas bandas consecutivas diminui gradu-
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Figura 2.3: Representacao grafica das transicoes permitidas entre dois estados eletronicos.

almente, e o b” pode ser pensado como uma constante associada a uma correcao anarmonica
do potencial efetivo sobre os niicleos associado ao estado eletrénico menos energético.
Tomando os nimeros de onda associados as bandas com maior ntmero de onda de
cada progressao—v”, as bandas v,/, obtemos uma outra progressao, com outras constantes.
Nesta progressdo, a separacio entre as bandas diminuem para ntmeros de onda maiores.

Estes ntiimeros de onda podem ser representados por
vy = oo + (a'v) — b'v"?), (2.32)

onde v’ assume valores inteiros e ndo-negativos e vgg, @’ e b’ s3o constantes positivas, onde
Voo estd associado ao menor ntimero de onda da progressao. Esta progressao é conhecida
como uma progressao—u’.

As progressoes—uv’ sa0 progressoes associadas a transi¢oes entre um determinado
estado vibracional do estado eletronico menos energético e os estados vibracionais do estado
eletrénico mais energético, nao precisando necessariamente ser o estado vibracional funda-
mental do estado eletréonico menos energético como afirmamos acima, tomando somente os
v, como constituintes desta progressao. O nitimero inteiro v” caracteriza o estado vibracio-
nal do estado eletronico superior. As setas em azul na Figura 2.3 indicam uma progressao

deste tipo.
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Analisando novamente a representacao grafica na Figura 2.3, a seta laranja, repre-
senta o numero de onda gy, que estd associado a transicdo entre os estados vibracionais
fundamentais dos dois estados eletronicos.

As constantes a’ e V' tém interpretacoes idénticas as constantes a” e b, s6 que
dizendo respeito ao potencial efetivo sobre os ntcleos associado ao estado eletronico mais
energético.

Assim, substituindo a expressao (2.32) em (2.31), obtemos
o= v + (a/U/ o b/U/Q) . (CL”U” o b//U//Z) ’ (2.33)

que representa a totalidade de bandas associadas as transi¢oes vibracionais entre dois estados
eletrénicos.

Em uma anéalise mais fina, com uma resolu¢cdo maior das linhas que formam as
bandas, podemos observar também que elas obedecem um determinado padrao e que pode-
mos, a partir de uma expressao empirica representada por polindmios, descrever os niimeros

de onda associadas a estas linhas. Esta expressdo é dada por uma fungao do segundo grau

o =c+dm —em?,
onde ¢, d e e sao constantes positivas a serem ajustadas para cada uma das bandas e
m é um numero inteiro. Algumas vezes, termos de ordem maior que dois no polindémio
sdo necessarios para ajustar os nimeros de onda dentro da precisdo associada as medidas
destes. Estas linhas que formam as bandas sdo devidas a transicoes entre os diferentes niveis
rotacionais dos estados vibracionais associados a banda.

Como podemos notar, a quantidade de linhas que podem surgir em um espectro
de um molécula diatémica é enorme e a reducao destes dados espectroscépicos torna-se uma
necessidade. Assim como o ajuste dos parametros da expressdo de Rydberg para descrever
as linhas espectroscopicas de um atomo pode ser pensada como uma maneira compacta
de escrever os dados espectroscopicos, o ajuste dos pardmetros das expressoes empiricas
para descrever as bandas e as linhas de uma banda no espectro de uma molécula diatémica
também o seré.

Algumas formas de reducdo partindo de primeiros principios tém sido propostas
na literatura no ultimo século. Uma das formas mais populares é o ajuste dos parametros
das expressoes determinadas por Dunham em seus trabalhos [70,71], onde partindo da equa-
¢ao de Schriodinger radial, ele determinar expressdes polinomiais, semelhante as empiricas

descritas acima, para descrever os niveis de energia em um determinado estado eletronico.
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Outras formas partem da construcao de um potenciais efetivo sobre os niicleos.
Conhecendo-se este potencial poderiamos resolver a equacao de Schrodinger radial (2.16) e
determinar os niveis de energia e outras quantidades de interesse. Aqui destacam-se duas
metodologias diferentes: a primeira associada a determinacao de potenciais nimericos e a
segunda ao ajuste de pardmetros de uma forma analitica atribuida ao potencial.

Dentre as metodologias associadas a determinacao de potenciais numéricos pode-
mos citar o método proposto por Rees [29], que derivou expresses analiticas equivalentes
ao método de construgdo gréafica para as curvas de energia potencial desenvolvido por Ryd-
berg [27] e Klein [28], que posteriormente ficou conhecido como método Rydberg-Klein-Rees
ou simplesmente RKR, em homenagem as pessoas que desenvolveram a metodologia. Um
outro método é o da Abordagem Perturbativa Inversa ou, do acronimo em inglés, TPA;
proposto por Kosman e Hinze [30] e Vidal e Scheingraber [31], que partindo de um poten-
cial inicial, geralmente um potencial RKR, atribuido a um hamiltoniano ndo perturbado,
tenta determinar correcoes perturbativas ao potencial de forma que minimize o desvio entre
as energias determinadas experimentalmente e as encontradas resolvendo-se a equagio de
Schrédinger para este novo potencial com correcoes perturbativas.

Um dos inconvenientes da metodologia proposta por Rees é o de conhecer uma
expressao para as energias da moléculas em funcao dos ntimeros quanticos que designam
o estado vibracional e rotacional e o da metodologia IPA o conhecimento de um potencial
inicial.

As metodologias de ajuste de parametros de uma forma analitica atribuida a um
determinada curva de energia potencial tem ganhado grande for¢a nas ultimas duas décadas,
a partir dos trabalhos de Coxon e Hajigeorgiou [4-6] e de Zimmermann e colaboradores |[7].
Estas metodologias tém recebido o nome genérico de Ajuste Direto, ja que a priori a Gnica
informacao necesséiria para o ajuste da curva de energia potencial é fornecida pelo préprio
espectro, com as transicoes associadas a cada uma das linhas j& atribuidas. Em particular,
nesta tese estamos interessados em estudar o Ajuste Direto das Curvas de Energia Potencial
de moléculas diatémicas alcalinas utilizando o Algoritmo Genético como procedimento de

busca dos melhores parametros que ajustam o potencial.
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Capitulo 3
Metodologias

Neste capitulo vamos tratar de algumas metodologias utilizadas na reducgao de da-
dos espectroscopicos. Estas metodologias se diferenciam basicamente por dois aspectos. O
primeiro aspecto diz respeito a expressao que serd ajustada com os dados experimentais, en-
quanto o segundo aspecto é quanto a forma de expressar as quantidades que serao ajustadas,
ou seja, como descrevé-las.

Os primeiros ajustes realizados de dados experimentais determinaram coeficientes
associados a polinémios que ajustariam os ntmeros ou comprimentos de onda das linhas do
espectro. Eram polinémios de baixo grau, dependendo da regido espectroscopica, podendo
ser acrescentados monémios de 3% ordem ou 4% ordem para correcoes no ajuste, permitindo
descrever a posicdo das linhas dentro da precisdo em que o espectro foi medido. Estas
expressoes, puramente empiricas, sem nenhum fundamento teérico, foram utilizadas por um
longo tempo para a reducdo de dados. A estranha aparéncia destes espectros, em especial
0s espectros atdmicos, com suas linhas que ndao conseguiam ser descritas pela teoria cléssica
da Fisica em voga durante o final do século XIX foi o grande motivador de alguns cientistas
como Niels Bohr e Arnold Sommerfeld para quebrarem paradigmas e proporem um novo
modelo atémico, regido por outras leis mecénicas, diferentes das cléssicas.

Com o avanco da Teoria Quéntica, metodologias baseadas em seus primeiros prin-
cipios comecaram a ser utilizadas e expressoes mais elaboradas, porém ainda baseadas em
polinémios, foram sendo introduzidas na reducao dos dados para descreverem os valores de
termos do espectro. Uma das mais importantes metodologias deste tipo é a utilizada por
Dunham [70,71] como veremos abaixo.

Em meados do século XX, novas metodologias foram sendo desenvolvidas de forma

a construir Curvas de Energia Potencial de uma maneira que pudessem ser utilizadas em
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calculos numéricos com interesse no estudo do movimento dos ntcleos. Tais CEPs numéricas
baseiam-se em tabelas de distancia internuclear versus energia. Os métodos mais conhecidos
desta classe sao os método RKR e IPA.

No final do século XX e comeco do século XXI, novas metodologias puderam ser
trabalhadas com maior eficiéncia devido ao aumento do poder dos computadores, dando
origem ao que conhecemos hoje de maneira genérica como métodos de ajuste direto. Estes
métodos tem em comum o fato de atribuir a uma CEP uma forma funcional analitica, e os
parametros desta forma funcional devem ser ajustados de forma a minimizar o erro entre os
dados espectroscopicos obtidos do espectro e os dados encontrados resolvendo-se a equacgdo
de Schrédinger radial.

As grandes diferencas entre os métodos de ajuste direto estao na metologia utilizada
para a determinacao do conjunto otimizado de pardmetros da forma analitica empregada na
descricao da CEP e na propria forma analitica empregada. Uma das metodologias de busca
mais utilizada pelos pesquisadores é o método de Levenberg-Maquardt. Neste trabalho, uti-
lizamos uma metodologia baseada no Algoritmo Genético (AG), uma ferramenta de busca
poderosa na solu¢do de problemas nao-lineares. Algumas expressoes tem sido propostas e
estudadas por Leroy e colaboradores [72], na Universidade de Waterloo, no Canada, empre-
gando modificagoes na expressdo do potencial de Morse e de Lennard-Jones para a descrigao
de CEPs. Um outro trabalho realizado por Varandas e colaboradores [73], da Universidade
de Coimbra, tem proposto uma funciao modelo chamada por eles de EHFACE2U ! para a
descricao do estado fundamental das moléculas de Cse e HF. Neste trabalho empregamos
como formas funcionais a funcao de Rydberg estendida, para o ajuste da molécula de Nal.i,
e uma segunda forma baseada em um trabalho realizado por Patkowski e colaboradores [74]
para o dimero de Ars.

Passaremos entao a descricdo dos métodos mais utilizados pela comunidade nas
proximas secoOes e finalizaremos o capitulo com uma descri¢do da metodologia de ajuste

direto usando o Algoritmo Genético que desenvolvemos neste trabalho.

3.1 Ajuste de Dunham

Em 1932, Dunham [70, 71] utilizando o método WKB para determinar a solucdo

da equagdo de Schrodinger radial, mostrou que para uma fungao potencial efetivo genérica

'acrénimo para Extended Hartree-Fock Approximate Correlation Energy, o 2 siginificando que & para
uma molécula diatomica e o U indicando um comportamento assintotico correto para o limite do atomo
unido quando da dissociacao da molécula.
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como

V= heao€® (L+ a1 + as€® +...) + Be (1 =26 +3¢% + ..)

onde £ é a separacao nuclear com relacao a posicao de equilibrio, as energias associados aos

autoestados podem ser descritas como uma série de poténcias em v+ 1/2 e em J(J + 1):

Foy = Yiy(v+1/2)[J(J+ 1P,
i,J

sendo as constante Y;; dependentes das constantes {a;} que descrevem o potencial.

O potencial de Dunham, como pode ser visto, ¢ a combinacao de um potencial
anarmonico, onde a constante ag é uma constante associada a frequéncia de oscila¢do para
pequenos deslocamentos com relagdo a posicao de equilibrio, e a energia de rotacao de um
rotor nao rigido, onde B, é o momento de inércia da molécula para a separagao de equilibrio.

Os resultados encontrados por Dunham apresentam uma justificativa teérica para
as expressoes empiricas de ajuste das linhas espectrocopicas que constituem as bandas.
Fle conseguiu associar estas novas constantes teéricas &s antigas, que sdao determinadas
experimentalmente, de tal forma que

Yio ~ we Yoo ~ —wer Y30 ~ wey

Yo1 ~ Be Yii~—ae Yo ~1,
Yoo~ =D, Yo~ -8B, Y~ wez

Os valores de termos vibracionais e rotacionais podem ser expandidos pelas expres-

soes |75]:
1 1\? 1\?
G(U) = Yo U+§ + Yooz, U+§ + Y3 U—I—§ + .- € (31)
Fy(J) = YaJ(J+ 1)+ Y [J(J+ D+ Y [J(JT+ 1P+, (3-2)
onde
1 1) 2
Yoi=Yn+Yn U+§ + Y9 U+5 + - e (3.3)

1
Yoo =Yoo + Y12 <U+2>—|—-~-,

que juntas descrevem os diversos niveis de energia de uma molécula diatémica. As expressoes
(3.1) e (3.2) sdo encontradas como solugoes do oscilador anarménico e do rotor nao rigido.
Explicitamos nas equagoes (3.1) e (3.2) a depedéncia destes com os nimeros qunticos de

vibracao e rotacdo que caracterizam o estado molecular.
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A partir das expressdes de Dunham para os valores de termos, podemos determinar
quais os parametros que melhor ajustariam estes valores. Para determinar os parametros
de Dunham é necessério primeiramente atribuir aos diferentes valores de termo os niimeros
quanticos do estado superior e inferior da transicao correspondente. Uma atribuicdo ruim
pode implicar em um ajuste com uma varidncia ndo desejada entre os valores de termos
calculados e os determinados experimentalmente. Depois de atribuidas as transicoes, é
possivel montar um sistema linear de equagdes onde para cada valor de termo, ou a cada
nivel de energia de um estado eletrénico, teremos uma equacao que terd como varidveis os
parametros de Dunham.

O sistema de equacgdes a ser resolvido dependerd da escolha das expressdes e pa-
rametros que descreverdao os dados experimentais. Um namero finito dos pardmetros de
Dunham é escolhido, e este ntunero definird o sistema de equacdes. Métodos de minimiza-
¢ao de desvios quadréticos sao entdo aplicados as equacoes com o objetivo de determinar o

melhor conjunto de paradmetros de Dunham.

3.2 O método de Rydberg-Klein-Rees ou RKR

O método RKR consiste na constru¢ao de uma curva de energia potencial para um
determinado estado eletronico de uma molécula diatémica a partir de uma expressao conhe-
cida dos niveis de energia vibracionais e rotacionais de um estado eletronico. Conhecendo
os niveis de energia, poderfamos determinar os pontos de retorno classicos associados a cada
nivel e assim construir a CEP desejada na forma de uma tabela de distancia internuclear
versus valor numeérico do potencial associado aquela distancia. Potenciais deste tipo recebem
a designacao de potenciais numéricos.

Seja a CEP dada por

2

Vi(R) = Vo(R) + R2

J(J + 1),

onde Vj é o potencial efetivo para uma molécula diatémica sem rotacao e o outro termo é a

energia cinética de rotacdo. Assumindo uma funcao como

AB.3) = YT [ a5 - vy(R).

h Jg,

podemos demostrar que esta funcao possui algumas propriedades como, por exemplo,

A /2 Ra V2
o4 _ v2um / 1dR = 27’;” (Rs — R1) (3.4)
Ry

OE  2h
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0A  hm [P (20 +1) dR_(2J+1)h7r 11 (3.5)
dJ  \2u Jg, R? V2 Ry Ri)° '

Assim podemos determinar os pontos de retorno classicos do potencial associados a um
determinado nivel de energia da molécula conhecendo as derivadas da fungao A(E,J). Mas
para isto precisariamos conhecer o potencial V;(R), o que a priori ndo conhecemos; a CEP
que representa este potencial efetivo sobre os ntucleos é o que tentamos determinar.

Para contornar este problema, vamos usar a indentidade

b/ —a\Y? b/p—a\Y? T
[y o () - 0en

de forma que poderemos reescrever a funcao A(F,J) de outra maneira,

AB,J) = 2E - /E dRdE' (E-E)"
E ) Ro B
_ / dE' [Vh“ dR (E' - Vy(R)) ™" 2} (E—EN?,
Emin Rl

e reescrevendo a equacao dentro dos colchetes temos

E 5 Rs
A(E,J):2/ dE’ 0 Q dR(E/_VJ(R))l/Q (E—E/)I/Q,
Emin 8El h R1

Assumindo que a variavel E’ é a energia do sistema e observando que a expressao
entre colchetes tem o seu valor definido pela regra de quantizacao de Bohr-Sommerfeld, a
fungao A(F,J) passa a ser dada por

E v(F)
A(E, J) :27r/ ap 20+ 1/2)

55 dv (E—E/(U,J))1/2,
Emin

(E—FE'(v,])"? = zw/

0
onde a expressdo da energia em fungdo dos ndmeros quanticos vibracional e rotacional é
uma expressao conhecida, que pode ser dada, por exemplo, pela expansao de Dunham para
os niveis de energia de um estado eletrénico. Para isto basta determinarmos quais sao os
melhores parametros de Dunham para ajustar esta expressao.

Agora que conhecemos uma forma para determinar a expressao A(F,J) a partir
de uma expressao para a energia em funcdo dos ndmeros quénticos, podemos determinar
os pontos de retorno classicos utilizando as derivadas da funcao A(E,J) dadas nas Equa-
coes (3.4) e (3.5). Como estamos interessados na construgao da CEP, tomaremos J = 0.

Resolvendo o sistema formado por estas duas equagoes, temos que

f 1/2
Ryp = <f2 + g> F [ (3.6)
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onde tomamos as solucoes positivas do sistema devido as restricoes impostas a distancia

internuclear. Aqui f e g sdo funcgoes positivas dadas por

. ho OAE,J)
f‘lm<¢% o )

m1_1¢mM@J)
I= TV 2 g

3.3 O método da Abordagem Perturbativa Inversa ou IPA

O método IPA parte de um potencial efetivo inicial para os nicleos de uma mo-
lécula diatdémica com o intuito de constuir um novo potencial onde correcoes perturbativas
quéanticas sdo realizadas de forma a minimizar a discrepancia entre os niveis de energia expe-
rimentais tomados como referéncia e os valores calculados a partir deste potencial corrigido,
quando da resolugao da equacao de Schrodinger radial.

Tomando a equacdo de Schrédinger radial ndo perturbada, temos que
Howyy(R) = By 5 (R).
Assumindo uma perturbacao no potencial, podemos escrever a equacao acima como
(H° + AV(R))p,1(R) = Epyp,y(R),
onde a correcao de primeira ordem na energia é dada por
AE,; = (@0 (R)| AV(R) |y, (R)) ,

Ao contrario da teoria de perturbacdo comum que € aplicada a este tipo de pro-
blema, nao estamos interessados em calcular correcdes nos niveis de energia do sistema, e
sim em determinar a corre¢ao perturbativa do potencial sobre o sistema, ou seja AV (R),

invertendo a abordagem pertubativa, ja que determinamos
AEUJ = EUJ - ESJ?

onde FE,; é o valor experimental e ES 7 € o autovalor calculado de equacao de Schrédinger
radial.
Podemos assim, assumindo que

AV(R) = Z cifi(R),

7
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onde f;(R) é um conjunto de fungdes de base, e escrever a corregao perturbativa de primeira
ordem na energia como
0 0
A, =Y ¢ (& (R)| fiR) |0 (R)). (3.7)
i
A partir da determinacao dos coeficientes ¢; podemos escrever a correcao na CEP
inicial, que geralmente é uma CEP obtida de uma construcao utilizando o método RKR, e
construir uma curva de energia potencial que descreva os niveis de enegia com uma precisao
mais préxima da experimental.
Na Figura 3.1, grafamos a discrepancia entre os niveis de energia determinados pelo
método RKR e os niveis determinados utilizando o método IPA para a molécula diatémica

de RbCs, a partir dos resultados obtidos por Fellows e colaboradores na Ref. [76].

0,02

001 —
0.00 - .
0014 Py _:
002 4 e

0,034
0,04
0,054

-0,06 -

Diferenca entre os niveis RKR e IPA (cm'1)

-0,07 4 4

Figura 3.1: Diferenca entre os niveis vibracinais RKR e TPA para o estado fundamental da
molécula de RbCs.

Esta discrepancia deve-se as correcoes perturbativas realizadas empregando-se o
método TPA ao potencial inicial RKR. Como podemos perceber, este niveis de energia di-
ferem uns dos outros por até centésimos de cm~!. Os niveis de energia IPA ¢ RKR foram
conseguidos resolvendo-se a equacao de Schriodinger radial para os respectivos potenciais
ndmericos, empregando o método da representacdo da varidvel discreta (DVR) para a rea-

lizacdo das integrais necesséarias para a resolugao do problema (ver Apéndice B).



31

3.4 O Ajuste Direto

Curvas de Energia Potencial sdo quantidades essenciais para o estudo tedrico e
compreensao da dinamica de uma molécula diatomica. A partir destas é possivel determinar
os varios estados de energia e autofuncoes associados a estes. Com esta determinacgio é

2 e outras

possivel encontrar tempos de vida de um estado excitado, momentos dipolares
quantidades de interesse tanto tedrico quanto experimental no estudo destes sistemas.

Por muito tempo duas abordagens se sobressairam para a construcao destas curvas.
Uma abordagem desenvolvida a partir dos primeiros principios, que consiste em, a partir da
aproximagao de Bohr-Oppenheimer, resolver o problema do Hamiltoniano eletrénico e uma
segunda que constréi as curvas a partir de constantes experimentais obtidas, por exemplo,
através do ajuste dos parametros de Dunham.

A metodologia de primeiros principios baseia-se em determinar as energias eletro-
nicas e as autofun¢oes associadas para diferentes configuragoes nucleares (disténcia entre
os dois nucleos de uma molécula diatéomica) do Hamiltoniano eletronico construindo assim
potenciais numéricos que representem as CEPs de interesse. A resolu¢do do Hamiltoniano é
realizada supondo-se uma funcado de estado para descrever o estado eletronico. Esta funcio
de estado deve ser tal que minimize a energia do sistema, ou o valor médio do operador
Hamiltoniano. O problema bésico dos célculos de estrutura eletrénica via primeiros prin-
cipios pode ser resumido a um problema de minimizacao do funcional energia. A solucao
que minimiza este funcional é dada por um problema de autovalor e autovetor do operador
Hamiltoniano eletronico, onde os autovalores sdo os valores de energia eletrénica para uma
determinada configuracao nuclear e os autovetores sao coeficientes que expandem a funcao
de estado em um conjunto de fungdes de base determinados preliminarmente. Uma maior
discussao sobre algumas metodologias de primeiros principios para calculos de estrutura
eletronica pode ser encontrada na Ref. [57].

Estas metodologias tem tido grande sucesso na descrigao dos sistemas moleculares.
Porém a precisao obtida na determinacgao dos niveis de energia nao sao as melhores possiveis
e podem desviar algumas ordens de grandeza da precisdao da medida obtida no laboratério
para as energias vibracionais do sistema. Para diminuir estes desvios algumas corregoes
sao realizadas no Hamiltoniano, incluindo termos que em um primeiro momento foram
desprezados pela sua pequenissima ordem de grandeza em comparacio com a energia cinética

e potencial associada aos elétrons. Apesar da melhora nos resultados a introducao destes

2Para determinar o momento de dipolo precisa-se, alem da CEP, do conhecimento da fun¢io momento
de dipolo de transigao eletronico. Para mais informagoes sobre o calculo desta quantidade ver [57,77]



32

termos no Hamiltoniano eletrénico torna a resolucao do problema mais complexa e custosa
computacionalmente. Um outro inconviniente destas metodologias é fornecer como resultado
um potencial numérico, isto é, uma tabela para algumas distancias internucleares versus a
energia eletronica associada a essa distancia. Desta forma, para conhecermos a energia
eletronica para uma configuragdo que se encontra entre outras duas, é necessario realizar
uma interpolagdo, e para conhecermos a energia para distancias muito pequenas ou perto da
dissociacao, realizamos uma extrapolacdo, aproximando o resultado dos valores esperados
para esta energia e introduzindo cada vez mais erros na determinacao das CEPs. Um outro

procedimento seria ajustar uma funcao analitica aos pontos deste potencial numérico.

Por outro lado, metodologias de construcao das curvas a partir de constantes deter-
minadas experimentalmente consistem em saber escrever as energias vibracionais associadas
a um estado eletréonico em funcao destas constantes obtidas experimentalmente, como os
parametros de Dunham. Conhecendo as energias em fun¢ao das constantes é possivel deter-
minar os pontos de retorno classico para este “oscilador anarmonico” e construir novamente
um pontencial numérico. As curvas determinadas por esta metodologia descrevem muito
bem as energias eletrénicas e a determinacao dos niveis vibracionais a partir delas, como
nao poderia deixar de ser, encontram-se em excelente acordo com as medidas experimentais.
O incoviniente deste tipo de metodologia é que a curva de energia potencial s6 é conhecida
para regioes nas quais estes niveis de energia experimental sdo conhecidos. Se a quantidade
de niveis conhecidos de um determinado estado eletrénico nao preencher uma boa parte do
pogo do potencial, a descricao da dissociacdo pode ser mal realizada, introduzindo grandes
erros nas extrapolagdes para a determinac¢do da curva nesta regidao. Isto deve-se ao fato do
ajuste das constantes experimentais ter sido realizado com os niveis determinados experi-
mentalmente. Um bom ajuste das constantes para estes niveis ndo assegura um bom ajuste

para os outros nao determinados.

A partir da década de 1990, com o aumento do poder computacional, uma nova
abordagem para a construcao de curvas de energia potencial comecou a ser desenvolvida.
Nesta abordagem os dados obtidos experimentalmente sdo ajustados a uma forma analitica
proposta para descri¢ao da curva de energia potencial. Neste ajuste, os parametros da forma
analitica sdo pesquisados de maneira tal que reduzam a varidncia entre os dados experimen-
tais e os respectivos resultados tedricos obtidos resolvendo-se a equacao de Schrédiger radial
a partir da CEP ajustada. Por causa desta caracteristica, estas metodologias receberam o
nome genérico de Ajuste Direto, jA que ndo é mais necessario a determinagdo de constantes

experimentais a partir do espectro para realizar a construcao das CEPs de interesse. A Fi-
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gura 3.2 mostra um esquema onde diferenciamos o ajuste direto das metodologias mediadas

por constantes experimentais.

Dados Ajuste direto
espectroscopicos CEP
Analise
Construcao
tedrica

Constantes
Experimentais

Figura 3.2: Esquema diferenciando o ajuste direto das metodologias mediadas por constantes
experimetais

Algumas metodologias tem sido desenvolvidas por diferentes grupos ao redor do
mundo. As diferencas essenciais entre elas estao na escolha da melhor representacio analitica
para as CEP e no método utilizado para a pesquisa do conjunto otimizado de pardmetros da
funcdo que melhor ajusta os dados de entrada que deverao ser reproduzidos. Para realizar a
busca dos parametros nés utilizamos um algoritmo conhecido na literatura como Algoritmo
Genético Hibrido. O adjetivo hibrido é dado porque utilizamos um algoritmo de otimizagao
local juntamente com o Algoritmo Genético. No nosso caso este algoritmo de otimizacao local
é baseado no método L-BFGS (acréonimo para Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno limited
memory quasi-Newton) [78,79]. Passamos agora a uma discussdo com mais detalhes sobre
a metodologia empregada na procura do conjunto otimizado de pardmetros utilizados na

representacao analitica da Curva de Energia Potencial.

3.4.1 O Algoritmo Genético Hibrido

Para a pesquisa do melhor conjunto de parametros implementamos uma metodo-
logia baseada no Algoritmo Genético Hibrido. Chamamos de Algoritmo Genético a uma
classe de algoritmos de busca, cujo processo é inspirado nas regras de selegdo natural que
explicam a evolugao natural da populagao de uma determinada espécie [80].

O conjunto de parametros que utilizamos é empregado na construcao de uma forma
funcional analitica que representard o estado fundamental da molécula diatémica. No caso

da molécula de Nalii utilizamos a funcao de Rydberg estendida, de forma que o potencial é
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dado por
p
V(R) = —D, (1 + Z akpk> exp(—a1p), (3.8)
k=1

onde p = R — R, é a separacao internuclear da distancia de equilibrio R..

Utilizamos, para a molécula de RbCs, uma forma funcional analitica inspirada no
trabalho de ajuste do potencial de interacao entre dois 4tomos de argobnio, realizado por
Patkowski e colaboradores [74], sendo que retiramos algumas constantes utilizadas por ele e

introduzimos outras. O potencial é dado pela expressao

Coy,

o (39)

5
V(R) = (a1 + asR + % + asR? + a5Rg) 6_(a6R+a7R2) - Z for(asR)
k=3

onde R é a separagao internuclear e fop(p) =1 —e™” Z?io P/l
A partir de agora denotaremos o conjunto dos parametros a;,De,R. € a;,Cor pelo

3

vetor z ° e o potencial serd dado parametricamente em funcao deste:

V(R) =V(R;z).

Nesta classe de algoritmos, cada conjunto de paradmetros z que é proposto ser
solucao do problema é considerado um individuo, e os parametros sao considerados genes.

Durante cada iteracdo, uma populacao de individuos é criada. Dentro desta po-
pulagao, os individuos mais bem adaptados, isto é, o conjunto de pardmetros que melhor
descrevem a solucao do problema sdo selecionados. Estes individuos selecionados dardo
origem a uma nova geracao apos sofrerem acdo de operadores genéticos como o operador
cruzamento e o operador mutacdo. Estes operadores simulam fenémenos ocorridos com os
cromossomos em um nivel celular, possibilitando o aparecimento de individuos mais bem
adaptados ao ambiente em que vivem. Por causa disto, os conjuntos de parametros sao
também chamados cromossomos.

Para medir o nivel de adaptacao de um individuo, nés estimamos o valor de uma
funcdo objetiva, que deve nos inferir o quao bom é um conjunto de pardmetros no ajuste
de uma determinada CEP. Esta funcao objetiva, pelo seu carater é também chamada na
literatura de fitness function. Geralmente, os dados experimentais utilizados como referéncia
para o ajuste tem precisoes e incertezas diferentes e por isto ndo podem ser levados em um
mesmo pé de igualdade. Para dar conta desta diferenca, a funcado objetiva deve levar em

maior consideracao dados com maior precisdao do que os dados com uma maior incerteza.

35 = [a1, ..., Gn, De, Re] ou 2 = [ay, ..., as, Cs, Cs, C1o]



35

No programa desenvolvido para o trabalho, além dos operadores e processos de
selecdo que caracterizam o Algoritmo Genético, também implementamos uma rotina de
otimizacao local sobre os individuos selecionados em uma iteracdao. Essa implementacao é
realizada tendo em vista evitar que uma solugdo convirja para minimos locais, possibilitando
a pesquisa por um minimo global e melhorando a convergéncia do célculo. A Figura 3.3
mostra um esquema da rotina desenvolvida neste trabalho com o objetivo de construir uma

CEP que descrevesse os niveis de energia molecular com uma grande precisao.

Gerar Aplicar . oy
= . i T Estimar a Critério Retornar o
Geragao 0 [ PDP'T”E.'Q‘HD P ofimizagao = populagao Satisfeito? resultado
inicial local
Aplicar Aplicar
Geragao = mutacao crossover Selecionar
Geragao +1 [+ aos [+ aos pares [+ 0s pais
descedentes de pais

Figura 3.3: Diagrama esquemético de funcionamento do Algoritmo Genético

Apoés uma visdo geral do funcionamento desta metodologia, passamos a discutir

estas operagoes em mais detalhes separadamente.

Otimizacgao local da populagao

Apo6s a criagdo de uma geragdo, os individuos desta sofrem um processo de oti-
mizacao local realizada utilizando o método L-BFGS [78,79|. Este método é um processo
iterativo que requer somente o conhecimento da funcao V(R;z) e das derivadas desta com
relacdo aos parametros. E uma extensio de baixa meméria do método BFGS, dai a letra L
iniciando o acrénimo.

Os métodos quasi-Newton sdo caracterizados por uma modificacdo ao método de
Newton para a obtencdo de minimos ou maximos locais de uma funcdo através da minimi-
zacdo da matriz Hessiana (matriz com as derivadas segundas com relagdo aos parametros)
da funcao para qual desejamos encontrar esses extremos locais.

Neste trabalho implementamos o célculo da derivada de duas formas diferentes.
No ajuste da molécula de Nali implementamos o cédlculo da primeira derivada utilizando
a razdo entre as diferencas finitas. Apos sugestdes feitas por um dos arbitros do artigo

na Ref. [58], no qual publicamos os resultados para a molécula de Nali, implementamos o
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célculo da primeira derivada aplicando o teorema de Hellmann-Feynman [81]. Desta forma,
no ajuste da molécula de RbCs, o cdlculo das derivadas primeiras para a otimizacao local

da populagao foi realizada utilizando-se uma expressao analitica. De acordo com o teorema:

OV _ (Ml (3.10)
02 0zj [ medio .

onde o termo do lado direito da Equagao 3.10 é o valor médio da derivada do operador

Hamiltoniano com relagao ao parametro z; no estado rovibracional que estamos interessa-
dos. Desta maneira o cédlculo das derivadas torna-se mais rapido e preciso devido a sua
representacao.

O ntimero méximo de iteracgoes é limitado pelo parametro LSL (local search length),
porém se for alcancado um minimo, o processo de otimizagdo é interrompido e o nimero de

iteracoes é menor que o valor especificado para LSL.

Estimativa da populacao com relacao aos dados experimentais

Depois da otimizacao local ter sido realizada sobre os individuos, uma estimativa
da adequacdo deles como solucao para o problema é realizada utilizando para esta finali-
dade a funcdo objetiva. A funcdo objetiva estima a adaptacio de um individuo comparando
quantidades acessiveis experimentalmente obtidas no laboratério com as mesmas quantida-
des calculadas a partir da CEP obtida com o conjunto de parametros ou genes. A func¢ao

que ndés utilizamos é dada por

Nea:p Nab
2= 3 WEPIER )~ BT Y WPV (R - VRGP, (31)
j=1 j=1

onde Negp € Ny sdo as quantidade de dados experimentais e ab initio utilizados no ajuste,

E;-“lc(z) ¢ a quantidade acessivel experimentalmente calculada a partir do individuo z e

exp ab
i W

aos desvios quadraticos na expressdao (3.11) para as quantidades experimetais e ab initio,

V/#(R;;2) o valor do potencial ajustado par um ponto R;. w sd0 os pesos dados

respectivamente. Geralmente este peso é igual ao inverso da incerteza ao quadrado da

medida, mas para o caso do NaLi fizemos w;™ = 100 e w?b = 1 e para o RbCs fizemos

erp _
J

levar em maior consideracdo as medidas obtidas com maior precisao, como é esperado de uma

w 1/Nezo. Este peso é maior quanto menor for a incerteza de uma medida, de forma a
funcao construida com o objetivo de medir o quao boa é uma solugdo que deve representar
dados espectroscopicos com a precisao que eles sdo determinados. Desta maneira o nosso
problema torna-se um problema de minimizagdo da funcdo (3.11) via a obtengdo de um

conjunto de parametros otimizado.
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a) Cruzamento em um ponto
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Figura 3.4: Esquema da atuacgao dos operadores genéticos sobre o conjunto de parametros.

Operadores de cruzamento ou crossover

Apo6s a estimativa de adequacdo dos individuos, os mais adaptados serdo selecio-
nados e serdo os pais da nova geracao que aparecerd. Porém antes disto estes pais ainda
sofrerdo a ag@o dos operadores de cruzamento. O operador de cruzamento ou crossover
simula um fenémeno que ocorre em nivel do nicleo celular, quando da divisdo da celula por
meiose (processo em que o material genético da célula mae é divida entre duas células filhas,
reduzindo o nimero de cromossomos pela metade). No processo de meiose, dois cromosso-
mos trocam entre si partes deles antes de gerar as células filhas. Esse processo é chamado

de cruzamento cromossémico e toma lugar no inicio da meiose.
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Algumas propostas tem sido colocadas na literatura e implementadas para simular
o cruzamento entre dois individuos de uma geracao, que aqui serao chamados de pais. Tais
operadores 830 o cruzamento em um ponto e cruzamento bindrio simulado (conhecido como
SBX).

O operador cruzamento em um ponto, como sugere o préprio nome, um algoritmo
muito simples para a implementagao do cruzamento entre dois pais. Ele seleciona aleatoria-
mente um ponto de corte no cromossomo de dois pais e troca a parte final dos cromossomos
entre eles. Este processo esta representado na letra a) da Figura 3.4. Devido a sua forma de
operar, o operador cruzamento em um ponto é também chamado de operador recombinacao
discreta. Umas das desvantagens deste operador é que ele somente recombina cromossomos,
sem levar em consideracdo a melhor carga genética de um dos pais para a formacdo de
uma crianca mais bem adaptada. Para contornar estes incovenientes foram desenvolvidos
operadores de cruzamento altenativos, que levem esta questdo em consideracao.

Um operador bem conhecido que realiza este tipo de operacdo é o operador SBX.
A letra b) da Figura 3.4 representa esquematicamente a sua operagdo. Os valores dos
parametros que formardo o cromossomo da Crianca 1 e Crianga 2 sdo obtidos dos valores

dos parametros do Pai 1 e Pai 2 a partir das seguintes operacgoes:
1. Selecione um namero aleatoério p € [0, 1],

2. Calcule

B = (2uVrtDh), se 1 < 0,5
Bo= (1201 =)V se p> 0,5,

3. Obter as criancas
Crianca 1 = 0,5[(1+ ) xPail—(1— ) x Pai 2]
Crianca 2 = 0,5[(1 — ) x Pai 1 + (1 + ) x Pai 2],
onde o 1 € um nimero real ndo negativo. Numeros grandes de n aumentam a probabilidade
de criar descedentes que sao parecidos com os pais. Para valores pequenos as solucbes sao

muito diferentes para serem selecionadas como filhos. Bons resultados foram obtidos em

problemas de valores reais de dimensionalidades e dificuldades variadas [82,83].

Operadores mutacgao

Apo6s a nova geracdo ter sido criada pela operagdo de crossover sobre os pais, estes

novos sujeitos sofrem a operacdo de mutagdo. A operacao de mutacao é realizada fazendo-se
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uma mudanca no valor dos genes de um individuo. O fenémeno de mutagao é um fenémeno
também comum em nivel celular e é caracterizado pela modificagao de mudanca da sequéncia
das unidades de material genético encontradas nos cromossomos. Existem diversas causas
para esta mudanca como, por exemplo, um erro de coépia dos cromossomos durante o processo
de divisdo celular, a exposic¢do a radiagdo ionizante, um agente quimico ou bioldgico, como
um virus, entre outros.

Na letra c) da Figura 3.4 esta representando uma mutagao sofrida no segundo gene
do individuo i. No estudo realizado nesta tese sobre o NaLi, dois operadores de mutacgio
foram avaliados com relacao ao seu desempenho: mutacdo aleatdéria e o mutagdo sigma.

O operador mutacdo aleatdria realiza um operagdo muito simples. Como o proprio
nome dele sugere, ele seleciona um novo valor para um determinado gene aleatoriamente
dentro de um intervalo de pesquisa previamente definido.

Ja o operador mutacao sigma obtem o novo valor a partir da expressao

2= zd o x (25197 — ) N(0, 1),

onde N(0,1) representa um valor aleatério amostrado de uma distribuicdo normal, z5"**

e 2" 530 respectivamente os limites superior e inferior do intervalo de pesquisa para o
segundo gene e o é um parametro do algoritmo.

No préximo capitulo apresentamos os resultados obtidos para o ajuste direto das
moléculas diatémicas alcalinas heteronucleares de NaLi e RbCs e comparamos estes com

resultados previamente encontrados na literatura.
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Capitulo 4

Resultados

Neste capitulo apresentamos os resultados para o ajuste direto da curvas de energia
potencial associadas ao estado fundamental de duas moléculas diatémicas alcalinas hetero-
nucleares. A primeira é a mais leve delas, a molécula de NalLi, cujo ajuste seré realizado
utilizando como entrada uma CEP construida através de um calculo ab initio utilizando a
metodologia MCQDPT (para maiores detalhes, ver [57]) e os niveis vibracionais determina-
dos por Fellows [56] utilizando a técnica espectroscopica de transformada de Fourier para
um espectro de Fluorescéncia Induzida por Laser (FIL). A segunda molécula é a mais pe-
sada delas, a molécula de RbCs, onde utilizamos como dado de entrada o espectro também
obtido por Fellows [76] utilizando as mesmas técnicas empregadas no estudo da molécula de
NaLi. A técnica da transformada de Fourier possibilita obter um espectro de alta resolu-
¢a0, definindo linhas espectroscopicas com larguras a meia altura de ordem de grandeza de
centésimos de cm ™!, determinando nesta ordem de grandeza a precisio da posiciao de uma

determinada linha.

4.1 A molécula de NaLi

Para realizar o estudo da molécula de NaLi utilizamos uma CEP ab initio cons-
truida por 22 pontos, como pode ser visto na Tabela 4.1, e os 44 niveis vibracionais obtidos
experimentalmente por Fellows, totalizando um ntmero de 66 dados para a entrada do
ajuste direto do estado fundamental da molécula heteronuclear alcalina mais leve. O ajuste
foi dividido em dois passos sendo o primeiro um ajuste utilizando como dado de entrada
apenas a CEP ab initio. Em um segundo passo realizaremos o ajuste incluindo os niveis de

energia vibracional, onde cada dado serd ponderando: um peso de valor 1 é dado aos pontos
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R/ag energia/107° E},

3,5 17804
3,75 3318
4,0 -8062
4,25 16746
45 23115
5,0 -30292
5,5 32177
6,0 -30767
6,5 27525
7,0 23445
75 19189
8,0 _15178
8.5 11657
9,0 8735
10,0 4634
11,0 -2362
12,0 1194
135 445
15,0 -184
17,0 -69
20,0 “14
30,0 1

Tabela 4.1: Pontos MCQDPT usados para o ajuste da CEP do estado eletronico X'XT da
molécula de NalLi.

da CEP e um peso igual a 100 é dado aos niveis vibracionais. Com isto esperamos que 0s

resultados do ajuste representem mais fielmente os resultados experimentais.

A inclusao da CEP justifica-se pelo fato dos niveis vibracionais nao cobrirem todo
o poco do potencial e a utilizacdo destes apenas realizaria uma descricao pobre da regidao de
dissociacao da molécula. Mesmo nao sendo a CEP uma das melhores publicadas na litera-
tura, o fato dela conter informacsoes sobre a regiao assintotica do potencial auxilia o ajuste
na descricio desta regido. E importante salientar que estes pontos nio sio os resultados
encontrados na dissertacao de mestrado desenvolvida por mim [57] e sim resultados prévios

obtidos no desenvolvimento daquele trabalho.

Antes de partir para o ajuste em si, determinando a CEP que melhor ajusta os
dados de entrada, realizamos um estudo sobre os operadores utilizados no calculo do Algo-

ritmo Genético para determinar qual destes melhor se adapta aos calculos que pretendemos
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realizar. A primeira parte do estudo diz respeito a performance destes operadores quanto a
taxa de convergéncia e quanto a solucdo encontrada.

Para isto fizemos diversos calculos utilizando diferentes combinagdes dos operado-
res. Os calculos foram realizados utilizando a seguinte configuracao: ntumero de célculos por
combinacao = 10; niumero de calculos da fungdo objetiva = 8000; tamanho da populacao
= 12; tamanho da competicdao entre individuos = 2; operadores de cruzamento = em um
ponto e SBX, onde fizemos n = 3, 0; operadores de mutacao = aleatéria e sigma, onde fize-
mos o = 0, 1; LSL = 1000; taxa de mutacao = 0,05; taxa de cruzamento = 0,75. Utilizamos
como funcao analitica a ser ajustada a funcao de Rydberg estendida [Eq. (3.8)] com nove
pardmetros. Um grafico com os melhores ajustes médios dos 10 cdlculos para as diferentes
combinagoes de operadores em fungao das geragoes é visto na Figura 4.1(a). Podemos ana-
lisar que o melhor resultado para a taxa de convergéncia da fungao objetiva é obtida com a
combinacao do operador de mutacao sigma e o operador de cruzamento SBX. A Tabela 4.2

mostra alguns valores correspondente a estes testes.

20

—— mut=sigma, cx=5SBX
-~ mut=rand, cx=SBX

—===s mMUt=Sigma, cx= em um ponie
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110 em

mut: 0.05, ex: 0.75
- mut: 0L05, ex: 1.0
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: 0.2, ex:
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Figura 4.1: O melhor ajuste médio da funcdo objetiva em funcao das geragoes. Em a) a taxa
de convergéncia da funcao objetiva com relacao aos diferentes operadores de cruzamento e
mutacdo. em b) a taxa de convergéncia com os operadores sigma e SBX para diferentes taxas
de mutacdo e cruzamento. As legendas “mut” e “cx” designam a mutacdo e o cruzamento,
respectivamente. Os ntimeros sdo as taxas de mutacao e cruzamento.

O pior resultado foi encontrado quando combinamos o operador de mutacao alea-

téria com o operador de cruzamento em um ponto. Um aspecto que vale a pena ressaltar
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operadores de operadores de mutacao
cruzamento aleatoria sigma
em um ponto 488431 182308
21262 20772
SBX 102616 75146
17329 17122

%) O melhor ajuste médio e o melhor ajuste dos 10 célculos da funcio objetiva x? séo

dados na primeira e segunda linhas, respectivamente.

Tabela 4.2: Testes realizados para diferentes tipos de operadores de mutacao e cruzamento.

Os valores da funcao objetiva x? apresentados na tabela @) estdao em em 2.

¢ a capacidade do operador SBX de encontrar a melhor solucdo. Note que sempre que o
usamos a func¢ao objetiva diminui mais rapidamente. J4 o operador sigma apresenta apenas
uma pequena melhora na convergéncia quando trocamos o operador de mutagdo aleatéria
por ele. Com os resultados obtidos neste teste, passaremos a utilizar nos calculos seguintes

apenas os operadores sigma e SBX.

Apos o teste com os diferentes operadores, realizamos uma analise das taxas de
mutacao e cruzamento e como elas influenciam os resultados. Fizemos célculos semelhantes
aos do teste anterior para diferentes valores destas taxas. Os resultados para a convergéncia
da fungao objetiva em func¢do das geragoes pode ser visto na Figura 4.1(b). A Tabela 4.3
apresenta também alguns resultados para este teste.

Uma primeira observacdo é sobre a importancia das taxas nos calculos. Como
podemos notar na Figura 4.1(b), a ordem de grandeza da variac¢do entre as curvas na segunda
parte do estudo é uma ordem de grandeza menor do que quando alteramos os operadores,
sugerindo que a escolha dos operadores é mais importante na convergéncia do calculo que
as taxas de cruzamento e mutacdo. Uma segunda observacdo é com relacdo aos valores do
melhor ajuste médio e do melhor ajuste dos céalculos. Utilizando as taxas do teste anterior
com os operadores sigma e SBX como referéncia, podemos observar que todos os resultados
para o melhor ajuste médio foram menores com as outras taxas. Podemos dizer o mesmo
para o melhor ajuste dos calculos, excetuando os resultados para uma taxa de mutacao igual
a 0,2, que foram maiores do que o valor encontrado para as taxas de referéncia. O melhor

dos resultados foi encontrado para uma taxa de cruzamento de 1,0 e uma taxa de mutacio
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taxa de taxa de mutacao
cruzamento 0,05 0,1 0,2
0,75 75146 36120 43861

17122 14360 26013

1,0 49201 29469 37581
13831 13394 21635

%) O melhor ajuste médio e o melhor ajuste dos 10 célculos da funcio objetiva x? séo

dados na primeira e segunda linhas, respectivamente.

Tabela 4.3: Testes realizados para diferentes taxas dos operadores cruzamento SBX e mu-
tacao sigma . Os valores da funcdo objetiva x? sdo apresetados na tabela %) em unidades
de em™2.

de 0,1. A partir de agora usaremos estas taxas como padrao em todos os calculos que se

seguirdos ajustes das CEPs proprimamente ditos.

Realizamos 4 calculos nos quais os niimeros dos parametros dos potenciais dados
pela expressao (3.8) diferem. Comegamos com um calculo onde utilizamos apenas 5 para-
metros, seguidos por calculos com 7, 9 e 11 pardmetros. Os valores destes, juntamente com

o valor do desvio quadratico médio para cada um dos ajustes, encontram-se na Tabela 4.4.

Os parametros D, e R, nao sdo impostos a priori nos cilculos. Uma anélise para
testar a qualidade do calculo é comparar os valores destes parametros no ajuste com os seus
valores determinados experimentalmente por Fellows [56,84]. Note que o potencial apresenta
um minimo para p = 0 o que implica em R = R., onde R, é a posicao de equilibrio, e que
o valor m{nimo deste potencial é —D., sendo o simétrico da energia de dissociagdo, ja que
o valor assintético deste potencial é zero. Os valores destas constantes espectroscépicas sao

apresentados na Tabela 4.5.

Como podemos observar na Tabela 4.5, os resultados que mais se aproximam do
valor experimental foram os do ajuste 4, o ajuste que apresenta o maior nimero de pardme-
tros. A discrepancia entre os nossos resutados e os experimentais sao 1,513x107° hartrees
para a energia de dissociacao e 0,0272 bohrs para a distancia de equilibrio. A energia de
dissociagdo dada por Fellows [56] ¢ igual a 7105,5 (1,0) em~! e convertendo a nossa me-

lhor estimativa, feita no ajuste 4, para unidades de em ™!

em™!, sendo a discrepancia igual a 2 em ™! e da mesma ordem de grandeza que a incerteza

, encontramos um valor de 7103,4
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ajustes®
1 2 3 4
parémetrosb)
D, 0,032413373 0,032272999 0,032399123 -0,032365540
R. 5,5003617 5,5139121 5,4982039 5,4865604
a 1,0572296 0,8774290 1,0952386 0,98528874
as 0,34938679 0,17800140 0,39374455 0,27844397
as 4,3826194x1072  -4,7391504x1073  6,3610957x10"2  3,0010578x 1072
as -4,5880738x107%  2,5608268x10~2 -1,0316092x1073
as 4,2315415x10™*  -1,0756819%1073 -1,8915786x1073
ag -1,1644694x10~* -8,6376274x107°
ar 4,2330714x107°  1,3545263x1074
as -1,7618077x107°
ag 7,2158300x 1077
desvios quadraticos médios®)
ab initio 30,792 (18,058) 44,265 (8,489) 22,327 (0,941) 22,634 (0,733)
vibracionais 10,474 (28,181) 2,265 (36,631) 0,573 (47,221) 0,184 (38,409)

@) Og ajustes 1, 2, 3, e 4 incluem 5, 7, 9, and 11 parametros de ajuste. na Eq. (3.8),

respectivamente.

b) Valores estdo em unidades atomicas.

©) Valores estdo em c¢m™L; valores em paréntesis sio os desvios calculados para os dados ab

1nitio apenas.

Tabela 4.4: Parametros e desvio quadratico médio dos quatro ajustes da funcao de Rydberg
estendida para os dados ab initio e espectrocdpicos obtidos para a molécula de Nali.

Experimental Ajuste 1 Ajuste 2 Ajuste 3 Ajuste 4
D, 0,032375041(456) 0,032413373 0,032272999 0,032399123 0,032365540
R, 5,4594(38) 5,5003617 5,50139121 5,4982039 5,4865604

Tabela 4.5: Comparacao entre os valores experimentais e os determinados no ajuste para a
distancia de equilibrio e a energia de dissociagdo. Os valores sdo dados em unidades atémicas
e 08 nimeros em paréntesis sao as incertezas experimentais.
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experimental.

Os desvios quadraticos médios apresentados na Tabela 4.4 mostram um resultados
interessante. Na primeira linha sao apresentados os desvios quadraticos médios dos resul-
tados obtidos com o primeiro passo do ajuste, onde apenas a CEP MCQDPT foi utilizada
como dado de entrada. O resultado do desvio quadrético médio entre os niveis vibracionais e
entre paréntesis o desvio quadratico médio entre os pontos da CEP ajustada e a de entrada.
Na segunda linha apresentamos os mesmos desvios quadratico médio, porém utilizando a

CEP ajustada no segundo passo, utilizando os niveis vibracionais e a CEP MCQDPT.

Notamos um melhor ajuste sendo realizado com o aumento de pardmetros na forma
funcional da CEP no primeiro passo, uma melhora tanto no desvio dos niveis quanto no
desvio da CEP. Porém no segundo passo, o desvio da CEP aumenta com o aumento de
pardmetros. Uma melhora do ajuste dos niveis ocorre em detrimento do ajuste da CEP
MCQDPT. Este fato deve-se a pouca precisao na determinacdo da CEP MCQDPT, porém
a sua inclusdo no calculo é fundamental. Um teste feito utilizando somente os niveis vi-
bracionais como entrada mostram uma CEP ajustada com um profundidade menor que a
encontrada experimentalmente. Neste teste, devido a menor energia de dissociacao apenas
0s 44 estados vibracionais determinados experimentalmente por Fellows foram encontrados.
Os outros 4 estados ndo determinados experimentalmente, mas preditos por extrapolacdo
dos resultados de Fellows [56], s6 foram obtidos no ajuste conjunto dos niveis vibracionais e
da CEP, descrevendo muito bem o valor para energia de dissociacdo como vimos na Tabela
4.5.

Com os parametros dos ajustes fizemos alguns calculos para comparar os niveis
vibracionais calculados a partir da funcao analitica e os determinados experimentalmente.
A Figura 4.2 apresenta as diferengas entre os niveis calculados pelos quatro ajustes e os
44 niveis experimentais determinados em ordem decrescente do ntiimero de pardmetros do

potencial. Podemos ver que com o aumento do nimero de pardmetros do potencial, a ordem
1

7

de grandeza da diferenca diminui. No ajuste 1 ela chega a ser de algumas dezenas de cm™

enquanto no ajuste 4 ela passa a ser de décimos de em™!.

Por fim, na Tabela 4.6 apresentamos os valores dos niveis vibracionais obtidos no
ajuste 4, entre paréntesis encontram-se os valores determinados no ajuste dos dados ab initio
somente, o primeiro passo do ajuste. Na terceira coluna da tabela temos os valores deter-
minados experimentalmente por Fellows. Na tltima coluna a diferenca entre os resultados

téoricos e experimentais.
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v E(teo) E(exp) AFE = E(exp) — E(teo)
0 127,846 (126,061) 127,832 —0,014 (1,771)
1 381,162 (375,918) 381,122 —0,040 (5,204)
2 631,167 (622,619) 631,115 —0,052 (8, 496)
3 877,845 (866,128) 877,788 0,057 (11, 660)
4 1121,170(1106,408) 1121,117 —0,053 (14, 709)
5 1361,114 (1343,417) 1361,068 0,046 (17, 651)
6 1597,644 (1577,111) 1597,603 —0,041 (20, 492)
7 1830,720 (1807,442) 1830,678 0,042 (23, 236)
8 2060,301 (2034,361) 2060,250 —0,051 (25, 889)
9 2286,337 (2257,813) 2286,274 —0,063 (28, 461)
10 2508, 777 (2477,741) 2508,699 —0,078 (30, 958)
11 2727,563 (2694,084) 2727472 —0,091 (33, 388)
12 2942,633 (2906, 777) 2942532 —0,101 (35, 754)
13 3153,920 (3115,753) 3153,812 —0, 108 (38,059)
14 3361,349 (3320,939) 3361,239 —0, 110 (40, 300)
15 3564,844 (3522,257) 3564,735 —0,109 (42, 478)
16 3764,320 (3719,627) 3764218  —0,102 (44,591)
17 3959,687 (3912,961) 3959,599 —0, 088 (46, 638)
18 4150,848 (4102,169) 4150,783 —0,065 (48,614)
19 4337,700 (4287,151) 4337,668 —0,032 (50, 517)
20 4520, 130 (4467,806) 4520,143 0,013 (52,337)
21 4698,021 (4644,021) 4698,088 0,067 (54, 067)
22 4871,245 (4815,680) 4871,372 0,127 (55,692)
23 5039, 663 (4982,656) 5039,856 0,193 (57,200)
24 5203,130 (5144,815) 5203,386 0,256 (58,570)
25 5361,486 (5302,013) 5361,800 0,314 (59, 786)
26 5514,561 (5454,006) 5514,924 0,363 (60, 828)
97 5662, 171 (5600,895) 5662,570 0,399 (61, 675)
28 5804,119 (5742,232) 5804,537 0,418 (62, 305)
20 5940, 190 (5877,913)  5940,608 0,418 (62, 695)
30 6070, 154 (6007,726) 6070,551 0,397 (62, 825)
31 6193,760 (6131,444) 6194,117 0,357 (62,673)
32 6310, 741 (6248,819) 6311,039 0,298 (62, 220)
33 6420, 806 (6359,578) 6421,035 0,230 (61,457)
34 6523,645 (6463,428) 6523,801 0,156 (60, 373)
35 6618,931 (6560,047) 6619,022 0,091 (58,974)
36 6706, 321 (6649,088) 6706,364 0,043 (57, 276)
37 6785,467 (6730,178) 6785,485 0,018 (55, 307)
38 6856,028 (6802,925) 6856,042 0,014 (53,117)
39 6917,697 (6866,933) 6917,706 0,008 (50, 773)
40 6970,228 (6921,836) 6970,192 —0,036 (48, 356)
41 7013,454 (6967,348) 7013,318 —0,136 (45, 970)
42 7047,278 (7003,353) 7047,079 —0,199 (43, 726)
43 7071,578 (7029,984) 7071,644 0,066 (41,660)

) Os valores em paréntesis referem-se ao ajuste dos dados ab initio apenas, (i.e., 0

primeiro passo do ajuste AG).

Tabela 4.6: Comparacio entre os niveis de energia vibracional® (em em™!') para o NaLi
obtidos do ajuste 4 (E(teo)) e os correspondentes valores experimentais (E(exp)) usados no
ajuste.



48

erro/10 em™

erro/cm

errofem’™

(a)

erro/10 lem!

75 1 1 1 1 1 1 1 1 1
10 I5 20 25 30 35 40
nivels vibracionais

45

Figura 4.2: Diferencas entre o ajuste direto e os niveis de energia vibracionais. (a) ajustes
com 5 parametros, (b) ajuste com 7 parametros, (c¢) ajuste com 9 parametros e (d) ajuste
com 11 parametros.

4.2 A molécula de RbCs

As linhas de transicdo que utilizamos para ajustar os dados partem de estados ro-
vibracionais do estado eletronico A'X*, cujo os valores dos ntimeros quénticos vibracionais
nao conhecemos para estados vibracionais e rotacionais conhecidos do estado eletronico fun-
damental. Devido a esta caracteristica do espectro, agrupamos as linhas em progressoes-v”
e tomamos as diferencas entre as diferentes posi¢oes das linhas dentro das progressoes, de-
terminando os quanta de energia do estado fundamental. Estes quanta de energia referentes
a estados vibracionais e rotacionais bem definidos do estado fundamental sdo a informacao

bésica extraida do espectro da molécula de RbCs.

Para estimar a qualidade de nossa solugao, é necessario que determinemos, a partir
da CEP que estamos ajustando a esta informacao, os quanta de energia entre os estados ro-
vibracionais do estado eletrénico fundamental. Com o intuito de obter uma melhor descricao
da regiao de dissociacao da molécula, implementamos na rotina que os quanta de energia
sao sempre tomados com relacdo ao nivel vibracional mais alto dentro da progressao, de
tal maneira que os estados vibracionais mais energéticos tenham um maior peso dentro da

funcao objetiva.
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Para resolvemos a equagao de Schrodinger radial (2.13), cuja curva de energia
potencial efetiva sobre os ntcleos ¢ dada pela fun¢ao analitica (3.9) mais o termo associado
a energia cinética de rotacao dos nicleos. O nimero quintico de rotagdo J é definido para
cada progressdo e utilizamos o método da Representacido da Variavel Discreta (DVR) que
foi proposto por Harris [87] e generalizado por Light e colaboradores [88]. Este método é de
um baixissimo custo computacional e tem como grande vantagem, o fato da matriz energia

potencial descrita nas funcoes de base DVR ser diagonal. Para mais detalhes ver o Apéndice
B.
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Figura 4.3: Desvio quadratico médio em fun¢io do numero de geracGes. Neste ajuste foram
utilizadas 35 diferencas entre as linhas do espectro determinado por Fellows e colaboradores

Na Figura 4.3 apresentamos a evolugdo da fungao objetiva em fun¢do das geragoes
criadas em quatro calculos idénticos utilizando apenas 35 quanta de energia obtidos de
duas progressoes-v”. Uma convergéncia é obtida para valores da fungao objetiva menores
que 0,01lcm ™2, especialmente para o célculo 2. Funcdes objetivas com este valor de desvio
padrao médio entre os nossos quanta calculados e os obtidos do espectro, fornecem resultados
que diferem dentro da ordem de grandeza da precisao experimental da posicao das linhas
espectroscopicas.

Na Tabela 4.7 apresentamos os genes dos individuos melhores adaptados em cada

um dos quatro calculos, isto &, as melhores solu¢oes encontradas para o ajuste. Observemos
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PARAMETROS | CALCULO 1 | CALCULO 2 | CALCULO 3 | CALCULO 4
ay (u.a.) -1,9390 -1,8352 -1,8875 -1,9768
as (u.a.) 0,3854 0,3642 0,3782 0,3768
az (u.a.) 8,2726 8,4927 7,7708 8,6984
ay (u.a.) 0,1117 0,1204 0,1316 0,1359
as (u.a.) 0,0335 0,0312 0,0328 0,0333
ag (u.a.) 0,8820 0,8840 0,8452 0,8768
a7 (u.a.) -0,0242 -0,0234 -0,0240 -0,0230
ag (1073 u.a.) -0,4381 -0,4565 -0,3973 -0,4203
06(1O6cm’1A6) 24,56 26,23 28,60 23,91
Cs(108cm™14%) 11,43 12,62 11,43 11,49
Cho(100em—1A™) 4,498 4,004 4,678 4,299
a2(10~3cm—2) 8,29 5,29 9,40 14,46

Tabela 4.7: Parametros para 4 calculos com 35 diferencas entre niveis de energia.

que o menor valor encontrado para a funcido objetiva equivale a 5,29 x 1073¢m ™2, obtendo

um desvio padrao entre resultados tedricos e experimentais de 0,0707cm L.

Na Figura 4.4 encontramos o grafico indicando a tendéncia da fungdo objetiva em
funcao das geragbes de pardmetros para um ajuste mais audacioso e custoso que fizemos
para a molécula de RbCs. Neste cédlculo realizamos o ajuste de 2152 quanta associados a
niveis rovibracionais variados e que cobriam toda a faixa de energia do estado eletrénico

fundamental da molécula diatdémica.

A mesma tendéncia notada para o primeiro ajuste é verificada aqui, porém os
valores da func@o objetiva para os diferentes calculos sao maiores em duas ordens de grandeza
se comparados ao ajuste anterior. Isto é conseqiiéncia direta do aumento de quanta a
serem ajustados. O calculo que melhor ajustou, como visto na Tabela 4.8, foi o céalculo
2, apresentando uma, funcio objetiva igual a 2,61 x 10~"tem ™2, obtendo um desvio padrio

entre resultados teoricos e experimentais de 0,511 cm™!.

Uma comparacao entre os ajustes nos mostram caracteristicas interessantes. Na
Figura 4.5 mostramos as curvas de energia potencial entre os melhores célculos de cada um
dos ajustes e a diferenca entre os niveis de energia RKR e os calculados com as respectivas
CEP’s para estados com o namero quantico rotacional J = 0 com relagdo aos niveis vibra-
cionais TPA. Por se tratar de uma metodologia mais precisa que o RKR, tomamos o IPA

como referéncia também na comparagao entre os niveis calculados com as CEP’s.

Podemos notar que o célculo para o segundo ajuste apresenta um acordo melhor
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Figura 4.4: Desvio quadratico médio em funcdo do ntmero de geracoes. Neste ajuste
foram utilizadas 2152 diferencas entre as linhas do espectro determinado por Fellows e
colaboradores

com a curva obtida de um ajuste IPA. A curva do primeiro ajuste apresenta um valor de
separacio interatomica maior que o encontrado para a curva IPA, além de apresentarem os
pontos de retorno classicos para os movimentos de oscilacao dos niicleos maiores do que os
calculados na determinacdo de pontenciais como [PA e RKR. O maior nimero de quanta e
a maior faixa de variagao dos nimeros quinticos vibracionais, cobrindo praticamente toda a
faixa energética do estado eletrénico fundamental, sdo a causa do melhor ajuste conseguido

no segundo calculo.

Para mostrar isto podemos observar na Figura 4.5, onde é mostrado a diferenca
entre os niveis vibracionais calculados nos dois ajuste € no RKR com relagdo aos niveis
vibracionais IPA. No primeiro ajuste utilizamos apenas uma v”-progressao em que o maior
numero quantico vibracional nao ultrapassava v = 40. Como resultado os niveis vibracio-
nais calculados para esta curva apresentam um grande desvio comparado com os niveis de
referéncia IPA para valores de nimeros quéanticos vibracionais que nao estao representados

na progressao utilizada no ajuste.

O mesmo ja ndo ocorre com os niveis calculados pela CEP do segundo ajuste, onde

61 v”-progressoes foram utilizadas com niveis vibracionais que variavam desde o menor
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Figura 4.5: Comparagcao entre as CEP’s teoricas e a CEP IPA (Parte superior). Discrepancia

entre os niveis vibracionais calculados e os niveis IPA utilizados como referéncia (Parte
inferior).



PARAMETROS | CALCULO 1 | CALCULO 2 | CALCULO 3 | CALCULO 4

ay (u.a.) -1,8817 -1,9305 -1,9792 -2,0537

as (u.a.) 0,3728 0,3965 0,3868 0,3646

az (u.a.) 8,6787 8,4831 8,5038 8,8029

ay (u.a.) 0,1389 0,1186 0,1218 0,1139

as (u.a.) 0,0309 0,0330 0,0326 0,0316

ag (u.a.) 0,8711 0,8822 0,8660 0,8484

ar (u.a.) -0,0243 -0,0263 -0,0241 -0,0225

ag (1073 u.a.) -0,4173 -0,3169 -0,4215 -0,3459
Cs (106cm*12\6) 26,91 28.60 28,38 28.80
Cy (108cm*1A8) 11,22 11,35 11,89 12,80
Cho (100em=1A™) 4,804 4,760 4,733 4,692
o? (10~ tem™2) 9,38 2,61 4,22 9,93

23

Tabela 4.8: Parametros para 4 calculos com 2152 diferencas entre niveis de energia.

deles até os mais proximos dos estados vizinhos aos estados dissociativos. Na tabela 4.9

encontramos a faixas de v” e o valor de J” para cada progressao-v”

A discrepancia entre os niveis vibracionais calculados pelo segundo ajuste e os
valores de referéncia ndo ultrapassam 0,5 em ™!, exceto em regides proximas a dissociacio,

onde a variacao deste niveis se torna maior.

Na Figura 4.6 vemos a diferenca entre as curvas de energia potencial teérica de-
terminada no segundo ajuste e a curva IPA determinada por Fellows [76]. Notamos que na
regido proxima ao minimo do potencial e na regiao assintética da CEP do ajuste encontra-
se em bom acordo com relagdo a curva IPA. As maiores diferengas ocorrem na regido em
que a distancia internuclear é pequena. Neste ponto o método TPA ja nao possui precisao
para a determinacdo dos pontos de retorno classico e pode ocorrer do potencial numeérico
apresentar comportamentos nao fisicos, como determinar um mesmo ponto de retorno para
dois niveis energéticos distintos, o que implicaria uma forca repulsiva de valor infinito para

o potencial naquela regido. Problemas como este podem ser evitados com o ajuste de um

potencial analitico.

Porém, depois de realizados todos os testes, observamos um erro nas massas re-
duzidas encontradas no calculo DVR para a solucao da equacao de Schrédinger. Um fator
de conversao calculado erroneamente deixou as massas reduzidas menores do que elas real-
mente eram. A diferenca entre as massas eram pequenas, mas como estamos tratando com

calculos de precisao refizemos os ajustes com as massas corrigidas e o melhor resultado en-
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J" faixao” n J" faixav!’ n J"  faixa v”

n
1 4 2-26 21 83 12-58 41 123 3-78
2 4 5-20 22 83 27-81 42 123 37-99
3 24 1438 23 97 1-111 43 129 0-39
4 24 94114 24 97 42-98 44 129  12-68
5 24 5-19 25 97 13-56 45 135 0-53
6 39 12-119 26 101 40-104 46 135 24-85
7 39 2-37 27 101 0-42 47 143 8-58
8§ 44 0-118 28 104 2-54 48 143 25-75
9 4 1-36 29 104 0-44 49 148 0-48
10 52 3754 30 104 44-109 50 148  29-85
11 52 1-115 31 107 20-65 51 152 13-71
12 68 0-43 32 107 3-46 52 152 3-47
13 68 3790 33 107 2-81 53 160 7-78
14 68 36-108 34 107 0-46 54 169 8-61
15 71 2116 35 113 21-80 55 169 0-36
16 71 12-58 36 113 29-8 56 174 8-61
17 79 1-119 37 113 3-47 o7 174 1-37
18 79 25-63 38 113  14-57 58 186  24-73
19 79 9-90 39 118 0-47 59 206 1-47
20 79 1344 40 118 1464 60 237 0-44

61 259 0-42

Tabela 4.9: Faixas dos dados experimentais para o ajuste direto. As faixas sdo definidas
pelo valores de J” e faixa de v” para cada progressao-v” empregada
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Figura 4.6: A CEP tedrica e IPA (parte superior) e a diferenca entre elas (parte inferior).

contrado para os parametros sdo apresentados na Tabela 4.10. A partir deste ponto, todos

os resultados que apresentaremos do ajuste dizem respeito a este Gltimo.

Na Tabela 4.11 encontramos algumas constantes espectroscépicas calculadas com
os resultados do ajuste e comparamos com resultados previamente publicados na literatura.
Os resultados encontrados por nos estd em excelente acordo com os resultados experimentais
determinados por Fellows [76] e Gustavsson [86] e mais proximos destes do que os resultados
teodricos encontrados por Pavolini [89] e Allouchet [90]. O resultado para o R, foi estabele-
cido pela identificacdo do minimo da CEP e concorda com os resultados experimentais nos
centésimos de angstroms, enquanto outros resultados tedricos apresentam acordo na ordem

de décimos da unidade.
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ay -1,9504268
as 0,39593461
as 8,2933763
a4 -0,025994820
as -0,30692011x 1073
ag 0,11351898
ar 0,033213600
as 0,87509116
Cs(108em—1AS) 29,783746
Cs(108em—1A8) 11,085596
C10(100cm 1 A10) 4,8508464
o(em™1) 0,56

Tabela 4.10: Pardmetros obtidos pelo ajuste direto. a; sdo dados em unidades atémicas,
onde as distancias sdo dadas em unidades de bohrs e a energia em unidades de hartrees.

Re (A) De(em™) welem™) weze(em™)  B.(10%em™)

Presente 4,410 3836,1 50.33 0,1241 1,6730185
Fellows et al |76] 4,4272 3836,1 20,0137 0,109529 1,660059
Gustavsson et al [86] 4,418 3845 50,01358 0,10983 1,660092
Pavolini et al [89] 4,385 4183 45,60
Allouchet et al [90] 4,379 3873 51,35 1,690

Tabela 4.11: Constantes espectroscépicas
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Figura 4.7: Diferenca entre os niveis vibracionais téoricos e os niveis experimentais.

A energia de dissociagao foi determinada pelo ajuste da expressao

V(R) :De—ﬁ—%—%, (4.1)
onde o valor do potencial é tomado préximo a regiao assintética e os coeficientes utilizados
foram os encontrados no ajuste. Esta expressao é uma aproximacao na descri¢ao do potencial
para grandes distancias internucleares. Esta aproximacao pode ser feita ja que para grandes
distancias a superposicao entre as nuvens eletronicas dos dois 4tomos é pequena e a interagdo
elétrica entre os 4tomos pode ser considerada como a interacao entre dois dipolos. Este é o
significado da Eq. (4.1) (para maiores detalhes ver Margenau |91]). A energia de dissociagdo

determinada pela metodologia apresenta uma discrepancia com os resultados experimentais

mais recentes de Fellows de uma unidade de em ™! e uma dezena de em ™! com o resultado

experimental mais antigo de Gustavsson. Enquanto que o melhor resultado teérico, obtido
por Allouchet, apresenta uma diferenca de algumas dezenas de unidade de energia.

Os valores de w e wexe 880 determinados por um ajuste de uma fungao quadréatica,
inspirado na expansao de Dunham para os termos de valor vibracionais dado na Eq. (3.1). As
duas quantidades apresentam um acordo de trés algarismos significativos com os resultados
experimentais, sendo a diferenca entre os dois valores de we nos décimos de unidade e de
WeTe nos milésimos de unidade. Nao encontramos valores de w.x, tedricos na literatura,
porém os valores tebricos de w, nao apresentam um resultado melhor do que os obtidos

por n6s. O mais proximo dos valores experimentais é o determinado por Allouchet, cuja

diferenca entre os valores é da ordem de grandeza da unidade de energia.
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Cs(10%cm=TA%)  Cg(10%ecm=1A%)  C1o(100em=TA0)

Presente 29,78 11,08 4,851 1,18
Marinescu et. al. [92] 25,466 9,859 4,0932 1,07
Patil et. al. [93] 26,42 9,597 3,629 1,04
Bussery et. al. [94] 35,44 11,97
Dalgarno et. al. [95] 25,88
Fellows! [76] 26,403 11,57 4,3 0,85
Fellows? [76] 26,377 11,62 43 0,84
Fellows? [76] 26,241 11,66 44 0,85

Tabela 4.12: Comparando os coeficientes da expansao multipolar. Fellows!' foram obtidos
pelo ajuste da Equacdo (4.1), Fellows? adicionando-se a Equacio (4.1) uma representacio
analitica para a energia de troca e Fellows® adicionando a Equacdo (4.1) uma representacio
analitica para a energia de troca e fungdes de amortecimento.

O valor da constante espectroscopica B, foi obtida a partir da expressdo

B. = ﬁ,
2uR?
que determina o valor da constante em primeira aproximacao. Utilizando-se o valor da
distancia internuclear de equilibrio R, determinada a partir da curva de energia potencial
do ajuste encontramos o valor indicado na Tabela 4.11. O resultado obtido encontra-se em
perfeito acordo com os determinados experimentalmente e apresenta o melhor resultado entre
os valores teoricos. A discrepancia entre o nosso resultado e os experimentais se confunde
com a proépria incerteza na determinacgao do nosso resultado.

Apresentamos na Tabela 4.12 os valores dos coeficientes da expansdo multipolar
utilizados no potencial com o intuito de melhorar a descricao do potencial na regidao assin-
totica. Como pode ser visto na Figura 4.7, a descricdo da regido assintOtica é excelente
comparado com a curva IPA. Como pode ser visto na expressio da funcao analitica da CEP,
os coeficientes da expansdo multipolar sdo pardmetros livres para o ajuste. Nossos resulta-
dos diferem de outros teoricos numa faixa de 10% a 15%, porém estdo mais proximos dos
resultados experimentais obtidos por Fellows, diferindo destes por menos de 10% do valor
dos coeficientes.

Vale ressaltar que os varios valores determinados por Fellows sdo do ajuste da Eq.
(4.1) e variagoes dela para o potencial IPA determinado no mesmo trabalho. Um outro
resultado interessante com respeito a determinacao dos coeficientes da expansdo multipolar
é o valor encontrado para uma estimativa experimental de y, = CsC1o/ 082 sugerida por

LeRoy [96] baseado na observagao dos coeficientes para estados eletronicos de simetria X.
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Em particular, o estudo foi feito para o estado fundamental de moléculas diatdémicas de
gases inertes e estado fundamental e excitados da molécula de Hy. O sugerido por Le Roy
foi que o valor para x, seria proximo a 4/3. Em trabalhos mais recentes que o de Le Roy e
baseados em uma andlise ab initio, Thakkar [97] e Mulder [98] sugerem que o valor para y,
seja maior que 1,2. O nosso resultado estd muito préximo da margem estimada para este
valor de x,, onde os resultados tedricos sao semelhantes aos que obtivemos e melhores do
que os coeficientes experimentais encontrados.

Por fim, apresentamos na Tabela 4.13 os valores dos niveis vibracionais téoricos
calculados a partir da solucdo da equacdo de Schrédinger radial, onde empregamos o mé-
todo DVR (ver Apéndice B) para determinacdo dos autovalores, e os valores experimentais
determinados por Fellows. Estes resultados podem ser encontrados na referéncia [59]. Como
pode ser visto, os valores para os niveis vibracionais diferem por menos que uma unidade de
energia dos valores experimetais, exceto pelos niveis de energia mais altos, nos quais as dife-
rencas chegam a duas unidades de em™!. Vale ressaltar que os 6 iltimos niveis experimentais
nao foram determinados experimentalmente e sim a partir de uma extrapolagao dos resulta-
dos determinados a partir do espectro. A CEP calculada neste trabalho esté sendo utilizada
em um trabalho de doutorado desenvolvido pelo estudante Marcflio Nunes Guimaraes e o
professor Frederico Vasconcellos Prudente na Universidade Federal da Bahia e os resultados
estao sendo preparados para publicacdo em breve. Neste trabalho estao sendo desenvolvidas

algumas metodologias para o estudo de espalhamento em sistemas moleculares.
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24,883
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124,084
173,369
922 441
271,300
319,944
368,371
416,580
464,569
512,337
559,883
607,204
654,300
701,168
747,807
794.215
840,390
886,332
932,038
977,506
1022,734
1067,722
1112,466
1156,966
1201,218
1245,222
1288,975
1332,476
1375,721
1418,710
1461,440
1503,910
1546,116
1588,056
1629,730
1671,133
1712,264
1753,121
1793,702
1834,003
1874,022

24,970
74,761
124,337
173,695
222,830
271,742
320,429
368,890
417,125
465,132
512,912
560,462
607,784
654,876
701,736
748,364
794,758
840,917
886,840
932,524
977,968
1023,172
1068,132
1112,848
1157,318
1201,541
1245,515
1289,238
1332,708
1375,925
1418,886
1461,589
1504,033
1546,216
1588,135
1629,789
1671,175
1712,291
1753,135
1793,705
1833,997
1874,010

42
43
44
45
46
47
48
49
50
ol
52
93
54
95
96
o7
58
99
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83

1913,757
1953,206
1992,365
2031,232
2069,805
2108,080
2146,055
2183,727
2221,093
2258,150
2294.895
2331,326
2367,438
2403,229
2438,695
2473,833
2508,640
2543,112
2577,246
2611,038
2644,484
2677,581
2710,324
2742,710
2774,734
2806,393
2837,682
2868,597
2899,134
2929,287
2959,052
2988,425
3017,400
3045,973
3074,138
3101,890
3129,224
3156,133
3182,613
3208,657
3234,260
3259,415

1913,741
1953,187
1992,346
2031,215
2069,792
2108,074
2146,057
2183,740
92221,118
2258,191
2294,953
2331,402
2367,535
2403,349
2438,839
2474,003
2508,836
2543,335
2577,496
2611,315
2644,788
2677,911
2710,679
2743,088
2775,134
2806,812
2838,118
2869,047
2899,595
2929756
2959,526
2988,900
3017,872
3046,438
3074,591
3102,327
3129,639
3156,522
3182,970
3208,977
3234,536
3259,642

84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125

3284,115
3308,356
3332,129
3355,428
3378,245
3400,575
3422,409
3443,740
3464,560
3484,861
3504,636
3523,875
3542,572
3560,717
3578,301
3595,318
3611,757
3627,610
3642,870
3657,528
3671,576
3685,007
3697,814
3709,993
3721,537
3732,443
3742,711
3752,339
3761,331
3769,692
3777,429
3784,555
3791,083
3797,033
3802,424
3807,281
3811,630
3815,499
3818,915
3821,908
3824,506
3826,739

3284,288
3308,468
3332,175
3355,402
3378,144
3400,393
3422 144
3443,389
3464,122
3484,335
3504,024
3523,180
3541,796
3559,867
3577,384
3594,341
3610,731
3626,546
3641,781
3656,429
3670,484
3683,940
3696,792
3709,036
3720,668
3731,687
3742,090
3751,877
3761,049
3769,606
3777,554
3784,896
3791,640
3797,796
3803,381
3808,412
3812,914
3816,907
3820,413
3823,468
3826,132
3828,667

Tabela 4.13: Comparacao entre os niveis vibracionais teoricos e experimentais. Os dltimos
seis niveis experimentais foram extrapolados por Fellows [76]. Unidades em em™

1
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Capitulo 5

Conclusoes

Neste trabalho propusemos um procedimento de ajuste direto utilizando um Al-
goritmo Genético Hibrido para obtencao de curvas de energia potencial com precisdo es-
pectroscopica. O método foi aplicado as moléculas diatomicas de Nali, a heteronuclear
alcalina mais leve, e RbCs, a heteronuclear mais pesada. Este Gltimo caso representa um
sistema complicado de tratar por metodologias ab initio devido ao enorme niimero de elé-
trons na sua configuracdo. FKEsta grande quantidade de elétrons introduz uma complexa
correlagao eletrénica, o que torna céalculos de energia eletrénica muito custosos do ponto
de vista computacional. Especificamente, nés ajustamos uma forma funcional de CEP aos
dados espectroscopicos. O ajuste realizado por este método mostrou-se preciso na busca dos
melhores parametros que ajustam a informagao do espectro e estavel no que diz respeito a
convergéncia da solucao.

Esta metodologia pode ser estendida para outros potenciais analiticos, resultando
em melhores ajustes do que os apresentados aqui. A utilizagdo da fungdo de Rydberg
estendida para o ajuste do estado fundamental da molécula de NaLi, apesar da utilizagdo
de quase todos os niveis vibracionais que o estado fundamental possui, ndo foi capaz de
descrever adequadamente a regido assintética do potencial. Para contornar este problema
precisamos introduzir a CEP téorica baseada na metodologia MCQDPT. A informagio da
regido assintética contida na CEP MCQDPT permitiu melhorar o ajuste da fungao de
Rydberg estendida para o estado fundamental da molécula de NaLi

Ja a forma funcional utilizada para o ajuste da molécula de RbCs apresenta um
comportamento mais satisfatorio na descricao da regiao de dissociacio, isto deve-se a intro-
ducao dos coeficientes da expansao multipolar do sistema molecular diatémico. A introducio

destes coeficientes no potencial torna a descricdo da CEP nesta regido mais proxima das in-
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teragoOes fisicas relevantes para este dominio de separacao interatémica. Um estudo sobre
as formas analiticas que melhor se adaptam ao ajuste das curvas de energia potencial é um
passo importante na obtencao de melhores resultados. Um compromisso entre a exatidao e
a simplicidade das curvas deve ser levada em conta neste estudo por questoes de facilidade
na implementacdo destas curvas em pesquisas futuras.

Além disto, a aplicacdo do método do AG para ajustar as CEP’s diretamente das
posicoes das linhas espectrais resultante das transicoes entre os niveis rovibracionais do
estado eletronico excitado e os niveis correspondentes ao estado eletrénico fundamental é
direta, permitindo-nos fazer um ajuste direto da informacao espectral priméria, sem a ajuda
de outras quantidades obtidas do espectro, como os potenciais RKR ou niveis de energia
rovibracionais obtidos pelo ajuste de Dunham. A importancia disto vem do fato de outras
informacoes derivadas do espectro ou de calculos ab initio ji contém alguma espécie de
aproximacao que pode atrapalhar na determinacdo das curvas com a maior precisdao que o
método permite.

A perspectiva de ajustar ambos os estados eletronicos analizados do sistema de
bandas aqui é um tarefa desafiadora e os resultados deste trabalho nos encoraja na sua busca.
Porém, a realizacao desta tarefa necessita de um estudo do estado eletronico excitado para
a atribuicio dos niveis vibracionais do estado superior. A andlise para a atribuicdo néo é
trivial, visto que o estado eletronico superior pode ser formado por um estado 'S+ acoplado
com um estado 2II e cujo os efeitos desta perturbacio dificulta enormemente a determinacio
das transicoes associadas a linha espectral devido a deslocamento destas posicoes e variacoes

das suas intensidade.
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Apéndice A

Hamiltoniano no sistema de

referéncia do centro de massa

Dado o operador energia cinética para uma molécula diatoémica com n elétrons por
R? h?
LR ] Zv (A1)

onde M é a massa do niicleo 1, Ms é a massa do nucleo 2 e m a massa eletrénica, e os
indices R, Ry e T; sob os laplacianos dizem que as derivadas sdao tomadas respectivamente
com respeito as coordenadas espaciais do niicleo 1, do niicleo 2 e do i-ésimo elétron.
Podemos escrever as posicoes nucleares em funcao de dois outros vetores linear-
mente independentes dados por
MR + MsRy

RCM = i [§] Rrel = El — ﬁ27 (A2)

e as coordenadas eletronicas pelos vetores
ri=1;, — Rowm. (A3)

Escrevendo a derivada primeira da coordenada X; do vetor R, encontramos

o  9Xem 0O OX el Z O,
8X1 N 8X1 6XCM 8X1 8X7«el 8X1 8:61
My 0 o M,
- M 0Xcum + 0X,ep M z; or;
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Tomando a derivada segunda com relacao a coordenada X; encontramos

0> M (0Xem 9 | 0Xa Z Dz .
8)_(12 N M 8X1 8X%M aXl 8XCM8X7«61 i 8X1 8XCM8:1:Z
X 02 0Xye 0 Oz
4 M 4 l 2 Z Z;
8X1 8XC]V[aXrel 6X1 3X 8X1 BXrelé):cZ
8XCM 8)(rel 81:] 2
Z 8X1 8XCME)$1 IZ 6X1 aXrelal‘Z zZ: Z 8X1 85%8.%‘1

Rearrumando os termos, obtemos a expressao

0 Mg M 9 Mfi 0 0
8)212 M2 8X%M M 8XCM8X7«€[ 8XCM8$Z 8X2

rel

52

M
-2 Z (3Xrel(9znZ Zz: Z M? (9:@8%

Fazendo o mesmo para as varidveis X e T; encontramos que suas derivadas segunda

em funcao das novas variaveis sao dadas por

¢ M o M P M?i ¢
0X2  M?0X2%,, M 0XcmOXra 0X oo anel
M2
+ ZaXrelf)xZ ZZM28Z‘,8.TJ
e _ 9
8.@2 N (93:?

Reescrevendo o operador hamiltoniano apartir dos resultados acima temos

n

h? I
Via+ Vo Y Vi— oo Zv N+ V(Ryeri),  (AAd)
=1 =1 j=1

R_, R
o VoM ~ 2%

onde a quarta parcela do operador é conhecida como termo de “polarizacdo de massa”.
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Apéndice B

Método da Representacao da Variavel

Discreta

O método da Representagdo da Variavel Discreta (ou o acronimo em inglés DVR)
foi originalmente proposto por Harris et al. [87] para calcular elementos de matriz do ope-
rador energia potencial em problemas unidimensionais, especificamente de potenciais de
osciladores anarmonicos. Mais tarde, Dickinson e Certain [99] mostraram que o método
proposto por Harris et al. é equivalente a uma quadratura gausssiana quando o conjunto de
funcoes de base é construida por polinémios ortogonais.

A idéia principal deste método é transformar um espacgo das coordenadas infinito
e continuo em um finito e discreto. Com este proprosito é util limitar a expansao infinita
de fungoes de estado em um conjunto de fungdes de base finito. O erro introduzido pelo
truncamento pode ser feito pequeno por uma boa escolha de func¢des de base. Para calcular os
elementos de matriz do operador energia potencial, Harris transformou o conjunto de vetores
base primitivos |g) em um conjunto de vetores base |f) cujo a matriz energia potencial é
diagonal.

Em 1985, Light e colaboradores [88] generalizaram este método para calcular os
elementos de matrizes do operador hamiltoniano de problemas unidimensionais, além disso

eles discutiram a extensao deste método para problemas multidimensionais.

B.1 Metodologia

O estado de um sistema ¢ definido pelo vetor |¢)) que pode ser descrito como uma

combinagao linear de um conjuto de vetores base |f) do espaco de Hilbert. Para propositos
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de céalculo, n6s podemos limitar este conjunto e, desta forma, introduzir um erro na descricao
do estado, que pode ser pequeno.

Seja este estado definido agora por
N

|¢> = an|ftx> :

a=1
Neste representacao finita, os operadores sao representados por matrizes N X N e
seus elementos sdo dados por
Oas = (falOlfs) ,
onde O pode ser qualquer operador.
No método DVR, o conjunto de fungoes de base {|f)} deve diagonalizar o operador
energia potencial 1% (X ), de modo que os vetores base |f,) dever ser multiplos de um

autovetor |z,) do operador coordenada X:

|fa> = aa|$a> .

Esta conjunto de fun¢oes de base é chamado de conjunto de fungoes de base DVR.
O conjunto de fungdes de base |f) é descrito por um conjunto de vetores de base

primitivo DVR |g):
N
fo) = Uailgi)
i=1

onde U é uma matriz hermiteana que transforma as fungbes de base. Os dois conjuntos
serao ortonormalizados e o operador U ¢ unitério.

Porque noés estamos descrevendo os estados de um sistema por um conjunto de
funcoes de base finito, o operador posicao serd representado por uma matriz finita e seus
autovalores agora serao finitos e discretos. Seus autovetores obedecerao a estas relacoes de

ortogonalidade e completeza, respectivamente:

(xglra) = (@plea) = Oap and (B.1)

aaag Wey

. N N
1:Z‘fa><fa‘ :Zwa|xa><xa‘ ’ (B.2)

onde wy, = |aq|?.
As constantes positivas {w, } sdo chamados pesos e podem ser descritos por vetores

de base primitivos DVR:

N N -1
wa = ((Talza) ™ =Y (@algi)(gilza) ™ = <Z g?(xa)gi(xa)> (B.3)

i=1 =1
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E finalmente, para calcular os elementos da matriz hamiltoniana, nés precisamos

descrobrir os elementos da matriz transformacao U,; entre os conjuntos de funcoes de base

ortonormalizados |g) e | f):

N
Uni = <gi’fa>:Zwa<gi‘xﬁ><xﬁ‘ftx>
B

N
= Zwagl(xﬁ)wﬁ_l/2dﬁa = '(Ué/ng(fEa) .
B

Entao os elementos das matrizes energia cinética e potencial sao, respectivamente:

N

Top = VWalp Y gi(wa)gi(2p) gkl Tlg1) e (B.4)
k,l

VCYB = V(xa)<fo¢‘fﬁ> = V(xa)éaﬂ . (B5)

B.2 DVR igualmente espacada

Na prética, os autovalores do operador coordenada nao sdo usados no calculo dos
elementos de matriz como pontos da quadratura. Em substituicao sao usados as raizes das
N + 1 fungoes de base DVR primitivas. Em um trabalho [100], o uso das fungoes de base
DVR primitivas abaixo:

1/2 , _
gi(x) = <bia> sin [W] ,i1=1,...,N,

sendo (a,b) o intervalo onde a particula esta limitada. Estas fungdes de base sao ortonorma-
lizadas na regido de integragao e além diso cada uma satisfaz as condigbes que sdo desejadas
a uma funcao de estado ¥(z), eles se anulam sobre os limites do intervalo.

Como os pontos usados na quadratura sao as raizes da fun¢ao gy1(r), nés temos

que eles sdo dados por

N+1’

To =0+ a=1,..,N.

Porque os pontos da quadratura formam uma quadratura onde os pontos sdo uniformemente
distribuidos dentro de um intervalo, este procedimento de integracao é chamado de DVR
igualmente espacada.

Usando a Eq. (B.3), os pesos sdao dados por
b—a
N+1
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Com esta escolha, os elementos da matriz energia cinética da Eq. (B.5) tornam-se

N b 2
w . 2 . |kr(x—a)] d° . [lr(z—a)
Tog = —o o - TP i | Y

w kr O\ 2 N
= 5 (50a) Soiteomien,
onde noés usamos o fato de

2 /abdxsin [lmr;x - a)} i [lw(x —aa)] .

b—a —a



Apéndice C

Tabelas

Quantas de energia experimentais e tedricos

para a 1% v’ —progressdo, com um J” = 4
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Quantas de energia experimentais e tedricos

para a 2% v’ —progressdo, com um J"” = 4

Vg vi | Quantacy, | Quantaie, A

26 25 43,970 44,002 -0,032
26 24 88,189 88,253 -0,064
26 21 222,324 222,471 -0,147
26 20 267,523 267,693 -0,170
26 19 312,963 313,154 -0,191
26 18 358,643 358,851 -0,208
26 17 404,561 404,784 -0,223
26 15 497,105 497,346 -0,241
26 14 543,732 543,972 -0,240
26 13 590,589 590,826 -0,237
26 11 685,001 685,213 -0,212
26 10 732,551 732,741 -0,190
26 9 780,331 780,491 -0,160
26 8 828,336 828,461 -0,125
26 6 925,028 925,055 -0,027
26 5 973,715 973,676 0,039
26 4 1022,620 1022,511 0,109
26 3 1071,749 1071,558 0,191
26 2 1121,100 1120,816 0,284

Vg vi | Quantacs, | Quantaie, A

20 19 45,441 45,461 -0,020
20 18 91,123 91,158 -0,035
20 17 137,043 137,090 -0,047
20 16 183,200 183,256 -0,056
20 15 229,592 229,652 -0,060
20 13 323,078 323,133 -0,055
20 12 370,169 370,214 -0,045
20 11 417,491 417,519 -0,028
20 10 465,043 465,048 -0,005
20 7 609,066 608,957 0,109
20 6 657,527 657,362 0,165
20 5 706,210 705,983 0,227
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Quantas de energia experimentais e teoricos Quantas de energia experimentais e teoricos
para a 3% v/ —progressao, com um J” = 24 para a 4% v’ —progressao, com um J” = 24
Vs Vi | Quantaegyp | Quantage, A Vs vi | Quantaeg, | Quantaie, A
36 34 82,979 83,026 -0,047 114 107 67,560 66,433 1,127
36 33 124,866 124,941 -0,075 114 106 79,677 78,476 1,201
36 18 783,813 784,275 -0,462 114 105 92,409 91,152 1,257

114 103 | 119,686 118,378 | 1,308
114 102 | 134,222 132,915 | 1,307
114 101 | 149,347 148,058 | 1,289
114 100 | 165,055 163,799 | 1,256
114 99 | 181,341 180,129 | 1,212
114 98 | 198,197 197,040 | 1,157
114 96 | 233,592 232,570 | 1,022
114 95 | 252,117 251,172 | 0,945
114 94 | 271,188 270,321 | 0,867




Quantas de energia experimentais e teoricos

para a 5% v/ —progressao, com um J” = 24
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Quantas de energia experimentais e teoricos

para a 6% v’ —progressao, com um J” = 39

Vs Vi | Quantaegp | Quantage, A Vs vi | Quantaeg, | Quantaie, A
19 18 45,654 45,671 -0,017 119 118 4,626 4,473 0,153
19 17 91,549 91,578 -0,029 119 117 9,794 9,478 0,316
19 16 137,682 137,718 -0,036 119 114 28,881 27,920 0,961
19 15 184,049 184,090 -0,041 119 110 62,867 61,127 1,740
19 12 324,555 324,578 -0,023 119 109 72,939 71,032 1,907
19 11 371,852 371,860 -0,008 119 78 667,660 666,336 0,824
19 5 660,431 660,186 0,245 119 76 722,375 721,630 0,745
119 59 1390,789 1390,130 0,659
119 53 | 1462,516 1461,847 | 0,669
119 52 1498,857 1498,186 0,671
119 50 | 1572,482 1571,809 | 0,673
119 48 | 1647,349 | 1646,673 | 0,676
119 46 | 1723416 | 1722,752 | 0,664
119 45 1761,908 1761,240 0,668
119 44 | 1800,677 1800,024 | 0,653
119 43 | 1839,742 1839,101 0,641
119 41 | 1918,738 | 1918,121 | 0,617
119 39 | 1998,862 1998,281 0,581
119 36 2121,132 2120,612 0,520
119 34 | 2204,001 2203,532 0,469
119 32 | 2287,040 | 2287,523 | 0,417
119 30 | 2372,931 2372,568 | 0,363
119 29 | 2415816 | 2415480 | 0,336
119 27 | 2502,345 2502,073 | 0,272
119 25 2589,891 2589.677 0,214
119 23 | 2678,438 2678,275 0,163
119 21 | 2767,969 2767,854 | 0,115
119 20 2813,101 2813,005 0,096
119 18 | 2904,085 2904,025 0,060
119 16 2996,031 2995,987 0,044
119 14 | 3088,918 3088,878 | 0,040
119 12 3182,739 3182,684 0,055
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Quantas de energia experimentais e teoricos Quantas de energia experimentais e teoricos

para a 7% v/ —progressao, com um J” = 39 para a 8% v/ —progressao, com um J” = 44
Vs Vi | Quantaegyp | Quantage, A Vs vi | Quantaeg, | Quantaie, A
37 36 41,028 41,053 -0,025 118 114 23,816 23,011 0,805
37 35 82,328 82,378 -0,050 118 113 31,283 30,258 1,025
37 M 123,897 123,973 -0,076 118 112 39,359 38,134 1,225
37 30 292,829 293,009 -0,180 118 110 57,419 55,806 1,613
37 22 642,980 643,384 -0,404 118 106 101,031 98,925 2,106
37 20 732,995 733,446 -0,451 118 102 154,524 152,269 2,255
37 17 869,833 870,330 -0,497 118 100 184,875 182,650 2,225
37 13 1055,607 1056,109 -0,502 118 99 200,919 198,739 2,180
37 11| 1149,893 1150,368 | -0,475 118 97 234,738 232,670 2,068
37 10 1197,381 1197,834 -0,453 118 96 252,492 250,495 1,997
37 3 1536,164 1536,234 | -0,070 118 94 289,675 287,819 1,856
37 2 1585,456 1585,435 0,021 118 91 349,460 347,860 1,600

118 89 | 391,932 | 390,495 | 1,437
118 87 | 436,414 | 435,141 | 1,273
118 86 | 459,391 | 458,199 | 1,192
118 84 | 506,797 | 505,750 | 1,047
118 82| 556,084 | 555,166 | 0,918
118 78 | 660,118 | 659,388 | 0,730
118 76 | 714,748 714,094 | 0,654
118 74| 771,064 | 770,469 | 0,595
118 72 | 829,020 | 828471 | 0,549
118 70 | 888,580 | 888,058 | 0,522
118 68 | 949,695 | 949,191 | 0,504
118 66 | 1012,341 | 1011,833 | 0,508
118 64 | 1076457 | 1075949 | 0,508
118 62 | 1142,023 | 1141,504 | 0,519
118 60 | 1209,001 | 1208,468 | 0,533
118 58 | 1277,360 | 1276,809 | 0,551
118 56 | 1347,054 | 1346,497 | 0,557
118 55 | 1382,403 | 1381,837 | 0,566
118 54 | 1418,077 | 1417,504 | 0,573
118 53 | 1454,075 | 1453,494 | 0,581
118 51 | 1527,012 | 1526,430 | 0,582
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Continuagao da tabela associada a 8% v Quantas de energia experimentais e teoricos

progressao para a 9% v/ —progressao, com um J” = 44
Vs vi | Quantaegz, | Quantaie, A Ve Vi | Quantaeyp | Quantage, A
118 49 1601,206 1600,620 0,586 36 35 41,279 41,302 -0,023
118 47 | 1676,619 1676,039 0,580 36 34 82,827 82,874 -0,047
118 45 1753,237 1752,665 0,572 36 33 124,642 124,714 -0,072
118 44 | 1791,991 1791,422 0,569 36 30 251,665 251,821 -0,156
118 43 | 1831,020 1830,473 0,547 36 29 294,528 294,712 -0,184
118 42 1870,354 1869,814 0,540 36 25 468,527 468,824 -0,297
118 41 | 1909,970 1909,442 0,528 36 23 557,033 557,383 -0,350
118 40 1949,873 1949,356 0,517 36 22 601,657 602,031 -0,374
118 38 | 2030,505 2030,029 0,476 36 21 646,525 646,922 -0,397
118 36 2112,243 2111,812 0,431 36 20 691,637 692,054 -0,417
118 34 | 2195,072 2194,685 0,387 36 18 782,588 783,036 -0,448
118 33 | 2236,885 2236,526 0,359 36 17 828,420 828,881 -0,461
118 32 | 2278,966 2278,632 0,334 36 16 874,491 874,961 -0,470
118 31 2321,308 2321,002 0,306 36 14 967,344 967,816 -0,472
118 30 | 2363,911 2363,633 0,278 36 13 | 1014,120 1014,588 -0,468
118 29 | 2406,775 2406,523 0,252 36 11| 1108,373 1108,812 -0,439
118 27 | 2493,266 2493,073 0,193 36 7 1299,633 1299,936 -0,303
118 25 | 2580,774 2580,636 0,138 36 6 1348,020 1348,266 -0,246
118 23 | 2669,279 2669,194 0,085 36 4 1445,456 1445,573 -0,117
118 21 | 2758,778 2758,733 0,045 36 3 1494.,511 1494,547 -0,036
118 20 | 2803,874 2803,866 0,008 36 2 1543,790 1543,733 0,057
118 19 | 2849,238 2849,238 0,000 36 1 1593,293 1593,130 0,163
118 18 | 2894.834 | 2894847 | -0,013
118 17 | 2940,664 2940,693 -0,029
118 16 | 2986,735 2986,773 -0,038
118 15 | 3033,047 3033,085 -0,038
118 14 | 3079,589 3079,627 -0,038
118 13 | 3126,366 3126,399 -0,033
118 12 | 3173,381 3173,398 -0,017
118 11| 3220,617 | 3220,623 | -0,006
118 9 3315,784 3315,744 0,040
118 7 3411,871 3411,748 0,123
118 ) 3508,864 3508,623 0,241
118 4 3557,694 3557,384 0,310
118 1 3705,530 3704,941 0,589
118 0 3755,247 3754,547 0,700
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Quantas de energia experimentais e

teodricos

para a 10% v’ —progressao, com um J” = 52

Vs vi | Quantacs, | Quantagc, A

54 53 35,939 35,935 0,004
54 52 72,200 72,190 0,010
54 51 108,774 108,763 0,011
54 48 220,365 220,355 0,010
54 47 258,182 258,166 0,016
54 44 373,397 373,401 -0,004
54 38 611,653 611,729 -0,076
54 37 652,338 652,439 -0,101

Quantas de energia experimentais e teoricos

para a 11% v” —progressao, com um J” = 52

Vs vi | Quantacs, | Quantagc, A

115 114 6,651 6,431 0,220
115 111 30,352 29,485 0,867
115 110 39,512 38,458 1,054
115 103 121,209 119,473 1,736
115 102 135,342 133,598 1,744
115 99 181,323 179,644 1,679
115 97 214,895 213,312 1,583
115 94 269,459 268,092 1,367
115 89 371,161 370,212 0,949
115 87 415,454 414,654 0,800
115 85 461,695 461,056 0,639
115 83 509,859 509,359 0,500
115 81 559,903 559,510 0,393
115 76 692,793 692,628 0,165
115 72 806,762 806,699 0,063
115 61 | 1152,342 1152,298 0,044
115 59 | 1219,892 1219,832 0,060
115 57 | 1288,806 1288,733 0,073
115 55 | 1359,056 1358,970 0,086
115 54 | 1394,685 1394,581 0,104
115 53 | 1430,616 1430,516 0,100
115 51 | 1503,452 1503,344 0,108
115 50 | 1540,334 1540,231 0,103
115 48 | 1615,049 1614,936 0,113
115 46 | 1690,973 1690,860 0,113
115 44 | 1768,077 1767,982 0,095
115 42 | 1846,350 1846,278 0,072
115 41 | 1885,926 1885,860 0,066
115 40 | 1925,778 1925,728 0,050
115 39 | 1965,915 1965,879 0,036
115 37 | 2047,017 2047,020 -0,003
115 35 2129,219 2129,264 -0,045
115 33 | 2212,499 2212,592 -0,093
115 31 | 2296,837 2296,985 -0,148
115 28 | 2425,303 2425,534 -0,231
115 26 2512,218 2512,515 -0,297
115 24 | 2600,164 2600,502 -0,338
115 23 | 2644,503 2644,868 -0,365
115 22 | 2689,089 2689,479 -0,390
115 21 | 2733,926 2734,334 -0,408
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Continuacdo da tabela associada a 11% o’- Quantas de energia experimentais e teoricos
Progressao para a 12% v —progressao, com um J” = 68
Vs vi | Quantaegz, | Quantaie, A Ve Vi | Quantaeyp | Quantage, A
115 20 2779,001 2779,431 -0,430 43 42 39,160 39,175 -0,015
115 19 2824,323 2824,767 -0,444 43 41 78,615 78,641 -0,026
115 18 2869,976 2870,342 -0,366 43 40 118,354 118,393 -0,039
115 17 | 2915,679 2916,153 | -0,474 43 39 158,379 158,430 -0,051
115 15| 3007,993 3008,478 | -0,485 43 38 198,675 198,750 -0,075
115 13 | 3101,248 3101,726 -0,478 43 37 239,263 239,348 -0,085
115 11 | 3195,436 3195,886 | -0,450 43 36 280,120 280,224 -0,104
115 9 3290,537 3290,943 -0,406 43 34 362,652 362,798 -0,146
115 7 | 3386,563 3386,886 | -0,323 43 33 404,324 404,491 -0,167
115 5 3483,503 3483,702 -0,199 43 32 446,265 446,452 -0,187
115 4 3532,297 3532,433 | -0,136 43 31 488,474 488,678 -0,204
115 2 3630,570 3630,536 0,034 43 29 573,652 573,918 -0,266
115 1 3680,040 3679,904 0,136 43 28 616,633 616,928 -0,295

43 25 | 747,119 747,488 | -0,369
43 24 | 791,121 791,513 | -0,392
43 22| 879,868 880,305 | -0,437
43 21| 924,612 925,070 | -0,458
43 19 | 1014,821 | 1015,325 | -0,504
43 18 | 1060,302 | 1060,813 | -0,511
43 15 | 1198,154 | 1198,693 | -0,539
43 12 | 1338,146 | 1338,662 | -0,516
43 7 | 1576,100 | 1576,465 | -0,365
43 4 | 1721,607 | 1721,788 | -0,181
43 1 | 1869,138 | 1869,044 | 0,094
43 0 | 1918,750 | 1918552 | 0,198
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Quantas de energia experimentais e teoricos Quantas de energia experimentais e teoricos
para a 13% v’ —progressao, com um J” = 68 para a 14% v —progressao, com um J” = 68
Vs Vi | Quantaegyp | Quantage, A Vs vi | Quantaeg, | Quantaie, A
90 89 21,114 21,200 -0,086 108 107 10,636 10,493 0,143
90 88 42,748 42,912 -0,164 108 106 21,906 21,648 0,258
90 87 64,885 65,127 -0,242 108 104 46,342 45,926 0,416
90 86 87,518 87,838 -0,320 108 103 59,495 59,036 0,459
90 85 110,644 111,038 -0,394 108 102 73,265 72,782 0,483
90 &4 134,254 134,717 -0,463 108 100 102,624 102,150 0,474
90 83 158,341 158,871 -0,530 108 99 118,205 117,754 0,451
90 82 182,899 183,491 -0,592 108 98 134,371 133,960 0,411
90 79 259,331 260,083 -0,752 108 96 168,437 168,136 0,301
90 78 285,707 286,503 -0,796 108 95 186,323 186,087 0,236
90 76 339,768 340,640 -0,872 108 93 223,758 223,673 0,085
90 75 367,443 368,345 -0,902 108 91 263,363 263,441 -0,078
90 74 395,530 396,468 -0,938 108 89 305,080 305,322 -0,242
90 72 452,970 453,941 -0,971 108 88 326,711 327,034 -0,323
90 70 512,014 513,018 -1,004 108 87 348,846 349,249 -0,403
90 67 603,536 604,553 -1,017 108 86 371,482 371,960 -0,478
90 66 634,807 635,824 -1,017 108 84 418,217 418,839 -0,622
90 64 698,468 699,479 -1,011 108 83 442,305 442,992 -0,687
90 61| 796,682 797,679 | -0,997 108 82 | 466,863 | 467,613 | -0,750
90 59 863,936 864,910 -0,974 108 81 491,884 492,692 -0,808
90 57 932,557 933,515 -0,958 108 79 543,288 544,205 -0,917
90 56 967,376 968,324 -0,948 108 76 623,732 624,762 -1,030
90 55 1002,528 1003,466 -0,938 108 74 679,504 680,589 -1,085
90 54 | 1038,006 1038,937 | -0,931 108 73 708,012 709,123 -1,111
90 52 1109,937 1110,854 -0,917 108 71 766,257 767,403 -1,146
90 51| 1146,383 1147293 | -0,910 108 70 795,983 797,139 -1,156
90 50 | 1183,141 1184,048 | -0,907 108 67 887,501 888,674 -1,173
90 45 1371,550 1372,455 -0,905 108 65 950,420 951,589 -1,169
90 42 | 1488,176 1489,101 | -0,925 108 64 982,431 983,601 -1,170
90 40 1567,371 1568,319 -0,948 108 63 1014,812 1015,976 -1,164
90 39 | 1607,393 1608,356 | -0,963 108 62 | 1047,553 1048,711 | -1,158
90 37 | 1688,280 1689,274 -0,994 108 60 1114,100 1115,242 -1,142
108 59 | 1147,899 1149,031 | -1,132
108 57 | 1216522 | 1217,637 | -1,115
108 56 | 1251,340 | 1252,446 | -1,106
108 59 1286,491 1287,588 -1,097
108 54 | 1321,971 1323,059 | -1,088
108 52 1393,903 1394,975 -1,072
108 51 1430,346 1431,414 -1,068
108 50 | 1467,106 1468,169 | -1,063
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Continuagao da tabela associada a 14% v Quantas de energia experimentais e teoricos

Progressao para a 15% v’/ —progressao, com um J” = 71
Vs vi | Quantaegz, | Quantaie, A Vs vi | Quantaeg, | Quantaie, A
108 49 1504,176 1505,237 -1,061 116 115 5,393 5,188 0,205
108 48 1541,557 1542,615 -1,058 116 114 11,430 10,988 0,442
108 46 1617,228 1618,287 -1,059 116 112 25,406 24,490 0,916
108 44 | 1694,096 1695,164 -1,068 116 111 33,364 32,218 1,146
108 43 | 1732,972 1734,047 -1,075 116 109 51,219 49,668 1,551
108 42 1772,142 1773,222 -1,080 116 105 94,652 92,574 2,078
108 41 | 1811,593 1812,688 -1,095 116 102 133,855 131,636 2,219
108 39 1891,358 1892,477 -1,119 116 99 178,564 176,373 2,191
108 38 | 1931,659 1932,797 -1,138 116 98 194,656 192,504 2,152
108 36 | 2013,100 2014,271 -1,171 116 96 228,587 226,537 2,050

116 93 | 283,715 281,876 | 1,839
116 90 | 343,732 342,140 | 1,592
116 88 | 386,363 384,937 | 1,426
116 85 | 454,099 452,899 | 1,200
116 83 | 501,692 500,630 | 1,062
116 81 | 551,186 550,231 | 0,955
116 77 | 655,592 654,833 | 0,759
116 75 | 710,424 709,734 | 0,690
116 73 | 766,952 766,305 | 0,647
116 71 | 825,116 824,505 | 0,611
116 65 | 1009,041 | 1008,465 | 0,576
116 63 | 1073,369 | 1072,781 | 0,588
116 62 | 1106,071 | 1105481 | 0,590
116 61 | 1139,139 | 1138,537 | 0,602
116 59 | 1206,325 | 1205,701 | 0,624
116 57 | 1274885 | 1274,243 | 0,642
116 55 | 1344,789 | 1344,131 | 0,658
116 53 | 1416,013 | 1415339 | 0,674
116 51 | 1488,527 | 1487,838 | 0,689
116 49 | 1562,302 | 1561,604 | 0,698
116 48 | 1599,652 | 1598,954 | 0,698
116 47 | 1637,310 | 1636,611 | 0,699
116 46 | 1675273 | 1674,572 | 0,701
116 45 | 1713521 | 1712,835 | 0,686
116 42 | 1830,080 | 1829,402 | 0,678
116 40 | 1909,225 | 1908,569 | 0,656
116 38 | 1989,505 | 1988,876 | 0,629
116 37 | 2030,063 | 2029451 | 0,612
116 36 | 2070,897 | 2070,303 | 0,594
116 35 | 2112,004 | 2111,431 | 0,573
116 34 | 2153,383 | 2152,830 | 0,553
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Continuagao da tabela associada a 15% v Quantas de energia experimentais e teoricos

Progressao para a 16% v’ —progressao, com um J” = 71
Vs vi | Quantaez, | Quantaie, A Ve Vi | Quantaeyp | Quantage, A
116 33 | 2195,031 2194,501 0,530 58 57 34,450 34,441 0,009
116 31 | 2279,123 2278,643 0,480 58 56 69,238 69,218 0,020
116 29 | 2364,272 2363,839 0,433 58 5 104,358 104,329 0,029
116 27 | 2450,456 2450,072 0,384 o8 54 139,808 139,770 0,038
116 25 | 2537,654 2537,325 0,329 58 353 175,581 175,537 0,044
116 24 | 2581,630 2581,329 0,301 58 52 211,680 211,627 0,053
116 23 | 2625,864 2625,581 0,283 58 50 284,826 284,763 0,063
116 21 2715,067 2714,826 0,241 58 49 321,869 321,802 0,067
116 19 | 2805,251 2805,043 0,208 58 47 396,879 396,809 0,070
116 17 | 2896,392 2896,218 0,174 58 45 473,099 473,033 0,066
116 13 | 3081,560 3081,384 0,176 58 44 511,658 511,594 0,064
116 11 | 3175,559 3175,347 0,212 58 43 550,506 550,450 0,056
116 7 3366,299 3365,969 0,330 o8 42 589,648 589,600 0,048
116 b) 3463,046 3462,602 0,444 58 41 629,077 629,040 0,037
116 4 3511,755 3511,244 0,511 o8 39 708,792 708,780 0,012
116 2 3609,851 3609,171 0,680 58 37 789,630 789,649 -0,019

58 36 | 830,464 830,502 | -0,038
58 35| 871,571 871,629 | -0,058
58 34| 912,950 913,029 | -0,079
58 32| 996,514 996,637 | -0,123
58 31| 1038,6904 | 1038,841 | -0,147
58 30 | 1081,136 | 1081,308 | -0,172
58 29 | 1123,840 | 1124,037 | -0,197
58 28 | 1166,802 | 1167,025 | -0,223
58 27 | 1210,021 | 1210270 | -0,249
58 25 | 1297,224 | 1297523 | -0,299
58 23| 1385,433 | 1385,780 | -0,347
58 21 | 1474,634 | 1475,024 | -0,390
58 20 | 1519,605 | 1520,012 | -0,407
58 19 | 1564,817 | 1565241 | -0,424
58 18 | 1610,273 | 1610,710 | -0,437
58 17 | 1655,969 | 1656,416 | -0,447
58 16 | 1701,903 | 1702,358 | -0,455
58 15 | 1748,076 | 1748534 | -0,458
58 14 | 1794,487 | 1794,943 | -0,456
58 12 | 1888,010 | 1888450 | -0,440
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Quantas de energia experimentais e teoricos Continuacdo da tabela associada a 17% v'-
para a 17% v’ —progressao, com um J” = 79 progressao

Vs vi | Quantaeg, | Quantaie, A Vs vi | Quantaegzp | Quantaie, A
113 111 14,645 14,161 0,484 113 28 | 2377,556 2377,613 -0,057
113 110 22,957 22,244 0,713 113 26 | 2464,129 2464,236 -0,107
113 109 31,912 31,002 0,910 113 25 | 2507,798 2507,930 -0,132
113 105 74,283 72,791 1,492 113 24 | 2551,720 2551,875 | -0,155
113 98 172,692 171,066 1,626 113 23 | 2595,892 2596,069 | -0,177
113 93 260,770 259,448 1,322 113 22 2640,311 2640,512 -0,201
113 91 299,889 298,732 1,157 113 21 | 2684,983 2685,200 | -0,217
113 88 362,561 361,642 0,919 113 19 | 2775,053 2775,305 -0,252
113 86 406,906 406,140 0,766 113 15 | 2958,101 2958,384 | -0,283
113 83 477,124 476,567 0,557 113 13 | 3051,051 3051,328 -0,277
113 77 630,203 629,951 0,252 113 11 | 3144,943 3145,190 | -0,247
113 75 684,785 684,599 0,186 113 9 3239,755 3239,958 -0,203
113 73 741,060 740,929 0,131 113 7 | 3335,495 3335,618 | -0,123
113 69 858,534 858,454 0,080 113 5 3432,145 3432,157 -0,012
113 67 919,634 919,569 0,065 113 4 | 3480,807 3480,753 0,054
113 65 982,275 982,201 0,074 113 2 3578,811 3578,589 0,222
113 63 1046,393 1046,313 0,080 113 1 3628,145 3627,827 0,318
113 61 | 1111,976 | 1111,873 | 0,103

113 59 1178,958 1178,846 0,112

113 57 1247,341 1247,202 0,139

113 56 1282,039 1281,889 0,150

113 54 | 1352,433 1352,263 0,170

113 52 | 1424,135 | 1423948 | 0,187

113 48 | 1571,353 1571,144 0,209

113 46 1646,817 1646,604 0,213

113 45 | 1684,995 1684,789 0,206

113 44 1723,474 1723,274 0,200

113 43 1762,255 1762,056 0,199

113 41 | 1840,686 1840,498 0,188

113 39 1920,257 1920,094 0,163

113 37 | 2000,960 2000,824 0,136

113 36 | 2041,726 | 2041,607 | 0,119

113 34 | 2124,080 | 2124,000 | 0,080

113 33 2165,666 2165,604 0,062

113 32 | 2207,516 2207,477 0,039

113 30 | 2292,013 | 2292,021 | -0,008
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Quantas de energia experimentais e teoricos

para a 18% v’ —progressao, com um J” = 79

Quantas de energia experimentais e teoricos

para a 19% v —progressao, com um J” = 79

Vs vi | Quantacs, | Quantagc, A

63 61 65,574 65,559 0,015
63 60 98,895 98,871 0,024
63 59 132,566 132,532 0,034
63 58 166,583 166,539 0,044
63 56 235,641 235,575 0,066
63 55 270,673 270,597 0,076
63 54 306,035 305,950 0,085
63 53 341,725 341,630 0,095
63 52 377,738 377,635 0,103
63 51 414,070 413,960 0,110
63 49 487,682 487,561 0,121
63 47 562,534 562,408 0,126
63 46 600,417 600,291 0,126
63 45 638,601 638,476 0,125
63 44 677,084 676,961 0,123
63 43 715,859 715,742 0,117
63 42 754,929 754,818 0,111
63 40 833,932 833,839 0,093
63 38 914,072 914,005 0,067
63 36 995,328 995,294 0,034
63 33 | 1119,267 1119,291 -0,024
63 31 | 1203,235 1203,303 -0,068
63 29 | 1288,258 1288,374 -0,116
63 27 | 1374,318 1374,484 -0,166
63 25 1461,402 1461,616 -0,214

Vs vi | Quantacs, | Quantagc, A

50 49 36,962 36,958 0,004
50 48 74,234 74,227 0,007
50 47 | 111,814 111,804 | 0,010
50 46 149,697 149,687 0,010
50 45 187,881 187,872 0,009
50 44 226,362 226,357 0,005
50 43 265,139 265,139 0,000
50 42 304,208 304,214 -0,006
50 41 343,566 343,581 -0,015
50 39 423,141 423177 -0,036
50 38 463,352 463,401 -0,049
50 37 503,841 503,907 -0,066
50 36 544,608 544,690 -0,082
50 34 626,963 627,083 -0,120
50 33 668,547 668,687 -0,140
50 31 752,515 752,700 -0,185
50 30 794,896 795,104 -0,208
50 29 837,537 837,770 -0,233
50 28 880,438 880,696 -0,258
50 27 923,598 923,880 -0,282
50 26 967,014 967,319 -0,305
50 25| 1010,682 1011,013 -0,331
50 24 | 1054,603 1054,958 -0,355
50 23 | 1098,775 1099,152 -0,377
50 22 | 1143,196 1143,595 -0,399
50 20 | 1232,779 1233,214 -0,435
50 19 | 1277,939 1278,388 -0,449
50 18 | 1323,332 1323,802 -0,470
50 15 | 1460,984 1461,467 | -0,483
50 13 | 1553,937 1554,411 -0,474
50 12 | 1600,764 1601,228 -0,464
50 9 1742,646 1743,041 -0,395
50 8 1790,405 1790,760 -0,355
50 7 1838,384 1838,701 -0,317
50 5 1935,033 1935,240 -0,207
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Quantas de energia experimentais e teoricos Quantas de energia experimentais e teoricos
para a 20% v’ —progressao, com um J” = 79 para a 21% v —progressao, com um J” = 83

Vs Vi | Quantaegp | Quantage, A Ve Vi | Quantaeyp | Quantage, A
44 43 38,777 38,781 -0,004 58 57 34,308 34,299 0,009
44 42 77,846 77,857 -0,011 58 54 139,256 139,216 0,040
44 41 117,205 117,223 -0,018 58 53 174,904 174,849 0,055
44 40 156,849 156,879 -0,030 58 51 247,157 247,088 0,069
44 39 196,779 196,820 -0,041 58 49 320,680 320,600 0,080
44 38 236,990 237,044 -0,054 58 47 395,455 395,360 0,095
44 37 277,480 277,549 -0,069 58 42 587,638 587,563 0,075
44 36 318,247 318,333 -0,086 58 40 666,565 666,506 0,059
44 35 359,287 359,393 -0,106 58 38 746,630 746,595 0,035
4 34 400,608 400,726 -0,118 58 37 787,086 787,063 0,023
44 33 442,182 442,330 -0,148 58 35 868,818 868,832 -0,014
4 32 484,036 484,203 -0,167 58 33 951,648 951,698 -0,050
44 29 611,174 611,413 -0,239 58 31| 1035,545 1035,640 | -0,095
44 28 654,076 654,339 -0,263 58 30 1077,891 1078,010 -0,119
44 26 740,652 740,962 -0,310 58 29 1120,501 1120,642 -0,141
44 25 784,320 784,656 -0,336 58 28 | 1163,370 1163,535 | -0,165
4 24 828,243 828,601 -0,358 58 26 1249,878 1250,093 -0,215
44 22 916,834 917,237 -0,403 58 22 1425,940 1426,241 -0,301
4 21 961,501 961,925 -0,424 58 20 1515,457 1515,800 -0,343
44 19 | 1051,576 1052,031 | -0,455 58 18 | 1605,961 1606,328 | -0,367
44 18 1096,975 1097,445 -0,470 58 14 | 1789,850 1790,234 -0,384
44 16 | 1188,499 1188,986 | -0,487 58 12 | 1883,216 1883,584 | -0,368
44 15| 1234622 | 1235110 | -0,488

44 13 | 1327,574 1328,054 | -0,480
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Quantas de energia experimentais e teoricos Quantas de energia experimentais e teoricos

para a 22% v’ —progressao, com um J” = 83 para a 23% v’ —progressio, com um J” = 97

Vs Vi | Quantaegyp | Quantage, A Vs vi | Quantaeg, | Quantaie, A
81 79 50,893 50,997 -0,104 111 110 7,487 7,228 0,259
81 78 77,020 77,168 -0,148 111 109 15,656 15,157 0,499
81 77 103,587 103,777 -0,190 111 106 44,222 43,154 1,068
81 76 130,597 130,820 -0,223 111 99 133,854 132,325 1,529
81 75 158,033 158,289 -0,256 111 98 149,168 147,658 1,510
81 73 214,181 214,487 -0,306 111 96 181,608 180,164 1,444
81 72 242,878 243,204 -0,326 111 93 234,628 233,370 1,258
81 71 271,986 272,326 -0,340 111 90 292,706 291,668 1,038
81 70 301,496 301,848 -0,352 111 88 334,109 333,235 0,874
81 69 331,404 331,764 -0,360 111 87 355,600 354,802 0,798
81 67 392,392 392,761 -0,369 111 78 571,206 570,963 0,243
81 66 423,462 423,832 -0,370 111 77 597,494 597,297 0,197
81 65 454,910 455,278 -0,368 111 74 679,017 678,905 0,112
81 64 486,734 487,096 -0,362 111 70 793,615 793,581 0,034
81 63 518,921 519,281 -0,360 111 68 853,355 853,333 0,022
81 62 551,478 551,828 -0,350 111 62 | 1041,819 1041,775 0,044
81 60 617,662 617,993 -0,331 111 60 1107,600 1107,529 0,071
81 58 685,250 685,559 -0,309 111 58 | 1174,793 1174,697 | 0,096
81 57 719,560 719,858 -0,298 111 56 1243,366 1243,249 0,117
81 56 754,209 754,497 -0,288 111 55 | 1278,166 1278,034 | 0,132
81 55 789,194 789,470 -0,276 111 54 1313,298 1313,153 0,145
81 54 824,509 824,775 -0,266 111 53 | 1348,766 1348,603 | 0,163
81 53 860,153 860,409 -0,256 111 52 1384,547 1384,382 0,165
81 52 896,117 896,367 -0,250 111 51 | 1420,662 1420,484 | 0,178
81 51 932,408 932,647 -0,239 111 49 1493,854 1493,648 0,206
81 49 | 1005,932 1006,159 | -0,227 111 47 | 1568,278 1568,069 | 0,209
81 47 | 1080,699 1080,919 | -0,220 111 45 | 1643,940 1643,724 | 0,216
81 45 1156,682 1156,903 -0,221 111 43 1720,802 1720,588 0,214
81 44 | 1195,124 1195,346 | -0,222 111 42 | 1759,673 1759,467 | 0,206
81 43 1233,861 1234,087 -0,226 111 41 1798,844 1798,639 0,205
81 42 1272,891 1273,122 -0,231 111 40 1838,304 1838,103 0,201
81 41 1312,209 1312,449 -0,240 111 39 1878,053 1877,855 0,198
81 40 | 1351,817 1352,065 | -0,248 111 38 | 1918,074 1917,892 0,182
81 39 1391,707 1391,968 -0,261 111 36 1998,975 1998,815 0,160
81 38 | 1431,881 1432,154 | -0,273 111 34 | 2080,979 2080,851 0,128
81 36 1513,066 1513,368 -0,302 111 32 2164,074 2163,981 0,093
81 35| 1554,071 1554,391 -0,320 111 30 | 2248,238 2248,186 | 0,052
81 34 1595,349 1595,688 -0,339

81 33 1636,898 1637,257 -0,359

81 32| 1678,713 1679,095 | -0,382

81 31 1720,796 1721,200 -0,404

81 29 | 1805,752 1806,201 -0,449

81 27 1891,748 1892,245 -0,497
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Continuacdo da tabela associada a 23% o'- Quantas de energia experimentais e teoricos
Progressao para a 24% v’ —progressao, com um J” = 97
Vs vi | Quantaegz, | Quantaie, A Ve Vi | Quantaeyp | Quantage, A
111 29 2290,715 2290,686 0,029 98 97 15,916 15,950 -0,034
111 28 | 2333,454 2333,448 0,006 98 94 67,207 67,398 -0,191
111 27 | 2376,460 2376,470 -0,010 98 91 123,621 124,027 -0,406
111 25 | 2463,232 2463,285 -0,053 98 87 206,427 207,144 -0,717
111 23 | 2551,021 2551,114 | -0,093 98 &4 273,943 274,880 -0,937
111 21 2639,810 2639,942 -0,132 98 82 321,419 322,485 -1,066
111 19 | 2729,591 2729,752 -0,161 98 81 345,872 346,999 -1,127
111 17 | 2820,349 2820,531 -0,182 98 80 370,799 371,979 -1,180
111 15 | 2912,075 2912,262 -0,187 98 79 396,186 397,416 -1,230
111 13 | 3004,756 3004,932 -0,176 98 70 644,443 645,923 -1,480
111 11 | 3098,372 3098,526 | -0,154 98 68 704,180 705,675 -1,495
111 9 3192,925 3193,033 -0,108 98 63 860,301 861,780 -1,479
111 7 | 3288,406 3288,438 | -0,032 98 61 925,358 926,815 -1,457
111 b) 3384,803 3384,728 0,075 98 60 958,421 959,871 -1,450
111 4 3433,345 3433,202 0,143 98 58 | 1025,615 1027,040 | -1,425
111 2 3531,100 3530,798 0,302 98 55 | 1128,991 1130,376 | -1,385
111 1 3580,316 3579,918 0,398 98 53 1199,585 1200,946 -1,361
98 52 | 1235,376 1236,724 | -1,348
98 50 1307,920 1309,249 -1,329
98 47 1419,103 1420,411 -1,308
98 45 1494.,763 1496,066 -1,303
98 42 | 1610,504 1611,809 | -1,305
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Quantas de energia experimentais e teoricos Quantas de energia experimentais e teoricos
para a 25% v’ —progressio, com um J” = 97 para a 26 v’ —progressao, com um J” = 101
Vs Vi | Quantaegyp | Quantage, A Vs vi | Quantaeg, | Quantaie, A
56 55 34,789 34,785 0,004 104 103 12,007 11,913 0,094
56 54 69,930 69,904 0,026 104 102 24,662 24,501 0,161
56 53 105,387 105,355 0,032 104 100 51,889 51,660 0,229
5 51 177,287 177,235 0,052 104 99 66,444 66,211 0,233
56 50 213,723 213,658 0,065 104 96 113,769 113,615 0,154
56 48 287,534 287,454 0,080 104 95 130,735 130,632 0,103
56 46 362,586 362,495 0,091 104 93 166,402 166,424 -0,022
56 43 477,430 477,340 0,090 104 92 185,087 185,179 -0,092
56 41 555,477 555,390 0,087 104 91 204,327 204,494 -0,167
56 40 594,930 594,854 0,076 104 90 224,114 224,358 -0,244
56 38 674,704 674,644 0,060 104 88 265,299 265,698 -0,399
56 36 755,602 755,567 0,035 104 87 286,680 287,155 -0,475
56 35 796,467 796,447 0,020 104 86 308,578 309,127 -0,549
56 34 837,607 837,603 0,004 104 85 330,979 331,604 -0,625
56 33 879,021 879,032 -0,011 104 &4 353,883 354,578 -0,695
56 32 920,704 920,732 -0,028 104 83 377,280 378,041 -0,761
56 31 962,651 962,702 -0,051 104 82 401,162 401,986 -0,824
56 30 | 1004,868 1004,937 | -0,069 104 81 425,522 426,406 -0,884
56 29 1047,344 1047,437 -0,093 104 80 450,354 451,292 -0,938
56 28 | 1090,085 1090,199 | -0,114 104 78 501,404 502,438 -1,034
56 26 1176,344 1176,501 -0,157 104 7 527,610 528,685 -1,075
56 24 | 1263,626 1263,825 | -0,199 104 74 608,871 610,041 -1,170
56 22 1351,920 1352,155 -0,235 104 72 665,187 666,400 -1,213
56 21 | 1396,437 1396,693 | -0,256 104 71 693,971 695,199 -1,228
56 19 1486,219 1486,504 -0,285 104 69 752,760 754,007 -1,247
56 17 | 1576,976 1577,282 | -0,306 104 68 782,755 784,007 -1,252
56 15 | 1668,703 1669,013 | -0,310 104 66 843,919 845,172 -1,253
56 13 1761,380 1761,683 -0,303 104 64 906,614 907,859 -1,245
104 62 970,805 972,032 -1,227
104 61 1003,448 1004,665 -1,217
104 59 | 1069,808 1071,003 | -1,195
104 57 1137,561 1138,743 -1,182
104 56 | 1171,976 1173,129 | -1,153
104 55 1206,716 1207,854 -1,138
104 54 1241,790 1242,915 -1,125
104 51 1348,985 1350,075 -1,090
104 49 1422.060 1423,129 -1,069
104 48 1459,068 1460,130 -1,062
104 46 1534,016 1535,066 -1,050
104 43 | 1648,712 1649,758 | -1,046
104 41 1726,659 1727,710 -1,051
104 40 | 1766,069 1767,126 | -1,057
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Quantas de energia experimentais e teoricos Quantas de energia experimentais e teoricos

para a 27% v’ —progressao, com um J” = 101 para a 28% v’ —progressao, com um J” = 104

Vs Vi | Quantaegp | Quantage, A Ve Vi | Quantaeyp | Quantage, A
42 41 39,119 39,124 -0,005 54 53 35,361 35,348 0,013
42 40 78,529 78,539 -0,010 54 52 71,051 71,024 0,027
42 39 118,228 118,243 -0,015 54 51 107,065 107,027 0,038
42 37 198,473 198,509 -0,036 54 50 143,401 143,352 0,049
42 36 239,019 239,065 -0,046 54 48 217,021 216,955 0,066
42 35 279,842 279,900 -0,058 54 47 254,302 254,227 0,075
42 33 362,305 362,397 -0,092 54 46 291,889 291,809 0,080
42 32 403,946 404,054 -0,108 54 45 329,780 329,698 0,082
42 31 445,853 445,981 -0,128 54 44 367,974 367,890 0,084
42 30 488,026 488,174 -0,148 54 43 406,469 406,382 0,087
42 28 573,163 573,353 -0,190 54 42 445,259 445,173 0,086
42 27 616,125 616,334 -0,209 54 40 523,714 523,636 0,078
42 26 659,344 659,574 -0,230 54 39 563,375 563,304 0,071
42 25 702,818 703,069 -0,251 54 38 603,321 603,258 0,063
42 24 746,548 746,819 -0,271 54 37 643,552 643,497 0,055
42 23 790,530 790,821 -0,291 54 36 684,061 684,018 0,043
42 22 834,765 835,073 -0,308 54 35 724,845 724,818 0,027
42 21 879,247 879,573 -0,326 54 34 765,909 765,895 0,014
42 20 923,979 924,319 -0,340 54 33 807,246 807,246 0,000
42 19 968,955 969,309 -0,354 54 32 848,853 848,869 -0,016
42 18 1014,177 1014,542 -0,365 54 30 932,869 932,923 -0,054
42 17 | 1059,642 1060,015 | -0,373 54 29 975,274 975,349 -0,075
42 16 1105,348 1105,727 -0,379 54 27 1060,873 1060,987 -0,114
42 15| 1151,296 1151,676 | -0,380 54 26 | 1104,064 1104,195 | -0,131
42 14 1197,480 1197,860 -0,380 54 25 1147.505 1147,660 -0,155
42 13 1243,904 1244277 -0,373 04 24 1191,205 1191,379 -0,174
42 12 | 1290,565 1290,926 | -0,361 54 22 | 1279,363 1279,573 | -0,210
42 10 1384,589 1384,912 -0,323 54 21 1323,817 1324,044 -0,227
42 9 1431,950 1432,245 -0,295 54 19 1413,467 1413,723 -0,256
42 7 1527,368 1527,586 -0,218 54 18 1458,661 1458,927 -0,266
42 6 1575,424 1575,590 | -0,166 54 16 | 1549,778 1550,057 | -0,279
42 5 1623,701 1623,814 -0,113 54 14 1641,858 1642,135 -0,277
42 4 1672,210 1672,257 | -0,047 54 13 | 1688,254 1688,526 | -0,272
42 2 1769,903 1769,794 0,109 54 11 1781,757 1782,001 -0,244
42 1 1819,091 1818,884 0,207 54 10 | 1828,854 1829,083 | -0,229
42 0 1868,497 1868,187 0,310 54 9 1876,197 1876,391 -0,194
54 8 1923,766 1923,925 | -0,159
54 6 2019,591 2019,662 -0,071
54 4 | 2116,333 | 2116,281 | 0,052
54 3 2165,047 2164,918 0,129
54 2 | 2213980 | 2213770 | 0,210
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Quantas de energia experimentais e teoricos Quantas de energia experimentais e teoricos

para a 29% v’ —progressao, com um J” = 104 para a 30% v’ —progressao, com um J” = 104

Vs v; | Quantac;, | Quanta., A

44 43 38,490 38,493 -0,003 Ve Vi | Quanta.,, | Quanta, A
44 42 77,282 77,283 -0,001 109 108 8,492 8,257 0,235
44 41 116,363 116,369 -0,006 109 105 38,083 37,298 0,785
44 40 155,737 155,747 -0,010 109 104 49,297 48,383 0,914
44 39 195,397 195,414 -0,017 109 103 61,170 60,158 1,012
44 37 | 275,572 275,608 | -0,036 109 100 100,681 99,517 1,164
44 36 | 316,080 316,128 | -0,048 109 99 115,118 113,947 1,171
44 35| 356,870 356,928 | -0,058 109 97 145,843 144,705 1,138
4 341 397,930 398,005 | -0,075 109 96 162,113 161,012 1,101
44 33 | 439,267 439,356 | -0,089 109 95 178,974 177,922 1,052
44 32| 480,874 480,980 | -0,106 109 94 196,419 195,425 0,994
4 31 922,748 022,873 | -0,125 109 93 214,442 213,510 0,932
44 30 | 564,890 565,033 | -0,143 109 91 252,174 251,387 0,787
44 28 | 649,966 650,148 | -0,182 109 90 271,871 271,159 0,712
4 27 | 692,894 693,097 | -0,203 109 88 312,879 312,321 0,558
44 26 | 736,083 736,306 | -0,223 109 87 334,175 333,694 0,481
44 25| 779,527 779,771 | -0,244 109 86 | 355,988 355,582 | 0,406
44 24| 823,227 823,490 | -0,263 109 85 378,305 377,978 0,327
4 23] 867,181 867,462 | -0,281 109 83 | 424,454 424,258 | 0,196
44 22| 911,383 911,684 | -0,301 109 82 448 260 448,127 0,133
4 21 955,838 956,154 | -0,316 109 81 472,547 472,472 0,075
44 20 | 1000,541 1000,871 -0,330 109 80 497,306 497,286 0,020
44 19 | 1045,488 1045,833 -0,345 109 79 522,532 522,562 -0,030
44 18 | 1090,685 1091,038 -0,353 109 77 574,353 574,470 -0,117
44 17 | 1136,120 1136,483 -0,363 109 76 600,934 601,090 -0,156
44 16 | 1181,798 1182,167 -0,369 109 75 627,960 628,146 -0,186
4 15 1227,720 1228,089 -0,369 109 73 683,297 683,539 -0,242
44 14 | 1273,877 1274,246 -0,369 109 63 984,441 984,719 -0,278
44 13 | 1320,276 | 1320,636 | -0,360 109 58 | 1149,184 | 1149405 | -0,221
44 12} 1366,910 | 1367,259 | -0,349 109 55 | 1252,240 | 1252,419 | -0,179
44 10 | 1460,881 | 1461,193 | -0,312 109 50 | 1430,671 | 1430,786 | -0,115
4 9 | 1508,219 | 1508,502 | -0,283 109 44 | 1655,248 | 1655,324 | -0,076
44 7 | 1603,585 | 1603,793 | -0,208

44 6 | 1651,615 | 1651,772 | -0,157

44 5 | 1699,869 | 1699,972 | -0,103

44 4 | 1748354 | 1748392 | -0,038

44 2 | 1846,004 | 1845,881 | 0,123

44 1 | 1895,162 | 1894,948 | 0,214

44 0 | 1944,547 | 1944228 | 0,319




Quantas de energia experimentais e teoricos

para a 31% v’ —progressdo, com um J” = 107

Vs Vi | Quantacg, | Quantaie, A

65 64 31,430 31,423 0,007
65 62 95,407 95,384 0,023
65 61 127,948 127,914 0,034
65 60 160,851 160,803 0,048
65 58 227,722 227,647 0,075
65 56 295,988 295,884 0,104
65 55 330,634 330,515 0,119
65 54 365,615 365,483 0,132
65 53 400,931 400,784 0,147
65 52 436,575 436,415 0,160
65 51 472,545 472,373 0,172
65 50 508,837 508,653 0,184
65 49 545,447 545,253 0,194
65 47 619,610 619,400 0,210
65 45 695,009 694,787 0,222
65 43 771,617 771,390 0,227
65 42 810,367 810,141 0,226
65 41 | 849,412 849,188 | 0,224
65 40 888,747 888,527 0,220
65 38 968,278 968,073 0,205
65 36 | 1048,947 1048,759 0,188
65 34 | 1130,726 1130,564 0,162
65 32| 1213,599 1213,469 0,130
65 30 | 1297,549 1297,454 0,095
65 28 | 1382,560 1382,502 0,058
65 24 | 1555,695 1555,716 -0,021
65 22 | 1643,791 1643,849 -0,058
65 20 | 1732,888 1732,976 -0,088
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Quantas de energia experimentais e teoricos

para a 32% v’ —progressido, com um J" = 107

Vs vi | Quantacs, | Quantatc, A

46 45 37,854 37,847 0,007
46 44 76,007 75,998 0,009
46 43 114,462 114,451 0,011
46 41 192,255 192,248 0,007
46 40 231,591 231,587 0,004
46 39 271,213 271,217 -0,004
46 37 351,317 351,336 -0,019
46 36 391,792 391,820 -0,028
46 34 473,570 473,625 -0,055
46 32 556,444 556,529 -0,085
46 30 640,394 640,515 -0,121
46 29 682,767 682,907 -0,140
46 28 725,404 725,563 -0,159
46 27 768,301 768,480 -0,179
46 26 811,457 811,656 -0,199
46 25 854,873 855,089 -0,216
46 24 898,539 898,777 -0,238
46 23 942,462 942718 -0,256
46 21 | 1031,060 1031,350 -0,290
46 20 | 1075,733 1076,037 | -0,304
46 19 | 1120,652 1120,969 -0,317
46 18 | 1165,817 1166,144 -0,327
46 17 | 1211,228 1211,561 -0,333
46 16 | 1256,877 1257,217 | -0,340
46 15 | 1302,769 1303,110 -0,341
46 13 | 1395,270 1395,603 -0,333
46 12 1441,877 1442,198 -0,321
46 11 | 1488,723 1489,024 -0,301
46 10 | 1535,797 1536,079 -0,282
46 8 1630,649 1630,869 -0,220
46 7 1678,422 1678,601 -0,179
46 6 1726,424 1726,556 -0,132
46 5 1774,655 1774,731 -0,076
46 3 1871,802 1871,738 0,064
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Quantas de energia experimentais e

teodricos

ara a 33% v” —progressao, com um J” = 107
p g

Vs Vi | Quantacg, | Quantaie, A

81 79 49,847 49,941 -0,094
81 77 101,525 101,708 -0,183
81 75 154,996 155,247 -0,251
81 74 182,387 182,665 -0,278
81 73 210,207 210,509 -0,302
81 72 238,450 238,771 -0,321
81 71 267,110 267,446 -0,336
81 70 296,182 296,530 -0,348
81 68 355,538 355,898 -0,360
81 67 385,813 386,174 -0,361
81 65 447,525 447,881 -0,356
81 63 510,758 511,100 -0,342
81 62 542,934 543,265 -0,331
81 61 575,474 575,795 -0,321
81 60 608,376 608,685 -0,309
81 59 641,635 641,931 -0,296
81 58 675,247 675,529 -0,282
81 56 743,514 743,765 -0,251
81 55 778,159 778,396 -0,237
81 54 813,143 813,364 -0,221
81 53 848,456 848,666 -0,210
81 52 884,102 884,297 -0,195
81 51 920,071 920,254 -0,183
81 50 956,363 956,535 -0,172
81 49 992,974 993,135 -0,161
81 47 | 1067,137 1067,281 -0,144
81 46 | 1104,683 1104,821 -0,138
81 45 | 1142,535 1142,668 -0,133
81 44 | 1180,686 1180,819 -0,133
81 43 | 1219,144 1219,272 -0,128
81 42 | 1257,894 1258,023 -0,129
81 41 | 1296,938 1297,069 -0,131
81 40 | 1336,274 1336,408 -0,134
81 38 | 1415,807 1415,955 -0,148
81 37 | 1456,000 1456,156 -0,156
81 36 | 1496,473 1496,640 -0,167
81 35| 1537,225 1537,404 -0,179

Continuacdo da tabela associada a 33 v-

progressao
Vs vi | Quantacs, | Quantatc, A
81 34 | 1578,252 1578,445 -0,193
81 33 | 1619,553 1619,761 -0,208
81 31 1702,967 1703,209 -0,242
81 30 | 1745,115 1745,336 -0,221
81 29 1787,449 1787,728 -0,279
81 28 | 1830,086 1830,384 -0,298
81 26| 1916,140 | 1916,477 | -0,337
81 25 | 1959,553 1959,910 -0,357
81 24 | 2003,222 2003,598 -0,376
81 23 | 2047,145 2047,538 -0,393
81 22| 2091,322 | 2091,730 | -0,408
81 21 2135,742 2136,170 -0,428
81 20 | 2180,415 2180,858 -0,443
81 19 | 2225,334 2225,790 -0,456
81 18 | 2270,500 2270,965 -0,465
81 16 | 2361,560 2362,037 -0,477
81 15 | 2407451 2407,931 -0,480
81 13 | 2499,953 2500,423 -0,470
81 12 | 2546,560 2547,019 -0,459
81 11 2593,382 2593.845 -0,463
81 10 | 2640,479 2640,900 -0,421
81 9 2687,789 2688,182 -0,393
81 7 2783,105 2783,422 -0,317
81 6 2831,107 2831,377 -0,270
81 4 2927797 2927,946 -0,149
81 3 2976,483 2976,559 -0,076
81 2 3025,395 3025,388 0,007
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Quantas de energia experimentais e teoricos Quantas de energia experimentais e teoricos
para a 34% v’ —progressao, com um J” = 107 para a 35% v’ —progressao, com um J” = 113
Vs Vi | Quantacg, | Quantaie, A Vs vi | Quantacs, | Quantatc, A
46 45 37,853 37,847 0,006 80 78 50,461 50,556 -0,095
46 44 76,007 75,998 0,009 80 76 102,750 102,924 -0,174
46 43 114,461 114,451 0,010 80 74 156,816 157,050 -0,234
46 42 153,212 153,202 0,010 80 73 184,500 184,757 -0,257
46 41 192,256 192,248 0,008 80 72 212,609 212,886 -0,277
46 40 231,592 231,587 0,005 80 71 241,138 241,431 -0,293
46 39 271,215 271,217 -0,002 80 70 270,081 270,386 -0,305
46 37 351,318 351,336 -0,018 80 69 299,433 299,745 -0,312
46 36 391,791 391,820 -0,029 80 68 329,188 329,504 -0,316
46 35 432,543 432,583 -0,040 80 67 359,341 359,658 -0,317
46 34 473,570 473,625 -0,055 80 66 389,886 390,201 -0,315
46 33 514,872 514,941 -0,069 80 64 452,132 452,436 -0,304
46 32 556,444 556,529 -0,085 80 62 515,886 516,171 -0,285
46 31 598,287 598,388 -0,101 80 61 548,317 548,591 -0,274
46 30 640,394 640,515 -0,121 80 60 581,112 581,373 -0,261
46 29 682,768 682,907 -0,139 80 59 614,266 614,512 -0,246
46 28 725,404 725,563 -0,159 80 58 647,774 648,005 -0,231
46 27 768,301 768,480 -0,179 80 57 681,634 681,849 -0,215
46 26 811,458 811,656 -0,198 80 55 750,386 750,569 -0,183
46 25 854,871 855,089 -0,218 80 54 785,270 785,438 -0,168
46 24 898,540 898,777 -0,237 80 53 820,490 820,642 -0,152
46 23 942,462 942,718 -0,256 80 52 856,040 856,178 -0,138
46 22 986,636 986,909 -0,273 80 51 891,917 892,041 -0,124
46 21 | 1031,060 1031,350 | -0,290 80 50 928,117 928,229 -0,112
46 20 | 1075,733 1076,037 | -0,304 80 49 964,637 964,737 -0,100
46 19 | 1120,653 1120,969 | -0,316 80 48 | 1001,474 1001,564 | -0,090
46 18 | 1165,818 1166,144 | -0,326 80 47 | 1038,625 1038,705 -0,080
46 17 | 1211,227 1211,561 -0,334 80 46 | 1076,085 1076,157 | -0,072
46 16 | 1256,877 1257217 | -0,340 80 45 | 1113,852 1113,918 | -0,066
46 15 | 1302,769 1303,110 | -0,341 80 44 | 1151,923 1151,984 | -0,061
46 14 | 1348,902 1349,239 | -0,337 80 42 | 1228963 1229,020 | -0,057
46 13 | 1395,271 1395,603 | -0,332 80 40 | 1307,183 1307,243 | -0,060
46 12 | 1441,877 1442198 | -0,321 80 39 | 1346,729 1346,793 | -0,064
46 10 | 1535,796 1536,079 | -0,283 80 38 | 1386,561 1386,631 -0,070
46 9 1583,107 1583,362 -0,255 80 37 | 1426,679 1426,756 | -0,077
46 8 1630,649 1630,869 | -0,220 80 36 | 1467,077 1467,163 | -0,086
46 7 1678,422 1678,601 -0,179 80 35| 1507,755 1507,852 -0,097
46 6 1726,425 1726,556 | -0,131 80 34 | 1548,709 1548,818 | -0,109
46 5 1774,657 1774,731 -0,074 80 33 | 1589,938 1590,061 -0,123
46 4 1823,116 1823,126 | -0,010 80 31| 1673,211 1673,364 | -0,153
46 3 1871,802 1871,738 0,064 80 30 | 1715,250 1715,420 | -0,170
46 2 1920,714 1920,567 0,147 80 29 | 1757,555 1757,742 -0,187
46 1 1969,850 1969,610 0,240 80 28 | 1800,124 1800,329 | -0,205
46 0 2019,211 2018,867 0,344 80 27 | 1842,955 1843,178 | -0,223
80 26 | 1886,045 1886,287 | -0,242
80 24 | 1972,997 1973,276 | -0,279
80 22 | 2060,967 2061,279 | -0,312
80 21 | 2105,329 2105,656 | -0,327
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Quantas de energia experimentais e teoricos Quantas de energia experimentais e teoricos

para a 36% v’ —progressao, com um J” = 113 para a 37% v’ —progressao, com um J” = 113

Vs Vi | Quantacg, | Quantaie, A Vs vi | Quantacsz, | Quantatc, A
8 84 22,570 22,640 -0,070 47 46 37,460 37,452 0,008
85 82 69,204 69,404 -0,200 47 45 75,227 75,213 0,014
8 80 117,779 118,094 -0,315 47 44 113,297 113,279 0,018
85 78 168,239 168,650 -0,411 47 43 151,670 151,647 0,023
8 76 220,528 221,017 -0,489 47 41 229,302 229,280 0,022
85 T4 274,595 275,144 -0,549 47 40 268,559 268,539 0,020
8 73 302,278 302,851 -0,573 47 39 308,103 308,088 0,015
8 72 330,389 330,980 -0,591 47 37 388,054 388,051 0,003
8 71 358,918 359,524 -0,606 47 36 428,455 428,459 -0,004
8 70 387,861 388,479 -0,618 47 35 469,130 469,147 -0,017
85 69 417,213 417,839 -0,626 47 34 510,083 510,114 -0,031
85 68 446,967 447,598 -0,631 47 32 592,814 592,872 -0,058
85 66 507,664 508,294 -0,630 47 30 676,625 676,715 -0,090
8 65 538,598 539,222 -0,624 47 29 718,931 719,038 -0,107
85 64 569,910 570,529 -0,619 47 28 761,499 761,625 -0,126
8 63 601,602 602,212 -0,610 47 27 804,329 804,473 -0,144
85 62 633,665 634,265 -0,600 47 26 847,419 847,582 -0,163
85 61 666,097 666,685 -0,588 47 25 890,768 890,949 -0,181
8 59 732,046 732,606 -0,560 47 24 934,372 934,571 -0,199
8 55 868,165 868,662 -0,497 47 23 978,230 978,447 -0,217
85 52 973,818 974,271 -0,453 47 21 | 1066,704 1066,952 -0,248
85 51 | 1009,695 1010,135 -0,440 47 20 | 1111,315 1111,577 | -0,262
85 47 | 1156,404 1156,798 -0,394 47 19 | 1156,172 1156,447 | -0,275
85 46 | 1193,864 1194,250 -0,386 47 18 | 1201,278 1201,562 -0,284
85 45 | 1231,631 1232,011 -0,380 47 17 | 1246,627 1246,918 -0,291
85 44 | 1269,701 1270,077 | -0,376 47 16 | 1292,219 1292,514 -0,295
85 43 | 1308,072 1308,446 -0,374 47 15 | 1338,052 1338,349 -0,297
85 39 | 1464,509 1464,887 | -0,378 47 13 | 1430,440 1430,726 -0,286
85 38 | 1504,340 1504,725 -0,385 47 12| 1476,991 1477,265 -0,274
85 36 | 1584,856 1585,257 | -0,401 47 11 | 1523,776 1524,036 -0,260
85 34 | 1666,488 1666,912 -0,424 47 10 | 1570,797 1571,035 -0,238
85 32| 1749,218 1749,670 -0,452 47 8 1665,541 1665,717 | -0,176
85 31 | 1790,989 1791,457 | -0,468 47 6 1761,209 1761,298 -0,089
85 29 | 1875,334 1875,836 -0,502 47 5 1809,388 1809,421 -0,033
47 3 1906,430 1906,326 0,104




Quantas de energia experimentais e teoricos

para a 38% v/ —progressdo, com um J” = 113

Vs Vi | Quantacg, | Quantaie, A

57 56 34,203 34,189 0,014
57 55 68,753 68,720 0,033
57 54 103,636 103,590 0,046
57 53 138,858 138,794 0,064
57 52 174,405 174,329 0,076
57 50 246,484 246,380 0,104
57 49 283,002 282,889 0,113
57 48 319,841 319,715 0,126
57 47 356,990 356,856 0,134
57 45 432,217 432,069 0,148
57 43 508,658 508,503 0,155
57 42 547,330 547,171 0,159
57 41 586,292 586,136 0,156
57 40 625,548 625,395 0,153
57 39 665,094 664,945 0,149
57 38 704,929 704,783 0,146
57 37 745,046 744,907 0,139
57 36 785,442 785,315 0,127
57 34 867,075 866,970 0,105
57 33 908,304 908,212 0,092
57 32 949,806 949,728 0,078
57 31 991,575 991,515 0,060
57 29 | 1075,922 1075,894 0,028
57 27| 1161,319 1161,329 -0,010
57 25| 1247.759 1247,805 -0,046
57 24 | 1291,361 1291,427 | -0,066
57 23| 1335,221 1335,303 -0,082
57 22| 1379,332 1379,431 -0,099
57 21 | 1423,696 1423,808 -0,112
57 18 | 1558,268 1558,418 -0,150
57 14 | 1741,117 1741,276 -0,159
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Quantas de energia experimentais e teoricos

para a 39% v/ —progressdo, com um J” = 118

Vs vi | Quantacs, | Quantatc, A

47 46 37,386 37,375 0,011
47 45 75,078 75,060 0,018
47 44 113,073 113,051 0,022
47 43 151,374 151,346 0,028
47 42 189,989 189,941 0,048
47 41 228,864 228,834 0,030
47 39 307,527 307,502 0,025
47 38 347,294 347,271 0,023
47 37 387,343 387,327 0,016
47 36 427,672 427,668 0,004
47 34 509,179 509,191 -0,012
47 33 550,344 550,369 -0,025
47 32 591,787 591,822 -0,035
47 30 675,468 675,540 -0,072
47 29 717,718 717,801 -0,083
47 28 760,231 760,327 -0,096
47 26 846,032 846,166 -0,134
47 25 889,322 889,474 -0,152
47 22 | 1020,714 1020,930 -0,216
47 19 | 1154,400 1154,638 -0,238
47 18 | 1199,451 1199,699 -0,248
47 16 | 1290,283 1290,547 | -0,264
47 15| 1336,068 1336,330 -0,262
47 13 | 1428,358 1428,606 -0,248
47 12| 1474,861 1475,096 -0,235
47 9 1615,767 1615,948 -0,181
47 7 1710,888 1710,987 | -0,099
47 6 1758,799 1758,843 -0,044
47 3 1903,868 1903,736 0,132
47 1 2001,728 2001,421 0,307
47 0 2050,995 2050,586 0,409
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Quantas de energia experimentais e teoricos Quantas de energia experimentais e teoricos

para a 40% v’ —progressao, com um J” = 118 para a 41% v —progressao, com um J” = 123
Vs Vi | Quantacg, | Quantaie, A Vs vi | Quantacsz, | Quantatc, A
64 63 31,593 31,583 0,010 8 77 25,649 25,694 -0,045
64 61 95,895 95,861 0,034 78 T4 105,323 105,461 -0,138
64 60 128,596 128,547 0,049 78 72 160,630 160,811 -0,181
64 59 161,656 161,593 0,063 s 71 188,923 189,120 -0,197
64 58 195,073 194,995 0,078 78 69 246,759 246,975 -0,216
64 57 228,843 228,747 0,096 78 66 336,555 336,773 -0,218
64 56 262,959 262,847 0,112 78 64 398,382 398,588 -0,206
64 55 297,419 297,290 0,129 78 63 429,871 430,066 -0,195
64 54 332,219 332,073 0,146 78 61 493,969 494,140 -0,171
64 53 367,355 367,192 0,163 78 59 559,535 559,675 -0,140
64 52 402,822 402,644 0,178 78 58 592,856 592,980 -0,124
64 50 474,738 474,530 0,208 78 56 660,552 660,644 -0,092
64 48 547,938 547,706 0,232 78 54 729,635 729,688 -0,053
64 47 585,012 584,769 0,243 78 52 800,063 800,081 -0,018
64 46 622,396 622,144 0,252 78 51 835,774 835,775 -0,001
64 45 660,088 659,829 0,259 78 49 908,168 908,140 0,028
64 44 698,085 697,820 0,265 78 48 944,840 944,804 0,036
64 43 736,385 736,115 0,270 78 47 981,838 981,786 0,052
64 42 774,983 774,710 0,273 78 46 | 1019,143 1019,080 0,063
64 41 813,876 813,603 0,273 78 45 | 1056,758 1056,686 0,072
64 40 853,063 852,791 0,272 78 44 | 1094,679 1094,599 0,080
64 39 892,540 892,271 0,269 78 42| 1171,425 1171,335 0,090
64 37 972,356 972,096 0,260 78 41 | 1210,246 1210,153 0,093
64 36 | 1012,688 1012,437 0,251 78 40 | 1249,360 1249,267 0,093
64 35| 1053,301 1053,059 0,242 78 39 | 1288,765 1288,674 0,091
64 34 | 1094,191 1093,960 0,231 78 37| 1368,440 1368,356 0,084
64 33| 1135,357 1135,138 0,219 78 36 | 1408,704 1408,626 0,078
64 32| 1176,795 1176,590 0,205 78 35| 1449,249 1449,179 0,070
64 31 | 1218,505 1218,314 0,191 78 34| 1490,073 1490,012 0,061
64 30 | 1260,484 1260,308 0,176 78 33| 1531,170 1531,122 0,048
64 29 | 1302,729 1302,570 0,159 78 32| 1572,545 1572,508 0,037
64 28 | 1345,238 1345,096 0,142 78 31| 1614,191 1614,166 0,025
64 27 | 1388,010 1387,885 0,125 78 29 | 1698,288 1698,292 -0,004
64 26 | 1431,042 1430,935 0,107 78 28 | 1740,735 1740,755 -0,020
64 25| 1474,333 1474,243 0,090 78 27 | 1783,445 1783,482 -0,037
64 24| 1517,881 1517,808 0,073 78 26 | 1826,417 1826,470 | -0,053
64 23 | 1561,684 1561,627 0,057 78 24| 1913,136 1913,222 -0,086
64 22| 1605,739 1605,698 0,041 78 23| 1956,880 1956,981 -0,101
64 21| 1650,046 1650,020 0,026 78 22| 2000,878 2000,994 | -0,116
64 20 | 1694,604 1694,590 0,014 78 21 | 2045,128 2045,258 | -0,130
64 19 | 1739,409 1739,407 0,002 78 20 | 2089,628 2089,771 -0,143
64 18 | 1784,461 1784,468 | -0,007
64 17 | 1829,758 1829,771 -0,013
64 16 | 1875,298 1875,316 | -0,018
64 15| 1921,080 1921,099 | -0,019
64 14 | 1967,105 1967,119 | -0,014
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Continuacdo da tabela associada a 41% v'- Quantas de energia experimentais e teoricos

progressao para a 42% v’ —progressao, com um J” = 123
78 19 | 2134,382 | 2134,531 | -0,149 Vs Vi | Quantaegy | Quantage, A
78 18 | 2179,374 | 2179,536 | -0,162 99 89 169,750 170,146 -0,396
78 17 | 2224,616 | 2224,784 | -0,168 99 88 189,898 190,367 -0,469
78 16 | 2270,103 | 2270,274 | -0,171 99 87| 210,586 211,128 | -0,542
78 15 | 2315,831 | 2316,003 | -0,172 99 86 231,806 232,421 -0,615
78 14 | 2361,802 | 2361,971 | -0,169 99 &5 253,549 254,236 -0,687
78 13 | 2408,012 | 2408,174 | -0,162 99 83 298,574 299,397 -0,823
78 11 | 2501,147 | 2501,281 | -0,134 99 82 321,839 322,726 -0,887
78 10 | 2548,069 | 2548182 | -0,113 99 81 345,598 346,543 -0,945
78 9 | 2595,226 | 2595,312 | -0,086 99 80 369,840 370,840 -1,000
78 8 | 2642,616 | 2642,669 | -0,053 99 77 445,402 446,541 -1,139
78 7 | 2690,239 | 2690,252 | -0,013 99 75 498,071 499,278 -1,207
78 6 | 2738,093 | 2738,060 | 0,033 99 T4 525,071 526,308 -1,237
78 4 | 2834,490 | 2834,341 | 0,149 99 73 552,510 553,770 -1,260
78 3 | 2883,035 | 2882,812 | 0,223 99 72 580,378 581,658 -1,280

99 70 | 637,378 638,690 | -1,312
99 69 | 666,509 667,822 | -1,313
99 67| 725973 727,202 | -1,319
99 66 | 756,303 757,620 | -1,317
99 65| 787,023 788,335 | -1,312
99 64| 818,131 819,435 | -1,304
99 62| 881,483 882,765 | -1,282
99 61| 913,716 914,987 | -1,271
99 60 | 946,320 947,574 | -1,254
99 59| 979,283 980,522 | -1,239
99 58 | 1012,604 | 1013,827 | -1,223
99 56 | 1080,304 | 1081,491 | -1,187
99 54 | 1149,390 | 1150,534 | -1,144
99 53| 1184432 | 1185564 | -1,132
99 51| 1255522 | 1256,622 | -1,100
99 50 | 1291,558 | 1292,643 | -1,085
99 48 | 1364,596 | 1365,651 | -1,055
99 47 | 1401,586 | 1402,632 | -1,046
99 46 | 1438,892 | 1439,927 | -1,035
99 45| 1476,507 | 1477,533 | -1,026
99 43| 1552,650 | 1553,663 | -1,013
99 42 | 1591,174 | 1592,182 | -1,008
99 40 | 1669,106 | 1670,113 | -1,007
99 39 | 1708,513 | 1709,520 | -1,007
99 37| 1788,192 | 1789,202 | -1,010
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Quantas de energia experimentais e teoricos Quantas de energia experimentais e teoricos

para a 43% v’ —progressao, com um J” = 129 para a 44% v’ —progressao, com um J” = 129

Vs Vi | Quantacg, | Quantaie, A Vs Vi | Quantacg, | Quantaie, A
39 38 39,600 39,606 -0,006 68 67 29,793 29,793 0,000
39 37 79,498 79,502 -0,004 68 65 90,567 90,560 0,007
39 36 119,676 119,684 -0,008 68 64 121,541 121,525 0,016
39 35 160,135 160,149 -0,014 68 62 184,633 184,594 0,039
39 34 200,874 200,896 -0,022 68 61 216,740 216,688 0,052
39 33 241,891 241,921 -0,030 68 60 249,218 249,149 0,069
39 31 324,745 324,799 -0,054 68 59 282,058 281,974 0,084
39 30 366,581 366,646 -0,065 68 58 315,260 315,157 0,103
39 29 408,684 408,762 -0,078 68 57 348,816 348,695 0,121
39 27 493,686 493,793 -0,107 68 56 382,724 382,584 0,140
39 26 536,581 536,704 -0,123 68 54 451,576 451,397 0,179
39 25 579,738 579,874 -0,136 68 53 486,515 486,315 0,200
39 24 623,151 623,303 -0,152 68 52 521,784 521,568 0,216
39 22 710,746 710,927 -0,181 68 51 557,388 557,153 0,235
39 21 754,924 755,118 -0,194 68 50 593,317 593,066 0,251
39 20 799,354 799,559 -0,205 68 49 629,571 629,304 0,267
39 19 844,032 844,247 -0,215 68 48 666,146 665,864 0,282
39 18 888,959 889,182 -0,223 68 47 703,038 702,742 0,296
39 17 934,133 934,361 -0,228 68 46 740,244 739,936 0,308
39 16 979,551 979,782 -0,231 68 44 815,583 815,256 0,327
39 15| 1025,213 1025,444 -0,231 68 42 892,140 891,799 0,341
39 14 | 1071,117 1071,344 -0,227 68 40 969,890 969,543 0,347
39 13| 1117,261 1117,481 -0,220 68 39 | 1009,206 1008,857 0,349
39 12| 1163,644 1163,853 -0,209 68 38 | 1048,810 1048,464 0,346
39 11 | 1210,267 1210,459 -0,192 68 37 | 1088,703 1088,359 0,344
39 10 | 1257,124 1257,296 -0,172 68 36 | 1128,881 1128,541 0,340
39 9 1304,217 1304,363 -0,146 68 35| 1169,340 1169,006 0,334
39 7 1399,106 1399,180 -0,074 68 34 | 1210,079 1209,753 0,326
39 6 1446,898 1446,926 -0,028 68 33 | 1251,096 1250,779 0,317
39 5 1494,921 1494,896 0,025 68 32| 1292,388 1292,080 0,308
39 4 1543,174 1543,088 0,086 68 31 | 1333,951 1333,656 0,295
39 3 1591,656 1591,500 0,156 68 30 | 1375,786 1375,503 0,283
39 2 1640,365 1640,131 0,234 68 29 | 1417.889 1417,620 0,269
39 1 1689,300 1688,979 0,321 68 28 | 1460,258 1460,003 0,255
39 0 1738,462 1738,043 0,419 68 27 | 1502,890 1502,651 0,239
68 26 | 1545,786 1545,561 0,225
68 25 | 1588,941 1588,732 0,209
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"-_

Continuagao da tabela associada a 44 v Quantas de energia experimentais e teoricos

progressao para a 45% v’ —progressao, com um J” = 135
Vs Vi | Quantacg, | Quantaie, A Vs vi | Quantacs, | Quantatc, A
68 24 | 1632,355 1632,161 0,194 53 52 35,166 35,136 0,030
68 23 | 1676,026 1675,845 0,181 53 51 70,648 70,606 0,042
68 22 1719,951 1719,784 0,167 53 50 106,466 106,407 0,059
68 21 | 1764,130 1763,975 0,155 53 49 142,611 142,533 0,078
68 20 1808,558 1808,416 0,142 53 48 179,079 178,984 0,095
68 19 | 1853,238 1853,105 0,133 53 46 252,966 252,840 0,126
68 18 1898,164 1898,039 0,125 53 45 290,375 290,240 0,135
68 17 | 1943,338 1943,218 0,120 53 44 328,102 327,951 0,151
68 16 1988,756 1988,640 0,116 53 42 404,454 404,291 0,163
68 15 | 2034,417 2034,301 0,116 53 41 443,088 442,915 0,173
68 14 | 2080,321 2080,202 0,119 53 39 521,235 521,055 0,180
68 12 | 2172,849 2172,711 0,138 53 38 560,748 560,566 0,182

53 35| 681,000 680,830 | 0,170
53 33| 762,579 762,422 | 0,157
53 32| 803,785 803,636 | 0,149
53 30| 887,020 886,885 | 0,135
53 27| 1013,874 | 1013,782 | 0,092
53 25| 1099,769 | 1099,700 | 0,069
53 22| 1230,542 | 1230,517 | 0,025
53 19 | 1363,600 | 1363,610 | -0,010
53 17 | 1453,560 | 1453,577 | -0,017
53 15 | 1544,494 | 1544516 | -0,022
53 10 | 1776,069 | 1776,025 | 0,044
53 8 | 1870,349 | 1870,256 | 0,093
53 4 | 2061,728 | 2061,432 | 0,296
53 2 | 2158,793 | 2158,353 | 0,440
53 0 | 2256,769 | 2256,145 | 0,624
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Quantas de energia experimentais e teoricos Quantas de energia experimentais e teoricos

para a 46% v’ —progressio, com um J” = 135 para a 47% v’ —progressao, com um J” = 143
Vs Vi | Quantacg, | Quantaie, A Vs Vi | Quantacg, | Quantaie, A
8 84 21,842 21,910 -0,068 58 57 33,255 33,234 0,021
85 83 44,206 44,336 -0,130 58 56 66,867 66,824 0,043
85 82 67,070 67,267 -0,197 58 54 135,142 135,053 0,089
85 80 114,302 114,614 -0,312 58 53 169,796 169,685 0,111
85 78 163,477 163,887 -0,410 58 52 204,790 204,657 0,133
85 76 214,535 215,025 -0,490 58 51 240,121 239,964 0,157
85 75 240,754 241,276 -0,522 58 49 311,770 311,574 0,196
85 74 267,422 267,973 -0,551 58 47 384,719 384,487 0,232
85 73 294,533 295,109 -0,576 58 46 421,673 421,423 0,250
8 70 378,467 379,087 -0,620 58 45 458,939 458,674 0,265
85 68 436,526 437,157 -0,631 58 43 534,403 534,112 0,291
85 67 466,169 466,800 -0,631 58 41 611,085 610,775 0,310
85 66 496,214 496,842 -0,628 58 39 688,963 688,640 0,323
85 65 526,655 527,277 -0,622 58 37 768,013 767,685 0,328
85 63 588,705 589,307 -0,602 58 36 807,970 807,642 0,328
85 62 620,304 620,893 -0,589 58 35 848,213 847,887 0,326
85 61 652,278 652,853 -0,575 58 34 888,739 888,415 0,324
85 60 684,624 685,182 -0,558 58 33 929,542 929,225 0,317
85 58 750,411 750,932 -0,521 58 32 970,626 970,314 0,312
85 57 783,843 784,344 -0,501 58 30 | 1053,617 1053,320 0,297
85 56 817,628 818,108 -0,480 58 28 | 1137,690 1137,413 0,277
85 55 851,762 852,222 -0,460 58 27 | 1180,127 1179,862 0,265
85 53 921,060 921,479 -0,419 58 26 | 1222,829 1222,575 0,254
85 51 991,706 992,085 -0,379 58 25| 1265,793 1265,552 0,241
85 49 | 1063,670 1064,012 -0,342 58 24 | 1309,019 1308,789 0,230
85 48 | 1100,136 1100,463 | -0,327 58 23 | 1352,502 1352,284 0,218
85 46 | 1174,023 1174,319 | -0,296 58 22| 1396,244 1396,036 0,208
85 44 | 1249,158 1249,430 | -0,272 58 21 | 1440,239 1440,042 0,197
85 43 | 1287,185 1287,448 | -0,263 58 20 | 1484,489 1484,300 0,189
85 42 | 1325,515 1325,770 | -0,255 58 19 | 1528,989 1528,808 0,181
85 41 | 1364,145 1364,394 | -0,249 58 18 | 1573,740 1573,565 0,175
85 40 | 1403,071 1403,316 | -0,245 58 17 | 1618,739 1618,568 0,171
85 39 | 1442,291 1442534 | -0,243 58 16 | 1663,985 1663,816 0,169
85 37 | 1521,604 1521,846 | -0,242 58 15| 1709,476 1709,306 0,170
85 36 | 1561,690 1561,935 -0,245 58 14 | 1755,210 1755,036 0,174
85 35| 1602,060 1602,309 | -0,249 58 13 | 1801,187 1801,006 0,181
85 34 | 1642,710 1642,965 -0,255 58 12 | 1847,406 1847,213 0,193
85 32| 1724,844 1725,115 -0,271 58 11 | 1893,864 1893,655 0,209
85 31| 1766,321 1766,603 | -0,282 58 10 | 1940,559 1940,330 0,229
85 30 | 1808,072 1808,364 | -0,292 58 8 2034,662 2034,375 0,287
85 29 | 1850,091 1850,396 | -0,305
85 27 | 1934,931 1935,261 -0,330
85 25| 2020,821 2021,179 | -0,358
85 24 | 2064,158 2064,528 | -0,370




Quantas de energia experimentais e teoricos

para a 48% v’ —progressao, com um J” = 143
Vs Vi | Quantacg, | Quantaie, A
75 73| 53,299 53,352 | -0,053
75 72| 80,614 80,687 | -0,073
7571 108,366 108,454 -0,088
7 69 165,152 165,256 -0,104
75 68 194,172 194,280 -0,108
75 65 283,681 283,778 -0,097
75 64 314,313 314,401 -0,088
7 63 345,334 345,411 -0,077
75 61 408,527 408,572 -0,045
759 473,218 473,225 -0,007
75 57 | 539368 | 539,333 | 0,035
7 56 572,981 572,923 0,058
7 55 606,943 606,864 0,079
75 54| 641,254 | 641,152 | 0,102
7 53 675,908 675,784 0,124
75 52 710,902 710,756 0,146
75 51 746,233 746,064 0,169
75 50 781,894 781,704 0,190
75 49 817,883 817,674 0,209
75 48 854,197 853,969 0,228
75 46 927,786 927,522 0,264
75 45 965,052 964,774 0,278
75 44 | 1002,630 1002,338 0,292
75 43 | 1040,518 1040,211 0,307
75 42 1078,706 1078,391 0,315
75 40 | 1155,989 1155,658 0,331
75 38 1234,455 1234,116 0,339
75 36 | 1314,084 | 1313,742 | 0,342
75 34 | 1394,852 1394,515 0,337
75 33| 1435,656 1435,325 0,331
75 32| 1476,734 | 1476,414 | 0,320
75 31| 1518,098 1517,780 0,318
7529 1601,632 1601,331 0,301
75 27 | 1686,240 1685,961 0,279
75 25| 1771,906 1771,651 0,255
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Quantas de energia experimentais e teoricos

para a 49% v’ —progressao, com um J” = 148
Vs vi | Quantacs, | Quantatc, A
48 47 36,536 36,517 0,019
48 46 73,391 73,354 0,037
48 45 110,562 110,508 0,054
A8 44| 148,046 | 147,976 | 0,070
48 43 185,839 185,754 0,085
48 41| 262,339 | 262232 | 0,107
48 40 301,040 300,924 0,116
48 39 340,039 339,916 0,123
48 38 379,332 379,203 0,129
48 37 418,916 418,784 0,132
48 36 458,789 458,656 0,133
48 35 498,949 498,815 0,134
48 M 539,391 539,260 0,131
48 32| 621,119 | 620,994 | 0,125
48 31 662,397 662,279 0,118
48 30 703,951 703,840 0,111
48 29 745,777 745,673 0,104
48 28 | 787.871 | 787,776 | 0,095
48 27 830,233 830,148 0,085
48 26 872,861 872,786 0,075
48 25 915,752 915,688 0,064
48 24 958,905 958,851 0,054
48 23 | 1002,316 1002,273 0,043
48 22 | 1045,986 1045,953 0,033
48 21 1089,913 1089,888 0,025
48 20 | 1134,091 1134,076 0,015
48 18 | 1223207 | 1223204 | 0,003
48 17 | 1268,139 1268,139 0,000
48 16 1313,318 1313,320 -0,002
48 15 | 1358,744 1358,744 0,000
48 13 1450,327 1450,315 0,012
48 12| 1496481 | 1496458 | 0,023
A8 11| 1542,877 | 1542.837 | 0,040
48 10 | 1589,510 1589,451 0,059
48 8 1683,489 1683,374 0,115
48 7 1730,832 1730,680 0,152
48 6 1778,409 1778,214 0,195
48 5 1826,219 1825,974 0,245
48 3 1922,531 1922,165 0,366
48 2 1971,033 1970,593 0,440
48 0 2068,719 2068,107 0,612
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Quantas de energia experimentais e teoricos Quantas de energia experimentais e teoricos
para a 50% v’ —progressao, com um J” = 148 para a 51% v’ —progressao, com um J” = 152
Vs Vi | Quantacg, | Quantaie, A Vs vi | Quantacsz, | Quantatc, A
8 84 21,333 21,401 -0,068 71 69 56,250 56,267 -0,017
85 83 43,198 43,329 -0,131 71 67 114,188 114,207 -0,019
85 81 88,480 88,733 -0,253 71 66 143,777 143,791 -0,014
85 80 111,882 112,190 -0,308 71 64 204,162 204,158 0,004
8 79 135,780 136,140 -0,360 71 63 234,948 234,931 0,017
8 77 185,034 185,483 -0,449 71 61 297,681 297,630 0,051
85 76 210,374 210,861 -0,487 71 60 329,617 329,547 0,070
8 75 236,181 236,701 -0,520 71 59 361,928 361,836 0,092
85 T4 262,445 262,994 -0,549 71 57 427,650 427,512 0,138
85 72 316,325 316,917 -0,592 71 55 494,811 494,624 0,187
8 71 343,924 344,533 -0,609 71 53 563,376 563,139 0,237
85 69 400,418 401,043 -0,625 71 51 633,312 633,025 0,287
85 67 458,589 459,217 -0,628 71 50 668,784 668,474 0,310
85 66 488,289 488,914 -0,625 7149 704,588 704,254 0,334
85 64 548,896 549,502 -0,606 71 48 740,717 740,362 0,355
85 62 611,069 611,647 -0,578 71 47 777,172 776,796 0,376
85 61 642,730 643,291 -0,561 71 46 813,947 813,551 0,396
85 59 707,178 707,700 -0,522 71 45 851,039 850,624 0,415
85 57 773,094 773,572 -0,478 71 44 888,444 888,012 0,432
85 56 806,591 807,046 -0,455 71 43 926,159 925,712 0,447
85 55 840,443 840,873 -0,430 71 42 964,181 963,721 0,460
85 54 874,643 875,050 -0,407 71 41 | 1002,508 1002,036 0,472
85 53 909,188 909,572 -0,384 71 40 | 1041,136 1040,653 0,483
85 52 944,077 944,435 -0,358 71 39 | 1080,061 1079,570 0,491
85 51 979,300 979,636 -0,336 71 37| 1158,796 1158,293 0,503
85 50 | 1014,858 1015,172 -0,314 71 36 | 1198,599 1198,093 0,506
85 49 | 1050,747 1051,038 | -0,291 71 35| 1238,690 1238,182 0,508
85 47 | 1123,494 1123,747 | -0,253 71 34| 1279,065 1278,557 0,508
85 46 | 1160,351 1160,584 | -0,233 71 33| 1319,722 1319,216 0,506
85 45 | 1197,522 1197,738 | -0,216 71 32| 1360,659 1360,156 0,503
85 44 | 1235,006 1235,206 | -0,200 71 31| 1401,873 1401,374 0,499
85 42 | 1310,897 1311,071 -0,174 71 30 | 1443,361 1442,869 0,492
85 41 | 1349,299 1349,462 -0,163 71 29 | 1485,123 1484,637 0,486
85 40 | 1388,000 1388,155 -0,155 71 28 | 1527,154 1526,676 0,478
85 39 | 1427,000 1427,147 | -0,147 71 27 | 1569,455 1568,985 0,470
85 37 | 1505,876 1506,015 -0,139 71 26 | 1612,020 1611,560 0,460
85 36 | 1545,750 1545,886 | -0,136 71 25| 1654,851 1654,400 0,451
85 35| 1585,909 1586,046 | -0,137 71 24 | 1697,944 1697,502 0,442
85 34| 1626,352 1626,490 | -0,138 71 23| 1741,296 1740,864 0,432
85 32| 1708,080 1708,225 -0,145 71 22| 1784,908 1784,484 0,424
85 31| 1749,359 1749,510 | -0,151 71 20 | 1872,898 1872,491 0,407
85 29 | 1832,737 1832,903 | -0,166 71 18 | 1961,900 1961,504 0,396
71 17 | 2006,773 2006,384 0,389
71 16 | 2051,901 2051,509 0,392
71 15| 2097,273 2096,879 0,394
71 14 | 2142,890 | 2142491 | 0,399
71 13 | 2188,749 2188,343 0,406




Quantas de energia experimentais e teoricos

para a 52% v’ —progressdo, com um J’ = 152

Vs Vi | Quantacg, | Quantaie, A

47 46 36,773 36,755 0,018
47 45 73,865 73,828 0,037
47 44| 111,270 111,216 | 0,054
47 43 148,986 148,916 0,070
47 41 225,334 225,240 0,094
47 38 342,110 341,989 0,121
47 37 381,618 381,497 0,121
47 35 461,515 461,386 0,129
47 32 583,486 583,360 0,126
47 31 624,698 624,578 0,120
47 30 666,186 666,073 0,113
47 28 749,981 749,880 0,101
47 26 834,847 834,764 0,083
47 25 877,678 877,604 0,074
47 23 964,121 964,068 0,053
47 21 | 1051,602 1051,565 0,037
47 20 | 1095,724 1095,695 0,029
47 18 | 1184,726 1184,708 0,018
47 17 | 1229,603 1229,588 0,015
47 16 | 1274,726 1274,713 0,013
47 15 | 1320,098 1320,083 0,015
47 13 | 1411,575 1411,547 0,028
47 12 | 1457,679 1457,637 0,042
47 11 | 1504,020 1503,965 0,055
47 10 | 1550,602 1550,527 0,075
47 8 1644,480 1644,349 0,131
7 7 1691,772 1691,606 0,166
47 6 1739,301 1739,091 0,210
47 5 1787,060 1786,803 0,257
47 3 1883,276 1882,899 0,377
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Quantas de energia experimentais e teoricos

para a 53% v/ —progressio, com um J” = 160

Vs vi | Quantacs, | Quantatc, A

78 76 49,333 49,414 -0,081
78 75 74,716 74,831 -0,115
78 69 236,599 236,818 -0,219
78 66 323,399 323,614 -0,215
78 64 383,323 383,518 -0,195
78 63 413,883 414,065 -0,182
78 61 476,175 476,325 -0,150
78 58 572,481 572,557 -0,076
78 56 638,527 638,552 -0,025
78 55 672,089 672,088 0,001
78 54 706,008 705,978 0,030
78 53 740,276 740,218 0,058
78 51 809,844 809,732 0,112
78 50 845,136 844,999 0,137
78 49 880,763 880,600 0,163
78 48 916,719 916,531 0,188
78 46 989,609 989,374 0,235
78 45 | 1026,535 1026,278 0,257
78 43 | 1101,331 1101,036 0,295
78 41 | 1177,365 1177,038 0,327
78 40 | 1215,838 1215,497 0,341
78 38 | 1293,682 1293,321 0,361
78 36 | 1372,705 1372,329 0,376
78 35| 1412,651 1412,271 0,380
78 32| 1534,198 1533,815 0,383
78 31| 1575,275 1574,893 0,382
78 30| 1616,628 1616,250 0,378
78 28 | 1700,159 1699,788 0,371
78 27 | 1742,328 1741,964 0,364
78 25 | 1827467 1827,119 0,348
78 24 | 1870,435 1870,094 0,341
78 22| 1957,153 1956,826 0,327
78 21 | 2000,900 2000,580 0,320
78 19 | 2089,160 2088,851 0,309
78 18 | 2133,670 2133,364 0,306
78 16 | 2223441 | 2223137 | 0,304
78 15| 2268,700 2268,393 0,307
78 13 | 2359,946 2359,633 0,313
78 11 | 2452,173 2451,833 0,340
78 10 | 2498,657 2498288 0,369
9 2545,367 2544,978 0,389
7 8 2592,319 2591,900 0,419
78 7 2639,506 2639,054 0,452
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Quantas de energia experimentais e teoricos

ara a 54% v” —progressao, com um J” = 169
p g

Vs Vi | Quantacg, | Quantaie, A

61 60 31,469 31,447 0,022
61 58 95,548 95,475 0,073
61 57 128,149 128,048 0,101
61 56 161,116 160,987 0,129
61 54 228,135 227,946 0,189
61 53 262,177 261,958 0,219
61 52 296,569 296,319 0,250
61 51 331,305 331,026 0,279
61 50 366,383 366,074 0,309
61 49 401,798 401,460 0,338
61 47 473,625 473,232 0,393
61 45 546,757 546,312 0,445
61 44 583,803 583,335 0,468
61 43 621,164 620,674 0,490
61 42 658,838 658,327 0,511
61 41 696,821 696,291 0,530
61 40 735,110 734,563 0,547
61 39 773,701 773,140 0,561
61 38 812,592 812,018 0,574
61 37 851,781 851,195 0,586
61 36 891,263 890,667 0,596
61 35 931,037 930,434 0,603
61 34 971,101 970,490 0,611
61 33| 1011,449 1010,835 0,614
61 32| 1052,082 1051,464 0,618
61 31 | 1092,995 1092,376 0,619
61 30 | 1134,189 1133,569 0,620
61 29 | 1175,658 1175,039 0,619
61 28 | 1217,401 | 1216,784 | 0,617
61 27| 1259415 1258,802 0,613
61 26 | 1301,699 1301,090 0,609
61 25 | 1344,251 1343,647 0,604
61 24 | 1387,070 1386,469 0,601
61 23 | 1430,150 1429,556 0,594
61 22| 1473,492 1472,903 0,589
61 21 | 1517,095 1516,510 0,585
61 20 | 1560,954 1560,375 0,579
61 19 | 1605,071 1604,494 0,577
61 18 | 1649,441 1648,866 0,575
61 17 | 1694,063 1693,490 0,573
61 16 | 1738,938 1738,362 0,576
61 15 | 1784,060 1783,482 0,578
61 14 | 1829431 1828,847 0,584
61 13 | 1875,047 1874,456 0,591
61 12 | 1920,909 1920,305 0,604
61 11 | 1967,013 1966,395 0,618
61 10 | 2013,359 2012,722 0,637
61 9 2059,947 2059,285 0,662
61 8 2106,773 2106,083 0,690

Quantas de energia experimentais e teoricos

para a 55% v/ —progressdo, com um J” = 169

Vs vi | Quantacsz, | Quantatc, A

36 35 39,773 39,766 0,007
36 34 79,840 79,823 0,017
36 33 120,186 120,167 0,019
36 30 242,926 242,901 0,025
36 24 495,808 495,802 0,006
36 23 538,880 538,888 -0,008
36 22 582,229 582,236 -0,007
36 21 625,831 625,843 -0,012
36 20 669,692 669,707 -0,015
36 19 713,807 713,826 -0,019
36 17 802,801 802,822 -0,021
36 16 847,671 847,695 -0,024
36 15 892,797 892,815 -0,018
36 14 938,167 938,180 -0,013
36 13 983,784 983,788 -0,004
36 12 | 1029,645 1029,638 0,007
36 10 | 1122,103 1122,055 0,048
36 9 1168,684 1168,618 0,066
36 8 1215,509 1215,416 0,093
36 7 1262,573 1262,446 0,127
36 6 1309,873 1309,707 0,166
36 5 1357,409 1357,198 0,211
36 3 1453,184 1452,860 0,324
36 2 1501,417 1501,028 0,389
36 1 1549,885 1549,419 0,466
36 0 1598,580 1598,032 0,548




Quantas de energia experimentais e teoricos

para a 56% v/ —progressdo, com um J’ = 174

Vs Vi | Quantacg, | Quantaie, A

61 60 31,321 31,297 0,024
61 58 95,111 95,033 0,078
61 57 127,570 127,463 0,107
61 56 160,399 160,262 0,137
61 54 227,147 226,948 0,199
61 53 261,057 260,827 0,230
61 52 295,320 295,057 0,263
61 51 329,929 329,635 0,294
61 50 364,881 364,556 0,325
61 49 400,173 399,817 0,356
61 47 471,760 471,344 0,416
61 45 544,658 544,187 0,471
61 44 581,589 581,093 0,496
61 43 618,838 618,318 0,520
61 42 656,402 655,858 0,544
61 41 694,275 693,711 0,564
61 40 732,456 731,873 0,583
61 39 770,942 770,341 0,601
61 38 809,729 809,113 0,616
61 37 848,814 848,184 0,630
61 36 888,195 887,553 0,642
61 34 967,833 967,173 0,660
61 33 | 1008,085 1007,418 0,667
61 32| 1048,621 1047,949 0,672
61 31 | 1089,439 1088,764 0,675
61 30 | 1130,538 1129,861 0,677
61 29| 1171914 1171,236 0,678
61 28 | 1213,566 1212,888 0,678
61 27 | 1255,490 1254,814 0,676
61 26 | 1297,685 1297,011 0,674
61 25| 1340,149 1339,478 0,671
61 24 | 1382,879 1382,212 0,667
61 23 1425,873 1425,211 0,662
61 22| 1469,131 1468,472 0,659
61 21| 1512,649 1511,994 0,655
61 20 | 1556,428 1555,774 0,654
61 19 | 1600,460 1599,810 0,650
61 18 | 1644,748 1644,100 0,648
61 17 | 1689,291 1688,643 0,648
61 16 | 1734,085 1733,435 0,650
61 15| 1779,129 1778,476 0,653
61 14 | 1824,422 1823,763 0,659
61 13 | 1869,961 1869,294 0,667
61 12 | 1915,747 1915,067 0,680
61 11 | 1961,776 1961,082 0,694
61 10 | 2008,047 2007,335 0,712
61 9 2054,560 2053,824 0,736
61 8 2101,314 2100,550 0,764
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Quantas de energia experimentais e teoricos

ara a 57% v” —progressao, com um J"” = 174
p g

Vs Vi | Quantacg, | Quantaie, A

37 36 39,377 39,369 0,008
37 35 79,052 79,033 0,019
37 34 119,017 118,988 0,029
37 30 281,723 281,676 0,047
37 26 448,869 448,827 0,042
37 24 534,063 534,028 0,035
37 23 577,056 577,027 0,029
37 21 663,833 663,810 0,023
37 20 707,609 707,590 0,019
37 19 751,643 751,626 0,017
37 17 840,474 840,458 0,016
37 16 885,268 885,251 0,017
37 15 930,313 930,292 0,021
37 13 | 1021,145 1021,110 0,035
37 12| 1066,930 1066,883 0,047
37 10 | 1159,231 1159,150 0,081
37 9 1205,744 1205,640 0,104
3w 7 1299,492 1299,324 0,168
37 6 1346,717 1346,514 0,203
37 5 1394,182 1393,935 0,247
37 3 1489,814 1489,459 0,355
37 2 1537,981 1537,560 0,421
37 1 1586,378 1585,884 0,494
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Quantas de energia experimentais e teoricos Quantas de energia experimentais e teoricos

para a 58% v/ —progressao, com um J” = 186 para a 59% v’ —progressao, com um J” = 206
Vs Vi | Quantacg, | Quantaie, A Vs Vi | Quantacg, | Quantaie, A

7372 25,766 25,787 -0,021 47 46 35,436 35,392 0,044

7371 52,003 52,038 -0,035 47 45 71,209 71,123 0,086

7370 78,700 78,745 -0,045 47 44 107,315 107,188 0,127

73 69 105,852 105,902 -0,050 47 43 143,750 143,584 0,166

73 68 133,450 133,501 -0,051 47 42 180,512 180,309 0,203

73 66 189,958 189,999 -0,041 47 41 217,596 217,357 0,239

73 65 218,857 218,886 -0,029 47 40 254,999 254,726 0,273

73 62 308,049 308,024 0,025 47 39 292,718 292,412 0,306

73 60 369,533 369,458 0,075 47 38 330,750 330,413 0,337

73 58 432,584 432,450 0,134 47 37 369,090 368,725 0,365

73 56 497,161 496,960 0,201 47 36 407,736 407,344 0,392

73 55 530,004 529,772 0,232 47 35 446,685 446,269 0,416

73 54 563,220 562,950 0,270 47 34 485,935 485,496 0,439

73 52 630,728 630,386 0,342 47 33 525,482 525,021 0,461

73 49 734,626 734,175 0,451 47 32 565,333 564,843 0,490

73 47 805,599 805,080 0,519 47 31 605,455 604,958 0,497

73 45 877,904 877,319 0,585 47 30 645,877 645,364 0,513

73 43 951,512 950,864 0,648 47 29 686,585 686,058 0,527

73 39| 1102,512 1101,765 0,747 47 28 727,575 727,037 0,538

73 37| 1179,856 1179,070 0,786 47 26 810,399 809,842 0,557

73 35| 1258,399 1257,579 0,820 47 24 894,330 893,758 0,572

73 33| 1338,115 1337,270 0,845 47 23 936,704 936,126 0,578

73 32| 1378,408 1377,552 0,856 47 20 | 1065,439 1064,846 0,593

73 31| 1418,985 1418,121 0,864 47 19 | 1108,880 1108,283 0,597

73 28 | 1542404 1541,526 0,878 47 18 | 1152,583 1151,982 0,601

73 26 | 1626,068 1625,185 0,883 47 17 | 1196,547 1195,940 0,607

73 24| 1710,818 1709,933 0,885 47 16 | 1240,768 1240,156 0,612

47 15 | 1285,245 1284,627 0,618

47 14 | 1329,980 1329,351 0,629

47 13 | 1374,963 1374,326 0,637

47 12 | 1420,199 1419,551 0,648

47 11 | 1465,685 1465,023 0,662

47 10 | 1511,420 1510,740 0,680

47 9 1557,399 1556,701 0,698

47 8 1603,627 1602,904 0,723

47 7 1650,094 1649,346 0,748

47 6 1696,810 1696,026 0,784

47 5 1743,765 1742,943 0,822

47 3 1838,387 1837,478 0,909

47 1 1933,957 1932937 1,020




Quantas de energia experimentais e teoricos

para a 60% v’ —progressdo, com um J" = 237

Vs Vi | Quantacg, | Quantaie, A

44 43 35,479 35,423 0,056
44 42 71,300 71,189 0,111
44 41 107,457 107,294 0,163
44 40 143,948 143,733 0,215
44 39 180,768 180,503 0,265
44 38 217,915 217,601 0,314
44 37 255,382 255,024 0,358
44 36 293,169 292,767 0,402
44 34 369,685 369,202 0,483
44 33 408,409 407,887 0,522
44 32 447,436 446,881 0,555
44 31 486,767 486,179 0,588
44 28 606,545 605,873 0,672
44 27 647,060 646,361 0,699
44 26 687,862 687,140 0,722
44 25 728,949 728,207 0,742
44 23 811,971 811,194 0,777
44 22 853,902 853,109 0,793
44 21 896,108 895,301 0,807
44 20 938,589 937,769 0,820
44 19 981,342 980,509 0,833
44 18 | 1024,365 1023,520 0,845
44 17 | 1067,655 1066,799 0,856
44 16 | 1111,210 1110,344 0,866
44 14 | 1199,112 1198,223 0,889
44 13 | 1243,453 1242,553 0,900
44 12 1288,052 1287,140 0,912
44 11 | 1332,908 1331,982 0,926
4 8 1468,997 1468,019 0,978
44 7 1514,861 1513,862 0,999
4 6 1560,974 1559,950 1,024
44 5 1607,333 1606,282 1,051
4 4 1653,938 1652,855 1,083
4 3 1700,787 1699,668 1,119
44 1 1795,211 1794,006 1,205
44 0 | 1842,784 | 1841528 | 1,256
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Quantas de energia experimentais e teoricos

ara a 61% v” —progressao, com um J” = 259
p g

Vs Vi | Quantacg, | Quantaie, A

42 41 35,392 35,325 0,067
42 40 71,130 70,998 0,132
42 39 107,208 107,013 0,195
42 38 143,626 143,368 0,258
42 36 217,458 217,079 0,379
42 35 254,859 254,429 0,430
42 34 292,585 292,103 0,482
42 33 330,631 330,098 0,533
42 32 368,993 368,411 0,582
42 30 446,649 445,978 0,671
42 29 485,936 485,225 0,711
42 27 565,422 564,631 0,791
42 26 605,603 604,785 0,818
42 24 686,856 685,978 0,878
42 23 727,916 727,012 0,904
42 22 769,262 768,334 0,928
42 21 810,893 809,942 0,951
42 20 852,803 851,833 0,970
42 19 894,994 894,004 0,990
42 18 937,459 936,452 1,007
42 17 980,200 979,176 1,024
42 15| 1066,495 1065,441 1,054
42 14 | 1110,045 1108,978 1,067
42 13 | 1153,860 1152,780 1,080
42 12 | 1197,940 1196,846 1,094
42 11 | 1242,281 1241,174 1,107
42 10 1286,883 1285,762 1,121
42 9 1331,742 1330,606 1,136
42 7 | 1422,230 | 1421,060 | 1,170
42 6 1467,854 1466,665 1,189
42 5 1513,731 1512,519 1,212
42 4 1559,856 1558,621 1,235
42 3 1606,230 1604,968 1,262
42 2 1652,851 1651,559 1,292
42 1 1699,719 1698,392 1,327
42 0 1746,830 1745,465 1,365
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