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Nao falta mesmo quem sustente que Deus, antes de
se por a amassar o barro com que depois os fabricou,
comecou a desenhar com um pau de giz o homem e a
mulher na superficie da primeira noite, dai é que nos
veio a Unica certeza que temos, a de que fomos, somos
e seremos pod, e que em uma noite tao profunda como
aquela nos perderemos.

José Saramago
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Resumo

Analisamos o modelo de deposi¢ao balistica bidispersa (DBB), no qual com-
petem a deposicao de particulas de dois tamanhos diferentes, que respondem
por uma componente aleatéria e outra correlacionada. A agregacao de dimeros
(particulas maiores) provoca crescimento lateral, que tipicamente caracteriza
sistemas na classe KPZ, enquanto a agregacao de monémeros (ou simplesmente
particulas) se d& de acordo com as regras da deposigao aleatéria. Argumenta-
mos que o modelo DBB exibe o mesmo comportamento de escala observado em
outros modelos competitivos que envolvem a deposigao aleatéria e uma compo-
nente correlacionada. Em duas e trés dimensoes, estudamos as relagoes entre o
parametro F', relacionado a proporcao entre os dois tipos de graos, o tempo ca-
racteristico do crossover do regime de crescimento aleatério para o regime corre-
lacionado (aplicando argumentos de escala a largura de interface, nos diferentes
regimes de crescimento), e os coeficientes da equacdo estocdstica associada ao
modelo. As conclusdes sdo amparadas por resultados de simulagées numéricas
emd=1+1ed=2+1 dimensoes. As distribuicoes de rugosidade estacionaria
sao usadas na discussao da classe de universalidade destes modelos. Neste tra-
balho, também estudamos as propriedades geométricas da superficie interna, e
a transicao de percolacao dos depdsitos. Observamos que a fase porosa percola
mesmo a baixas concentragoes de dimeros, em contraste com outros modelos de

crescimento capazes de gerar depdsitos porosos.
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Abstract

We analyze the bi-disperse ballistic deposition model (DBB), in which depo-
sition of two diferent sizes of particles, accounting for a random and a correla-
ted component, compete. The aggregation of particles of the latter type (bigger
grains) causes latteral growth, which tipically characterizes Kardar-Parisi-Zhang
(KPZ) growth, while particles of the first type aggregate following the rules of
random deposition (DA). We argue that DBB exhibits the same scaling behavi-
our as other competitive growth models involving DA and some other correlated
component. In two and three dimensions, we study the relationship between
the parameter F', related to the proportion between the two types of grain, the
crossover time from random to correlated growth (applying scaling arguments
to the coeficients of surface width, in diferent growth regimes, as in a previous
work), and the coeficients of the stochastic equation of motion. The conclusions
are supported by results of numerical simulationsind=1+1andd =2+1
dimensions. The steady-state roughness distributions have proved to be very
useful in the discussion of the universality class of these deposition models. We
also studied the geometric properties of the exposed surface and the percolation
transition of the porous deposits. We observe that the porous media percolate
even for very small cocentrations of the bigger grains, in contrast to related

growth models of porous deposits.
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Capitulo 1

Introducao

A evolucdo de superficies na natureza tem importancia em muitas dreas do
conhecimento humano [1, 2, 3], mas fendmenos que ocorrem na interface dos
materiais sao particularmente importantes para a melhor compreensao dos me-
canismos fora-do-equilibrio que operam no crescimento e formagao dos sélidos.
Algumas das teorias mais tuteis conhecidas para entender melhor os proces-
sos que ocorrem na superficie dos sélidos envolvem conceitos de Mecéanica Es-
tatistica [4, 25, 52].

Nesse contexto, modelos atomisticos do tipo gés de rede [4] s@o muito ade-
quados para descrever a morfologia das interfaces, com a qual estao ulteri-
ormente ligadas propriedades épticas, térmicas e magnéticas dos sélidos, por
exemplo. Os modelos atomisticos permitem entender o papel das interagoes
entre as particulas na escala genericamente denominada microscopica para o
comportamento do sélido em escalas meso- e macroscopicas, sem no entanto
considerar aquelas interagoes em detalhe.

Embora outros modelos sejam discutidos neste trabalho, seu objeto central
¢ o modelo de deposicao balistica bidispersa (DBB) [64]. O modelo DBB tem
algumas propriedades que o diferenciam dos outros modelos de deposicao; em
particular, ndo s6 as propriedades morfoldgicas da interface, mas também a
geometria da estrutura interna dos agregados gerados por DBB é em vérios

aspectos bastante similar a alguns sistemas reais, e estimula sua investigagao.
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1.1 Modelos Discretos

Na formagao de um sélido, os processos de superficie em escala microscépica
se refletem em uma dinamica caracteristica das flutuacoes da altura, a medida
que mais particulas sdo depositadas. As complicadas interagoes entre particulas
no processo de deposicao sao traduzidas, pela modelagem, em algumas regras
simples de transicao entre estados de sitios de uma rede. A rede evolui no tempo
pela escolha aleatéria de um sitio, e pela subsequente mudanga do estado do sitio
escolhido e seus vizinhos segundo as regras de transi¢ao, que equivale a deposigao
de uma particula no substrato. O estado da rede é dado pelo campo ¥ (r, t), onde
r indexa os sitios, e t é o tempo. O campo 1 pode denotar a altura na posigao
x de sitio um substrato, ou a densidade de uma ou mais espécies de particulas
em uma posicdo r = x + h do espago. As regras sdo criadas de forma que a
dindmica de ¥(r,t) seja capaz de reproduzir caracteristicas globais do processo
de deposigao, e nao necessariamente tém relagao com o comportamento das
particulas no sistema real, podendo guardar apenas algumas de suas simetrias.

Os primeiros dois capitulos deste trabalho fazem a revisao de trés importan-
tes modelos de crescimento de filmes, e do adequado contexto para estuda-los;
sao eles os modelos de deposigao balistica (DB) [5, 6], deposi¢ao aleatéria (DA),
e deposicao aleatéria com relaxagao de superficie (DAR) [35]. Sao modelos
bastante simples, para a deposi¢ao de uma tinica espécie que, apesar da simpli-
cidade, abrangem grande parte da teoria voltada para o estudo dos modelos de
crescimento [4, 25]. Também nos primeiros capitulos, sao introduzidas algumas
técnicas de andlise numérica que serao extensivamente utilizadas nos capitulos
seguintes, e tém importancia fundamental na obtencao de resultados conclusivos
para o modelo de deposicao balistica bidispersa, apresentado na Sec. 4.5. Nos
Caps. 5 e 6, 0o modelo DBB é inserido na teoria continua e de escala dos modelos
de crescimento, que ¢é introduzida em paralelo com a apresentacao modelos DB,
DA e DAR nos Caps. 2, 3, e 4.

1.2 Modelos Competitivos

Modelos competitivos sao modelos de crescimento para processos em que mais
de uma espécie é depositada, ou processos em que a agregacao de uma espécie
possa obedecer mecanismos diferentes. Em particular, estudamos o caso de
misturas bindrias, em que dois tipos de particulas sao depositadas. Nesses mo-
delos, particulas sdo depositadas com uma certa taxa, e cada uma das espécies
é depositada com uma probabilidade complementar. Cada espécie é deposi-

tada segundo as regras de agregacao de um modelo conhecido; nesse sentido,
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as dinamicas de deposicao assiciadas aos dois modelos competem, tendo como
parametro a probabilidade de deposicao de uma das espécies, e dai deriva o
nome desta classe de modelos.

Os modelos competitivos sdo uma extensao dos modelos de crescimento de
uma unica espécie, idealizados para aplicagao no crescimento de policristais e
deposigao de misturas, por exemplo.

O Cap. 4 faz uma revisao completa dos desdobramentos mais recentes da te-
oria dos modelos competitivos, aplicada a competicao com a deposigao aleatoria.
A competi¢do com a deposigio aleatdria é o contexto adequado para estudar o
modelo de deposigao balistica bidispersa, e um dos principais pontos desta re-
visdo é reafirmar de forma definitiva o comportamento de escala muito particular
destes modelos. Na Sec. 4.2 uma teoria de escala formulada para a rugosidade
é apresentada [57, 58], e explica bastante bem o efeito da componente aleatdria
sobre a velocidade com que as correlagoes se desenvolvem pelo substrato, pre-
vendo expoentes de escala obtidos numericamente. A teoria de escala para a
rugosidade também se mostra importante na conexao entre propriedades da su-
perficie interna do depdsito e os mecanismos de enrugamento na superficie para
o modelo DBB; estaconexao é o tema do Cap. 6.

Ainda no Cap. 4, analisamos em detalhe a conexao entre os modelos compe-
titivos e as equacOes estocdsticas de crescimento, feita pela passagem ao limite
das taxas microscépicas de transicao entre sitios da rede [31, 47]. Expoentes
de escala sao obtidos dos coeficientes das equagoes de crescimento resultantes, e

uma comparag¢ao com os expoentes obtidos numericamente é feita na Sec. 4.4.

1.3 O Modelo DBB

O modelo de deposigao balistica bidispersa (DBB) é um modelo em que a de-
posicao de particulas de dois tamanhos diferentes competem. O modelo DBB foi
originalmente idealizado para descrever processos de formagcao de rochas porosas
[64], para compreender melhor o papel destes processos para algumas proprieda-
des morfoldgicas como permeabilildade, porosidade e geometria da superficie dos
poros, e reprodui-las. Depositos formados por DBB tém a fase sélida conectada
por construcao, e a andlise da conectividade dos poros revela que a estrutura
porosa é percolante a baixas porosidades, que sao caracteristicas absolutamente
desejdveis para este objetivo [64, 65].

O modelo DBB ¢ relevante porque, a despeito da sua simplicidade, é capaz
de reproduzir a geometria da estrutura interna e o processo de formacao de

sistemas reais, baseando a regra de agregacao unicamente na observagao de que
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graos de areia em depoésitos porosos atendem a uma distribuigao de tamanho
aproximadamente bimodal [7, 8]. A regra de agregagao do modelo DBB é tao
simples quanto empilhar aleatoriamente blocos de tamanho 1 x 1 x1e2x1x1
em rede; a deposicdo dos blocos maiores (dimeros) é capaz de criar poros, e é a
responsavel pela estrutura nao trivial do depdsito.

Talvez o tinico mecanismo de deposigao mais simples que DBB seja a de-
posicao aleatéria, que, contudo, nao é capaz de gerar correlagoes entre colunas,
e ndo manifesta comportamento de escala. Em duas dimensoes, o modelo DBB
pode ser comparado a um simplificado jogo “cego” de tetris' [65]!

Neste trabalho, buscamos localizar de forma precisa o modelo DBB no
cenario dos modelos discretos competitivos. A classe dos modelos competiti-
vos é bem descrita por uma hipdtese de escala generalizada formulada para a
largura de interface [59, 60, 61] e, para esta tarefa, fizemos uso das técnicas
sistematicas de extrapolagao apresentadas no Cap. 2 para eliminar efeitos de
tamanho e tempo finito, muito relevantes no regime de baixas porosidades, e
obter expoentes assintéticos corretos. A classe de universalidade da dindmica
da interface gerada por DBB obtida por scaling é confirmada por coeficientes da
equagao de crescimento associada ao modelo pela teoria continua, e amparada
por uma quantidade de resultados numéricos no Cap 5.

Resultados obtidos por outros autores [66] apontam uma transi¢do entre
dindmicas de crescimento em funcao da probabilidade com que as particulas
maiores (dimeros, de dimensoes 2 x 1 x 1) sdo depositadas em d = 3 dimensoes.
Esta transigao nao esta de acordo com o comportamento esperado da competigao
com a deposigdo aleatéria [57, 58], e é investigada sob os vérios aspectos que
permeiam a matéria nos Caps. 4, 5 e 6.

Ainda no Cap. 6, observamos ser possivel relacionar as propriedades geomé-
tricas do depésito a morfologia da superficie, via teoria de escala. A andlise
da estrutura do depédsito DBB reforca as conclusoes sobre o comportamento do
modelo em qualquer regime de porosidade, e apresenta expoentes caracteristicos
de outro modelo na mesmo classe de universalidade, criando um possivel novo
contexto para classificar os modelos de crescimento [72]. Isto certamente motiva

investigacao mais demorada sobre tema.

1Jogo originalmente implementado por Alexey Pajitnov, em 1984. Neste jogo, uma
sequéncia pseudoaleatéria de tetrades — formas conectadas de 4 blocos quadrados — caem
verticalmente sobre uma linha, agregando-se irreversivelmente. (Fonte: wikipedia.org.)



Capitulo 2

Modelos de Crescimento
Discretos

O estudo da morfologia de superficies tem aplicagoes praticas em varias areas
de conhecimento [4]. Estabelecer os pardmetros da formagao e crescimento de
superficies rugosas na natureza pode ser um problema de dificil solugao. Uma
das abordagens possiveis para o problema consiste em formular modelos com-
putacionais simples, que observem nao mais que algumas simetrias do sistema
a ser descrito. Teorias de escala nos permitem definir expoentes que dependem
apenas dessas simetrias para os modelos, e entao classificd-los em classes de
universalidade. As classes de universalidade agrupam sistemas similares, no
sentido de que seus expoentes correspondem ao mesmo conjunto de simetrias.
Nas secgoes a seguir, apresentaremos um modelo bastante simples para o
crescimento de filmes finos (embora sem solugao exata em duas dimensoes!) que
apresenta, nao obstante, grande riqueza fenomenoldgica e, por isso, serve bas-
tante bem para introduzir conceitos importantes para os capitulos que se seguem
— trata-se do modelo de deposicdo balistica. As seccoes subsequentes se ocupam
de desenvolver esses conceitos, e apresentar alguns métodos de anélise numérica.
Neste capitulo, também apresentamos o modelo de deposicao aleatéria, e sua

solucao exata.
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2.1 Deposicao Balistica (DB)

Nos modelos de crescimento de filmes, um sitio x em uma superficie (d — 1)-
dimensional em d dimensoes (o substrato) é escolhido aleatoriamente no instante
t, e a altura h(x’, t) do sitio x’ muda como h(x’,t) — h(x’,t+4dt), segundo certas
regras de ocupacao. Em geral, |[x — x| é da ordem da primeira vizinhanga, e o
substrato é inicialmente “plano”, com h(x,0) = 0 para todos os sitios da rede.

Na deposicao balistica, um sitio x é escolhido em ¢, e as alturas em x e
nos primeiros vizinhos x’; sdo computadas. Se h(x,t) < h(x],?) para, digamos
j = m, a altura h(x,t + §t) em x ¢é igualada & altura h(x),,t) em x),. Se
h(x,t) > h(x);,t) para todo j, entdo h(x,t+dt) « h(x,t)+1. Emd =2 (d = 3)
dimensoes, podemos imaginar particulas caindo verticalmente sobre uma linha
reta (sobre um substrato plano), e agregando-se ao primeiro contato a uma
particula depositada. A Figura 2.1 ilustra essa imagem pictérica no caso d = 2

dimensoes.

Figura 2.1: DB em d = 2 di- 3.
mensdes. Uma posicao é escolhida ale- !
atoriamente acima do substrato, e uma W
particula “cai” verticalmente, se agre-

gando ao primeiro sitio com um pri- ..I:l
meiro vizinho ocupado. A figura ilus- ] e -
tra as posicoes de agregacio A’, B’ das W
particulas incidentes A, B. Extraida de I | | I I I I
[4].

As particulas depositadas formam um agregado poroso, como os ilustra-
dos nas Figuras 2.2 e 2.3. Definimos superficie (ou interface) como o lugar
geométrico das alturas h(x,t), i.e. o conjunto de particulas de maior altura
em cada sitio. A interface entre o agregado de particulas ocupadas e o agre-
gado de particulas desocupadas (ou, simplesmente, o vazio acima do agregado)
é uma superficie que enruga a medida que mais particulas sdo depositadas. Isto
estd de acordo com a intuicao: a auséncia de mecanismos de relaxacao para a
posicao de menor altura global, que caracteriza os sistemas em equilibrio, e o
elemento aleatdrio (escolha do sitio onde a particula serd depositada) envolvidos
no processo sugerem que, apés certo tempo, a interface deverd ser rugosa [10].

Note que o campo h(x,t) ndo permite representar bolhas ou projegdes da
interface sobre si mesma (overhangs). Isto nao é verdade para os processos de
crescimento em geral (ou mesmo para o modelo DB; basta uma rapida inspegio
das Figs. 2.2 e 2.3), e overhangs podem ter efeitos particularmente importantes

sobre a dindmica de tempos longos [11].
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Figura 2.2: Agregado DB obtido pela
deposicao de 35000 particulas, em d =
2 dimensbes. O substrato horizon-
tal tem tamanho L = 200, em uni-
dades de rede. Cada camada, iden-
tificada pelos tons claro e escuro, in-
dica a deposicao de 2500 particulas; as-
sim, é possivel acompanhar, qualitati-
vamente, a evolucao da rugosidade com
o tempo. Extraida de [4].

Para acompanhar o enrugamento (roughening) da superficie em termos quan-
titativos, analisamos as flutuagoes nas alturas locais do depésito. Definimos a

altura média em um instante genérico ¢t como

B(t) = 2o S0 R 1), (2.1)

onde L sao as dimensoes lineares do substrato, e a soma se estende sobre todos
os sitios. A unidade de tempo é definida geralmente pela deposi¢do de uma
monocamada de particulas (uma particula para cada sitio do substrato). Defi-
nimos também a rugosidade, ou largura da interface, como a flutuacao rms das

alturas,

1 _
ou, alternativamente, a rugosidade quadrdtica
1 _
W2(L,t) = <F > [h(x.t) - h(t)]2> , (2.3)

onde os colchetes angulares (< - >) denotam a média configuracional, ie. a

média do desvio quadratico da altura média calculada sobre muitos depdsitos
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Figura 2.3: Corte vertical de um
depésito DB em d = 3 dimensoes. O
substrato, plano horizontal, tem tama-
nho 128 x 128, em unidades de rede.
A figura foi obtida pela deposicdo de
4480 particulas. Extraida de [9].

diferentes?.

Na Fig. 2.4, mostramos graficos de logW wversus logt para DB, em d =
2. Para tempos muito curtos, até ¢ ~ 10, a rugosidade passa por um regime
transiente, no qual W cresce rapidamente [12], facilmente identificado na Fig.
2.4(a). Apés o transiente, comega o regime de crescimento, que se estende até a
regiao de transigao para o regime estaciondrio, onde a largura de interface atinge
um valor independente do tempo. A evolucdo temporal da rugosidade mostra
uma escala de tempo caracteristica ¢, que separa dois regimes de crescimento

diferentes. Inicialmente (10 <t << ty),
W(L,t) ~ t°. (2.4)

O expoente 3 é chamado expoente de crescimento, e caracteriza a dindmica
dependente do tempo. Parat >> t., a rugosidade atinge seu valor estaciondrio,
ou de satura¢ao Wsat. A figura 2.4(b) mostra um gréfico log-log de curvas de
W (t) para alguns tamanhos de substrato tipicos. Os valores de Wsat igualmente

espacados sugerem
Weat ~ L, (2.5)

onde « é o expoente de rugosidade. Também é possivel ver, por estas curvas,

que tx depende do tamanho do sistema como
ty ~ L7, (2.6)

onde z é chamado expoente dinamico.

1Em simulagbes numéricas, isso é feito simulando depésitos com sementes diferentes para
o gerador de nimeros aleatorios.
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Figura 2.4: A figura (a) mostra a evolucdo temporal da rugosidade em d = 2 para
deposigao balistica em um substrato de tamanho L = 256. A figura (b) mostra log W
versus logt para os tamanhos de substrato L = 128 a L = 2048, também em d = 2
dimensoes.

2.2 Scaling

As equagoes 2.4, 2.5 e 2.6 sugerem que, plotando W’ = W(L,t)/L* versus
t' =t/L?, as curvas de rugosidade deverdo ser as mesmas para todos os valores
de ¢’ (v. Figura 2.5). Isto é uma assinatura de comportamento de escala, ou
scaling. A funcdo W é homogénea generalizada nos seus argumentos, e tem a
forma [13]

W~ Lo f (Li) 2.7)
onde «,z sao exrpoentes de escala e f é uma funcdo de escala que atende a
f(u) ~uP parau << 1e f(u) ~ cte. para u >> 1.

Funcoes de escala como esta sao encontradas no estudo dos fendmenos criticos.
Tipicamente, préximo ao ponto critico, o comprimento de correlacao e os calores
especificos divergem como poténcias do campo aplicado [15, 14] e da tempera-
tura, como resultado de flutuagdes em todas as escalas de comprimento [16].
Uma das ferramentas usadas para obter relacoes de escala entre os expoentes
criticos obtidos experimentalmente é fazer uma hipdtese de escala para o poten-

cial termodindmico G(e, H) relevante [17], na forma
G(A\*e, \*" H) = \G(¢, H),

onde A é um fator de escala arbitrario. Escolhendo A = H~/%#  por exemplo,
obtemos

Gle, H) = HY 1 g(H</¢),
com g(x) = G(z,1). Esta equagdo tem a mesma forma que a Eq. 2.7, e é

chamada hipdtese de escala fenomenoldgica. A Eq. 2.7 é uma hipdtese de escala
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para a evolugao temporal do enrugamento de superficies, e é por isso chamada

hipétese de escala dinamica.

=
< 0.1k E
Figura 2.5: Curvas W(L,t)/L" ver- ==
sus t/L* para os tamanhos de subs-
trato L = 128 a 2048 em d = 2.
0.01 | E
(AT BT R ETIT) M ST ETT] MR AT i
0.0001 0001 001 0.1 1
L1

Note que a Eq. 2.7 nao determina os expoentes de escala «, z. Por outro
lado, em ¢ = ty, devemos ter W (tx) ~ Wsat(L), ou, pela Eq. 2.6, L#* ~ L2,
donde os expoentes a, (3 e z nao podem ser todos independentes, mas atendem
a relacao de escala

A Eq. 2.8 deve ser vélida para qualquer processo de crescimento que atenda a
hipétese de escala Eq. 2.7 [4].

Alternativamente, a Eq. 2.7 segue naturalmente de conceitos de auto-afini-
dade, e é uma caracteristica intrinseca das superficies que compartilham desta
propriedade [4, 18, 19, 20]. Uma superficie h(x) auto-afim é estatisticamente

invariante sob as transformacoes de escala
x — x =bx
h — h' = bXh,

onde b é o fator de escala do eixo Ox, e x é chamado expoente de auto-afinidade.

Em termos gerais,

B (bx) ~ bXh(x). (2.9)

A Figura 2.6 mostra uma curva auto-afim h(z) com expoente x = 1/2, gerada
por um passeio aleatorio em rede em 1 dimensao, reescalada de varias maneiras
diferentes [18]. Uma importante consequéncia da Eq. 2.9 é que a funcgdo de

correlagao altura-altura

H(s) =LY " [h(x+s) — h(x)]”
de dois pontos separados por uma distancia s escala como [4, 19]

H(s) ~ s%X. (2.10)
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Se admitimos que a interface gerada por crescimento DB é auto-afim, e

invariante sob as transformagoes
x — x = bx
t—t' =bt
h — h' = bXh,

entao a rugosidade deve escalar como
W(L,t) ~ b= XW'(bL, b*t).

O fator de escala b é arbitrario; escolhendo b = L~!, recuperamos imediatamente
a Eq. 2.7, com f(u) =W (l,u) e x = a.

Figura 2.6: Nesta figura, h(x) (curva M\:_‘\‘W’\W

(a)) é reescalada por um fator b = 4
no eixo Oz, mantendo a escala do eixo (a)

Oh (curva (b)) . Em (b), 3/4 da curva

original foram deslocados para a di-

reita, e se encontram fora do gréfico. M
Note que as duas curvas sao, mesmo
por inspegdo visual, bastante diferen- b

tes ((b) é bem mais lisa). A curva (c) ( )

mostra a mesma curva (a), agora rees-

calada por um fator b = 4 em ambos os ,/\"/

eixos. Novamente, obtemos duas cur-

vas diferentes mesmo a olho nu ((c) W

é bem mais rugosa). Na curva (d), W’f\w'/\\f% W\,, Jul y
a curva (a) é reescalada por um fa- \
tor b = 4 no eixo Oz e por um fator
b = v/4 = 2 no eixo Oh (que sdo os (C)
fatores de escala apropriados). As cur-
vas (a) e (d) sdo estatisticamente equi-
valentes (p.ex., tém as mesmas rugosi-
dade e expoente de auto-afinidade x)
e, consequentemente, muito mais pare-
cidas. As regides sombreadas marcam
uma drea sob a curva (a), e sua con-
trapartida devidamente reescalada em (d)
(d). Extraida de [18]

2.3 Deposicao Aleatéria (DA)

A deposicao aleatoria é provavelmente o modelo de geragao de interfaces fora

do equilibrio mais simples que se pode conceber. Em cada passo da deposigao
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aleatdria, um sftio x do substrato é escolhido aleatériamente e a altura h(x,t)
é incrementada em uma unidade (v. Fig. 2.7). A Fig. 2.8 mostra um agregado

tipico, resultante da deposicdo de particulas segundo a regra DA.

Figura 2.7: A Figura mostra duas -
possibilidades tipicas de agregagao se-

gundo a regra de deposicdo do mo-

delo DA. Na deposigao aleatéria, uma

particula “cai” verticalmente, até atin- iz
gir o topo da coluna x escolhida em o
t, onde agrega-se irreversivelmente, in- i
crementando a altura h(x,t) da coluna.

Extraida de [4]. : ]f: F '—l

Para este modelo simples, podemos calcular a forma fechada de W(L,t). A
probabilidade P(h, N) de que uma coluna tenha altura h apés a deposigao de

N particulas é
N _

onde p = 1/L%! e o tempo é definido como o niimero de monocamadas deposi-
tadas, t = N/LY"!. A Eq. 2.11 é a probabilidade de que h dentre N particulas
sejam depositadas em um mesmo sitio, digamos x, em qualquer ordem. Como
as colunas sao completamente descorrelacionadas, e todas sao equivalentes, as

médias espaciais e configuracionais de altura sdo as mesmas, e

=> hP(h,N)
h

h?) = Zh2P(h,N).

Destas equagoes, e obtemos [4, 21]

1
W= \/Ldl o d—l)’

donde 3 = 1/2 em qualquer instante |

2.4 Correlacoes e Regime de Saturacao

Em uma interface gerada por DA, a rugosidade cresce indefinidamente com
tempo, em franco contraste com o que acontece na deposi¢ao balistica. Isso nos
leva a ponderar sobre os mecanismos que levam a saturacao da rugosidade em

interfaces geradas por DB, e ndo por DA.
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Figura 2.8: Agregado DA obtido pela
deposicao de 16000 particulas, em d =
2. O substrato tem tamanho L = 100,
em unidades de rede. Cada camada,
identificada pelos tons claro e escuro,
indica a deposigdo de 4000 particulas.
Extraida de [4].

A primeira diferenca marcante entre os dois modelos é a geracdo de cor-
relagdes entre colunas vizinhas, ausente na interface gerada por DA [4].
Considere entao o comportamento de uma certa medida termodinamica das
flutuagbes em um sistema (um calor especifico ou uma susceptibilidade, por
exemplo), C, com o qual faremos analogias. Na criticalidade, C' diverge en-
quanto o comprimento de correlacdo, que é uma escala caracteristica das flu-
tuagoes, diverge como & ~ eV, onde € = (T —T,)/T. é a temperatura reduzida
e v um expoente critico. Em sistemas cujo tamanho é determinado por uma
dimensao linear? L, o calor especifico C' deve escalar com a varidvel y = L/¢
[22, 24]. Se y >> 1, espera-se que C' se comporte como num sistema infinito
(“bulk behaviour”, [22]),
Cr~eP (2.12)

(néo se deve confundir o expoente § definido na Eq. 2.12 com o expoente de
crescimento defnido na Eq. 2.4). A medida que y — 0, C manifesta um desvio
da Eq. 2.12, refletindo o fato de que as correlagoes sao limitadas de alguma
forma por L [23, 22]. A base da hipdtese de escala de tamanho finito [23] é que

a temperatura T*(L) (“rounding temperature”, [23]) em que este desvio se torna

20 sistema, nesse caso, pode ser finito (por exemplo, um cubo de dimensdes L x L x L) ou
infinito (por exemplo, um prisma infinito de base L x L) [16].
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pronunciado é determinada por
&) ~ L.

A forma de escala de C' quando y << 1 depende da geometria e da dimensi-
onalidade do sistema. Em sistemas finitos no sentido estrito, espera-se o apa-
recimento de um ponto estaciondrio C = C(€) em uma temperatura T, cuja
amplitude e abscissa escalam com o tamanho do sistema [22, 16].

Na deposicao balistica, as correlagoes entre as alturas dos sitios também se
espalham pela interface a medida que mais particulas sao depositadas, de vez
que a agregacao lateral (particula A na Fig. 2.1) reduz as flutuacoes aleatdrias
nas alturas das colunas vizinhas [4, 25]. A distancia tipica &|| sobre a qual as al-
turas estao correlacionadas é chamada comprimento de correlacdo lateral. Para
qualquer processo cinético de enrugamento de superficies (“kinetic roughening”),
devemos esperar que [25]

g ~ Y= (2.13)

Para um sistema finito, £ nao pode crescer indefinidamente, mas ¢ limitado
por L, atendendo restrigoes de escala andlogas as de um sistemas de spins, por

exemplo. Ref. [4] argumenta que a saturagdo ocorre quando
§~ L,

e as flutuagoes de altura estao correlacionadas em todas as escalas, até as di-
mensoes lineares do substrato. Substituindo §| por L na Eq. 2.13, recuperamos
a Eq. 2.6, se o expoente z definido na Eq. 2.13 é o préprio expoente dindmico.

A correlagao entre colunas vizinhas criada pela regra de agregacao DB e,
em nivel mais alto, a comunicacao dessas correlagoes lateralmente e por toda a
interface, é a responsavel pela geragao de uma interface auto-afim em escalas de
comprimento menores que §||. Por outro lado, a interface gerada por DA tem
colunas completamente descorrelacionadas em todas as escalas (i.e. H ~ W?2
na Eq. 2.10). A interface DA nédo é auto-afim (nio se define y para DA), e

hipéteses de escala na forma da Eq. 2.7 nao se aplicam.

2.5 Analise Numérica

As Eqgs. 2.4 a 2.6 que definem expoentes criticos sdo validas apenas assintotica-
mente; ie., por exemplo, os valores de rugosidade de saturacao Wsat sao tanto
mais coerentes com Wgat ~ L% quanto mais nos aproximamos do limite L — oo.

Essas equagoes tém a forma geral

fla,y) ~yr (2.14)
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sex — 0 ey — 0, onde \g é um expoente e f a fungao de escala. Esta notagao

antes indica a existéncia do limite

2 logy

x—0
do que faz qualquer assercdo sobre a forma funcional de f [17]. Em geral,

existem corregoes & escala na Eq. 2.14, da forma

f@y) =y 1+ fi(z,y) + foz,y) + -]

onde fi(x,y) = x%y% e a;,b; e A = g sdo expoentes (os coeficientes foram

omitidos, por simplicidade). O reflexo dessas corregdes é que, admitindo que

flz,y) ~ Ay

se ly| < dy e |z| < dz, para dy,dz # 0 suficientemente pequenos e constantes

A, A apropriadas, A deve depender de z e y como [12]
A& Ao + Az" + By, (2.15)

com expoentes 7, € adequados e A, B constantes®. O intervalo 6z x dy de validade
da Eq. 2.15 é chamado regiao de escala.

Na pratica, o limite das varidveis x,y nao pode sempre ser atingido, e as
corregoes a escala sdo importantes. Como exemplo de aplicagao dessas idéias,
as duas secgoes a seguir ilustram a estimativa dos expoentes definidos nas Eqs.
2.4 a 2.6 e as corregoes a escala, para o modelo de deposicao balistica em d = 2.
Observe que se as correcoes de tempo e tamanho finito aos expoentes de escala
sao grandes, o colapso de dados como o ilustrado na Fig. 2.5 falha em escalar

todos os W(L,t) na mesma funcao de escala.

2.5.1 Expoente de Crescimento

O expoente de crescimento § pode ser estimado, inicialmente, por um ajuste
linear direto de W (t) na regido em que W cresce como t°, e log W (logt) tem
boa correlagao linear (v. Fig. 2.4). O ajuste linear direto, ou “cego”, em uma
regiao escolhida por simples inspecao visual pode, no entanto, levar a valores
discrepantes de 8 [4]. Uma técnica bastante titil para determinar a regido de
escala nesse caso é o uso de inclinagoes sucessivas. As inclinagoes D[f(x)]
aproximam a tangente & curva f(x) em z. Para qualquer conjunto discreto de
pontos,
D[f(z)] = fl@:) — f(xj)’

xi—xj

3V. também apéndice em Ref. [26], para maior detalhe sobre o uso dos simbolos “~” e

“x”, e seus significados precisos nesse contexto.
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onde z = (x; +x;)/2 e os indices 4, j enumeram os elementos. A Fig. 2.9 mostra
um gréfico das inclinagoes sucessivas s = D[log W (logt)] da curva log W (logt),

para dois tamanhos de substrato diferentes, Ly, Lo.

0.4
[

Figura 2.9:  Inclinacdes sucessivas [an Coooooooooo,
s(L,t) de logW contra logt para os L O _
tamanhos de substrato Li; (O) e Lo - i BB A 1
(A), com Ly > L. Esta figura é ape- ; - 2o
nas uma ilustragdo (nao foi obtida a i & 7
partir de dados de simulagdes) e mos- T A 1
tra, por exagero, as principais carac- f
teristicas deste tipo de grafico, como a Y R T TOT  T

regiao transiente e o crossover para o 0 1 2 a 4 A
regime de saturagao (v. Fig. 2.4). logt

Por esta figura, é possivel ver como a curva log W (logt) desvia-se da linha
reta (platoé horizontal na Fig. 2.9) abaixo do transiente e acima do crossover
para o regime estaciondrio (no regime transiente, no inicio do processo, os sitios
estao completamente descorrelacionados, e o processo tem caracteristicas de
deposicao aleatéria, com 3 = 1/2) e marca de forma inequivoca a regido de
escala. Os expoentes estimados nessa regiao podem todavia depender de L;

pela Eq. 2.15, as inclinagbes sucessivas s tém a forma geral
s = B(L) + Ct°,

onde [12]
B(L) ~ 4+ AL™* (2.16)

é um expoente efetivo, C, \ e A s@o constantes. Se a corregdo a escala é fraca,
espera-se que as inclinages sucessivas s(L,t) se dispersem em torno de uma
reta horizontal na regiao de escala, como na Fig. 2.9, onde € = 0.

A Fig. 2.10 mostra um gréfico 3(L) versus L~*. Pela extrapolacio adequada
da curva neste gréafico, obtemos o expoente de crescimento 3. O expoente A é
escolhido de forma a maximizar a correlacdo linear dos primeiros quatro pontos
(maiores valores de L).

O expoente de crescimento da deposicao balistica é consistente com seu valor
exato em d = 2, f = 1/3, com corregoes a escala 0.2 < A < 0.4. Em d = 3,
B =0.229 + 0.005, com A ~ 1 [12].
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0&35 |||I|IIII|II

Figura 2.10: Expoentes efetivos (L,
versus L™>. Como ndo hé argumento
para prever seu valor, A é escolhido de
forma a maximizar a correlacdo linear
dos pontos. Nesta figura, B foi esti-
mado para os tamanhos de substrato
L=2" (n=4,---,10) em d = 2, com o2l bl
A = 0.28. Extraido de [12] 01 02

LM

{=]

2.5.2 Expoente de Rugosidade
A rugosidade de saturagao escala com o tamanho do sistema como Wgat ~ L.

Para apreciar as corregoes a escala, definimos expoentes efetivos

. log [Wsat (L//)/Wsat (L/)]
o(L) = log(L" /L") )

(2.17)

onde L = VI'L' e L"/L' é um parametro fixo. Os expoentes a(L) sdo as
inclinagdes sucessivas da curva log Wsat(log L). Como o expoente efetivo G(L),
o expoente de rugosidade também apresenta correcoes de tamanho finito fortes
na deposigao balistica:

o(L) ~ a+ BL™2, (2.18)

onde A é um expoente de correcdo a escala na Eq. 2.5 e B é uma constante.
A Fig. 2.11 mostra um grafico (L) versus L™*. A anélise é completamente

similar & da Fig. 2.10.

055
Figura 2.11: Expoentes efetivos a/(L) 05

versus L™2, obtidos de dados de de-

posicdo balistica em d = 2. Nesta fi- E bAp

gura, A = 0.58; a reta é um ajuste ot -

de minimos quadrados dos primeiros

cinco pontos do grafico (maiores va- 0.35

lores de L). Os dados de rugosidade

de saturag@o usados nesta figura foram 0.3

extraidos de [12].

O expoente de rugosidade da deposigao balistica é consistente com seu valor
exato em d = 2, & = 1/2, com corregdes a escala 0.6 < A < 0.8 [12]. Em d = 3,
a = 0.383 + 0.008, com corregoes & escala 0.3 < A < 0.8 [27].
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2.5.3 Expoente Dindmico

H4 diversos métodos para estimar ¢4, e talvez o mais simples seja o ilustrado
na Fig. 2.12. Para calcular o expoente z, e as corregoes a escala na Eq. 2.6,
definimos, a partir de ¢, expoentes efetivos

tx (L") /tx (L))
log(L" /L") ’

o) = o8l (2.19)

onde, como na Eq. 2.17, L = v/L"L' e L' /L’ é um parametro. Os expoentes

z(L) sao as inclinagoes sucessivas da curva logt (log L). Esperamos que
z(Ly~z+ DL™, (2.20)

onde o é uma correcao a escala e D uma constante.

00000
o »
o®

Figura 2.12: A figura indica um : ©

4
método simples de estimar ¢« , pela in- B /
terseccdo de duas retas de ajuste nas P
regides de alta correlagdo linear nos e,
regimes de crescimento e estaciondrio. (f

Extraido de [4]. b

Formalmente, a escala de tempo t, definida na Eq. 2.6 para a rugosidade,

deve ser a mesma para o desvio
AW = Waat — W(L, 1)

do valor estaciondrio Weat. Ref. [28] verificou que AW decai exponencialmente

para alguns modelos de crescimento,
AW ~ exp(—t/T), (2.21)

onde 7 = tyx (v. Fig. 2.13). A estimativa de 7 por ajuste linear de curvas
log AW (L,t) apresenta ambiguidades na escolha da regido de ajuste (como no
ajuste cego de log W (logt) e log Wsat (log L) para obter (3 e «, respectivamente).
Ref. [28] adotou, para os modelos que atendem a Eq. 2.21, um método indireto
para estimar 7, baseado nas relagoes que seguem.

Pelas Egs. 2.7 e 2.21, devemos ter, numa vizinhanga de ¢,

f(x) = a—bexp(—z),
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Figura 2.13: Evolugao temporal do desvio AW (L,t) para DB em d = 2, para os

tamanhos L = 512 (a) e L = 64 (b). O coeficiente linear da reta de ajuste na regido
de alta correlacdo linear é 1/7. O valor de T obtido por ajuste linear direto é indicado
para cada tamanho.

15| =

zf L)
z(L)

0.5

0

PR M S Y AU
0.005 0.01 0.01% 0.02

o

Q] A A A
0 0005 001 Q.01

5 DOE 003

-1
(b)

L—l
(a)

Figura 2.14: Expoentes efetivos z(L) versus L7, obtidos da deposigao balistica em
d =2, com o = 1. Os pontos em (a) foram obtidos a partir de tempos caracteristicos
Tk, calculados usando k = 0.6; os pontos em (b), usando k = 0.8 (Eq. 2.24).

com a = Wsat /L e b constantes. Definindo um tempo caracteristico 7 por

W(L,7k) = kWsat, (2.22)
com k < 1 constante, entdo segue destas equagoes que
T = G(k)tx, (2.23)

onde G(k) = In[b/a(1—k)] é uma constante. A partir de 7, definimos expoentes

efetivos
log [1i (L") / Tk (L')]
log(L" /L") ’

para cada valor de k. Os z(L; k) perseguem a tangente a curva log i (log L) a

2(L; k) = (2.24)

k fixo e, pela Eq. 2.23, devemos esperar que k nao afete os expoentes efetivos
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2(L; k), i.e.
2(L; k) =~ 2z(L)

para qualquer k tal que W (L, ;) seja uma rugosidade dentro do intervalo de
validade da Eq. 2.21.

A Fig. 2.14 mostra curvas z(L~7) obtidas a partir de 7 para dois valores de
k. Tipicamente, os tempos caracteristicos 7 resultam em melhores resultados
na estimativa de z, se comparados com ¢ (obtido pela forma mostrada na Fig.
2.12, por exemplo). Isso ocorre principalmente porque 7 (L) é estimado fora do
regime de saturacao, onde as flutuagoes de rugosidade sao relativamente grandes
(tempos grandes na Fig. 2.13), e a propagacao dos erros de medida sdo menores.

O expoente dindmico DB é coerente com seu valor exato em d = 2, z = 3/2
(Fig. 2.14). Em d = 3, 1.605 < z < 1.64 [27].



Capitulo 3

Equacoes de Crescimento

O problema do enrugamento dindmico pode ser abordado analiticamente, mesmo
em modelos discretos sem solucao exata, se se puder descrever a evolugao tempo-
ral da altura h(x, t) por meio de uma equagdo de crescimento. Isto é possivel nas
grandes escalas de comprimento e de tempo, em que h é uma funcao continua
dos seus argumentos. A idéia é encontrar uma equagao diferencial estocastica
cuja solugao h(x,t) tenha as mesmas médias estatisticas do modelo de cresci-
mento, com as mesmas propriedades e expoentes de escala (para a rugosidade,
por exemplo), e que seja a mais simples possivel.

As equacgoes de crescimento podem ser derivadas por uma quantidade de
formas diferentes, como a andlise das simetrias do modelo [4, 29], pela passagem
ao limite da equagdo mestra do processo microscépico de deposigao [30, 31, 32,
33, 34], ou tomando pequenos desvios de interfaces em equilibrio como ponto
de partida [11].

Neste capitulo, apresentamos a equagao de crescimento para a deposigao
aleatéria. Em seguida, apresentamos o modelo de deposi¢do aleatoria com re-
lazacao de superficie (DAR), no contexto da aproximagao linear para as flu-
tuagoes de altura, e a equagdo de crescimento para DAR e DB, com algumas
expressoes e resultados exatos em d = 2. No fim do capitulo, revisamos algu-
mas tentativas recentes de associar equagoes de crescimento e modelos discretos,

através da abordagem da equagao mestra.
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3.1 Equacao de Crescimento para DA

Em geral, o crescimento da altura em cada sitio pode ser descrito pela equagao

8hg;, t) _o(x.1),
onde ® é o nimero de particulas chegando ao sitio x por unidade de tempo.
Como o sitio de deposicao é escolhido aleatoriamente em cada instante, decom-
pomos ¢ em duas partes:

w = F +n(x,t), (3.1)
onde F' = §h/L*! é o fluxo médio de particulas em cada sitio multiplicado pelo
incremento de altura dh (unitdrio), e n(x,t) é um desvio do fluxo médio; n é um

ruido aleatério que deve atender

(n(x,t)) =0, (3.2)
(n(x,n(x",t")) = 2D5(x —x') §(t — '), (3.3)

e reflete a natureza estocastica das flutuagoes de altura. A Eq. 3.3 reflete a
auséncia de correlacées no espaco e no tempo, uma vez que a média configu-
racional do produto n(x,t)n(x’,t') resulta zero, exceto quando x = x' e t = ¢/
[4].

Da Eq. 3.1 podemos calcular as médias
(h(x,t)) = Ft,

(h?(x,t)) = (Ft)* +2Dt,

donde
W? = 2Dt.

Os termos da Eq. 3.1 foram obtidos a partir dos principais ingredientes da
regra de agregacao da deposigao aleatéria, e a sua solugao h(x,t) reproduz o
resultado exato obtido na Sec. 2.3 (comportamento de escala W ~ t7, 3 = 1/2)
e contém Nesse sentido, a Eq. 3.1 é a equacao de crescimento que descreve o
modelo DA.

O modelo DA ilustra alguns dos principais passos para a obtencao heuristica
de uma equagao de crescimento, nao obstante a simplicidade da regra mi-
croscopica de agregacao . Em geral, em um modelo de deposigao correlacionado
(como o modelo DB), o incremento dh pode depender de ¢ e x e suas vizinhangas
de forma nao trivial, e encontrar, ou mesmo solucionar a equacao de crescimento

pode nao ser uma tarefa simples.
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As idéias introduzidas nesta secgao também formam o contexto adequado
para definir classes de universalidade. Uma classe de universalidade de enru-
gamento de interface é um conjunto de simetrias e expoentes criticos comuns a
diferentes modelos de crescimento que atendem a hipotese de escala dinamica
(Eq. 2.7). Modelos na mesma classe de universalidade tém a mesma equagao
de crescimento, em que nao figuram detalhes microscépicos dos modelos, mas
apenas suas caracteristicas principais [4]. A Eq. 3.1 define uma classe de uni-
versalidade muito particular, em que a interface nao desenvolve correlagdes (e
a Eq. 2.7 nao se aplica), e W sempre cresce com 5 = 1/2. O modelo DA é
seu prototipo mais simples, e d4 nome a classe de universalidade da deposicao

aleatoria.

3.2 Desvios do Equilibrio e Enrugamento

Vamos abordar o enrugamento dinamico considerando inicialmente a interface
que separa duas fases em um sistema termodinamico em equilibrio. A interface
corresponde a regiao no espaco em que o parametro de ordem varia rapidamente.
Se o sistema sofre pequenas flutuagdo em torno do equilibrio, a dindmica de
relaxagao do parametro de ordem pode ser descrita, no espirito da teoria de
Landau, pela equagao [10, 11]

OU(rt) __SFI(rD)
ot o

Esta é uma equagao para todo o espago, onde a taxa de relaxacao do parametro

(3.4)

de ordem v a baixas temperaturas depende da minimizacio da energia livre® F.
Assumimos que a constante I" ndo depende de 9, r, ¢, mas depende de alguma

forma da temperatura. A energia livre é dada por [10]

Flv = [ atr (967 + 1) + Hv)

onde f é a energia livre por unidade de volume e H1) é a contribuicdo do campo
aplicado H & energia. A Eq. 3.4 depende da escolha que faremos para f.

No equilibrio, o parametro de ordem assume seu valor independente do
tempo . Caracterizamos os estados de equilibrio 6F[¢]/d = 0 por uma
interface plana, com largura de difusdo do parametro de ordem finita e uni-
forme, localizada em torno de, digamos, y = 0. Isto requer H = 0, e, nessas

condicoes, a condigao de equilibrio fornece

d*o(y) +ﬁ:

dy? Oty

LA expressio “energia livre” é usada livremente para referir-se ao funcional de Landau,
embora F' ndo seja um potencial termodindmico no sentido estrito [10].

0. (3.5)
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A amplitude e a largura de difusdo do parametro de ordem, no equilibrio, sdo

fixadas pela tensao superficial

J:c/dy <%0)2 (3.6)

Se a largura de difusdo é suficientemente pequena, ¥o(y) ~ 0(y), onde 0 é a
funcéo degrau.

Fora do equilibrio, a interface é rugosa, e dependente do tempo. Grossmann,
Guo e Grant [11] supéem que a interface se localiza em torno de u = 0, onde
u(r,t) é uma funcdo auxiliar. A normal em qualquer ponto da interface é dada
por

n = {Vu,

onde ¢ = |[Vu|~1. Admitimos que u é suave, e aproximamos [11]

¥(r,t) ~ o (u(r, ). (3.7)
Com a Eq. 3.7, a Eq. 3.4 fica
Ou dipo(u) af

Por consisténcia com a aproximagao na Eq. 3.7, 9f /9y é dado pelo seu valor
de equilibrio, Eq. 3.5 (onde H = 0). Isto equivale a ignorar as contribuiges da
deformacao sob tensao superficial a energia livre total F. Substituindo Eq. 3.5
na Eq. 3.8:

ot du dn?

onde d/dn é a derivada direcional na diregdo n. Expandindo o laplaciano e a

dudio(u) _ <H V() + Cdzwo) , (3.9)

derivada direcional na Eq. 3.9, obtemos

Ou dipo(u) cK dipg
B odu -T H+7% , (3.10)
onde K = —V -n é a curvatura da interface.

Projetamos a Eq. 3.10 sobre v = 0 aplicando
1 dibo
Pl =— [ tdu——
Pl =50 / Yldu’
com &1y constante, e obtemos
Up = A+ VK, (3.11)

onde v, = —fdu/dt é a velocidade normal & interface (¢du = |dr| é o desloca-

mento infinitesimal quando dr||n),

r= s,
ag
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v=Te.

A dindmica do pardmetro de ordem néo é de relaxagio pura, no entanto [11, 25].
Para modelar as flutuagdes térmicas, adicionamos um ruido gaussiano n(x,t)
no lado direito da Eq. 3.11,

Up = A+ vK +1. (3.12)

O ruido satisfaz as Eqs. 3.2, 3.3, com D — T

Assim, A\ é a velocidade da interface em resposta ao campo aplicado H, e
v é uma constante positiva, de forma que as flutuagoes espontaneas de altura
se déem sempre no sentido de reduzir a curvatura, e restaurar a condicao de
equilibrio. Se A = 0, a interface estd, em média, em repouso.

Consideramos entao uma interface suave e livre de bolhas da forma u =

y — h(x,t). Escrevendo a expressao explicita da curvatura K em d = 2:

oh 32
E—E (/\+V€ V<h + r](x,t)),

onde =2 = 1+ (Vh)2. Se |Vh| << 1, podemos expandir ¢ em poténcias de

(Vh)?2; os primeiros termos sao

% =A+uv2h+%(Vh)2 + -+ n(x,1).

O movimento uniforme gerado pelo termo A nao afeta as propriedades de escala
da interface [4], ie. o sistema fisico néo se altera por mudangas de coordenadas
entre referenciais inerciais. Operando a mudanca de varidveis h — h + At (re-
ferencial soliddrio com o movimento médio da interface), obtemos a forma mais
conveniente
% =vV2h + %(Vh)2 + - n(x,t). (3.13)
Equacgoes tipo-Langevin com esta forma podem descrever pequenas flutuagoes
de uma superficie se movendo sob ac¢ao de campo externo (H ), como a interface
entre uma fase sélida crescendo (lentamente) sobre um volume de liquido super-
resfriado (o campo externo, nesse caso, é o gradiente de potencial quimico), ou
a interface globalmente plana entre duas fases de magnetizagao de spins [11]. A
préxima seccao trata da aproximacao mais simples para a Eq. 3.13, em que a
expansio de £ em poténcias de (Vh)? é truncada no primeiro termo, e a equacio
resultante é linear. A aproximacao linear é tratavel analiticamente, e tem as

mesmas propriedades de escala da Eq. 2.7. Na Sec. seguinte, estudamos o efeito

do termo nao-linear (Vh)? sobre as propriedades de escala da teoria linear.
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3.3 Teoria Linear

A equagao mais simples que descreve as flutuagoes de uma interface em equilibrio

é
% = vV2h +n(x,t), (3.14)

e é chamada equagao de Edwards-Wilkinson (EW) [35].
O termo V2h contribui para a suavizacio da interface pela “ redistribuicao”
da altura nos pontos onde a curvatura é alta, no sentido de reduzir a curvatura,

mas sem alterar a altura média, de vez que

v= /ddlx<%> =0,

devido a condigoes periddicas de contorno [4], ie. a altura média permanece
em equilibrio. O laplaciano age sobre h(x,t) como um mecanismo conservativo
de relaxagao de superficie (Fig. 3.1); por isso, v é chamado genericamente de

tensao superficial.

Figura 3.1: Efeitos da tensdo super-
ficial sobre h(x,t). Considere uma flu-
tuagdo de altura com o perfil mostrado
em (a); em (b), mostramos a contri-
buicdo vV2h correspondente & taxa de io_og ]
variagdo da altura e, em (c), o perfil ;
resultante num instante posterior. O
efeito do termo laplaciano é o de redu-
zir a altura do ponto mais alto e redis-
tribui-la pelos lados do perfil, conser-
vando a “massa” (drea sob a curva, em
d = 2). Extraido de [4].

hix.t +4t)

A Eq. 3.14 é linear, e pode ser solucionada analiticamente [36, 25]. A solugdo
h(x,t) da Eq. EW exibe as mesmas propriedades de escala do modelo DB, e
também atende a Eq. 2.7, com expoentes diferentes, definindo uma nova classe

de universalidade de enrugamento dinamico, classe EW.

3.3.1 Solucao por Scaling

Podemos determinar os expoentes de escala da Eq. EW sem passar pela solucao
completa, simplesmente fazendo a hipdtese ad hoc de que h(x,t) atende Eq. 2.7.
Se a interface é auto-afim, h(x,t) deve ser estatisticamente indistinguivel de si

mesma sob as transformacoes de escala

x — x =bx
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t—t' =0t
h — h' = bh,
que, substituidos na Eq. 3.14, resultam [4]

oh
a _ Vbz72v2h + bz/27(d71)/27a77(x, t).
Exigindo que a Eq. 3.14 seja invariante sob essas transformagdes, obtemos os

expoentes da classe EW

Para d > 3, o expoente de rugosidade é negativo. A solugdo exata mos-
tra que, nessa dimensionalidade, existe uma interface-limite com rugosidade
W2 ~ a*~ %1 onde a é o paramentro de rede na direcdo paralela ao substrato;
isto significa que as flutuacdes de altura geradas pelo ruido nao sao capazes de
superar a barreira da tensado superficial, e a interface é assintoticamente plana
[25, 4].

3.4 Deposicao Aleatéria com Relaxacao de Su-
perficie (DAR)

Introduzimos nesta seccao um modelo que apresenta mecanismos de suavizagao
da interface andlogos aos da Eq. EW. No modelo de deposigao aleatéria com re-
laxagao de superficie (DAR), um sitio x do substrato é escolhido aleatoriamente,
e as alturas em x e nos primeiros vizinhos xg, computadas. Entao, um sitio z
dentre x,x’; é escolhido tal que h(z,t) = min{h(x, 1), h(x},t)}, e sua altura, in-
crementada de uma unidade. Isto equivale a depositar as particulas segundo a
regra da deposicao aleatdria, mas permitir que as particulas “relaxem” para um
sitio de menor altura no raio da primeira vizinhanga (Fig. 3.2). As particulas

/.
J

que cria correlagoes entre sitios vizinhos. O comprimento de correlagao lateral

“comparam” as alturas do sitios x e x’; antes de “decidir” onde se agregar, o
§|| cresce a medida que mais particulas sdo depositadas, o que eventualmente
leva & saturagdo da rugosidade [4].

O modelo DAR nao tem solugio exata (uma derivacao da equagao de cres-
cimento a partir das regras microscopicas de agregacao é apresentada no fim
deste capitulo, contudo). Simulag¢ées numéricas em d = 2 e d = 3 mostram que

os expoentes DAR sdo muito préximos daqueles obtidos da Eq. EW [37, 28]. A



28 EQUACOES DE CRESCIMENTO

Figura 3.2: No modelo DAR, as e l; I\
particulas depositadas segundo a regra v ‘

DA podem “relaxar” para os sitios vi- e 1+ &

zinhos de menor altura. A relaxagao =t

de superficie cria correlagoes entre vi- :

zinhos e, eventualmente, leva a sa- et

turagéo da rugosidade. Extraido de [4].

similaridade entre o mecanismo de relaxagao de superficie e a redistribuicao de
“massa” do termo de tensdo superficial na Eq. 3.14 remete o modelo DAR e a

Eq. EW & mesma classe de universalidade [4].

Figura 3.3: Depésito DAR em
d = 2 obtido pela deposi¢ao de 35000
particulas, em um substrato de tama-
nho L = 100. Cada camada, iden-
tificada pelos tons claro e escuro, in-
dica a deposicao de 3500 particulas. O
depdsito DAR é compacto, e a inter-
face é mais suave que a obtida por DB
(Fig. 2.2). Extraido de [4].

3.5 Teoria Nao-Linear

Se a expansao na Eq. 3.13 for levada até o primeiro termo nao-linear, obtemos

% = vV2h+ % (Vh)? +n(x,1). (3.15)
A Eq. 3.15, introduzida por Kardar, Parisi e Zhang [38] como modelo de
crescimento para interfaces com mecanismos de crescimento lateral, é chamada
equagao KPZ. O primeiro termo da Eq. KPZ é o de tensao superficial, e da
conta da redistribuigao conservativa das alturas. O termo nao-linear também
age no sentido da reducao da curvatura, mas da uma contribui¢ao nao-nula

para a velocidade média da interface (cf. mudanga entre referenciais inerciais
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na passagem que precede a Eq. 3.13):

v= %/dd_1x<(Vh)2> = Ve

a ndo ser que a interface seja plana, com h =constante (nesse caso, v. = 0). O
termo (Vh)?, também chamado termo cinético, atua como um mecanismo ndo-
conservativo de redistribuigao da altura, porque suaviza a interface adicionando
“massa” (Fig. 3.4), e a interface se move sob agdo de um campo local. A taxa

v, devido a presenca do termo nao-linear é chamada excesso de velocidade.

. (a)

0.4

hiz.t)

Figura 3.4: Efeitos do termo nao-
linear sobre h(z,t). Considere uma flu-
tuagao de altura com o perfil em (a); " (b)

em (b), mostramos a contribuigao do i
0 4--/ \/\,

00— | T

A(Vh)?

termo (\/2)(Vh)? & Oh/Ot em z e, em
(c), o perfil resultante num instante
posterior. O efeito do termo (Vh)? é
o de reduzir a curvatura adicionando
“massa”’ aos lados do perfil, gerando
excesso de velocidade. Extraido de [4].

hix, t + 8t)

Espera-se que a solucao da Eq. KPZ seja uma interface auto-afim [25], mas
com expoentes diferentes dos previstos pela teoria linear. E possivel testar a
estabilidade dos expoentes da classe EW sob a inclusdo da nao-linearidade (Vh)?2
através de power counting [25], da seguinte forma: inicialmente operamos as
transformagoes

x — x' = bx,

t —t' = b%t,

h— k' =b*h.
Se b > 1, essas transformacoes refletem um aumento de escala e, para b — oo, o
comportamento assintotico dos varios termos da Eq. KPZ dao uma medida da
sua relevancia para h(x,t) nas grandes escalas de comprimento. Os coeficientes
na nova escala sao

v =b""2y,
D _ bz—d+1—2aD

A =072
Se fizermos os expoentes «, z iguais aos da teoria linear, v, D permanecem in-
variantes, mas A diverge, para d < 3, como b*, indicando que o termo cinético

é relevante, e possivelmente altera os expoentes da teoria linear [25, 39]
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3.5.1 Invariancia Galileana

A Eq. KPZ tem uma importante simetria, que deve ser considerada na solugao
por scaling, para que se obtenha os expoentes corretos [25, 4]. A Eq. KPZ pode
ser mapeada na equacao de Burgers para o campo de velocidades v(x,t) de um

fluido através da transformacao [25, 40, 39]
Vh — —v.

A Eq. de Burgers [39],

68—: +Av- Vv = Vv 4 Vn(x, ), (3.16)

foi introduzida no contexto do fluxo turbulento de um fluido livre de vorticidade

(V x v =0) [40, 39], e a invariicia sob uma transformacio de Galileu
v(x,t) — v(x — Avopt, t) + vo,

é uma simetria exata sua. A invariancia galileana da Eq. de Burgers corresponde
a invaridncia da Eq. KPZ sob o “tilt” [39]

h(x,t) — h(x — Avot,t) — vox + —vit,

2
com a mesma “velocidade relativa” Avg entre referenciais. Como a invariancia
de Galileu vem das leis de Newton, deve valer em todas as escalas com a mesma
velocidade relativa, donde concluimos que A é um invariante de escala.

3.5.2 Solugao por Scaling

Aplicando as transformacoes de escala
x — x =bx
t—t =bt
h — h' =b*h
a Eq. KPZ, obtemos

Oh A
o7 = VBTV Db (TR)T (DR o ),

Da invaridncia galileana, obtemos a simetria exata

a+z=2 (3.17)
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da Eq. KPZ em qualquer dimensao. Pela solugao por métodos de grupo de
renormalizagao, o fluxo dos coeficientes v, A e D da Eq. KPZ em d dimensoes

no espago de parametros é dado pelas equagoes [38, 39, 4]

dv
@ =v[z—2+G@B-4d), (3.18)
d\
o =Mz-2+a) (3.19)
C;—l;:D[z—Za—F(d—&-l)(G—l)}, (3.20)

(onde b é um parametro de escala) e acoplam os coeficientes v, A e D por meio
da constante G ~ A\2D/v3. No ponto fixo dv/db = d\/db = dD/db = 0, a Eq.
3.17 é obtida imediatamente da Eq. 3.19. Contudo, v, D ndo renormalizam
independentemente, a nio ser que A = 0 (Eq. EW), quando os expoentes
de ponto fixo tém os valores previstos pela teoria linear (Sec. 3.3.1). Isto
nao permite simplesmente assumir que os coeficientes do termo laplaciano e do
ruido sejam invariantes, para obter z para qualquer d. Em d = 2, todavia, um
invariante de escala formado pela razao de D /v é conhecido [4, 40]. Dai obtemos
os expoentes KPZ exatosem d =2: a=1/2,2=3/2e =1/3 [38].

3.6 DB e a Equacao KPZ

Na deposicao balistica, a agregacao ao primeiro contato gera crescimento na
diregdo normal local & interface (particula A na Fig. 2.1), ie. nos pontos de
inclinagao elevada, a interface pode crescer lateralmente [38, 39]. Por uma cons-
trugao geométrica simples, o deslocamento incremental da interface projetado
sobre o eixo de alturas contribui para dh/0t com uma taxa (Fig. 3.5)

oh _
ot

Un

v [14 (VR)2]? = v, + (V) -

onde v,, € a velocidade de crescimento na dire¢ao normal a interface. Adicionando

Figura 3.5: Origem do termo néo-
linear na Eq. KPZ. Descrever inter-
faces que apresentam mecanismos de
crescimento lateral foi a motivagao ori-
ginal da adicio do termo (Vh)? ao
termo de tensdo superficial na equagao
de crescimento [38]. Extraido de [39].

os termos de tensao superficial e ruido, e mudando para o referencial solidario

com a interface, h — h + v, recuperamos a Eq. 3.15.
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Simulagoes numéricas e métodos de grupo de renormalizagao perturbativos
em d = 2 [38] mostram que os expoentes da deposigao balistica obtidos nu-
mericamente [28, 27] sdo muito préximos daqueles obtidos para a Eq. KPZ, e
remetem o modelo DB e a Eq. KPZ a mesma classe de universalidade. Métodos
perturbativos falham em determinar expoentes ou dimensao critica em d > 3
[4, 38, 39], mas simulagbes numéricas mostram acordo entre os expoentes DB
e KPZ em d = 3 [41]. A classe de universalidade da Eq. KPZ é usualmente
chamada classe KPZ.

3.7 Processo Microscopico e Equacao de Cres-
cimento

Nos modelos de deposigao irreversivel estudados até o momento, é possivel carac-
terizar um estado do depdsito pela configuragao do perfil de alturas H = {h;},
onde h; = h(x;,t), e associar uma probabilidade P(H,t) & configuragio H
no instante ¢ [31]. O processo de deposigdo é markoviano, e P(H,t) sé deve
depender probabilidade da configuragdo no instante ¢ — dt, e das taxas de
transicao entre estados do perfil de alturas, através de uma equagao mestra

do tipo nascimento-morte

W = ;P (H', )W (H', H) — ;P(H,t)W(H,H'), (3.21)

onde )y denota uma soma multipla sobre todas as possiveis alturas em todos
os sftios da rede, e W(H, H’) é a taxa da transicio H — H’ em §t.
Um teorema devido a Kurtz [43, 44, 45] enuncia que este problema é com-

pletamente equivalente & equacdo estocéstica?

dh; (1)
— =K +un, 3.22
dt i i (3.22)

)

onde ¢ indexa um sitio do substrato, Ki( ¢ o primeiro momento da taxa de

transicao e 7; ¢ um ruido com média zero e covariancia

(i (0 (1)) = K8t — 1), (3.23)

onde qu(;) é o segundo momento da taxa de transicao. Os momentos K (1), Ki(jQ)

i

sao definidos por

K =" (k) — ha)W (H,H), (3.24)
HI
K = S7(h — hi) (W — )W (HLH). (3.25)
H/

2V. também Ref. [42], Sec. 5.8.
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Os tunicos termos diferentes de zero nas Eqgs. 3.24, 3.25 sao aqueles em
que uma particula é depositada no sitio x; entre t — §t e t. Para cada par de
configuracoes H em ¢t e H em t — 6t que diferem apenas pela altura do sitio
X;, a soma se dd sobre o niimero de maneiras pelas quais h; é incrementada.
Escrevemos a soma em termos das probabilidades wﬁm (H,H’) com que uma
particula incidente em x; é depositada em x; no intervalo 6t. O superindice k
enumera as transigdes possiveis para uma particula. Para o modelo DAR em
d = 2, por exemplo, k expressa as condigoes para que a particula se agregue ao
sitio de incidéncia (k = 1), relaxe para o sitio x;_1 (k = 2) ou relaxe para o
sitio xj4+1 (k = 3), se o escopo das transi¢oes for o da primeira vizinhanga. A
soma se da entao sobre os indices k, j.

As probabilidades de deposicao de particula simples sao fungoes discretas no
espaco e das diferencas de altura. Por exemplo, considere novamente o modelo
DAR em d = 2, e a probabilidade wgl) de que uma particula incidente em x;
permanega no lugar. Sabemos que a probabilidade de permanéncia em x; sé é
1)

diferente de zero se h; < h;—1 e h; < h;y1, e expressamos w, ’ por

w = O(HFYO(HIY), (3.26)

onde 0(x) é a funcao degrau, definida por

lsex >0

0sex <O

Hl:hz—hj

é a diferenca (adimensional) de alturas entre os sitios x; e x; no instante ¢. As

taxas wgk) devem atender a
wgl) + w§2) + w§3) =1,

0 que apenas expressa que a condi¢ao de que a particula incidente no sitio x;
sé pode ser depositada nos sitios x;+1 ou permanecer no lugar, e garante que a
taxa de deposic@o seja constante e igual a 1/t em qualquer sitio.

Os passos seguintes na obtengao de equagoes continuas de crescimento sao

ilustrados para DB e DAR na secgao a seguir.

3.7.1 DAR e DB e Equacgoes de Crescimento

Na deposicao aleatoria com relaracao de superficie, a deposigao de uma particula

no sitio x; sempre incrementa a altura h; de uma unidade. Em d = 2 [32]:

1 al 1 2 3
W _ o M 4 W@ 4 u®)], (3.27)

i

[w
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onde a, ¢é o incremento unitario de altura,

wf® =01 — (] + [ eE] - 6], (3.98)

, , 1 , ,
w® = o(HITYH[1 - 0(HIHY)] + 3 [1—0(H™)][1—0H")], (3.29)
e wfl) é dado pela Eq. 3.26.

Admitindo que o perfil de alturas possa ser interpolado por uma fungao
h(x,t), onde x é uma varidvel continua, podemos escrever a diferenca adimen-

sional de alturas como [34]

af 92h(x;)

2 2y 3
(0 m?) g —|—O(aH/aL), (3.30)

onde a| é o parametro de rede na diregao paralela ao substrato. Admitindo ainda

il g
m:ro=( m)aL o

+m

que a funcdo degrau possa ser aproximada por uma funcao analitica adequada,
eg. uma funcao tangente hiperbdlica [31], podemos expandi-la em uma série de

poténcias do seu argumento, retendo apenas o termo linear:
0(z) = co + 1. (3.31)

Substituindo Eq. 3.30 em 3.27, e expandindo 6(z) como na Eq. 3.31, a Eq. 3.22
para o modelo DAR recupera a Eq. EW,

% = F +vV2h +n(x,t), (3.32)
com coeficientes
a ]
=5
V= 201—aﬁ
ot -

Como H em ¢t ¢ H em t — §t sé diferem pela altura no sitio x; onde a
particula é depositada, K i(jQ) é diagonal, e proporcional ao primeiro momento da
taxa de transicao [34]:

K2 =a, KWVs,;.

ij i

Da Eq. 3.23, a covariancia do ruido resulta
(e, (', 1)) = 2D6(z — &) (t — ¥,

com coeficiente
_ 0 2

Na deposicao balistica, a deposicao sempre se dé no sitio de incidéncia, x;,
mas o incremento de altura depende do estado dos primeiros vizinhos X;4+1. As
regras para o modelo DB sao resumidas por

1 _ aL

M= [w® + B w® 4 H W ®), (3.34)

K3 2
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onde a, ¢é o incremento unitario de altura,
w) = 6(H,1)0(H]) (3.35)
é a taxa com que a altura do sitio x; é incrementada de uma unidade,
w® = [1—6(H:_)][1 - 0(HTH] + %5(1{;’11, 01 —0(HL,)]  (3.36)

é a taxa com que a altura do sftio x; é igualada & do sitio x;_; (por agregagao

de uma particula do tipo A, cf. Fig. 2.1) e
i i 1 i i
wi = (1= 0(H] )] [1 - 0(H)] + G0(HZL0)[1 - 0(H] )] (337)

é a taxa com que a altura do sitio x; é igualada & do sitio x;41, onde §(z,0) =
O(x) + 0(—x) — 1 é a fungdo delta de Kroenecker. Note a diferenca entre a Eq.
3.26, onde se expressa que a condicao de permanéncia é a de que o sitio de
incidéncia seja um minimo local (ou um platd) do perfil de alturas, e a Eq. 3.35,
em que a condicao de agregagio de uma particula do tipo B (Fig. 2.1) é a de
que o sitio de incidéncia seja um mdzximo local.

Repetindo os passos que levaram a Eq. 3.32, recuperamos a Eq. KPZ,

oh A
o =F+ DAVE) e 5 (VR)? +n(x, 1), (3.38)
com os coeficientes
ar
F=56%
9
v= 2—&(1 —¢p — 2¢pc1),
9
A=2 01(5—460—61)

a ot
e D dado pela Eq. 3.33.

O método de regularizagao escolhido para obter as Egs. 3.32 e 3.38 foi o
mesmo usado em Ref. [47], e é bastante simplificado, se comparado com o traba-
lho de outros autores em estabelecer conexoes entre modelos discretos e equagoes
continuas [32, 48, 49, 50, 51], embora ilustre todos os passos na derivac¢ao de uma
equagao continua de crescimento a partir das regras microscopicas de agregagao.
O procedimento geral é sensivel a representagao das fungdes degrau e § de Kro-
enecker escolhida [30], e depende de uma expansao nao-rigorosa dessas fungoes
nao analiticas em série de poténcias. Mesmo assim, a derivacao das Eqs. EW e
KPZ foi levada a efeito para DAR e DB com bom acordo em d = 2 [32, 46]. A
associagdo da Eq. KPZ com a deposicao balistica ainda é controversa [30], mas
a equagao regularizada obtida em Ref. [46] nessa dimensionalidade tem a Eq.

KPZ como limite.



Capitulo 4

Modelos de Crescimento
Competitivos

Descrever em maior detalhe processos reais de crescimento de filmes por meio
de modelos discretos exige que se introduzam mecanismos de agregagao que vao
além dos modelos do tipo particula simples, em que uma tnica “espécie” de
particula agrega-se de acordo com regras de ocupagao invaridveis no espago e
no tempo, que caracterizam a “espécie”.

A formagao de filmes policristalinos, por exemplo, enseja modelos em que
duas ou mais regras de ocupagao competem, com privilégios diferentes para cada
uma em diferentes regides do filme, de acordo com mecanismos de adsor¢ao no
corpo e na periferia da amostra, e diretamente sobre o substrato, por exem-
plo [4, 52]. Modelos competitivos de crescimento ainda podem ser motivados
por experimentos de deposi¢ao de misturas entre espécies diferentes, em que o
filme pode passar por mudancas na dinamica de crescimento e na morfologia, e
transigoes de enrugamento da superficie, se comparado com a deposi¢ao isolada
de uma das espécies [53, 54, 55, 56].

Este capitulo se inicia pela introdugao de dois modelos competitivos forma-
dos a partir dos trés modelos de crescimento estudados até aqui. As segoes que
se seguem prestam-se a apresentar alguns resultados numéricos e a formular
uma hipdtese de escala apropriada para a rugosidade, e a derivar as equagoes
de crescimento para esses modelos. Na ultima secao, apresentamos o modelo
de deposicao balistica bidispersa, que da nome a este trabalho, e ao qual serao

dispensados os capitulos seguintes.
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4.1 Competicao com Deposicao Aleatoria

Nos modelos DB e DAR, genericamente chamados correlacionados, o cres-
cimento lateral e a relaxagao de superficie sao os mecanismos responsaveis
por criar correlagoes que ulteriormente levam a rugosidade da interface a sa-
turacao. Para tempos abaixo do transiente tg, as colunas estao descorrelacio-
nadas (£ = 0), e a rugosidade nao escala (a interface nao é auto-afim). Nesse
regime, a rugosidade cresce como t7°, onde B3y = 1/2 é o expoente de cresci-
mento DA. O transiente £y é o tempo que o sistema leva para desenvolver as
diferencas de altura até o ponto em que elas possam causar correlagoes entre
colunas. A diferenga de altura entre colunas vizinhas é o tinico parametro que
cada particula depositada “enxerga’”, para “decidir” de que forma vai se agre-
gar, e aumentar a altura do sitio escolhido ou dos seus vizinhos, e depende do
modelo, ndo sendo um parametro universal. Apds o transiente, a rugosidade
cresce como

W~ Ct? (4.1)

até um tempo caracteristico t,
ty ~ BL?, (4.2)

apos o que o comprimento de correlagao atinge o tamanho finito do sistema, e
a rugosidade satura como
Weat = AL®; (4.3)

A, B e C sao amplitudes de escala, subentendidas nas Eqs. 2.4 a 2.5, e explicita-
mente escritas aqui. Os mecanismos que geram correlacoes nao estao presentes
no modelo DA, que é representado, nas grandes escalas de comprimento e tempo,
pela Eq. 3.13 com coeficientes A, v nulos.

Nesse contexto, definimos a competicdo entre um modelo correlacionado e a
deposigao aleatdria da seguinte maneira: em qualquer instante, uma particula
é depositada no substrato segundo as regras do modelo correlacionado com
probabilidade p, e segundo as regras do modelo DA com probabilidade 1 — p.
Isto é feito simplesmente sorteando, antes de cada evento de deposicdo, um
ntmero aleatério m no intervalo [0, M], e escolhendo as regras do modelo DA se
m > Mp. Para qualquer 0 < p < 1, o modelo deve ser capaz de criar correlagoes
entre colunas vizinhas, pelos mesmos mecanismos do modelo correlacionado
puro (p = 1), e deve pertencer a mesma classe de universalidade da componente
correlacionada [57, 58]. No entanto, as tazas com que as diferengas de altura no
modelo correlacionado puro crescem a partir do substrato plano e em maximos

e minimos locais da interface sdo afetados, se p < 1. Esta mudanca altera ty e
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as amplitudes de escala (Egs. 4.4, 4.5 e 4.6). Se p = 0, o modelo competitivo
assim definido pertence a classe de universalidade da deposigao aleatdria, e as
amplitudes de escala A e B (Eqgs. 4.4 e 4.5) nao fazem sentido (os expoentes «
e z ndo sao definidos para DA [4]).

Nas Refs. [59, 60, 61] é feito um estudo numerico de modelos competitivos
com a deposicao aleatoria definidos desta maneira, e verifica-se que as ampli-

tudes A, B e C escalam com expoentes J,y e -y, para qualquer p > 0, como:

An~p? (4.4)

B~pY, (4.5)
€

C~p. (4.6)

A Fig. 4.1 mostra graficos de W wversus t para a competigdo entre a deposicao
aleatdria com relaxacdo de superficie e a deposigao aleatéria (DAR-DA); a Fig.
4.2 mostra graficos de W wversus t para a competicao entre a deposicao balistica
e a deposicao aleatéria (DB-DA). A rugosidade forma familias de curvas com
dois parametros livres, L e p, e cada uma das figuras mostra o comportamento
de uma familia com um desses parametros fixo. Esses graficos sao tipicos da
competicao com a deposigao aleatéria; por eles, é possivel ver como valores
igualmente espacados de Wsat para diferentes valores de p com L fixo (L com
p fixo) variando como poténcias de 2 no plano log-log sugerem imediatamente

uma dependéncia de Wgat em p (L) do tipo lei de poténcia (Eqs. 4.3 e 4.4).

Figura 4.1: Gréficos W versus t para DAR-DA em d = 2. Em (a), L = 256 é fixado,
e p varia como p = 2°/100, com i =0, ---,6; em (b), p = 0.16 é fixado, e L varia como
L =27 com j=5,---,10. Extraido de [59]. A reta mostrada em (b) tem coeficiente
angular 8 = 1/4.
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p=0.16
p=0321

p=0.64

Figura 4.2:  Gréficos W wversus t para DB-DA. Em (a), L = 256 ¢ fixado, e p varia
como p = 2°/100, com ¢ = 0,---,6; em (b), p=0.16 é fixado, e L varia como L = 27,
com j =5,---,10. Extraido de [60]. A reta mostrada em (b) tem coeficiente angular

B=1/3.

Baseado nas Egs. 4.4 a 4.6 e na Eq. 2.7, Horowitz e Albano [60] propuseram

a hipétese de escala

W~ p oo <p_§Lz) , (4.7)

onde p > 0, e f é a mesma fungao de escala que figura na Eq. 2.7. Pelos mesmos
argumentos que levam a Eq. 2.8, devemos ter p~7 ~ LY P2pfy=3 (Eq. 4.7).
Porém z = a/f para qualquer p (Eq. 2.8), donde segue que os expoentes 0,y e

~ nao podem ser todos independentes, mas atendem a relagao de escala
By—56+~v=0 (4.8)

em qualquer dimensionalidade. Os expoentes d,y e v foram estimados a partir
de dados de simulacoes, e a Eq. 4.8 verificada na Ref. [61] para os modelos
competitivos DAR-DA e BD-DA, em d = 2, d = 3 a d = 4; nos dois modelos,
~v depende de d. Os expoentes obtidos numericamente sao mostrados na Tabela
4.1.

4.2 Teoria de Escala

Esta seccao expoe dois argumentos que explicam os expoentes d,y e 7 para os
modelos competitivos DAR-DA ¢ BD-DA por scaling [62, 57]. Ambos deixam
bastante claro que esses expoentes dependem das simetrias do modelo, e dos me-
canismos que introduzem correlagoes entre colunas vizinhas, e nao tém relagao
com a classe de universalidade da componente correlacionada (embora apenas

Ref. [57] tenha enfatizado isto explicitamente).
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Modelo  d § Y ~

BD-DA

\]

0.45+0.01 097+£0.02 0.17£0.01
0.45+0.04 0.99+£0.02 0.32£0.02
4 045+£0.04 099£0.02 0.4040.03

w

DAR-DA 2 0.97£0.04 1.97£0.05 0.51+£0.05
3 096+004 19+£01 095£0.05
4 095+£0.04 19£02 1.0£0.1

Tabela 4.1: Expoentes de escala d,y e v, obtidos a partir de simulagdes dos modelos
DB-DA e DAR-DA. As linhas da tabela verificam a Eq. 4.8 bastante satisfatoria-
mente. Dados extraidos de [61].

Ref. [62] trata os dois modelos de forma independente, e usa diretamente
a invaridncia de escala em ¢t > to (em que todos os comprimentos e tempos
tém uma unica escala relevante) para concluir como W e ty escalam com p,
determinando assim § e y. Seu argumento é apresentado a seguir.

Considere que dois modelos A (correlacionado) e B (DA) competem com
probabilidades p e ¢ = 1 — p, respectivamente. Particulas dos tipos A e B sao
depositadas aleatoriamente sobre o substrato, com um fluxo efetivo F. A taxa
de deposicao por sitio é

Ty - %,
e Tp é o intervalo médio entre a deposicao de duas particulas de qualquer tipo
num unico sitio da rede, digamos i.
O fluxo de particulas do tipo A é F4 = pF, e a taxa de deposicdo de

particulas do tipo A por sitio é

l= —FA =
A T rd-1 "

)

P
70
onde T4 € o intervalo entre a deposicao de duas particulas do tipo A no sitio 1.

Analogamente,
—1 _ 1-— P

T
B 7.0’

onde 7p é o intervalo entre a deposi¢ao de duas particulas do tipo B em um
dnico sitio.
Durante o intervalo 74, N = 74/7p particulas sdo depositadas, em média,

segundo as regras da deposicao aleatéria no sitio ¢, e, se p << 1,

TA
N~ —.
T0

Neste intervalo, os incrementos de altura no sitio ¢ se dao como um passeio

aleatorio, em que uma particula é depositada no sitio i, e h; incrementada de
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uma unidade (h; « h; + 1), com probabilidade P = 1/L%"!, ou ndo sofre
incremento algum, com probabilidade 1 — P. O “caminhante” se desloca em
média N “passos” na vertical, e o incremento 7; de altura no sitio ¢ é uma

varidvel aleatéria gaussiana indexada por i, com média

_Ta_ 1
(ni) p p

)

e variancia! (v. também Sec. 2.3)

Considere que os processos do tipo A sao particulas depositadas segundo as
regras da deposicdo balistica. Entao, durante um intervalo 74, a altura da coluna
x e dos sftios vizinhos sdo incrementadas de n(x), crescendo aleatoriamente com
variancia o. Transcorrido 74, a altura do sitio ¢ é igualada a altura do sitio
vizinho de maior altura, correlacionando os dois sitios. No modelo DB puro,
em que todas as particulas sao do tipo A, o tempo necesséario para correlacionar
sitios vizinhos é da ordem do tempo de deposi¢ao de uma monocamada completa
de particulas, 6t ~ 1 (v. defini¢do da unidade de tempo na pag. 7); as diferengas
de altura entre vizinhos nesse intervalo sé deve crescer até dh ~ 1. No modelo
competitivo, portanto, as escalas de tempo estao dilatadas de 74, e as escalas
de comprimento vertical, de o. Por outro lado, Se hé scaling, sé pode existir
uma escala de comprimento e tempo relevante, e essas escalas sao o e 74. Dal,

a rugosidade escala como W ~ o ~ p~1/2

, € 0 tempo caracteristico como tx ~
T4 ~ p~L. Dessas relacdes, obtemos os expoentes exatos § = 1/2 e y = 1 para
a deposicao balistica.

Se o processo do tipo A for a deposi¢do aleatoria com relaxacdo de superficie,
0s mesmos argumentos se sustentam, a nao ser pelo fato de que o modelo DAR
nao é capaz de eliminar completamente as diferencas de altura entre sitios vizi-
nhos em um tnico evento A. Assumindo que o tempo caracteristico para corre-
lacionar sitios vizinhos é n74, n7T4 /7y eventos DA ocorrem no sitio i distribuidos
entre n eventos DAR; o incremento de altura médio é nr4 /79, com varidncia

)1/ 2 Um degrau grande de alturas é reduzido tipicamente de n, e ha

)1/2

(nTa/70

duas escalas de tamanho caracterfsticas, sejam elas (n74 /79 e n. Entao, se a

interface é auto-afim, as duas escalas devem ser da mesma ordem de grandeza,
ie.

(n7a/10)"? ~n

)

10s autores argumentam que a fracio p de eventos do tipo A que ocorrem no intervalo 74
nos outros sitios simultdneamente ndo afetam o resultado.
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de onde obtemos 74 ~ n. Com isso, a escala caracteristica de tempo serd

2. e a escala de comprimentos, ¢ ~ 74 ~ p~L

nTA/To ~ T3 ~ p~ Dessas
relagoes, obtemos os expoentes exatos § =1 e y = 2 para DAR.

Ref. [57] trata os modelos competitivos de forma mais geral, mostrando como
os coeficientes A, B e C escalam com o tempo tg necessario para desenvolver
correlagoes entre primeiros vizinhos, e depois procurando a escala de tg com
p argumentando sobre as particularidades de cada modelo. A abordagem em
Ref. [57] também dispensa que se considerem separadamente as escalas de
comprimento e tempo. Seu argumento se inicia assumindo que t( seja o instante
em que a rugosidade do regime transiente (DA) comega a escalar (Egs. 4.1 e
4.6), o que resulta

C~ty/*7P,

No modelo correlacionado puro, o tempo necessario para que as colunas co-
mecem a estabelecer correlagoes entre vizinhos, e a interface seja auto-afim no
raio de primeira vizinhancga, é igual ao tempo de deposigao de uma monoca-
mada de particulas, t ~ 1. Entao espera-se que todos os tempos caracteristicos
estejam dilatados por um fator ¢5. Uma vez que B & constante no processo

correlacionado puro, esperamos que
B~y (4.9)

no modelo competitivo. Substituindo B na Eq. 4.7, e considerando que f(x) =
C2P no regime de crescimento, obtemos imediatamente (pelo acoplamento da

rugosidade dos regimes de crescimento e saturagao quando ¢ ~ ty)
At (4.10)

Na deposicao balistica, um tnico evento do tipo A é suficiente para estabe-

I nas Eqgs. 4.9

lecer correlagoes entre vizinhos, e tg ~ 74. Substituindo tg ~ p~
e 4.10, recuperamos os expoentes exatos 6 = 1/2 e y = 1 para DB.

Na deposicao aleatdria com relaxagdo de superficie, n eventos DAR serdo
necessdrios para estabelecer correlagbes. Ref. [57] argumenta que a supressao
da diferenca de altura entre vizinhos exige que o nimero n de eventos DAR
no sitio ¢ seja da ordem do nimero médio de eventos nos sitios vizinhos, ie.
n ~ TA/T(). O tempo caracteristico ty escala como ty ~ n74, com nrTg ~ p*2,
que substituido nas Eqgs. 4.9 e 4.10, recupera os expoentes exatos § =1 e y = 2
para DAR.

Cabe salientar que ambos os argumentos prevéem a relacao de escala
d=vy/2, (4.11)

primeiro proposta em Ref. [61] como uma conjectura.
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4.3 Conexao com a Teoria Continua (1)

Para formular uma descrigdo continua dos modelos competitivos DAR-DA e
DB-DA, Horowitz, Monetti e Albano [59, 61] propuseram a seguinte equagao
de crescimento fenomenoldgica:

oh

5 = Glhl + n(x, 1), (4.12)

onde G é o funcional que contém os mecanismos microscopicos de crescimento
da componente correlacionada (Egs. 3.14 e 3.15), e h é uma funcao das varidveis
independentes posicao, tempo e do parametro p.

Nos modelos competitivos com deposicao aleatéria, a rugosidade escala para
todos os valores de p > 0, e a interface é auto-afim; com isso, a equagao 4.12 é
invariante sob tranformacoes de escala para diferentes valores de p # 0.

No modelo DAR-DA, a equacao (Eq. 3.14)

oh
E =V h+77(x,t)

deve ser invariante sob as transformacoes
x — x' = bx,

p—p =cp,

t—t' =b"cVt

h—h =b%"h
para cada p. Substituindo essas equagoes na Eq. 3.14, obtemos

oh

a — V(p)bz72cfyv2h + bz/27(1171)/27a667y/277(x7 t).

Exigindo que esta equacgao seja idéntica a Eq. 3.14, recuperamos os expoentes
da classe EW (Sec. 3.3.1),

se os os coeficientes v, D escalarem como

v~ vopY (4.13)

D ~ Dop™"¥/2, (4.14)
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onde vy, Dy sdo os coeficientes da Eq. 3.14 para o modelo DAR puro (p = 1).
No modelo DB-DA, a solugao por scaling falha quando aplicada & Eq. KPZ,

porque A e v escalam com b quando x — x’ = bx [4, 38, 39, 40]. Seria pre-
ciso determinar, em d > 2, formas como esses coeficientes reescalam quando a
coordenada x é reescalada (na Sec. 3.5.1, isso é feito em d = 2 usando uma
simetria da equacao KPZ valida em qualquer dimensao e um invariante de es-
cala formado pela razdo D/v em d = 2; em d > 2, tal invariante de escala nao
é conhecido). Ainda assim, é possivel formular um argumento de escala apenas
para o parametro p, de forma a tornar possivel que se determine como A\, v es-
calam com p [61]. Entéo, assumindo que a interface é auto-afim, e aplicando as
transformagoes

p—p = cp,

t—t' =cVt,

h—h =c°h
a Eq. 3.15, obtemos

oh

5 = ve YV2h + %c_(‘s+y) (Vh)? 4 =¥/ 2(x,t).

Supondo que a Eq. 3.15 permanece invariante sob essas transformagoes, obtemos
os coeficientes
A~ Aop®tY (4.15)

e v, D dados pelas Eqgs. 4.13 e 4.14, onde Ag é o coeficiente do termo nao-linear
KPZ no modelo DB puro (p = 1).

Substituindo os valores de §,y previstos pela teoria de escala e confirmados
por simulagoes em de d =2 a d = 4 (Tab. 4.1), obtemos os coeficientes [59, 61,
62, 57]

para o modelo DAR-DA (Eq. 3.14), e [60, 62, 57]

v~Dp,

)\~p3/2

D = Dy
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para o modelo DB-DA (Eq. 3.15) em qualquer dimensao, onde Dy é uma cons-
tante. Note mais uma vez que os expoentes d, y nao sao universais, e os coefici-
entes dos modelos competitivos nao estao associados a classe de universalidade
da componente correlacionada, mas aos modelos.

As relagoes entre as amplitudes de escala A, B e os coeficientes das equagoes

de crescimento sao conhecidas para os modelos na classe KPZ em d = 2 [63],

A~ (D)2, (4.16)

B~ (NA) (4.17)

Para a classe EW, elas sdo conhecidas em qualquer dimensao [36]:
A~ (D)2, (4.18)

B~vl. (4.19)

Os coeficientes v, D e A (Egs. 4.13,4.14 e 4.15) e as amplitudes A, B obtidas para
os modelos DAR-DA e DB-DA a partir das Eqgs. 4.16 a 4.19 sao consistentes
com os expoentes d, y obtidos pela teoria de escala, e sugerem que os argumentos
de escala para a Eq. KPZ e EW estao corretos.

Com a hipétese de invaridncia de escala da interface, Refs. [59, 61] foram
capazes de relacionar os expoentes 4,y estimados numericamente, e amparados
por uma teoria de escala [62, 57], com os coeficientes A, v de equagoes de cresci-
mento continuas para os modelos DAR-DA e DB-DA. Embora a invariancia de
escala por si sé nao seja capaz de explicar a origem da dependéncia nao-linear
dos coeficientes A, v em p [61], podemos relaciond-los com o tempo necessario
para gerar correlagoes entre primeiros vizinhos, quando associamos a invariancia

de escala as teorias de escala da Sec. 4.2.

4.4 Conexao com a Teoria Continua (2)

Com o mesmo objetivo de obter equagoes continuas de crescimento para modelos
competitivos, Muraca, Braunstein e Buceta [47] adotaram uma combinagao, com
parametro p, dos processos microscopicos que competem, e derivou equagoes a
partir dos momentos de transi¢ao, no mesmo espirito da Sec. 3.7. O método foi
aplicado originalmente & competicdo entre DB e DAR e ao modelo DAR-DA,
mas é facilmente estendido ao modelo competitivo DB—-DA.

Usando a notagao introduzida nas Secs. 3.7 e 4.2, vamos denotar por h;(t) a
altura h(x;,t) no sitio x; e no instante ¢; o conjunto de alturas {h;(t)} define a

interface no instante t. Considere entéo os processos do tipo A (correlacionados)
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com probabilidade p e B (DA), com probabilidade 1 — p. Particulas do tipo A

e B sdo depositadas com taxas

N (4.20)

por sitio (v. Sec. 4.2), respectivamente, e 7y é o intervalo entre a deposigao
de duas particulas de qualquer tipo em um sitio. No intervalo 7, a altura h; é

incrementada, na média, de

(hi(t 4+ 10) — —aLpr(k A)Ah(k) +ai(l—p Zw(k B)Ahgf),
onde w§k’J) ¢é a probabilidade com que uma particula do tipo J incidente no

sitio i seja depositada no sitio j, por um processo enumerado por k, definida
como na Sec. 3.7; Ah( ) ¢ o incremento de altura no sitio 4 correspondente, em

unidades do parametro de rede a .
Muraca, Braunstein e Buceta [47] propdem que a equagao estocdstica para
este processo seja dada por
Oh;

= K& 4 k&5 4o, (4.21)

1,A 1,B) - N .
qu( ’ ), qu( B) sd0 os primeiros momentos das taxas de transicao dos processos

A e B, dados por
(1,A) a1 (k,A) (k)
K= aprj Ahi;
g,k

para os processos do tipo correlacionado e
KM = = (1-p)
para a deposicao aleatéria, e n;(¢) é um ruido com média zero e covariancia
it (#)) = ar (KO + K9P b0t — o).

Substituindo as Eqs. 3.26, 3.28 e 3.29 na Eq. 4.21, e levando adiante a
suavizagdo e a expansao da func¢do degrau como descrito na Sec. 3.7 (Eq. 3.31),
obtém-se a Eq. EW (Eq. 3.32) para o modelo DAR-DA em d = 2 [47],

oh
= F(p) + v(p) V?h + (. 1), (4.22)
com coeficientes
a
Fp) = —[(1=p)* + 57,

2

ci1a
v(p) = 2—Lp? (4.23)

70
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D(p) = a L F(p). (4.24)

De maneira andloga, substituindo as Eqgs. 3.35, 3.36 e 3.37 na Eq. 4.21,
e procedendo da mesma maneira, recuperamos a Eq. KPZ (Eq. 3.38) para o
modelo DB-DA em d = 2,

oh _ Alp)

o = F+v@V2h+ = (Vh) +1(x.1), (4.25)
com os coeficientes
a
F(p) = =[(1 —p)* + p*co),
70
o ,
V= 2—Top (1 —¢co — 2coc1), (4.26)
9
A=2 p2e1(5 — ey — c1), (4.27)
a1 7o

e D dado por Eq. 4.24.

Por essa derivagao das equagoes de crescimento, os coeficientes A\, v ndo
dependem dos modelos considerados, mas sao uma consequéncia das taxas de
deposigao dadas na Eq. 4.20, e devem ser vélidas para os modelos competitivos
em geral.

O método reproduzido aqui relaciona os coeficientes v, A de equagoes con-
tinuas de crescimento com o parametro p por meio de uma teoria microscépica.
Os coeficientes obtidos para o modelo DAR-DA s&o consistentes com § = 1,
y = 2 e com as relagoes entre v, D e as amplitudes A, B dadas nas Eqgs. 4.18 e
4.19 se p — 0. No entanto, os coeficientes v, A obtidos para DB-DA (Egs. 4.26
e 4.27) falham em reproduzir os expoentes 4,y obtidos via teoria de escala para
o modelo em d = 2 (Eqgs. 4.16 e 4.17). Com isso, a conclusao final de que os
coeficientes da equacao de crescimento independem absolutamente do modelo
ndo pode estar correta, se confrontada com os expoentes ¢, y obtidos por scaling
e as relagoes com as amplitudes de escala nas Eqs. 4.16 a 4.19. A tabela 4.2
resume os coeficientes obtidos pelos métodos expostos nas Sec. 4.3 e 4.4, e os
expoentes d,y obtidos a partir desses coeficientes e das relacoes nas Eqgs. 4.16 a
4.19.

4.5 Deposigao Balistica Bi-dispersa (DBB)

O contexto dos modelos competitivos é apropriado para uma discussdo inicial

do modelo de deposicdo balistica bidispersa (DBB), introduzido para descrever
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Modelo Coeficientes Refs. [59, 61] Ref. [47]
e amplitudes e Refs. [62, 57]

de escala
DAR-DA v p? p?
A~ (D) ptp=1] Pt
B~yt p 2 ly=2| p?
DB-DA v D p?
(d=2) ) P2 %

A~ (D)2 p 2 5=1/2] p!
B~ (NA) plly=1 pt

Tabela 4.2: Coeficientes das equagdes de crescimento para os modelos DAR-DA e
DB-DA, obtidas por métodos de scaling (Refs. [59, 61, 62, 57] e Secs. 4.3 e 4.2) e
pela passagem ao limite das equagbes que descrevem os processos microscépicos (Ref.
[47] e Sec. 4.4). Pela Eq. 4.11, obtemos D ~ 1 a partir da Eq. 4.14 em qualquer
dimensao para ambos os modelos. O limite de validade da teoria de escala exposta na
Sec. 4.2 é p — 0, e s6 podemos comparar os coeficientes obtidos pelos dois métodos
nesse limite. Os expoentes entre colchetes sdo os valores obtidos para 9,y a partir das
relagdes entre as amplitudes de escala (definidas nas Eqgs. 4.4 e 4.5) e dos coeficientes
v, A (Egs. 4.13 e 4.15); estas relagdes estao resumidas na segunda coluna.

processos de formacao de rochas porosas. Rochas porosas, produzidas dentre ou-
tras formas pela sedimentagao de graos de areia, podem ter porosidades na faixa
0.05-0.25, depois que a fase sélida é consolidada. A permeabilidade depende da
porosidade, na medida em que um depdsito com porosidade zero é impermeavel,
mas também é parametrizada pela distribuicao de tamanho e conectividade dos
poros, e pela drea especifica da superficie interna (amostras com a mesma porosi-
dade podem ter permeabilidades bastante diferentes). Outros autores reportam
ainda a geometria fractal das fases porosa, sdlida e da superficie do depdsito
[68, 69]. Estes dados pautaram os primeiros estudos usando o modelo DBB
[64, 65], concentrados na geometria do interior do depdsito (bulk); porém, nao
foi estabelecida qualquer conexao entre propriedades do bulk e a morfologia da
interface [66].

Na versao em d = 3 do modelo, dimeros de dimensdes 2 x 1 x 1 el x 2 x 1
incidem verticalmente sobre um substrato inicialmente plano com probabilidade
F, e igual fracao de dimeros com cada orientacao do eixo maior, e particulas de
tamanho 1 x 1 x 1, com probabilidade 1 — F'. Se F' = 0, apenas particulas sao
depositadas, e o modelo ¢é idéntico a deposigao aleatoria; nesse caso, o depdsito
é compacto, e a rugosidade ndo escala. A deposicdo de um dimero, no entanto,

iguala a altura de colunas vizinhas, e pode formar vacincias (ou buracos) no
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depodsito. O mecanismo de correlacao entre colunas vizinhas pela deposicao de
um dimero é andlogo a agregacao lateral que caracteriza a deposicao balistica
(particulas do tipo A, na Fig. 2.1), e esperamos que o modelo DBB pertenga,
para qualquer F' > 0, a classe de universalidade KPZ. A Fig. 4.3 ilustra o
modelo DBB em d = 2.

Figura 4.3: DBB em d = 2. A figura
ilustra as posigdes de agregagio A’, B |:|
de um dimero (A) e uma particula \I/ \I/

(B). A deposicao de um dimero

gera correlagbes entre vizinhos por um

mecanismo andlogo a deposicao de

uma particula do tipo A na deposicao S
balistica (v. Fig 2.1). O modelo P
DBB é um modelo competitivo en-
tre a deposicao de dimeros, analoga | " | ||
a deposigdo balistica, e a deposigao
aleatéria, com parametro F'.

Figura 4.4: Variagao da porosidade
com F em d = 3. A linha sélida mos-
tra o ajuste logaritmico; pontos e li-
nha tracejada, dados das simulagoes
em depésitos de tamanho 150%. Ex-
traido de [64].

il Lo L i L ]
0.00 0.20 0.40 060 0.80 1.00

Neste modelo, um buraco é definido como um sitio desocupado, e um poro é
definido como um agregado de buracos. Podemos definir a densidade de buracos,
ou porosidade p como a razao entre o nimero de sitios desocupados do depésito e
o numero total de sitios (ocupados e desocupados). A rugosidade dos depdsitos
gerados por DBB é baixa durante a deposi¢ao das primeiras camadas; nesse
regime inicial, portanto, a deposi¢ao de dimeros nao é capaz de formar grandes
poros, e podemos esperar que a densidade de buracos (e a sua conectividade)
nas primeiras camadas seja menor que no topo do depdsito, sendo uma grandeza
dependente do ntimero de particulas depositadas. Tarafdar e Roy, e Karmakar
et al [64, 66] cresceram depdsitos DBB até que a densidade média de buracos

nao mudasse pela adicao de mais particulas, e tenha atingido seu valor limite,
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a porosidade de saturacio® po. Tarafdar e Roy [64] verificaram que po pode
alcangar valores significativos para valores do parametro F' tao baixos quanto
0.01 em d = 3. Ainda, estudaram a relacao entre a porosidade de saturagao e o

parametro F', e obtiveram a relagao
po = Alog F + B (4.28)

por ajuste da curva pg versus F, com A, B constantes (Fig. 4.4). A porosi-
dade de saturacao varia de pg = 0 (F = 0) a pg = 0.63 (F =1) em d = 3
(poseencontranointervalo[0,0.50] em d = 2). A Fig. 4.5 mostra cortes trans-

versais de depésitos em d = 3 para dois valores diferentes do parametro F'.

(b)

Figura 4.5: Seccao reta vertical de depdsitos DBB em d = 3, para (a) F' =1 e
(b) F = 0.20 em um substrato de volume 1282. A baixas porosidades, os poros tém
uma excentricidade grande na direcao vertical, mas a conectividade lateral dos poros
é muito mais baixa.

A fase porosa tem geometria fractal; a dimensao de Haussdorf da fase porosa
foi estimadaem Dy <1.90emd =2e Dy < 2.87 em d = 3 [64], usando a relacao

M(£) ~ €77,

onde M é o niimero médio de buracos contados em caixas de tamanho ¢¢ em
escalas de comprimento acima da menor escala em que comportamento fractal
é observado (cuttoff inferior). Os valores de D; mais baixos em cada dimensao
sao obtidos para baixos valores de pg.

O limiar de percolagdo vertical dos buracos, que d4 uma medida da conec-
tividade dos poros nessa diregao, foi estimado em p. =~ 0.08 (F. < 0.025) em
d =3 [64].

2Aqui, saturacdo nada tem a ver com o regime estacionario da rugosidade, mas apenas
denomina o valor limite da porosidade. O subindice “0” é adotado para a porosidade de
saturacao para evitar qualquer confusdo nesse sentido.
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Figura 4.6: Area superficial e drea superficial por sitio, ou drea superficial especifica
para depésitos DBB em d = 3. A Figs. mostram gréaficos de (a) drea superficial versus
F [66], e (b) drea superficial especifica versus po [64]. A Fig. (b) foi obtida de depdsitos
de tamanho L = 150 em d = 3.

Figura 4.7: Expoente dinamico z ob-

tido como fungao do parametro F' para N 1
o modelo DBB em d = 3. A figura

mostra um degrau, que Ref. [66] asso- 14t -
cia & uma transicao de conectividade e

dos poros do depésito. .

A anélise da estrutura formada por particulas e buracos em depédsitos DBB
torna necessario definir o termo superficie interna, que serd daqui para frente
usado sempre que nos referirmos a interface sélido—ar dos depdsitos incluindo
a estrutura de poros que se estende pelo interior do depdsito. Nesse ponto,
é importante ressaltar a diferenga entre os significados de superficie interna
e superficie, esta definida na Sec. 2.1 como o lugar geométrico dos sitios de
maior altura. As duas definigdes nao sao conflitantes (embora os dois termos
possam ser razao de alguma confusdo), de vez que nao hé sentido em definir uma
altura média ou rugosidade para a superficie interna, e qualquer referéncia aos
fenémenos de enrugamento dindmico nos remete imediatamente as defini¢oes de
superficie e interface feitas no Cap. 2

Em d = 3, Tarafdar e Roy, e Karmakar et al [64, 66] calcularam a drea da

superficie interna S e a drea da superficie interna especifica S, do depésito
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(Fig. 4.6). As curvas de drea superficial apresentam um méximo; sua existéncia
foi explicada pelo seguinte argumento: para pequenos valores de F', os poros sao
pequenos e estao isolados, e a maior parte dos poros préximos ao substrato nao
contribui para a drea da superficie interna. Se F cresce, os poros aumentam em
numero e tamanho, e a superficie exposta aumenta. Mas apenas até o ponto
pr em que a largura dos poros na diregao paralela ao substrato é comparavel a
L. A partir de pr, o nimero de poros decresce com F', embora pgy, que cresce
como log(F) (Eq. 4.28), assuma valores muito préximos para todos os valores
de F' =~ 1. Nesse regime de pequeno ntmero de (grandes) poros e porosidade
alta, S e Ssp diminuem com py (e F). Ref. [66] associa esse regime de alta
conectividade dos buracos ao longo da direcao paralela ao substrato a uma
transicdo inequivoca dos expoentes de escala, em torno de F' = 0.30 (Fig. 4.7),
nessa dimensionalidade.

Os proximos capitulos tratarao do modelo de deposicao balistica bidispersa
em maior detalhe, procurando dentre outras coisas associar a ele as teorias de
escala para os modelos competitivos com deposicao aleatéria expostos nas Sec.
4.1 a 4.4, e abordar novamente a transicao de conectividade observada em Ref.
[66].



Capitulo 5

DBB — Propriedades de
Interface

O modelo de deposicao balistica bidispersa (DBB) foi apresentado no capitulo
anterior, onde foi realizada uma breve discussao dos principais resultados obtidos
por outros autores. Karmakar, Dutta, Lebovka e Tarafdar [66] sugeriram a
existéncia de uma transicao de enrugamento dindmico em d = 3, a partir de
dados da evolugao da area da superficie interna com o parametro F' com que
dimeros e particulas competem. A transi¢do de enrugamento da superficie foi
entao associada a uma transicao de conectividade dos poros do depésito.

Neste capitulo, tratamos da morfologia da interface gerada por DBB, sua
evolugao temporal e expoentes de escala em d = 2 e d = 3. Obtemos a equagio
continua de crescimento que corresponde ao modelo discreto no limite hidro-
dindmico em d = 2, relacionando os coeficientes desta equacao com o parametro
F' e combinando resultados obtidos a partir de simulac¢ées. A anélise numérica
em d =2 e d =3 é comparada com as teorias de escala apresentadas na Sec.
4.2. Para completar este estudo, este capitulo também discute as distribuigoes
de rugosidade, de onde podemos extrair algumas grandezas universais, e am-
parar a atribuicao do modelo DBB a classe de universalidade KPZ de forma
bastante bem fundamentada.

Além de determinar a classe de universalidade do modelo DBB usando todo
o elenco de técnicas exposto até aqui, no recente contexto dos modelos com-
petitivos com a deposicao aleatodria, o principal resultado obtido deste capitulo
talvez seja a verificacao da inexisténcia de transicao dos expoentes de escala em

qualquer dimensao. Disto ainda se ocupard o préximo capitulo.
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5.1 Enrugamento Dinamico DBB

O modelo DBB é um modelo competitivo em que a deposicao aleatéria de
dimeros compete com a deposicao aleatoria, com probabilidades F e 1 — F,
respectivamente. A deposicdo de dimeros introduz correlagbes entre colunas
vizinhas, e esperamos que seja valida a hip6tese de escala na Eq. 4.7 e as relagoes
de escala nas Eqs. 4.8 e 4.11 entre os expoentes d,7v e y, com a substituicao
p— F.

Foram realizadas simula¢oes do modelo DBB em d = 2 (L = 16 a L =
1024) e d = 3 (L = 16 a L = 512) para probabilidades de F' = 0.02 a F' =
0.40. Os tempos de deposicao atingidos variam de 10% a 9 - 10° mcs, e as
médias configuracionais foram calculadas em até 10% depésitos independentes,

nos menores tamanhos de substrato.
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Figura 5.1: DBBem d =2 ed = 3. As figuras (a) e (b) mostram as familias de
curvas W (t) para F = 0.10 fixo e L = 64 fixo em d = 3; as figuras (c) e (d), curvas
W (t) para F = 0.30 fixo e L = 32 em d = 2. V. comentdrios no texto.

A Fig. 5.1 mostra gréficos W versus t para o modelo DBB. Nas Figs. 5.1(a)
e 5.1(c), é possivel ver como a regiao de scaling em regime de crescimento é

pequena para os tamanhos de substrato até L = 64 em d = 3, e L = 128 em
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d = 2, podendo até mesmo confundir-se com o transiente para os valores de
L =16 e 32. A auséncia de uma regiao de crescimento bem definida dificulta a
estimativa do expoente de crescimento (§ a partir destes tamanhos de substrato
[12], e por isso ndo serd feita aqui.

Na Figs. 5.1(b) e 5.1(d), as curvas W(L,t) a L fixo nao se superpéem nos
regimes dependentes do tempo. Isto pode ser explicado pela contaminagao do
transiente por uma fracdo de dimeros (que é significativa para F' > 0.10), que
tem o efeito de elevar a rugosidade para um pouco acima da rugosidade DA,
nas primeiras camadas depositadas, e diminuir a duragao do transiente, como

resultado da evolugao mais rapida da correlagao entre colunas vizinhas.

wsat
=]
oo

10 100 1000

Figura 5.2: DBBem d =2 e d = 3. A figura (a) mostra um gréfico log-log de Wgyy,
versus L para d = 2 e probabilidades F' = 0.10 (O), 0.20 (A) e 0.40 (O); a linha reta
tem coeficiente angular 1/2. A figura (b) mostra a mesma curva para d = 3; a linha
reta mostrada nesta figura tem coeficiente angular 0.36 (v. comentarios no texto).

Sabemos como a probabilidade F' afeta as amplitudes de escala (Sec. 4.1).
Entao, fixando F, podemos calcular expoentes efetivos z(F) e a(F) a partir
das Egs. 4.2 e 4.3. Esperamos que, pelas similaridades entre a deposicao de
dimeros e a deposigao balistica (v. Sec. 4.5, e Figs. 4.3 e 2.1), os modelos DB
e DBB pertengam, para qualquer F' # 0, & mesma classe de universalidade, e
que, portanto, os expoentes de escala DBB sejam consistentes com os expoentes
KPZ (Secs. 2.5.2 e 2.5.3).

5.1.1 Expoente de Rugosidade

A Fig. 5.2 mostra rugosidades de saturacdo Wsat (L, F') versus L para DBB em

d =2 e 3 e alguns valores de F. Definimos inclinacoes sucessivas (Sec. 2.5.2)

a(L,F) = log [Wsat(Ll7£;{f)Vsat(L//7"a F)], (5.1)
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onde L = L'r~'/2 ¢ 7 = 2 ou 4, tipicamente'. Assumimos que a(L, F) escala
como (v. Eq. 2.18)
oL, F) ~ a(F)+ CL™4, (5.2)

onde a(F) é o expoente de rugosidade DBB e C uma constante, ambos para um
dado valor de F. A Fig. 5.3 mostra o comportamento das inclinagoes (L, F')
para F fixo, e indica como os «(L, F) sdo extrapolados para se obter «(F).
Os expoentes de corregdo ao expoente de escala a (Eq. 5.2) s@o da ordem
da unidade, na pratica; por isso, o ajuste direto, como na Fig. 5.2, resulta
em expoentes de rugosidade mais baizos que o expoente de escala esperado (v.
também Sec. 2.5).

Figura 5.3: DBBemd =2ed = ae '
3. A figura mostra os expoentes efe-
tivos oL, F) versus L™* para o mo-
delo DBB em d = 2 e F' = 0.10 fixo 0.4

(O) e para d = 3 e F = 0.08 fixo = ]
& o3l -

0.5

(A). O ajuste de minimos quadra-
dos, representado pelas linhas cheias,

resulta a(F = 0.10) ~ 0.51 em d = 2 oEE 1
e afF =008) ~038emd=3 A ) IR TN et
corregdo mais adequada a escala do ex- Y & 0:2 0.8
poente « é A =0.5em d =2¢e 3 (v. I8

Eq. 5.2).

Em d = 2, a correcao A ao expoente de rugosidade é escolhida de forma a
maximizar a correlagao linear dos pontos (a(L, F), L*A) na regiao de scaling
(Eq. 5.2). Em d = 3, devido a limita¢do do tamanho do maior depésito (L =
512), a regiao de scaling niao é grande o suficiente para determinar A desta
maneira; entdo, simplesmente adotamos A = 0.5, seguindo resultados obtidos
para a deposigao balistica na estimativa? de a [27] nessa dimensionalidade.

A Fig. 5.4 mostra os expoentes a(F') obtidos para todos os valores da pro-
babilidade F. Os a(F) estao concentrados em um dominio bem estreito, mesmo
para os valores mais baixos da probabilidade F', onde a transicao para o regime
de saturagao da rugosidade é lenta. Isto sugere um valor de universal de o para
todo F.

O expoente de rugosidade DBB é estimado, pelos graficos na Fig. 5.4, em
a=050+£002emd=2,ea=0.39+0.03 em d = 3, em excelente acordo

1Os resultados ndo sdo alterados se definirmos a(L, F) = (1/2)D[log Ws2at (log L, F)], onde
D é o operador de diferengas finitas definido na Sec. 2.5.1. A preferéncia pela rugosidade
quadrdtica no lugar da rugosidade (ou da flutuagdo rms de alturas, cf. Eq. 2.2) é justificada
por motivos de precisdo numérica, em alguns casos.

2Na Ref. [27], A extrapolagdo dos (L) (Eq. 2.18) com Ag = 0.55 fixo resultava em
expoentes consistentes com os obtidos variando A de forma a maximizar a correlagdo linear

dos expoentes efetivos na regiao de scaling.
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Figura 5.4: Expoentes de rugosidade DBB em (a) d =2 e (b) d = 3. Os a(F) nao
diferem mais que as barras de erro dos valores KPZ em d = 2 (o = 1/2, exato) ed = 3
(o = 0.38) para nenhum valor da probabilidade F'.

com os expoentes de rugosidade KPZ nessas dimensionalidades [38, 39, 27]. As
barras de erro nos dois expoentes levam em conta as flutuagoes nas medidas
de rugosidade em regime estaciondrio em torno do valor médio (que sdo as
incertezas estatisticas nos o(F') nas Figs. 5.4 (a) e (b)), e o desvio médio dos

expoentes efetivos a(F') do valor esperado « (desvio médio da média) [67].

5.1.2 Expoente Dinamico

A rugosidade no modelo DBB converge exponencialmente para o regime de
saturagao, como esperado, e o expoente dindmico pode ser estimado a partir
do tempo caracteristico 7, definido na Sec. 2.5.3, e do ajuste de inclinagGes
sucessivas das curvas log 7 (log L) a k, F' fixos mostradas na Fig. 5.5. Definimos

inclinagoes sucessivas (v. Sec. 5.1.1)

log [75(L') /(L' /7)]
log(r)

2(L,F) = , (5.3)
onde L = L'r~'/2 e r = 2 ou 4, tipicamente. Assumimos que z(L, F) tem a
forma

2(L,F) =~ z(F)+ CL™°, (5.4)

e esperamos que
2(F) =~ z, (5.5)

onde z é o expoente dindmico DBB e C constante, desde que k =~ 1 (v. Sec.
2.5.3). A Fig. 5.6 mostra como os expoentes z(L, F') sdo extrapolados para obter
os expoentes z(F). Para cada valor de F, k é escolhido de forma a diminuir
as flutuagoes dos z(L, F') na regiao de scaling (Eq. 5.4) e minimizar o erro de

extrapolagao.
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Figura 5.5: DBBem d=2ed = 3. A figura (a) mostra um grafico log-log de 7%
versus L para d = 2 e probabilidades F' = 0.06 (>), 0.10 (O), 0.20 (A) e 0.40 (O);
a linha reta tem coeficiente angular 3/2. A figura (b) mostra a mesma curva para
d = 3; a linha reta mostrada nesta figura tem coeficiente angular 1.66 (v. comentérios
no texto). Para calcular 7, usamos k = 0.8 na Eq. 2.22.

Figura 5.6: DBBemd =2ed =

3. A figura mostra expoentes efetivos 18
z(L, F) versus L=, com o = 1, extra-
polados para L. — oo para o modelo 1.6 ]

DBBemd=2¢ F = 0.06 () fixo e |
1-4_\‘\ __
- ]

d =3 e F = 0.10 fixo (O); as linhas
12+ 1

z(L,F)

cheias sao retas de minimos quadra-
dos para os dois conjuntos de pontos.
O parametro k é escolhido de forma
a minimizar as flutuagoes de z(L, F)
na regido de scaling. Os pontos em 1
d = 2 mostrados na figura foram obti- P
dos a partir de tempos caracteristicos L
71 usando k = 0.9; os pontos em d = 3,

usando k£ = 0.8.

e )
0 Q.01 Q.02 Q.03

A Fig. 5.7 mostra os expoentes z(F') em d = 2 e 3 para todos os valores de F',
obtidos usando k na faixa 0.8-0.95. Novamente, nenhuma alteracao significativa
nos expoentes pode ser percebida, mesmo para probabilidades tao pequenas
quanto F' = 0.06, que estd bem abaixo da probabilidade de transicao F' ~ 0.30
sugerida na Ref. [66] (v. Fig. 4.7). O expoente dindmico DBB é estimado, pelos
graficos na Fig. 5.7, em 2 =150+ 004 em d =2,¢e 2 =1.60 £ 0.10 em d = 3,
em acordo com o expoente dindmico KPZ estabelecido nessas dimensionalidades
[38, 39, 27].

5.2 Amplitudes de Escala

Argumentamos que a deposi¢ao balistica bidispersa é a competicdo entre um

modelo correlacionado puro na classe da deposigao balistica (com probabilidade
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Figura 5.7: Expoentes dindmicos DBB em (a) d = 2 e (b) d = 3. Os z(F) nao
diferem mais que as barras de erro dos valores KPZ em d = 2 (z = 3/2, exato) e d = 3
(z = 1.6) para qualquer valor da probabilidade F'.

F) e a deposigao aleatdria (com probabilidade 1 — F'). De acordo com o ex-
posto no Cap. 4, a competicao com a deposicao aleatéria pertence a classe de

universalidade da componente correlacionada, e o modelo DBB deve atender a

W~ AL®f <ti>

hipétese de escala

para qualquer F > 0, onde f(z) ~ 1sexz >> 1, f(z) ~ 2’ sex << 1e
a,z = a/f sao os expoentes de escala da classe KPZ.

No regime independente do tempo, t >> t., a rugosidade satura no valor
W = Weat (L, F) ~ AL®,

com

A~ F79, (5.6)
O tempo caracteristico t« escala como
ty ~ BL?,

onde
B~ F7Y, (5.7)

As aplitudes de escala A, B refletem o retardo na comunicacao das cor-
relacbes na direcdo paralela ao substrato, introduzido pela componente DA.
Os expoentes 4,y dependem unicamente da velocidade com que a componente
correlacionada destréi as flutuagoes aleatdrias de altura entre colunas vizinhas
(v. Sec. 4.2 e Ref. [57]). No modelo DBB, a deposi¢ao de um tnico dimero
(particula do tipo A na Fig. 4.3) elimina completamente a diferenga de altura
entre vizinhos, exatamente como a agregacao lateral de uma particula na de-

posigao balistica (particula do tipo A na Fig. 2.1). Os argumentos de escala da
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Sec. 4.2 aplicados ao modelo DBB resultam, entao, nos mesmos expoentes ¢, y
da deposigao balistica, 6 =1/2 ey =20 =1, se F << 1.

Para calcular o expoente §, definimos amplitudes dependentes do tamanho
A(L,F) = Wsat /L, (5.8)

e assumimos que, na regiao de escala,
A(L,F) =~ A(F) + CL™%, (5.9)

onde A(F) é a amplitude de escala da rugosidade de saturagao (Eq. 5.6) e L™
é uma correcao de tamanho finito. As amplitudes de escala A(F) sdo obtidas a
partir da rugosidade de saturagao extrapolando A(L, F') = Wgat(L, F')/L* para
L — oo, e Q é escolhido de forma a maximizar a correlagao linear dos pontos
(A(L, F), L) na regiao de escala (Fig. 5.8).
A Fig. 5.9 mostra expoentes efetivos definidos como
log[A(F")/A(F")]
log(F"/F")

S5(F) =

onde F' = v F"F'. O expoente 0(F) escala como
0(F)=d+ CF*, (5.10)

onde € é um expoente de corregdo ao expoente de escala §. O expoente € é
ajustado de forma a se obter o melhor ajuste dos pontos (6(F), F¢) na regiao
de escala a uma reta. Extrapolando 6(F) para F' — 0, obtemos 6 = 0.51 + 0.03
(d=2)ed =0.53+0.05(d = 3), levando em conta as barras de erro na
extrapolagdo dos expoentes efetivos d(F'). Estes resultados estdo em acordo
com a teoria de escala para o modelo, § = 1/2 em qualquer dimensdo. Os
expoentes € que permitiram os melhores ajustes foram ¢ = 0.9 em d = 2 e
e=044emd=3.
De maneira absolutamente andloga, para cacular o expoente y definimos
amplitudes
B(L,F)=m/L". (5.11)

Na regiao de escala, esperamos que
B(L,F)~ B(F)+CL™=, (5.12)

onde B(F') é a amplitude de escala do tempo caracteristico e C' é uma cons-
tante. Observamos, contudo, que B(L, F') nao apresenta corregoes fortes a es-
cala (Egs. 2.23 ¢ 5.7), e os melhores resultados foram obtidos ajustando a curva

log[B(L, F)] versus log(F) a uma reta, para L suficientemente grande. A Fig.
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Figura 5.8: Amplitude de escala [
da rugosidade DBB. A figura mostra i o

A(L,F) versus L™ para os valores I N
F =020 (Q) e F = 040 (7) em 2 :B.aﬂ/ s
d=2eF =020 (0)eF =040 (A) /]Ka/"/

em d = 3, e retas de minimos quadra-
dos que ajustam os maiores valores de 1

L. Os melhores ajustes foram obtidos
usando 2 = 05emd=2e 2 = 0.8

A(LF)

em d = 3. Os expoentes de rugosidade P N R R
usados na extrapolagdo (o = 0.5 em ¢ s 1 0:1%
d=2¢ea=037emn d = 3) foram Il

obtidos na Sec. 5.1.1.
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Figura 5.9: Expoente § DBB. A figura mostra as extrapolagoes dos expoentes efetivos
d(F)emd =2 (a) ed =23 (b); as linhas cheias sdo ajustes de minimos quadrados para
os 3 e 4 primeiros pontos (menores valores de F') em (a) e (b), respectivamente. Pelo
ajuste nas figuras, obtemos ¢ ~ 0.5 em ambas as dimensionalidades (v. texto).

5.10 mostra estas curvas para alguns valores de L fixo; o expoente y obtido pelo
ajuste linear dessas curvas é y = 1.05+0.10 em d = 2 e y = 1.10 £ 0.10 em
d = 3, em acordo com o valor previsto pela teoria de escala, y = 1. O expoente
y nao deve ser afetado pelo paramentro k (v. Eq. 2.23), que é variado de forma

a maximizar a correlagao linear dos pontos (log[B(L, F)],log(F)).

5.3 Equacao Fenomenolégica de Crescimento

Os expoentes «a, z obtidos numericamente sugerem que a deposigao balistica
bidispersa pertenga de fato a classe da deposicao balistica. Ainda, os expoentes
d,y obtidos por scaling, e confirmados numericamente, reforcam a similaridade
entre os dois modelos, também do ponto de vista da evolugao das correlagoes
entre colunas vizinhas, em qualquer dimensao. Portanto, no limite continuo, o
modelo DBB pode ser descrito pela Eq. KPZ (Eqgs. 3.15 e 3.38) com coeficientes
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Figura 5.10: Expoente y DBB. As figuras mostram as curvas log[B(L, F')] versus
log(F') a L fixoem (a) d =2 e (b) d = 3. A figura (a) mostra curvas para os tamanhos
L =64 (O), 128 (A), 256 (O) e 512 (v); a figura (b), para os tamanhos L = 64
(A), 128 (O), 256 (O) e 512 (s7). As curvas se superpdem e, para maior clareza
dos gréficos, foram deslocadas verticalmente umas das outras. As linhas retas tém
coeficientes angulares (a) —1 e (b) —1.10, e resultam do ajuste de minimos quadrados
destas curvas (v. texto). Os valores de k que resultam nos melhores ajustes sdo k = 0.8
emd=2e0.7<k<09emd=23.

(v. Sec. 4.3)
v~F (5.13)

A~ F3/2 (5.14)

em qualquer dimensao.

Em d = 2, o conhecimento das relagoes entre as amplitudes de escala e os
coeficientes da Eq. KPZ (Egs. 4.16 e 4.17) nos permite estudar o comporta-
mento do termo cinético e seu expoente de escala numericamente, a partir da
relagao de escala entre a taxa de crescimento da altura média dos depdsitos e A.
Krug e Meakin [70] mostraram que a correcao de tamanho finito & velocidade
de crescimento em regime de saturagao (t >> t ) para a deposigao balistica em

d = 2 é dada por

onde C ¢é uma constante e Av = v(L) — v ¢ a diferenca entre as velocidades de
crescimento da altura média em um substrato finito e de tamanho infinitamente
grande3. Amar e Family [63] mostraram, por scaling, que C' < D/v. Portanto,
pelas Eqs. 5.13 e 5.14, podemos esperar que a velocidade de crescimento no
modelo DBB seja

v(L, F) ~ —% + Voo, (5.15)

3Na prética, um substrato infinito permanece em regime de crescimento por um tempo
infinitamente longo; ou seja, o substrato nao satura durante o tempo de deposigao.
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onde G ~ DA/v. A Fig. 5.11 mostra gradficos de v(L, F) versus 1/L para

T T T

16 =
Figura 5.11:  Velocidade de cresci- [ g
mento da altura média DBB em d = 2. B i 1
A Figura mostra curvas v(L, F) wver- 5 16 e .
sus 1/L a F fixo para as probabilida- = r; ]
des FF = 0.10 (), F = 0.08 () e 1
F = 0.06 (). O coeficiente linear do fdbr T g o
ajuste por reta na das curvas é igual a o]
razdo G = DA\/v (Eq. 5.15). 0 002 004 008 008

1/L

alguns valores de F. O coeficiente angular obtido do ajuste por reta destas
curvas é igual a G. A Fig. 5.12 mostra inclinagoes sucessivas

_ log [G(F")/G(F")]
log(F"F")

O(F) ; (5.16)

onde F' =/ F"F’; esperamos que
O=~0+ JF, (5.17)

onde 6 é o expoente com que G escala com F (G ~ F%), J é uma constante e

€ é um expoente de corregdo a escala de G. Pelo ajuste desta figura, obtemos

12| .
Figura 5.12: Expoente 6 DBB. =
A figura mostra inclinagbes sucessi-
vas O(F) versus F°. O expoente € é F=

: o ~— 08| .
ajustado de forma a maximizar a cor- = 1
relagao linear dos pontos na regiao de — b
escala (Egs. 5.16 e 5.17). O melhor ]

ajuste dos pontos, indicado pela linha 04 ]

cheia na figura, resulta 8 = 0.53+0.06, e b Lo b L
0 002 004 008 008 Ol
com € = 1.55.

F‘E

0 ~1/2, e G~ D\v ~ F'2. Este resultado é consistente com as Eqs. 5.13
e 5.14 para as escalas de v e A, sendo que D se mantém finito quando F' — 0.
Isto confirma o resultado obtido na Sec. 4.3, ao menos em d = 2, e reforca a

validade dos argumentos de escala para a Eq. KPZ.

5.4 Distribuicoes de Rugosidade

Foltin et al e Plischke et al [73, 74] sugerem, em estudo sobre interfaces geradas

por passeio aleatério em d = 2, que as flutuagoes de rugosidade em diferen-
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tes amostras podem servir a caracterizacao de superficies geradas por modelos
discretos de crescimento. Em d = 2, o perfil de alturas no estado estaciondario
KPZ é um passeio aleatério discretizado [75, 76], e Ref. [73] mostra que a pro-
babilidade Pp(w2) de que a rugosidade quadratica de uma dada configuragao
estaciondria esteja na faixa [wa, wa + dws] é dada por
1 Wo

Pr(ws2) = @@ <@) ) (5.18)
onde wy é a rugosidade quadrdtica de saturagao (Eq. 2.3), e ® é uma fungio
universal, que pertence & classe de universalidade do passeio aleatorio. A rugo-
sidade wy é medida em intervalos iguais no regime ¢t >> ¢, em muitos depdsitos
diferentes, e (wy) denota uma média temporal e configuracional da rugosidade
quadrética de saturagao. Récz e Plischke [77] mostraram que a Eq. 5.18 pode ser
estendida aos modelos em d = 3, e, embora nao seja em geral possivel determinar
sua forma fechada, ® também é uma funcao universal nessa dimensionalidade.

Em uma abordagem alternativa, Aarao Reis [78] adotou a forma de escala

Py (ws) = %qf <w2+<w2>) : (5.19)

onde o = /(w3

) — <w2>2 é a flutuagdo rms da rugosidade quadrdtica de sa-
tura¢do, e ¥ é uma funcao universal. A Fig. 5.13 mostra a superposicao, em
d =2 e d = 3, de distribuigoes de rugosidade de saturacao DBB e uma dis-
tribuigdo gerada pelo modelo sdlido sobre sdlido restrito (da sigla em inglés,
RSOS) [79]. O modelo RSOS pertence & classe KPZ em qualquer dimenséo,
e as distribuigoes geradas por RSOS sdo usadas para comparacao. Por estas
figuras, é possivel ver o bom colapso de dados para um tnico tamanho em d = 2
e d = 3, mas o mesmo se repete em todos os tamanhos de substrato em que
foram realizadas simulacoes do modelo DBB.

A funcao ¥ também pode ser caracterizada quantitativamente por coeficien-
tes formados pela razao (adimensional) entre o n-ésimo momento da distribuigao
Pr,

M, =" (wy — (wa))" Pr(wy),

e 0”. Se o colapso de duas ou mais distribuigoes falha, esperamos que estes
coeficientes difiram entre si [78]. Consideramos os dois coeficientes nao triviais

de ordem mais baixa: o coeficiente de assimetria (ou skewness) S,

e a curtose @,
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Figura 5.13: Distribuigoes de rugosidade DBB. As figuras mostram gréficos log-linear
de o Pr versus (w2 — (w2))/o em (a) d = 2, para o tamanho L = 128 e probabilidades
F =0.06 (A)eF =0.10 (O), eem (b) d = 3 para o tamanho L = 128 e probabilidades
F =0.06 (A) e F=0.20 (). A linha cheia indica, nas duas figuras, a distribuicao
reescalada de rugosidades do modelo RSOS.

F Q S

0.10 587£03 1.73£0.025
0.20 5.42£0.2 1.69+0.022
0.30 550+£0.2 1.69+0.014
0.40 537£0.2 1.68%=0.012

Tabela 5.1: Assimetria e curtose BBD em d = 3. Os valores de S e @ estao de acordo
com seus valores KPZ esperados [78], S~ 1.7 e Q ~ 5.4.

A Tab. 5.1 mostra valores de assimetria e curtose para o modelo DBB, para
alguns valores de F' em d = 3. Os mesmos coeficientes, calculados para outros
modelos na classe KPZ em d = 3, tém valores assintéticos S = 1.70 = 0.02 e
Q =5.4+0.3[78]. O acordo com estes coeficientes indica que as distribui¢oes de
rugosidade para o modelo DBB tém a forma esperada para os modelos na classe

KPZ, e remete o modelo DBB a classe KPZ para qualquer valor de F' # 0.



Capitulo 6

DBB — Geometria dos
Agregados em d = 3

No capitulo anterior, estudamos as principais propriedades de superficies gera-
das por DBB, e, no que diz respeito a classe de universalidade do modelo, o
tema foi esgotado. O principal objetivo deste capitulo é estabelecer a relagao
entre a geometria do agregado e os processos de superficie que determinam a
dindmica do sistema e a formacao de buracos e poros. Em outro modelo com-
petitivo em que hé crossover de expoentes de escala [80, 81], Yu e Amar [9]
caracterizaram detalhadamente a estrutura interna dos depésitos, e observaram
duas geometrias diferentes da superficie interna, bem definidas e separadas em
dois intervalos do parametro do modelo. Este trabalho sugere pela primeira vez
uma forma de relacionar estes dois temas, e é usado como modelo para a secgao
que trata do assunto (Sec. 6.2).

Mostraremos, neste capitulo, que a superficie interna nao passa por um
méximo, que, como sugerido por outros autores [66], estaria relacionado com
uma transigdo de conectividade dos poros em F = 0.30 (Fig. 4.6).

Nas segoes seguintes, a relagao entre a porosidade e o parametro F' é estu-
dada, e a conectividade dos poros em d = 3 é analisada em detalhe; o limiar de
percolacao do modelo DBB é estimado em F, ~ 0.04. Em seguida, a dinamica
da superficie é relacionada com a sua geometria, e mostramos como ela deriva
imediatamente das relagoes de escala estudadas na Sec. 4.2. A geometria do
agregado exibe expoentes caracteristicos dos agregados gerados pelo modelo DB

puro, o que sugere propriedades universais da estrutura.
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6.1 Porosidade e Conectividade dos Poros

A fase sélida em depésitos gerados por DBB é completamente conectada para
qualquer valor de F', e, sob este aspecto, o modelo em d = 3 se aproxima
bastante das rochas porosas a que se propde descrever originalmente [64]. Por
isso, as propriedades dos agregados gerados por DBB, nesta dimensionalidade,
sao particularmente interesantes do ponto de vista pratico.

A Fig. 6.1 mostra um grafico de porosidade versus F' para o modelo DBB
em d = 3, para L = 128 fixo. Os pontos mostrados nesta figura se ajustam
bastante bem & curva na Fig. 4.4 nesta faixa do pardmetro F'; ndo obstante,
existe uma diferenga marcante entre as varidveis porosidade e porosidade de
saturagao, adotada nas Refs. [64, 66]. Este tema serd melhor explorado na

préxima secgao.
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Figura 6.1: Porosidade para DBB em - a] 1
d = 3. A figura mostra a porosidade p SER N o _-
versus F' para o tamanho L = 256 e re- B B ]
cobrimento fixo. Os pontos mostrados palL © _
nesta figura se ajustam bem a curva na Lo ]
Fig.4.4. E e 0 i a1 e v o e v o1
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A quantidade mais simples que podemos calcular para caracterizar a conec-
tividade dos poros em agregados é a probabilidade de percolacao P. A Fig. 6.2
mostra a probabilidade de percolagao da fase porosa como fungao de F e da
porosidade, ambos calculados a recobrimento fixo. Por esta figura, observamos
que a fase porosa em depésitos gerados por DBB tem limiares de percolagao
mais baixos que a densidade critica no modelo de percolagao de buracos (PB)
na mesma dimensionalidade. O modelo PB trata da conectividade de buracos
distribuidos aleatoriamente com probabilidade p; a densidade p de buracos neste
modelo equivale a porosidade no modelo DBB. Em d = 3, p. = 0.3 para o mo-
delo PB [71], e p. &~ 0.20 (F, =~ 0.04) para o modelo DBB, assintoticamente.
Este valor se encontra acima do limiar de percolagao de buracos obtido em Ref.
[64], p. = 0.08 (v. Sec. 4.5).

O algoritmo usado para identificar os buracos que formam o agregado perco-
lante foi o Hoshen-Kopelman [82, 83]. Os dados numéricos usados neste capitulo
foram obtidos a partir de depésitos DBB em d = 3 e tamanhos relativamente

reduzidos (L < 256), devido a restrigoes de memdria; os tempos de deposigao
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Figura 6.2: Percolagao da fase porosa para DBB em d = 3. A figura mostra (a) a
probabilidade de percolagdo da fase porosa P wversus F, para L = 256 fixo, e (b) P
versus a porosidade p para depdsitos DBB nos tamanho L = 256 (>>), L = 128 (0O),
L=64(A)e L =232(0). Em (b),é possivel ver que p. ~ 0.20 (F. =~ 0.04, na Fig.
(a)) se L > 256. As curvas em (a) e (b) sdo curvas de recobrimento fixo.

atingidos variam de 1 a 150 mcs para todos os valores da probabilidade F.

Um corolario das teorias de escala apresentadas na Sec. 4.2 pode ser capaz
de esclarecer a relagao entre a porosidade e a probabilidade F' em termos da
dindmica da formagao de buracos e poros na superficie [72]. Argumentamos que,
como discutido na Sec. 4.2, se ' << 1, dimeros sao depositados em intervalos
da ordem de 74 ~ F~!. Tipicamente, pela deposicao de particulas segundo as
regras da deposigao aleatoria que ocorrem entre a deposigao de dois dimeros, a
diferenca de altura entre sitios vizinhos cresce até Ti/ 2 o2, Assim, quando
um dimero é depositado, cria um poro de altura da ordem de F~'/2. Uma
andlise da geometria dos depdsitos no regime de baixas porosidades mostra que
os poros tém uma excentricidade alta, alongados no eixo vertical [64]; portanto
é razoavel admitir que a largura dos poros criados pela deposi¢ao de um dimero
é da ordem da unidade se F << 1. Com isso, um volume da ordem de F~1/2 é
criado durante um intervalo de tempo em que da ordem de F~! particulas sdo
depositadas; a porosidade deve consequentemente ser da ordem de F~1/2/F~1,
o que resulta

p~ F¢, (6.1)

com ¢ = 1/2, em qualquer dimensao.

A Fig. 6.3 mostra curvas log-log da porosidade p versus F. Os pontos tém
excelente ajuste a Eq. 6.1 na regidao de escala, e confirmam o expoente £ =
1/2. A extensao da teoria de escala para o modelo, confirmada numericamente,
mostra que p escala com F' << 1 de forma bem definida, sendo F' o pardmetro

que controla diretamente a taxa com que as correlagoes entre colunas vizinhas
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se espalham pela superficie. Isto indica que a dindmica na interface pode ser

usada de forma simples para se obterem as propriedades dos agregados porosos.

6.2 Geometria da Superficie Interna

Para estudar a morfologia da superficie interna do depdsito (que inclui overhangs
e buracos), dividimos o depdsito em caixas de lado ¢, e contamos o nimero N
de caixas que contém ao menos 1 sitio de superficie. Um sitio de superficie é
um sitio ocupado pelo sélido vizinho ao agregado de buracos percolante. A drea

de superficie por unidade de area de substrato é

N
= = G(t0), (6.2)

ou seja, é funcdo do recobrimento! @ e da escala de comprimento £.
Os sitios se correlacionam & medida que 6 cresce, e esperamos [9] que a

superficie escale em escalas de comprimento menores que £ , onde
&~ o (6.3)

é o cuttoff superior para comportamento auto-afim da superficie?; n é denomi-
nado expoente de coarsening. No modelo DBB, os poros sao muito conectados
a baixas porosidades (Fig. 6.2) e a méxima escala em que comportamento auto-
afim é observado é limitada apenas pela altura média do depdsito, que deve ser
proporcional ao recobrimento 6, se 6 for suficientemente pequeno. Isto leva a
n ~ 1 para DBB (0 mesmo valor é obtido para o modelo de deposicao balistica

[9])-

1O recobrimento é proporcional ao tempo de deposigio; na unidade de tempo adotada (v.
Sec. 2.1), é exatamente igual.

20bviamente, £ = a, onde a é o parametro de rede, é o cuttoff inferior natural para que
scaling seja observado.
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Se as flutuagoes na superficie se dao em todas as escalas, a superficie é auto-
afim sob reescalas apropriadas de comprimento e tempo; operando as trans-
formacgoes

X — bx,
t— bt

devemos ter
N — b2N(b€, bo).

Fazendo b = 07!, e exigindo que N seja invariante de escala, obtemos

N ~072L%g (g) , (6.4)
onde g(r) ~ G(x,1) é uma funcio de escala que deve satisfazer g(x) ~ x~2 se
z>>1,eg(x) ~2 P sex << 1. O expoente Dy é a dimensdo fractal da
superficie.

A Fig. 6.4 mostra curvas log-log de N2 L~2 contra o inverso do recobrimento
reescalado, £/6, para 2 valores da probabilidade F'. Na regiao de escala (£/0 <<
1), esperamos que g(£/60) ~ (£/6)~Ps (Eq. 6.4). O ajuste linear das curvas na
Fig. 6.4 nessa regiao resulta Dy ~ 2.95.

107 5 107 gop—rrermy
; 3 . F
f“J 1000 g —] 1000 E
e E E
=) 3 ™ 3
= s (W] e
01 = 01
-5 %rul | v v ol 1Q-5 B

081 0.1 1 1¢ 100 0.01 0.1 1 ¢ 100

(/8 (/6

(a) (b)

Figura 6.4: Contagem de caixas de superficie BBD. As figuras mostram gréficos
log-log de &rea de superficie reescalada N6*/L? versus £/0 para (a) F = 0.10 e (b)
F = 0.30. A partir do ajuste linear na regido £/ << 1 obtemos (a) Dy = 2.95+0.04 e
(b) Dy = 2.954+0.01; Em escalas maiores que a altura média da interface (£/0 >> 1), a
dimensionalidade da superficie é 241071, As linhas cheias indicam as retas de ajuste
nas regides ¢ << 6 e £ >> 0; nas duas figuras, L = 256, 0 < £ < 256 e 0 < 6 < 150.

A Fig. 6.5 mostra curvas log-log da drea da superficie interna, S(6) = N(1,0)
para 2 valores valores de F. Pela Eq. 6.4, esperamos que a superficie interna
reescalada S(0)0%/L? escale como #P7. O ajuste linear das curvas na Fig. 6.5

resulta em Dy no intervalo [2.9, 3], e indica que a superficie interna, que inclui
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overhangs, é auto-afim mesmo a baixos recobrimentos, onde a interface entre o

agregado e o ar nao o é (v. transiente).
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Figura 6.5: Area de superficie DBB. ~
A figura mostra curvas log-log de & 104
S(0)6*/L* wversus 0 para F = 0.10 - = b
(A) e F = 060 (O), e L = 256. oy 100 E o
Pelo ajuste linear dos pontos, obtemos £ B
Dy = 2.94 +0.06 e Dy = 2.9979 + 1B | |
0.0003, respectivamente. 1 10 100
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A Fig. 6.6 mostra curvas de superficie interna versus F' a 6 fixo, no intervalo
[0,1]. Estas curvas mostram que a superficie interna S é uma fun¢do monétona
do pardmetro F, em contraste com o observado na Ref. [64, 66] (v. reprodugao
na Fig. 4.6). A diferenga entre os nossos resultados o os anteriores pode ser ex-
plicada pela variagao do recobrimento nas medidas de S realizadas por Tarafdar
e Roy [64] e por Karmakar et al [66]. Nestas medidas, o depésito é crescido até
que a porosidade atinja o valor limite py (Sec. 4.5); no entanto, o valor § = 6,
do recobrimento necessario para que isso ocorra decresce com F', para um dado
L fixo, como confirmamos através de simulagoes do modelo. As curvas da Fig.
4.6 podem compreender um intervalo de variacao de 6 que pode chegar a ser da
ordem de 100 para o tamanho L = 256; a variagao de S com 6 nesse intervalo

(Fig. 6.5) explicaria o decréscimo de S(F') na Fig. 4.6.
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A figura mostra curvas de S versus F' 7P 107 L A A
para 6 = 100 fixo (A) e § = 150 fixo [ o & g
(O), no tamanho L = 256. As cur- o ]
vas S(F) a 6 fixo ndo apresentam o 5x10° - E
méximo observado na Fig. 4.6, na Sec. E i i ; i E
4.5. ¢ 02 04 06 CB 1
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O expoente Dy =~ 2.9 obtido para DBB em d = 3 é o mesmo para o modelo de
deposicao balistica, e para a competicao entre DB e DAR, acima do crossover
entre as classes de universalidade EW e KPZ, que ocorre para este modelo

competitivo em d > 2 [80, 81, 9].



Capitulo 7

Conclusoes

Fizemos neste trabalho simulagoes da evolucao da altura h(x, t) dos depésitos, e
da estrutura de particulas e buracos (incluindo overhangs e a estrutura porosa)
para o modelo DBBem d =1+ 1 e d =2+ 1 dimensoes (a dimensionalidade
do espaco escrita desta forma deixa explicita a dimensionalidade do substrato).
Por meio da cuidadosa extrapolacao de tamanho e tempo, verificamos que o
modelo atende & hipétese de escala generalizada obtida por Horowitz e Albano
[60] para modelos de crescimento competitivos em que uma das componentes é
a deposicao aleatéria (Eq. 4.7).

Técnicas sistematicas de extrapolacao dos efeitos de tamanho e tempo finitos,
permitiram obter expoentes de escala em bom acordo com os expoentes «, z
assint6ticos esperados para o modelo, e d, y previstos por uma teoria escala (Sec.
4.2). Os expoentes de rugosidade a e dindmico z sdo bem definidos em d = 2 e
d = 3 para qualquer valor do parametro F' que controla o regime de porosidade,
e remetem o modelo DBB a classe KPZ, em contraste com resultados obtidos
anteriormente [66].

Isto estimulou a investigagao mais demorada sobre o tema da classe de uni-
versalidade do modelo, especialmente nesta dimensionalidade, sob outros aspec-
tos, que abriram algumas novas perspectivas. Para destacar apenas um destes
aspectos, citamos a conexao, por uma extensao da teoria de escala apresentada
na Sec. 4.2, entre as taxas de deposicao de particulas, que sao processos que
ocorrem na superficie, e a porosidade, para pequenos valores do parametro do

modelo.
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Para confirmar a classe de universalidade do enrugamento dinamico da su-
perficie, fizemos uma andlise complementar das distribuigoes de rugosidade em
regime estaciondrio, que exibem fungoes densidade de probabilidade universais
[73, 77]. As distribuicdes de rugosidade do modelo DBB foram comparadas &s
de outro modelo na mesma classe de universalidade (v. modelo RSOS [79]), e
as distribuigoes para diferentes valores de F exibem excelente acordo entre si
e com a densidade de probabilidade KPZ esperada para o modelo. Para uma
avaliacao quantitativa do colapso das distribuigoes em d = 3, onde a densidade
de probabilidade exata é desconhecida, obtivemos coeficientes de curtose e as-
simetria, Q = 5.544+0.32 ¢ S = 1.70 £ 0.03; os mesmos coeficientes tém valores
assintoticos @ = 5.4+0.3 e S = 1.70 £ 0.02 para outros modelos na classe KPZ
[78], e espera-se que sejam constantes universais [77].

A equacgao de crescimento associada ao modelo DBB foi estudada, e con-
cluimos que a equagdo fenomenoldgica obtida por Horowitz, Monetti e Albano
[59, 61] para os modelos competitivos com deposigao aleatéria é coerente com os
expoentes de escala obtidos para o modelo DBB. Em d = 2, onde a relacgao entre
os coeficientes da equacao de crescimento e as amplitudes de escala é conhecida,
verificamos numericamente que o termo cinético A escala com F' com o expoente
de escala previsto pela equagao fenomenoldgica, o que fornece suporte adicional
a teoria.

Tarafdar et al [64, 66] analisaram a geometria do depdsito em d =2+ 1, e
encontraram um comportamento de curvas de superficie interna como fungao da
porosidade e de F' que justificavam a transigao dos expoentes de escala a baixas
porosidades. Motivados por teorias de escala bem sucedidas que identificam o
modelo DBB com a classe KPZ, estudamos a escala da superficie interna do
depésito buscando reafirmé-las.

Os dep6sitos DBB foram analisados valores do parametro F' no intervalo
[0.02,0.40], e recobrimentos na faixa [1,150], em cinco tamanhos de substrato
L < 256 em d = 3. A superficie interna DBB tem a mesma dimensao fractal
obtida para o modelo DB, e para a competigao entre DB e DAR nessa dimen-
sionalidade, Dy ~ 2.9 [9].

Ainda na andlise da estrutura da superficie interna, verificamos que as teorias
de escala apresentadas na Sec. 4.2 [62, 57] podem ser estendidas, e fornecem
explicagao para a escala da porosidade com o pardmetro F' no regime F' << 1
em termos dos mecanismos de enrugamento da interface, assim relacionando
propriedades da superficie e do bulk.

Pela abrangéncia limitada deste trabalho, o estudo do modelo DBB feito

aqui deixa algumas questoes abertas, e perspectivas.
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Os expoente de rugosidade a pode ser estimado por meio da largura das
distribui¢oes de rugosidade quadrética [84], com beneficios para a precisao
numérica. Esta nova estimativa de v deve contribuir com a anélise da classe de
universalidade do enrugamento dinamico e o efeito dos regimes de porosidade
sobre os expoentes e as corregoes de tamanho finito, embora nao se espere que
o valor central obtido divirja dos valores KPZ obtidos por meio da rugosidade.

A andlise da geometria do depdsito mostrou que a dimensao fractal da su-
perficie interna pode ser um parametro universal [72], e sugere investigagdo da
estrutura de outros modelos na mesma classe de universalidade. Além disso, a
estimativa Dy ~ 2.9 é bastante préxima da dimensao de Haussdorf de sistemas
fisicos reais [85, 86, 87] e pode ser a fonte de novas possiveis aplicagoes.

Ainda, quando comparamos o modelo DBB com o modelo competitivo DB—
DAR, surge a questao da importéncia do balanco das taxas microscopicas de
transigdo sobre os expoentes de escala assintéticos. As taxas sdo de alguma
maneira parametrizadas por F, embora as equagoes de crescimento obtidas por
Muraca et al [47] (Sec. 4.4) ndo estejam de acordo com dados obtidos de si-
mulagoes numeéricas ou com a teoria de escala para o modelo. A questao emerge
porque o modelo DAR, assim como o modelo DA, gera depésitos compactos (li-
vres de buracos), mas apenas o modelo DB-DAR exibe crossover da estrutura
para o regime nao-fractal da superficie interna [9] a baixas porosidades.

Entender as razoes que levam ao crossover da estrutura interna certamente
levard a uma melhor compreensao da transicao entre dinamicas de enrugamento
da interface no modelo DB-DAR [80, 81], e de sua inexisténcia, no modelo DBB

e nos outros modelos competitivos com a deposicao aleatoria.
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2.5

DB em d = 2 dimensdes. Uma posi¢do é escolhida aleatoriamente

acima do substrato, e uma particula “cai” verticalmente, se agregando

ao primeiro sitio com um primeiro vizinho ocupado. A figura ilustra as

posicoes de agregacio A’, B’ das particulas incidentes A, B. Extraida

de [4]. .« . o o
Agregado DB obtido pela deposicdo de 35000 particulas, em d = 2

dimensdes. O substrato horizontal tem tamanho L = 200, em uni-

dades de rede. Cada camada, identificada pelos tons claro e escuro,

indica a deposicao de 2500 particulas; assim, é possivel acompanhar,

qualitativamente, a evolucao da rugosidade com o tempo. Extraida de

M. . o
Corte vertical de um depdsito DB em d = 3 dimensoes. O substrato,

plano horizontal, tem tamanho 128 x 128, em unidades de rede. A

figura foi obtida pela deposi¢ao de 4480 particulas. Extraida de [9].

A figura (a) mostra a evolugdo temporal da rugosidade em d = 2 para

deposigao balistica em um substrato de tamanho L = 256. A figura

(b) mostra log W versus logt para os tamanhos de substrato L = 128

a L = 2048, também em d = 2 dimensdes. . . . . . . . . . ... ...
Curvas W (L,t)/L" versus t/L* para os tamanhos de substrato L =

128 22048 em d =2. . . . . . . ...
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2.6

2.7

2.8

2.9

2.10

2.11

Nesta figura, h(z) (curva (a)) é reescalada por um fator b = 4 no
eixo Oz, mantendo a escala do eixo Ok (curva (b)) . Em (b), 3/4
da curva original foram deslocados para a direita, e se encontram fora
do gréafico. Note que as duas curvas s&o, mesmo por inspegao visual,
bastante diferentes ((b) é bem mais lisa). A curva (c¢) mostra a mesma
curva (a), agora reescalada por um fator b = 4 em ambos os eixos.
Novamente, obtemos duas curvas diferentes mesmo a olho nu ((c) é
bem mais rugosa). Na curva (d), a curva (a) é reescalada por um fator
b =4 no eixo Oz e por um fator b* = /4 = 2 no eixo Oh (que sdo os
fatores de escala apropriados). As curvas (a) e (d) sdo estatisticamente
equivalentes (p.ex., tém as mesmas rugosidade e expoente de auto-
afinidade x) e, consequentemente, muito mais parecidas. As regides
sombreadas marcam uma drea sob a curva (a), e sua contrapartida
devidamente reescalada em (d). Extraida de [18] . . . . .. .. . ..
A Figura mostra duas possibilidades tipicas de agregagao segundo a re-
gra de deposi¢do do modelo DA. Na deposicdo aleatéria, uma particula
“cai” verticalmente, até atingir o topo da coluna x escolhida em ¢, onde
agrega-se irreversivelmente, incrementando a altura h(x,t) da coluna.
Extraida de [4]. . . . . . ... oo
Agregado DA obtido pela deposicdo de 16000 particulas, em d = 2.
O substrato tem tamanho L = 100, em unidades de rede. Cada ca-
mada, identificada pelos tons claro e escuro, indica a deposicao de 4000
particulas. Extraidade [4]. . . . . . . . ... oo
Inclinagoes sucessivas s(L,t) de log W contra logt para os tamanhos
de substrato L1 (O) e L2 (A), com L1 > L. Esta figura é apenas uma
ilustragao (nao foi obtida a partir de dados de simulagdes) e mostra,

por exagero, as principais caracteristicas deste tipo de grafico, como a

regido transiente e o crossover para o regime de saturacao (v. Fig. 2.4).

Expoentes efetivos Bz versus L™>. Como nio hé argumento para
prever seu valor, A é escolhido de forma a maximizar a correlagdo
linear dos pontos. Nesta figura, Gr, foi estimado para os tamanhos de
substrato L = 2" (n = 4,---,10) em d = 2, com A = 0.28. Extraido
de [12] . . . o e
Expoentes efetivos a(L) versus L™=, obtidos de dados de deposicao
balistica em d = 2. Nesta figura, A = 0.58; a reta é um ajuste de
minimos quadrados dos primeiros cinco pontos do grafico (maiores
valores de L). Os dados de rugosidade de saturacdo usados nesta

figura foram extraidos de [12]. . . . . . . . . ... ... ...
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2.12

2.13

2.14

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

A figura indica um método simples de estimar t, pela intersec¢io de
duas retas de ajuste nas regioes de alta correlagdo linear nos regimes
de crescimento e estaciondrio. Extraidode [4]. . . . . . . ... .. ..
Evolugao temporal do desvio AW (L,t) para DB em d = 2, para os
tamanhos L = 512 (a) e L = 64 (b). O coeficiente linear da reta de
ajuste na regido de alta correlagdo linear é 1/7. O valor de T obtido
por ajuste linear direto é indicado para cada tamanho. . . . . . . ..
Expoentes efetivos z(L) versus L™ 7, obtidos da deposigao balistica em
d =2, com o = 1. Os pontos em (a) foram obtidos a partir de tempos
caracterfsticos Ty, calculados usando k = 0.6; os pontos em (b), usando

k=08 (BEq. 224). . . . o oo

Efeitos da tensdo superficial sobre h(x,t). Considere uma flutuacao de
altura com o perfil mostrado em (a); em (b), mostramos a contribuicao
vV2h correspondente & taxa de variacio da altura e, em (c), o perfil
resultante num instante posterior. O efeito do termo laplaciano é o
de reduzir a altura do ponto mais alto e redistribui-la pelos lados do
perfil, conservando a “massa” (drea sob a curva, em d = 2). Extraido
de [4]. .« . o o
No modelo DAR, as particulas depositadas segundo a regra DA po-
dem “relaxar” para os sitios vizinhos de menor altura. A relaxacio
de superficie cria correlagdes entre vizinhos e, eventualmente, leva a
saturagao da rugosidade. Extraidode [4]. . . . . . . .. ... .. ..
Depdsito DAR em d = 2 obtido pela deposigdo de 35000 particulas, em
um substrato de tamanho L = 100. Cada camada, identificada pelos
tons claro e escuro, indica a deposicao de 3500 particulas. O depdsito
DAR é compacto, e a interface é mais suave que a obtida por DB (Fig.
2.2). Extraidode [4]. . . . . . . ... o o
Efeitos do termo nao-linear sobre h(x,t). Considere uma flutuagio de
altura com o perfil em (a); em (b), mostramos a contribuigio do termo
(A/2)(Vh)? & Oh/Ot em z e, em (c), o perfil resultante num instante
posterior. O efeito do termo (Vh)? é o de reduzir a curvatura adi-
cionando “massa” aos lados do perfil, gerando excesso de velocidade.
Extraidode [4].. . . . . . ... L
Origem do termo nao-linear na Eq. KPZ. Descrever interfaces que
apresentam mecanismos de crescimento lateral foi a motivagao original
da adicdo do termo (Vh)? ao termo de tensdo superficial na equacio

de crescimento [38]. Extraido de [39]. . . . . .. .. ... ... ...
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4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

5.1

5.2

Graficos W wversus t para DAR-DA em d = 2. Em (a), L = 256 é
fixado, e p varia como p = 2°/100, com i = 0,---,6; em (b), p = 0.16
é fixado, e L varia como L = 27, com j = 5,---,10. Extraido de [59].
A reta mostrada em (b) tem coeficiente angular g =1/4. . . . . ..
Graficos W versus t para DB-DA. Em (a), L = 256 é fixado, e p varia
como p = 2°/100, com i =0, ---,6; em (b), p = 0.16 é fixado, e L varia
como L = 27 com j = 5,---,10. Extraido de [60]. A reta mostrada
em (b) tem coeficiente angular S =1/3. . . . ... ... ... ...
DBB em d = 2. A figura ilustra as posicoes de agregaciao A’, B’ de
um dimero (A) e uma particula (B). A deposi¢ao de um dimero gera
correlagoes entre vizinhos por um mecanismo andlogo a deposicao de
uma particula do tipo A na deposigao balistica (v. Fig 2.1). O modelo
DBB é um modelo competitivo entre a deposicao de dimeros, analoga
a deposigao balistica, e a deposi¢ao aleatdria, com parametro F'.
Variacdo da porosidade com F em d = 3. A linha sélida mostra o
ajuste logaritmico; pontos e linha tracejada, dados das simulagoes em
depésitos de tamanho 150%. Extraido de [64]. . . . . . . . ... ...
Seccao reta vertical de depdsitos DBB em d = 3, para (a) F = 1 e
(b) F = 0.20 em um substrato de volume 1282. A baixas porosidades,
os poros tém uma excentricidade grande na diregao vertical, mas a
conectividade lateral dos poros é muito mais baixa. . . . . . . . . ..
Area superficial e drea superficial por sitio, ou area superficial es-
pecifica para depdsitos DBB em d = 3. A Figs. mostram gréficos
de (a) drea superficial versus F' [66], e (b) drea superficial especifica

versus po [64]. A Fig. (b) foi obtida de depésitos de tamanho L = 150

Expoente dindmico z obtido como fung¢ao do parametro F' para o mo-
delo DBB em d = 3. A figura mostra um degrau, que Ref. [66] associa

a uma transicao de conectividade dos poros do depdsito. . . . . . . .

DBB em d =2 e d = 3. As figuras (a) e (b) mostram as familias de
curvas W (t) para F = 0.10 fixo e L = 64 fixo em d = 3; as figuras
(c) e (d), curvas W(t) para FF = 0.30 fixoe L =32 em d = 2. V.
comentdrios no texto. . . . . .. ..o oL
DBBemd=2ed=3. A figura (a) mostra um grafico log-log de Wyt
versus L para d = 2 e probabilidades F' = 0.10 (O), 0.20 (A) e 0.40
(O); a linha reta tem coeficiente angular 1/2. A figura (b) mostra
a mesma curva para d = 3; a linha reta mostrada nesta figura tem

coeficiente angular 0.36 (v. comentérios no texto). . . . . . .. ...
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5.3

5.4

5.5

5.6

5.7

5.8

5.9

DBBem d =2ed=3. A figura mostra os expoentes efetivos a(L, F')
versus L™> para o modelo DBB em d = 2 ¢ F = 0.10 fixo (0) e
para d = 3 e F = 0.08 fixo (A). O ajuste de minimos quadrados,
representado pelas linhas cheias, resulta a(F = 0.10) ~ 0.51 em d = 2
e a(F = 0.08) ~ 0.38 em d = 3. A corregao mais adequada & escala
do expoente « é A=05emd=2e3 (v. Eq. 5.2). . .. ......
Expoentes de rugosidade DBB em (a) d =2 e (b) d = 3. Os a(F) néo
diferem mais que as barras de erro dos valores KPZem d =2 (o = 1/2,
exato) e d = 3 (a & 0.38) para nenhum valor da probabilidade F'.
DBBem d =2ed = 3. A figura (a) mostra um grafico log-log de
T versus L para d = 2 e probabilidades F' = 0.06 (>>), 0.10 (O), 0.20
(A) € 0.40 (O); a linha reta tem coeficiente angular 3/2. A figura (b)
mostra a mesma curva para d = 3; a linha reta mostrada nesta figura
tem coeficiente angular 1.66 (v. comentérios no texto). Para calcular
Tk, usamos k=08 na Kq. 2.22. . . . . ... o000
DBB em d =2 ed = 3. A figura mostra expoentes efetivos z(L, F')
versus L™7, com o = 1, extrapolados para L — oo para o modelo
DBBemd=2e F =0.06 (V) fixoed=3e F =0.10 fixo (O); as
linhas cheias séo retas de minimos quadrados para os dois conjuntos de
pontos. O parametro k é escolhido de forma a minimizar as flutuagdes
de z(L, F) na regiao de scaling. Os pontos em d = 2 mostrados na
figura foram obtidos a partir de tempos caracteristicos 7, usando k =
0.9; os pontos em d =3, usando k=0.8. . . . .. ... .. ... ..
Expoentes dindmicos DBB em (a) d = 2 e (b) d = 3. Os z(F) néo
diferem mais que as barras de erro dos valores KPZ em d = 2 (z = 3/2,
exato) e d = 3 (z = 1.6) para qualquer valor da probabilidade F. . . .
Amplitude de escala da rugosidade DBB. A figura mostra A(L, F')
versus L™ para os valores F = 0.20 (O) e F = 0.40 (v) em d =
2,e F =020 (d)eF =040 (A) em d = 3, e retas de minimos
quadrados que ajustam os maiores valores de L. Os melhores ajustes
foram obtidos usando 2 = 05 emd =2e Q2 =08 em d = 3. Os
expoentes de rugosidade usados na extrapolagdo (¢« = 0.5em d =2 e
a = 0.37 em d = 3) foram obtidos na Sec. 5.1.1. . . . . . .. .. ...
Expoente § DBB. A figura mostra as extrapolagées dos expoentes efe-
tivos §(F) em d = 2 (a) e d = 3 (b); as linhas cheias sdo ajustes de
minimos quadrados para os 3 e 4 primeiros pontos (menores valores
de F') em (a) e (b), respectivamente. Pelo ajuste nas figuras, obtemos

d ~ 0.5 em ambas as dimensionalidades (v. texto). . . . .. ... ..
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5.10

5.11

5.12

5.13

6.1

6.2

6.3

Expoente y DBB. As figuras mostram as curvas log[B(L, F')] versus
log(F) a L fixo em (a) d =2 e (b) d = 3. A figura (a) mostra curvas
para os tamanhos L = 64 (O), 128 (A), 256 (O) e 512 (v); a figura
(b), para os tamanhos L = 64 (A), 128 (O), 256 (O) e 512 (v/). As
curvas se superpoem e, para maior clareza dos graficos, foram deslo-
cadas verticalmente umas das outras. As linhas retas tém coeficientes
angulares (a) —1 e (b) —1.10, e resultam do ajuste de minimos qua-
drados destas curvas (v. texto). Os valores de k que resultam nos
melhores ajustes sao k=08 emd=2¢e¢0.7<k <09 emd=3.
Velocidade de crescimento da altura média DBB em d = 2. A Figura
mostra curvas v(L, F') versus 1/L a F fixo para as probabilidades F' =
0.10 (v), F =0.08 (>>) e F = 0.06 (O). O coeficiente linear do ajuste
por reta na das curvas é igual & razdo G = DA\/v (Eq. 5.15).
Expoente § DBB. A figura mostra inclinagoes sucessivas ©(F') versus
F*°. O expoente ¢ é ajustado de forma a maximizar a correlacio linear
dos pontos na regiao de escala (Egs. 5.16 e 5.17). O melhor ajuste dos
pontos, indicado pela linha cheia na figura, resulta 8 = 0.53 £ 0.06,
come=105.. . . . .. L e
Distribui¢ées de rugosidade DBB. As figuras mostram graficos log-
linear de o Pr versus (w2 — (wz))/o em (a) d = 2, para o tamanho
L = 128 e probabilidades F' = 0.06 (A) e F = 0.10 (O), e em (b)
d = 3 para o tamanho L = 128 e probabilidades F = 0.06 (A) e
F = 0.20 (O). A linha cheia indica, nas duas figuras, a distribuicdo
reescalada de rugosidades do modelo RSOS. . . . . . . .. ... ...

Porosidade para DBB em d = 3. A figura mostra a porosidade p versus
F para o tamanho L = 256 e recobrimento fixo. Os pontos mostrados
nesta figura se ajustam bem a curva na Fig. 4.4. . . . . ... .. ..
Percolagao da fase porosa para DBB em d = 3. A figura mostra (a) a
probabilidade de percolagdo da fase porosa P versus F', para L = 256
fixo, e (b) P wersus a porosidade p para depdsitos DBB nos tamanho
L =25 (>), L=128 (O), L =64 (A) e L =32 (0O). Em (b),é
possivel ver que p. =~ 0.20 (F. =~ 0.04, na Fig. (a)) se L > 256. As
curvas em (a) e (b) sdo curvas de recobrimento fixo. . . . . ... ..
Porosidade DBB em d = 3. A figura mostra duas curvas de posidade
log p versus log F' para DBB nos tamanhos L = 256 (O) e L = 128
(A). O ajuste linear dos quatro primeiros pontos (menores valores de
F) dd £ = 0.503 + 0.003 (v. Eq. 6.1); o coeficiente angular da linha

cheia mostrada na figura é 1/2. . . . . . . .. ...
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6.4

6.5

6.6

Contagem de caixas de superficie BBD. As figuras mostram graficos
log-log de &rea de superficie reescalada N6?/L? wversus £/6 para (a)
F =0.10 e (b) F = 0.30. A partir do ajuste linear na regiao £/6 << 1
obtemos (a) Dy =2.95+0.04 e (b) Dy = 2.95+0.01; Em escalas mai-
ores que a altura média da interface (£/6 >> 1), a dimensionalidade
da superficie é 2+ 107, As linhas cheias indicam as retas de ajuste
nas regides £ << 6 e £ >> 0; nas duas figuras, L = 256, 0 < £ < 256 e
0<O <150, . . o v vt e e
Area de superficie DBB. A figura mostra curvas log-log de S(0)02/L?
versus 6 para F = 0.10 (A) e FF = 0.60 (O), e L = 256. Pelo ajuste
linear dos pontos, obtemos Dy = 2.94 £ 0.06 e Dy = 2.9979 =£ 0.0003,
respectivamente. . . . . . . . ..o Lo Lo oL L oo
Area de superficie DBB. A figura mostra curvas de S wversus F' para
0 = 100 fixo (A) e 8 = 150 fixo (), no tamanho L = 256. As curvas

S(F) a @ fixo ndo apresentam o maximo observado na Fig. 4.6, na Sec.
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Expoentes de escala §, y e -y, obtidos a partir de simulagdes dos modelos
DB-DA e DAR-DA. As linhas da tabela verificam a Eq. 4.8 bastante
satisfatoriamente. Dados extraidos de [61]. . . . . . .. .. ... ..
Coeficientes das equagdes de crescimento para os modelos DAR-DA
e DB-DA, obtidas por métodos de scaling (Refs. [59, 61, 62, 57] e
Secs. 4.3 e 4.2) e pela passagem ao limite das equagdes que descrevem
os processos microscépicos (Ref. [47] e Sec. 4.4). Pela Eq. 4.11,
obtemos D ~ 1 a partir da Eq. 4.14 em qualquer dimensao para
ambos os modelos. O limite de validade da teoria de escala exposta
na Sec. 4.2 é p — 0, e s6 podemos comparar os coeficientes obtidos
pelos dois métodos nesse limite. Os expoentes entre colchetes sao os
valores obtidos para d,y a partir das relagdes entre as amplitudes de
escala (definidas nas Eqs. 4.4 e 4.5) e dos coeficientes v, A (Egs. 4.13

e 4.15); estas relagbes estdo resumidas na segunda coluna. . . . . . .

Assimetria e curtose BBD em d = 3. Os valores de S e @ estdo de

acordo com seus valores KPZ esperados [78], S = 1.7 e Q = 5.4.
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