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Resumo

Por muitos anos acreditou-se que emaranhamento e violacao das desigual-
dades de Bell eram o mesmo aspecto peculiar da Mecanica Quéntica: nao locali-
dade. Hoje em dia sabe-se que essa equivaléncia ndo é completa, sendo valida ape-
nas para estados puros; ou seja, existem estados mistos emaranhados que ndo vio-
lam as desigualdades de Bell. Deste modo, € interessante analisar as propriedades
de estados que exibem essa diferenca para melhor entendé-la. Aqui apresenta-
mos esse estudo da relacdo entre emaranhamento e violagdo das desigualdades
de Bell em Transi¢des de Fase Quanticas. Mais especificamente, analisamos essa
relacdo para duas particulas em uma cadeia de spin—% unidimensional e infinita
descrita pelo modelo XXZ. Mostramos que as duas particulas ndo violam a de-
sigualdade de Bell-CHSH para nenhum valor da anisotropia, mesmo em regioes
onde estdo emaranhadas. Portanto, o emaranhamento relevante na Transi¢cao de
Fase Quantica € de um tipo “ndo trivial”’, uma vez que nado € revelado pela de-
sigualdade de Bell-CHSH. Também demonstramos que o estudo da desigualdade
de Bell-CHSH pode indicar nao s6 a transi¢ao de primeira ordem como a de or-
dem infinita, enquanto que a energia fundamental por particula e a concorréncia

indicam apenas a transi¢ao de primeira ordem.
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Abstract

For many years it was believed that entanglement and violation of the Bell
inequalities were the same peculiar aspect of Quantum Mechanics: non-locality.
Nowadays, it is known that this equivalence is not complete, being true only for
pure states; in other words, there are entangled mixed states that do not violate the
Bell inequalities. Thus it is interesting to analyze properties of states which exhibit
such difference, in order to better understand it. Here we present such a study
of the connection between entanglement and violation of the Bell inequalities in
Quantum Phase Transitions. More specifically, we analyze this relation for two
particles in an infinity one-dimensional spin—% chain described by the XXZ model.
We show that the two particles do not violate the Bell-CHSH inequality for any
value of anisotropy, even in regions where they are entangled. Therefore, the
entanglement that is relevant in Quantum Phase Transitions is “'not a trivial one”,
since it is not revealed by the Bell-CHSH inequality. We also demonstrate that
the study of the Bell-CHSH inequality can indicate not only the first order phase
transition as the infinity order one, while the fundamental energy per particle and

the concurrence can only indicate the first order phase transition.
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Capitulo 1

Introducao

O termo emaranhamento foi introduzido por Schrodinger em 1935 ao ana-
lisar o paradoxo EPR [1]], também publicado nesse ano. A partir dai surgiram
intensos debates filos6ficos sobre o que exatamente seria o emaranhamento. Foi
entdo que em 1964 John Bell [2] levou essas questdes ao laboratorio através das
famosas desigualdades de Bell, aumentando a sua importancia. Com isso as
buscas por um maior entendimento sobre o emaranhamento se intensificaram a
ponto de criar, na década de 90, as areas de Computagdo e Informagdo Quantica,
onde ele surge como um recurso em aplicacdes como: tele-transporte, criptografia
quantica, codificacdo super densa, entre outras. Atualmente muitas questdes sobre
o emaranhamento ainda nao estdo totalmente resolvidas e estudos sobre o0 mesmo
continuam ganhando cada vez mais espaco.

Estudos sobre o emaranhamento e as desigualdades de Bell revelaram que,
para estados puros, violar Bell era condicdo necessdria e suficiente para esses
estados estarem emaranhados ([3] para duas particulas e [4] para n particulas).
Posteriormente, com a defini¢cao de estados mistos emaranhados introduzida por
Werner [5]], foram identificados estados emaranhados que nao violavam Bell, su-

gerindo a existéncia de um tipo de emaranhamento “oculto” que nao pode ser



capturado pela desigualdade de Bell. Com isso, vem se desenvolvendo outras
desigualdades, conhecidas como desigualdades de Bell ou do tipo Bell, para tentar
fechar esse gap entre o emaranhamento e as desigualdades de Bell. Um exemplo
de algumas desigualdades do tipo Bell para dois qubit{] pode ser visto em [6].

Uma aplica¢do bem recente do emaranhamento € a sua utilizacdo como fer-
ramenta na determinagdo das Transi¢oes de Fase Quanticas. Estudos indicam
que seu comportamento mostra algumas particularidades nas transi¢des. Assim,
uma busca por medidas de emaranhamento capazes de identificar corretamente
Transi¢oes de Fase Quanticas se mostrou bastante interessante, principalmente a
partir de 2004 quando Wu e colaboradores [/] propuseram que a concorréncia e a
negatividade possuiam essa caracteristica.

Assim, 0s objetivos dessa dissertacao serdo: analisar o emaranhamento e uma
das desigualdades de Bell (a CHSH) e a relac@o entre elas em um modelo de
Matéria Condensada, mais especificamente uma cadeia unidimensional infinita de
spin—% descrita pelo modelo XXZ; e estudar essa relacdo do emaranhamento (que
ja vem sendo feita desde de 2002) e da desigualdade de Bell (que até onde sabemos
comegou com [8] em 2010) com Transi¢des de Fase Quanticas no modelo.

Portanto, essa dissertacao estd dividida em: No Capitulo 2 fazemos uma dis-
cussao sobre o paradoxo EPR seguido da defini¢do atual de emaranhamento, a-
presentando alguns indicadores e quantificadores do mesmo; também introdu-
zimos as desigualdades de Bell e suas hipdteses: o realismo e a localidade. No
Capitulo 3 faremos uma breve revisao sobre Transi¢ao de Fase, Transi¢ao de Fase
Quantica e Quebra Espontanea de Simetria seguido de uma discussdo mais de-
talhada da relacdo entre emaranhamento e Transicoes de Fase Quanticas. No
Capitulo 4 falaremos do modelo XXZ unidimensional no limite termodinamico,

de suas simetrias e da solucdo do modelo, que € a energia fundamental por particu-

'Qubits - bit quantico, i.e., vetor de estado de um sistema de dois niveis na mecanica quantica.



la, as funcdes de correlacdo entre duas particulas, as magnetizagdes, a concorrén-
cia, e o que chamamos de medida de Bell. No Capitulo 5 mostraremos que o mo-
delo XXZ, olhando para apenas duas particulas, nao viola Bell-CHSH mesmo em
regides onde estd emaranhado, e que a medida de Bell pode indicar as transicoes
de fase desse modelo. No Capitulo 6 concluimos e apresentamos perspectivas fu-
turas. Por fim no Apéndice A temos o estado de Wernelﬂ e no Apéndice B temos

as expressoes das fungdes de correlacdo de duas particulas do modelo XXZ.

20 estado de Werner é um estado que varia em fungdo de um certo parametro, sendo que para
alguns valores desse pardmetro ele estd emaranhado mas ndo viola Bell.



Capitulo 2

Fundamentos da Mecanica Quantica

Toda essa discussdo sobre emaranhamento e nao localidade surgiu em 1935
quando A. Einstein, B. Podolski e N. Rosen, em seu trabalho [1] (conhecido como
paradoxo EPR, ou EPR), propuseram que uma teoria fisica completa deveria sa-
tisfazer duas condigdes:

1) cada elemento de realidade deveria estar na teoria;

ii) se, sem perturbar o sistema, € possivel predizer com certeza o valor de uma
grandeza fisica, entdo existe um elemento de realidade associado a essa grandeza.
Assumindo haver localidade no sistema, eles concluiram que:

1) a descricdo de realidade dada pela fun¢do de onda na mecanica quantica nao
€ completa; ou

i1) os observaveis das partes em questao ndo podem ter realidades simultaneas.

A ideia deles, na versao de Bohm [9], foi a seguinte: Dado o estado singleto

de duas particulas de spin—%, onde enviamos uma para Alice e a outra para Bob

0)a[1)5 — [1)4[0)5

|15) = 7 :

2.1)

sabemos que uma medida de o, feita nesse estado por Alice ou Bob resulta em +1



(autoestado |0)) com probabilidade 3, ou —1 (autoestado |1)) com probabilidade
%. Portanto, ndo conseguimos predizer o valor de o, de nenhuma das particulas
sem realizar a medida, assim perturbando o sistema.

Porém se Alice fizer uma medida de o, na sua particula e obtiver +1 (—1)
ela imediatamente saberd, com certeza, que se Bob fizer uma medida de o, em
sua particula encontrard —1 (41), e analogamente para Bob. Ou seja, esse estado
contém uma forte correlacdo entre as particulas de Alice e Bob e apds Alice re-
alizar uma medida de o, ela consegue atribuir um elemento de realidade para o,
da particula do Bob.

Como o estado singleto, Eq. (2.1), é perfeitamente anti-correlacionado as me-
didas de Alice e Bob terdo valores opostos opostas em qualquer direcdo, ou seja,
se Alice medir +1 em uma certa direcdo Bob medird —1 nessa mesma direcao.

Assim a Eq. (2.1) passa a ser escrita, a menos de uma fase global, como [[10]]

10)4i[ D) i = [1) 4:[0) s

|15) = 7 :

(2.2)

de modo que 0;|0); = +|0); e 0;]|1); = —|1); parai = {x,y, z}.

Logo, se Alice fizer medidas das outras componentes de spin, o,, € oy, ela con-
seguird atribuir elementos de realidade para essas medidas da particula de Bob.
Mas, segundo a mecanica quantica, o, € o, ndo tem valor bem definido quando
o, € bem definido, entdo Alice ndo poderia atribuir elementos de realidade simul-
taneamente para o,, 0, € 0, da particula de Bob. Portanto concluiriamos, desse
paradoxo entre a mecanica quantica e os elementos de realidade, que a mecanica
quantica € uma teoria incompleta. Esse € o paradoxo EPR.

O paradoxo EPR descreve um fendomeno da Mecanica Quantica que € co-
nhecido como emaranhamento. Este conceito ganha mais importancia em 1964
quando John Bell [2] desenvolve as desigualdades de Bell e o emaranhamento

consegue ser visto experimentalmente. No entanto, ele s6 recebe a aten¢do da co-



munidade da fisica quando passa a ser utilizado como um recurso, sendo ampla-
mente estudado com a criagdo das dreas de Computagdo e Informacao Quantica.
Assim, tomando essa questdo discutida no paradoxo EPR como ponto de par-
tida para esse capitulo, vamos discutir um pouco sobre o emaranhamento, citando
algumas maneiras de medi-lo e quantifica-lo, e sobre as desigualdades de Bell e

suas hipéteses: localidade e realismo.

2.1 Emaranhamento

O termo emaranhamento foi introduzido em 1935 por E. Schrédinger como
sendo uma “acdo fantasmagorica a distancia”, que surge ao analisar o paradoxo
EPR e se questionar: como medidas em uma particula podem influenciar a outra se
elas estdo suficientemente distantes a ponto de nao haver interacdo? Essa questao
introdutdria gerou bastante discussdo, até que, pouco antes dos anos 90, o emara-
nhamento passa a ser visto como um recurso que acabou dando inicio, nos anos
90, as dreas de Computacao Quantica e Informacao Quantica.

Essa “acdo fantasmagorica a distancia” gera correlagdes ndo locais que nao
podem ser explicadas classicamente, por isso dizemos que sao correlagdes “mais
fortes” que as classicas.

Mas como tratar essa questdo de forma mais pratica? Para isso vamos a
definicdo matemdtica de emaranhamento:

Um estado puro de N particulas € dito separdvel quando pode ser escrito como

V) = |[Y4) ® [B) @ ... @ [thn). (2.3)

Portanto, um estado puro emaranhado € um estado puro ndo separavel.
Posteriormente o conceito de emaranhamento evoluiu, se estendendo a es-

tados mistos quando R. F. Werner [35] deu sua contribui¢do. Para Werner um

6



estado misto separdvel, ou classicamente correlacionado, € aquele que pode ser

produzido por Operagdes Locais e Comunicagdo Classica (LOC
p= poy @0 @..@pY, 2.4)
k

que é uma combinagdo convexa dos subsistemas, onde 0 < p, < le >’ e Pr =1
E, como para estados puros, um estado misto emaranhado é um estado misto ndao
separavel.

Uma LOCC € uma operacao que gera correlacio cldssica por ser realizada
comunicacao classica entre as partes que estao criando seus estados. Um exemplo
de como entender melhor essa operacdo € o seguinte: Alice e Bob utilizam o
resultado do sorteio de uma moeda para combinar uma estratégia de como gerar
o estado global. Por exemplo, se der cara com probabilidade p eles preparam os
estados p’; € pf; e comunicam o resultado do sorteio da moeda, € se der coroa com
probabilidade 1 — p eles preparam os estados p, € p; € comunicam o resultado
do sorteio da moeda. Assim, o estado global, agora classicamente correlacionado,

sera

p=ppi®ph+(1—ppx® pp. (2.5)

E importante mencionar que uma LOCC ndo € capaz de criar emaranhamento,
ela s6 mantém ou destréi o emaranhamento do sistema. Outra caracteristica que
é importante mencionar é que se tivermos p; = 1 e prx; = 0 na Eq. (2.4), ela se

torna

p=pa®pp®..Q pnN, (2.6)

que € um estado misto separdvel que nao possui correlacio nenhuma entre seus

subsistemas.

'Do inglés Local Operation and Classical Communication.



O emaranhamento possui vdrias aplicagcdes como codificacdo super densa,
criptografia quantica, teletransporte, entre outras. Uma outra aplicacao mais re-
cente do emaranhamento esta em matéria condensada, onde ele € aplicado no
estudo de Transicoes de Fase Quantica, que serd um dos objetos de estudo desse
trabalho. Assim, estudos sobre o mesmo vém crescendo a medida que ele se

mostra um recurso cada vez mais util.

2.1.1 Detectando estados emaranhados

Dado um estado quéntico geral, a pergunta se ha ou ndo emaranhamento esta,
geralmente, longe de ter uma resposta trivial. Em outras palavras, saber se estados
gerais podem ser escritos como a Eq. ou como a Eq. ndo é uma tarefa
facil, mesmo para os melhores computadores que dispomos no momento. Isso se
deve ao fato de existirem diversas maneiras possiveis de se escrever um estado em
diferentes bases, e para saber se um estado € separdvel temos que testar todas as
maneiras possiveis.

Sendo assim, a busca por métodos para tentar resolver esta questdo é um dos
objetivos da teoria do emaranhamento. Nesta subsecdo apresentaremos dois dos
critérios mais discutidos na literatura até entdo, e na seguinte discutiremos como

quantifici-los.

Decomposicao de Schmidt

O primeiro critério serd a decomposi¢ao de Schmidt [[11]], que € uma ferra-
menta bastante poderosa para descobrir se um estado puro € separavel ou nao.
Considere um estado puro |¢)) e divida em duas partes A e B ([¢)) € H =
Ha® Hp)
) =D comltim)5), 2.7)

mn



onde |7}) e |¢)2) sdo ortonormais e c,,,, sdo elementos de uma matriz complexa

C'. Usando a decomposi¢do em valores singulares obtemos
C=UAVT, (2.8)

onde U é uma matriz unitaria quadrada, A € uma matriz retangular com elementos
diferentes de zero na diagonal e IV também € uma matriz unitdria quadrada, mas

com dimensio diferente de U. Com isso temos

Z Zumk)\kwnk W WB Zkkk ZumkWA Zvnka

mn

onde | = min[dim(H 4),dim(Hp)]. Definimos os estados [d7) = > | d)
e o) = >, varlP), e M. = Ak, e enfim encontramos a decomposi¢do de

Schmidt z
Y) =3 Meloi) o). (2.9)
k

Os coeficientes )\, sao chamados de coeficientes de Schmidt e a quantidade de
coeficientes A\, ndo-nulos necessarios para decompor [¢)), denotado por #X\, é
chamado de niimero de Schmidt. A seguir mostraremos que [¢)) é separdvel se e
somente se #\; = 1 [[11,12], deixando o emaranhamento codificado nos Ay.

Teorema: Um estado puro |¢)) é separdvel se e somente se as matrizes densi-

dade reduzidas

pas) = Trpy([)(¥]) (2.10)

correspondem a estados puros, isso €, se Tr(pi‘( B)) =1.

Prova: Usando a decomposi¢ao de Schmidt, Eq. (2.9)), temos

l
(W= MAploid o) (ol (. (2.11)

kK



Assim temos

l
pae) = D Il D)6, P (2.12)
k

l

P = Ialor Py (g, P (2.13)
k

Sabendo que toda matriz densidade tem que ter traco igual a um, entdo tirando o

trago da Eq. 1) temos que Z; |Ax|? = 1. Tirando o trago da Eq. ll temos

l
Tr(p) =Tr(py) = > Il (2.14)
k

l ! 2 l !
Z!Akl4=<Z|Akl2) = CINPINE =) INPINE @15)

k k J#k J#k
onde Tr(pi(B)) = 1 se e somente se \; = 1 e A\ = 0, ou seja, se #\, = 1.
Concluindo assim que |¢) é separdvel se e somente se #\, = 1. O
A decomposi¢do de Schmidt s6 consegue detectar a existéncia de emaran-
hamento para estados puros. Mas como detectar emaranhamento em estados mis-

tos? Para responder a essa pergunta vamos ao critério seguinte.

Critério PPT

O critério PPTE], que em portugues significa Transposta Parcial Positiva, de-
senvolvido por A. Peres [13]], serve para indicar se um estado misto é separavel
ou ndo. Ele consiste em realizar a transposta parcial de um estado misto e se o
estado resultante for positivo dizemos que ele é PPT. Para dimensdes 2®2e 2® 3
pode-se provar [[14] que o estado ser PPT é condi¢do necessdria e suficiente para

que ele seja separdvel, enquanto que para outras dimensdes o estado ser PPT é

Do inglés Positive Partial Transpose

10



apenas condigdo necessériaf’} Vamos ao critério, ilustrado em [15]:

Dado um estado

p—ZAlk ij) (K, (2.16)

ijkl

definimos sua transposta parcial em A

o=pt= Z)\ | kg) (il (2.17)
ijkl
Com isso Peres mostrou, através de um exemplo, que para o estado ser separavel
€ necessario que ele seja PPT. No entanto, isso s6 € necessdrio e suficiente para
dimensodes 2 ® 2 e 2 ® 3, como dito antes.

A prova desse critério, dada pelos Horodecki’s [[14, 12], vem do fato da trans-
posta parcial ser um mapa positivo, mas nao completamente positivo. Assim eles
provaram que o estado € separavel se ele se mantém positivo sob acao de todos os
mapas completamente positivos. E provaram que para dimensdes 2 ® 2 e 2 ® 3
todos 0s mapas positivos podem ser construidos por combina¢des de mapas com-

pletamente positivos e a transposicao parcial.

2.1.2 Quantificando emaranhamento

Nesta secao apresentaremos duas formas de quantificar o emaranhamento con-
tido nos estados: uma conhecida como operacional e a outra como axiomadtica; e
duas medidas que sdo capazes de quantificar o emaranhamento, tanto de forma
operacional quanto axiomaética.

As discussoes a seguir podem ser vistas em [12} 15 16].

3Se o estado for PPT e emaranhado, chamamos este de ’bound entanglement”(emaranhamento
preso).
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Quantificacao operacional

Uma forma de quantificar emaranhamento é estabelecer sua utilizagdo como
um recurso que ndo pode ser obtido por LOCC; por exemplo, violar a desigual-
dade de Bell-CHSH ou realizar teletransporte com fidelidade 1. Nesse caso esco-
lhemos um estado como nosso padrao para medir emaranhamento. Em geral uti-
lizamos o singleto como unidade maxima de emaranhamento (1 ebiﬂ, ou padrdo,
pois ele realiza essas tarefas de maneira 6tima. Assim, com a definicdo do nosso
ebit podemos definir o que chamamos de emaranhamento de custo e emara-
nhamento destildvel.

O emaranhamento de custo quantifica quantos pares de singletos devem ser
compartilhados entre duas partes para que outro estado p4p possa ser produzido
utilizando apenas LOCC, indicando o custo em ebit necessario para produzir pg.
Entdo se tivermos um mapa A pcc que leve m pares singletos em n pares do
estado p4p concluirfamos que o emaranhamento de pag é E(pap) = %ebits. No
entanto, pode haver outro mapa A, que obtenha a transformacio desejada a
um custo menor. Assim, o emaranhamento de custo Ec(pap) é definido no limite
em que infinitos estados (limite assintotico) pap sdo produzidos utilizando um

ArLoce que minimiza E(pap), i.e.

Ec(pap) = inf lim ﬁebz'ts. (2.18)

Arocc m—oo M

O emaranhamento destildvel toma a rota inversa de E¢: queremos saber
quantos pares de singletos podem ser extraidos (destilados) de n pares do estado

pap (novamente no limite assintdtico), usando somente LOCC. Entdo o emara-

“Do inglés entanglement bit - bit de emaranhamento.
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nhamento que pode ser destilado de pap é
Ep(pag) = sup lim T, (2.19)

caso m pares EPR possam obtidos por LOCC.

Com isso temos uma forma de quantificar o emaranhamento existente em um
estado p, dada por Ec(p), e uma quantidade que indica quanto desse emara-
nhamento pode ser extraido desse estado, dada por Ep(p). E entdo nos pergun-
tamos se essas quantidades sdo iguais, ou seja, se todo o emaranhamento contido
no estado pode ser extraido. Curiosamente existem estados que possuem emaran-
hamento que ndo podem ser destilados, conhecido como “bound entanglement”

(citado em Critério PPT), ou seja, Ec > Ep.

Quantificacao axiomatica

Uma outra forma de definir um quantificador de emaranhamento € listar uma
série de condicdes que tal fun¢do deva ter. Portanto, um bom quantificador de
emaranhamento precisa ter as seguintes caracteristicas:

1) Se p é separével, entdo F(p) = 0.

P 1Al o
2) Normalizagdo: O emaranhamento do estado |¢)) = 7 > im0 | j> %ﬂ

E(|v)(¢]) = logd. (2.20)

3) Nao-crescente por LOCC: Seja Apocc uma operagdo realizada por LOCC,

entao

E(Aroce(p)) < E(p). (2.21)

Estado maximamente emaranhado.
6Se definirmos o logaritmo na base d (dimensao do espago de Hilbert dos subsistemas), teremos

que E([¢)(¢]) = 1.
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4) Continuidade: F deve ser uma fungdo continua de p, i.e.
E(p) — E(c) = Opara||p—o|] — 0. (2.22)

5) Aditividade parcial : n cdpias idénticas do estado p contém n vezes o
emaranhamento de p,

E(p®") = nE(p). (2.23)

6) Subaditividade: Para sistemas independentes, p e o, dizemos que o sistema

global € descrito por p ® o e os quantificadores £/ devem obedecer:
E(p®o) < E(p)+ E(0). (2.24)

7) Convexidade: E deve ser uma fun¢do convexa no espaco dos operadores,

ie.
E (Zm-) <Y piB(ps), (2.25)

ondep; >0e) .p;=1.

A condic¢do 1 € a exig€ncia natural que apenas estados ndo-separaveis possuam
alguma quantidade de emaranhamento. A condicdo 2 € uma normalizacdo conve-
niente, que escolhe como “unidade de emaranhamento” um estado maximamente
emaranhado, e define este como a quantidade de emaranhamento presente no es-
tado singleto. A condi¢do 3 é fundamental porque nao podemos criar emaran-
hamento usando LOCC. A condicao 4 é desejavel, pois como usualmente acontece
em fisica, as grandezas nao podem ser conhecidas com precisao arbitraria. Visto
de outra forma, quer-se que operagdes infinitesimais gerem, ou destruam, quanti-
dade infinitesimais de emaranhamento. A condi¢do 5 pede apenas que n cOpias
independentes de um estado p tenham n vezes a quantidade de emaranhamento

de cada copia. A condicdo seguinte, 6, diz que, para estados diferentes, p e o,
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a aditividade pode ser relaxada, podendo haver menos emaranhamento em ter os
dois estados do que em cada um deles, separadamente. A ultima condig¢do, 7, é
compativel com a nocdo de que combinag¢des convexas possuem grau de pureza
menor que seus estados extremais (ver entropia de von Neumann), levando a perda
do emaranhamento em média.

Tendo visto as duas formas de se definir fun¢des quantifiquem emaranhamento,

vamos a elas:

Entropia de von Neumann

Como visto anteriormente no texto sobre decomposicao de Schmidt, caso um
sistema puro de duas partes tenha seus estados reduzidos mistos, necessariamente
ha emaranhamento entre suas partes. Nesse caso temos um estado global puro,
onde temos conhecimento completo sobre o sistema, mas possuimos somente
conhecimento parcial dos subsistemas p4 € pg. Logo um bom quantificador dessa
ignorancia sobre as partes deve estar relacionado ao grau de emaranhamento. Um
bom quantificador de ignorancia € a entropia de von Neumann (andlogo quantico
da entropia de Shannon).

A entropia de von Neumann ndo apenas possui uma motivacdo que é bem
apropriada como também obedece aos critérios de quantificacdo axiomadtica des-
critos anteriormente, sendo isto suficiente para tornd-la um quantificador de ema-
ranhamento.

Dado [¢)) € H = Ha ® Hp, a entropia de von Neumann para os estados
reduzidos de [¢) (Eq. (2.10)) é definida como

Sa) =Tr(pa)logpas))- (2.26)

Sejam {wlA(B), ...,w;?(B)} os autovalores de p4(p), a Eq. |j pode ser re-
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escrita como

Z wi® log w®) (2.27)

Mas como vimos no texto sobre decomposi¢ao de Schmidt, os autovalores das
matrizes reduzidas de um estado puro |¢)) de duas partes sdo iguais aos médulos

A(B)

quadrados dos coeficientes de Schmidt, ou seja, w, = w, = \)\k|2. Assim

temos que a entropia de von Neumann dos subsistemas sdo iguais, i.e.
d
Sa=Sp=25=) wloguw, (2.28)
k=1

que varia de 0, para A(B) puro, a logd, para A(B) do tipo Eq. (que sdo
maximamente mistos, ou maximamente desconhecidos).

Além de obedecer aos critérios de quantificacdo axiomatica, a entropia de von
Neumann também possui uma interpretagdo operacional como quantificador. O
valor da entropia de von Neumann de uma das partes do singleto € S(|S)) = log 2;
de modo que se definirmos a base do logaritmo como 2 teremos S(|S)) = 1, clas-
sificando o singleto como maximamente emaranhado, como no emaranhamento
de custo. E se tentarmos converter n cépias de um estado |¢)) em m cOpias de um

estado |¢), no limite assintdtico de n — oo, $6 conseguimos seﬂ

S([¥)) =2 mS(|9)). (2.29)

Caso haja uma igualdade em Eq. (2.29)), este processo pode ser reversivel.

Note que a entropia de von Neumann s6 é capaz de quantificar o emara-
nhamento entre duas partes de um estado global puro. Isto porque se o estado
global ndo for puro nés nao teremos conhecimento total do estado global e essa

ignorancia pode ser transmitida para os subsistemas, de modo que essa ignorancia

"Lembrando que S([¢)®") = nS(|1)), condigdo 5 da quantificagdo axiomdtica.
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dos subsistemas nao necessariamente esteja ligada ao emaranhamento entre os
mesmos.

Desta forma concluimos que para quantificar o emaranhamento de um estado
puro composto por duas partes basta calcular a entropia de von Neumann de um
dos subsistemas. Mas como quantificar o emaranhamento de estados mistos? Va-

mos a resposta:

Emaranhamento de formacao e concorréncia

O emaranhamento de formagdo, como o préprio nome sugere, seria 0 emara-
nhamento necessario para construir estados quanticos. Qualquer estado quantico

pode ser escrito como uma soma convexa de estados puros, i.e.
p= Z]%’Wﬁ(@bi\, (2.30)

onde {p;} é uma distribui¢do de probabilidades. Entdo podemos calcular o emara-
nhamento de cada estado puro dessa decomposi¢do de p e tomar a média destes
emaranhamentos, a partir de /' (entropia de emaranhamento), dada pelas proba-
bilidades {p;}:

E({pi, [¥)}) = piEr(t). (2.31)

Um estado pode ser escrito como diferentes combinacdes de estados puros
e diferentes distribui¢des de probabilidades Eq. (2.30), de modo que diferentes
distribuicdes {p;} e estados |¢;) geram diferentes valores na Eq. (2.31)). Entdo o
emaranhamento de formacio fica definido como a minimizagio de £ sobre todas

as possiveis escolhas {p;, [1;) }:

Er(p) = {piiﬁpfm E({pi, |vi)}) (2.32)
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Hayden e colaboradores [17] mostraram que a versao regularizada de Er é
igual ao custo de emaranhamento, ou seja

Er(p®n
lim —F('O )

n—00 n

= Eo(p), (2.33)

0 que mostra que E'r tem o significado operacional de quantificar o emara-nhamento
existente em p.

No entanto, o processo de minimizacdo envolvido em sua definicdo torna o
célculo de £y invidvel na maioria dos casos. Foi entdo que Hill e Wootters [[18]
(para estados de 2 qubits de posto 2) e posteriormente Wootters [19] (para qual-
quer estado de 2 qubits) definiram uma func¢do, conhecida como concorréncia,
para auxiliar nesse célculo.

A concorréncia € definida a partir da inversdao temporal do estado, que para

dois qubits acaba sendo apenas a transformacdo de “’spin flip”
p=(o,®0y)p (0, ®0y), (2.34)

onde p* é o complexo conjugado de p. Assim a concorréncia fica definida como

Cp) =maz {0,/ N = VA = VA5 = Vi) (2.35)

onde \; > Ay > A3 > )4 sdo os autovalores de pp.
Entdo, com o auxilio da concorréncia, E'r passa a ter a expressdo analitica,

para estados de dois qubits, que é:

1 1

Er(p) = Hy (5 +3 1 - C2(P)) ; (2.36)

onde Hy(x) = —zlogz — (1 — x)log(1 — x), assumindo que 0log 0 = 0.

E importante mencionar que a concorréncia nao ¢ uma medida de emara-
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nhamento, ela é apenas uma fun¢ao que nos auxilia no cdlculo do emaranhamento
de formagdo (sendo esta a funcdo que mede e quantifica emaranhamento). Mas
como Er(C(p)) é monotonicamente crescente para 0 < C'(p) < le Er(0) =0e

Er(1) =1 a concorréncia acaba sendo usada como um quantificador.

2.2 Desigualdades de Bell

Ap6s EPR questionarem a completeza da Mecanica Quantica e D. Bohm de-
senvolver a ideia de uma teoria de varidveis ocultasﬂ para completa-la [20, 211,
foi a vez de J. S. Bell [2] dar a sua contribui¢do. Bell criou uma desigualdade
que toda teoria local e realista deve obedecer, e que pode ser testada experimen-
talmente. Assim, a questdo deixa de ser apenas filosdfica e passa a ser objetiva,
podendo ser discutida com resultados experimentais.

Bell se baseou em duas hipdteses que sdo bem intuitivas, pelo menos cldssica-
mente, e que estavam sendo amplamente discutidas, que seriam: dado um sistema
composto existem elementos de realidade atribuidos a cada observavel (varidveis
ocultas) e os subsistemas interagem de forma local. Assim ele criou uma desigual-
dade, baseada em correlacdes entre os subsistemas, que deve ser obedecida. Se
essa desigualdade for violada podemos concluir que uma das duas, ou as duas,
hipdteses nao € valida, no caso realismo ou localidade.

Posteriormente foram criadas vérias outras desigualdades para testar essas
duas hipoteses, e todas elas sdo conhecidas como desigualdades tipo Bell.

J4 se sabe que existem relagdes entre as desigualdades de Bell e o emaran-
hamento, que seriam: o estado ser separdavel € condicdo suficiente para que ele

ndo viole Bell, sendo condi¢c@o necessdria e suficiente apenas para estados puros.

8 A ideia por traz das varidveis ocultas é argumentar que a mecnica quintica parece niio ser
completa porque ndo estamos considerando algumas varidveis que estariam ocultas (dai o nome)
nas teorias. Assim, gragas a essas varidveis, os elementos de realidades poderiam ser representados
nas teorias.
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Esses estados mistos emaranhados que nao violam Bell sdo bem intrigantes
e inesperados, uma vez que esses dois conceitos sdo equivalentes para estados
puros. A fim de unificar esses dois conceitos para estados mistos, tem-se estudado
vérias outras desigualdades para descobrir se alguma delas € violada, e conse-
quentemente eliminaria esse gap entre esses conceitos. No Apéndice A temos o
exemplo de um estado com essas caracteristicas, que € o famoso estado de Werner.

A seguir vamos discutir um pouco sobre essas duas hipéteses fundamentais
das desigualdades de Bell, que sdo o realismo e a localidade, e falar sobre a de-

sigualdade CHSH que ¢ amplamente utilizada, inclusive neste trabalho.

2.2.1 Realismo e Localidade

Imaginemos o seguinte cendrio: Uma fonte envia uma particula para Bob e
outra para Alice, estando ambos suficientemente distantes um do outro e da fonte.
Assim, para testar se esse sistema exibird localidade Alice utilizard um aparato
onde ela podera realizar uma operagao X e com isso obter o resultado a, e Bob
usard um aparato com as mesmas propriedades onde realizard a operacdo Y com
resultado b, onde vamos supor que essa particulas estdo correlacionadas e que
essa correlacdo vem de uma varidvel oculta A comum as particulas (i.e., possui
realismo) que gera estratégiaf] para correlaciond-las.

Seja P(a|X \) a probabilidade de Alice obter o resultado a ao realizar a opera-
¢do X dado a estratégia A\ e P(b|X \) a probabilidade de Bob obter o resultado b
ao realizar a opera¢do Y dado a mesma estratégia \. Como eles estdo suficien-
temente distantes um do outro, operacdes feitas por Alice em sua particula ndo
devem afetar a particula de Bob, e vice-versa, i.e., probabilidades independentes

sao fatordveis. Assim, se cada estratégia A for utilizada com peso P(\), ao somar

9Uma possivel estratégia da fonte poderia ser, por exemplo: a fonte joga uma moeda e se der
cara ele gera um estado singleto, se der coroa ele gera um estado separdvel.
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sobre todas as estratégias possiveis teriamos que a probabilidade de Alice obter
o resultado a ao realizar a operacdo X e Bob obter o resultado b ao realizar a

operacdo Y seria

Pp(ab|XY) =) P(N)P(a|X\)P(b|Y)). (2.37)
A
Ou seja, ao dizermos que operacdes feitas por Alice nao afetam Bob estamos
assumindo que esse sistema ¢é local. Se ndo pudermos escrever P(ab|XY) =
Pr(ab|XY") o sistema € ndo local.
Indo um pouco além, se o sistema é local para qualquer a, b, X, Y, entdo uma

desigualdade de Bell geral [22, 23] € definida como

Bell = CxY P (ablXY) < Ky, (2.38)
abXy
ou seja, temos um limite para uma configuracao de correlacdes locais. Como a de-
sigualdade da Eq. € baseada em argumentos locais, assumindo o realismo,
se ela for violada o sistema serd nao local ou nao realista.

Portanto, cada desigualdade fica definida pelas constantes C:3Y e K, onde
K, surge em fungio dos CXY ao maximizarmos o lado esquerdo da Eq. .
Classicamente toda teoria € local: dois corpos suficientemente distantes um do
outro, de modo a nao haver interacdo entre eles, ndo interferem em nada um no
outro; e realista: existem elementos de realidade nas teorias, isto é, podemos, por
exemplo, medir a posi¢ao de uma particula (classica) sem perturbar o sistema. Ja
que toda teoria cldssica ndo viola a Eq. (2.38)), surge a pergunta: que teoria é capaz
de violar a Eq. (2.38)? Mas antes de responder essa pergunta, vamos ver como a
mecanica quantica, que € uma teoria dita incompleta (EPR [1]]), se encaixa nassa
discussao.

Na mecanica quéntica a probabilidade de um resultado a ser obtido ao re-
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alizar a operagio X € dada pelo operador de medida M:* como sendo P(a|X) =

(MX) =Tr(MZXp). Assim a probabilidade P(ab|XY) serd
P(ab|XY) = Tr(MX @ M) p). (2.39)

Esses operadores de medida podem ser reescritos como observaveis: Ax (By),
observdveis de Alice (Bob) ao realizar a operacido X (V).

Entdo, respondendo a questao acima, ja se sabe que existem sistemas descrito
pela mecanica quantica que violam alguma(s) desigualdade(s) de Bell, um exem-
plo € o proprio singleto estudado no paradoxo EPR. Com isso a relagdo estabele-
cida entre as desigualdades de Bell e a mecanica quantica é:

a) Estados separdveis sao locais (nao violam Bell).

Substituindo p =), pkpA) ® pB na Eq temos

P(ab|XY) = Tr (Mj( ® M) (ZW;) ® p(k)>>

k

P(ab|XY) =3 p, (Tr (Mjf p(j))) (Tr (MZ}/ pg:>)) . (2.40)
k
Comparando a Eq. (2.40) com a Eq. (2.37)) temos

P(ab|XY) = Zpkp a| Xk)P(b|Xk) = Pp(ab|XY), (2.41)

ou seja, é local.

b) Estados puros emaranhados sao ndo locais (violam Bell).
Esse resultado foi demonstrado primeiramente pelo Gisin [3], para duas particulas,
e posteriormente pelo Popescu [4]], para n particulas.

c¢) Estados mistos emaranhados nem sempre sdo ndo locais (nem sempre vio-

lam Bell).
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Seguindo a ideia dos estados puros, esperdvamos que os estados mistos emara-
nhados também fossem nao locais. Porém, Werner mostrou que existem estados
(os famosos estados de Werner, Apéndice A) que podem ser emaranhados mas nao
violar a desigualdade CHSH (que é uma desigualdade de Bell que serd discutida
a seguir), ou seja, a principio seriam locais.

Essas discussdes podem ser vistas em [24, 25]].

2.2.2 Desigualdade CHSH

A desigualdade CHSH (Clauser, Horne, Shimony e Holt) é um tipo de de-
sigualdade de Bel][lf] que é bem parecida com a prépria desigualdade que Bell
criou, a diferenca mais relevante € que a CHSH ¢é mais fécil de ser testada experi-
mentalmente.

A desigualdade CHSH € um caso particular da Eq. emque {a,b, X, Y} =
{0,1}, a(b) = 0 significa medir +1 e a(b) = 1 significa medir —1, escolhemos
CXY = (—1)aTt+XY 2] e a0 maximizarmos o lado esquerdo dessa equagdo en-
contramos K = 2. Fazendo a ligacdo com a mecénica quantica os observaveis
a serem medidos no laboratdrio, como dito antes, podem ser reescritos em funcao
dos operadores de medida, para medidas dicotdmicas, como Ax = MOX — M1X e
By = M} — MY [23].

Nessa desigualdade utilizamos um sistema de duas particulas de spin—% em
que mandamos uma para Alice e a outra para Bob, onde ambos estdo suficiente-
mente distantes um do outro e da fonte. Ilustrando esse problema em func¢ao dos
observaveis, cada um escolhe duas direcodes a; e l;j e medem, simultaneamente e

independentemente, os observaveis A; = a,.0 ¢ B; = b;.0 (¢ = (0%, 0Y,0%)).

10A tnica desigualdade de Bell que usamos nesse trabalho foi a CHSH, entio toda vez que
surgir o termo desigualdade de Bell entende-se como desigualdade CHSH.
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Entdo, chegamos a defini¢ao do operador de Bell, que é:
Bonsy = A1 @ By + Ay @ By + Ay ® By — Ay @ B, (2.42)

onde a desigualdade sera

[(Benrsm)| < 2, (2.43)

de modo que se ela for violada teremos que abrir mao do realismo ou da locali-
dade.

Outra caracteristica importante da CHSH € que ela ndo s6 estabelece um limite
para correlagdes cldssicas, ou locais, como também estabelece um limite para as
correlagdes quanticas, ou nao locais. Esse limite quantico, dado pela cota de
Tsirelson [26], é:

[(Bemsm) g < 2V2, (2.44)

que representa a maxima violacdo de CHSH, que é onde o sistema € mais ndo
locall

No entanto, (Bcgsy) depende tanto do estado quanto das dire¢des escolhidas
e para afirmar se o sistema viola a Eq. temos que, para um dado estado,
maximizar as dire¢des escolhidas, assim definindo o que chamamos de medida de
Bell

B = {IP%X} [(Beusu)l, (2.45)

que continua sendo violada para B > 2.
Determinar o valor da medida de Bell pode ser uma tarefa complicada, dev-

ido as maximizagdes, mas gracas ao critério dos Horodecki’s [27] obtemos uma

Estados que violam maximamente CHSH sdo os estados de Bell (o singleto e outros trés
estados). e também os denominados como estados maximamente emaranhados.
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expressdo analitica. Primeiro vamos escrever o estado de dois qubits

1
p=7 [IOI+FGRI+IQTF + Y tuwou @ ou| | (2.46)

para identificarmos as magnetizagdes ecorrelagdes, onde p = (F®1) e ¢ = (I® )
sdo as magnetizagdes, e t,, = (0, ® 0,) (u, v = x, y, z) sdo as correlacdes.
Depois definimos a matriz U = 77T, onde T' é a matriz com coeficientes t,,. Em
seguida definimos

M=u-+u, (2.47)

onde u e u' sdo os dois maiores autovalores de U. Com isso os Horodecki’s

demonstraram que a medida de Bell pode ser escrita como
B=2vM, (2.48)

facilitando bastante os cédlculos da Eq. (2.43).

2.2.3 Teorema de Bell sem Desigualdade

A questdo do realismo, discutida quando ha violagdo de uma desigualdade de
Bell, pode ser vista na experiéncia mental, em principio realizavel, proposta por
D.M. Greenberger, M. Horne e A. Zeilinger [28]].

Esse experimento mental atualmente € conhecido como uma desigualdade sem
desigualdade, onde podemos ver contradicdes nas relagdes de comutacao sem pre-
cisar de uma desigualdade.

Consideremos um sistema de trés particulas de spin % que se desintegra, por
um processo em que o spin total se conserve e que as trés particulas resultantes
descrevam trajetdrias coplanares, num plano que tomamos como yz.

Dado o (a = x,y,2; j = 1,2,3) os operadores de spin de Pauli das trés
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particulas, temos:
Jgag = —agag (a #b); (62)* =1

0.0, = 030, (i # J)

Sejam:
123 7 _ 123 7 _ 123
I =o,040,; I =0,0,0,; I3=0,0,0,, (2.49)
onde I! = I, e 0l020? = 0! ® 02 @ o3, temos que
LIy = 0,0.0,0,0.0, = 0,0.0,04(0)° = 0,0,050,
LI = 0,020,0,0,0, = 0,0.0,0,(0)° = 0,0,050,
ou seja
[1[2 = [2[1 “—— [Il,IQ] =0
Analogamente para [, /5 e I513 temos:
[, 5] = [I1,I3] = [I2, I35] = 0. (2.50)
Por outro lado
I7=1 (2.51)

de modo que /; tem autovalores +1.
Como os trés /; comutam entre si, podemos construir autovalores simultaneos
dos mesmos. Vamos tomar como estado inicial na desintegrac@o o estado [¢)) =

|\I, = 1,1, = 1, I3 = 1), que serd dado por

~|000) — [111)

2.52
B (2.52)

|¥)
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de modo que

L-W)> = |¢>

Como as componentes de spin de particulas diferentes comutam, podemos
medir simultaneamente a componente x para uma particula e as componentes y
para as outras duas em trés regides assintdticas das trajetorias das particulas tao
afastadas umas das outras quanto quisermos.

No estado |¢), autoestado de I, I5, I3, o produto da componente x de uma
particula pela y das outras duas € I; = 1. Assim, se medirmos as componentes
para duas das particulas, tdo longe quanto quisermos da terceira, podemos predizer

com certeza a componente restante da terceira (exemplo: se ol0? = —1 obtemos

2
Y

- _1- 1.2 _ 3 _
o, = —1;se 0,0, = 1 obtemos o, = 1).

3 2
Y Y

Logo, pelo critério EPR, deveriam existir “elementos de realidade” (m?, a =

x,y, 2, 3 = 1,2,3; com valores £1) para as trés particulas simultaneamente, de

1,23
tal forma que m_mim;

que”]

é o resultado da medida de 00?02 (a, b, c = x, y). Resulta

mimZm?‘j =1 (2.53)
m;mimz =1 (2.54)
mymom; = 1 (2.55)

Tomando o produto das Eq. (2.53), Eq. (2.54) e Eq. (2.53) temos

3
Y

3
Y

1,2 1,2 1,23 _ 1/ 1
T T, T I, T T My My, = i (my, ) “me (m

ou seja,

mimim? =1 (2.56)

2Note que m{l sdo nimeros, e ndo operadores, portanto comutam.
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o que deveria ser o resultado da medida de ol 0202 no estado |1)). Mas da Eq. (2.49)

resulta que

LI5 = (0,0,00)(0,0200)(0,0000) = 04(03)(03)*(0,) 020

a3 (2.57)

Como o autovalor de I; /513 no estado [¢)) é 41, resulta que

orolol|b)y = — ). (2.58)

Assim resulta da Mecanica Quantica (devido a anti-comutacdo entre 0s oper-

adores 0,) que o resultado da medida de 010202 no estado [1)) é sempre —1, ao

passo que se existissem “elementos de realidade” terfamos sempre mlm2m? =

+1. Esse resultado ilustra um sistema que viola o realismo.
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Capitulo 3

Nocoes de Transicao de Fase

Uma transi¢do de fase € caracterizada por uma mudanga brusca nas proprieda-
des termodinamicas do sistema como resposta a variagdes de parametros exter-
nos aplicados, como temperatura, pressao ou campo magnético. E além dessa
mudanca brusca, que ja € uma caracteristica marcante, as transi¢oes de fase sao
divididas em diferentes ordens, onde cada ordem possui caracteristicas diferentes.
Como exemplo temos as transi¢des de primeira ordem (ou descontinuas) que ocor-
rem descontinuamente em fun¢do do paradmetro externo, havendo coexisténcia en-
tre as fases em questao durante a transicao, e as de segunda ordem (ou continuas)
que ocorrem continuamente em fun¢do do parametro externo.

Uma outra caracteristica marcante € que as transi¢des segunda ordem ex-
ibem um comportamento universal proximo da transi¢do. Assim, estudos sobre
transicOes de fase sdo um assunto bem rico e interessante, que vem crescendo
ao longo do tempo. E como esse assunto serd necessario ao apresentarmos 0s
resultados dessa dissertacdo, se faz necessaria uma breve revisao de alguns con-
ceitos envolvendo Transi¢coes de Fase, Transi¢cOes de Fase Quéanticas e Quebra
Espontanea de Simetria. Além desses conceitos vamos fazer uma ligacdo en-

tre emaranhamento e Transi¢oes de Fase Quanticas, mostrando que medidas de
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emaranhamento podem identificar Transicdes de Fase Quanticas.

Todo esse capitulo foi fortemente baseado no trabalho [16], onde se encon-
tram todos os topicos a seguir, logo ndo indicaremos essa referéncia ao longo do
texto. Outra referéncia que também foi bastante utilizada € o livro do Stanley [29].

Demais referéncias serdo indicadas no texto quando forem necessarias.

3.1 Transicao de fase

E conhecimento popular que uma substincia possui trés fases distintas: sélida,
liquida e gasosa; e entre essas fases temos o que chamamos de Transicao de Fase
(TF). Sabemos do dia-a-dia que a dgua, que é uma das substiancias mais con-
hecidas, possui uma TF solido-liquido a 7' = 0°C e P = latm, e permanece
nessa temperatura com coexisténcia das fases até que toda energia gasta (ou re-
cebida) elimine uma das fases por completo; i.e., todo gelo vira dgua, ou vice-
versa; € ai sim uma variacdo na energia comega a variar a temperatura. Em
T = 100°C e P = latm a agua passa por uma TF liquido-gis com as mesmas
caracteristicas da TF sélido-liquido, com a diferenca que agora a dgua vira gas, ou
vice-versa. Porém, indo mais a fundo sabemos que as substancias possuem mais
fases além dessas trés (por exemplo as fases magnéticas: ferromagnética, anti-
ferromagnética, paramagnética e diamagnética), tornando ainda mais complicado
os estudos das TF’s.

O espaco de fase PT' (Pressao, Temperatura) da Fig. mostra como se
distribuem as fases solida, liquida e gasosa em funcdo desses parametros externos.
Podemos destacar que as curvas nomeadas sdo curvas de Transi¢ao de Fase de 1*
ordem (TF1), onde ha coexisténcia entre as fases, sendo necessario fornecer (ou
receber, dependendo da transi¢do) energia, conhecida como calor latente, para

completar a transi¢ao. Ja o ponto (7, P.) é conhecido como ponto critico, que

30



indica uma Transi¢ao de Fase de 2* ordem (TF2), que € uma TF continua. Uma

outra caracteristica a ser comentada € que as fases liquida e gasosa ndo possuem

diferenca de simetria, o que possibilita ir de uma fase a outra sem uma TF ao

contornar o ponto critico (trajetéria tracejada).

P

' Liquid
Fusion ___ o
L curve \
’/
Solid
~—Vapour
o pressure curve
ublimation
| curve _ G?.s
Triple point
| P
L. T

Figura 3.1: Retirada de [29]]. Espago de fase PT.

Outro exemplo de TF é a magnética da Fig. (3.2), onde apresentamos o espaco

de fase HT (Campo magnético, Temperatura), sendo H o andlogo magnético de

P. O ponto (0, T,) representa um ponto critico de TF2. Para T" < T, o sistema

se encontrard na fase ferromagnética, onde surge uma magnetizacdo espontanea

(sem aplicagdo de H), de modo que a linha escura (que estd entre 7' = 0 e

T = T, para H = 0) representa uma TF1 entre o estado ferromagnético com

magnetizag¢do positiva e negativa. Para 7" > T, teremos uma fase paramagnética,

onde a magnetizacdo surge somente ao aplicarmos /, acompanhando o sentido

do mesmo. Aqui também podemos destacar que ambas as fases ferromagnéticas

possuem a mesma simetria, o que possibilita ir de uma fase a outra sem uma TF

ao contornar o ponto critico (trajetoria tracejada).

Tendo ideia da importancia da ordem das TF’s, uma forma de identificar essa
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Figura 3.2: Retirada de [29]]. Espaco de fase HT.

ordem se faz necessdria e € ai que entra Ehrenfest. Segundo ele uma TF de ordem
N surge quando a N-ésima derivada da energia livre com relagdo a um parametro
externo apresenta uma descontinuidade. Atualmente sabe-se que TF2 apresentam
uma divergéncia nas derivadas segundas e ndo uma descontinuidade, reformu-
lando o que foi proposto por Ehrenfest.

Outra caracteristica importante das TF’s é o surgimento do que chamamos de
parametro de ordem, que é um conceito central na teoria de Landau das TF’s. O
parametro de ordem de um sistema € uma varidvel que € nula na fase desordenada
e ndo-nula na fase ordenada, podendo ser um escalar, um vetor ou até mesmo um
tensor, além disso, pode ser real ou complexo. Para cada sistema é definido de
uma forma, sendo a sua identificacdo nem sempre trivial. Na Fig. ilustramos
alguns sistemas e os respectivos parametros de ordem.

A seguir faremos uma breve discussao sobre expoentes criticos e a universali-

dade dos mesmos, que € mais um conceito importantissimo nas TF2.
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Sistema Transicao Parametro de ordem

Liquido-gas Condensacido/evaporacao  Diferenca de densidade Ap = p; — pg
Solido magnético Ferromagnético Magnetizacdo espontinea por spin m
Antiferromagnético Magnetiza¢io de sub-rede por spin mi;
Solido Dielétrico  Ferroelétrico Polarizacdo P
Antiferroelétrico Polarizacao de sub-rede P;

Figura 3.3: Retirada de [30]]. ParAmetro de ordem de alguns sistemas.

3.1.1 Expoentes Criticos e Universalidade

Através de anos de estudo foi observado que, para temperaturas proximas de
um ponto critico de uma TF2, certas quantidades termodinamicas divergem por
uma lei de poténcia, dando origem aos expoentes criticos. Esse comportamento €

ilustrado, por exemplo, no calor especifico:

C(T) ~t°, 3.1
ou na susceptibilidade:

X(T) ~t77, (3.2)
ou na magnetizacao:

M(T) ~t7?, (3.3)

entre outros, onde ¢ = ‘1 — TZ)
c
Além das grandezas termodinamicas a funcdo de correlacdo entre duas particulas
também define um expoente critico. No caso de uma transicio magnética é a

funcdo de correlagdo conectada entre dois spins
G(r=i—j) = (57 = (S7))(S] = (57))) = (5757) — (57)(S7), (B4

que define um expoente critico, e ndo a funcdo de correlacdo. A funcdo de
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correlagdo conectada mede a correlacdo entre spins distantes de r, serd

30
G(T)N@m, 7’>>£€T#TC, (35)
3

onde d € a dimensdo do sistema e £ é o comprimento de correlagdo. Podemos
observar que a funcdo de correlacdo conectada decai exponencialmente com a
distancia préxima do ponto critico. No ponto critico (1" = T.) a fun¢do de

correlagdo se torna
1
rd—2+n’

Gr) ~ (3.6)

que decai com uma lei de poténcia, sendo 77 um outro expoente critico. Em torno
do ponto critico a fun¢do de correlacdo deixa de depender do comprimento de

correlacdo, surgindo mais um expoente critico
E~t. (3.7)

Assim, o comprimento de correlacdo diverge no ponto critico, de modo que toda
a cadeia estard correlacionada nesse ponto.

Esses expoentes criticos sdo tdo importantes ao se estudar TF2 porque eles ex-
ibem um comportamento universal, i.e., grandezas andlogas de diferentes substan-
cias possuem o mesmo expoente critico, criando classes de universalidadeﬂ As-
sim consegue-se simplificar o estudo dos fendmenos criticos, pois pode-se inferir
0s expoentes criticos para sistemas complexos a partir de resultados obtidos do
estudo de transicao de fase para sistemas simples da mesma classe de universal-
idade. A Fig. (3.4) contém dados do calor especifico de varias substancias difer-
entes, onde podemos observar um acordo entre esses dados e a curva, ilustrando a

universalidade do expoente 5 = % para os ﬂuidos

'Note que esse comportamento universal dos expoentes criticos s6 é vdlido em TF2.
2E importante comentar que ndo surge nenhuma TF2 nos resultados desse trabalho (capitulo
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Figura 3.4: Retirada de [29]. Espaco de fase pT para oito fluidos diferentes com a curva
sendo uma equagdo cubica, i.e., § = %

3.2 Transicao de Fase Quantica

Diferentemente de uma TF classica, que ocorre a T # 0 e € mediada por
flutuacdes térmicas, a Transicdo de Fase Quantica (TFQ) ocorre a temperatura
nula e é mediada por flutuacdes quanticas no sistema. Como na TFQ lidamos
com T' = 0, todo seu estudo € realizado em termos do estado fundamental do
sistema, sendo a energia livre igual a energia fundamental.

Considere H(g) o hamiltoniano que descreve um sistema de N dtomos, ou
sitios, que varia em func¢do de uma constante de acoplamento g. Em geral, as pro-
priedades fisicas do estado fundamental do sistema variam suavemente conforme

variamos ¢, mas dependendo da forma do hamiltoniano pode ocorrer cruzamento

5). Mas assim mesmo TF2 serd importante nesse trabalho, pois ela motiva a aplicacdo de medidas
de emaranhamento como indicadores de TFQ.

35



de niveis entre os estados fundamental e primeiro excitado. Em outras palavras,
pode existir um ponto g = g. em que o primeiro estado excitado se torna o estado
fundamental do sistema, gerando um comportamento nao analitico da energia do
estado fundamental nesse ponto. Note que esse cruzamento de niveis pode ocor-
rer mesmo para sistemas finitos e frequentemente gera uma Transi¢cdo de Fase
Quantica de Primeira Ordem (TFQ1). Uma segunda possibilidade € a existéncia
de um gap de energia que tende a zero no limite termodinamico gerando uma nao
analiticidade na energia fundamental em ¢ = g., que em geral representa uma
Transi¢do de Fase Quantica de Segunda Ordem (TFQ2). Podemos observar esses
dois casos da energia ilustrados na Fig. (3.5).

F 3

B E

b ™
L L4

g d

Figura 3.5: Retirada de [16]. Dois possiveis cendrios para a ocorréncia de uma nao
analiticidade na energia do estado fundamental, conforme um pardmetro g que ajusta a
transicdo € variado. No lado esquerdo ocorre um cruzamento de niveis, gerando, em
grande parte dos casos, uma transicao de primeira ordem, que pode ocorrer em sistemas
finitos. No caso onde este cruzamento € evitado por um gap que tende a zero no limite
termodindmico ocorre uma ndo analiticidade, na derivada segunda da energia. Esta dltima
situagdo estd ilustrada no lado direito da figura.

O grande questionamento que pode (e deve) ser feito aqui € com respeito a
inacessibilidade experimental da temperatura nula. Quando € que a mecanica
quantica é importante e 0 que acontece com o ponto critico a temperatura nao
nula?

Inicialmente é preciso distinguir as flutuagdes térmicas das quanticas. Para

fazer isso basta comparar a escala de energia térmica kg1’ com a escala de ener-
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gia quantica hw,, sendo w, a frequéncia na qual as flutuagdes quanticas ocorrem.
Flutuacdes quanticas serdo importantes enquanto faw,. > kgT'.

Na Fig. temos duas possibilidades de diagrama de fase: a singularidade
(e fase ordenada) estd presente somente a 7' = 0 (lado direito da figura), ou ha
uma linha de TF a 7" > 0 que termina em um ponto critico quantico B, (lado
esquerdo da figura). Na regido acinzentada delimitada por curvas tracejadas é
onde as flutuacdes térmicas sdo equipardveis as quanticas, na regido branca para
B < B, as flutuacdes térmicas sao maiores, e na regido branca para B > B, as

flutuacdes quanticas sdo maiores.

S

thermally |_ _— N T
T | disordered | ™. quantum critical | .- T .. quantum critical| .-~
N 7 kT ~ hw, o
S /- ™, e kT “}IM“

classical | ;
critical : thermally 3 ;" quantum
quantam disordered Al disordered
disordered %]

i()rdcred |

A 4

QCP order at 7=0 QCP

Figura 3.6: Retirada de [16]. Diagrama de fase numa situacdo onda a fase ordenada
persiste a temperatura finita (esquerda) e no caso onde a transi¢do s6 ocorre a I’ = 0
(direita). Na figura do lado esquerdo a linha sélida demarca a fronteira entre as fases
ordenada e desordenada, enquanto que entre as linhas tracejadas temos a regido onde as
flutuagdes térmicas e quanticas sdo equipardveis, definindo a fase desordenada em trés
regides. A regido acinzentada e hachurada em torno da linha sélida marca a zona critica
onde o comportamento critico (lei de poténcia) pode ser descrito classicamente. Note que
tanto a fronteira de comportamento critico como a que separa a regido cldssica da quantica
ndo sdo bem demarcadas, ou seja, temos uma passagem suave (“‘crossover’”) entre os dois
comportamento distintos.

No caso em que hd uma linha de TF, existe uma regido ao redor da linha
de transicdo (delimitada pela zona acinzentada e hachurada), onde a descricao
desses graus de liberdade € classica (ou térmica). Para B ~ B, (caminho (a),

por exemplo) hd um cruzamento entre essa linha e a regido quantum critical, de
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modo que a descri¢ao do comportamento critico perto da transi¢do, que € classica,
se confunda entre classica e quantica, sendo bastante dificil diferenciar qual dos

comportamentos ocorre exper imentalmente.

3.3 Quebra Espontanea de Simetria

Dado um sistema descrito por uma hamiltoniana // que contém uma sime-
tria S, se o estado fundamental desse sistema ndo possui a mesma simetria de
H, dizemos que a simetria foi quebrada espontaneamente (dai o termo Quebra
Espontanea de Simetria - QES). A QES € um fendmeno bastante geral tanto em
fisica de altas energias quanto em fisica da matéria condensada. Ela ocorre em
uma TF, dando origem ao pardmetro de ordem na fase que houve QES.

No caso magnético, a QES € definida como: um sistema tem a QES se ele sus-
tenta uma magnetizacao M finita no limite termodinamico mesmo quando faze-
mos o campo magnético h ir de um valor finito (positivo, por exemplo) para zero,
ie.

lim lim M(h,N,T) # 0, (3.8)

h—0t N—oo

sendo importante a ordem dos limites.

Um importante resultado sobre QES € o teorema de Mermin—Wagner (também
conhecido como teorema de Mermin—Wagner-Hohenberg) [31, 32], que diz que
nao ha QES continua para temperaturas finitas (7" # 0) em sistemas com di-
mensdes d < 2. Em uma dimensao e 7' = 0 o andlogo desse teorema € o teorema
de Coleman [33]].

No nosso caso de interesse, que € o modelo magnético descrito pelo modelo
XXZ (capitulo 4), a QES gera uma magnetizacdo (magnetizagdo por sub-rede)
na fase ferromagnética (antiferromagnética), e utilizando o teorema de Coleman

vemos que as possiveis simetrias quebradas nesse processo sao discretas.
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3.4 Emaranhamento e Transicao de Fase Quantica

O estudo do emaranhamento como uma ferramenta para TFQ € algo que teve
inicio em 2002, tendo como pioneiros Osterloh e colaboradores [34], Osborne
e Nielsen [35] e Vidal e colaboradores [36, 37], e estd ganhando cada vez mais
espacgo na area de matéria condensada. A motivacdo para estudar emaranhamento
na TFQ surge ao lembrarmos que ele seria uma correlacao quantica nao local, e da
mesma forma que sistemas fisicos possuem um comprimento de correlacdo que
diverge em uma TF2 nossa intui¢do nos diria que o emaranhamento devesse ser
maximo em uma TFQ, pelo menos em uma TFQ?2.

Ambos os trabalhos de Osterloh e colaboradores e de Osborne e Nielsen uti-
lizaram o modelo XY unidimensional com um campo magnético transverso. Eles
encontraram que o emaranhamento bipartite, medido pela concorréncia, ndo era
maximo no ponto critico, ao contrario do que se esperava devido ao fato das
correlagdes entre os spins se estenderem por toda a cadeia nesse ponto, mas sim
ao redor deste. Ainda mais surpreendente foi o fato de o emaranhamento entre
dois spins separados por dois ou mais sitios ser nulo nesse ponto para o modelo
de Isingﬂ

Apesar dos resultados inesperados, Osterloh e colaboradores [34]] prosseguiram
no estudo da derivada da concorréncia entre primeiros vizinhos no modelo XY

(Cy) encontrando que esta divergia no ponto critico de forma logaritmica,

0Cy 8
X = 33 In |A — Ac| + const, (3.9)

conforme mostra a Fig. (3.7), evidenciando assim que o emaranhamento tem
um comportamento ndo analitico na vizinhanga da transicdo e pode ser capaz

de sinalizar uma TFQ. Também obtiveram que o emaranhamento entre segundos

3Esse fato também ocorre no modelo XXZ, e poderemos observé-lo no capitulo 5.
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vizinhos era maximo no ponto critico com sua derivada segunda divergindo loga-

ritmicamente.

dC(1)/dA

Figura 3.7: Retirada de [34]. Andlise da derivada primeira da concorréncia entre spins
primeiros vizinhos na regido critica. As diferentes curvas correspondema diferentes
tamanhos para a cadeia: N = 11, 41, 101, 251, 401, oco. O inset a direita mostra o
comportamento da concorréncia entre primeiros vizinhos para um sistema infinito.

Paralelamente, Osborne e Nielsen [35] mostraram que o emaranhamento entre
um spin e o resto da cadeia, dado pela Entropia de Emaranhamento, era méximo
no ponto critico. Contudo este emaranhamento seria formado pelas contribui¢des
do emaranhamento do sitio com todos os outros spins da cadeia, nio mostrando
como esse emaranhamento € distribuido; tal spin poderia estar emaranhado so-
mente com seu primeiro vizinho ou com todos 0s outros.

Ja Vidal e colaboradores [36, [37]] analisaram o emaranhamento entre uma
parte de uma cadeia de spins (um bloco de L spins) e o resto usando a Entropia
de Emaranhamento, mostrando que para alguns modelos de spins—% 0 emara-
nhamento aumentava logaritmicamente com L no ponto critico, enquanto que fora
do ponto critico saturava para L grandes. Posteriormente esse resultado de Vidal

e colaboradores foi estendido para qualquer modelo critico em uma dimensado por
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Korepin [38]] com o auxilio da teoria de campo conforme.

A partir dai surgiram varios estudos (uma revisdo em [39]]) tentando gener-
alizar essa conexao, e obter uma medida de emaranhamento que consiga indicar
uma TFQ. Tal generalizacdao apareceu em 2004 com Wu e colaboradores [7].
Neste trabalho se mostrou que tanto a concorréncia quanto a negatividade sao
capazes de indicar TFQ1 e TFQ?2. E é essa caracteristica da concorréncia que serd

discutida a seguir.

3.4.1 Concorréncia

Como mencionado acima, em 2004 Wu e colaboradores [7]] demonstraram,
que para sistemas de particulas descritos por um hamiltoniano com interagdes
de até dois corpos e satisfazendo algumas hipéteses: uma descontinuidade na
concorréncia € condi¢ao necessdria e suficiente para indicar uma TFQ1, enquanto
que uma descontinuidade ou divergéncia na derivada primeira da concorréncia é
condicdo necessdria e suficiente para indicar uma TFQ?2.

Para provar tal afirmagdo os autores fazem uso do fato de que tanto a energia
por particula (¢ = FE/N) como a concorréncia, e portanto suas derivadas, depen-
dem da matriz densidade reduzida de dois spins, e que as ndo analiticidades que
determinam as TFQ estariam nessa matriz.

Considerando o hamiltoniano da forma
H = Z Uijs (3.10)
iJ

onde U;; representa todos os termos de um e dois corpos do hamiltoniano associa-

dos com as particulas i e j, a energia E2 = (1| H|1)) é fungdo da matriz densidade
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reduzida de duas particulas
E(pi;) = E Tr[Uijpij). (3.11)
]

De fato o valor esperado de qualquer operador de dois corpos € uma funcao linear
dos elementos de matriz do operador densidade reduzido de duas particulas, e
logo as derivadas da densidade de energia £ também serdo. Dado um autoestado

do hamiltoniano, |¢)) , que depende de um conjunto de pardmetro { )}, entdo

(1Y) = (Ox(D) + (¥1(Ox]4)) = 0. (3.12)

Assim temos que
ONE = (Ox()H[¢) + ([(OxH)[¢) + (L[ H (9x[¢)),

INE = E(O\(Y))[Y) + E@[(0x|¥)) + (¢[(OH) ),
ONE = ($|(0nH)|v). (3.13)

Consequentemente podemos escrever

1
0,\5 = N ZT’I"[(@)\Uw)pw], e (314)
ij
1
de = N ZTT[(CXUM)PU + (OAUij) (Oxpij)]- (3.15)
ij

Assumindo que U;; € uma fun¢@o suave dos pardmetros do hamiltoniano e
que p;; € finito no ponto critico, a origem de uma descontinuidade na derivada
primeira da energia (descontinuidade ou divergéncia na derivada segunda da ener-

gia) estd no fato de que um ou mais elementos de p;; (Op;;) serem descontinuos
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(descontinuos ou divergente) no ponto critico, A = ..

Da mesma forma que as derivadas da energia dependem de p;;, a concorréncia
¢ uma funcio (ndo linear) dos elementos de p;;. Logo, podemos relacionar as des-
continuidades/divergéncias na concorréncia (derivada primeira da concorréncia)
com descontinuidades/divergéncias da energia (derivada primeira da energia) e
vice-versa.

Note que a maximizacdo, na definicdo da concorréncia, ou os médulos, que
venham a surgir pela definicdo da concorréncia, podem criar ndo analiticidades
na mesma que ndo vem de ndo analiticidades de p;; ou de 0, p;;, sendo essas ndo
analiticidades chamadas de acidentais. Portanto, ndo analiticidades acidentais nao
indicam TFQ, de modo que a condi¢do necessdria e suficiente para a concorréncia

indicar TFQ exclui essas ndo analiticidades acidentais.
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Capitulo 4

Modelo XXZ.

Neste capitulo iremos discutir uma cadeia unidimensional infinita de spins,
mais especificamente, 0 modelo XXZ. Esse modelo € bem rico e interessante por
conseguir explicar o magnetismo de materiais, como por exemplo o Yb4Ass [40],
que a mecanica clédssica ndo € capaz explicar e por ser um modelo tedrico con-
ceitualmente importante. Nele conseguimos observar trés fases: ferromagnética,
anti-ferromagnética e uma fase sem gap; ou seja, ele possui duas transi¢des de
fase, além de possuir simetrias, que o torna relativamente mais simples que outros
modelos.

A seguir descreveremos brevemente o hamiltoniano do modelo; depois discu-
tiremos um pouco sobre suas simetrias; e por fim obteremos a energia do estado
fundamental, as correlacdes entre primeiros, segundos e terceiros vizinhos e a

concorréncia e a medida de Bell para o modelo.

4.1 Hamiltoniano

E natural imaginar que as propriedades magnéticas dos materiais se devam a

interacOes magnéticas entre os dtomos do mesmo. No entanto o carater magnético
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se deve, em sua maior parte, as interagdes coulombianas entre elétrons e ao princi-
pio de exclusdo de Pauli, que juntos dao origem ao surgimento de uma interagao
entre os spins dos elétrons.

A energia de interacdo dipolar direta entre dois dipolos magnéticos m; e ms,

separados por uma distancia r € dada por

1 . A
U= T—3[m1.m2 - 3(m1.r)(m2.r)]. (41)
Os momentos dipolares magnéticos atdmicos tém magnitude m, ~ mo ~ gup ~

;—Z. Portanto, a ordem de grandeza de U devera ser

U~ 018) (i)Q@)?’(i) %;(@f’(i) w
3 hic r ag (137)2 \ r ap ) '

Como em s6lidos magnéticos os momentos magnéticos estdo separados tipica-

mente por 24, U nio é maior que 10~*eV. Isso é muito pequeno comparado

com diferencas de energia eletrostdticas entre estados atdmicos, que sdo fracdes

de 1eV. Esta estimativa ja sugere que as interacdes de origem magnéticas con-
tribuem pouco para o magnetismo do material.

Uma boa aproximacao para modelos magnéticos € considerar somente os spins

dos dtomos. O Hamiltoniano que descreve um s6lido magnético composto por N

atomos pode ser escrito como [30]

N
H=J]) S, (4.3)
<i,j>
onde S!S7 = S! ® SJ. Esse termo € a interagdo de troca, sendo o valor de J,
denominado de integral de troca, maior que zero para um ferromagneto e menor
que zero para um antiferromagneto. O simbolo < %, j > significa somas sobre

primeiros vizinhos.
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Certos materiais possuem uma direc¢do preferencial de alinhamento dos spins,
dando origem a uma anisotropia. No caso do modelo XXZ, que possui anisotropia
na diregdo z, temos que J, = J, = J ¢ J7 = A, de modo que a Eq. |i passa a
ser

N
H=7J> (SL9+ 5,9 + ASLSI). (4.4)

<1,7>

Para o caso unidimensional a Eq. (4.4) se torna

N
H =7 (SiS0 + 5,8 + ASLSIH), (4.5)
i=1
onde usaremos um cadeia ciclica, i.e., STV = Si. Se as particulas tiverem spin—%

(S, = %aa) e a cadeia for infinita (N — o0) teremos

o0
= > (ohott + oloit + Adlotth), (4.6)
que € o caso de interesse.

Algo importante a ser comentado € que a constante de acoplamento J possui
origem diferente para o ferromagnetismo e antiferromagnetismo [41]. Quando
dois elétrons estdo localizados em orbitais energeticamente proximos e interagem
repulsivamente, o valor de .J sera:

e Ferromagnético - se os orbitais sdo ortogonais, mas ocupam a mesma regiao
do espaco. Esse alinhamento dos spins reduz a energia de interagdo;

e Antiferromagnético - se os orbitais ndo sdo ortogonais, mas estdo espacial-
mente separados. Esse anti-alinhamento dos spins reduz a energia cinética.

A seguir discutiremos as simetrias do modelo XXZ.
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4.2 Simetrias

As simetrias de um sistema sdo de grande utilidade, pois permitem simplificar
consideravelmente o problema. Devido a essa grande utilidade vamos discutir um
pouco sobre as simetrias do modelo XXZ.

Primeiro escrevemos o estado de duas particulas 7 e 5 de spin-% a ser utilizado,
que na forma geral sera
IV + 5.&'l + I'q.67 + Zt ool (4.7)

uv- U v

1
Pij = Z
onde p(q) é o vetor magnetiza¢do do sitio «(j) e t* sdo as correlagdes entre as

direg¢oes u da particula 7 e v da particula j. Podemos escrever p;; na forma matri-

cial, para auxiliar nos calculos futuros, que sera

a b ¢ d
116 e f g
Pij = 7 : (4.8)
c f* h m
d* g¢ m* n
onde os coeficientes sao
=(1+th)+ P+ ¢.), b= (g +th) —i(g +1t7),
¢ = (po +19,) —i(py + i), d=(t, —td)—i(til, +14),
=1 =t + . —q.), f= L +td)—i(td, —t3), (4.9)
g=(po —ti) —ilp, —ti), h=(1—tL)—(p.—q.),
m = (¢ —t2,) —i(g, —1%,), = (1+t7) — (p: +q=)-

Para aplicar as simetrias no estado p;; vamos assumir que ele possui as mesmas

simetrias do hamiltoniano H, uma vez que € funcao do estado fundamental de H
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(pij = Tr(n—gih ([)(Y]) e Hib) = Ep|v)). Ou seja, vamos assumir que

de modo a interpretar p;; = f(H ), sabendo que [f(H ), H] = 0. Assim assumimos
que todo operador que comuta com /1 também comuta com p;;, possuindo as
mesmas simetrias, lembrando que o hamiltoniano a ser usado daqui para frente

sera
oo

1 o o o
H= > (ohoi + ohoitt + Aclotth). (4.11)
i=1
Um dltimo dado importante, antes de descrever as simetrias, sdo as relagdes

entre as matrizes de Pauli:
i Jo_ i i . i i
0,07 = 0;;0,0y = 6;(1€apcT, + dapl’), 4.12)
onde ¢ e j indicam em qual sitio a particula se encontra.

4.2.1 Simetria Continua - SU(2) e U(1)

O grupo de simetria continua SU(2) é composto pelos geradores S,’s (o =
{z,y, z}) [42]. A seguir mostraremos que o hamiltoniano do modelo XXZ possui
simetria continua U (1), subgrupo de SU(2), através de S, ([S., H] = 0), portanto
[S.,p] = 0; e que esse modelo s6 possui simetria SU(2) ([S,, p] = 0) no caso
isotrépico, i.e., A = 1.

Para mostrar os resultados acima, primeiro vamos calcular [S,,, H] = 0, onde

1 1 i
Sa =500 =3 ;o—a. (4.13)
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Comecgando pelo célculo de o, H temos

_ (Zo) {ZZlJréuz ~ Voo }

0ull =331 +6(A = D](chololt! + ol ol + Y ol
' ¢ k#1341
Ol =3 i OnH
- ZZ Zu[l + 0us(A — 1)][<25auaaa + dau 1 )UZH + Ui(igauagéﬂ + 6au]li+1)]

Ol =3 1 siin otH

+ 30 3 L+ 0w (A = D[icaua (0ot + 0lot™) + Gy (Tlol + ot 171
(4.14)

Se fizermos o célculo andlogo para Ho,, veremos que € s trocar o sinal de €.,

em o, H. Assim encontramos

D otH
0 2L+ 00z (A = D[ igaua(0f o™ + 000™) 4 dau(Tol™ + ol 1],
(4.15)

e o comutador [S,, H] = 3[0,, H] serd
[Sar Hl =13 ) [14 60(A = D]equa(ohol™ + aloi™). (4.16)

Agora vamos testar cada um dos geradores na Eq. (4.16) e descobrir quais

deles comutam com H.

49



Caso anisotropico - modelo XXZ

No caso anisotropico, o inico gerador de simetria continua é o operador de

spin total na direcdo z (S,), i.e., resolvendo a Eq. (4.16) para o = z encontramos

[S., H] =0,

4.17)

Como p;; s6 possui duas particulas, as tinicas parcelas de o, que sdo relevantes

no cdlculo do comutador sdo 1707 e o'17. Escrevendo esses dois operadores na

forma matricial temos

1 0 0 O 10 0 O

o 0 -1 0 0 o 01 0 O
1'0! = eo.l’ = ) (4.18)

0 0 1 O 00 -1 0

0 0 0 -1 00 0 -1

e aplicando a simetria [S, p;;] = [(1'0? + 0.17), p;;] = 0 encontramos
0 b c 2
—b* 0 0

=0, (4.19)

g
—c* 0 0 m
—2d* —g* —-m* 0

o que significa que vdrias correlacdes (todas as que nao forem citadas) devem ser

iguais a zero. Em especial d = 0 implica em

i __ 41 ij 4]
th =t et = —t9

€ com iSSo teremos

fld=0)=F =2t +2it"

zY?
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e a Eq. (4.8) passa a ser escrita, de forma bem mais simples, como

a 0 0 O
110 e F O
Py =1 (4.22)
0O F* h O
0 0 0 n

Essa equacao (Eq. (4.22)) passa a ser o ponto de partida para as simetrias e re-
sultados posteriores, uma vez que essa simetria ndo pode ser quebrada em uma
dimensao (ver se¢do Quebra Espontanea de Simetria no Capitulo 3).

Resolvendo a Eq. (4.16) para o = {z, y} encontramos

[Se, H] = i(1 = A)Y (oloit + ohot™), (4.23)
Sy, H] = —i(1— A)> (oo™ + aloith), (4.24)

i

ou seja, o0 modelo s6 possui essas simetrias no caso isotrépico.

Caso isotropico - modelo XXX

O caso isotrépico (A = 1), também conhecido como modelo XXX, possui
simetria com relacgdo a todos os geradores de simetria continua, i.e., [S,, H] = 0.

Escrevendo na 1707 e ¢’ 17 forma matricial temos

01 00 0010

o 1 000 o 0001
1'0? = eo, 1’ = , (4.25)

0001 1 000

0010 0100

Fazendo um célculo andlogo ao realizado no caso anisotropico e aplicando a
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simetria Sy, i.e., [Sz, pi;] = [(170 + 017), p;;] = 0 encontramos

0 (e+F*)—a (F+h)—a 0
a—(e+ F) 0 0 n—(e+ F)
=0, (4.26)
a— (F*+h) 0 0 n— (F*+h)
0 (e+F*)—n (F+h)—n 0
e resolvendo esse sistema encontramos
G- =p.=0,t =0et =t (4.27)
Assim, a Eq. (4.22)) para o caso isotropico sera
1+t49. 0 0 0
1 0 1—td 29 0
Pij = 1 . - (4.28)
0 2t 11—t 0
0 0 0 1+,

Fazendo um célculo andlogo ao para S, encontramos o mesmo estado da

Eq. (#.28), ou seja, ndo gera nenhuma informagao extra.

4.2.2 Simetrias Discretas

A seguir apresentaremos algumas simetrias discretas do modelo XXZ, a fim
de descobrir qual delas serd quebrada nas fases ordenadas. Cada simetria a seguir
tomard como referéncia o estado da Eq. (4.22), que é o estado com simetria

continua.
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Simetria 75

O Z, é um sub-grupo de SU, formado pelos operadores Q, = o2V (a =
x,y, z) [42] que gera uma simetria discreta. Entdo vamos testar, e comprovar, que
H possui essa simetria e consequentemente p;; a tera.

Vamos a prova:

QaH— {ZZ +5uz - )] 121 ZH}

QuH =" 0. {ZH 6,.(A — Dlokaloio! } 3

u
onde vamos omitir os termos ¢”, com j # {i,4 + 1} por ndo serem relevantes nos

calculos. Continuando

QuH = ZZ 4+ 0z (A = D] (2 aua0’, + 6aul”) (1€aua™ 4 Sau 1°1)

QuH = Zz Zu[]‘ + 0uz (A — 1)]{[_(501%)201 UHl + (5aU)2]li]li+1]
+i€aualau (01T + 1igit1)}

COMO € 44000y = 0 temos que
Qo =S ST+ 0u(A = DI [(000)* 11 — (c0ua)?0i0iY]. (4.29)

Fazendo o calculo andlogo para H (), veremos que é sé trocar o sinal de €,,, em

Q.H,oquelevaem HQ, = (), H. Assim encontramos

[Qa, H] = 0. (4.30)
Agora que sabemos que [(),, H] = 0 podemos aplicar essa simetria em p;;,
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i.e., [Qa,pijl = 0, obtendo (através de calculos andlogos aos anteriores) ¢, =

p. = 0et?, =0. Assim a Eq. (4.22) passa a ser reescrita como

o]

Pij =

Simetria de translacao

Ao impor condi¢des periddicas ciclicas (o

1t 0
0 1-tY
0 2t
0 0

0
2t
1—t4
0

i+N
a

0

0

0
1+t

(4.31)

= o!) surge uma invariancia

translacional 7' por sitio. Se transladarmos N vezes um sitio ele volta para o

mesmo lugar, i.e., 7V = 1. Com isso os autovalores de 7' serdo apenas uma

fase, descrita por ¢2™/N onde n = 0.1,2,.... N — 1, justificando a invariancia
) b ) )

translacional (ver [43]]).

Para observar o efeito dessa simetria precisamos da expressao para 7', que

surge através dos operadores de permutacao

Py =

que serd descrito por

Assim podemos confirmar essa simetria através do comutador

TH) =33 TT0+0u(A = D} PG,

1 . . .
5.3 +T'P) =

o o O
o = O O

T =] Pi+v.

J
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T, H] =Y {1+ 6u:(A = D}Pyisry. oo™ (4.34)
e utilizando o mesmo método das se¢des anteriores obtemos que
[Piis1), 0.0 =0 — [T, H] = 0. (4.35)
Aplicando essa simetria para primeiros vizinhos (i.e., [T, p;(i+1)] —
[Py(i+1), Pi(i+1)] = 0) temos
0 0 0 0
0 —(F—F*) —(e—h) O
( ) ~e=h) =0, (4.36)
0 e—nh (F—F*) 0
0 0 0 0

, o
onde encontramos ¢t = pi e tii "

. = 0. Para outros vizinhos essa relacdo nado

¢ facilmente verificada, entdo vamos assumir que essa relacdo se mantenha, uma
vez que [T, H] = 0 para todos os vizinhos. Assim temos que ¢, = p, € t?gy =0e

a Eq. (4.22) passa a ser escrita como

1+t9 + 2p, 0 0 0
1 0 1—t49 24 0
Pij = 1 g g (4.37)
0 29 1 — Y 0
0 0 0 1+ t9 —2p,

Hamiltoniano real

Outra caracteristica do modelo XXZ € que seu hamiltoniano é real. Dessa
forma podemos argumentar que o estado também €, e assim eliminar todas as
correlacdes e magnetizacdes que formam a parte imagindria de p;; (Eq. (#.8)).

Com isso temos que t;fy = 0 na Eq. |l que € o ponto de partida, e o estado
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passa a ser

a 0 0 0
%:1 0 e 265 0 W)

410 268 h 0

(0 0 0 n

4.3 Solucao do modelo XXZ

O modelo XXZ ¢ totalmente soldivel, sendo seu espectro de energia obtido
pelo ansatz de Bethe. Assim varios trabalhos foram desenvolvidos para obter e
simplificar as expressdes que surgem desse ansatz para a energia fundamental por
particula e também para as fungdes de correlacio. Um exemplo € o importante
trabalho dos Yang’s [44] (de onde tiramos o valor da energia fundamental por
particula para A < —1), e outro exemplo € [45] (de onde tiramos os outros inter-
valos da energia fundamental por particula), de modo que a energia fundamental

por particula serd

_%7 A S _17
— A sinmy OOt 5 1 coshvzx
eO(A) - 7 + o f—OO-E% dl’mm ,—1 <A<1, (439)
1 _
1 ln 2, A = 1,

onde A = cosmv, e para A > 1 deve-se usar v = i¢. As fungdes de correlagao
estdo no Apéndice B.

O modelo possui trés fases distintas:

e Fase ferromagnética para A < —1 - caracterizada pelo surgimento de uma
magnetizagdo espontanea, que persiste mesmo sem campo magnético aplicado,

devido ao alinhamento de todos os spins em uma mesma dire¢do (z). Essa fase
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quebra a simetria Z», de modo que a magnetizacao por sitio serad

M
q, =P, = N =m. (4.40)

Também podemos destacar que, devido a esse alinhamento perfeito, as correlagdes
na dire¢do z serdo: (c'o’t") = 1, e na dire¢do z (y) serdo: (olo’™) = 0. Isso
gera uma magnetizacdo m = +1;

e Fase sem gap para —1 < A < 1 - possui ordem de quase longo alcance,
1.e., para grandes distancias (r — 00) suas correlacdes decaem como uma lei de
poténcia: (o 0"} ~ r~*. Esse comportamento esté entre (o,0") ~ C' (ordem
de longo alcance) € (0’0"} ~ e~ (decaimento exponencial, ou desordem), por
isso € chamado de ordem de quase longo alcance. E essa fase preserva todas as
simetrias do hamiltoniano;

e Fase antiferromagnética para A > 1 - caracterizada pelo surgimento de duas
sub-redes, com magnetizacdes opostas. Essa fase quebra as simetrias Z, e de
translacao, de modo que as magnetizagOes por sitio serdo iguais se pertencerem a
mesma sub-rede.

Outra caracteristica desse modelo é que as funcdes de correlacdo s6 depen-

dem da distancia entre as particulas, devido a invariancia translacional, e ndo da

posicdo das duas na cadeia, ou seja

th, =t =17 = (ololt7). (4.41)

uu u-u

Assim, a energia fundamental por particula pode ser relacionada com as fungdes

de correlacdo entre primeiros vizinhos como sendo

ey = (2(0;0;+1> + A(Uidi“)) , (4.42)

NI,
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de modo que

(oot = 4@’ (4.43)
A de
(ool =2 <eo - Ad—AO) . (4.44)

A seguir apresentaremos a concorréncia e a medida de Bell para o modelo
XXZ, pois serao utilizadas no Capitulo 5 ao descrevermos os resultados dessa
dissertagdo.

Concorréncia e Medida de Bell

Devido a forma simples de p;; Eq. (4.31), a concorréncia para o modelo XXZ

pode ser facilmente calculada, obtendo

1
C, = 5 max{0, 21t — (L+12,)}. (4.45)

Nas fases em que hda QES a concorréncia tem uma expressao um pouco mais

complicada:

1
€8S = Smax {0,201, = VOFIL) = (- + 0.7} (446)

Apesar de ter expressoes distintas, a concorréncia nao tem seu valor alterado pela
QES no modelo XXZ, i.e., as Eq. e Eq. fornecem valores iguais
mesmo para p, e ¢, diferentes de zero, como discutido em [46]]. Mas mesmo sem
alterar nada a Eq. (#.46)) sera importante nos resultados, no Capitulo 5.

Para terminar calculamos a expressdo da medida de Bell para o modelo XXZ:
B, = 2max {\/§|t;$|, (tr )2+ (t;$)2} . (4.47)
Note que a QES ndo afeta a expressdo da medida de Bell, uma vez que no modelo
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XXZ a QES gera somente magnetizacdes, ndo alterando o valor das fung¢des de

correlacdo.

59



Capitulo 5

Emaranhamento e desigualdade de

Bell no modelo XXZ.

Esse capitulo tem como finalidade apresentar os resultados e discussdes de-
senvolvidos na dissertacao e no trabalho [47].

Nosso primeiro resultado é observado na Fig. (5.4): a existéncia de regides em
que o sistema estd emaranhado, mas nao viola Bell. Um resultado inesperado, a
principio, uma vez que violar Bell é um indicio de emaranhamento e esperamos
que, em geral, a volta seja verdade (como € para estados puros). Esse fendmeno
ja é conhecido em alguns estados, como os de Werner (Apéndice A), e parece ser
mais geral e presente também em materiais descritos pelo modelo XXZ.

Nosso segundo resultado obtido vem da andlise do grafico da medida de Bell,
também na Fig. (5.4). Podemos observar ndo analiticidades tanto na TFQI quanto
na TFQ de ordem infinita, enquanto a concorréncia s6 apresenta nao analitici-
dade na TFQI1. Esse resultado sugereE] que a medida de Bell pode ser capaz de

determinar TFQ’s.

!Sugere porque a medida de Bell depende da matriz densidade reduzida p;; do sistema, assim
como eg € a concorréncia, e assim ela também poderia indicar TFQ.
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5.1 Discussoes

A energia fundamental por particula é capaz de determinar uma transi¢do
de ordem NN através de uma descontinuidade ou divergéncia na sua N-ésima
derivada. Na Fig. (5.1) podemos observar uma nao analiticidade em A = —1.

i i+1

. . . . deg __ <0'za'z ) .
A Fig. (5.3) mostra de fato que a derivada primeira de e (d—AO = T) ¢ des-
continua, indicando uma TFQ1. A transicdio em A = 1 é de ordem infinita;
nenhuma derivada finita da energia apresenta ndo analiticidade. Essa transicao é

conhecida como de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless (BKT).

0.0 w T \
L | |
L | |
—
r | |
—_05 | ]
* | |
| |
o I I
L | |
-10t } }
r | |
| |
| |
[ | |
-15¢+ I I
L L 1 L 1
-2 0 2 4 6
A
Figura 5.1: Energia fundamental por sitio do modelo XXZ. A TFQ em A = —1 ¢

determinado por essa curva, enquanto que em A = 1 tem uma TFQ do tipo BKT que nio
pode ser identificada.

As correlagdes (ooit") e (oiot™™), Fig. e Fig. respectivamente,
também indicam a transicdo em A = —1. Porém as fun¢des de correlagdo por si
s6 nao necessariamente indicam uma TFQ.

Uma outra maneira de encontrar as TFQ’s, como discutido no capitulo 2, é
analisando a concorréncia ou sua derivada primeira. Segundo Wu e colaboradores
[7] uma descontinuidade ou divergéncia na concorréncia (ou em sua derivada

primeira) é condi¢do necessdria e suficiente para indicar uma TFQ1 (ou TFQ?2).
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Figura 5.2: Fung@o de correlacdo na diregdo x para primeiros, segundos e terceiros viz-
inhos do modelo XXZ. Observa-se que essa correlacdo indica a TFQ em A = —1, mas
ndo indicaa TFem A = 1.

No entanto a concorréncia do modelo XXZ (Fig. (5.4)) s6 apresenta ndo analiti-
cidade em A = —1, sendo sua derivada primeira descontinua um indicador de
TFQ?2 (ao invés de indicar uma TFQ1, como deveria ser, pois a derivada primeira
de ey € descontinua).

Jaem A = 1 a concorréncia é mdxima para primeiros vizinhos, o que poderia
ser considerado um indicador de TFQ. No entanto ndo ha nenhuma prova de que
um maximo na concorréncia indique uma TFQ, ou seja, seria uma caracteristica
particular do modelo XXZ. Para segundos e terceiros vizinhos observamos uma
ndo analiticidade para —1 < A < 1, sendo essa uma nao analiticidade aciden-
tal criada pela maximizacao na definicdo da concorréncia, nao correspondendo a
TFQ’s.

A medida de Bell para primeiros, segundos e terceiros vizinhos também pode
ser vista na Fig. (5.4). Observamos que mesmo quando o sistema estd emara-
nhado, inesperadamente ele nunca viola Bell. Isto mostra que o modelo XXZ

possui um tipo de emaranhamento “oculto” que ndo pode ser revelado pela de-
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Figura 5.3: Funcdo de correla¢do na diregdo z para primeiros <<aiai+1> = 4%), se-

gundos e terceiros vizinhos do modelo XXZ. Observa-se que essa correlagcdo indica a TFQ
em A = —1, mas ndo indicaa TFQem A = 1.

sigualdade de Bell.

Apesar da medida de Bell ndo indicar nao-localidade, ela sinaliza tanto a
TFQI em A = —1, através de uma descontinuidade, quanto a TFQ de ordem
infinita, através de uma descontinuidade na derivada primeira. Note que tanto a
energia quanto a concorréncia sio incapazes de identificar a TFQ de ordem in-
finita.

Esse comportamento, junto com o fato do sistema estar emaranhado e nao
violar Bell, também foi observado no modelo XY com campo transverso em [8].
Isso sugere que a medida de Bell seja capaz de indicar uma TFQ e que o tipo
de emaranhamento que € relevante na TFQ nao ¢ trivial, uma vez que ele nao é
revelado pela desigualdade de Bell.

Uma discussao qualitativa do que acontece na TFQ em A = 1 seria o fato de
que para A > —1 a correlagdo em = é maior (em mddulo) que em z (em médulo)

e essa diferenca diminui a medida que A aumenta. Em A = 1 a correlagdo em z
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Figura 5.4: Medida de Bell (as trés curvas superiores) e concorréncia (as trés curvas
inferiores) para primeiros, segundos e terceiros vizinhos do modelo XXZ. Observa-se
que a desigualdade de Bell nunca é violada, mesmo em regides onde ha emaranhamento.
Enquanto ambas as medidas sdo capazes de indicar a TFQ1 em A = —1, apenas a medida
de Bell € capaz de indicar a transi¢cdo de ordem infinitaem A = 1.

se iguala a de x e para A > 1 a correlacdo em z passa a ser maior (em mddulo)
que em z (em modulo), dando origem a magnetizacdo espontanea em z na fase
antiferromagnética. Assim podemos pensar que a correlacdo em x estd gerando
uma espécie de desordem no sistema, uma vez que o sistema tende a se alinhar na
direcdo z e a correlagdo em x estd destruindo esse alinhamento, de modo que o
sistema passa a gerar magnetizacdo espontanea quando a correlacdo em z supera
esse desornamento. Note que a medida de Bel consegue indicar essa TFQ porque
ela captura esse fato que acabamos de descrever, devido a maximizacdo em sua
definicdo.

Por dltimo apresentamos uma visao geométrica na Fig. (5.5), que é o espago de

parametros de uma matriz densidade que possui as mesmas simetrias do modelo

2Lembrando que B, = 2max {\/5 (ol oitry|, \/<0§0’é+r> + (oiott™) }
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XXZ. O triangulo maior que define os estados fisicos foi obtido usando a positivi-
dade de uma matriz densidade (autovalores positivos). A regido onde os estados

estdo emaranhados foi definida pela concorréncia, de modo que as linhas parale-

1.0[H

05

—-05+

-1.0 O [ P
-1.0 -05 0.0 0.5 1.0

(i)

Figura 5.5: Espaco de pardmetro de uma matriz densidade de dois spins—% com as sime-
trias do modelo XXZ. O tridngulo maior define os estados fisicos, no diamante interno
estdo os estados separdveis (SEP), nos dois tridngulos menores nos vértices inferiores
estdo os estados emaranhados (ENT) e nas duas regides menores também nos vértices
inferiores estdo os estados que violam a desigualdade de Bell (NL). As linhas paralelas
a borda da regido emaranhada sdo linhas de contorno da concorréncia. As curvas sdo
trajetdrias do estado fundamental do modelo XXZ para primeiros, segundos e terceiros
vizinhos e a trajetéria do estado de Werner. Também marcamos os pontos A = —1
(circulo), 0,999 (quadrado), O (tridngulo) e 1 (diamante).

las a borda dessa regido sdo linhas de contorno da mesma, e esse emaranhamento
aumenta quando nos aproximamos dos vértices inferiores do tridngulo maior. A
regido ndo local é onde os estados violam a desigualdade de Bell, sendo que essa
violagdo aumenta quando nos aproximamos dos vértices inferiores do triangulo

maior, assim como o emaranhamento. E a regido separdvel sdo os estados ndo
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emaranhados, definidos pela concorréncia.

Ainda na Fig. (5.5), podemos destacar que a fase ferromagnética se encontra,
toda ela, no vértice superior do tridngulo; depois ha um salto para a fase sem gap,
iniciando no quadrado; e segue até chegar na fase anti-ferromagnética, iniciando
no diamante. A curva verde (trajetéria de um estado de Werner) € onde todos os r

vizinhos deverdo permanecer para A = 1.

5.2 Discussoes complementares

A partir de agora vamos analisar apenas as fases ferromagnéticas e sem gap,
devido ao fato das magnetiza¢des da fase anti-ferromagnética nao serem tao sim-
ples de obter ou porque as discussoes a seguir ndo se encaixam nessa fase. Primeiro
vamos discutir a validade da concorréncia como um indicador da transi¢do de fase
em A =—1.

Ao tracarmos o grafico de C.,onde C, = max{0, C~T (Fig. ) observamos
que a ndo analiticidade em A = —1 é acidental; devido a maximizac¢do. Por
outro lado, se utilizarmos a desigualdade de Schwar7’} sabendo que |{ci07)| < 1,
obtemos que m = =1 na fase ferromagnética. Ao incluirmos essa magnetizacao
na expressao de C, obtemos que este € zero na fase ferromagnética, ou seja, a
concorréncia € zero independente de maximizagdo, tornando a nao analiticidade
em A = —1 ndo acidental.

Sabemos que a QES ndo altera o emaranhamento do modelo XXZ [46]. Mas
incluir a magnetizagdo da fase ferromagnética altera a origem da ndo analiticidade,
que deixa de ser acidental.

Uma discussdo sobre a concorréncia e ndo analiticidades acidentais em TFQ

3Lembrando que C, = % (2|<a;a;+’>>| — \/(1 + (oiai™™))2 — (p, + qz)Q),ondepZ =gq, =

m na fase ferromagnética e p, = ¢, = 0 na fase sem gap.

Y(ATB)| < /(ATA)\/(BIB).
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Figura 5.6: ”Concorréncia”antes da maximizag@o para primeiros, segundos e terceiros
vizinhos. Observa-se que a nao analiticidade na concorréncia em A = —1 € acidental,
devido a maximizacdo, se nao levarmos em conta a QES.

foi feita em [48]]. Se mostrou que a concorréncia ndo ¢ um bom indicador de TFQ
por causa de ndo analiticidades acidentais (devido a maximizagdo e ao méodulo na
definicdo da mesma) e porque ela indica erroneamente uma TFQ2 em A = —1
no modelo XXZ (sendo essa uma TFQ1). Mas esse trabalho nao discute o fato da
ndo analiticidade em A = —1 ndo ser acidental quando levamos em conta a QES.

Também podemos calcular entropia de von Neumann do sitio ﬂ que indica
o emaranhamento entre o sitio 7 e o resto da cadeia (Fig. (5.7)). Considerando
a QES essa medida mostra que a fase ferromagnética é separéve]ﬂ e que na fase
sem gap a particula ¢ estd totalmente emaranhada com o resto da cadeia. Note que
essa medida é capaz de indicar TF em A = —1 através de uma descontinuidade
na mesma.

Um ultimo fato a ser comentado, citado no Capitulo 3, € que o emaranhamento

bipartite estd concentrado entre primeiros vizinhos. Isso pode ser observado na

Lembrando que p; = % (I' + p.o?), sendo seu autovalores Ay = li% ondep, = ¢, = mna

fase ferromagnéticae p, = ¢. = 0 na fase sem gap. Assim sua entropia serd: S; = >, A\ logy Ag.
®Se ndo levarmos em conta a QES a entropia na fase ferromagnética vai reproduzir o mesmo
resultado da fase sem gap.
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Figura 5.7: Entropia de von Neumann da particula i, que representa o emaranhamento
entre a particula 7 e o resto da cadeia. Observa-se que essa medida indica uma TFQ em
A=-—1

Fig. (5.4) quando vemos que o emaranhamento para primeiros vizinhos comega
em A > —1 e sé acabaem A — oo, sendo que para segundos vizinhos o emara-
nhamento morre bem antes de A = 1 e para terceiros vizinhos o emaranhamento
morre antes do que para segundos vizinhos, indicando que o emaranhamento bi-

partite € de curto alcance.
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Capitulo 6

Conclusao e Perspectivas Futuras

Apresentamos nessa dissertacdo um estudo da relacdo entre emaranhamento
(concorréncia), desigualdade de Bell (medida de Bell) e TFQ em uma cadeia de
spin—% unidimensional e infinita, descrita pelo modelo XXZ. Assim obtivemos
nossos resultados, que sao:

1) Esse modelo nao viola Bell, mesmo em regides onde estd emaranhado, in-
dicando um tipo de emaranhamento “oculto”. No caso isotrépico (A = 1) esse
estado € descrito por um estado de Werner;

i1) A medida de Bell é capaz de identificar as TFQ’s do modelo, enquanto
que a concorréncia s6 € capaz de identificar a TFQ1 em A = —1 (nesse caso o
critério de Wu e colaboradores indicaria, erradamente, uma TFQ2). A medida de
Bell mostrou uma descontinuidade em A = —1, sendo esta uma TFQ1, e mostrou
uma descontinuidade na derivada primeira em A = 1, sendo esta uma transi¢ao
de ordem infinita (BKT);

iii) A ndo analiticidade em A = —1 da concorréncia é acidental, a principio,
mas quando levamos em conta a QES ela deixa de ser acidental. Isso mostra que
a QES deve ser observada com mais cuidado.

Esses resultados indicam que estudos sobre desigualdades de Bell e TFQ po-
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dem acrescentar bastante no entendimento da natureza das correlagcdes quanticas
envolvidas na TFQ. E isso mostra que o tipo de emaranhamento na TFQ nao é
trivial, uma vez que ele ndo pode ser revelado pela desigualdade de Bell. Por-
tanto, a medida de Bell € um recurso diferente do emaranhamento e pode ser uma
forma alternativa e complementar de caracterizar uma TFQ, até mesmo as de or-
dem infinita.

Existem varios trabalhos sobre emaranhamento ¢ TFQ (como mencionado no
Capitulo 3), uma revisao sobre esses trabalhos pode ser vista em [39]. No entanto,
até onde sabemos, estudos da relac@o entre as desigualdades de Bell e TFQ sur-
giram em 2010 com Batle e Casas [8]], e s6 conhecemos mais um trabalho além
desse, o que foi descrito nessa dissertacdao [47]. Em fevereiro de 2012 saiu no
arXiv mais um review [49] apresentando os resultados dessa relagdo entre medi-
das de emaranhamento e TFQ para alguns modelos de Matéria Condensada, onde
nesse trabalho € incluido a medida de Bell como um indicador de TFQ, citando o
nosso trabalho [47]].

Perspectivas futuras para esse trabalho sdo: generalizar essa aplicagdo da me-
dida de Bell, de modo a garantir o seu uso como um indicador de TFQ para qual-
quer modelo; e estudar outros tipos de desigualdades de Bell (com mais medidas,
mais resultados ou mais particulas) nesse modelo e em outros para descobrir se
em regides emaranhadas existe alguma desigualdade que € violada, e se essas

desigualdades também sdo capazes de indicar TFQ’s.
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Apéndice A
Estado de Werner

O estado de Werner é um estado bipartite de dimensao d x d que € invariante
por operagdes unitarias locais (U @ U). Para particulas de spin-%, que € 0 nosso

caso de interesse, serd definido simplesmente como

1—
PWerner = $|B€ll><Bell\ + ( 1 x)]l, (A.1)

onde | Bell) é um dos quatro estados de Bell, sendo a equagio acima vélida para
qualquer um deles.

Note que o estado de Werner (Eq. (A.I))) pode ser interpretado como um ruido
no estado de Bell.

Escolhendo o estado [¢)~) = £(|01) — |10)), o estado de Werner seré

(1 - =)
4

pw =zl ) (7| + I (A2)
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que pode ser escrito na forma matricial como

1—=z 0 0 0
1 0 1+ —2z 0
ow =1 (A3)
0 —2r 1+« 0
0 0 0 11—z

Esse estado € importante por ser o primeiro a apresentar regioes onde esta
emaranhado, mas ndo viola Bell (Fig. (A.1))), de modo que pode ser descrito por
uma teoria de varidveis ocultas. Para mostrar esse resultado utilizamos a con-

corréncia e a medida de Bell

1
§max{0, 3z —1} e B = 2v2|z]. (A4)

20 - - -

1s5F

{Béll, Conc}

10

051

ool 1 v
-0.2

0.0 10

Figura A.1: Emaranhamento e medida de Bell do estado de Werner. O intervalo —% <
x < 1indica a regido onde o estado representa um estado fisico, na regido x < % o estado
€ separdvel, na regifo % <z < % o estado esta emaranhado mas ndo viola Bell, e na

regido x > % o estado esta emaranha e viola Bell.

Se compararmos a Eq. (A.3) com a Eq. (4.28)), que é o modelo XXX, obser-
vamos que elas sdo iguais para r = — (o’ 07). Isso justificaria o “emaranhamento

oculto” nesse ponto.
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Apeéndice B

Expressoes das Funcoes de

Correlacao do Modelo XXZ

As correlagoes para A < —1 foram obtidas a partir de [44], e para as outras
regides [45]ﬂ

Dado as fungdes

oo— % 1 coshvzx

() = d . B.1
w9 /oo“; xSiIthL’ sinh’ vx 8.1

. oy 1 0 coshvx
— d — : B.2
) /_00_7; xsinhx Ov sinh’ v (B.2)

e

cj = COSTJV, §; = sSinmjv, (B.3)

as fun¢des de correlacio serdo:

'Note que hd erro de digitacdo nas Eqs. (19) e (20) de [45]]. Na (19) ((SJ?SJZ-H)) faltou somar o

termo —:°-(, (1), que pode ser encontrado usando a EFP P(3) com a Eq. (17) do préprio artigo.
Na (20) ((S]”” S f +3>) temos que recorrer a [S0] (note que a Eq. (5.4) possui o mesmo erro) e usar

as Egs. (5.10), (B.11) e (B.12) para calcular e encontrar o erro em (S}Sﬁr?)).

73



Bl AL -1

Nessa regido temos a fase ferromagnética, que é caracterizada pelo alinhamento
de todos os spins na mesma direcdo (z) e sentido, de modo que a correlagao en-

tre quaisquer vizinhos serd a mesma que entre primeiros vizinhos. Utilizando as

equacdes Eq. (¢.39), Eq. (4.43) e Eq. (4.44) obtemos

(oh0.") =0, (B4)
(oloiy = 1. (B.5)

Uma discussao qualitativa do que acontece com as correlacdes nessa fase seria
o fato dos primeiros vizinhos estarem maximamente correlacionados na dire¢do
z, i.e., (S757,) = 1. Isso indica que os primeiros vizinhos apontam na mesma
direcdo e sentido, e assim a correlacdo entre quaisquer vizinhos nessa dire¢cdo sera

maxima. Com isso obtemos

(oLo™T) =0, (B.6)
(oot = 1. (B.7)

B2 —-1<A<l1

Nessa regiao (fase sem gap) as fungdes de correlacdo serdo:

Primeiros vizinhos:

1
(SE8%) = -G (1) + 1560, (B.8)
cgr =t A gy Lo
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Segundos vizinhos:

C2

L?m 2 ) -

27s 472

Sy o) @0

<S§E5ix+2> = {72

8msy

(57850 =1~ (T = L) 1) - G+ oG (8)+ )

Cu
4 TSy TSy 4mey 2

(B.11)

Terceiros vizinhos:

3 01(—1 + 262)

|
47T83g D+ 472

(15 — 12¢9 — 12¢3 + Heg + 4eg)
8mss

(S7S%,3) = G (1)+

Cl/(3>

Cl(]_ — 202 + 04) /

65) + L A s)

(9 — 702 — Cq — CG)
32135,

c18% 5(2 — 3¢ + )
_ﬁ I/( )

¢1(28 — 39¢y + 18¢4 — Tcg)

16725, 53

(252 802 = 360) ¢ 1)y 31+ 05 ¢ 1)) 34 224 T2 b1 = )
1

5¢2(3 —2co — ¢4) , 2(3 —2cy — cy)
DG, (5
16735, GG 6) + 16735,

301(14 — 1562 + 6C4 — 566)
647T25183

167s3

G(1)6(3) + G(DGA3)

G (1)6(5)

327T25183

GMGG) + -

_ (3 — 2¢y — ¢4) cisi

o T e GCOR

1 361(—1 + 202) 1 /

(S7Sis) = 1 m@ﬂ) - ﬁ@(l) +

(34 2¢2)(7 4+ c4)s1

4mer (14 2¢9) G(3)

2.2 2

sy, 5(5 4 3c2 + 3c4 + o)1 287 ,
+—C (3 (D —

72 G (3) + 8mer (1 + 2¢3) G (5) + 2m2 Y

(5)

B (2 + 23co + 4cy + c6)
472 (1 + 2¢9)

B c1(4 + )8y
273

C1C951

L GE)

G (1)6(3) G(1)G(3) =
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cAas? 5(8 4 23¢2 + 4eq + ¢4)

— G MGB) - 8m2(1 + 2¢,)

5¢1(2 + )81
273

_alredsi gy - 395y )05 4

274

3(8 + 23¢o + 4cy + ¢4)

2
621+ 2e)

c1(2 4 c2)sy / st

GG 8) + T (B.13)

B3 A=1

Para A = 1 temos o caso isotrépico, onde (S7'S7, ) = (S7S7,,.). Assim temos

Primeiros vizinhos:

1 1
(S7 f+1> =13~ §1n2 = —0.14771572685.... (B.14)
Segundos vizinhos:
1 4 3
(SfSﬁrQ) =13~ 3 In2+ ZC(S) = (0.06067976995.... (B.15)
Terceiros vizinhos:
1 37 14 3 125
St )y =——3n2+ — ——1In2 — = 2=
(875512 = 35— 32+ C(3) — — W 2((3) = 5¢(3)* = 52C05)
25
+ 3 In 2¢(5) = —05024862725.... (B.16)
B4 A>1

Para encontrar os funcdes de correlacio nessa regido (fase antiferromagnética)

basta trocar v = 1¢ nas correlacdes da fase sem gap.
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