UNIVERSIDADE FEDERAL FLUMINENSE

INSTITUTO DE FISICA

Mapeamentos em teorias de calibre da gravidade

Anderson Alves Tomaz

Orientador: Prof. Dr. Rodrigo Ferreira Sobreiro

Niteroi-R.J
Fevereiro, 2012



Anderson Alves Tomaz

Mapeamentos em teorias de calibre da gravidade

Dissertacao apresentada ao Curso de Pos-
Graduagao em Fisica da Universidade
Federal Fluminense, como requisito parcial
para obtencao do Titulo de Mestre em Fisica.

Orientador:
Prof. Dr. Rodrigo Ferreira Sobreiro

Niteroi
2012



Agradecimentos

Dedico esta dissertacao a minha esposa Flaviane, pois ela é a maior responsavel por
eu ter chegado até aqui e, ainda, por sempre me encher de coragem para ir mais longe.
Nao esqueco da discussao que tivemos no dia que ela me expulsou de casa para fazer o
vestibular da UFF e tentar uma vaga no curso de bacharel em Fisica. Naquele dia, o
desanimo era um sindénimo para o meu nome, pois nao havia mais qualquer desafio e,
muito menos, algum orgulho intelectual. Afinal, eu nao havia concluido nenhum de meus
projetos académicos e minha vida era um abismo de lamentacoes. Além disso, morar em
Petropolis, fazer uma graduacao em Niterdi e, ainda, lecionar para 17 turmas de ensino
béasico, realmente, parecia impossivel. Porém, mesmo com tudo contra, ela conseguiu me
convencer a ir em frente. Hoje, espero nao té-la decepcionado. Sem aquele impulso inicial
e seu apoio incondicional, eu nao teria conseguido.

Sou imensamente grato aos meus pais, Carlos Alberto e Maria Isabel, por toda a
batalha que travaram para criar quatro filhos. Ao longo do tempo que vivemos sob o
mesmo teto, sempre me ensinaram que desistir nunca seria uma solucao, por pior que a
vida estivesse. Nao poderia deixar de agradecer também aos meus irmaos, Erick, Alan e
Ebert(Kbeca), pelos grandes momentos em familia e, também, por sempre torcerem por
mim.

Ao meu orientador Rodrigo Sobreiro que foi, e continuara sendo, um grande mentor
académico. Sou grato a ele pelos 53 encontros durante o mestrado, onde dedicacao e
paciéncia sempre estiveram presentes. Estes encontros me ajudaram a conhecer teorias
de campos e gravidade. Embora estas sejam areas arduas a serem exploradas, a beleza

e o rigor fisico-matematico das mesmas faz com que a busca por compreendé-las, sempre



venha a valer a pena.

Aos meus grandes amigos, Cristiano(Jorge), Marcelo Percia, Méario, Paulinho, Ivo e
Amarildo, que sempre exerceram papéis importantes em diferentes momentos da minha
caminhada. Sou grato a eles nao somente pela amizade, mas também pela irmandade que
nos une até hoje. Isso nao se perde e nao se apaga.

Agradeco aos meus companheiros de IF pelo agradavel cotidiano, ora com um bom
papo e um cafezinho no trailer do Adriano, ora com as enriquecedoras discussoes sobre
Fisica. Ao Marlon e & Gabi, um especial agradecimento pelo grande apoio em toda
minha jornada no IF. Isso sem esquecer de tantas vezes que roubei um canto pra dormir
na casa deles, onde sempre fui recebido com muito carinho. Ao Pierre, outro especial
agradecimento, por ser um grande amigo e parceiro de matérias que fizemos juntos desde
os tempos da graduagao.

Aos meus professores da graduacao, Eden Vieira, Jiirgen Stilck, Ruth Bruno, Roberto
Toscano e Maria Emilia, por serem verdadeiros educadores. Eles serao sempre exemplos de
que é possivel ensinar, nao importando a complexidade do assunto, de forma a encorajar
seus estudantes a se tornarem cada vez melhores.

Sou grato a todos os funcionarios do IF pelo cotidiano sempre agradavel e prestativo.
Em especial, sou imensamente grato a Valéria pelas palavras amigas nas horas duras
e também pela enorme competéncia ao cuidar da grande burocracia que cerca a vida
académica.

Finalmente, agradeco a todos os brasileiros, pois, sem os arduos impostos que pagam,
minha formacao cientifica nao teria sido possivel. Seguindo essa linha, também agradeco

a Capes pela bolsa de estudos e a Proppi-UFF pelo apoio financeiro.

i



Resumo

O trabalho consiste em estudos sobre o mapeamento de um espaco euclidiano em um
espago curvo. Iniciando com grupos SO(m,n), onde m +n =5 e m € {0, 1,2}, chega-
se a uma teoria de gravidade de primeira ordem com simetrias locais determinadas pelo
grupo SO(m! —1,n). Para tal foi assumida duas propriedades das teorias de calibre nao-
abelianas, ou seja, a liberdade assintética e a geracao dinamica de massa. Fazendo uma
redefinicao dos campos de calibre através dos parametros de acoplamento e de massa, é
possivel separar o campo de calibre em dois setores. O mesmo acontecera para a algebra
do grupo. Utilizando uma contracao de Inonii-Wigner, com o auxilio destes mesmos
parametros, o grupo original pode ser deformado em um grupo de Poincaré, SO(m,n) —
ISO(m! —1,n). Como a agao original nao é invariante pelo grupo de Poincaré, a teoria
sofre na verdade uma quebra de simetria para o grupo de Lorentz, SO(m,n) — SO(m!—
1,n). Esta quebra de simetria faz com que um dos setores do campo de calibre passe a
se comportar como matéria, agora perante o grupo SO(m! — 1,n). Assim, aproveitando
a definicao descrita acima, este campo pode ser identificado com uma vierbein efetiva,
deformando assim o espago-tempo, antes euclidiano. Da mesma forma, o setor de Lorentz
da conexao pode ser identificado com a conexao de spin. O que vai resultar em uma
teoria de gravidade no formalismo de primeira ordem. E explorado entdo, rapidamente,
as equagoes de movimento da gravidade, assim como a solugao de vicuo mais simples.
Além disso, faz-se aqui, entao, a analise do mapeamento de uma teoria de calibre em uma

teoria de gravidade. Em particular, é calculada explicitamente a matriz de mapeamento.
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Abstract

This dissertation consists on studies on the mapping of gauge theories formulated on
Euclidean space into gravity theories on curved space. Starting with groups SO(m,n),
where m +n = 5 and m € {0,1,2}, we arrive at a theory of gravity on the first order
with local symmetries determined by the group SO(m! — 1,n). For that we assume two
properties of non-Abelian gauge theories, i.e., the asymptotic freedom and dynamical
mass generation. By making a rescaling of the gauge fields through the coupling and
mass parameters, it is possible to separate the gauge field in two sectors. The same goes
for algebra of the group. Then, using an Inoénii-Wigner contraction, with the help of these
same parameters, the original group can be deformed into a Poincaré group, SO(m,n) —
ISO(m! — 1,n). As the original action is not invariant under the Poincaré group, the
theory actually undergoes a symmetry breaking to the Lorentz group, SO(m,n) —
SO(m! — 1,n). This symmetry breaking makes one sector of the gauge field to behave
like a matter field, now, under the action of the group SO(m! — 1,n). Thus, using the
description described above, this field can be identified with an effective vierbein wich
deforms the Euclidean space-time into a curved one. Likewise, the sector of the Lorentz
connection can be identified with the spin connection. The final result in a theory of
gravity in the first order formalism. We then quickly explore the equations of motion
of this effective gravity in order to compute the simplest non-trivial vacuum solution.

Moreover, the analysis of this mapping is explicitly computed.
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Introducao

Publicado em Outubro de 1954, o trabalho proposto por Yang e Mills [1]| trouxe a
comunidade cientifica uma nova abordagem ao entendimento da Fisica das interacoes
fundamentais, onde foram tratadas teorias de calibre nao-abelianas. O tratamento era
centrado nas transformacoes de isospin', as quais agem como rotagoes em um espaco

Ve 7T, formem um vetor, enquanto

interno de modo que os trés estados de pions, 7, w
os nucleons, protons e néutrons, formem um espinor, ou seja, um dubleto e um tripleto,
respectivamente. Em uma interacao forte, tais estados, sejam de pions ou nucleons,
sofrem rotagoes de mesmo angulo sob o mesmo eixo no espago de isospin. As leis fisicas
sao observadas sem qualquer variacao, antes e depois das rotagoes. Por exemplo, seja feita
a escolha de um spin up para um proéton localizado num ponto do espago-tempo, tal que a
convencao se aplique a todos os protons em todos os outros pontos do espaco-tempo que
o primeiro proton escolhido. Entretanto, deveria haver uma liberdade de escolha de fase
no espaco interno de isospins em diferentes pontos do espaco-tempo e, assim, poderia-se
estender o conceito de invariancia de isospin global para local.

As chamadas teorias de Yang-Mills [1, 3] estenderam a abordagem das teorias de
calibre abelianas, as quais se tornaram o sélido alicerce que fundamentou a eletrodinamica
quantica [4, 5|, para o territorio das teorias nao-abelianas.

As simetrias ocuparam um lugar tao importante na Fisica que a teoria de grupos
passou a ser o arcabouco matematico fundamental para analisar simetrias e, talvez, deva-

se isso principalmente & presenca de grupos de Lie no tratamento algébrico das teorias de

calibre. Segundo o teorema de Noether |5, 6], h4 sempre uma maneira de se relacionar

1O conceito de isospin foi introduzido por W. Heinsenberg quando tratava da independéncia de carga
das interacoes fortes [2].



um principio de conservagao a uma simetria continua da Natureza. O principio de calibre
se tornou a base tedrica para os fisicos tratarem as interacoes fundamentais. A palavra
simetria é de origem grega e tem significado de comensurabilidade. Um simples exemplo
de simetria pode ser observado quando colocamos um triangulo qualquer enconstado em
um espelho plano, sua imagem terd as mesmas medidas de angulos e de comprimentos
dos lados do objeto original. Entretanto, a nocao de simetria vai além da geometria de
objetos euclidianos. Uma das mais belas nocoes de simetria mostra que a conservacao
da carga elétrica esté relacionada a simetria de calibre no eletromagnetismo, U(1), assim
como a conservacao da carga de sabor na teoria das interagoes fracas [7| descrita pelo
grupo SU(2). Nao menos importante estd a conservagao da carga de cor na teoria das
interacoes fortes [5, 8], esta baseada no grupo SU(3). A nogao de simetria na Fisica
também esta relacionada com degenerescéncia [9].

O sucesso das teorias de Yang-Mills pode ser atribuido a sua bem-sucedida intencao
em explicar as interacoes fundamentais da Natureza, fato que foi um sucesso através do
modelo padrao [5]. Por enquanto, cabe mencionar que trés interagoes estdo amparadas
pelas teorias de Yang-Mills, restando, portanto, apenas a interacao gravitacional a ser
incluida. Assim, ergueu-se um dos maiores desafios da Fisica comtemporanea, isto é,
encontrar uma teoria para a gravidade que possa ser quantizada, possivelmente uma
teoria de calibre, ja que as demais interacoes sao descritas por teorias deste tipo. Para a
gravidade, a quarta interagao fundamental, ainda nao se conhece uma teoria que esteja
inserida no modelo padrao.

Uma das maiores incompatibilidades entre a relatividade geral e o modelo padrao se
encontra na descrigao fisica das interagoes. Na gravitacao, a geometria é unicamente usada
para descrever a interagao gravitacional, enquanto nas interacoes do modelo padrao sao
as teorias de calibre que as descrevem. Este é justamente o fato pelo qual a gravidade nao
pode ser quantizada. Uma das maneiras de tentar aproximar a gravidade de uma teoria
de calibre é através do formalismo de primeira ordem [10, 11, 12, 13|. Neste formalismo,
as isometrias locais do espago-tempo sao identificadas com um grupo de calibre.

O uso do formalismo de primeira ordem, além de ser facilitado pela teoria de grupos



[14], também ¢ melhor descrito pelos métodos do calculo exterior e formas diferenciais?
[15] que se propoe a otimizar e simplificar os célculos outrora feitos usando somente
tensores. Entretanto, nao se pretende aqui excluir os métodos matematicos que adotam
tensores, pois este ja ocupam seu lugar em diversas teorias fisicas. Somente para citar
um famoso exemplo, a relatividade geral. Por outro lado, formas diferenciais podem
simplificar alguns desenvolvimentos que, em um momento anterior, eram bastante arduos
com o uso de uma técnica somente baseada em tensores. Os conceitos e as grandezas
fisicas que serao descritos aqui serao representados, em geral, por formas diferenciais.

O trabalho realizado [16] nesta dissertacao sera iniciado com uma simples teoria de
Yang-Mills, consistente quanticamente, e caminha para um final onde uma teoria de gravi-
dade emerja como uma teoria de campo efetiva. Durante este processo serao confrontados
os formalismos de primeira e segunda ordem para a relativade geral e, em seguida, a dis-
cussao do envolvimento de grupos de calibre na construgao de uma ac¢ao que se conecte
a algum tipo de teoria de gravidade. O grupo inicial, que sera a base da teoria de calibre
tratada aqui, € 0 SO(m,n), onde m € {0,1,2} e m+n = 5. Este grupo pode ser o de de
Sitter, de anti-de Sitter ou ortogonal, dependendo do valor de m. A &algebra inicial sera
decomposta de forma que SO(m,n) = SO(m! —1,n) ® S(4), onde S(4) é um coset com
quatro graus de liberdade, enquanto SO(m! — 1,n) forma um subgrupo de estabilidade
que de acordo com o valor de m serd um grupo de Lorentz ou um ortogonal. Fazendo
uso desta decomposicao juntamente com a liberdade assintética do modelo através do
parametro adimensional de acoplamento x e, também, da possivel geracao dinamica de
massa [17], identificada aqui pelo parametro 7, sera feita uma redefinigdo dos campos
de calibre de maneira que a decomposicao fique mais ainda evidenciada. Para tanto,
um teorema de contracao aplicado ao grupo inicial serd estudado, esta reducao é co-
nhecida como contracao de In6nu-Wigner que, com o auxilio destes mesmos parametros,
val permitir que o grupo original SO(m,n) pode ser deformado no grupo de Poincaré
ISO(m! — 1,n). Embora o grupo de Poincaré nao descreva uma simetria para a acgao

inicial, o grupo SO(m!—1,n) deixa a a¢ao original invariante. Sendo ainda SO(m!—1,n)

2No apéndice A sers feita uma breve exposicio sobre o assunto.



um grupo de estabilidade, a teoria é na verdade quebrada dinamicamente de acordo com
SO(m,n) — SO(m! — 1,n). Assim, um dos setores do campo de calibre passard a se
comportar como matéria, agora perante o grupo SO(m! — 1,n). Com esta nova confi-
guracao, este campo pode ser identificado com uma vierbein efetiva, cuja consequéncia
é a deformacao do espaco-tempo, inicialmente euclidiano. Consequentemente, o setor
de Lorentz da conexao serd identificado com a conexao de spin. Simultaneamente, seré
analisado a redefinicao dos campos para que haja uma conexao entre a teoria de calibre
original e uma teoria de gravidade. E justamente a analise deste mapeamento o grande
tema desta dissertagao. Serd exposto o calculo da matriz de transformacao, assim como
a de sua inversa, a qual é garantia da unicidade deste mapeamento. Cabe ressaltar que
a diferenca entre este e outros trabalhos se encontra na forma de gerar massa. Enquanto
os outros usam o mecanismo de Higgs, pretende-se neste que um parametro de massa
emerja dinamicamente |17] da teoria e, assim, seja possivel o mapeamento em uma teoria
de gravidade. O proposito e a grande motivacao desta dissertagao é apresentar uma agao
onde uma teoria de gravidade se apresente para ser quantizada, portanto, tal agao deve
ter validade quando confrontada com a relatividade geral. O que se espera como resultado
¢ uma teoria de gravidade no formalismo de primeira ordem. De forma a verificar a con-
sisténcia dos resultados, a acao final servird para a obtencao das equacoes de movimento

da gravidade para que se mostrem de acordo com uma solucao de vacuo mais simples.



Capitulo 1

Teorias de Yang-Mills

The conservation of isotopic spin is identical with the requirement of inva-
riance of all interactions under isotopic spin rotation. This means that when
electromagnetic interactions can be neglected, as we shall hereafter assume to
be the case, the orientation of the isotopic spin is of no physical significance.
The differentiation between a neutron and a proton is then a purely arbitrary

process [1].

C. N. Yang e R. L. Mills

Teorias de calibre possuem dois campos fundamentais: Campos de matéria e campos
de calibre [1, 18|. Neste capitulo serdo apresentados conceitos basicos como o potencial
vetor (ou, campo de calibre) e o funcional da agdo de Yang-Mills, onde estdo contidas
informacoes sobre a simetria interna do sistema. Também serao apresentados a algebra dos
geradores do grupo de Lie em questao, as transformagoes de calibre a serem empregadas
e as propriedades da acao de Yang-Mills de um modo geral que terao papel fundamental

neste trabalho.

1.1 Campo de calibre e acao de Yang-Mills

Seja um conjunto de geradores A associados a um grupo de Lie semi-simples G, tal

que



M NE] = fARXC, (1.1)

com {A,B,C} € {1,--- ,dim G}. As constantes de estrutura do grupo, f*5. sdo total-
mente antissimétricas em seus indices. Caso fA5 =0, VA, B,C , o grupo é dito abeliano.
Os geradores sdo representados por matrizes anti-hermitianas, ou seja, AT = —A\4, tal

que sua normalizacao é feita por

Tr (AAP) = —%5*‘3. (1.2)

Ademais, as constantes de estrutura obedecem a identidade de Jacobi,
fABDfDCS i fBCDfD.A£ 4 fCADfDBS —0 (1.3)

Agora, seja uma colecao de campos descrita por

L
v— | (1.4)
[N
que se transforma como
U(z) = U(z) = U(z), (1.5)

onde U = €<, com ¢ = As¢* de modo que ¢ sejam funcdes das coordenadas do espaco-
tempo. Os campos ¥ sdo ditos campos de matéria devido a sua lei de transformagao (1.5),
onde fica evidente que ¥ se transforma na representacao fundamental [18, 19]. Uma vez

que as derivadas desses campos se transformam como

AV (z) — UdU(z) + (dU) ¥ (), (1.6)



sendo d a derivada exterior!, observa-se que d¥ nao se transforma como matéria. Dessa

forma é conveniente introduzir uma nova derivada que se transforme como

VU (x) = UV (), (1.7)

onde V ¢ a derivada covariante,

V =d+rY, (1.8)

sendo k o parametro adimensional de acoplamento. O campo Y é o denominado campo

de calibre,

Y = AgYdat, (1.9)

Este campo representa uma 1-forma de conexao na representacao adjunta [18, 19].

Através das equagoes (1.5) e (1.7), a transformagao do potencial Y é obtida:

d
Y'=U (E + Y) Ut (1.10)

Infinitesimalmente, tem-se U ~ 1 4+ k(. Assim, a transformagao (1.10) se reduz a
Y =Y + V(. (1.11)

A 2-forma intensidade de campo nao-abeliana é definido por

F =dY + rYY, (1.12)

a qual nao é invariante por transformacoes de calibre locais, mas é covariante de calibre,

estando sujeita a transformacao,

F'=UFU". (1.13)

Escrita em componentes, F' apresenta-se como

Vide Apéndice A.



P = dAA + kfA50 AP AC, (1.14)

Utilizando F, torna-se simples construir uma acao invariante de calibre. Vale res-
saltar ainda que os campos de Yang-Mills possuem restricoes que fazem jus aos termos
impostos pelos fenonemos da Natureza. Em algumas situacgoes, vinculos ou restrigoes sao
necessarios para que isso ocorra. No presente trabalho, as seguintes exigéncias devem ser

atendidas:

A densidade lagrangiana deve ser local, ou seja, deve depender apenas dos campos

e de suas derivadas em cada ponto do espago-tempo [20].

A acdo deve ser renormalizavel por contagem de poténcias |5, 20].

e Os campos de Yang-Mills devem ser campos vetoriais inicialmente nao-massivos,
uma vez que termos de massa, em geral, corrompem a invariancia de calibre se

incluidos explicitamente na lagrangiana [5, 20].
e A conservagao de probabilidades requer uma ag¢ao numericamente real [5].

e A acao deve levar a equacoes classicas de movimento nao tendo derivadas de ordem

superior a segunda [5].

e A acao deve ser invariante por transformacgoes de Poincaré nas coordenadas do

espago-tempo [21].

e Possivelmente, exige-se que a agao seja invariante sob simetrias internas. Aqui,

obviamente, estas estdo associadas as simetrias de calibre |5, 18|.

A acgado mais simples que concorda com os vinculos acima, pode ser escrita como

1
S:—/trF*F:—/ FA % Fy, (1.15)
M 2 M

onde o trago é tomado em relagao ao grupo. Esta é a agao de Yang-Mills pura, pois

nao inclui campos de matéria. Por exemplo, estes podem ser descritos pela acao de



Klein-Gordon, no caso de campos escalares, ou pela acao de Dirac, no caso de campos
espinoriais [5]. Como campos de matéria ndo serdo discutidos nesta disserta¢do, nao
h& necessidade de se entrar mais detalhes. Mesmo para campos de Yang-Mills puros, a
densidade lagrangiana contém interacoes por causa dos auto-acoplamentos dos campos
de calibre. Uma das propriedades da acao (1.15) para os campos de calibre se refere a
simetria local que, de uma certa maneira, estabelece a forma da interacao entre os campos
de calibre Y e os campos de matéria W(x).

Todos os observéveis fisicos devem ser invariantes sob transformacdes de calibre, assim
como as respectivas agoes, pois essa imposi¢ao ¢ o principal postulado das teorias de
campos de calibre |2, 18| e chama-se principio de calibre. A descri¢do das interagoes
fundamentais, a partir de uma lagrangiana que torna a agao localmente invariante por

transformacoes de calibre, obedecem a este principio.

1.2 Propriedades

As teorias de Yang-Mills, descritas pela agao (1.15), possuem quatro importantes

propriedades que terao papel fundamental nesta dissertacao.

e Renormalizabilidade

Uma teoria é renormalizavel quando permite que suas divergéncias, no regime ultra-
violeta, sejam eliminadas. Este ¢ o caso das teorias de Yang-Mills quando baseadas
em um grupo de Lie semi-simples e, claro, quando condicionada a escolha do calibre

[5, 20, 22].

e Liberdade assintotica

Uma quantidade a ser renormalizada é o parametro de acoplamento k. O valor
renormalizado de xk depende de um parametro de energia ;1 23, 24|, tal que, no caso

de um grupo compacto, ¢ dado por

, (1.16)



onde A é um valor estimado para um corte na escala de energia. Como pode ser
observado em (1.16), no regime de altas energias, o parametro de energia y aumenta
e, portanto, o parametro de acoplamento s diminui. Esse é o regime perturbativo,
a chamada regiao ultravioleta. Por outro lado, a baixas energias, o parametro
aumenta e o tratamento perturbativo ¢ comprometido. Esta regiao ¢ comumente

chamada de regiao infravermelha.

Unitariedade

Preservar o carater unitario da matriz S, um dos vinculos fundamentais da teoria
quantica de campos [5], implica na conservagao das probabilidades respectivas aos
estados final e inicial de um processo. Para que uma teoria seja unitaria, nao se
pode ter estados de norma negativa. Caso possua, busca-se implementar um método
para cancela-los totalmente. Uma maneira de eliminar indejaveis graus de liberdade
nao-fisicos, quando se quantiza uma teoria de Yang-Mills, é através do método de

quantizagao de Faddeev-Popov [5, 25].

Geracao dinamica de massa

Qualquer que seja o método de quantizagao das teorias de Yang-Mills, haveréd pro-
blemas no setor infravermelho, isto é, no regime nao-perturbativo, o qual esta re-
lacionado a fenémenos fisicos interessantes como a geragao dinamica de massa e o
confinamento de quarks e glions [17]. O regime de baixas energias é repleto de di-
vergéncias. Uma hipotese bastante considerada é a da existéncia de um parametro
de massa intrinseco as teorias de calibre nao-abelianas que seria responsavel pela
eliminagao de divergéncias infravermelhas mantendo a invariancia de calibre. Um
exemplo seria o estudo da condensacao de operadores de dimensao dois, especial-
mente os condensados de glions no calibre de Landau, que apresenta um processo
onde a massa dos glions é gerada dinamicamente. Outro exemplo seria o parametro
de Gribov [26, 27]. Quando se pretende quantizar consistentemente uma teoria, nao
basta implementar uma fixacao de calibre, pois nem todos os graus de liberdade

nao-fisicos serao eliminados. A quantizacao deve estar livre de ambiguidades que
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surgem quando se trabalha no regime nao-perturbativo. Tais ambiguidades, ou co-
pias de Gribov, estao relacionadas a uma simetria de calibre residual. A eliminagao
das ambiguidades de Gribov implica na introducao de um parametro. Este parame-
tro é denominado parametro de Gribov, o qual tem dimensao de massa e é obtido

através da imposigao de que a energia do vacuo dependa minimamente dele |28].
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Capitulo 2

Formalismo de primeira ordem para a

gravidade

Nao hd como, por experimentos confinados em uma regiao infinitesimal-
mente pequena do espago, distinguir um campo gravitacional uniforme e estd-

tico de um referencial uniformemente acelerado [29].

Albert Einstein

A forca gravitacional, a mais antiga interacao conhecida pela Fisica, passou a ser expli-
cada por uma teoria que permitiu, e permite até os dias de hoje, compreender fenénemos
que vao desde atracao entre luas e planetas até a formacao de buracos negros. Esta é a
teoria da relatividade geral de Einstein [30, 31]. Entretanto, cabe mencionar a dificuldade
da relatividade geral em explicar, pelo menos na sua alcunha original, fen6nemos como as
rotacoes das galaxias e a expansao acelerada do Universo. Um outro problema é o desen-
volvimento de uma teoria quantica da gravidade, conforme mencionado na Introdugao.
Numa tentativa de resolver esse problema, desenvolveu-se o formalismo de primeira ordem
da gravidade [10, 11, 12, 13|, formalismo que sera desenvolvido em detalhes neste capi-
tulo. Serao introduzidos aqui conceitos basicos da teoria da relatividade geral, tais como,

métrica, variedades, conexdes, vierbein!, curvatura, tor¢ao, agao de Hilbert-Einstein |32],

!Termo que significa quatro pernas. Fisicamente est4 relacionado a uma base com 4 dimensdes, a
qual frequentemente serd usada nesta dissertacdo. Quando se trata de N dimensoes, o termo passa a ser
vielbein.
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acao de Lovelock [33] e acao de Mardones-Zanelli [34].

2.1 Geometria diferencial e relatividade geral

Durante um tempo, a geometria euclidiana foi mais do que suficiente em vérias apli-
cacoes na Fisica. Entretanto, com os espacos curvos sendo utilizados na relatividade
geral, tornou-se conveniente a busca por uma geometria mais ampla. Uma exigéncia que
pode ser notada no proprio Principio da Equivaléncia, enunciado aqui de uma maneira

alternativa:

Em cada ponto do espacgo-tempo com um campo gravitacional qualquer €
possivel escolher um sistema localmente inercial onde, em uma regiao sufici-
entemente pequena, as leis da natureza sejam determinadas pela relatividade

especial. 13, 35|

Quando se imagina um objeto em queda livre, intuitivamente esta definido um sistema
inercial local, pois o referencial do observador é uniformemente acelerado e para si esta
retomada a relatividade especial. Entretanto, estabelecer um critério de localidade implica
em uma pergunta importante: Como mensurar o tamanho dessa vizinhanca e como saber
se tal medida é acurada o suficiente para se entender as leis fisicas em questao? A
geometria diferencial resolveu, para os fisicos, o problema da acuracia sobre a localidade
de um referencial quando tomou pra si o estudo das variedades e dos entes geométricos
associados a estes espacos [13]. Um destes entes é a geodésica, cujo desvio esté relacionado
a geometria de um espaco curvo, provavelmente deformado pela presenga de matéria, como

serd visto mais adiante na descricao das equacoes de Einstein.

2.2 O formalismo da métrica

Como principal protagonista da relatividade geral, o tensor métrico é responsavel por
descrever e caracterizar a geometria do espago-tempo e, claro, como o campo gravitacio-

nal passaria a ser entendido. Assim, o tensor métrico se tornou o campo fundamental da
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relatividade geral. Incialmente, é necessaria uma breve apresentacao de alguns aspectos
da geometria riemanniana envolvida na teoria de Einstein e, no decorrer desta, compre-
ender o cenario da geometria do espaco-tempo que sera empregada aqui. Uma geometria
riemanniana &, exclusivamente, baseada em uma métrica [19, 36]. E o tensor métrico, ou
simplesmente métrica, que uma vez definido, permite a obtengao de objetos geométricos,
tais como comprimentos, angulos, areas e volumes sobre uma variedade diferenciavel.

O tensor métrico g,,,(z) sobre uma variedade M* permite a determinagio do elemento
geométrico mais simples do espacgo-tempo, isto é, a distancia entre dois pontos proximos,
ezt 4 dat:

ds?® = g, (z)dztdx” 2.1
o

onde? g, = Gup-

Na auséncia de um campo gravitacional, tem-se um sistema inercial em todo o espago,
portanto a distancia infinitesimal é obtida por ds* = ), dz*dx".

A derivada completa de um tensor ou, simplesmente, derivada covariante de um tensor
exige a definicao de uma conexao que estabeleca um elo entre o tensor que se deseja derivar
e aquele que sera produzido apos essa operacao. A conexao afim é um tipo de conexao
que pode estabelecer tal ligacao. Como exemplo, seja um vetor contravariante V* em um

ponto de uma variedade dotada de uma métrica g,,. A derivada covariante deste vetor é

DV = 9sVF + T, V", (2.2)

Antes, vale lembrar que uma conexao riemanniana é definida sob duas condigoes:

e Condicao de compatibilidade, i.e., a derivada covariante da métrica é nula, i.e.,

Dﬁglﬂ’ =0.
e A torgao é nula, 7%, =1, — T 5 =0.

Partindo da primeira e da segunda condi¢ao, os simbolos de Christoffel, agora equivalente

2Daqui por diante, sera adotado, por simplicidade, g, = g, (), pois fica ja entendido que o tensor
métrico pode depender da posi¢io e, ndo mais, serd necessario expor esse fato.
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a conexao afim, sao obtidos pela equacao,

1
= gor (_apgvﬁ 4 aﬁgﬁp + 8,,9”/3) _ (2.3)

I“Oéﬁy — 2

Na auséncia de tor¢ao, os simbolos sao simétricos em relagao aos indices covariantes,
%, = I'",5. Assim, a conexdo relacionada aos simbolos de Christoffel ¢ a conexao
métrica adotada por Einstein. Esta atribuicao contribuia de forma crucial para o ponto
de vista de Einstein que considerava, em sua teoria, o tensor métrico como tnico campo
dinamicamente independente [13].

Um outro tensor associado & conexao meétrica, o tensor de Riemann-Christoffel (ou
simplesmente tensor de Riemann) é aquele que estabelece a curvatura do espago-tempo.
Esse tensor ¢ obtido pela comutagio de duas derivadas covariantes [D,,, D,|V* = RO“WﬁVB ,
onde

«a a «a «a A «a A
R Buv - aMF v - &,F u “I'_ P #AP vB - P l/)\F uB- (24)

Este tensor € antissimétrico em relagao a seus 2 primeiros indices, i.e., R%;,, = —R%,
porém, é simétrico mediante a troca entre o primeiro e o tltimo par de indices, Rqg., =
Ry pap-

Outras duas grandezas importantes relacionadas ao tensor de curvatura: o tensor de
Ricci e o escalar de curvatura. Estes sao calculados por simples contracoes em seus indices.
A primeira contracao resulta no tensor de Ricci,

R,, = R" 9°° Rppon- (2.5)

pav =
Enquanto isso, a segunda contracao retorna o escalar de curvatura,
R=g¢g"R,,. (2.6)

Uma importante atribui¢do as grandezas (2.5) e (2.6) estd na defini¢ao do tensor de

Einstein:

1
Gy = Ry = 59" R (2.7)
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O tensor g,,, descreve o campo gravitacional. E na presenca de matéria que o espaco-
tempo se curva. Portanto, o tensor métrico é fundamental para mostrar como a geometria
do espaco-tempo vai indicar como atua o campo gravitacional e a maneira como a matéria
esta presente na regiao observada. Postula-se assim, através das equacoes de Einstein, que
o tensor de Einstein (2.7) esta relacionado ao tensor energia-momento 7 da distribuigao
de matéria, o que define a equacao fundamental da relatividade geral no formalismo da
métrica,

GM + Ag™ = SrGT™, (2.8)

onde G é a constante de Newton para a gravitacdo e A é a constante cosmologica 3.

Hilbert foi o primeiro a propor uma agao para as equagoes de Einstein [32]. Esta

ultima é conhecida como a acao de Hilbert-Einstein,

S[g]z/d‘*xg%{ L (roany 7). (2.9)

Sendo que g = |det g,.,(x)| é o determinante da métrica. A acao (2.9) é invariante sob
transformacoes gerais de coordenadas, assim como qualquer teoria de campo relativistica.
A acao de Hilbert-Einstein considera ainda a constante cosmoldgica A e a constante
gravitacional de Newton GG. Obviamente, uma vez calculadas a partir do principio de
Hamilton, as equacoes tensoriais de Einstein sao encontradas.

As seguintes implicac¢oes decorrem das equagoes (2.8):

e Devido ao carater tensorial, tais equacgoes terao o mesmo significado fisico para

qualquer sistema de coordenadas, resguardando assim o principio da covariancia.

e Envolvem até derivadas de segunda ordem da métrica em qualquer ponto do espaco-

tempo.

e Para um aproximacao nao-relativistica de campo gravitacional fraco, tém como

limite a gravitagao de Newton.

3Qriginalmente no trabalho de Einstein, A = 0, porém, recentemente, tem-se considerado essa cons-
tante.
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Baseado nas duas condigoes discutidas acima, isto é, D%g,, = 0 e T%, = 0, a teoria
de Einstein tinha apenas o tensor métrico g,, como campo fundamental. Por outro lado,
Cartan afirmava que paralelismo e metricidade seriam independentes um do outro e, assim
respaldou sua teoria em uma matemaética mais rigorosa no que diz respeito a suposicoes
em relacao ao espaco-tempo quando comparada a teoria formulada por Einstein. O modo
como o espaco-tempo é tratado por Cartan, permite que, em cada ponto, possa ser ga-
rantida a existéncia de vetores, tensores e espinores. No caso deste tiltimo, nao é possivel

inclui-lo na teoria de Einstein.

2.3 Formalismo de primeira ordem

Tratar campos espinoriais na relatividade geral é um assunto dificil, pois nao se conhece
um modo de fazer representagoes de espinores do grupo GL(4,R) [35]. Todo e qualquer
espinor é, de fato, uma representacao do grupo de Lorentz. Isso fica evidenciado, por
exemplo, pelo fato de que representar férmions de spin %, pode ser formalmente feita
através da algebra de Clifford, tal que {v%,7*} = 2n%. Uma maneira de introduzir
férmions em espagos curvos é através do chamado espaco tangente. Define-se o espago-
tempo como uma variedade diferenciavel 4-dimensional M*. Em cada ponto € M* existe
um espaco tangente plano T}, (M*) dotado de uma certa assinatura que depende da métrica.
Por exemplo, uma métrica lorentziana, ou seja, a métrica do espaco de Minkowski n =
(—1,1,1,1). O formalismo de primeira ordem trata justamente de descrever a gravidade

nestes espagos.

2.3.1 A vierbein

Um isomorfismo relaciona a variedade M* e o espaco tangente T, (M*). Desta forma
uma transformacao de coordenadas entre o espaco de Minkowski T,(M*) e o sistema de

coordenadas local sobre uma vizinhanca aberta de x é obtida por

= e, (), (2.10)
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onde z#* € M* e 2% € T,,(M*). Uma colegao como e®,(x), onde a = {0, --- ,3}, denominada
vierbein, define um referencial local ortonormal sobre M*. Da mesma forma existe uma
correspondéncia um pra um entre os tensores que pertencem a M* e T,(M*), tal que

Faan(g) = e (z)--- e (x)F*M N (x) (2.11)

H BN

Onde FH#v(z) e F* 9 (x) sdo as componentes dos tensores I em M* e T,(M*), res-
pectivamente.

No espaco T,(M*), o comprimento de arco é dado por

ds? = napdada®. (2.12)
Preservando o comprimento de arco pelo mapeamento ds* = ds?, obtém-se o tensor
métrico em fungao da vierbein* e,
gudxtdx” = nabdx“dmb :nabeaudm“ebyda:”
G = nabeaueb,/ (213)

No espacgo tangente, a acao do grupo de Lorentz sobre a vierbein é

e, = € =A%, (2.14)

sendo A% = A%(x) € SO(1,3) uma transformagao local de Lorentz, pois o espago tangente

é diferente em cada ponto do espaco-tempo, tal que

Nea = A AP s (2.15)

A vierbein, sendo um isomorfismo, possui inversa, a qual também pode ser obtida pela

preservacao do comprimento de arco. Assim, a vierbein e sua inversa estabelecem entre

4Por mera simplicidade, exceto quando for necessario, sera usado e* = e%(z) e w% = w% (), onde w?
seréa definido na préxima subsecdo.
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si os vinculos

e ey = 0%, (2.16)
e ey = o, (2.17)

Admitindo a inversa da vierbein e usando a equagao (2.13), chega-se a relagao inversa a

da (2.13),

Nab = g;we'uaeyb- (218)

Enfim, sera ttil para os desenvolvimentos futuros, a seguinte definicao do determinante
da vierbein,

e = |det €| (2.19)

Fazendo uso da (2.13), pode-se estabelecer agora uma relacao entre os determinantes da

métrica e da vierbein,

lg| = |det g | = |det e“M|2 =e=1/|g] (2.20)

As seguintes relacoes surgem dos resultados obtidos em (2.13), (2.14) e (2.20):

e A vierbein é a uma espécie de raiz quadrada da métrica.
e Todas as propriedades métricas do espaco-tempo estao contidas na vierbein.

e Sob uma transformacao de Lorentz, a vierbein se transforma de acordo com a (2.14).
Aqui SO(1,3) é interpretado como um grupo de calibre de maneira que o tensor

métrico g, seja invariante de calibre.

e A diferenca entre as N? componentes independentes da vierbein e as (N? + N)/2
componentes independentes da métrica é justamente a quantidade (N? — N)/2, que

é o nimero de rotacoes em N dimensoes. Aqui, obviamente, N = 4.

A vierbein e}, sendo um vetor do espago tangente, pode igualmente ser representada
pelo seu dual no espago cotangente T.F(M?), e* = epdr’. Esta quantidade e® é uma 1-

forma que substitui a métrica como campo fundamental para este formalismo. A partir
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de agora, serd feito o uso de formas diferenciais para descrever o formalismo de primeira

ordem.

2.3.2 A conexao de spin

A conexao afim da relatividade geral esta relacionada ao transporte paralelo de vetores

sobre uma variedade. No formalismo de primeira ordem é a conexao de spin,
W = wh,dr", (2.21)

que estd presente no acoplamento de campos de matéria com a geometria do espago-
tempo. A conexao de spin é, por sua vez, totalmente independente da métrica e toma
valores na algebra de Lorentz. Para entender a geometria por trds da conexao de spin,
sejam os pontos x e x + dx onde existem os espagos cotangentes Tr(M*) e Tor , (M*),
respectivamente, em uma variedade M?. Seja também um campo vetorial ¥%(z) que serd

transportado paralelamente do ponto x ao z + dx. O efeito é dado por

V() = P (x) + DY (x), (2.22)

onde Dy(z) = d*(z) + w(x)’(z) é a derivada covariante exterior atuando sobre o
campo. A derivada covariante é responsavel por medir a mudanca no tensor paralelamente
transportado. Assim, as propriedades afins do espaco estao codificadas na 1-forma de
CONexao.

Uma vez que a derivada covariante, definida em (2.22), deve se transformar perante o

grupo de Lorentz, a conexdo de spin (2.21) deve se transformar como
wabu — wl%u — AacwcduAbd + Aa;:auAbC (223)

Em cada espago cotangente T'(M*) é definida a acao do grupo SO(1,3). Este fato se
deve pelas matrizes de transformacao A dependerem de z. Por isso, é necessario introduzir

um tipo de conexao que compense o fato do grupo agir independentemente em cada ponto
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da variedade, assim como em uma teoria de calibre. Para uma determinada variedade
existe uma unica conexao correspondente ao sistema de coordenadas. Para todos os
efeitos, o formalismo de primeira ordem é, realmente, uma teoria de calibre.

Assim como a vierbein e® estd associada a g, através da (2.13), a conexao spin
w? estd associada a conexao afim I'Y). Esta relagao é obtida ao satisfazer a condicao
de compatibilidade D,g,, = 0. Para tal, define-se a derivada covariante completa (é a
derivada que percebe indices no espago-tempo e do espago tangente), e impoe-se f)aez =0.

Esta equacao explicitamente €,

Doel = Daelf + w'yeh, — TV et (2.24)
de onde se obtém
I, =ejoue, + w“ubegeg. (2.25)

E importante chamar atencio para o fato de que pode se mostrar que a equacdo (2.25)
pode ser escrita como o simbolo de Christoffel mais um termo associado a torcao. O que

mostra que no formalismo de primeira ordem a tor¢ao surge naturalmente.

2.3.3 A estrutura do formalismo de primeira ordem

A métrica de Minkowski, 745, € 0 pseudo-tensor de Levi-Civita, €,,.4 S0 tensores inva-
riantes perante o grupo de rotagoes SO(1,3). Ou seja, tais tensores, quando submetidos
a acao do grupo de Lorentz permanecem constantes em toda a variedade M. Logo,
= 0. O que implica em

dne =0 e deg, ... oy = 0. Da mesma forma Dny, = 0 e Deg, ... oy

c c
NacWp =  —MheW
b b b
€b1,a2, ,anW 21 + €aq,ba, anW (212 +oeeet €ay,a2, by W szVN = 0. (2'26)

A vierbein e e a conexao de spin wj podem descrever, direta ou indiretamente, todas
as propriedade geométricas de M*. A vierbein ocupa um papel importante tal como aquele

ocupado pelo classico tensor métrico da relatividade geral. Do mesmo modo, a conexao de
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spin esta relacionada, juntamente com a vierbein, com a conexao afim do espaco-tempo.
Seja um campo descrito por 0-forma * (sem que ocorra perda de generalidade), e
uma derivada covariante D atuando sobre ele, isto &, Dy® = dyp® + w%’. Em seguida,

impoe-se que D atue novamente,
D*p® = D(dp® +w'y’) = R4, (2.27)
sendo utilizada a nilpoténcia da derivada exterior d. Sobre (2.27), é simples observar que
R = dwf, + w" w, (2.28)
¢ definido como uma 2-forma de curvatura 2%. De outro modo,

1
Rab - _R

5 pdrtdz”. (2.29)

Pode-se ver que a curvatura esté relacionada ao tensor de Riemann como

a ]' a (6% 14
Rt = e W€ R, dutd”. (2.30)

Agora, atuando com o operador derivada covariante na vierbein, o resultado é a 2-

forma de torcao,

T = De” = de” + w*e’, (2.31)

a qual, nada mais ¢ que o acoplamento minimo de €®. A tor¢ao 7%, no formalismo da
métrica, dependende das conexoes afins, isto esta de acordo com a 2-forma (2.31), onde
a derivada covariante da vierbein e conduz a uma dependéncia explicita com a conexao
de spin w?,

1
T = §eZT‘1de“d:c”, (2.32)

onde 7, =T  —TI*

pv vy

Mostra-se a seguir uma sequéncia de aplicacoes da derivada covariante, resultando nas
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seguintes relacoes de hierarquia:

De® = T° (2.33)
DT* = R%¢, (2.34)

A relacao entre a curvatura e a derivada covariante mostrada em (2.35) nada mais é do
que a conhecida identidade de Bianchi. Como consequéncia dessa identidade, ao tomar
derivadas covariantes sucessivas, nao haverd producao de novos tensores com possiveis
propriedades geométricas.

Vale ressaltar que agora [13], neste formalismo, quando comparado com a teoria de
calibre, a conexao de spin se comporta como a conexao de calibre, enquanto a vierbein
exerce o papel de campo de matéria. Da mesma forma, a 2-forma de curvatura esta
relacionada ao tensor intensidade de campo, enquanto a torcao é um acoplamento minimo

da vierbein.

2.3.4 Acoes de gravidade

A agao de Hilbert-Einstein (2.9), no formalismo de primeira ordem, é [13]

2

_ 1 ab ¢ d A a b c d
SHE—W/EGMI(R ‘e’ + 2eeee). (2.36)

Contudo, de acordo com o teorema de Lovelock |13, 33|, a agdo de gravidade mais geral
possivel, contendo apenas derivadas de até ordem 2 e, dependendo apenas da curvatura,
sera

_ 1 ab ped ab ¢ d A_2abcd
SL——167TG/eabcd(ﬁR R 4+ R%ee® + 26666), (2.37)

onde S é um coeficiente independente.

No caso de uma gravidade que permite torcao, tal como seria a forma completa no
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formalismo de primeira ordem, a agao de Mardones-Zanelli |13, 34] é escrita como
SMZ = SL + /(51RabRab + ﬁgRabe“eb + ﬁgTaTa) . (238)

Nas agoes (2.36), (2.37) e (2.38), nao aparece o hodge dual. Fato devido a nao admissao
a priori de uma métrica, uma vez que esta deve surgir espontaneamente em uma teoria
efetiva. O fato de se excluir a métrica como campo fundamental implica na exclusao

automatica da vierbein inversa [13, 34].
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Capitulo 3

Teorias de calibre para o grupo

SO(m,n)

Para cada simetria na natureza hda uma correspondente lei de conservac¢ao

e para cada lei de conservagao hd uma simetria [6].

Amalie Emmy Noether

Serad tratada neste e no proximo capitulo, uma teoria de calibre para a gravidade de
forma que se possa descrevé-la tal como as outras interacoes fundamentais. Serd apre-
sentada uma forma de decompor o grupo SO(m,n). Em seguida, serd apresentada uma
maneira de redefinir os campos e uma contracao do grupo para que se possa estabelecer
algum tipo de conexao com uma teoria de gravidade. O contetido deste capitulo e também

do proximo pode ser encontrado em [16].

3.1 SO(m,n): Decomposi¢ao da teoria

A teoria de calibre que sera tratada aqui, tera como base o grupo SO(m,n) restrito a
m € {0,1,2} e impondo que m + n = 5. Simultaneamente, o espago-tempo serd descrito
por uma variedade diferenciavel euclidiana com quatro dimensées, denotado por R*. De

acordo com o valor atribuido a m, o grupo sera classificado da seguinte maneira:

e Quando m=0, sera o grupo ortogonal SO(5).
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e Quando m=1, sera o grupo de de Sitter SO(1,4).
e Quando m—2, seré o grupo de anti-de Sitter SO(2, 3).

O SO(m,n) sera chamado, geralmente, de grupo de de Sitter, exceto quando for necessario
explicitar alguma distingdo. O grupo SO(m,n) define um espago plano 5-dimensional,
RE", cuja métrica invariante ¢ n*% = diag (e, e,1,1,1), tal que e = (=1)@ ™' ¢ & =
(—1)™+! E importante ressaltar que este espaco ndo tem qualquer relacio com o espaco-
tempo R*.

A relagao de comutacao dos geradores do grupo obedecem a equagao (1.1). Atribuindo-
se para cada indice caligrafico dois indices latinos maiusculos, A = AB, B = CD e
C = EF, enquanto A = J, e lembrando que J*Z = —JP4 onde JAZ representa os 10

geradores do grupo, obtém-se
[JAB7JCD] — fABCDEFJEF- (31)

Esses geradores sao anti-hermitianos e antissimétricos em relacao aos seus indices, os quais,
em letras latinas maidsculas, rodam na ordem {5,0,1,2,3}. As constantes de estrutura
sao obtidas como segue:

Sejam os geradores JAP = %(nAEfE(?B —nBEﬁEGA), onde &4 sdo as coordenadas no

espaco R, Logo,

1
JABJED = 1 [nAEfEUCF (0%¢p) 0P + 0P epn T Ep0" 0" — nPepnPT (0P¢r) 07 +
=5, =57
_nAEé-E,r]DFgFaBaC _ nBEgEnCF (aA§F> aD _ nBEé-EnCFgFaAaD +
=67

+773E77DF€E (8A€F) 80 + nBEfEnDFfFaAac]
——
:51

1
=3 [nCB (UAEgEaD) + £A€CaBaD _ nDB (nAEgEaC) _ §A£DaBaC i

_nCA (nBEé-EaD) _ é—BgCaAaD + 77DA (UBE5E80> + gBéDaAaC] )

(3.2)
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Da mesma forma,
JOD JAB  _ i AP (UC’FSF@B) 4 £CeAgPYB _ pBD (nCFé-FaA) _ CeBePHA L
_pAcC (UDFEFgB) _ ePeAGeHB 4 BC (nDFfFaA) 1+ ePeBICOA| (3.3)
Assim, chega-se a algebra do grupo:
[JAB7 JCD] _ _% {(nACJBD i 7]BDJAC) _ (nADJBC i nBCJAD)} _ (3.4)

Um grupo pode ser decomposto como um produto direto de dois outros grupos, mas

antes, ¢ necessario levar em conta as seguintes definigoes [19]:

Definicao 3.1 Seja um grupo G e um subgrupo H. Um espaco coset C € definido como
C=G/H e G =HxC. Seja h e c, respectivamente, as dlgebras de H e C, enquanto
h = {h,0}. A dlgebra se decompoe como [h,h] C h, [c,c] C h e[c,h] Cc@® h. Assim, o

subgrupo H é um subgrupo de estabilidade.

Definicao 3.2 FEspacos coset sao classificados como seque:
1. Se [c,c] €0, entao o espago C' também € um subgrupo de G, nesse caso, abeliano.

2. Selc,h| C ¢, entao C € um espago simétrico ou invariante.

Logo, pode-se decompor o grupo SO(m,n) de acordo com
SO(m,n) =SO(m! —1,n)® S (4), (3.5)
tal que, S (4) é um coset simétrico com 4 graus de liberdade,

S(4) =SO(m,n)/SO(m! —1,n). (3.6)
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Esta decomposigao é realizada com éxito quando o grupo original (3.4) é projetado, por

exemplo, na quinta coordenada. Assim, a algebra (3.4) se decompoe como

1
[Jab’ ch} — _5 {(nac(]bd + 77deac) . (,',]adec + anJad)} ’ (37)
[, "] = =5, (3.8)
[Jab’ JCi| — % (naCJb . anJa) 7 (39)

onde J* = J%*. Para decompor a algebra, considerou-se que letras latinas mintsculas,
(a,b,c,d), rodam na ordem {0, 1,2,3}, enquanto n** = diag (¢,1,1,1), conforme é mos-

trado detalhadamente nos passos (1), (2) e (3) a seguir:
1. Se A=a, B=0b,C =ce D =d, obtém-se imediatamente a equacao (3.7).

2. Se A=5, B=a,C =5e D =b, entao:
[JSa’ J5b:| — _% {(7755Jab + nabJBS) . (anJab + 7’]a5J5b)} . (310)

Com n® =¢,n® =0e J* =0, a equagdo (3.10) resulta na (3.8).

3.SeA=a,B=0b,C=5eD = c, entao:
[Jab, J5c] — _% {(naSch + anJaS) o (ﬁachS + anJac)} ) (311)

E, assim, (3.11), devidamente ajustada, resulta na equacao (3.9).

A equacao (1.9) apresentou a 1-forma de conexao Y que sera agora, entao, representada

pela algebra decomposta, isto é,

Y =Y4JB =A%T°+ 6], (3.12)

Onde A% e 0% sao os campos de calibre em cada setor da éalgebra.
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A equagao (1.10) mostra como uma transformagao de calibre afeta a 1-forma Y. Com

U= 1+k(e€ SO (m,n), aequagao (1.11) fica como:
Y=Y+ (d+rY)C. (3.13)
Fazendo também ¢ = a%,J," + £2J,,

Y= AL 0+ d (0%, 4 €0) + 1A+ 00 T) L (g + €0

= (A% +da®) b+ (6" + d€%) T, + g{A“bacd[J b g4+

+ AT T+ 040t [ Jay I 4 096, ]}
Logo, fazendo uso das equacoes (3.7), (3.8) e (3.9), chega-se a:

ER
A% = A%+ Day = 7 (06— 04"), (3.14)

0 — 04 DE* + k0" (3.15)

Agora D = d + kA é a derivada covariante em relacao ao setor SO (m! —1,n).

A 2-forma intensidade de campo (1.12) é decomposta como

F = FY 0,8 =FJb+ F"),

_ <Q“b . %9%) T4 KaJ,, (3.16)

onde Q% = dA% + kAY A%, e K@ = df* — kA%0°. De acordo com a 2-forma intensidade

de campo decomposta, apresentada na equagao (3.16), escreve-se a acdo de Yang-Mills

(1.15) como
1 A B 1 a b a
S = 5/(FB*FA )25/(Fb*Fa + 28"+ I
2
= o [{mead s bees - Sore 1) + o )} 10
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3.2 A contracao de Inonii-Wigner

A mecénica classica ¢ um caso limite da mecanica relativistica quando ¢ — 0, ou

seja, o grupo de Lorentz foi é reduzido ao grupo de Galileu [37]. Este é apenas um caso
onde se observa que uma algebra pode ser transformada em outra através de um processo
de contragao, no qual, um determinado grupo é reduzido a outro ligado ao primeiro por
um certo parametro. Este exemplo ilustra um processo conhecido como contracao de

Inonii-Wigner [37], justificado formalmente pelo teorema a seguir:

Teorema 1 Seja um grupo de Lie G tal que exista um subgrupo nao-trivial H, cuja
dlgebra permaneca fiza sob contragao, enquanto o grupo contraido G' tenha um subgrupo
abeliano invariante' S sobre o qual H = G'/S. Reciprocamente, a condigdo necessdria
para que um grupo G' seja determinado por contracao, a partir de um outro grupo, € a
existéncia, em G', de um subgrupo abeliano invariante S e um subgrupo H tal que G’ seja

o produto semi-direto de H e S.

Para ilustrar, de maneira simples, seja um outro exemplo de contracao, SO(3) —
150(2), como segue:
Seja a algebra do grupo SO(3):

[Li, L] = ie;;* L. (3.18)

Onde 4,7,k € {x,y,z}. O grupo SO(2) gerado por L, serd o subgrupo invariante H.

Considere as seguintes transformacoes:

Mz = aLcha
M, = alL,,
M. = L. (3.19)

!Quando ¢ dito que S é invariante, significa que [s,h] € s, o que implica que H é um subgrupo de
estabilidade.

30



Substituindo (3.19) em (3.18), resulta em

[M,,M,] = |aL,,aL,]=a%L,,
My, M,| = |aL,,L.] =i(al,)=1iM,,
(M., M,] = |aL,,L,|=i(aLl,)=1iM,. (3.20)
Para a — 0, obtém-se:
[va My] = 0,

[MZN MZ] = ZMJUJ

[M.,M,] = iM,. (3.21)

A nova algebra (3.21) para M, representa o grupo 1.SO(2).
Nesta dissertacao, um exemplo de maior interesse, seria o grupo de anit-de Sitter
SO(2,3), devidamente projetado na quinta coordenada, conforme as equagoes (3.7), (3.8)

e (3.9), nas quais é aplicada a transformagao
J*=TRP?, (3.22)

onde o parametro de contracao R é associado ao raio do universo de de Sitter relacionado
a curvatura desse espaco como R 7. Somente as equacdes (3.8) e (3.9) sdo alteradas
pela inclusao do parametro, logo,

[P, P"] = — g (3.23)

€
R
ab c J 1 ac pb bc pa
[’] 7P} - ):§(UP_77P)‘ (3'24)
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No limite R — oo, encontra-se a algebra de Poincaré

1
|:Jab’ ch} — _5 {(naCde + ndeac) o (nadec 4 anJad)} ’ (325)
[P, Pl = 0, (3.26)
[Jab, PC} _ % (nach _ nbcpa) ) (3.27)

E assim, por meio deste exemplo, mostra-se como, simplesmente por uma contragao que
dependa de uma parametro ligado ao grupo original, o grupo de de Sitter SO(2,3) é
reduzido ao grupo de Poincaré 1SO(1, 3).

Finalmente, pode-se afirmar que a contracao de Inonii-Wigner é um dispositivo eficaz
para que o grupo de de Sitter seja reduzido ao de Poincaré de modo que seja permitido a

formulacao de uma teoria a partir de uma acao de Yang-Mills.

3.3 Redefinicao, contracao e quebra de simetria

Independentemente do mecanismo fisico de geragao de massa |17, 28|, uma escala de
massa 7y sera assumida de modo que permita a redefinicao dos campos. Para fazer contato

com a gravidade, é feita a seguinte redefini¢ao:

A — lA, (3.28)
K

0 — Lo, (3.29)
K

Com essa redefinigao, o campo 6, que anteriormente possuia componentes ¢, de dimensao

um, agora possuem dimensao zero. Dessa forma, a ac¢do (3.17) passa a ser escrita como

1 L 0 2 4
55 { Q4 TR Ky — L% (0,6) + 100, x (eaeb)} . (3:30)

Com Q% = dA% + A® A, e K% = df§* — A%0°, ¢ obtida a acdo modificada com a devida
inclusao dos parametros de acoplamento x e de massa . Desse modo, o parametro de

acoplamento  é retirado do integrando da acdo (3.30) e, portanto, sera possivel que a
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acao modificada seja interpretada como uma acao gravitacional.
Os geradores do grupo SO (m, n) devem ser reparametrizados por causa da inclusao de
uma escala de massa. Desse modo uma projegao estereografica? [38, 39] ¢ agora permitida

se o parametro de massa for identificado com o raio da variedade R$™", ou seja,

a K 5a €Y o b 2 pa
J'=——P"+ —— (27,2 P, Py, 3.31
LR 6H( T,T' P, + 0 P?) (3.31)
onde 7% sao as coordenadas estereograficas do espaco Rgm!_l) ™. Em seguida, a partir das

equagoes (3.28) e (3.29), tem-se
0 29=200y — —gop,+ Loo (Sqmpt+ TP (3.32)
K Kk ¢ K2 gt 16 “)° '

Apos a projecao estereografica, a nova forma da élgebra de de Sitter ou de anti-de Sitter,

sera

[Jab7 ch} — _% {(naCde + nbdjac) o (nadjbc 4 anJad)} 7 (333)
6’72

[J*, "] = —ﬁJ‘“’, (3.34)

[Jab7 Jc} _ % (naCJb _ nbcja) ) (3.35)

Uma vez que um parametro de massa foi usado, é possivel agora, explorar também

a liberdade assintotica do modelo [23, 24|. Isto significa que em baixas energias ocorre
2

o aumento do parametro k, possibilitando que, nesse limite, — 0, para algumas

K2
escalas ndo-perturbativas. Sob tal condicdo a dlgebra de de Sitter (3.33), (3.34) e (3.35)
é contraida para a de Poincaré, isto é,

a 71b 672 ab a b
[J,J}:—@J — [P*,P"] =0. (3.36)

Dessa maneira, nota-se claramente como o gerador projetado se reduz ao gerador de

2Detalhes da projecdo estereografica serdo discutidos no Apéndice B.
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translacoes em R(Sm!_l)’n,

J* — —ky P (3.37)

0 — —0°P,. (3.38)

A simetria de calibre é, portanto, dinamicamente deformada ao grupo de Poincaré,
SO(m,n) — ISO(m! — 1,n), para alguns valores do regime de acoplamento forte. En-
quanto isso, a contragao de Inénii-Wigner induz uma quebra de simetria da acao (3.17), a
qual é invariante sob SO(m,n), mas nao sob I1SO(m! — 1,n), pois ISO(m! — 1,n) ¢
SO(m,n). Por outro lado, ISO(m! — 1,n) D SO(m! — 1,n) C SO(m,n), ou seja,
SO(m! — 1,n) é subgrupo de ambos. Mais ainda, SO(m! — 1,n) é estavel. Portanto, a
contra¢ao de Inonii-Wigner implica diretamente numa quebra de simetria SO(m,n) —
SO(m!—1,n).

Sendo assim, as transformagoes (3.14) e (3.15) dos campos sao reduzidas a

A% = A% + Da%, (3.39)

0" — 0°— a0, (3.40)

decorrentes também da redefinicdo assumida em (3.28) e (3.29). As equagoes (3.39) e
(3.40) quando comparadas as (3.14) e (3.15), evidenciam a retirada do setor da élgebra
que corresponde a quinta coordenada, reduzindo assim a dimenséao do espago interno Rg""
de 5-dimensional para 4-dimensional. Fica claro entao que, a partir de agora, os campos
A% se comportam como campos de calibre, enquanto os campos 0 ficam associados a

campos de matéria. Tudo com relacao ao grupo SO(m! — 1,n).
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Capitulo 4

Gravidade emergente

The concepts about time and space... Herein lies their strength. Their
tendency 1s radical. Henceforth, space for itself, and time for itself shall com-
pletely reduce to a mere shadow, and only some sort of union of the two shall

preserve independence [40].

Hermann Minkowski

Uma teoria de calibre para o SU(2) é um possivel caminho que permite a deformacao
do espaco 3-dimensional, induzindo uma geometria de Riemann-Cartan a partir da agao
de Yang-Mills [41, 42|. A ideia central a ser abordada neste capitulo concentra-se em
estabelecer algum tipo de relacao entre as geometrias das teorias de Yang-Mills e das

teorias de gravidade.

4.1 Analise de Obukhov em trés dimensoes

Simetrias espaco-temporais sao consideradas simetrias externas, tal como a gravidade
no formalismo da métrica. Simetrias internas ocorrem nas interacoes eletrofracas e fortes.
O formalismo de primeira ordem conseguiu escrever a gravidade em termos de simetrias
internas. Contudo a simetria de calibre neste formalismo nada mais é do que uma maneira
de camuflar as simetrias externas. Entretanto, é possivel partir de geometrias puramente

internas que a priori nada tem a haver com o espaco-tempo, mostrar que ainda sim,
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esta simetria pode deformar o espago-tempo. Uma geometria métrica externa se torna
emergente como uma estrutura efetiva a partir de uma estrutura de calibre do tipo Yang-
Mills, onde notavelmente, esta abordagem converge para uma variedade com simetria
local do tipo Lorentz.

Lunev demonstrou em [41, 42| a possibilidade de induzir uma geometria de Riemann-
Cartan a partir de uma teoria de Yang-Mills no SU(2). Ou seja, dada uma teoria de calibre
SU(2) em uma variedade M* = R x M?, tal que R cabe a parte temporal, enquanto M?
¢ uma variedade plana euclidiana 3-dimensional, esta teoria serd capaz de deformar o
espaco M3,

De forma similar a [41, 42] sera feito aqui um exemplo 3-dimensional com a finalidade
de ilustrar a correspondéncia entre duas teorias que habitam territérios bem distintos,
mas que possivelmente sao relacionadas através de algum tipo de mapeamento. Para
simplificar os calculos, o parametro de acoplamento x serd extraido da acao. Entao,
considera-se a agao (1.15) para o grupo SU(2) em um espago 3-dimensional arbitrario
com métrica g,;, onde i, j, k,--- € {0,1,2}

1 %

de modo que * representa aqui, 0 Hodge dual 3-dimensional. Agora, introduzindo um
campo auxiliar, a 1-forma ©°, devidamente identificada como ©" = *F", a a¢do (4.1) pode

ser modificada para
1 ;1 p

de maneira que (4.2) seja equivalente a (4.1) via as equagoes de movimento. Diferen-
temente do capitulo anterior, nao ha necessidade de uma escala de massa extra, pois
x possui dimensao 1/2. Como © tem dimensao um, analogamente a (3.29), redefine-se

© — k?0. Logo, a acio redefinida sera

2

O mapeamento de Lunev [41]| associa cada configuracdo 3-dimensional de Yang-Mills a
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uma geometria efetiva de Riemann-Cartan 3-dimensional como
Wi =e? A" e ¢ =0", (4.4)

onde w¥ & uma conexdo linear relacionada a geometria de Riemann-Cartan sobre M?3,
sobre a qual a 2-forma de curvatura ¢é definida, RY = dw” + wiw"  enquanto e’ associa-se
também a uma geometria de Riemann-Cartan através da métrica efetiva, g, = n;ze,€).

Portanto, aplicando o mapeamento (4.4) na 2-forma R%,

R = I dA¥ € kI Am AT
= €7 dA* + (0 Ny — 0°,07,,) A" A"
= €/, dAF + ATAT = 9 PP (4.5)
_
Inversamente, (4.5) serd F* = ¢?*Rj;.. Impondo o mapeamento (4.4) na agio (4.2), esta

acao é modificada para

1 o .
SYM = 5/ (Q’jkelek — /€2€i * 61) . (46)

Reconhecida como agdo de Hilbert-Einstein em trés dimensoes [13], onde xe' = e¢“*¢;ey..

Usando o principio de Hamilton na agio (4.6) em relagao a e’ obtém-se as equagoes de
movimento

RV = g* xe, e T '=0. (4.7)

Entretanto, na primeira equagao das (4.7) possui um Hodge dual que se refere ainda

a geometria original. Para mostrar detalhadamente a influéncia da geometria de fundo
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sobre a geometria efetiva, seja o calculo do Hodge dual de ¢ = ede“,

) ) 1 .
T 7 wo__ i m v o
xe! = e, xdrt = Qeu\/ﬁe o dx’ dz®,

- ﬂeiﬂguﬁeﬂua eyjej eoicek = <ﬂ€iugu/8€51/aeyjeoléf) ejek
—dgv =dz®

wy ﬂ v o ]k
g 07 epuactie | €le

V9
~Ze
5 Cu

_ B
76”,}67,1

q . . ) _
% (€',9"e)™) epac® % | €ef, com g=det " e e=dete, =+/g
———
:éenij
1 _. )
= éleemjkejek, (4.8)
onde L™ = %e" L€7g" e ' & a métrica efetiva. Logo, a equagao (4.7) &, agora, reescrita
como
.. /{,2 ..

RY = ?e”kemankme”ep. (4.9)

Ou ainda,

R'L] — /{2 [T,,,.(Lkm)eiej + Likejek _ ijeiek} , (410)

que mostra a influéncia da geometria de fundo do espaco-tempo sobre a geometria efetiva

através do tensor L',

4.2 Mapeamento em 4 dimensoes

A partir deste momento, um mapeamento em quatro dimensoes serd mostrado. A
acao (3.30) apresentada no capitulo 3 para o grupo SO(m! — 1,n), a qual foi contraida
a partir da agao (3.17) para o grupo SO(m,n), terda cada configuracao (A,#) mapeada
em uma geometria efetiva (w,e). Sendo este mapeamento feito biunivocamente, tal que,
cada ponto x € R* seja relacionado a outro ponto X € M*. O mapeamento deve ser
um isomorfismo de modo que a estrutura algébrica, prontamente definida em R*, seja

preservada.
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4.2.1 Gravidade efetiva

O mapeamento comeca pela identificacao de cada campo de calibre em uma respectiva
grandeza geométrica. As equacoes a seguir, de acordo com o mapeamento, fazem a

correspondéncia entre (A,0) e (w,e):

Wt = 60 AY, (4.11)

e = 50, (4.12)

com os indices a, b, ... se referindo ao espaco T% (M). As equagoes (4.11) e (4.12) podem

ser expandidas em componentes como

W, (X)dX" = §%6% A% (a)dat, (4.13)

e’ (X)dX" = §°0% (z)dz", (4.14)

Da mesma forma, os Hodges duais em R* serdo mapeados em seus respectivos Hodges

duais em M*.

*w® = 0%06% % A% (4.15)

*xe" = 0% %07 (4.16)
ou seja, em componentes,

W (X)) \/G€papdXdXPAXT = §°0°% A% (2)\/GepapydadaPdzy,  (4.17)

e (X) /G600y AXAXPAXT = 6% 0% (2)\/Ge gy da®da’da’ . (4.18)

A seguir, cada termo da agao (3.30) é mapeado e simultaneamente identificado de

acordo a estrutura geométrica em questao:
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0%+ 0, = (dA% + A% A%) % (dAL + ALAD)

= (dw® + w® W) *\(dwa[’ + wa‘wc[’)J (4.19)
R\;[j B?:b

R®, ¢ a 2-forma de curvatura em M*. Da mesma forma,

K'«K, = D#* Db,

= De" * De, (4.20)
Te Ty

T® é a 2-forma de torcao em M*. Os outros dois termos requerem um pouco mais de
elaboracao.

Q) * (0,0°) = (A% + A" A%) * (0,6°) = R% x (eq€”) (4.21)
(0°0) * (0,6°) = (e®ep) * (eqc”) (4.22)

O termos comum as duas equacoes acima sera

*(eae[’) = geﬂyagea“eb”andXﬂ

1
= Ze“l"aecaede“dXﬁ

1
= éeuhwecea. (4.23)

Portanto, pelos novos termos mapeados (4.19), (4.20), (4.21) e (4.22), levando em conta
(4.23), a acao (3.30) se torna

7’ 2 b € b o8 b
= Ar2 ?Rab * R+ T % Ty — §€abcaRa ee’ + Eﬁabcaeae ee’ s . (4.24)
Esta agao (4.24) pode finalmente ser identificada com uma teoria de gravidade 4-dimensional

através das identificacoes dos parametros e v com a constante de Newton GG e a constante
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cosmologica A, respectivamente,

2

2
G = 2;2 e A= 71 (4.25)

E a acao que faré contato com a gravidade é encontrada:

A2
87TG / {WRG * R + T % T 2€abcDRab€cea + Zeabcaeaebecea} (426)

4.2.2 Equacoes de movimento

Encontrar as equagoes de movimento implica na variagao da acao (4.26) em relagao a
vierbein e® e a conexao de spin w%, respectivamente:

5S 1

1
Ser mRbc * (Rocea) + €ap (—€R™ e + A%ee’e?) + §Tb *(Tye') + DTy (4.27)

68
St WD * R% + e x T* — €™ T°€ (4.28)
b

Em seguida, de acordo com o principio de Hamilton, as equagoes de movimento sao

1 1
WR[’C * (Rpc€q) + €qved (—eRbceb + A26be‘e°) + ETB * (Tye")+ DxT, =0 (4.29)

WD * R% 4+ e x T — €™ T€” =0 (4.30)

Através das equagoes (4.29) e (4.30), é possivel resolver um caso simples, onde 7° = 0.
Neste caso, a curvatura serd na forma R*™ = ae®e®, onde o ¢ uma constante relacionada

a forma da curvatura do espaco. Portanto, substituindo esta forma de R na equacdo
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(4.29), obtém-se:

1

m(aebe“) * (epecey) + €aped (—e&ebéea + Aerecea) =0
02
€apcne’ee’ (m —ea + 62A2) =0
a? — 4N ea + 4Nt = 0. (4.31)

De forma que a equacao (4.31) é trivialmente calculada, resultando em a = 2¢A?. Calcu-

lada a constante «, a seguinte solugao é obtida:

R™ = 2eA%e"". (4.32)

Esse resultado mostra uma geometria efetiva como uma geometria riemanniana caracte-

ristica de um espaco de de Sitter ou de anti-de Sitter, dependendo do valor de € e A2
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4.2.3 Alguns aspectos do mapeamento

O mapeamento assumiu um isomorfismo entre o R* e M*. De maneira que cada
ponto x € R* é mapeado em um ponto X € M*. Sobre este mesmo mapeamento, uma,
configuragao (A, ) foi identificada com uma geometria (w, e). Quando 6 é associado com
a vierbein e, implica que, em cada ponto X € M, o espaco cotangente Tx (M?) adquire
uma isometria local caracterizada pelo grupo de calibre SO(m!—1,n). A figura 4.1 ilustra

este processo.

Figura 4.1: Cada ponto x € R* ¢ mapeado em um ponto X € M*. Uma configuracio
(A, 0) foi identificada com uma geometria (w,e), tal que A - w e § — e.

Da mesma forma, o campo de calibre A é mapeado na conexao de spin w. O fato do

mapeamento ser um isomorfismo é imprescindivel para que nao haja ambiguidades entre

0s campos, ou seja, garante que uma configuracao (A, 6) definird um tnica geometria.
Asrelagoes (4.11), (4.12), (4.15) e (4.16) podem ser extendidas para formas de qualquer

ordem, mapeando assim o espaco das p-formas E” em R* no espaco das p-formas E? em
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M*. O mesmo para seus respectivos espacos duais:

EP — [P,

«EP — «EP. (4.33)
De acordo com os detalhes desenvolvidos no Apéndice C, este mapeamento é descrito por

v g %~zxa
L w (5) 9 Gau - (434)

onde L, = %f# . A inversa de L”, ¢ trivialmente calculada:

(L")~ = <g)ég”a§au : (4.35)

9

A unicidade é um ponto crucial neste modelo de mapeamento, caracterizando, desse modo,
a sua nao-degenerescéncia. A obtengdo da inversa de L”, garante que o mapeamento seja
nao-degenerado. A métrica efetiva é calculada pelas equacoes de campo, entretanto, a
métrica original é escolhida. Nesta dissertacao, devido ao espaco euclidiano original, tem-
se

LY, =(9)% 9" 0ap - (4.36)

Um ponto extremamente importante se refere as isometrias locais da geometria efetiva.
Este ¢ determinado pelo valor de m. Para m = 0 ou m = 1, o grupo reduzido é o SO(4),
implicando assim em isometrias de um espaco euclidiano. Para m = 2, o grupo reduzido
é 0 SO(1,3) caracterizando as isometrias locais em um espago de Minkowski. Este tltimo
caso pode ser interpretado como uma espécie de deducao do principio de equivaléncia. Por
outro lado, m = 0 seria 6timo para uma teoria inicial, pois apenas no grupo SO(4) esta
garantida a unitariedade. Uma maneira de conectar os casos m = 2 e m = 0 seria pelo
método das rotacoes de Wick, porém, ainda sem justificativa fisica por causa do tempo

imaginario.
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Conclusoes

Uma teoria de calibre para o grupo SO(m,n) em um espago-tempo euclidiano 4-
dimensional foi o ponto inicial. A teoria é renormalizavel, pelo menos a todas as ordens
em teoria de perturbacao. Como uma teoria de calibre nao-abeliana, a teoria em voga
tem liberdade assintotica [23, 24| e a propriedade de gera¢ao dinamica de massa [17, 28|.
Tal parametro de massa foi utilizado para uma redefinicao dos campos e, juntamente
com um parametro adimensional de acoplamento x, caracteristico a liberdade assintotica,
permitiu a deformacao da algebra do grupo SO(m,n) a baixas energias através de uma
contracao de Inonii-Wigner [37|. Essa deformacao induziu uma quebra de simetria que
permitiu a identificacao dos campos de calibre com as quantidades geométricas presentes
em uma teoria de gravidade e, assim, mostrou-se que uma teoria de calibre pode induzir
uma geometria efetiva.

Uma grande motivacao do trabalho foi buscar uma teoria que tornasse possivel uma fu-
tura quantizagio 20|, portanto, foi escolhida uma a¢ao de Yang-Mills pura que atendesse
a propriedades como a invariancia por transformacoes de Poincaré, renormalizabilidade
por contagem de poténcias, invariancia de calibre, localidade e a conservacao de probabi-
lidades.

Nao obstante, um grupo de Lie semi-simples seria adequado para que esta agao fosse
desenvolvida de acordo com os objetivos aqui prentedidos, por isso foi escolhido o grupo
SO(m,n) com m € {0,1,2} e m +n = 5 por ser aquele que, nao somente é um tipo
de grupo de Lie interessante para os propositos do trabalho, mas que continha os grupos
de de Sitter (para m = 1) e anti-de Sitter (para m = 2), além do grupo ortogonal

(para m = 0). A escolha do grupo SO(m,n) nao foi somente por estes trés grupos
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estarem inclusos, mas também por ser um grupo que pode ser escrito como produto
direto SO(m,n) = SO(m! — 1,n) ® S (4). Nesta decomposi¢ao, a presenca do coset
S (4) abriu o caminho para uma projecao estereografica da algebra dos grupos SO(1,4),
S0O(2,3) e SO(5). Cabe ainda ressaltar que o grupo SO(m,n) definiu um espaco plano
5-dimensional Rg™ que, inicialmente, nao estava de modo algum relacionado ao espago-
tempo R A decomposiciao da algebra de de Sitter permitiu ainda que os campos A e
fossem explicitados em cada setor da algebra.

Como o trabalho foi se basear em uma teoria de calibre classica, tendo o principio de
calibre [18] como principal aliado, nada mais coeso do que buscar uma teoria de gravidade
que fosse realmente embasada neste principio, isto é, uma verdadeira teoria de calibre.
Entretanto, o formalismo da métrica [31], baseia-se no grupo de difeomorfismos. E, ainda,
a conexfio métrica ndo é um campo fundamental neste formalismo. E justamente neste
ponto que o formalismo de primeira ordem [13| para a gravidade contrasta com o for-
malisma da métrica. O primeiro trata o espago-tempo através da conexao de spin e da
vierbein, ambos campos fundamentais. Dessa forma, o estudo do formalismo de primeira
ordem nesta dissertacao apontou uma enorme vantagem, tanto fisica quanto matematica,
na construcao de uma teoria de calibre para a gravidade.

O proximo passo utilizou o teorema de Inonii-Wigner, que permite que grupos sejam
contraidos em outros grupos. Com este teorema foi possivel induzir uma quebra de sime-
tria para o grupo SO(m! — 1,n). Para tal, argumentos e parametros fisicos, tais como,
a redefinicao dos campos e a propria contracao de Inonii-Wigner foram utilizados. O
fator importante sobre o grupo SO(m! — 1,n) é quanto a sua participacao fundamental
na descricao das isometrias locais do espacgo deformado.

Sobre o0s espacos envolvidos, cada ponto z € R* foi mapeado, um a um, em X € M*.
Neste segundo espaco, um espacgo cotangente foi definido através de suas isometrias locais
que sao caracaterizadas pelo grupo SO(m! — 1,n) que surge pela quebra de simetria.

A geometria efetiva é determinada pelas equacdes de movimento, obtidas através da
acao (4.26). A solu¢do nao-trivial mais simples é um espago de (anti)-de Sitter, depen-

dendo dos valores de A? e m.
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O fato do grupo de calibre determinar as isometrias locais tem duas notaveis con-
sequéncias: Caso m € {0,1}, o grupo reduzido é o SO (4), implicando que aquelas
isometrias locais sao as de um espaco euclidiano. Caso m = 2, é o grupo de Lorentz
SO (1,3) que determina as isometrias locais em um espac¢o minkowskiano. Como uma
consequéncia do ultimo caso, espaco e tempo sao distintos um do outro. Entao, partindo
de uma teoria de calibre em uma regiao onde espaco e tempo sao totalmente misturados,
ou seja, no sentido de que nao ha efeito fisico que possa distingui-los. Termina-se entao,
em uma teoria onde uma métrica de Minkowski local aparece naturalmente. Portanto, é
possivel interpretar esse efeito como a ascensao do principio da equivaléncia da teoria da
relatividade geral.

Em relagao a unitariedade, a mesma somente é garantida quando m = 0. Neste caso,
a teoria de gravidade resultante é uma gravidade isométrica local no SO (4). O caréter
euclidiano local do espaco-tempo prevé de forma incompleta o principio da equivaléncia
porque carece da separacao entre o tempo e o espaco através da métrica local com assina-
tura minkowskiana. Embora este nao tenha sido um ponto abordado nesta dissertacao, o
método das rotacoes de Wick pode ser usado para conectar o caso m = 0 ao de anti-de
Sitter. As rotagoes de Wick é um método que ainda nao tem justificativa fisica por causa
do tempo imaginério.

Embora o valor do parametro « seja dificil de ser realmente calculado nao-perturbati-
vamente, considerando que ele se comportard como um parametro do regime de aco-
plamento forte das teorias de calibre em SU (N), ele sera grande o bastante para que
a contragao de Inonii-Wigner seja feita. Por outro lado, a massa gerada dinamicamente
também tem um papel crucial na determinacgao de G. Assim, existe uma grande chance do
valor de G ser pequeno, tal como se espera. Em compensacao, A devera ser extremamente
grande.

Foi deixado para trabalhos futuros, a determinacao da origem fisica do parametro 7,
assim como a exploracao de um tratamento perturbativo a 1-loop ou semi-perturbativo
de modo a determinar as possiveis solugcoes para x e 7.

Nesse momento, tudo o que pode ser afirmado é que a presente teoria é quantizavel e
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pode emergir numa teoria efetiva de gravidade.

Como encerramento desta dissertacao, duas perspectivas sao iminentes: A primeira é
sobre a geracao dinamica de massa que pode ser feita pelo tratamento das ambiguidades
de Gribov. A segunda perspectiva consiste em determinar explicitamente G e A utilizando

os métodos usuais da teoria quantica de campos.
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Apéndice A
Formas diferenciais exteriores

Nao sera feita aqui apresentacao rigorosa, nem mesmo extensa, sobre formas diferen-
cias exteriores, mas sim uma breve exposicao das defini¢oes e teoremas que estao aplicados
nesta dissertagao. Um estudo mais aprofundado exigira do leitor uma consulta as refe-

réncias [15, 36], entre outros.

A.1 Produto exterior

Em uma variedade n-dimensional M", para cada curva diferencidvel que passa por
um ponto x € M", existe um vetor tangente. Entao, o espago tangente 7, (M") a uma
variedade M™ em um ponto = é o espaco de todos vetores tangentes neste ponto x. Os
operadores diferenciais {%}, com i € {1,---,n}, formam uma base para este espago.
Obviamente, dim T,(M") = dim M". O espago dual a T,(M") é denominado espago
cotangente e denotado por T./(M™), cuja base é definida pelo conjunto {dz"}, onde pu €

{1,--- ,n}. A dualidade é definida pelo produto interno

(i,dx”) = 5", (A1)

oxH

Definida a uma base para T(M"), define-se o produto exterior mais simples por

dat A\ dz” = dz* @ dz” — dx¥ @ dat, (A.2)
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onde o simbolo A denota esse tipo de produto. Aqui, ® indica o tao conhecido produto
tensorial. No decorrer do trabalho, o simbolo A que representa o produto exterior nao
sera mostrado explicitamente nas equagoes, exceto quando necessario. Assim, dx* Adz” =

da*dz”. De acordo com a equagao (A.2),
daxtdx” = —dx"da" e datdat =0, (A.3)

onde, na segunda equagao em (A.2), nao ha somatorio.

A.2 p-formas

Uma forma diferencial exterior w de ordem p, simplesmente chamada de p-forma, é
definida como

1
W= =Wy gy, (T ) 2 . dat. (A.4)

p!
Onde wy, g, () s80 componentes tensoriais covariantes de ordem p < n totalmente
antissimétricos em seus indices. As p-formas sao situadas sobre o espaco cotangente
T (M") a variedade M". Caso p > n, a p-forma é nula.

Seja uma p-forma « multiplicada por uma outra g-forma S, que resulta em uma r-
forma v = af, tal que » = p + q. Esse produto somente anticomuta quando p e ¢ sao

impares, pois

aff = (—1)"Ba (A.5)

Outra propriedade é a associatividade, ou seja,

(aB)y = a(By). (A.6)

Como exemplo de multiplicacao entre formas, tem-se

1 1% 1% V,
vy=af = maulu2...up(x)ﬂyly2...yq (x)dxtrdz"? ... datrda” dx™ ... dx". (A.7)

20



Fazendo todas as antissimetrizagoes,

1

’y = F"}/}\l)\g_,,)w ($)d$A1d$A2 e dIL‘)‘T. (AS)

A.3 Derivada exterior

O operador diferencial d, denominado derivada exterior, é definido por
0
—_ 14
d= &Eudx : (A.9)
Quando aplicado a p-forma (A.4),
1 a v M1 H2 Hp

dw = a@wuwww(z)dx dxttdaxt? - - - datv. (A.10)

Uma propriedade da derivada exterior é a nilpoténcia, i.e, d> = 0. Essa propriedade
é também conhecida como lema de Poincaré. A derivada exterior é uma aplicacao que
transforma uma p-forma em uma (p + 1)-forma.

Sejam uma p-forma a e uma g-forma 3. Ao ser aplicada no produto destas formas, a

derivada exterior resulta em:

d(af) = (da)p + (—1)Padp. (A.11)

Se a derivada exterior for aplicada em uma soma, entao

d(aa + bB) = ado + bdfs. (A.12)

Onde a,b € R.
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A.4 Operador dual

O operador dual * transforma uma p-forma em uma (n — p)-forma e sua aplicagao é

definida por

*dxht - datr = —\/E ghtbe gttt gttt L dghn (A.13)
=g e

onde

H1Hp — gtV .. gMeVp
€ Hp+1-fn — g g 8”1"'Vp,ufp+1“'/ln' (A14)

g"” é o tensor métrico e g = det g"”. Portanto, a forma dual de uma p-forma w, é

denotada por

_\F .
iy = T T AP A i (A1)

Sejam as p-formas w e A. O operador hodge dual satisfaz a propriedade
x(ac + b)) = a(xa) + b(xp), (A.16)

onde a e b sao escalares.

A.5 Integracao

A integracao de uma forma diferencial é a operacao inversa a diferenciacao exterior.
Integrar uma forma direncial exige que a variedade, onde ela se encontra definida, seja

orientével.

Definigao 1 Seja M uma variedade coberta por uma cole¢ao de abertos {U;}. M é orien-
tdvel se, V U; ou ¥ Uj, erxista coordenadas locais, tal que {z*} € U; e {y’} € U; de modo
ayP

que J = det (850&) > (.

Onde J é o jacobiando da mudanca de coordendas. Se uma variedade é orientavel, entao

existe uma p-forma w, um elemento de volume (ou elemento de integracao), que nao se
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anula em nenhum ponto definido por

1
dV = dz'da? - da" = i T (A.17)

Se f é uma funcao suave sobre uma variedade orientavel M", entao qualquer p-forma w

pode ser escrita como fw. Define-se a integral de uma p-forma, no dominio de uma carta!

(Vi, b)) com coordenadas (2!, 22 --- , a™), por

[ ro= [ retepdstde = [ v (A18)
- a(Va) R

A integral de uma p-forma sobre toda a variedade deve considerar o conjuto de cartas,

denominado atlas, de modo que

/Mn fw = ; . faw, (A.19)

onde f=>"_ fo com f, definida sobre (V,, ¢a).

Para esclarecer mais a integragao de formas, seguem dois exemplos:
Exemplo 1:

Seja a variedade M!' = [a,b] e sua respectiva fronteira OM! = {a,b}. A 1-forma
w = w(z) definida sobre esta variedade possui derivada exterior dw = %w(x)dx. Sendo

assim,

/Ml dw = /ab %w(x)d:c = w(b) —w(a) = [Ml dw = /aml w. (A.20)

Exemplo 2:

1Uma carta é um homeomorfismo ¢, tal que ¢, : V, — Rq, onde V, C M" ¢ R, C R"

23



Seja uma 2-forma w definida sobre a variedade 3-dimensional M® = {(x,y, 2)|z? +
y? + 2% < 1} com fronteira OM? = {(z,y, z)|z? + y* + 2° = 1}. Para ilustrar a situacao
fisicamente, considere que w = ie;;, E*dz'dz’, onde E¥ = E*(z) é o campo elétrico na

regiao limitada por OM?. Tomando a derivada exterior da 2-forma,

1 A | .
dw = —EijkagEkdl'ﬁdl'zdl‘] = —9EF Eijkfh‘j dedydz = O, E*dV. (A.21)
2 2 N ——

=215f  =dV

Assumindo que dfy = 3e,da'da?, entdo w = E*dfy. Logo,

O EFdV = E*dfy, «— dw = / w. (A.22)
M3 oM3

M3 oM3

Os resultados (A.20) e (A.22) s@o casos particulares que obedecem ao teorema gene-

ralizado de Stokes sobre formas diferenciais, o qual estabelece que,

/dw:/ w, (A.23)
M3 oMs3

onde w é uma p-forma, M®*Y) & uma variedade p + 1-dimensional, orientavel e compacta,

enquanto OM®*D ¢ a fronteira ndo-nula desta variedade.
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Apéndice B

Projecao estereografica

Uma maneira particular de se projetar geometricamente uma esfera em um plano
¢ conhecida em geometria diferencial como projecio estereografica [38]. E um tipo de
mapeamento descrito por fungoes suaves e bijetivas. Apenas angulos sao preservados
e, por isso, também é um tipo de transformacao conforme. Entretanto, distancias e
areas nao sao preservadas. De acordo com o tipo de espago (de Sitter ou anti-de Sitter) a
curvatura pode ser definida positiva ou negativa. Espacos de de Sitter podem ser definidos

como uma pseudo-esfera em um espaco plano 5-dimensional com coordenadas cartesianas

A {E0,60,€1 €2 €3) que satisfazem a
nap€tel = eR? = e(€%)? +2(€%)” + (€1)° + (€)% + (%), (B.1)

uma vez que nap = diag(e,e,1,1,1). Os indices latinos maitsculos {A, B,C,---} rodam
como {5,0,1,2,3}.

Com € = ¢ = +1, a métrica é de um espaco euclidiano. Porém, se e = —1lec =1, 0
espaco é de de Sitter. Porém, se ¢ = —1 e € = —1, 0 espaco é de anti-de Sitter. Enquanto
isso, R é o raio do espaco. A métrica nap pode ser escrita de maneira que a quinta

coordenada fique isolada. Logo, um forma equivalente é equacionada como

NapEEP + €(£°)? = eR?, (B.2)
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onde 7n,, = diag (¢,1,1,1), com a,b € {0,1,2,3}.

Os geradores do grupo de de Sitter podem ser obtidos por

1
JA, = 3 (77’405(;63 — nBcfcaA) , sendo que Oa = oen

(B.3)

onde £4 sdo coordenadas cartesianas em Rg”". De modo a obter uma transformagdo plana

conforme, as coordenadas £ sdo escritas como

£ = na*,

VI

€ = ()2 R(1—2n).

Substituindo as equagoes (B.4) em (B.2) obtém-se
0N, T + eR? (1 — 2n)° = eR?,

a qual leva, juntamente com o2 = 1,7°2°, ao fator da transformcao

1

n=-———.
(1+5%2)°

E possivel verificar que a métrica é conformalmente plana, tal como segue:

ds® = napdetde’ + e(dg®)?
= N (Tdn + ndz®) (2°dn + ndz") + (4ecR*(dn)?)

=TT (dn)? + 2 dr’ + AR (dn)? + nadrdr’

Levando em conta que

odo = nabfadfb e dn = — 74T,

entao,
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Usando (B.9) em (B.7):
1
ds* = nuz'T’(dn)? — 45R25(dn)2 + 4eR?(dn)? + n*ngdz®dz’

4AR?
=0
= n’ny dz"dz. (B.10)

=Yad

2
- (02 _4eR? (1 + 1) + 45722) (dn)? + n*nudTodz®

Portanto, fica demonstrado que ds? = napdéA¢P = g, dT?dz’, onde gu = n’ng e, assim,
Jap € Uma métrica conformalmente plana e n? é o fator conforme.

Agora, aplicando (B.4) e (B.6) em (B.3) resulta nos geradores do grupo,

“ 1 wer 1 0 ber 1 0
To = G T, g T,
=pb =pa
1
= L@ (B11)

.1 o o 0
J - 2 (775C€ 85(1 - nacg a€5>

15,10 i,

- 2 (77 €5nafa /'7(105 a£5

_ L& (0800 O

— 2\t T on ogs o
1 1 co? 1

= -ge(e€)*R (— - 1) P —nT, | -————T'P,
2 { 4R? 2n'R (ec)?

2 1

— U—IPa — 16 (€€)§ RP(I + %Eafbpb
8(ec)2 R 2 4(e€)2 R

= —%e (es)? RP" + L (22,2°P, + 0*P*) (B.12)

8(ec)2 R

. . L. . - -1 )
E possivel, entdo, impor a identificagdo entre Rg"™ e RY™ " através de

oo % (E) (B.13)

a7



Portanto, usando (B.13) em (B.12), o gerador se torna

a K 5a € — —b 2 pa
J* = —=P"+ — L (25,7°P, P%), B.14
m +16K(xx y + o° P (B.14)

conforme se pretendia demonstrar a equagao (3.31).

o8



Apéndice C

Mapeamentos

Aqui serao realizados os mapeamentos para 0-forma, 1-forma, 2-forma, 3-forma e 4-
forma. O mapeamento destas formas e de seus duais sera feito de acordo com (4.33). No
decorrer dos calculos, = e X serdo as coordenadas usadas, sendo que z € R* e X € M*.
Considere g o determinante da métrica antes do mapeamento e g o determinante da

métrica apos o mapeamento.

C.1 O-forma

Neste caso, as fungoes sao escalares. De (4.33), o operador dual seja mapeado como:

f(z) = «f(X)

Capp (VoS dz?da A da?) = €apy (V/3FAX X AX7AX")
oX© JOXP L OXT | OX"

a B Y sp B dnV oA 100 — v o
(V9£05,06%,646%) da'dx” da*dx Vaif 895# By dx = dx o dx
~—~ ~—~ ~ ~
7LQM :Lﬁy :L,y)\ :Lpo
\/_f 00t 6064 6363 6067 = \/gf L, 08 L84 L7,0.} LP, 65
\/\/ S~
e e =L =L =L =L

[V
VR
|
~_
S
~
—~
s
aQ
=

o ()
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Da mesma forma, f(z) =

C.2

1-forma

f(X). Comparando com (C.1), o trago devera ser:

ee()

Seja a 1-forma f. O mapeamento (4.33) impoe a igualdade

Julz)dz" =

fu:

Por simplicidade, f, = f.(z) e fu = f#(X).

’ (C.2)
Fu(X)dXx*"
N GO
fu(X) 57 dx
L f, . (C.3)

Da mesma forma, o dual é mapeado como:

*fu<l’) - *fu(X>
W opfuda’dadz” = o, o f,dXYdX*dX"
€uvaf (\/ﬁf”dm”dxadxﬁ) = €uap (ﬁf“dX”dX“d)ﬁ) . (C.4)
Logo,
Voftdatdeda® =
= 0XY 0xXe oX B
B pV de B 5 fB Y o p
Vo frdat de®dx Vif o Ao o da” - da
:LV,Y :LD‘U :LBp
v @ B8 _ ~rurv 18 1O o
Voftda'de®da® = \/gf*L" L7 L°,dx"dx” da” (C.5)
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Aplica-se uma sequéncia de ¢’s no lado direito da equagao (C.5) para que os indices dos

diferenciais nos dois lados fiquem iguais:

(Vg.["850207) da”da”da’ =

V" 646 6267 8566 =

N~
=5y =0% —s8
v =08

~rurv 18 1O o
(\/5 Ll L U) dz" dz® da”
Vafr L) LP 65 10,07 .

——— N

:LIIV =L56 :Laa

Considerando que os tragos 0% =4 e = L”, = L, entao:

NI

(C.6)

()

As componentes covariantes de f* sao determinadas através da aplicacgao do tensor métrico

em seu respectivo espaco, i.e., f, = g, f*. E, aplicando o tensor métrico g,, em ambos

(
(

os lados da equacao (C.7), obtém-se

Q |

N———
SIS

f”g,ua =

b=

3 ~
) fugyugua

VR

A Ry

3
) 03" Gop (C.8)

N——
[SIE

Q |

Comparando (C.8) e (C.3),

o9\ (L)
LM: 5 Z g gﬂa (Cg)

(C.10)

Sera 1til para os calculos das outras formas, o vinculo a seguir. Primeiramente, toma-
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se o trago na equacao (C.9):

~\ % 3
v IV (LY -
1
9\ (L) ..
= (0 (&)
%
ngngLQ = <g) 43
9
T
L = 43 (%) (5™ gu) 2 . (C.11)
Comparando (C.2) com (C.11), define-se o vinculo
: :
g 3 (g v _1
1(3) - 2 (5) ara
1
| g\?
(9" gw)? = 2(;) : (C.12)

Neste momento, o mapeamento ja esta calculado, ou seja (C.9). Nos proximos calculos,

serd checada a consisténcia para as demais formas citadas no inicio desta se¢ao.

C.3 2-forma

Seja a 2-forma f. O mapeamento impoe que

fu()datdz” = f,(X)dX"dX"

~ oXH 19044
S (X) e dx 5P dz
fuu = LCLL/J;fa,B s (013)
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O operador dual é mapeado de forma analoga ao que foi feito para a 1-forma:

*f/LZ/ = *f:uy
nwj'ypfuudaﬂdwp = nu'iypfude’Ypr
€uvyp (VI Az dal) = € (ﬁfﬂudXVpr)
\/gfﬂudlﬁdxp — \/Ef“VL’Y,{LPAdl’KdSL’)\

VAR i = (Vi) bt

VAP RS, = i D5 L)
=4 =4 =L =L

N

(%)2 o (C.14)

~- )

Determina-se, entao, as componentes covariantes aplicando os tensores métricos na

equagao (C.14):

N[
[N}

« v g L F ~ap~fr
faﬁg “gﬂ = (5) (Z) aﬁg “gﬁ
N\ i 2
Q v g g L r ~au~Br
Fas (9™ 9u0) (97" gue) = (5) (Z) 895" (guo9ve)
ey g % L L ~o ~Bv
faﬁéﬂgé 9 = (5) (Z) fa,@g “Quegﬁ gue
\ & I 2
g\? Y ~
fur = (;) (Z) Fas3 90,57 ger - (C.15)
Comparando (C.15) e (C.13),
N\ 1 I 2
a g\* o -
LMLBV = (5) (Z) g ngugb’&g&/ (C16)

Se apenas um traco ¢ tomado em (C.16) e, em seguida, substituindo (C.2) e (C.12) nesta
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mesma equacao, entao,

2 g 112
~ o)
9" gou |2 (t)
3 i
g) 4 (g) gae.QHM
g g
1
« g 8 ~af
Lo, = p 3" 9o, (C.17)

L? & calculado de forma analoga, mas nio ¢ necessario explicitd-lo aqui, pois o resultado
(C.17) é o mesmo que aquele obtido em (C.9) para 1-forma.
Para a 3-forma e a 4-forma, os célculos sao similares aos realizados para 0-forma e

1-forma, uma vez que estes tltimos sao os duais dos primeiros.
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